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Contexte mmm/

Le SCR dans un modeéle un interne c’est :
v le quantile a 99,5 % ;

v d’'une distribution non directement observable (montant du capital
nécessaire pour équilibrer le bilan en fin d’exercice).

Recours a un modele interne, ie a la modélisation :
v de l'actif ;
v du passif ;
v des interactions actif / passif.

Il est donc nécessaire de modéliser la loi du « surplus ».
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DES RISQUES

Contexte Rl
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Un exemple simple WWW/

Supposons qu’au bout d’'une annee, la société doive détenir un actif assez important
pour venir en contrepartie d’'un passif qui vaudra, de maniere certaine, 100.

L’actif est suppose fournir un rendement aléatoire dans le cadre d’'un modele de Merton
(voir pour une presentation de ce modeéle).

'assureur dispose en 0 de ce méme montant en provisions, il s’agit donc de déterminer
le montant du capital cible y tel que :

2

Ny
P{(lOOJr;/)exp{,uszLaBl +Zuk} 3100} <0,01
k=1
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Un exemple simple
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Risgues associés au modele interne mww/

Les sources d’erreur potentielles doivent étre contrélées car un modele actif / passif est

complexe :
Approche
inférentielle directe \ M

Estimation

Existence de données observables .
de la variable dintérét Medelisation globale | (2)

A W

Modéle Estimation Simulfation

Théorie des

Calcul de VaR axUdmes (3)
Simulation Estimation
B A Approche ()
Modélisation de la Simulation inférentielle indirecte
vanable d'interét ( S
Estimation
Modéle Estimation 2 s
Résolution
ditecto Formules fermées (5)

Le modele doit étre aussi « robuste » que possible.
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Notion de robustesse mww/

La robustesse est la propriété d’'un estimateur de rester convergent méme si le modele
est mal spécifié.

Exemple : estimation de 'espérance dans un modele log-normal

2 A2
O ~ O

Ona: pu=exp|m+ > ce qui conduit & proposer jz =exp| M+ —

avec A iznll ( ) &Zzﬁi(ln(xi)_m)z
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Notion de robustesse mww/

Si la distribution sous-jacente est en fait exponentielle de paramétre 1, alors f
converge vers

o *2 2
=exp| —0,577+— |=1,28
12

exp| m*+

alors que la vraie valeur de I'espérance est 1, car la distribution de In(Xi) est une loi
de Gumbel :
P(In(xi )> x) —~ P(Xi > ex) —~ exp(—ex)

L'espérance empirique est robuste.
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Approche paramétrique www/

On fait 'hypothése que la loi du phénomene sous-jacent appartient a une famille
parametrique (normale, log-normale, Pareto, Benktander, etc.).

L'estimation d’'un quantile d’ordre quelconque peut alors étre envisagee de la maniere
suivante :

v estimation des parametres (par maximum de vraisemblance ou autre
methode) ;

v inversion de la fonction de répartition ;
v Estimation de la VaR par VéiR( p) = Fé_l( p) ;

v recherche d’un intervalle de confiance.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 9
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Exemple : loi log-normale mwm/

De I'expression :
_ VaR,( X )—
5 In(X) m_ a p( )—m 1)
o o

On déduit une expression explicite de la fonction quantile :

VaR, (X )=F " (p)= exp(m+0¢_1( p))

Puis un estimateur naturel de la VaR :

VAR, (X)= exp(rﬁ + &¢_1( p))

/ Solvabilité et valeurs extrémes 10
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Exemple : loi log-normale mwsm/

La sensibilité de I'estimation aux parametres peut étre approchée par :

: % VR (X)=1 CR
VaR,(X)om — P VaR,(X) oo

VaRp(x):¢‘1(p)

On en déduit gu’une erreur de mesure de 1% sur I'espérance conduit a une erreur de
mesure de 1% sur la valeur a risque ; mals parallelement une erreur de mesure de 1%
sur la volatilité induit une erreur de ¢ ( ) sur la valeur a risque. Au seuil p=99,5% , on

) 471(99,5%) = 2,58

et donc une erreur de 1% sur la volatilité conduit a une erreur 2,6 fois plus grande sur la
VaR.

Le biais est ici déterminé avec Jensen :

£ (VaR, (X)) > exp(E () +E(8)¢*(p)) =VaR, (X)

/ Solvabilité et valeurs extrémes 11
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Un modele de mélange —

Que se passe-t-il si le modele sous-jacent est en fait :
S, (X) X <m

Sx(x):<(x

—)a S;(m) x>m

m

C’est a dire un modele « presque » log-normal avec une queue Pareto :

p(X > x|X >m) =X >X)

oo e )

Fonction quantile : F~(p)=x, =m x(

A —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————y
/ Solvabilité et valeurs extrémes 12
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Un modele de melange mww/

Avec un modele de référence log-normal on est amené a comparer les SCR suivants:

oY e
x'F\)/'EL =exp(y+a¢_1(po))>< 11_p XIF;N :exp(u+a¢_1( p))
_ po

On sera confronté a une situation de risque de modele dans le cas ou malgré une valeur
du rapport entre les 2 guantiles sensiblement différente de 1, un échantillon issu du
modeéle mélangé serait difficilement discernable d’'un échantillon log-normal.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 13




Un modele de mélange mwmm/

Estimation des parametres par maximum de vraisemblance :

I(@“”xﬁy¢znna)cﬁe(klﬂn(g)%ii{hwxm)#}

i=1

+(n—k+1)|n(a)+a(n—k+1)In(m)—agln(x(i))+(n—k+1)SO(m)

avec k= min{i "X > m}

(i)

max (X, .. X,;uo,ma)=maxmaxl(x,..,X,;uoc,ma)

(1,0.m,a) m (u,0,)

n—k+1

A e

Q>

i ———
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Un modele de melange mww/

On simule un 1 000-échantillon de la loi mélangée et on regarde comment I'ajuster.

v tirage d’'une valeur u distribuée uniformément sur [0,1];
v Si, U> pytirage de x dans la loi de Pareto de parametres (m, a);
v sinon , tirage de x dans la loi :

S(X) _ So(x)_so (m)

1_So(m)

Ce dernier tirage peut étre effectué avec une méthode de rejet : on effectue un tirage
dans la loi log-normale, et on le rejette si la valeur obtenue est supérieure a m.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 15
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lsrm( g
ldentification des extrémes oo wsm/

On remarque gue si on fixe une probabilité p, alors la probabilité que le quantile d’ordre p de
la distribution log-normale soit dépassé dans la distribution mélangée est :

Se(m)

exp(,u + o ( p)) h

7(p)=1-

en conséguence, sur un échantillon log-normal de 1 000 valeurs, on trouvera en moyenne
deux valeurs qui dépassent le quantile de niveau 99,8 % , alors que ce seront 5 valeurs qui
dépasseront ce seuil si la distribution sous-jacente est la distribution mélangée. Comme le
nombre de valeurs dépassant un seuil u est approximativement gaussien on dispose d’un
moyen de tester la cohérence du nombre de « grandes valeurs » :

k—nS(u)

\/nS (u)(1-S(u))

P(N, >k)~1

/ Solvabilité et valeurs extrémes 16
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Intervalles de confiance — wm/

On a donc estimé la VaR par VéR(a) = F@“ (a) et on s’intéresse a la précision de
I'estimateur ainsi obtenu.

On se place dans le cas particulier ou le parametre est estimé par I'estimateur du
maximum de vraisemblance ; on déduit des propriétés géenérales de I'estimateur du
maximum de vraisemblance que VéR(a) est alors l'estimateur du maximum de
vraisemblance de la VaR. Il est donc asymptotiguement sans biais et gaussien. En
obtenant une estimation de sa variance asymptotiqgue on pourra donc construire un
intervalle de confiance.

La loi de la statistique VéR(a) est toutefois difficile a determiner, et on est conduit a se
tourner vers des technigues de simulation, et tout particulierement la méthode bootstrap .

/ Solvabilité et valeurs extrémes 18
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Intervalles de confiance www/

Le principe de la méthode consiste a remarquer que pour un échantillon de taille suffisante,
la fonction de répartition de la loi sous-jacente peut étre approchée par la fonction de
répartition empirique. Evaluer des statistiques par simulation se raméne alors a générer
des échantillons a l'aide de la distribution empirique. Hors un tirage dans la distribution
empirique s’obtient simplement Har un tirage avec remise des n valeurs dans I'échantillon
initial. On obtient ainsi au plusn échantillons boostrapés a partir desquels on va calculer
les estimateurs empiriques des statistiques d’intérét.

Dans le cas de lestimation d’'une VaR, l'échantillon initial est constitué par les n
observations de X utilisées pour estimer les parametres du modele. La statistique d’intérét
est :

/ Solvabilité et valeurs extrémes 19
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Intervalles de confiance www/

On peut procéder de deux manieres pour construire I'intervalle de confiance recherche :

v estimation de la variance boostrapée de VéR(a) , que l'on utilise ensuite
ensuite avec I'hypothése de normalité asymptotique ;

v estimation directe d’'un intervalle de confiance boostrapé via la méthode
BCa (Bias corrected and accelerated).

On rappelle ci-apres le principe de la méthode BCa. On notera B la taille de I'échantillon
bootstrap.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 20
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Intervalles de confiance e wm/

La méthode consiste a déterminer les bornes de l'intervalle de confiance de sorte que :

Plb <VaR,(X)<b, |=1-a

en prenant pour b; la valeur d’indice B x S de I'échantillon des VAR () bootstrapé.

Ona:

Lo+ U Lo+ U

S
Il
<=
N

o
_+_
N | ©
>
Il
ASS
N
o
_|_

1-y| zp+uy, 1-y| z5+u

/ Solvabilité et valeurs extrémes 21
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Intervalles de confiance —— wsw/

Les notations suivantes ont été utilisées :

v Ucle quantile d’ordre ¢ de la loi normale centrée réduite ;

v Zg = ¢_1(k)avec k la proportion des échantillons boostrapées pour lesquels
la VaR obtenue est inférieure a VAR («)

y > (VaR(a)-VaR; (a))’

=1

en désignant par VAR, (X ) la VaR obtenue sur le i#™ échantillon « jackknife » (Cest &
dire I'estimation de la VaR obtenue a partir de I'échantillon initial duquel on a retiré la ieme
valeur).

/ Solvabilité et valeurs extrémes 22
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Intervalles de confilance

Mais attention, les méthodes bootstrap sont mal adaptees a I'analyse d’un quantile éleve
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Approche non paramétrique —

On ne suppose plus ici d’hypothése sur la forme a priori de la loi sous-jacente ; on
dispose dans ce contexte de la fonction de répartition empirique :

l n
F, (u)= Hizlll{xi<u}

Une approche naturelle consiste a utiliser directement cette approximation de la vraie loi
pour proposer des estimateurs, par exemple :

If_l( p)= ([ pn] —pn +1) X([ pn]) +( b _[ pn]) X([ pn]-+1)

Cependant, pour un quantile d’ordre élevé cette approche est inefficace car les données
sont insuffisantes.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 24
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Approche non paramétrique ———

En 'absence de données suffisantes il faut imaginer un moyen d’intégrer au modele des
contraintes structurantes. La théorie des valeurs extrémes fournit ces contraintes.

Elle indique en effet que la forme de la queue de distribution est déterminée par une
méme forme paramétrique, quelle que soit la distribution d’origine.

On est donc ramené d’une certaine maniere a un cadre paramétrique « classique », qui
va permettre de calculer des VaR et des TVaR pour des quantiles d’ordre élevé.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 25
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Théorie des valeurs extrémes ’"“”‘““‘"““““/

On considere un échantillon d’une loi exponentielle de parametre A :

F(x)=1-e

On voit que :

Et donc :

lim P(/’LX( )—In(n)SX)zexp(—exp(—x))

N—0o0

La loi limite du maximum est la loi de Gumbel.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 26
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Théorie des valeurs extrémes ’"“”‘““‘"““““/

Si on considere maintenant un echantillon d’'une loi F dont le comportement a l'origine

verifie : _ E (X)
Im —~=1
x0T Ax%

n
En remarquant que : P[n%‘x(l) > xj —|1-F {XJ

{ene o)

On reconnait la loi de Weibull : lim P( %CX( ) > x) — o M

N—o0

on trouve que

/ Solvabilité et valeurs extrémes 27
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Théorie des valeurs extrémes

De maniere générale on a le théoreme de Gnedenko (1943) qui montre qu’il 'y a que 3
lois possibles pour les extrémes ; il exprime que si pour une loi H non dégenéreée et des

constantes de normalisation :

alors H est 'une des 3 lois suivantes ;:

Gumbel

Fréchet

Weibull

@, (x)

exp(—x’“)

Xx<0

x>0

v (x)= exp{—(—x)a} x<0

1

x>0

A(x)=exp(-e™), xeR

d_,.,-f”'ﬁ'f il s ~
- Solvabilité et valeurs extrémes
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En pratique on introduit I'indice de queue tel que :

Fréchet Weibull Gumbel
f=a>0 §=—a<0 £=0
o =0 o = (F) ﬂn‘Fl[l_%j
B 1 B 1 1 7
o,=F l(l_HJ a)(F)—F l(l_ﬁ an:S(yn)JS(t)dt

/ Solvabilité et valeurs extrémes

La loi de Gumbel est la loi des extrémes pour les lois normales et log-normales, que la
loi de Fréchet est associée aux distributions de Cauchy, Pareto et Student ; une loi
uniforme a pour loi des extrémes la loi de Weibull. Janssen et de Vries [1991] ont montre
gue dans le cas de données modélisées par un processus ARCH, la loi limite pour les
extrémes était la loi de Fréchet. Cette derniere loi apparait donc comme étant a priori
assez naturelle dans un contexte financier ou assurantiel.
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Théorie des valeurs extréeémes e m——

Les distributions des extrémes :

p
a1l
11
11
o .l
1: . d 1
- - - ‘Weibull s
—  Gumbel H
== Frechet 1
.l:ﬂ " ]
- b ] ]
o » 1
1 1 =
1 " ]
- — :
3 -
o
= -
o
I I I I I
—4 —2 0 2 4
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Théorie des valeurs extrémes wwm/

La représentation de Jenkinson-Von Mises :

exp+ —(1+§

/ Solvabilité et valeurs extrémes 31
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Théorie des valeurs extrémes e ”‘“”W/

On se ramene en général via normalisation a une représentation ne faisant intervenir
gue l'indice de queue :

lim F" (,un +an) = HSZ(X)

N—>+4-00

! 1
expq—(1+&x) e sil+Ex>0,E#0
Hgg(x) =

exp{—exp(-x)} si &=0

Estimation du parametre de queue : paramétrigue ou non paramétrique. Cette derniere
utilise I'ensemble des données initiales, et non seulement les maxima ou les minima,
pour estimer alors que la méthode paramétrique consiste a estimer les trois parametres
de la fonction H par le maximum de vraisemblance sur les séries des maxima et des
minima.

"

/ Solvabilité et valeurs extrémes 32
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Types de valeurs extrémes ——

En pratique, on souhaite déterminer, pour un échantillon donné, la forme de la queue de
distribution, et, a tout le moins, avoir une idée du domaine d’attraction de la distribution.
La méthode des graphiques quantile-quantile permet de fournir une indication de
I'appartenance probable a un des domaines d’attraction possibles.

Son principe est de representer graphiguement les quantiles de la distribution

exponentielle
(—In(lelgisk)
K

/1sigk)

contre les « exces ordonnés » :

(Xt = Kot

/ Solvabilité et valeurs extrémes 33
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Types de valeurs extrémes T —

domalnes d' attractlon de csuanmize] domalne d atiractlon de Weesliuall clomalne d atiractlion de= Frechast
= T ™ ™ T

O.1= x T =D
-+ —+
s lf=F = -+ =
- -
1= - —
-
14 - =+ —
= 1 L ]
-+
p = —+ -

= 5 = = % =
Si la loi dont sont issues les donneées est de type Gumbel alors les points du graphique
sont approximativement alignés et on peut déterminer les parametres d’échelle et de
position de la loi par régression linéaire. Si en revanche les points du graphique ont
tendance a se disperser vers le haut, les données sont vraisemblablement issues d’'une
loi de Fréchet , et inversement de Weibull si la dispersion est orientée vers le bas.

Solvabilité et valeurs extrémes
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Et maintenant ? —
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Si on est capable d’estimer l'indice de queue, on sera en mesure de proposer des
estimateurs des quantiles d’ordre éleves (approche VaR).

Avec un peu de travail supplémentaire, on pourra en deduire des estimateurs de la CTE
et de la TvaR.

Comment estimer 'indice de queue ? On va utiliser la statistique d'ordre

X, << Xy,

En calibrant k pour avoir des « valeurs extrémes » dans cet eéchantillon.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 35
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Estimateur de Pickands WW@W/

Il est défini par la statistique
1 Xk,n o X2k n

"2 Xy — X

4k .n

é:k n

Il présente l'intérét d’étre valable quelle que soit la distribution des extrémes (Gumbel,
Weibull ou Fréchet). La représentation graphique de cet estimateur en fonction du
nombre k d’observations considérées montre un comportement en géenéral tres volatil au
départ, ce qui nuit a la lisibilité du graphique. De plus, cet estimateur est trés sensible a
la taille de I'échantillon sélectionné, ce qui le rend peu robuste. Il est donc dun
maniement délicat.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 36
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Estimateur de Hill wwm/

A 1 k-1
gkl_,ln:— In[ J
_111 kn

Il n'est valable que pour le domaine de Fréchet ; il est EMV dans le modele

Il est défini par la statistique

S(x)zl—F(x):Cx_%

Dans le modele plus général
S(x)=1-F( %E L(x

il présente un biais important, ce qui rend son utilisation difficile.
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Estimateur de Hill wwm/

'estimateur de Hill est egalement asymptotiqguement gaussien
~H
\/E—‘fk*”g ° LN (0,2)

Méme si I'estimateur de Hill est bien moins volatil que celui de Pickand (quand on le
représente en fonction du nombre d’observations considérées), il manque de précision et
sa phase de stabilisation, qui devrait correspondre a la valeur de l'indice de queue, est
parfois difficile a identifier. Resnick et Starica [1997] ont mis au point une méthode tres
simple pour effectuer un « agrandissement » du démarrage du graphe de I'estimateur de
Hill. Pour ce faire, I'idée est de changer d’échelle sur I'axe des abscisses pour passer en
échelle logarithmique. Ainsi, la partie de courbe correspondant aux premieres valeurs
extrémales est agrandie et plus précise, par opposition a la partie de courbe
correspondant aux valeurs qui ne font probablement pas partie de la queue de la
distribution.
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Estimateur des moments www/

Il est défini par la statistique

avec

Utilisable uniguement pour le domaine de Fréchet il est asymptotiguement gaussien

zH
JKnTE (0,1)

J1+ &2
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Le comportement en terme de précision des différents estimateurs présentés est illustre
ci-apres dans le cas d'une loi de Pareto ; on obtient I'allure typique suivante :

Estimateur de Pickands

QD R s o oo s sisiosiiias g v foieapaussonciaion —+—-Estimateur de Hill
Estimateur des moments

Erreur d'estimation

0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005
kin
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Estimer un quantile d’ordre élevé ’“"”"“”‘”““‘/

Dans le cas du domaine de Fréchet, on remarque que :

s(x)zl_F(x):x%L(x)
L(x) X _%

. S(x)  _
onen deduitque S(Xg) L X (oo ) X0

En considérant alors le rapport des fonctions a variation lente proche de 1 on trouve que :

X

X (n—k)

S(X)S(ka))[ J%
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Cela conduit a proposer comme estimateur de la fonction de repartition, pour

X> X(n—k)
~ J:zH
. k X Sk,n
F(x)=1-—
n X(n_k)
Par inversion on propose l'estimateur suivant de la VaR :
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Approximation GDP mww/

On peut eégalement utiliser I'estimateur suivant :

Il trouve sa justification dans I'étude de la loi des « exces au dela d’un seuil », dont on
peut montrer qu’il s’agit d’'une loi universelle, la loi de Pareto généralisé.

/ Solvabilité et valeurs extrémes 43



Approximation GDP mwﬁm/

On part de la relation S( ) S( )S (X) pour écrire

F(x)=P(X <x)=(1-P(X <u))F,(x-u)+P(X <u)
On en déduit 'approximation de la fonction de répartition au-dela du seuil :

'f(x) - (1_ F (u))Gglé (X)+ Fn (u)

et par inversion on tire :
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Exemple : loi de Pareto N W/

On considere

On compare les 2 estimateurs proposes et 'approche « naive » :

= ()= (Lp]= P )X gy + (P[P0 ]) X

A —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————y
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Exemple : loi de Pareto mww/

Les différents estimateurs conduisent a :

I w0 o S T R R 5o A B A e B e e S
— — — Estimation empirique naive
003k — —--Ajustement GPD oo “:
Estimateur de Hill X fuA

C |
8=
= 002
£
»
@
-
2 0.01
=
o
2 0
i

-0.01

1 Ly

'08.99 0991 0992 0993 0994 0995 099 0997 0998 0999 1
Ordre du quantile estimé
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Conclusion —

Estimer un SCR est délicat, du fait du niveau « élevé » du quantile :

v nécessité d’'une approche parametrique (directe ou via la théorie des valeurs
extréemes) ;

v difficulté a proposer un estimateur robuste ;
v contraintes sur la représentation des extrémes dans le modéle interne ;
v pas facile de proposer des intervalles de confiance ;

v autre point a examiner : dépendance non linéaire.

Remarqgue : définition de la ruine
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