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Introduction

Introduction

Solvabilité 2 oblige a

@ estimer la distribution de la marge actif-passif a un horizon donné

@ calculer des provisions dans une logique market consistent =—> le
niveau best estimate des provisions doit étre homogene au prix de la
couverture financiére
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Introduction

Introduction

Solvabilité 2 oblige a
@ estimer la distribution de la marge actif-passif a un horizon donné
Probabilité historique

@ calculer des provisions dans une logique market consistent =—> le
niveau best estimate des provisions doit étre homogene au prix de la
couverture financiére

Probabilité risque-neutre

Le prix de marché du risque est un moyen cohérent qui permet de
passer d’un univers a |'autre.
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Introduction

Introduction

@ Travailler dans les deux univers a la fois peut étre demandeur en
terme de calculs.

@ En plus, on contraint fortement la forme du prix de marché du risque
qui en général est supposé constant.

@ Le prix de marché du risque est lié 3 la nature du risque modélisé :
risque action, risque de taux, etc...

@ En pratique il est déterminé en analysant le rendement
supplémentaire recherché par un investisseur pour prendre une unité
supplémentaire de risque.
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Prix de marché du risque

Sommaire
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Prix de marché du risque Modeéle de Black-Scholes

En univers historique :

ds
— = udt + odW
S
En univers risque neutre :
ds ~

Est-ce que ici il y a un prix de marché du risque ?
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Prix de marché du risque Pourquoi le prix de marché du risque ?

Exemple avec le modeéle de Vasicek :
Dynamique des taux en univers historique :

drt:a(b—rt) dt+Uth

3 paramétres : a,b, 0.
En univers risque neutre :

dre = a(by — r;) dt + o dWR

avec A\
by=b— "2
a

3 parameétres : a, by, 0.
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Prix de marché du risque Pourquoi le prix de marché du risque ?

Exemple avec le modeéle de Vasicek :
Dynamique des taux en univers historique :

drt:a(b—rt) dt+Uth

3 parameétres : a,b, 0.
En univers risque neutre :

dre = a(by — r;) dt + o dWR

avec A\
by=b— "2
a

3 parameétres : a, by, 0.
Donc la dynamique en univers risque-neutre peut se réécrire :

A
drt_a<b—;—rt) dt + o dW,

4 parameétres : a,b, 0 ET A
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Prix de marché du risque Pourquoi le prix de marché du risque ?

Sous le modéle de Vasicek le prix d'un Zéro Coupon est :

P(t, T)=
1_efa(T7t) 2 _ _ 2
exp f(Roo_rt)_(T—t) Roo_4a3 (1—8 a(T t)>
avec )
Ao o
Roe=b————
a 232

Donc le prix est donné en fonction de 4 parameétres, les 3 paramétres de
I'univers historique et la prix du risque A.
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Prix de marché du risque Pourquoi le prix de marché du risque ?

Primes de risque dans le théoreme de Girsanov

Selon le théoréme de Girsanov, on peut spécifier un changement de
probabilité qui permet de passer de |'univers historique sous probabilité P
au risque-neutre sous probabilité Q.

T T

dQ 1

o = e /Xtth -3 /thdt
0 0

Le passage se fait donc a I'aide d'un processus (X:)¢=o.
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Prix de marché du risque Pourquoi le prix de marché du risque ?

Primes de risque dans le théoreme de Girsanov

Selon le théoréme de Girsanov, on peut spécifier un changement de
probabilité qui permet de passer de |'univers historique sous probabilité P
au risque-neutre sous probabilité Q.

T T

dQ 1

o = e /Xtth -3 /thdt
0 0

Le passage se fait donc a I'aide d'un processus (X:)¢=o.

En fait X; = —\;!
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Prix de marché du risque Autre point de vue sur les prix de marché du risque

Autre point de vue sur les prix de marché du risque

Dynamique affine en univers historique
=
Dynamique affine en univers risque-neutre = Prix du risque fixe!
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Prix de marché du risque Autre point de vue sur les prix de marché du risque

Autre point de vue sur les prix de marché du risque

Dynamique affine en univers historique
=
Dynamique affine en univers risque-neutre = Prix du risque fixe!

Duffee et Stanton [2000] :
Passage de I'univers risque-neutre a I'univers historique
Dynamique affine en univers risque-neutre :

dry = (ab — ary) dt + U\/Ftth
Pour passer en univers historique, le prix de marché du risque choisi est

AtZZAlvﬁi%-A2ﬁ

9/35

Anisa CAJA (ISFA) Estimation du prix de marché du risque 16 Mars 2012



Prix de marché du risque Autre point de vue sur les prix de marché du risque

La dynamique en univers historique n'est plus affine :
dre = (ab — are + A1/t + Aare) dt + o /red W,

La prime de risque d'une obligation est alors :

T

err = (A1/re + Aore) / exp (—as) ds
0
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Prix de marché du risque Lien avec les déflateurs

Lien entre prime de risque et déflateurs

En utilisant la propriété martingale :

EQ <exp (- /0 ! rt> ST> _

Quel sera I appelé déflateur tel que sous la probabilité P on ait :

EP (N+S7) = So?
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Prix de marché du risque Lien avec les déflateurs

Avec la densité de Radon-Nicodym :

T d T
EF (exp <—/0 rtdt> Srdg> = E@ (exp (—/0 rtdt> 5-,-) =5

Donc

T\ dQ T T 10T 2
Nr=exp (= J5 ) op =P (= Jo redt + Jg XedW, — 4 )T A2dt)
On peut alors calculer des prix tout en restant en univers historique, mais
il faut calculer le prix de marché du risque.

Les déflateurs permettent une utilisation explicite du prix de marché du
risque !
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Modéle

Modele

Le taux suit un modeéle mono-factoriel :
drt = U(rt) dt+ W(rt)th
Alors le prix du Zéro Coupon est solution de I'équation différentielle :

oP 1 ,0%P opP

—+ W —Aw)——rP=0

gr T2 g Flum ) gr o
ol A\ est le prix de marché du risque. Aprés estimation du drift et de la
volatilité, estimation de A.
Comment le marché évalue ce risque ?
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Modéle

Modele

Le taux suit un modeéle mono-factoriel :
drt = U(rt) dt+ W(rt)th
Alors le prix du Zéro Coupon est solution de I'équation différentielle :

oP 1 ,0%P opP

— +-w——+(u—Aw)— —rP=0

ot 2 0r? ( ) or

ol A\ est le prix de marché du risque. Aprés estimation du drift et de la
volatilité, estimation de \.

Comment le marché évalue ce risque ? Informations dans la courbe des
rendements
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Modéle

1

P(r,t)z1—r(T—t)+§(T—t)2(r2—u+)\w)+... sit— T
et ... P .
—Tn_t:r+§(T—t)(u—/\w)+...si t— T

Pente de la courbe des rendements : 3 (u — Aw)
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Modéle

Résultat de |'estimation

Estimation du prix de marché du risque A

15
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oty
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Application numérique

Données : Taux Libor 1 mois entre janvier 1986 et avril 2010.

Libor 1 moil

o4 oAe oo 8.8

FH

s
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Application numérique

Modele : dr=u(r)dt+w(r) dW
Volatilité : w(r) = vrf
1
Dérive : u(r) = v?r?8-1 <ﬁ —-0,5— 572 Inr—In7r
avec In7 = —3,2632, a =0,8199, 5 =0,6327 et v = 0,0724
Il ne reste plus qu'a estimer le prix de marché du risque \

Anisa CAJA (ISFA) Estimation du prix de marché du risque 16 Mars 2012



Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Application numérique

Estimation de A\

On utilise la relation :

InP 1
— = —(T -1t —A o si t— T

S r+2( Y(u—Aw)+...si t—
qui est vrai pour le prix des obligations qui se rapprochent de la maturité.
Choix :

- r : le taux Libor a 1 mois

- - .',[‘_Pt : rendement d'une obligation a 3 mois, T=3 mois.

On peut donc sortir A de I'équation :

1 1,3
2 (Rt - Rf ) Ut
Av=——7—"+ -
EWt Wi
ot R} est le rendement en t d'un ZC de maturité 1 mois et R le taux
forward a 2 mois dans un mois.
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Application numérique

Prix de marché du risque comme un processus stochastique

Le prix de marché est tres volatile et il ressemble a un processus
stochastique.
Modéle :

dA\t = p(Ar) dt + g (Ae) dW,

— Empirical distribution
— Lognormal fitted
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Estimation de prix de ZC

Prix de ZC

Par simulation, en utilisant les deux equations :
drt = (Ut — )\tWt)dt + Wtth

et
dAt = (pt + Aeqe) dt + qed W,

Le prix d'un ZC de maturité T en t est :

-
P(t, T) =E; (exp —/ rsds>
t

En discrétisant :
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Estimation paramétrique selon AHMAD et WILMOTT Estimation de prix de ZC

Courbe de taux pour des maturités jusqu'a 30 ans

Talx 28
SRR Al 0sx
1

-1 - F-11- A -F-1
1
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Conclusion
Conclusion

Si on veut travailler conjointement en univers historique et univers
risque-neutre, I'utilisation des prix de marché du risque est une
solution cohérente.

Le prix de marché du risque n'est pas constant, qui est |'hypotheése faite
souvent.

On peut obtenir assez facilement des prix de ZC et une courbe des taux
avec des techniques de simulation type Monte Carlo.

La maniére dont le prix de marché du risque est modélisé a une vrai
incidence dur les valeurs best estimate cf Dastarac et Sauveplane [2010)].
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Conclusion
Conclusion

Si on veut travailler conjointement en univers historique et univers
risque-neutre, I'utilisation des est une
solution cohérente.

Le prix de marché du risque n'est pas constant, qui est |'hypotheése faite
souvent.

On peut obtenir assez facilement des prix de ZC et une courbe des taux
avec des techniques de simulation type Monte Carlo.

La maniére dont le prix de marché du risque est modélisé a une vrai
incidence dur les valeurs best estimate cf Dastarac et Sauveplane [2010)].

Merci de votre attention!
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Primes de risque
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Primes de risque Typologie des primes de risque

Risque obligation

Dans le cas des obligations, il y a au moins quatre facteurs de risque :
@ le risque de taux
@ le risque de crédit ,
@ le risque de liquidité ,
o

le risque de corrélation .
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Primes de risque Typologie des primes de risque

Risque action

@ prime de risque sur I'augmentation des dividendes,
@ prime de risque sur le taux de change,

@ le ratio dividendes/prix.

Les méthodes d’estimation des primes de risque varient selon les
actifs et les risques sous-jacents.
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Primes de risque Mesure empirique des primes de risque

E(R;) = Re + B; (E (Rm) — Ry)

ol R; est le rendement espéré de I'actif, Ry est le taux sans risque, [3; est le
coefficient beta de I'actif j et Ry est le rendement espéré du marché.
Hypothése du CAPM :

_ cov(Ry.Ru)
b= var (Ruy)

En fonction des primes de risque :

E(Rj) — Rr = B3; (E (Rm) — Ry)
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Primes de risque Mesure empirique des primes de risque

m
E(R)=ao+ ) BiFi
i=1
ol «g est un terme constant sans une signification particuliére, F; est un
facteur non-spécifié et 3;; la sensibilité du rendement de I'actif j par
rapport au facteur /.
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Primes de risque Mesure empirique des primes de risque

Théorie utilitariste - MEHRA[2003]

@ Les primes de risque observées sont plus élevées que celles que la
théorie économique prédit.

@ Sur le marché américain les primes de risque sont autour de 7% — 8%
alors que la théorie prédit 1% !

Comment les agents choississent les actions qu'ils achétent 7
@ Une action qui rapporte plus en temps de croissance qu'en temps de
crise doit avoir une prime de risque positive.
@ Les actions qui permettent de lisser la consommation sont plus
appréciées
Selon MEHRA, titres relativement sans risque et actions risqués doivent
avoir a peu prés le méme rendement
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Primes de risque Mesure empirique des primes de risque

Modele

L'utilité est de type CRRA :

-«

U(Ct,a):lCtia,O<Oé<OO

Le choix optimal de I'investisseur est tel que :

peU' (ct) = BE: ((Pes1 + yer1) U (cey1))

Prime de risque :

= re,t+1 le rendement de I'action.

U’ (Ct+1) 5 Re t+1
E Re B Re _ _ 2 = )\
t (Ret+1) 41 cov ( E: (U’ (cty1)) ) o

Résultats : rr =12,7% , E(re) =14,1% et A =1,4
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