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RESUME

Cet article présente une vue d'ensemble des n&thed outils utilisables
concréetement par l'actuaire pour intégrer de maredficace et rigoureuse des techniques
de simulation dans ses modéles.

Aprés un rappel du contexte propre a la simulatles générateurs de nombres
aléatoires pour la loi usuelle sont présentés ; attention particuliére est apportée aux
algorithmes de génération d’échantillons issus &'lan uniforme.

Les particularités associées a la simulation desgssus sont enfin brievement
abordées, ainsi que les moyens de mesurer la jprécibtenue sur les résultats des
simulations.

MOTS CLEFS
Simulation, méthodes de Monte-Carlo, facteurstaié=s

1. INTRODUCTION

La mise en oeuvre de modélisations utilisant déthades de simulation numérique
de type Monte-Carlo se développe rapidement dada®heaine de l'assurance sous l'effet
conjugué :

- de l'augmentation rapide des capacités de cdézibrdinateurs,

- du besoin croissant d'évaluer le niveau de esagsocié a chaque résultat produit,
et donc de connaitre non seulement une espérarmie, également un intervalle de
confiance autour de cette espérance.
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De plus, l'utilisation de processus aléatoires gleres pour modéliser certaines
valeurs de l'actif (actions, obligations, produi&sivés) ou du passif (garanties plancher sur
des contrats en unités de compte) impose égaldenestours a des méthodes de simulation
lorsque les formules d'évaluation fermées n'exigias.

Enfin, il apparait que les techniques de simuhaidfrent une réponse simple et
efficace a la prise en compte de modeles compiexksgnt des non linéarités (réassurance
non proportionnelle par exemple) ou de la déperelagmtre les facteurs de risque
(provisionnement de rentes de retraite avec rémexsi

L'objectif du présent article est de fournir une d'ensemble des méthodes et outils
utilisables concrétement par l'actuaire pour irdégle maniere efficace et rigoureuse des
techniques de simulation dans ses modéles.

Cet article est la premiére partie de la synttaa travail de mémoire réalisé a
'ISFA en 2002 (cf. [23]).

2. RAPPEL DU CADRE GENERAL

Les méthodes de simulation s’appuient sur lesrémes limites de la théorie des
probabilités : loi des grands nombres, théoreméadimite centrale, théoréme ergodique,
théoreme de Kolmogorov,...

L’idée sous-jacente est d’'approcher le résul@&btigue (qui peut étre une statistique
associée a une distribution, comme son espéraacépngtion de répartition, ou, plus
généralement, toute fonctionnelle associée a talilition étudiée) en effectuant des tirages
dans la loi du phénomeéne observé.

Pour pouvoir utiliser les modéles de simulationsjue ce soit en Assurance Vie,
avec les méthodes de tirages aléatoires, ou en Assice Non-Vie, avec les modéles
« fréquence-colts », il est donc nécessaire de saveimuler des réalisations des
différentes lois de probabilité.

L’ensemble de ces techniques est généralemenbup@rsous le vocable de
« méthodes de Monte-Carlo ». Il en existe de diffés types, adaptés a la loi que l'on
souhaite simuler et au contexte.

Mais, dans tous les cas, la génération de nondiézgoires de loi uniforme est
essentielle a toute technique de simulation, du dai I'utilisation de méthodes type
« inversion de la fonction de répartition ». Autiiefprésentés dans des tables de nombres
aléatoires, il est désormais possible d’obtenir remmbres grace a l'outil informatique. I
existe deux grands types d’algorithmes généraainsombres aléatoires de loi uniforme :
les générateurs pseudo-aléatoires, et les générapeasi-aléatoires.
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Dans la suite on noterd une variable aléatoire réelle distribuée selorloia
uniforme continue sur l'intervalle [0;1].

Cet article est organisé de la maniére suivaafgés une présentation générale des
générateurs de nombres aléatoires pour les distnisu classiques, la seconde partie
S'attache a décrire les méthodes d’obtention déiillens issus d’une loi uniforme.

Les particularités des modeles associés a deggmus régis par des équations de
diffusion sont abordées succinctement dans laiérois partie.

Enfin, la quatrieme partie fournit des indicatiossr les techniques propres a
permettre d'estimer le degré de précision des t=mleffectués, afin notamment de
déterminer le nombre minimal de tirages nécessaltebtention d’'un niveau de précision
préalablement fixé.

3. LES GENERATEURS DE NOMBRES ALEATOIRES
3.1  Simulation de distributions entiéres et continas

Dans cette section sont présentées les méthaalesqeles utilisées pour simuler des
variables aléatoires issues des lois courantes l@ademaine de l'assurance, en faisant
'hypothése que l'on est capable de générer desbresnuniformément distribués
efficacement. Les techniques propres a la généraonombres uniformément distribués
sont présentées au chapitre 3.2.

3.1.1 Simulation de distributions entiéres

Il existe différentes méthodes de simulation d#ritiiutions entiéres. La plus connue
est la méthode d’inversion, mais souvent cette oaithne peut étre appliquée car elle
nécessite un volume de calculs trop important. tg3esrquoi nous présenterons également
ici d'autres méthodes de simulation de distributientiéres plus efficaces en pratique.

Soit (n)n= o une distribution entiére.

3.1.1.1 La méthode d'inversion

3.1.1.1.1 Présentation de la méthode

Le principe est ici de découper l'intervalle [0gA} sous intervalles dont les bornes
sont Iesz p; croissantes. Ce découpage est di au fait gu'iisteyas obligatoirement de

bijection entre les différentes modalités de latriigtion entiére et l'intervalle [0;1],
puisque la fonction de répartition d’une distribbutientiére est en escaliers. L’indice de la
borne supérieure de l'intervalle ainsi créé dagsiéé se trouvera le nombre aléatoire de loi
uniforme simulé donnera la valeur simulée de ndiggibution.
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Propositiorf : Si nous définissons la v.a\rpar
( N=0siU <p,
N=1sipysU<p,+p

i-1 i
N=jsi ) pjsU<) p
i=0 i=0

\
Alors N est distribuée selon la Igy{), >0 .

Cette méthode, trés générale, peut étre tresusdien temps de calcul dans certains
cas. Pour chacune des lois entiéres les plus cenilexiste des méthodes de simulation
particulieres, qui s'averent bien plus performanbdésus détaillerons quelques-unes de ces
méthodes dans les paragraphes suivants.

3.1.1.1.2 Exemple trivial : la distribution de Beoulli

La distribution de Bernoulli est la loi des valiedbaléatoires binaires, comme dans
des scénarios de pile ou face, ou de réalisatiomooud’'un événement. En ce sens, elle est
extrémement utilisée en Assurance Vie.

Définition: (p,)n=o est distribuée selon une loi 8ernoulli B(p) de parametrgll [0;1],
si pour toumn entier,
gsin=0
p,=P(N=n=4 psin=1
0 sinon

avecqg=1-—p.

Le principe de la simulation d’'une telle loi esind le suivant. Comme il n'y a pas
de bijection entre l'intervalle [0;1] et les modé$ de cette loi, nous prenons :

py(u) = inf{n: p(D 2 ¥, O<u<l.

Pratiquement, si une réalisatiom’une loiU(0,1) est supérieure@ alorsn = 1.
Sinon,n = 0.
Exemple numérique Soit a simuler la réalisatiofni)i<i<i  d’un I-échantillon de la loi

B(0,3).

4 La démonstration de cette proposition, assez simple, est disponible dans le chapitre consacré aux
simulations de 'ouvrage [1]
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Comme nous le verrons dans la section concernantsifaulation
d’échantillons de réalisation de la IdJ(0,1), plusieurs algorithmes sont en
concurrence.

Pour mémoire, I'espérance d’une v.a.r. suivB{) estp. Nous allons donc
comparer les espérances empiriques de simulatiehschantillons obtenues pour
différentes valeurs dé soit avec un algorithme de simulation de réaliseti
uniformes Rnd (générateur pseudo-aléatoire), soit avec un dlgoe type
« translation irrationnelle du Tore » (génératewagi-aléatoire). L'espérance
présentée pour le générat®mrdest une moyenne sur 10 simulations.

Le générateufore est bien meilleur quBnd d’'aprés ces résultats.

| Min Max Moyenne empirique Moyenne empirique
Générateur Rnd* | Générateur Rnd* Générateur Rnd* Générateur Tore

100 0,25000 0,34000 0,29800 0,30000
500 0,28800 0,33200 0,30480 0,30000
1000 0,27700 0,31400 0,29650 0,29900
2000 0,28100 0,32950 0,30160 0,29950
10000 0,29630 0,30850 0,30166 0,29990
50000 0,29646 0,30174 0,29987 0,29998

* sur 10 simulations de | réalisations
3.1.1.2 La méthode de la composition
3.1.1.2.1 Présentation de la méthode
Seconde méthode “classique” de simulation poudissibutions entiéres, ou méme
absolument continues, la méthode de la composdigrour objectif de décomposer la
densité de probabilité de la variable aléatoirergilange de fonctions de densité. Cette
décomposition peut se faire a partir des probakilionditionnelles.
Méthode :Soit X la v.a.r. dont nous cherchons une réalisation
La méthode de la composition propose de cheglety telles que :
P(X =x) =2 P(Y=yi)g(XY = y;).
|
Pour simuler une réalisation &g il faut alors simuler un premier nombre aléatoire
u; pour trouvery réalisation deY telle queP(Y = y) = u; puis générer un autre
nombre aléatoire, afin d’en déduirex = g(u,lY = y) .
3.1.1.2.2 Exemple : Simulation d’un échantillon Bamial Négatif
Définition: (p,)n> o est distribuée selon une Binomiale NégativeBN(r,p) de paramétres
r > 0 etpll[0;1], si pour toun entier,



8 F. PLANCHET & J. JACQUEMIN

Tr+n prgn

Pn = PN =1) = r(r)n!

avecq=1-p, et
(r+n-1)...rsin=21
r(r+n) _
re -
1sin=0.

La loi Binomiale Négative est en réalité une distiion Poisson-mélange. Cette
propriété étant a la base de la méthode de simnlate la distribution présentée, nous
allons tout d’abord rappeler les définitions néagss a sa bonne compréhension.
Définition : Distributions Poisson-mélange

Soit un couple(A,N) de v.a.r., aved\ > 0, pour lequel sont connus :

La distribution conditionnelle d& /A : loi de Poisson
La distribution marginale d&, une fonction de répartitidn.
La loi marginale dé\ a pour expression :

+o0 +o0
Py = Pa(F)=P(N =n) = IP(N =n/A = A)dF(}) = J‘e‘”%:]dF(/l)
0 0
avecp, > 0 pour tounO N .
La distribution entiére ainsi obtenue est une ithistion Poissor--mélange.
Propriété : Une distribution Binomiale NégativBN(r, p) est une distribution Poisson-

Gammaf, —p).
q

Ainsi, il est possible d'utiliser cette propriéfgour simuler une distribution

Binomiale Négative, a partir de la méthode de lapuosition, en deux étapes :

v' simulation d’une réalisatiohde la loi Gammar( p/g),
v' simulation d’'une réalisation de la loi de Poisserpdrametreé. Nous obtenons
ainsi une réalisation de la IBIN(r, p).

Remarque Dans cet exemple, et contrairement a la présentde la méthode, c’est la loi
discréte (loi de Poisson) a laquelle nous appliguerconditionnement, et non pas la
loi absolument continue, mais il est bien évidard & principe reste le méme.

3.1.1.2.3 Généralisation aux distributions Poissamélange
Si nous supposons la lai définie précédemment comme absolument continoes al
la méthode proposée ci avant pour la distributiovoBiiale Négative (Poisson-Gamma) se
généralise facilement.
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Ainsi, il est possible de simuler une distributi®oisson F-mélange en deux étapes :

v/ simulation d’une réalisatiohde la loiA,

v' simulation d’'une réalisation de la loi de Poiss@nmhrameétrel, qui permet

d’obtenir une réalisation de la loi Poisgemmélange.

Pour conclure cette section, nous noterons quaices distributions entieres ne sont
pas simulées a partir des deux méthodes préseitiéasotamment la loi de Poisson,
essentielle dans le milieu de I'Assurance non-eiela loi Binomiale. Les algorithmes
correspondants sont présentés ci-apres.

3.1.1.2.4 Cas de la distribution de Poisson etalél binomiale
v' Distribution de PoissoiiP(A) ,de paramétrg>0.

Loi fondamentale en assurance non-vie, la loi disd®n est simulée le plus souvent
a partir d’'un algorithme différent de celui propgssr la méthode d’inversion. Rappelons
tout d’abord la définition d’'une loi de Poisson.
Définition: (p,)n=>o est distribuée selon une loi @oisson P(A1) de paramétre > 0, si
pour toutn =0, n entier,
/]n
Py = P(N=n)=e 2.
n!
Cette méthode se base sur une propriété lianddoPoisson et loi Exponentielle
(nous verrons au paragraphé.2.1.2comment simuler une telle loi).
Propriété : Soit Vi, Vs, ... une suite de v.a.r. ii.d. suivant une loipBmentielle de
parameétre 1.

SiN est le plus petit entidepositif tel que :
k+1

dVi> i,
i=1

alorsN suit une loi de Poisson.
Cette méthode est trés simple a mettre en ceuerelals qu'un algorithme de
simulation de réalisations d’une loi exponentieks connu.

v Distribution BinomialeB(a,p)

Définition: (p,)n> o est distribuée selon une Binomiale B(a,p) de paramétrea 0 N et
pO [0;1], si pour touh entier avem D{O,...,a},

pn=P(N=n)=C.p"¢"",

avecq=1-p.
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Propriété :Semi-additivité

Soient deux v.a.r. indépendan®set B,, B; suivantB(a;,p) et B, suivantB(a,p).

Alors la v.a.rB = B;+B, est distribuée selon la |Bi(a;+a,,p).

La méthode de simulation découle directement die gropriété. En effet, comme
nous l'avons vu précédemment, il est trés simplesidauler des v.a.r indépendantes et
distribuées selon une loi de Bernoulli, qui n'estra qu’'une loi binomiale de paramétres
a=1 etp. Or, commea est ici un entier, il suffit de sommer les rédslidea simulations de
loi Bernoulli de parametrp, pour obtenir une réalisation d’'une Bfa,p). Pour obtenir un
n- échantillon i.i.d. d’'une telle loi Binomiale, suffit de recommencer I'opérationfois, de
facon indépendante.

3.1.2 Simulation de distributions continues

Aprés avoir étudié les méthodes de simulationdisibutions entiéres, utilisées en
général pour modéliser des fréquences de sinisilresst désormais essentiel de voir
comment simuler des distributions continues, quimedtront de modéliser des colts de
sinistres ou des taux d'intéréts, par exemple.

Tout au long de cette partie, nous mettrons enreedes exemples basés sur la
simulation de la loi Normale que nous départageparsl’application de tests statistiques
identiqgues. Outre ces exemples “normaux”, nous gméss dans cette section les
algorithmes de simulation des lois continues les pisitées, le but de cette étude étant,
entre autres, de fournir un support de programmadidout actuaire voulant utiliser des
méthodes stochastiques en tarification ou provigarent.

3.1.2.1 Méthode de I'inversion de la fonction depagtition

3.1.2.1.1 Présentation de la méthode

Classiquement, c’est 'une des méthodes les pilisées en simulation, au moins
lorsque la puissance de l'outil informatique perres calculs, et que linversion de la
fonction de répartition est possible, ce qui néteske plus souvent une expression
analytique simple de cette fonction.

Propriété : Si la fonction de répartitioRr est continue et strictement croissante sur [0;1],
alors elle admet une fonction réciproque nétée
L’existence de la fonction de répartition invefse réciproque) étant acquise, son
utilisation est légitimée par le fait que 6i est une v.a.r. suivant la loi uniforme sur
lintervalle [0;1] alors la v.a.rE *(U) a pour fonction de répartitida
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Ainsi, pour simuler um-échantillon i.i.d. d’'une loi ayant pour fonctioe départition
F, il suffit de simulern réalisations indépendantes d'une v.a.r. de lofoume sur
l'intervalle [0;1], puis d'appliquer l'inverse de lfonction de répartition a chacune de ces
valeurs. Ceci montre tout I'enjeu d’'une simulatimptimale” des réalisations d’'une loi
uniforme, puisque les seules approximations résidans cette opération quand l'inversion
de la fonction de répartition est possible de maredalytique.

3.1.2.1.2 Exemples

> Loi ExponentielleE(6)

Cette loi dépend d'un unique paraméitre 0.
Définition : Fonction de répartition de la loi Exponentielle

La fonction de répartitiofr de la loi exponentielle est donnée par :

F(x)=1-e%.

Grace a l'expression analytique de cette fonciien répartition, nous pouvons
facilement extraire :

Fu) = —%In(l—u).

L'essentiel de la programmation réside alors denghoix de lalgorithme de
simulation de nombres aléatoires de loi uniforme@d].

Exemple numériqueSoit & simuler la réalisatio(X; ) ;<1000 d'un 1000-échantillon de la
loi E(3,5). Pour cet exemple, et comme dans la suitette étude, nous choisissons
ici l'algorithme de translation irrationnelle du feo pour obtenir les nombres
aléatoires de loi uniforme. Le graphique suivaéispnte les résultats obtenus :

Graphe des écarts E

Fréquence Comparaison

038

B Loi Exponentiells

M28 1---
Taux: 3.49

g -

Probabilité

003 1--- E Données entrées

000

H3 Test duChi2 05560
p-waleur 1.0000

= . Kalmogoray-Smirmow 00026 . s o
Pref... | Alde | Arderson-Darling 00088 Loi precédente |

Garder | Annulerl
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Comme le montre ce graphique, et également lal®avau test du Chi-Deux, cet
échantillon de 1000 valeurs est bien distribué reeloe loi exponentielle de paramétre
0 =3,5, les seuls défauts de la simulation résidfants la qualité des valeurs de loi
uniforme générées.

> Loi Normale N(u;6?) : Algorithme de De Moro

Comme nous le verrons dans la suite de cette étldaiste de trés nombreux
algorithmes de simulation de la loi Normale. Apa&sir présenté la fonction de répartition
de cette loi, nous développerons ici I'un des algores les plus performants de simulation
existant pour obtenir des échantillons gaussiens.

Les paramétres de la loi Normale seméel, etz > 0.

Définition : Fonction de répartition de la loi Normale
La fonction de répartitiofr de la loi Normale est donnée par :

FORLIGS)

ou® est la fonction de répartition de la loi Normaéatrée réduite)(0;1),

avec .
X

1 —_
—— [e
Namr b

Le probléme de la simulation d¥{;¢?) peut donc étre vu comme le probléme de
l'inversion de la fonction de répartition &0,1). En effet, si¥ ~ N(0;1), alorsX = u + oY

t2
(x) = 2t.

suitN(u;6%). L'inverse de la fonction de répartition de laMormale centrée réduite n’étant
pas aisément calculable, I'algorithme de De Morarmd d'approcher le résultat par une
méthode numérique. Il est a noter que cette méthtedsimulation est I'une des plus
précises parmi I'ensemble des algorithmes existaatamment au niveau de la queue de
distribution.
Définition : Algorithme de De Moro

Soity la valeur de loi uniforme générée, algrs @(x) d’aprés ce qui précéde.

Posonz=y-0,5.

v Si |Z| < 042 alors x est approché par :
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v" Dans le cas contraire, H > 042, alors :

8
X =€ ZC{I'i (t) —5%0, avece signe dez, et
s

A

la fonction f(t)= ZCT (t) |-=2 pouvant étre approchée par I'algorithme

suivant :
Soientd;p= 0 etdg= 0
Soientd, les réels déterminés par la relation récursive :
d, = 2td;,; —d;,, +¢ pouri=8,7,...,1
o
Alors f(t)=td; -d, +—

Les valeursy, by, ¢;, k sont des parameétres réels disponibles en annepeéaant
article.

Exemple numériqueSoit a simuler la réalisatiof; );j<;000 d'un 1000-échantillon de la

loi N(0,1). En utilisant toujours le méme algorithme sil@ulation de v.a.r. de loi
uniforme, on obtient le graphique suivant :

x

Fréquence Comparaison

1025
[ TR d [ (1111111 1T] R —— W Loi Normale
:g baoy. : 0,00
B omadloo . AR, Ec.-tppe: 1,00
o]
=
e il HI H
L | HH ” ” ” H “““““ B Danrées ertrées
000 n
-3.00 -1.50 0,00 1,50 3.00

#1 Test duChi2 05560 : f

| Annuler I o valet 10000 Loi suivante |
A . Kalmogorav-Smirmoy  0,0025 & &

| Pref... I | Aide I Anderson-Darling 00082 Loi précedente |

Nous remarquons encore ici la qualité de la sitimriaeffectuée, selon la P-valeur
du test du Chi-deux, égale a 1.
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3.1.2.2 Méthode du rejet
3.1.2.2.1 Présentation de la méthode
Cette méthode est basée sur le résultat suivant :
Lemme :Soit X une variable aléatoire de densfigx).
SoientC=1 une constanteh une fonction de densité, gtune fonction réelle a

valeurs dans l'intervalle ]0;1[, définies tellesequ
fx (x) = Ch(x)g(x)

Soient alordJ etV deux v.a.rlJ de loi uniforme sur [0;1)V de densitd.
Alors la loi conditionnelle d¥ sachant) < g(V) est de densitédy, c’est a dire :

fy (x| U < g(v))=Ch(x)g(x) = fx (X)
Preuve :Par application de la formule de Bayes a la dértit la loi conditionnelle d¢
sachantU< g(Vv),
PU <ov)|V=x)h(x)
PU<gV))
de plus,P (U sgW|V = x): PU <g(x)=g9(x

fy (x| U <gv))=

+o0

+0o
et PU <g(V))= J-P(U < g(V)|V =x)h(x)dx= J'P (U < g(x)) h(x)dx
+0o _1 +00 1 )
= J'g(x)h(x)dx:—J' f, (x)dx= = par définition deC, h, g,
i c/ cC
et par propriété dk.
Au final, il vient : f, (x|U < g(v))=Cg(x)h(x) = fx (¥) .
Remarque Le choix deh, g etC doit étre fait comme suit :
v" hest une fonction de densité “simple”, que noussasimuler,
v C est une constante le plus proche de 1 que pegsi®lqui améliore la qualité
du générateur),
v' gen découle, il faut prendggx) :fC>r(1—(X)) sur l'intervalle dex tels quefy(x)>0.
X
Algorithme :La méthode du rejet, découlant de ce lemme, est dtilisée comme suit :
Nous simulons un coupléJ(,V;) de v.a.r. indépendantes de lois respectiy§8;1])

et la loi de densité h.
SiU; <g(V,), alors nous gardoné=V;.

Si U; >g(V;), alors nous rejeton¥;, et nous générons indépendamment un

nouveau couplel,,V,), sur lequel nous recommencgons les mémes tests.
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Remarque il est a noter que le lemme est parfois énoncé sna forme voisine, proposant
de trouver une fonctio@h(x), avecC eth définis comme précédemment, qui majore
fx(X), puis d’effectuer des tests avec la méme fonagiaue celle que nous avons
définie.
3.1.2.2.2 Exemple
Loi NormaleN(0;1) : Méthode du rejet polafte
Cette méthode permet de simuler degchantillons de couples de variables
aléatoires normalement distribuées.
Définition : Fonction de densité de la loi Normale
La fonction de densité de la loi NormaléN(u,0”) est donnée par :
ol
g

e 2

1
ov2n

En particulier, la fonction de densité de la loirMale centrée réduifé(0;1) est :

(x)?
2

F() =

f(x) -1 o2

Jor

Méthode du rejet polaife Soient deux variables aléatoires indépendaniest u,
distribuées selon la loi uniforme sur l'intervaié;1].
A chaque couple ug,u,) simulé, nous testons s'il se trouve dans le eercl
trigonométrique, c’est & dire 8i*+u,’< 1.
Ainsi la densité de probabilité jointe est :

fur (U, Up)=—.
T

Alors, y; =Ku; et y,=Ku, sont des v.a.r. normalement distribuées et de

o - 2Int
corrélation nulle, avecK = | et = uZ +us.

Exemple numériqueSoit a simuler la réalisatiofX; ) <;<;000 d'un 1000-échantillon de la

loi N(0;1). En utilisant toujours le méme algorithme gii@ulation de v.a.r. de loi

uniforme, on obtient le graphique suivant :

5 Méthode présentée pour la premiere fois dans I'article [8] en 1964

¢ Pour la preuve, voir notamment [8]



16 F. PLANCHET & J. JACQUEMIN

Fréquence Comparaison

028
1723 DS NO Ml B U W Loi Momale
._-3”: Moy, : -0.00
=R T 5 Ec.type: 1.00
=
=
g
L B HH """"""""" @ Données entrées
.oop 4 H|m|ﬂn. .....

-3.00 -1.50 0.0a 1.50 3.00

1 Test du Chi2 71968 Loi sui t |
: — prvaleur 1.0000 ol sulvante

- = F.olmogoroy-Smimoy 0,0080 PR
| Préf... I | Aide I Anderzon-Larling 0.0467 lLoi precedente |

En comparaison avec les résultats obtenus avégofditome d'inversion de la
fonction de répartition de De Moro, cet algorithslaveére moins précis en tout cas pour
une taille d’échantillon simulé assez faible, bipre la P-valeur du test du Chi-deux reste
égale a 1,0000.

3.1.2.3 Méthode de la composition

3.1.2.3.1 Présentation de la méthode

Utilisée pour les simulations de distributionsi@ms, la méthode de la composition
se généralise aux distributions absolument corginBeur mémoire, cette méthode a pour
objectif de décomposer la densité de probabilitdadeariable aléatoire en mélange de
fonctions de densité. Cette décomposition peut a&ee fa partir des probabilités
conditionnelles.

Méthode :Soit X la v.a.r. dont nous cherchons une réalisation
Soit f, la densité de probabilité de

La méthode de la composition se propose de chegabidt, telles que :
()= 9x| nar ).

Pour simuler une réalisation & il faut alors simuler un premier nombre aléatoire
u; pour trouvety réalisation der telle queFy = u; puis de générer un autre nombre
aléatoireu, afin d’en déduirex=g(ux| Y = ).
Enfin, il faut remarquer que certaines lois netgmas simulées a partir des

trois méthodes précédentes.
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3.2 Génération de nombres aléatoires de loi uniform: générateurs pseudo-
aléatoires et quasi-aléatoires; notion de suite aistrépance faible.

La partie précédente a montré I'importance desleégation de nombres aléatoires de
loi uniforme dans les méthodes de simulation. Betef'optimalité de la plupart des
algorithmes présentés réside presque uniquemertt ldaiualité de la répartition des
échantillons distribués selon une loi uniforme l5atervalle de définition. C'est pourquoi
nous présentons ici plusieurs types d'algorithmesgénération de loi uniforme dans le
présent paragraphe.

3.2.1 Les générateurs pseudo-aléatoires

Ces générateurs sont classiquement les plus coliswsont dits pseudo-aléatoires
dans le sens ou la suite des nombres qui seraésmadt prévisible, sous certaines
conditions.

3.2.1.1 Les générateurs congruentiels

Basés sur lalgorithme inventé par D.H. Lehmer £848, les générateurs
congruentiels font partie de la famille des géreinett pseudo-aléatoires. La particularité de
ce type de générateurs est gu'ils sont initialisablils sont basés sur une « graine », qui est
la premiére valeur de la suite générée, et ensuitaune formule récursive de calcul des
différentes valeurs de la suite. Changer de graémmet ainsi d’obtenir une suite différente.
Le choix de cette graine est d’ailleurs essentild qualité de la simulation, comme on le
verra par la suite. D'un point de vue pratiquepiésence d’'une graine est trés intéressante,
car elle permet de trouver les mémes résultatdienglusieurs simulations identiques (et la
graine devient un parametre de I'étude). Par agléluest important de noter ici que les
principaux langages informatiques intégrent un ggeér congruentiel dans leur
bibliotheque interne de fonctions.

3.2.1.1.1 Générateur congruentiel multiplicatif

Ce générateur est le plus simple des génératengsuentiels existants.
Définition : Le générateur multiplicatif produit une suiteX,),-o d’entiers définie par :

v" le choix d’une graine Xo LIN*,

v' le calcul récursif :X,,; =(kx X,) modm,

ouk etm sont des entiers positifs, mbdl’opérateur « reste de la division
euclidienne ».

Il suffit ensuite de diviser pan lesX; obtenus ainsi pour obtenir les réalisations
d’une varU de loi uniforme sur lintervalle [0,1]u; = X; /m.
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3.2.1.1.2 Cas général des générateurs congruentiels
3.2.1.1.2.1 Méthode
Définition : Un générateur congruentielest défini par :
v" le choix d’une graine Xo LIN*,
v" le calcul récursif :X,,,; =(kx X, + p) modm,
ou k, m et p sont des entiers positifs, etod I'opérateur « reste de la division
euclidienne ».
3.2.1.1.2.2 Remarques
Tout d’'abord, il faut noter qu'il y a au mieun réalisations générées, avec une
équiprobabilité am. La valeur 0 peut de plus « sortir » au cours ditege ce qui peut
poser des problemes d'erreurs informatiques, cordes divisions par 0. De plus, ces
générateurs produisent des valeurs qui peuvenpraber de la valeur 1, mais sans jamais
l'atteindre, l'intervalle des valeurs obtenues é&mréalité I'intervalle semi-ouvert [0;1].
D'autre part, le choix des valeurs des différep@mramétres est essentiel a
I'optimisation du générateur. $i est choisi non nul, la période du générateur Bénat
compléte, c’est a dire égalamssi les trois critéres suivants sont respectés :
Propositiol : Dans le cas otp est non nul, la période du générateur congruentiel
correspondant est compléte si :
v' p etmn’ont aucun diviseur commun,
v" k= 1modh ouh est un facteur premier ae,
v" k= 1mod4 simest un multiple de 4.
Exemple :En choisissant par exemple le générat&yr, = (25x% X, +16) mod256, c’est
a dire en négligeant le premier critére de la péa@rle choix deXo=12 donne la
série suivante :

Xi
12
60
236
28
204
252

GO WNRF O|—

Tous les entiers produits sont pairs !
De méme, avecX, =11, tous les entiers produits sont impairs.

Enfin, au niveau des propriétés essentielles de générateurs congruentiels,
Greenbergéra démontré en 1961 la propriété suivante :

7 Pour la preuve voir [2]

8 Dans Darticle [12]
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Propriété : Le coefficient de corrélation entre les variab)set X,; est compris dans
I'intervalle :

3-{80)(u-2)- K 2 ()1- ). &]

Remarque Les générateurs en langage binaire, comme panmaele générateuRnd
implémenté dans les bibliothéques de macros dai@dilicrosoft Excel choisissent
en généraim = 2 aveca entier positif correspondant au nombre de bitsd.
variablek est telle qué = 8r +/- 3 avea entier positif choisi pour avoir une période
optimale pour la suite.

3.2.1.1.2.3 Applications
A partir du générateur congruentihdde Visual Basic (langage de développement
Microsof), nous avons effectué quelques tests statistidla®quation a la loi uniforme.
Les tests ont été effectués sur des simulations @@0, 2 000, puis 10 000 valeurs. Une

lecture graphique de ces simulations permet dedpeenn peu de recul face a ce type de
générateurs :

v" SimulationRndavec 1 000 valeurs

x

Fréquence Comparaison

i M| ‘ MHHH
0.00 025 050 0.75 1.00

#1 Test duChi2 13,3000 Loi sui t |
p-waleur 0,8681 Al e
K.aolmagaroy-Smirnoy 00176 P
Anderzon-Darling 03630 Loi precedente |

.ma

a4 W Loi Urifarme
Fir : 0,00

Max: 1,00
IE]

Probabilité

005 O Darnées entrées

0an

? Identique a la fonction Alea de Microsoft Excel
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v" SimulationRndavec 2 000 valeurs

x

Fréquence Comparaison

015
A B Lai Unifarme

e Min : -0.00

= H M : 1,00

= I H || \

o

=

o 0 ‘H H || [ Données entrées
.0oa

0,00 0.25 050 0.75 1.00
f#1 Test du ChiZ 38,6430 L @ t |
p-waleur 04405 ST
Kalmagaorow-Sraitnay 00148 e .
Arderson-D arling 04606 LLoi precedente |

v" SimulationRndavec 10 000 valeurs

x

Fréquence Comparaison

013

aLIE] . TH W Loi Unifarme
-] Win - -0,00
E Max: 1,00
i \ H|| H H || ||
p=
£
@ 003 ‘ HH H H || || O Données entrées

it}

0,00 0.25 0.50 0,75 1.00
Gard Annul #1 Test duChi2 BI.7824 | TS
arder | Annuler | |1 Testdhor aIE | el suivante

- . K.almagorow-Smirmoy 0,0050 —
Préf... | Aide | AndersonDaring 02620 Loi precedente

Méme si ce type de générateurs semble pouvamiter” les tests statistiques les
moins exigeants comme le test du Chi-Deux, il @st le méme a noter qu’en dessous de
10 000 valeurs, les séquences générées ont grapieet tendance a former des paquets de
nombres sur certaines parties de I’interve[llbi]. Ceci peut avoir pour conséquence en

pratique de biaiser significativement les simulasiatilisant ce type d’algorithme.
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3.2.1.2. Autres générateurs pseudos-aléatoires

Les générateurs congruentiels nécessitant desphiwations, il est possible de
trouver dans la littérature d'autres générateursugss aléatoires, n’utilisant pas cette
opération colteuse en temps de calcul. Nous lesoos ici trés brievement :

v Le générateur de Mitchell et Moore

X = (X o4 + Xg5) Mmod m.

v Le générateur de Knuth

X = (Xp-24 = Xp-s5) mod m.

Comme I'a montré I'exemple de la foncti®tnd ces générateurs ne sont pas, en
général, optimum quant a la répartition des réadisa sur I'intervalle [0;1]. C’est pourquoi
nous allons étudier un autre type de générateurmdibres aléatoires distribués selon une
loi uniforme, les générateurs quasi-aléatoires.

3.2.2 Les générateurs quasi-aléatoires

Ces générateurs se basent sur la constructionuiies sa discrépance faible.
Rappelons d’abord la définition de la discrépahce
Définition : Discrépance locale

Soient X =(X,)»; Une suite de points de [071]

A, la mesure de Lebesgue sur [0;1]
A un sous pavé quelconque de [0;1]
La discrépance locale d'ordkedex par rapport & est la quantité :

DA = %Card{ i0(L,...8 tgxJA }-1(A).
Définition : Discrépance
Soient :X = (Xn)n=1 une suite de points de [071]
A » la mesure de Lebesgue sur [0;1]
A un sous pavé quelconque de [0;1]

P 'ensemble des sous pavés de [0;1]
La discrépance d'ordilede la suitex est la quantité :

DR (x) = Sup{| D(AX) |t ALIP}.

10 Tous les détails sont tres bien développés dans [19]
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Intuitivement, ces discrépances mesurent la gudétla répartition des valeurs de la
suite x sur son intervalle de définition. Elle est d’autptus faible quex est bien répartie
sur [0,1]. Ces définitions permettent alors de définir leises équiréparties, puis les suites
a discrépance faible.

Définition : Suites équiréparties

Soit X = (Xn)n=1 une suite de points sur [071¢tP tel que défini ci-dessus.

La suitex est dite équirépartie, ou uniformément distribugest seulement si pour

tout pavéA deP, la limite quandk - +co de la discrépance locale d'ordkeselonA

est égale a 0.

Les suites pseudo-aléatoires susnommées sonépgies’.

Définition : Suite a discrépance faible
Soit X =(X,)ns; Une suite de points sur [071]

La suitex est a discrépance faible si :
0 (v — (Ink)"
Dk (X) - OK — [T .

La discrépance des suites a discrépance faibleiersimeilleure que celle des suites
pseudo-aléatoirés Ainsi, les algorithmes décrits ci-dessous proehtisles suites qui sont
asymptotiguement meilleures que les suites de resnpseudo-aléatoires. lls remplacent
les algorithmes pseudo-aléatoires utilisés traali@lement dans les simulations de Monte-
Carlo, et sont ainsi a la base des simulations aesiiqMonte-Carlo. Il est a noter que ce
type d'algorithme est particulierement utilisé poler calcul numérique d’intégrales,
notamment pour sa rapidité de convergence.

Les suites quasi-aléatoires les plus connuessatlies simples, sont les suites de Van der
Corput. Elles permettent de générer des suiteoohbres distribués selon une loi uniforme.
Elles sont basées sur la conversion d'entiers tabase d’'un nombre premier (au choix),
puis inversion par rapport a la virgule décimale.

Un simple test graphique sur 1 000 valeurs mogtre ces suites génerent des
échantillons mieux répartis que ceux obtenus aéarictionRnd

11 Voir éventuellement la preuve dans [19]

12 Cette proposition fait 'objet d’un développement tres intéressant dans [19]
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v" SimulationVan der Corput de basedec 1000 valeurs

x
Fréquence Comparaison
1
e 1 ||| B Loi Unifarme:
=2 Min: 0,00
E haw: 1,00
o | TR
=
£
" MMRTRENTRLRIANED (=
oo
0.00 0.25 0,50 0.75 1.00
H2 Test du Chi2 02460 |¢
e | sz | p-valeur 1.0000 | LS :
. . K.olmaogaroy-Srairmay 00023 T o n
Préf... | Aide | Anderzon-D arling 00057 Loi précédente |

Ces suites de Van der Corput sont a la base deod&s quasi-aléatoires de
génération d'échantillons multiuniformes : les sside Halton, les suites de Fauré et les
suites de Sobol, dans I'ordre croissant de quatitéis aussi de complexité. Malgré leur
efficacité, ces suites montrent des corrélatiorpoitantes entre les suites générées, a partir
d’'un nombre élevé de dimensions.

Exemple Corrélations des 28°et 2™ suites de Halton tracées dans le plan

Suites de Halton : Dimensions 20 x 21
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C’est pourquoi les utilisateurs de telles suiteslimitent en pratique & 6 ou 8
dimensions.

La méthode de la Translation Irrationnelle du Test une autre méthode de
génération quasi-aléatoire d’échantillons de loiltimmoiforme. Cette méthode a été
longuement présentée dans [19], est beaucoup pioples a implémenter que les
précédentes, et s'avere particulierement efficadeus ne reprendrons ici que la
présentation de I'algorithme, en nous attardanéviernent sur le fait qu'elle est d’une
grande simplicité informatique, et que les réssltditenus sont trés satisfaisants.
Définition : Algorithme d'implémentation des suites de translatn irrationnelle du
Tore (dimensions)

La suite implémentée est :

%= (/P Anaps Y

ou (y,...,R) représente le vecteur depremiers nombres premiers,
et { } représente I'opérateyrartie fractionnaire(le nombre moins sa partie entiere).
Exemple Nous avons procédé a la méme batterie de testsegeeffectués sur la fonction

Rndde Visual Basic

v" SimulationToreavec 1 000 valeurs

Graphe des écarts x|

Fréquence Comparaison

012
Jong 4+ || _| W LaiUnifarme
- ki - 0,00
E Max: 1,00
= 06 1+ H _
o
=
T Ot H “[ @ Données entiées
aa
0.00 0.25 0,50 0,758 1.00

#1 Test du Chi2 0.4940 Loi suivante |
pevaleur 1.0000 —
K.almaogaray-Srirmoy 0,0020 Loi oréced
Anderzon-Darling 0,0067 oijprecedente |

D’emblée, la répartition est bien meilleure qudecebservée avec la fonctiddnd
elle parait déja trés bien répartie malgré le nenfinible de valeurs.
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v" SimulationToreavec 2 000 valeurs

x

Fréquence Comparaison

01
oo | ” || _| I LoiUnifarme
=2 bdirn : 0,00
E bax: 1,00
: LTI
=
g
S L
0oo
0,00 0,25 050 0.75 1,00
Gard Annul H2 TestduChi2 04310
I | G | pvaleur 1.0000

- . K.olrmogaroy-Smirnoy 00072 o =
Preéf... | Aide | Andersan-Darling 0.0037 Loi precédente |

v" SimulationTore avec 10 000 valeurs

x

Fréquence Comparaison

10

ag B Loi Unifarme
Min: -0,00
bz 1,00

005

Probabilité

003 [ Données entiées

.0na

Annuler #2 Test duChi2 0.4334
= | p-waleur 1.0000 —

. K.olmogorow-Smirnoy 00003 . e

Aide | Anderzon-Darling 00015 Loi précedente |

ci, la perfection de I'équirépartition sur [0;1ktepresque atteinte, en tout cas

graphiquement. Méme les tests ont des résultatdlents ; les P-valeurs du test du

Chi-deux sont, dans les trois situations, égates a

3.2.3 Comparaison des deux types de générateurs

3.2.3.1 Exemple : valorisation d'une option d'achaturopéenne avec

dividendes dans le cadre du modéle de Black et $&ho

L'objet de cet exemple est de mettre en pratigfiérdnts algorithmes de génération

de nombres aléatoires de loi uniforme sur I'intdev§D;1], qu’ils soient pseudo ou quasi-
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aléatoires, afin de valoriser « stochastiquemeubhe option d’achat européenne, et de
comparer les résultats obtenus par simulations Bveésultat « analytique » donné par la
formule de Black et Scholes. Rappelons tout d’allmidvement le modéle de Black et
Scholes en présence d’'un versement continu deettisties.
3.2.3.1.1 Présentation du modele — Résolution atiglye du probleme
posé

Ce modele permet de valoriser de maniére anagytione option d’achat européenne

avec dividendes.

Hypothése Le rendement de I'actif sous jacent de I'optiait Béquation :

B = (u-o)dt+oaw |

S
ol : W, est un brownien géométrique standard,
u estl'espérance mathématique du rendement instantatiégodien (10 R™),
o I'écart type du rendement instantané de l'actonlR*, o constant),
o le taux instantané de versement de dividendes.
Théoréme Formule de Black et Scholes avec versement contide dividendes
Soitt l'instant étudié.

Soit S la valeur de l'actif sous jacent a l'instanten notantS la valeur de
I'actif sous jacent a la date d’origine de l'opti(®1= S).

SoitK le prix d’exercice de I'option, &t sa durée de vie,

La valeur de 'optiorC(S ,t,K,T#,0) est donnée par :

C(S,t.K,T,0,0)= Se ™ d(d,) - K g7 d(d,)
ou 7=T-t,
In(S/K)+(r—q+%az)xr
d, = P ,
) In(S/K)+(r—q—%02)xr

d - )
2 0_\/;

d
d)(d):% .[eTZdz, la fonction de répartition de la loi Normale cémtr

réduite.

Il est ainsi possible de calculer de maniére dioplg le résultat de ce modéle,
modulo I'application de la fonctioN( ) qui est programmée par défaut densel



L'UTILISATION DE METHODES DE SIMULATION EN ASSURANCE 27
PARTIE 1 : GENERER DES NOMBRES ALEATOIRES
3.2.3.1.2 Résolution « stochastique » du problemeé
Dans cette approche, nous allons simuler un gnantbreN de trajectoires du cours
de I'action sous la probabilité risque-neutre (&ipdu processus de rendement log-normal,
qui est I'une des hypotheses du modele), et cedddiotenir plusieurs valeurs possibles du
cours du sous jacent a I'échéance de l'option. Agale cours simulé, il sera possible de
calculer la valeur a I'échéance de I'opti8i - K).. Un estimateur sans biais de la véritable
valeur a I'échéance de cette option sera la moyesmeirique sur I'ensemble des
simulations des valeurs obtenues.
Enfin pour obtenir la valeur a la date des caldéld'option, il suffira d’appliquer a
cette moyenne des valeurs a I'échéance, un fadiactualisationg™” .
Formalisation :Notons :
U; les nombres aléatoires de loi uniforme simulés,
Norm la fonction de calcul des réalisations d’'une loiridale (0;1), a partir d’'un
nombre aléatoire de loi uniforme (fonction de tyipgersion de la fonction de
répartition)
Alors la valeur simulée de I'option a la date dakulst, est :

c(st, K,T,z)zi”Z(s1 g -a-o/2rraViNomU) _ )
i<N
En utilisant un trés bon algorithme d’inversionlddoi Normale, I'algorithme d®e
Moro (unanimement reconnu comme tel, et présenté pauita), I'incertitude qui peut
résider sur la qualité de I'évaluation de I'optivient de la qualité de la répartition des
nombre aléatoires de loi Uniforme simulés sur €mtlle [0;1]. Ainsi, comparer les
différents types d’algorithmes étudiés ci-dessuscala solution analytique du probléme
permet de « tester » leurs qualités respectives.
3.2.3.1.3 Application numérique
Nous cherchons a évaluer une option d’achat eerodont les propriétés sont les
suivantes :
Taux d'intérét sans risque : 8%,
Volatilité du sous jacent : 25%,
Taux de dividendes : 8%,
Cours du sous jacent : 20 €,
Prix d’exercice de I'option : 10 €,
Temps restant avant I'expiration : 1 an.
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La valeur analytique de cette option a la dataelet est :
C (20:010:,025) = 9,2239€.

Nous présentons ici trois types de résultats: liés

v' aux simulations effectuées a partir de suite¥ale der Corput en base 2 (VdC),

v aux simulations effectuées sur des suitdsanslation irrationnelle du Tore »

(Tore),

v'aux simulations effectuées avedRaddeVisual Basic (Rnd)

Chacun des simulateurs est utilisé avec I'algowtd’inversion de la loi Normale de
De Moro.

Le tableau ci dessous présente les écarts calpatéspport a la valeur analytique,
pour chaque type de générateurs aléatoires.
Nb : Lors de simulations quasi-aléatoires, c’estjtairs la méme valeur de 'option qui est
générée, pour un méme nombre de cours simulésprpariété méme de ces suites. Par
contre, pour les simulations pseudo-aléatoires (i)l le prix de I'option obtenu n’étant
pas toujours le méme (notion d'initialisation de type de suite), le tableau suivant
présente une moyenne des écarts relatifs (Moy), noyenne des valeurs absolues des
écarts relatifs (Moy Abs), le minimum et le maximalstenus, le tout sur 10 simulations

par valeur de N.

Rnd
N VI Lieli Moy Moy Abs Min Max

1000 -0,389% 0,146% 0,036% 1,520% -3,447% 2,760%

2 000 -0,215% 0,076% -0,042% 0,879% -1,393% 1,473%
5000 -0,114% 0,006% 0,110% 0,802% -1,713% 1,418%
10 000 -0,062% 0,008% 0,234% 0,323% -0,327% 0,864%
50 000 -0,016% 0,002% -0,091% 0,215% -0,548% 0,365%
100 000 -0,008% 0,001% 0,028% 0,134% -0,252% 0,342%

Graphiquement, les écarts obtenus en fonction @lmbre de simulations pour
chaque algorithme montrent la qualité de I'équirépan des nombres de loi uniforme

obtenus :
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Comparaison de la qualité de la prévision en foncti on du nombre
de simulations

1,500%

1,000% -

0,500% -

Erreur d'estimation (en %)

\
)
0,000% - ™

- (’ 20 000 40 000 60 000 80 000 100 000

-0,500%

Nombre de simulations

VDC == =—Tore Rnd (Abs) |

3.2.3.1.4 Conclusion
D’une maniére générale, I'étude du tableau et dplyjque précédents montre que
les générateurs quasi-aléatoir&DC, Tore) donnent des résultats qui convergent plus
rapidement vers la solution analytique que le ¢gBér pseudo-aléatoirdRiid. Cette
observation est d'ailleurs [l'illustration pratigeemple de la théorie de la discrépance, elle
justifie visuellement le fait que la discrépance daites quasi-aléatoires est plus faible par
construction que celle des suites pseudo-aléatdif@sproximation ainsi effectuée est plus
rapidement correcte, et de plus, il n'y a pas bes@ffectuer plusieurs simulations pour
obtenir un résultat valable.
3.2.3.2 Remarques générales quant a la pertinened'dtilisation de I'un ou
I'autre des générateurs aléatoires de loi uniforme
Ce genre de considérations fait souvent I'objet diédats entre théoriciens et
praticiens. En premier lieu, I'utilisation de suitéotalement déterministes peut paraitre
plutdt « saugrenue » pour simuler des lois de foitiby par essence non déterministes.
Cependant, a la vue des résultats de la particegedte, il semble que la question de
I'utilisation de telles suites se pose réellemdém. effet, si la convergence est bien plus
rapide avec des simulations quasi-aléatoires, gaste que ces suites sont extrémement
mieux réparties sur [0;1]Or une telle propriété ne peut étre qu’un atautrges domaines
ou la queue de distribution est trés importantenfoe la réassurance). Enfin il faut noter
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que la rapidité de convergence est de nature gealle temps de calcul informatique
parfois trés conséquent.

4. CAS DES PROCESSUS ALEATOIRES

Dans de nombreuses situations pratiques la matiélisne repose pas uniquement
sur des variables aléatoires discrétes, mais sar pfecessus stochastiques dont la
dynamique est décrite par des équations difféléagistochastiques ; c’est notamment le
cas de la plupart des modeles d’évolution de tfiresciers.

L'objet de cette section est d’attirer I'attentialu lecteur sur les particularités
associées a ces modélisations, sans prétendnaites e maniére exhaustive, ce qui fera
I'objet d’'un prochain article. Nous nous bornonsica illustrer les difficultés propres aux
cas des processus de diffusion sur la base d’unmgre

Ainsi, dans le cas classique du modéle de Blackchbles rappelé dans le présent
article, le sous-jacent est supposé suivre un nmeme brownien géométrique décrit par
'EDS suivante :

a8 _
S

La simulation de trajectoires du processBsnécessite, une fois le pas de

pdt =odWw.

discrétisation fixé, de définir un « équivalent alet » de I'équation ci-dessus ; la
transposition au contexte des équation différdasedtochastiques des méthodes classiques
de résolution numérique des équations différesselbrdinaires conduit en général a
proposer une discrétisation basée sur le « schétudéed », soit :
S ~S-n =,U*h+U*\/_*5t—h,
S-n

avec €;) un bruit blanc gaussien centré réduit et desumist de la formen*h, n entier.

On peut montrer que la vitesse de convergencetdiisthéma de discrétisation vers
le processus S est afﬁ , h étant le pas de discrétisation.

D'autres techniques spécifiques aux EDS peuveatudilisées, comme le schéma de
Milstein, afin d’améliorer la vitesse de convergeners le processus continu. Ce schéma
conduit a la discrétisation suivante :

St ~Sin
Si-h

Avec un tel schéma on obtient une vitesse de egevee er?.

2 2
g o°h
=(ﬂ‘73r—h)*h+‘7*\' Tan T Sin*Eln-
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La limitation du schéma de Milstein est qu'il n'emexiste pas de version
multivariée. Il s'agit d’'une limitation importantear les modéles élaborés de modélisation
de I'actif doivent intégrer les corrélations entre différentes sources de risque.

Plus généralement, I'existence d’'un biais de éissation liée a I'utilisation d'une
approximation discréte d’'un modéle initialement rax@ en temps continu doit étre prise
en considération ; le lecteur trouvera une illugirades méthodes de réduction de ce biais
dans [18].

5. QUELQUES INDICATIONS SUR LA PRECISION DES RESULTATS.

Un bon algorithme de simulation devra donner uspéeance empirique d¥
identique a celle obtenue par un calcul déterngniSouvent, le choix du nombre de
simulationsK sera déterminant dans cette optique, car de neagi@nérale, pluK est
grand, plus I'espérance désimulée est proche de la grandeur estimée, d'darks des
grands nombres. Les théorémes de grande déviatiopremier rang desquels on trouve le
théoréme central limite, fournissent des indicatiear cet écart (voir par exemple [6] pour
les résultats de base sur ce sujet).

Ainsi, I'erreur relative de la simulation peut&tvaluée en fonction du nombre de
simulations, ou inversement, fixer un niveau d'errenaximal admissible (pour une
probabilité fixée), permet de déterminer le nombimimum de simulations a effectuer.

Cela permet notamment de vérifier dans toute étaidant appel a des méthodes de
simulation que cette technique est appropriéeefen, dans certains cas, on s’apercoit qu'il
faut un nombre de simulations presque infini polavoir une erreur relative que trés
médiocre, comme Tl'illustre I'exemple ci-apres...

Exemple On choisit une loi définie par
X =exp(f3),
avecG normale centrée réduite.

Le théoréme central limite donne :

+ot -
Xt t Xy Ex)=-ZLa,

Jn

avec X,...,X, n réalisations indépendantes de loi la loi de XGétgaussienne centrée
réduite.
L'erreur relative est donnée par :
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X, +..+ X,

n EX fep@y-1
E(X) n '

Avec # = 1, 1000 simulations permettent d’obtenir une w@rnelative de 10 %

Application numérique

environ. En revanche, avgc= 5, il faut 7 x 1&° simulations pour une erreur relative de
100 %!

On voit que si l'utilisation des méthodes de satioh est souple et pratique, et
donne souvent de trés bons résultats, il faut mapendre un recul nécessaire face a ces
méthodes, afin de ne pas avoir des résultats biaisé

Par ailleurs, il est toujours souhaitable de faire validation a posteriori des
simulations effectuées par le biais de tests #tpiss du type test du chi-deux, ou
éventuellement (avec une précision moindre) des tgstphiques (QQ plots par exemple)
sur I'échantillon généré (cf. [6]).

Dans les cas « standards » il est souhaitablaldféter le modeéle par simulation sur
une sous-partie pour laquelle une solution exglibrmée est connue, ce qui permet de
déterminer le nombre minimal de tirages nécesgatg obtenir un niveau de précision
donné (pour une probabilité fixée a priori).

6. CONCLUSION
Avant de conclure...

Nous tenons avant de conclure a attirer l'attentin lecteur sur un aspect trés
important que toute démarche s’appuyant sur detiadés de simulation doit intégrer
I'estimation des parametres du modéle. Nous avonsfiet fait ici I'hypotheése que les
parametres de base des phénoménes a simuler di@antléterminés, et cette étape de
détermination et d’estimation des parametres duaheogt en pratique délicate.

A titre d'illustration dans le domaine des proeessle taux d'intérét, le lecteur
intéressé pourra se reporter a [18], qui propose méthodes de réduction du biais de
discrétisation dans I'estimation des parametres diodéle de diffusion.

... pour conclure

Aprées avoir montré les limites des algorithmesgydeération de nombres aléatoires
« standards » intégrés aux logiciels utilisés plesr évaluations actuarielles, nous avons
tenté dans cet exposé de présenter des techniguesndlation utilisables en pratique,
aisées a mettre en oeuvre et améliorant sensibtelagrerformance et la précision des
générateurs.
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Ces techniques doivent faire partie aujourd’huichagage technique » de I'actuaire

pour mettre en application rigoureusement les nsatédns de plus en plus complexes sur

lesquelles reposent les évaluations actuarielldsA(Dralorisation de passifs sociaux en
norme IFRS, ALM, etc.).

L'efficacité de ces méthodes est illustrée dansdaonde partie de cet article,

consacré a deux exemples d’application.

7. BIBLIOGRAPHIE

OUVRAGES

[1] KNUTH D.E., The art of computer programming volume 2, Seminicaler
Algorithms Book News, inc. (1997 — troisieme édition).

[2] BOWERS, GERBER, HICKMAN, JONES, NESBITTActuarial Mathematics
Society of Actuaries, (1997 — Seconde édition).

[3] PARTRAT C., BESSON J.L.Assurance Non Vie : Modélisation, Simulation
Economica, (2005).

[4] PETAUTON P.,Théorie et pratique de I'’Assurance-Vidunod, (1996 — Seconde
édition).

[5] SAPORTA G.Probabilité, Analyse de données et Statistigieshnip, (1990).

[6] DROESBEKE J.J., FINE J., SAPORTA @/g¢thodes bayésiennes en statistiques,
Technip, (2002).

ARTICLES

[71 MARSAGLIA, BRAY, A convenient method for generating Normal variables
SIAM Review, n°4 (1964).

[8] GE Z.,A numerical study of one-factor interest rate medAl thesis submitted at
the University of Toronto, n°4 (1998).

[9] ROBERTSON J.P.The computation of aggregate loss distributidPsceedings of
the Casualty Actuarial Society, Vol. LXXIX, Pageg-533 (1992).

[10] HECKMAN P.E., MEYERS G.G.The calculation of aggregate loss distributions
from claim severity and claim count distributiorBroceedings of the Casualty
Actuarial Society, Vol. LXX, Pages 22-61 (1983).

[11] GREENBERGER M.Notes a new pseudo-random number generatournal of

the ACM, 8, (2), April, p. 163-167, (1961).



34

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

F. PLANCHET & J. JACQUEMIN

LUBES-NEIL H., MASSON J.L., CAPPELAERE B.Quelques techniques de
simulations de variables aléatoires applicables ahydrologie UMR
HydroSciences, Montpellier.

SCOLLNIK D.P.,An introduction to Markov Chain Monte Carlo methaasl their
actuarial applications Proceedings of the Casualty Actuarial Society,l. Vo
LXXXIIl, Pages 114-165 (1996).

KAUFMANN R., GADMER A. et KLETT R.,Introduction to Dynamic Financial
Analysis.Astin Bulletin, Vol. 31, Pages 213-249, n°1 (2001).

AHLGRIM K.C., D’ARCY S.P. et GORVETT R.W Parametrizing Interest Rate
Models.Casualty Actuarial Society Forum, Pages 1-50 (1999)

ROGERS L.C.G.Which modelo for term-structure of interest rateedd one use?
Mathematical Finance, IMA Vol. 65, Springer, p. 86 (1995).

DE WINNE R.,Processus de diffusion de taux d'intérét et cofoecdu biais de
discrétisation5th AFIR International Colloquium, p. 749 — 782.

THESES - MEMOIRES

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

PATARD P.A.,Valorisation de SWAPS structures sur actions eicesl Mémoire
confidentiel présenté devant le jury de [llInstitde Science Financiere et
d’Assurances en janvier 2002.

MAGNIN F., L’engagement de I'employeur dans le cadre d’'unnégde retraite a
prestations définiesMémoire confidentiel présenté devant le jury diestitut de
Science Financiére et d’Assurances en 1998.

LEMIEUX C., L'utilisation des régles de réseau en simulatiomote technique de
réduction de la varianceThése présente a la Faculté des études supérieures
(Université de Montréal) en vue de I'obtention dadg de Philosophae Doctor en
informatique.

JAL P., Cotation XS en réassurance short - tadémoire confidentiel présenté
devant le jury de I'Institut de Science Financietel’Assurances en 2001.
JACQUEMIN J.,Les méthodes de simulation en assuraméémoire confidentiel
présenté devant le jury de I'Institut de ScienaeaFRciere et d’Assurances en 2002.

NETOGRAPHIE

[23]
[24]

www.arlj.org/docs/algo/random.phBroduire des nombres “au hasard”
http://rfv.insa-lyon.fr/~jolion/STAT/nodel.ii, Probabilités et statistiques




L'UTILISATION DE METHODES DE SIMULATION EN ASSURANCE
PARTIE 1 : GENERER DES NOMBRES ALEATOIRES

ANNEXE : CONSTANTES DE L'ALGORITHME DE DE MORO

Voici ces valeurs telles que déclarées dans lidlgune de calcul :

a(0) = 2.50662823884

a(1) = -18.6150062529

a(2) = 41.39119773534

a(3) = -25.44106049637
b(0) = 1

b(1) = -8.4735109309

b(2) = 23.08336743743

b(3) = -21.06224101826

b(4) = 3.13082909833

c(0) = 7.71088707054879

c(1) = 2.77720135336852

c(2) = 0.3614964129261

c(3) = 3.73418233434554E-02
c(4) = 2.8297143036967E-03
c(5) = 1.625716917922E-04
c(6) = 8.017330474 * 10 ~ (-6)
c(7) = 0.3840919865 * 10 / (-6)
c(8) = 0.012970717 * 10 ~ (-6)
k(0) = 0.417988642492643
k(1) = 4.24546868813766
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