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RESUME

La Vaue at Risk est devenue un standard de la gestion de risque
dans le monde financier. Le but de cet article est de spécifier les
conditions sous lesquelles |a VaR pourrait étre une bonne mesure
de risgue d'actifs en assurance. Aprés la description des
principales approches de calcul de la VaR employées
actuellement dans le secteur bancaire, nous indiquerons des
spécificités de la gestion financiere en assurance. Nous
présenterons ensuite les adaptations nécessaires de la VaR ayant
un rapport avec ces particularités: prise en compte des
changements de décomposition du portefeuille d'investissement
dans le futur lies a la présence des produits de taux,
détermination de I’ espérance de rendement a long terme, choix
de la meilleure méthode d estimation lié aux propriétés des
données historiques disponibles au moment du calcul de laVaR.
Une étude empirique démontrera I'importance du choix des
hypothéses et de la longueur de I'historique des données qui
influencent de maniére considérable le montant final delaVaR.

Mots clefs: Value at Risk, TailVaR, assurance, long terme, mesure de risque d’ actifs, mesure
de la solvabilité.
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1. INTRODUCTION

Depuis plusieurs années, on assiste a une réflexion globale sur les mesures de la solvabilité et
la gestion des risques en assurance. Les derniéres crises financieres et économiques ont
accéléré la recherche sur le sujet. Les réformes adoptées dans de nombreux pays (Etats-Unis,
Australie, Japon) s appuient sur une nouvelle réglementation des mesures des risques
inhérents a |’ assurance. Les assureurs européens vont a leur tour adopter un nouveau systéme
prudentiel, appelé Solvency 11, probablement trés proche de ses homologues étrangers. Celui-
Ci est basé sur une éude seéparée des différentes sources de risque, entre autres le risque de
marché. Dans ce contexte, les modéles de Value at Risk (VaR) offrent I’ avantage de proposer
une mesure prospective du risque pour un portefeuille d actifs.

La VaR a été intégrée dans le secteur bancaire via la reforme Bale |l et sert a estimer une
partie des fonds propres réglementaires nécessaires pour supporter le risque de marché.
Naturellement, on pourrait entreprendre une réflexion sur |’ adaptation analogue de la VaR
dans le secteur de I’ assurance.

Le concept de la VaR a été créé historiquement pour estimer le risque des opérations de
trading dans les salles de marché. Par conséquent, la méthodologie de calcul delaVaR a été
étudiée par et pour le secteur bancaire, et elle n’est pas directement applicable dans le secteur
de I’assurance. Malgré la quantité tres importante de la littérature sur la VaR, traitant ses
différents aspects, |’ application de ce concept en assurance a été peu étudié (parmi de rares
articles nous citerons celui de Albert, Bahrle et Konig (1996) et de Ufer (1996)). L’ objectif de
cet article est donc de proposer, au regard des spécificités de la politique d’ investissements en
assurance, des adaptations a la méthodologie permettant de faire de la VaR un outil cohérent
et viable de mesure de risque d’ actifs pour ce secteur.

Il va de soi que la mesure du risque de marché d’'un portefeuille d’ actifs dépend du cadre
comptable utilise. Pour smplifier et généraliser notre recherche, nous nous affranchirons de
ce cadre comptable et ne raisonnerons que sur les valeurs de marché des différents actifs.
L’ application des normes comptables et réglementaires peut s effectuer ultérieurement. Par
ailleurs, nous ne prendrons pas en compte les contrats en unité de compte, qui forment une
partie non négligeable des portefeuilles d actifs mais pour lesquels le risque de marché
supporté par |’ assureur est nul (ce risque est a la charge des assurés), non plus que les actifs
non cotés comme les actifs immobiliers corporels. Enfin, nous considérerons que le
portefeuille d actifs ne possede aucune couverture donc aucun produit optionnel.

2. VALUE AT RISK

2.1 Definition

LaValue at Risk (VaR) est une mesure probabiliste de la perte possible sur un horizon donné.
Elle représente un niveau de perte, pour une position ou un portefeuille, qui ne sera dépasse
durant une période donnée qu’ avec un certain degré de confiance.

Considérons p, comme la valeur future, et donc aléatoire, d’ un portefeuille d actifs (ou d' un
actif) al'instant h et p, sa valeur a la date d estimation. Alors la variation de prix de ce



portefeuille d actifs pour un horizon h, appelée une fonction de perte ou une fonction P& L
(profit and loss), est de :

[c%]] P=Pn—Po (2-1)
La Value-at-Risk d'un portefeuille d actifs pour une période [0 ; h] avec probabilité q est
définie comme un montant, notée VaR, (q), telle que la variation[(%ﬂ p observée pour le

portefeuille d’ actifs durant I"intervalle [O; h] ne sera inférieure au montant VaR, (q) qu’avec
une probabilité de (1-q). En d autres termes, |a perte de ce portefeuille pour la période [0 ; h]
serasupérieure a [VaR, (q)| avec une probabilité (1-q).

Pl A P<VaR (@) |=1-q= P A p>VaR,(@)]-q (2.2)

[0:h
ou encore
VaR, (q) = F'(1-q) (2.3)
avec F, lafonction de répartition de la variable aéatoire [ cﬁﬂ p et F* lafonction inverse
généralisé.
Notons f, la densité de probabilité de la variable aléatoi re{(ﬁﬂ p . Nous pouvons illustrer la

VaR, (q) sur la Graphique 1.

Graphique 1 : Value at Risk avec probabilité de 99,5% (fonction de répartition et fonction de
densité de la loi normale)
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Il faut noter que laVaR n’ pas la propriété de sous-additivité. En effet, si on considere deux
actifs A et B pour lesquels on estime la VaR pour le méme horizon et le méme seuil de
confiance, VaR, ,.5(q) < VaR, ,(q)+VaR, ;(q) n’est pas toujours vérifié.

Le propriété de sous-additivité est veérifié par la TailVaR, appelée aussi Conditional Value at
Risk (CVaR). La TailVaR au seuil de confiance q se définit comme |’ espérance du montant
de perte au dela du seuil deVaR :

TailVaRr, () = E[ A pl/ A p<VaR (q)} 2.4)

[o;h] = [O.h]

On peut ainsi exprimer la TailVaR au seuil de confiance g pour un horizon h en fonction de la
densité f, définie précédemment et du montant VaR, (q) :

VaR, (q)
TailVaR,(a) =[x f,(x)dx (2.5)

L’ estimation de la TailVaR nécessite donc alafoisle calcul delaVaR maisauss I’ estimation
de la queue de distribution de la variable aléatoire [(%ﬂ p au delade ce seuil de VaR.

2.2 Méthodes d’ estimation

Pour appliquer les différentes méthodes de calcul delaVaR, il faut effectuer au préalable une
transformation des différentes positions du portefeuille avec un certain nombre de facteurs de
risques. La variation de prix du portefeuille sur la période [0;h] est aors fonction des
variations de ces facteurs de risque

A Py =0(A Xy, A X;y A X)) (2.6)

"[0:h)
ou X, X,,..., X, sont les différents facteurs de risque du portefeuille.

Ces facteurs de risque sont des variables fondamentales du marché (ex. les cours destitres, les
taux d’intéréts, les indices boursiers, etc) qui déterminent les risques d’ actifs de I’ investisseur.
La fonction ® peut étre linéaire si le modéle d'évaluation du prix d'une position de
portefeuille est linéaire (le cas des actions). En revanche, pour certains types d actifs comme
les options, le modele d’ évaluation n’est pas linéaire, donc lafonction ® nel’est plus.

Les méthodes d'estimation de la VaR doivent ensuite exploiter les données historiques
disponibles relatives a ces différents facteurs de risque pour estimer le quantile d' ordre g de la
distribution de[ (%ﬂ p .Généralement, ces données historiques sont formées par les variations

journaliéres des différents facteurs de risgue sur une période définie. Le choix de cette période
est trés important puisque nous devons disposer de cotations pour tous les facteurs de risgue
tout au long de cette période et pour celle-ci doit permettre d’ estimer les futures variations de
ces facteurs de risque.



Par la suite, nous ferons |” hypothése que nous utilisons un historique de T jours ouvrés. Nous
disposons donc de T variations historiques journaliéres de prix des différents facteurs de
risque pour estimer la distribution de [(%1] p.

Avant de présenter les différentes méthodes de calcul de la VaR, définissons les ensembles
suivants :

5=({,

A
-T; (T 1)1 [-2-1

X, ,[_%0] X,} pour i=1,..,n} (2.7)

S, est I’ensemble formé par les n séries chronologiques de T returns journaliers des différents
facteurs de risque.
H,={06( A X, X ) pour j=0,..,T-1} (2.8)

- (J+1) J] V(i) - (1+1)
H, estla série chronologique des T returns historiques journal iers de ce portefeuille.

Soit K |e nombre de données historiques a h jours disponibles:
K= F} (2.9)

On peut aors définir les ensembles suivants:

Sh= {{[ K*h; (K 1y h]xi""’
S, est I'ensemble formée par les n séries chronol oglques de K returns a h jours des différents
facteurs de risque.

X .} pour i=1,..,n} (2.10)

(-2hi-h) - h

H,={ ( X A Xy A X,) pour j=0,..,K-1} (2.11)

(J+1) hi-jeh] () - ) "[-(j+1)hi- j*h]
H, est lasérie chronologique des K returns historiques a h jours de ce portefeuille.

2.2.1 Méthode analytique

Il s'agit d'une méthode paramétrique. Si on suppose que F, appartient a une famille connue

de loi paramétrique, alors le probléeme de I’ estimation de la VaR se réduit a I’ estimation de
Ces parameétres.

Considérons un modéle paramétrique tel que :

a

ou G est la fonction de distribution d’une loi connue, a est un paramétre d échelle, b est un
parameétre de position.

Fo(x)= G(X;bj (2.12)



Alors nous pouvons exprimer laVaR comme :
VaR,(q)= F,*(a)=b+aG™(q) (2.13)

Pour estimer laVaR il suffit donc d’ obtenir des estimateurs det b des parametres a et b.

Généralement, on suppose que la variable aléatoire [ ﬁ | p suit une loi normale de paramétres

u (moyenne) et o (écarte type). On peut ensuite estimer laVaR du portefedille par la
formule:

VaR, (q)= ji+607(q) (2.14)

ou @ est lafonction de répartition de loi normale N(0,1) donc ® *(q) est le quantile d ordre g
de la loi normale centrée réduite, 4 étant un estimateur de la moyenne de la variable
aléatoire[% p, & étant un estimateur de |’ écart typedelavariablealéatoire[(%ﬂ p.

Les parametres 1 et o sont estimés a partir de la distribution passée des facteurs de risque. 11
y aaors plusieurs méthodes d’ estimation des paramétres selon les hypothéses qu’ on formule.

Si nous supposons que les séries chronologiques composant S, forment des échantillons
identiquement et indépendamment distribuées (i.i.d) des lois des variables
iﬁ]xi i:L...,n}, nous pouvons estimer les paramétres des lois de ces variables

directement sur ces échantillon historiques ainsi que les covariances entres les variables. Si
nous faisons |’ hypothése supplémentaire que les i(ﬁﬂ X, i =L...,n} obéissent a la méme

famille deloi paramétrique, nous pouvons en déduire laloi de : OgAh] p. Néanmoins, S les séries

chronologiques des ensembles S, ne sont pasi.i.d., il faut utiliser des techniques permettant
d estimer et de corriger I’ erreur de spécification (famille des modéles ARCH/GARCH).

2.2.2 Méthode historique

Dans cette méthode, la distribution future de la variable aéatoire [(ﬁﬂ p est estimée

directement par sa distribution passée, sous |I’hypothese que les données sont i.i.d. Nous
estimons les variations sur [0; h] des différents facteurs de risque par leurs variations
historiques et nous considérons donc que les éléments de H, forment un échantillon i.i.d de

laloi de [(ﬁﬂ p. Nous disposons donc de K simulations historiques de la variable aléatoire
: (éh] p . Cette méthode présente I’ avantage de ne pas faire d’ hypothése sur laloi de la variable

aléatoi re[ (ﬁ ] p, il ne s agit donc pas d’ une méthode paramétrique.



2.2.3 Méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo permet de générer des multiples scénarios stochastiques pour
obtenir la distribution de la variable aléatoire [ OAh] p. Le concept de cette méthode concerne

donc les simulations répetitives de variables aléatoires iOA_l] X, i =1...,n}, tracant ensuite un

grand nombre de trajectoires dans |’ espace-prix pour I’ horizon de calcul delaVaR.

Apres le choix du modele stochastique adapté pour les différents facteurs de risque (ex.
mouvement brownien géométrique), on estime des distributions de ces facteurs de risque,
ainsi que des paramétres qui y sont associés. L’ utilisation conjointe des model es stochastiques
et des paramétres des distributions permet de construire un grand nombre de suites de

variables aléatoires iOAl] X, i :l...,n} al’horizon h (n suites par simulation). 1l convient de

souligner que ces variables aléatoires, servant a déterminer la valeur future d'un portefeuille
d actifs, sont simulés indépendamment. Pourtant, elles sont rarement i.i.d. Pour remédier a ce
probléme, on peut utiliser une décomposition de Cholesky de la matrice de variance-
covariance.

2.2.3 Méthode de Bootstrap

Les tirages avec remise dans |’ échantillon historique constituent une méthode de simulation
stochastique alternative qui permet d obtenir la distribution de la variable aléatoire [OAh] p.

Dans la méthode de Bootstrap, les simulations sont effectuées directement sur la base de
I” échantillon formeé par |es données historiques. Cette technique n’ est donc pas paramétrique.

Supposons que les @ééments de H, forment un échantillon i.i.d. delaloi de [OA_I] p, on obtient
une suite (par simulation) de variables aéatoires [oA-11 p al’ horizon h en effectuant h tirages

aléatoires avec remise dans cet échantillon. Bootstrap permet donc de générer un grand
nombre de ces simulations pour I’horizon de calcul de la VaR. Au final, on obtient la
distribution de la variable aléatoire [(ﬁﬂ p.Silesélémentsde H, nesont pasi.i.d., laméthode

de Bootstrap peut étre adaptée aux résidus normalisés du processus GARCH.

Notons qu’il existe un grand nombre de méthodes alternatives dont la présentation dépasse le
cadre de cet article. Le choix de la méthode d estimation de la VaR dépend de I’ horizon
souhaité de calcul (h), du choix et de la taille de I'historique utilisé (T), et enfin des
hypotheses formul ées sur les données de cet historique.



3. L'ADAPTATION DE LA VAR EN ASSURANCE

Historiquement, les modéles de VaR ont été créeés au sein de banques d’ investissement pour
contréler le risque du marché. Comme ce sont en effet les opérations de trading qui génerent
la majeure partie du risque de marché d’ une banque, laVaR est utilisée pour mesurer le risque
des positions prises par les gérants de portefeuille. Ces positions changent fréguemment et
peuvent étre libérées rapidement. Par conséquent, les bangues évaluent leur risque de marché
pour des horizons courts. En pratique, laVaR est estimée pour une journée ou quel ques jours.

3.1 Les spécificités du portefeuille d’ investissement

L’ objectif de la gestion financiere en assurance est I’optimisation du portefeuille, via le
couple rendement-risque, en respectant les contraintes réglementaires et les engagements liés
au passif. C'est dans ce but que les sociétés d'assurance définissent une politique
d investissement prudente et along terme.

La politique de placement des sociétés d’ assurance suit une gestion buy and hold (détention a
long terme des titres). Une société d assurance achete donc des actifs financiers qui
garantissent un rendement along terme lui permettant de respecter ses engagements de passif
envers ses assurés et ses actionnaires. Son but n’est ni la spéculation ni le trading. Celainduit
que le portefeuille est beaucoup plus stable dans le temps gque dans le secteur bancaire. La
gestion financiére en assurance n’a donc pas la méme réactivité que dans le secteur bancaire.
En effet, dans | es salles de marché bancaires, on peut aisément libérer une position considérée
comme trop risguée, ce qui justifie I’ estimation dela VaR journaliére.

Néanmoins, les assureurs doivent obtenir un rendement a plus court terme de leur portefeuille
d actifs tout en maitrisant son risque. Cela impacte auss la politique financiére a court et a
long terme. Notamment, le risque de marché doit étre évalué conformément au timing de
reporting financier (généralement trimestriel et annuel). Cette évaluation du risque de marché
peut étre utiliste comme un indicateur de la solvabilité de I’entreprise face a de brutales
évolutions du marché, et permettre de fixer le montant des fonds propres annuels. Par
conséguent, les sociétés d’ assurance devraient chercher a estimer leur risque de marché viala
VaR pour des horizons allant de 3 mois a un an. Dés lors, I’ estimation de la VaR journaliere
en assurance N’ a aucun sens.

Par ailleurs, la sur-pondération effective des produits de dette (obligations, préts et dépots)
dans les portefeuilles est une autre spécificité du secteur qui influence I’ estimation du risque
de marchévialaVaR.

En conclusion, la gestion du risgue de marché en assurance n’a pas les méme objectifs que
dans le secteur bancaire. Nous chercherons donc a évaluer via la VaR, pour des horizons
compris entre trois mois et un an, stable sur la période d’ estimation, et comprenant une grande
quantité de produits de taux. Cela nécessite |'adaptation de la méthodologie de la VaR
bancaire, calculée pour des horizons trés courts sur un portefeuille de trading.



3.2 Propositions d’ adaptations

3.2.1 Représentation du portefeuille d’ investissement dans le futur

L’ estimation de la VaR est basée sur I’ évaluation de la distribution des variations du prix de
marché du portefeuille [ (ﬁﬂ p entre deux dates. Par la suite, nous considérerons qu’on calcule

la VaR en O pour un horizon h et que le gestionnaire du portefeuille d investissement ne
change pas sa position entre ces deux dates.

Si les conditions de marché restent inchangées en 0 et en h (nous ferons cette hypothése par la
suite), le prix de certaines classes d' actifs (actions et actifs comportant un risque similaire)
sont les mémes en O et en h. Dans ce cas, le portefeuille comprend les mémes quantités de
différents titres a ces deux dates. En revanche, la composition du portefeuille des produits de
dette (obligations, préts et dépots) change avec le temps.

Considérons ainsi I’évolution sur [0;h] dune obligation zéro coupon qui rembourse un
montant C a la date 7 (donc une obligation zéro coupon de maturitéz ). Son prix de marché

théorique est aladate 0 p, = ﬁ avec r,_, taux de rendement du marche a la date O
+r, '

d une obligation zéro coupon de maturité z . Cette obligation évolueentreO et h :
e s r<h, dors cette obligation zéro coupon n'est plus présente dans le
portefeuille a la date h, mais le détenteur de cette obligation a recu un cash
flow de montant C versé depuis h-7;
e s r>h, aors cette obligation zéro coupon est toujours présente dans le
portefeuille a la date h, mais sa maturité change et est égale a r-h. Son

nouveau prix de marché théorique en hest p, < avec r_,, le

(1+ r.T—h,h)T Y
taux de rendement du marché a la date h d’ une obligation zéro coupon de
maturité 7 -h.

Nous pouvons donc constater que le prix de marché de cette obligation zéro coupon ne
dépend pas des méme variables aux datesO et h :

Po # Pn (3.1

En particulier, si la courbe des taux n’a pas changé entre O et h (hypothése des mémes
conditions de marché), le prix de marché de cette obligation zéro coupon n’ est plusle méme.

Par la suite, nous considérerons que toutes les obligations peuvent se décomposer en une
somme algébrique des obligations zéro coupon, donc que le prix de chague obligation est
déterminé par la somme des prix des obligations zéro coupon qui la composent.

Si I'investisseur détient a la date O une obligation qui généere n cash flows dans le futur (les
tombées de coupon et |e remboursement a |’ échéance), ces cash flows peuvent étre considérés



Séparément comme n obligations zéro coupon remboursant des coupons C,,C,,...,.C,,C,

aux dates 7, <7, <...<7,, <T,.

Les prix théoriques a la date O de ces obligations zéro coupon se définissent comme

C
Pros P20+ Pnor Pno» VEC Pig =-————— pouri=1,...,n et avec I o0

@+, 0)"

du marché a la date O d’ une obligation zéro coupon de maturité z,.

théorique de cette obligation ala date 0 est donc

Pobio = z Pio= Z (1_|_ 3

i=1 i=1

le taux de rendement

Le prix de marché

(3.2)

e s z,<h,aorsI’'obligation n’est plus présente dans le portefeville ala dateh
mais|’investisseur adéarecu en h n cash flows de montant C,,C,,...,C, ,;,C,

depuis h—7,,h—-7,,...,h—7, _,,h—7,.

e s 7, >halors|’ obligation considérée est encore présente dans le portefeuille :

0 s h<rz,dorsledétenteur n'aregu aucun cash flow aladate h liéala

détention de cette obligation, mais il dispose désormais d une
obligation de maturité 7, —h dont le prix de marcheé est

n n Ci
Pooi n = ; Pin = ;m (3.39)
s h>z,, dors Jaefl,..,n-1} tel que z, <h<z,,. Le déenteur a
donc regu « cash flow a la date h de montants C,,C,,...,.C, ,,C, et
depuis h-z,h-7,,..,h—-7,,,h—7z,. Le prix de marché de
I’obligationestalors
C

obl h = Z Pin= Z : (3-3b)

i=a+1 i=a+1 (1+ rr, hh)

On constate comme pour les obligations zéro coupon que le prix de cette obligation ne dépend
pas des mémes variables en 0 et h. Son prix ne sera généralement pas le méme, en particulier
s la courbe des taux n’a pas changé. Par extension a |’ensemble du portefeuille obligataire,
pour estimer le prix de ce portefeuille, il faut décomposer chaque obligation comme
précédemment et analyser leur situation aladate h.

En résumé, compte tenu du choix de I'horizon h et des caractéristiques des obligations
détenues en 0, nous pouvons évaluer le prix des différentes obligations a la date h si nous
connaissons les courbes des taux futurs des zéro coupon, ainsi que I’ ensemble des cash flows
recus entre O et h. Le prix futur du portefeuille obligataire a la date h est ainsi déterminé
par la courbe des taux zéro coupon aladate het les choix de valorisation en h des cash flows
regus entrelesdatesO et h.
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Les calculs de la VaR nécessitent de connaitre la distribution des variations des prix de
marché du portefeuille entre O et h. Comme le prix de marché actuel de portefeuille est
connu, il suffit d'estimer la distribution future des prix de ce portefeuille a partir de la
distribution en h des différents facteurs de risque du portefeuille. Or, la composition du
portefeuille d’investissement change avec le temps a cause des obligations gu’il comporte. |l
ne faut donc pas prendre en compte sa composition actuelle mais celle qu'il auraen h.

Notons X,, X,,..., X, les facteurs de risque du portefeuille d actifs pour la période [0;h], leurs
valeurs X, ,, X, 4., X, aladateOet X, X,,,.., X, leursvaleursenh

Xn=Xeot+ A X, (3.4)

[0;h]
Soient P, et R lesprix de marché du portefeuille d' investissement respectivement en O et en h

Po = F(Xy0: X500 X, 0) (3.5)
P, = g(xl,h' X2,h""’ xn,h) (3.6)
avec f # gd le portefeuille comporte des actifs obligataires.

Notons X lavaleur en h de |’ ensemble des cash flows survenus sur la période [0; h]. Nous ne

faisons aucune hypothese quant a la méthode d’ estimation de X . La variation de prix de ce
portefeuilleentreO et T est :

AP=P +Z-P, 3.7)

[0;h]
Comme nous avons défini en (3.4), nous obtenons

Py= (X0 + A X0 X0+ A Xy, Xoo + A X,) (38)

Et respectivement

AP=0g(Xi+ A X1 Xog+ A Xoroe Xog+ A X )+E= (X0, X0 X ) (39)

[0;h

Supposons que f et g sont des combinaisons linéaires des facteurs de risque :

f (X101 Xg0- Xi0) :Z&Xi,o (3.10
i=1
I(X ey Koo Xop) = DB X, = Zbi(xivo v A xi) (3.11)
= = ,

Nous obtenons alors :

AP=g(A Xy, A Xy A X))+ 24 G(Xy00 Xy Xno) = F(Xa0 X0 Xy 0) (3:11)

[O;h 0;h] 0;h]

Cherchons I’ espérance de cette variation de prix du portefeuille :
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E(A P)= E(g([(%]] X, A] XZ,...,[(%]] X))+ EEZ)+

[0;h] [O;h

+ E(g(xl,O’ X2,0"'-’ xn,O)) - E(f (X1,01 Xz,ov--' Xn,o))

E(A P)= 9(E(A X).E(A ;). E(A X))+
+E(Z) + g(Xl,O’ Xy gseems Xn,o) ~f (Xl,O’ Xy gseems Xn,o)

(3.12)

Le terme E(Z) + g(Xy g X, 00 Xj0) = F(Xpg) X5 0,000 X ) NSt aUtre que |’espérance de

variation de prix de ce portefeuille lorsque les variations des différents facteurs de risque du
portefeuille ont une espérance nulle. Nous pouvons donc remarquer gu’'un portefeuille
contenant des obligations n'aura jamais le méme prix dans le futur méme s on fait
I” hypothése que les conditions de marché n’ ont pas évolué.

En résumé, pour caculer la VaR de ce portefeuille, il faut estimer la fonction g, les
distributions des variations [(ﬁ] X, des facteurs de risque entre O et h, et lavaleur £ en h des

cash flows survenus entre 0 et h. Toutes ces estimations dépendent de I’ horizon de calcul h. 11
est donc illogique de chercher a estimer la VaR a un horizon h, par rapport ala VaR a un

horizon h,. En particulier, on ne peut théoriquement pas estimer directement la VaR du
portefeuille a1 an par rapport a une estimation de laVaR du portefeuillea 1 jour.

3.2.2 Recherche d’ une mesure de risque juste (et prudente)

Le montant de la VaR dépend de I’ estimation de I’ espérance du rendement du portefeuille
pour | horizon considéré. Cette espérance exprime le trend (le drift) des prix des facteurs de
risque dans le futur. La prévision de ce trend est problématique et il n’existe pas aujourd’ hui
de méthodologie unique. Pour des périodes courtes, |’ espérance est trés faible. Aingi, dans la
pratique, la VaR bancaire est souvent calculée sur la base d’une VaR journaliere en faisant
I"hypothése d'une espérance de rendement nulle. Dans le secteur de I’assurance, il est
nécessaire de calculer la VaR pour des horizons plus allongés pour lesquels I’ espérance de
rendement du portefeuille devient significative.

Nous ne pouvons pas prendre en compte |’espérance mesurée sur la base des données
historiques puisqu’' elle est variable dans le temps et dépend de la longueur de la fenétre
d estimation. Deux autres possibilités s offrent anous :

e lechoix de une espérance nulle : on se base sur |’ hypothése que les divers facteurs de
risque ont tous une espérance nulle, et donc qu’'on ne suppose a priori aucune
évolution favorable ou défavorable du marche.

e le choix d’'une espérance déterminée: on définit une espérance de portefeuille en se
basant soit sur les prévisions de services d’ experts indépendants (estimées isolément
de la VaR ce qui garantie sa fiabilité€), soit sur un consensus du marché a la date de
cacul (en utilisant par exemple les taux forward des obligations zéro coupon pour
I” horizon h ou les informations induites dans les options).

Ce choix est trésimportant car il influence fortement I’ estimation de la VaR et donc du risque

du portefeuille. 1l convient donc de I’ effectuer avec la plus grande prudence, en tenant compte
des buts recherchés.
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Le fait de baser les calculs de la VaR sur une espérance prédéterminée (non historique),
signifie que I’ on doit adapter |’ espérance de la variable aléatoire [(ﬁﬂ P, et donc les espérances

des variations des différents facteurs de risque. Comme un portefeuille d' investissement d’ une
société d’ assurance comprend des produits de taux, les facteurs de risque peuvent étre choisis
soit parmi les prix de marché des obligations zéro coupon soit parmi les taux de marché
correspondants. Or, il n'est pas équivalent d utiliser les taux de marché ou les prix des
obligations zéro coupon comme facteurs de risque :
e |'utilisation des variations des taux comme facteurs de risque surestime les variations
futures des prix donc sous estime le risque de portefeuille d’ investissement ;
e |'utilisation des variations des prix comme facteurs de risque surestime les variations
futures des taux donc surestime le risque de portefeuille d investissement.

Considérons une obligation zéro coupon remboursant 1 et de maturité 7 . Notons p_, et p,_,
comme les prix de cette obligation zéro coupon aux datesO et h, et r_, et r_, comme les taux
de |’ obligation zéro coupon en question aux dates O et h. Par définition,ona p,, = (1+r,.,) "
e p,, = (+r,,)"donc 1o =(p.o) Y ~Lletr,, =(p,,) Y -1

Définissons les variables aléatoires X et Y :

X = A](pr) = pr,h - pz',O (313)

[O;h

Y=A(r)=r,—r, (3.19)

[0:h]

Le taux et le prix d'une obligation zéro coupon sont toujours strictement positifs
(rr,O’rr,h’ pz’,O’ pz‘,h > 0)7 donC X = A (p‘r) = p‘r,h - pr,O > _p‘r,O et

B [0;h]
Y = [OAh](r,) =, —To>—T.

Définissons respectivement lesfonctions ¢ et ¢ sur |- p, o;+oo] €t ]—r, o+ :

P(X) = (P, o+ X" = (p.o) " (3.15)
PX)=A+r o +X)" —(Q+r )" (3.16)

OnaY =¢(X) et X =¢(Y). Dérivonsdeux foislesfonctions ¢ et ¢ :
0 (0= (P, + X7 50 (317)
T

¢ (X)=7r>L+r,,+x) 2 >0 (3.18)

Lesfonctions ¢ et ¢ sont donc strictement convexes.
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En utilisant I’inégalité de Jensen, il vient :
E(Y) = E(p(X)) > o(E(X)) (3.19)
E(X) = E(g(Y)) > ¢(E(Y)) (3.20)

Pour estimer laVaR d un portefeuille d investissement comportant des obligations, on utilise
comme facteurs de risque soit les variations des prix des obligations zéro coupon soit les
variations des taux correspondants. On cherche donc a déterminer soitla loi de [ﬁl(pr)
surestimant |’ espérance de [?h](r,) soit la loi de [ﬁ](rf)’ alors on surestime |’ espérance de
[(ﬁﬂ(pr). Par conséquent, si on utilise les variations des prix des obligations zéro coupon
comme facteurs de risque, on surestime les variations des taux futurs de ces obligations zéro
coupon donc on surestime le risque du portefeille (on surestime la VaR). De méme, si on
utilise les variations des taux des obligations zéro coupon comme facteurs de risque, on

surestime les variations des prix futurs de ces obligations zéro coupon donc on sous-estime le
risque du portefeuille (on sous-estime laVaR).

3.2.3 Lechoix de la méthode d’ estimation adapté pour I’ assurance

Nous proposons dans ce paragraphe une procédure de choix d’ une méthode d’ estimation de la
VaR (parmi celles présentées en 2.2) la mieux adaptée en assurance par rapport aux propriétés
des données historiques dont on dispose au moment des calculs.

Considérons les séries de returns journaliers des différents facteurs de risque. Comme nous
I’avons souligné précédemment, les séries chronologiques doivent étre identiquement et
indépendamment distribuées (i.i.d.). Si I’hypothese des donnéesii.i.d. est erronée, il faut alors
utiliser des techniques permettant d’estimer et de corriger I’ erreur de spécification (famille
des modéles ARCH/GARCH). Des agrégations temporelles des processus GARCH ont été
présentées par Drost et Nijman (1993). Néanmoins, d aprés Christoffersen, Diebold et
Schuermann (1998) et Christoffesen et Diebold (1997), si I'application de ces modéles se
révéle efficace a court terme, elle devient caduque pour des horizons de prévision supérieurs a
10 jours. Le cadrerestreint de I article ne permet pas de traiter ce probléme plus étroitement.

Si les séries chronologiques sont identiquement et indépendamment distribuées, on peut
utiliser les méthodes présentées en 2.2 pour estimer la VaR. Si on peut accepter une
hypothése supplémentaire que les séries chronologiques des facteurs de risgque sont
normalement et indépendamment distribuées (n.i.d.), nous pouvons calculer la VaR a
I”horizon h vial’ extrapolation dela VaR journaliere par « racine du temps ».

La régle de la « racine du temps » se base sur le raisonnement suivant. Si les variations des

logarithmes de prix sont i.i.d., aors In(p,)—-In(p,,)=¢, donc In(p,/p,.,)=¢ ou
iid h-1

& ~(,u,0'2). Si on considére la variation entre t-h et t, on a donc In(p,/ p,_,) :th_i .
i=0

Comme les &, sont i.i.d., leur somme a une variance ho” et un écart type vho? . D’oul la
régle de +/h . Néanmoins, si cette méthode est appliquée a un quantile (le cas de laVaR), la
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méthode de racine du temps exige que les données soient normalement et indépendamment
distribuées (n.i.d.). Les explications détaillées dépassent le cadre de ce article et se trouvent
dans Danielsson et Zigrand (2004).

S on accepte I'hypothése que les séries chronologiques des facteurs de risque sont
normalement et indépendamment distribuées (n.i.d.), la VaR peut étre calculée avec la
méthode de Monte Carlo (sous condition de |’application de la loi normale) ou avec des
méthodes analytique (basée sur la loi normale) et de simulation historique. Dans les deux
derniers cas, on cacule la VaR journaliére et ensuite on |’ extrapole a un horizon plus long

avec larégle deh.

Dans une situation contradictoire, si les séries chronologiques des facteurs de risque ne sont
pas n.i.d. (mais elles restent toujours i.i.d.), on peut toujours calculer la VaR sur la base
journaliére : avec la méthode de Bootstrap ou avec la méthode de Monte Carlo basée sur une
loi de distribution suivi par des séries chronologique des facteurs de risque (ex. loi de
Student).

Si I'horizon de calcul de la VaR along terme ne réduit pas considérablement le nombre K de
données historiques a h jours, calculé avec laformule (2.9), on peut estimer laVaR sur la base
des séries chronologiques non-journaliéres (on peut utiliser directement les returns a h jours).
Dans ce cas, la méthode de simulation historique et la méthode analytique (basée sur une loi
différente de la loi normale, ex. loi de Student) sont admissibles. Dans la pratique, elles
peuvent étre difficilement applicables s on ne dispose pas de données historiques sur
plusieurs dizaines d’ années.

Les étapes de la décision concernant e choix de la méthode d’ estimation de la VaR adapté en
assurance, decrites ci-dessus, sont représentées par I’ arbre de décision dans |’ annexe 1.

4. RESULTATSEMPIRIQUESET DISCUSSION

Dans cette partie, nous examinons en pratique les calculs de la VaR pour un portefeuille
d’investissement d’'une société d'assurance. Nous créerons un portefeuille fictif et nous
analyserons comment on peut estimer sa VaR, au regard des remarqgues faites au paragraphe
3.

4.1 Leshypotheéses

Nous avons choisi d'estimer la VaR et la TaillVaR pour un seuil de confiance de 99,5%
(g=99,5%). Ce choix est inspiré par les travaux actuels sur Solvency Il.

Nous avons spécifié au paragraphe 3.1 que I’estimation de la VaR était utile en assurance
lorsgu’ on la calcule pour des horizons de trois mois (conformément au calendrier de reporting
financier) a un an (en conséquence d’ estimation du montant des fonds propres). Nous avons
donc choiss destimer la VaR pour ces deux horizons de 100 et 250 jours
ouvrés (h = {100,250}).

15



Nous baserons principalement notre analyse sur une estimation de la VaR a la date du
31/12/2004. Comme on ne dispose d'un historique des facteurs de risque qu’'a partir du
30/12/1994, on peut calculer la VaR avec 2612 données journaliéres au maximum. Nous
choisirons de calculer la VaR avec des historiques de données équivalentesa 1, 2, 4 et 8 ans
(T = {250,500,1000,2000}).

Nous créerons un portefeuille fictif d’ actifs dont la composition s apparente a un portefeuille
d'investissement représentatif pour les sociétés d'assurance. Il comportera ainsi 25
obligations francaises a taux et coupons annuels fixes et 7 indices actions sans versement de
dividende. Nous considérerons que chaque ligne de ce portefeuille vaut 100 euros a la date
d estimation de la VaR (date 0). La composition précise de ce portefeuille est donnée par le
tableau 1 dans |’ annexe 2.

Nous choisissons d'utiliser comme facteurs de risque de ce portefeuille les prix des 7
différents indices et les prix des obligations zéro coupon de maturité 3, 6 moiset 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8,9, 10, 15, 20, 30 ans. Conformément au (3.10) et au (3.11), les fonctions f et g seront
des combinaisons linéaires de ces 22 facteurs de risque (n = 22). Notons donc :

22
f (Xl,O’ XZ,O"'” XZZ,O) = za‘l xi,O
i=1

2 2
(X pp Xgpreens Xppy) = Zb. Xin= Zb. (Xio +[(ﬁ1] X;)
= i-1 ‘

Nous rappelons que I’ utilisation des prix (et non des taux) des obligations zéro coupon
comme facteurs de risque présente le double avantage d’obtenir des décompositions du
portefeuille en combinaison linéaire et de ne pas sous-estimer le risque du portefeuille.

Conformément au paragraphe 3.2.1, les différents cash flows du portefeuille obligataire ont
été redistribués sur un ensemble d’ échéances des obligations zéro coupon au dates O et h pour
déterminer les coefficients a, b et X. Il existe de nombreuses méthodes différentes de

mapping. Pour simplifier la démonstration, nous avons décidé d’ utiliser la méthode linéaire :

2 2
[(%1 P:;bi [(%ﬂxi +Z+Z(bi _ai)xi,o

I i=1

ou X représente la valeur en h des cash flows versés entre les dates O et h. En pratique, ces
cash flows doivent équilibrer la trésorerie de I’ entreprise mais pourraient aussi étre réinvestis
directement dans de nouveaux actifs. Dans un souci de prudence, nous considérerons que ces
cash flows restent en trésorerie de I’ entreprise. ¥ est donc égale a la somme algébrique des
cash flows survenus entre les dates O et h.

Nous ne faisons pas d  hypothése sur une évolution favorable ou défavorable du marché donc

nous supposons que les différents facteurs de risque ont une espérance nulle a h jours (voir
paragraphe 3.2.2) :
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On peut alors déterminer |’ espérance de ce portefeuille entreles dates O et h, soit :

2
E([(%]] P) = z+iz:1:(bi -a)X,

Lorsqu’ on calcule cette espérance pour une estimation a la date du 31/12/2004, on obtient des
espérances tres faibles voire négatives, ce qui démontre que le choix d évaluer les cash flows
futurs par leur somme algébrique est trés prudent :

E([ A P)=+0,37 euros soit +0,01%

0;100]

E( A ] P) =-0,42 euros soit —0,01%

[0;250

4.2 L echoix dela méthode d’ estimation

Nous suivrons |" arbre de décision du paragraphe 3.2.3 pour choisir les méthodes d’ estimation
delaVaR et delaTailVaR les plus adaptées au portefeuille fictif.

Comme un horizon de calculs h est plus important de 10 jours, I’ utilisation des modeles
ARCH/GARCH pour corriger une possible erreur de spécification devient caduque. Pour
pouvoir caculer la VaR, les returns journaliers de toutes les séries des facteurs de risque
doivent étre identiquement et indépendamment distribuées (i.i.d.).

Si nous acceptons gue les séries de returns sont normalement et indépendamment distribuées
(n.i.d), nous pouvons utiliser au choix :

e une méthode analytique (basée sur la loi normale) pour caculer la VaR journaliére
puis sa multiplication par 100 ou /250 ;

e une méthode de simulation historique pour estimer la VaR journaiére puis sa
multiplication par 100 ou /250 ;

e une méthode de Monte Carlo basée sur laloi normale.

Si nous ne supposons pas que les séries des returns journaliers de tous les facteurs de risques
sont normalement et indépendamment distribuées (n.i.d), nous sommes obligés de choisir une
méthode de Bootstrap ou de Monte Carlo (basée sur une loi différente de la loi normale).
Cette contrainte est provoqués par une longueur de I historique K trop faible pour pouvoir
caculer la VaR sur la base des returns a h jours. L’application de la formule (2.10) donne
respectivement une historique des 26 données pour h = {100} et 10 données pour h = {250}.
Pour des raisons de simplification, nous ignorerons les calculs de laVaR avec une méthode de
Monte Carlo et nous choisirons seulement une méthode de Bootstrap.

Dans le cas des calculs de la VaR avec des méthodes de tirage (Monte Carlo et Bootstrap), le
montant de la VaR se stabilise a partir de 30 000 simulations (voir graphique 2 de I’ annexe 2).
Les exemples de nos simulations, calculés avec 50 000 simulations, garantissent donc une
bonne précision de |’ estimation de laVaR.
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Le choix des quatre méthodes d estimation de la VaR présente |’avantage de pouvoir
comparer :

e les résultats obtenus avec les méthodes utilisant I extrapolation de la VaR journaliére
via la regle de «racine du temps » (méthode historigque et méthode analytique) avec
ceux issus des calculs avec les méthodes de simulations aléatoires des futurs returns
journaliers (méthode de Monte Carlo et méthode de Bootstrap) ;

e 0ou les montants obtenus avec les méthodes utilisant directement les returns réels des
facteurs de risques (méthode historique et méthode de Bootstrap) avec les chiffres
venus des estimations par les méthodes utilisant la matrice de variance-covariance des
facteurs de risque (méthode anal ytique et méthode de Monte Carlo).

4.3 Analyse desrésultats

Considérons tout d abord |’ensemble de ce portefeuille fictif au 31/12/2004. Sa valeur de
marché est d’ environ 4019 euros. Le tableau 2 de |’annexe 2 rassemble les montants de la
VaR et de la TailVaR estimées par les quatre méthodes pour des horizons h de 100 et 250
jours ouvrés, en utilisant des historiques T de tailles 250, 500, 1000 et enfin 2000 jours
ouvrés. Le graphique 3 de I’annexe 2 montre plus précisément les queues des fonctions de
répartition des variables aléatoires [ ﬁ | P, obtenus lors de ces différentes estimations.

En se basant sur notre exemple empirique, il apparait que la méthode qui donne les résultats
les plus pessimistes est la méthode de simulation historique et celle qui donne les résultats les
plus optimistes est la méthode de Monte Carlo. Les montants de la TailVaR & 99,5% gardent
la méme proportion par rapport aux montants de la VaR. |Is sont instables dans le cas d’ une
méthode historique car on dispose d’ un petit nombre de simulations pour les estimer. Les trois
autres méthodes montrent que la TailVar au seuil de 99,5% est supérieure d’au moins 10% a
laVaR au méme seuil.

L es résultats des différentes estimations sont trés dépendants des horizons h recherchés et de
la taille T des données historiques utilisées. |l est impossible de juger I'efficacité des
différentes méthodes d’ estimations sur une seule date d’ estimation. Nous avons donc éudié
I”évolution au cours du temps des estimations de la VaR par ces quatre méthodes pour les
mémes horizons et les mémes tailles d historique. La partie obligataire de notre portefeuille
fictif n'aurait pas la méme composition a différentes dates. Nous avons donc choisi de ne
considérer que la partie indice action qui génére la majeure partie du risque de ce portefeuille
et qui dispose de surcroit d un historique plus important.

Le graphique 4 de I’annexe 2 montre ainsi I’ évolution sur plusieurs années des estimations de
la VaR par les quatre méthodes (pour des horizons h de 100 jours puis de 250 jours en
utilisant des tailles d’historique T différentes). Les résultats obtenus sont comparés avec les
returns réels de ce portefeuille d'actions d'une valeur de 700 euros a chaque date
d estimation. Remarquons tout d’'abord que les actions, plus volatiles que les prix des
obligations zéro coupon, générent la majeure partie du risque d'un portefeuille. Le niveau de
laVaR obtenue au 31/12/2004 représente plus de 10% a 100 jours et plus de 17% a 250 jours
de la valeur du portefeuille d’'actions alors qu’il est inférieur a 4% et 6% respectivement sur
I”ensemble du portefeuille.
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Il apparait de notre exemple empirique gque les estimations sont tres dépendantes pour un
méme horizon de la taille T de I’ historique utilisé. La valeur de T détermine la réactivité de
I’estimation de la VaR a I’évolution du marché. En effet, plus T est important, moins les
données statistiques de la fenétre historique utilisée varient au cours du temps, donc la
distribution estimée de la variable [(ﬁﬂ P, et son quantile a 0,5%, sont plus stables dans le

temps. Cette stabilité est plus importante pour les méthodes utilisant la matrice de variance-
covariance (méthode analytique et méthode de Monte Carlo) que pour les méthodes utilisant
directement les returns historiques des facteurs de risque (méthode historique et méthode de
Bootstrap). Or, s'il semble important que |’ estimation de la VaR calculée pour un risque
d actifs d’ une compagnie d’ assurance puisse réagir activement a une évolution du marché, il
faut aussi que I’ estimation soit suffisamment stable a terme pour ne pas dépendre uniquement
de ladate d’ estimation.

Le tableau 3 de I’ annexe 2 présente les nombres (en pourcentages) de jours pour lesquels des
estimations de la VaR et de la TailVaR ont éé insuffisantes. Ces chiffres représentent les
pourcentages des jours ou le montant delaVaR et dela TailVaR a été supérieur au regard des
returns effectifs du portefeuille, constatés 100 et 250 jours apres les dates d’ estimation. Nous
jugerons gu’'une méthode est suffisamment prudente dés lors que son pourcentage de
défaillance est inférieur ou égal a 0,5%.

L e tableau montre que toutes les méthodes peuvent étre jugées suffisamment prudentes pour
estimer laVaR ou la TailVaR a 250 jours de ce portefeuille. A 100 jours, on peut juger que
les méthodes de Bootstrap et de Monte Carlo n’estiment pas suffisamment bien le risque du
portefeuille, puisque historiquement leurs estimations de la VaR ont éé dépassées dans
environ 1% des cas. Cependant, il faut noter que notre analyse est basée sur I” hypothese que
les différents indices ont une espérance nulle sur la période destimation. Le faible
dépassement du seuil de confiance pourrait étre annulé par I'utilisation d espérances
anticipées des facteurs de risque.

Il apparait dans notre exemple que I’ utilisation d’un historique de 2000 jours ouvrés, et dans
une moindre mesure de 1000 jours ouvreés, ne permet pas de mesurer efficacement le risque
du portefeuille. 1l faut donc utiliser des fenétres historiques de taille inférieure pour obtenir
des estimations plus réactives aux évolutions de marché. Par ailleurs, I'utilisation de la
TalVaR permet de dépasser le seuil de confiance a 99,5% avec toutes les méthodes
d’ estimation.

On peut donc juger I’ efficience des différentes méthodes sur leur capacité a ne pas surestimer
le risque du portefeuille. Ainsi les méthodes de simulation de Monte Carlo et de Bootstrap
sont celles qui fournissent en moyenne les estimations de VaR de TailVaR les moins élevées.
Cependant, elles sont parfois prises en défaut : leur utilisation nécessite donc une validation.
A contrario, les méthodes analytique et historique, qui extrapolent la VaR journaliere avec la
« racine du temps », ne sont quasiment jamais prises en défaut, mais donnent des niveaux de
VaR et de TalVaR trés édevés, notamment a 250 jours, et surestiment donc le risque du
portefeuille de maniere significative.

En se basant sur notre exemple empirique, la méthode analytique nous parait étre le mieux

adapté a I’horizon de calculs h de 100 jours, tandis que pour des horizons plus longs
(h = {250}) nous constatons la prédominance des méthodes de simulation (méthode de Monte

19



Carlo et méthode de Bootstrap). Nous soulignons que cette constatation est effectuée sur la
base de notre portefeuille fictif et ne peut pas étre généralisee.

5. CONCLUSIONS

Dans cet article, nous avons analyse les possibilités d’ adaptation de la VaR en assurance.
Nous avons spécifié dans une partie théorique les conditions sous lesgquelles 1a VaR peut étre
une bonne mesure de risque d’ actifs a long terme (supérieur a 3 mois) en prenant en compte
les spécificités des portefeuilles d investissement des assureurs. Nos conclusions sont les
suivantes :

e la présence des produits de taux dans un portefeuille d’investissement cause le
changement de la décomposition du portefeuille au cours du temps. Ce changement de
structure des actifs doit étre pris en compte puisgu’il modifie le risque et impacte le
montant delaVaR ;

e lescalculsdelaVar along terme soulévent I'importance du choix de I’ espérance de
rendement (exprimant le trend de chaque facteur de risque dans le futur) qui détermine
le montant final de la VaR. Nous spécifions ainsi deux possibilités: le choix de
I” espérance nulle ou le choix de |’ espérance déterminée. L’ utilisation de |’ espérance
basée sur les estimations historiques nous parait source d’ erreur. Par ailleurs, le choix
des facteurs de risgue entre les prix et les taux des obligations zéro coupon pour des
actifs obligataires influence également |’ espérance, respectivement surestimant ou
sous-estimant le montant delaVaR ;

e certaines méthodes d’ estimations de la VaR ne peuvent pas servir acaculer laVaR en
assurance. Nous proposons un arbre de décisions du choix de la méthode la mieux
adaptée par rapport aux propriétés des données historiques dont on dispose au moment
du calcul delaVaR.

L’ étude empirique sur un portefeuille fictif fait apparaitre des différences considérables dans
la mesure de risque d’ actifs par rapport a la méthode d’ estimation choisie. L’ analyse montre
aussi la sensibilité des résultats par rapport ala longueur de la fenétre historique utilisée et a
lalongueur de I’ horizon d’ estimation de laVaR. Les issues des simulations suggerent que :

e les méthodes utilisant I’ extrapolation de la VaR journaliere via la régle de la « racine
du temps » semble étre en moyenne plus pessimistes que les méthodes de simulations
aléatoires des futurs returns journaliers ;

e les méthodes utilisant la matrice de variance-covariance des facteurs de risgue
semblent étre plus stables dans le temps que les méthodes utilisant directement les
returns réels des facteurs derisque ;

e |'allongement de I’ historique des données rend la VaR plus stable dans le temps (donc
moins réactive). La longueur optimale de cet historique se situe autour d’un an ou
deux ans. L’ utilisation d' une fenétre historique plus longue (4 ans et 8 ans) ne permet
pas de mesurer |e risque de facon efficace ;

e laTalVaR est une mesure de risque prudente dans tous les cas.

En conclusion, les modéles de laVaR peuvent offrir aux sociétés d assurance un outil efficace
pour estimer le risqgue de marché de leurs portefeuilles d’actifs a moyen et a long terme.
Cependant, pour que ces méthodes de calculs de la VaR soient un instrument fiable de mesure
de solvabilité en assurance, elles demandent certaines adaptations.
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Dans le prolongement de notre analyse, plusieurs voies de recherche intéressantes s ouvrent
dans la maniére de mesurer |e risque de solvabilité en assurance , viales méthodes de laVaR.
L es pistes les plus importantes a explorer nous paraissent étre la mesure du risque actif-passif
(ALM) et lamesure du risque opérationnel.
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ANNEXE 1 : L’ARBRE DE DECISION DU CHOIX DE LA METHODE DE CALCULSDE LA VALUE-AT-RISK EN ASSURANCE
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ANNEXE 2 : TABLEAUX ET GRAPHIQUES

Tableau 1 : Portefeuille d investissementsfictif (toutesles valeurs en EUR)

. o Coupon Valeur d'achat au
CodelSIN Titre Maturité annud 31/12/2004
FR0O000499105 OAT Taux fixe 28/02/05 5,75 100
FR0000487381 OAT Taux fixe 08/11/05 4,75 100
FR0O000582751 OAT Taux fixe 25/11/05 8,25 100
FR0000490740 OAT Taux fixe 06/02/06 5,25 100
FR0000583627 OAT Taux fixe 06/03/06 8,25 100
FR0O000572315 OAT Taux fixe 25/04/06 6,75 100
FR0O000494908 OAT Taux fixe 15/06/06 4,375 100
FR0000108698 OAT Taux fixe 27/09/06 6,5 100
FR0000582249 OAT Taux fixe 08/01/07 6,8 100
FR0000108839 OAT Taux fixe 30/01/07 6,25 100
FR0000109548 OAT Taux fixe 09/05/07 5,875 100
FR0000571283 OAT Taux fixe 25/10/07 6,25 100
FR0O000485195 OAT Taux fixe 31/01/08 5,25 100
FR0000108649 OAT Taux fixe 12/08/08 6,75 100
FRO000572075 OAT Taux fixe 05/11/08 6,25 100
FR0000490732 OAT Taux fixe 05/02/09 5,375 100
FR0O000583163 OAT Taux fixe 21/07/09 5,8 100
FR0000197576 OAT Taux fixe 05/02/10 6,7 100
FR0O000483661 OAT Taux fixe 10/11/10 6,625 100
FR0000488389 OAT Taux fixe 25/04/12 5,125 100
FRO000475709 OAT Taux fixe 20/06/13 4,375 100
FR0000487217 OAT Taux fixe 09/10/16 5,875 100
FR0000488017 OAT Taux fixe 30/01/17 5,25 100
FR0000487225 OAT Taux fixe 04/10/21 575 100
FR0O000571218 OAT Taux fixe 25/04/29 55 100
. Valeur dansleportefeuilleala
CodelSIN Titre date d'estimation delaVaR
CAC CAC 40 Index 100
INDU DOW JONESINDUSTRIAL AVERAGE 100
NKY NIKKEY 225 100
CCMP NASDAQ Composite Index 100
MEXBOL Mexican Stock Exchange Mexican Bolsa Index 100
MSEUEU MSCI EU 100
EPRA EPRA Europe Price Index 100
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Tableau 2: Les montants de la VaR(99,5%) et de la TailVaR(99,5%) calculés pour un
portefeuille total d’un montant de 4019 €

h = longueur de I’ horizon d'estimation delaVaR et delaTailVaR (jours ouvrés)
T = longueur de lafenétre historique (jours ouvrés)
Ratio=TailVaR(99,5%)/VaR(99,5%)

h 100 250

T 250 500 1000 2000 250 500 1000 2000
M éthode Va.R -163,40 -169,41  -186,86 -211,11  -240,97 -24894  -282,23  -318,59
analytique TaI!VaR -183,47  -190,22  -209,81  -237,04 -270,57 -279,52 -316,89 -357,72
Ratio 1,12 112 1,12 112 1,12 1,12 1,12 1,12
M éthode Va.R -200,66  -246,40 -236,72 -24464 -304,81 -355,28 -348,64 -368,20
historique TaI!VaR -233,37  -257,87 -24834  -297,13 -341,20 -368,00 -366,15 -450,30
Ratio 1,16 1,05 1,05 121 1,12 1,04 1,05 1,22
M é&hode de Va.R -160,98  -167,49 -17853 -200,98 -227,90 -237,73 -258,31  -290,02
Monte Carlo TailvVaR -179,13  -186,77  -199,59  -22352 -257,05 -260,75 -28543 -317,39
Ratio 1,11 1,12 1,12 111 1,13 1,10 1,10 1,09
M éthode de Va.R -166,28  -171,98 -181,63 -20500 -253,06 -272,09 -272,05 -311,47
Bootstrap TailvVaR -186,70  -192,34  -20097 -228,01 -28341 -306,81 -299,16  -346,92
Ratio 1,12 1,12 1,11 1,11 1,12 1,13 1,10 111

Graphique 2 : Précision del’ estimation de laVVaR(99,5%) et de la TailVaR(99,5%) avec des
méthodes de Bootstrap et de Monte Carlo en fonction du nombre des simulations
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Graphique 3 : Les queues des fonctions de répartition obtenus via quatre méthodes de cal cul
delaVaR

h = longueur de I’ horizon d’ estimation de laVaR (jours ouvrés)
T = longueur de lafenétre historique (jours ouvrés)
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Graphique 4 : L’ évolution au cours du temps des estimations de la VaR (cal culés avec quatre
méthodes pour le portefeuille d actions d’un montant de 700 €), comparés avec les returns
réels de ce portefeuille constatés h jours apres les dates d’ estimation de la VaR.

h = longueur de I’ horizon d’' estimation de laVaR (jours ouvreés)
T = longueur de lafenétre historique (jours ouvrés)
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Tableau 3 : Les pourcentages d échecs : les nombres (en pourcentage) de jours pour lesquels
des estimations de la VaR et de la TalVaR (caculés avec quatre méthodes pour le
portefeuille d’ actions d’ un montant de 700 €) ont été insuffisantes au regard des returns réels
de ce portefeuille constatés h jours apres |es dates d’ estimation.

h = longueur de I" horizon d’ estimation delaVaR et delaTailVaR (jours ouvres)
T = longueur de lafenétre historique (jours ouvrés)

h 100 250

T 250 500 1000 2000 250 500 1000 2000
Méhode VaR 040%  047%  0,77%  245% 0% 0% 0%  0,11%
analytique TailVaR 0,03% 0,03% 0,23% 1,10% 0% 0% 0% 0%
Méthode VaR 0% 0% 0%  0,05% 0% 0% 0% 0%
historique  TailvaR 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Méhodede VaR 097%  113%  163%  400% 007%  007%  007%  0,77%
MonteCarlo TailVaR 037%  040%  050%  1,95% 0% 0% 0% 0%
Méthodede VaR 1,10%  1,0% 1,009  2,90% 0% 0% 0%  0,11%
Bootstrap  TailVaR 047%  049%  030%  1,15% 0% 0% 0% 0%

28



	Bibliographie
	Annexe 2 : Tableaux et graphiques

