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Résumé

Les nouvelles normes de régulation Solvabilité 2 ont un impact très important sur l'as-

surance crédit. L'objectif de cette directive est que les compagnies d'assurance mesurent

mieux les di�érents risques auxquels elles font face, a�n qu'elles constituent su�samment

de capital pour faire face à des situations de crise.

Notre travail se concentre sur une activité d'assurance assez particulière : l'assurance

de crédit. Dans le cadre de Solvabilité 2, majoritairement, les assureurs de crédit s'orien-

teront vers le développement de modèles internes, a�n d'avoir une meilleure estimation de

leurs exigences en capital. Notre étude a pour objectif de proposer, ou de donner des pistes

d'amélioration d'un type de modèle interne.

Nous présentons tout d'abord de manière générale, ce qu'est le métier d'assureur cré-

dit et nous aborderons ensuite le sujet d'un modèle interne. Nous présenterons alors celui

que l'on aura choisi d'utiliser, un modèle multifacteurs associé à l'approche Merton. Nous

comparerons également les méthodes d'intégration des corrélations entre contreparties des

normes Solvabilité 2 avec celle du modèle interne.

Nous essaierons ensuite d'a�ner le modèle interne a�n de tenir compte d'une carac-

téristique importante de l'assurance crédit : la gestion des garanties (limites), qui comme

nous le verrons induit une baisse des exigences en capital. Pour cela, nous introduirons la

prise en compte de cycles de crédit pour le calcul de pertes, un modèle non plus mono-

périodique, comme c'est habituellement le cas, mais à deux périodes. Nous présenterons

ensuite les résultats obtenus à l'aide de ce modèle. Nous exposerons alors une approche

alternative en la méthode d'approximation linéaire par morceaux via des simulations de

Monte Carlo (PLMC). Il s'agit ici de passer d'un modèle discret à un modèle continu. Nous

comparerons ensuite les structures de dépendance Gaussienne et de Student a�n de voir

ce que le changement de cette structure induirait pour les exigences en capital.

Nous nous intéresserons �nalement au problème de la recherche de quantiles élevés, et

des études de convergence de nos variables.

Pour cela nous introduirons tout d'abord la mesure du prix de marché du risque, et

nous présenterons une estimation de ce prix de marché du risque, plus spéci�quement pour

le risque de taux. Ceci nous permettra d'obtenir la dynamique des taux en univers risque-

neutre.

Nous aborderons ensuite la question du calcul de Best Estimate, dans un cadre de

dépendance entre les risques de taux et de crédit. Le calcul du SCR suivra.

Nous discuterons d'une approche alternative permettant le calcul de l'exigence en capi-

tal, approche propre aux modèles structurels et qui permettrait de se passer de simulations

pour ce calcul.

Finalement, nous conclurons notre étude en exposant les di�érents enjeux de cette

thèse ainsi que les contributions apportées, et les problématiques rencontrées au cours des

travaux.
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Introduction

Notre travail se concentre sur une activité d'assurance assez particulière : l'as-
surance de crédit. Un assureur crédit propose aux entreprises de les assurer en cas
de défaut de paiement de leurs clients. Les risques inhérents à l'activité d'assurance
crédit sont alors nombreux, mais il existe une hiérarchie entre ces risques comme
nous allons le voir. Comme tout assureur l'assureur crédit est soumis à un risque de
réserve, c'est à dire le risque qu'il n'ait pas su�samment de fonds pour honorer les
engagements qu'il a souscrits auprès des assurés. En assurance crédit ce risque est
fortement lié au risque de souscription, ainsi qu'au risque opérationnel. Le risque
opérationnel de mauvaise gestion des limites (qu'il est préférable d'inclure dans le
risque de souscription car di�cile à identi�er séparément) est important. Lors de
la dernière crise, il a causé de grandes pertes aux acteurs de ce marché ; cependant
aujourd'hui les assureurs crédits ont pris conscience de ce risque. Le risque de catas-
trophe est aussi important pour un assureur crédit, et dans son cas une catastrophe
serait la faillite simultanée de grandes compagnies sur lesquelles il a des garanties.
Le risque de marché n'est quant à lui pas signi�catif dans ce type d'activité, car l'as-
sureur fait surtout des placements obligataires. Il est également soumis à un risque
politique puisqu'il peut assurer des Etats. Pour une introduction aux problématiques
d'assurance-crédit, consulter par exemple [71]. Voir [19] pour plus d'informations sur
la réaction d'un assureur crédit face aux risques qu'il encourt.

Les nouvelles normes de régulation Solvabilité 2 (cf. [50]), ont un impact très
important sur l'assurance crédit. L'objectif de cette directive est que les compa-
gnies d'assurance mesurent mieux les di�érents risques auxquels elles font face, a�n
qu'elles immobilisent su�samment de capital pour faire face à des situations de
crise. Les compagnies sont ainsi obligées de comprendre les risques auxquels elles
sont les plus exposées, ceux qui les mettent le plus en danger s'ils sont mal compris
ou mal mesurés. Dans ce contexte, elles peuvent utiliser ce qu'on appelle la "for-
mule standard" pour mesurer leurs exigences en capital (les fonds propres minimaux
qu'elles devront constituer), mais souvent elles ont besoin de ce qu'on appelle un
modèle interne, qui sera construit "sur mesure" pour tenir compte des spéci�cités
de l'activité d'un assureur donné. Voir [13], pour des présentations plus poussées de
divers modèles internes.

La directive Solvabilité 2 a ainsi accentué l'importance de tous ces risques dans
les standards légaux, donc les assureurs crédits doivent répondre à ces nouvelles exi-
gences. La méthode générale, appelée communément "formule standard", proposée
par ces règlements a�n de calculer le capital économique d'une entreprise, bien que
relativement simple d'application, est souvent loin d'être assez �ne pour constituer
une approximation raisonnable des capitaux propres légaux que doit conserver l'en-
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treprise. C'est pour cela que majoritairement, les assureurs de crédit, s'orienteront
vers le développement de modèles internes. Voir [44] pour plus d'informations sur
l'impact de la règlementation Solvabilité 2 sur l'assurance crédit.

La question se pose alors de savoir quel est le modèle interne optimal pour l'as-
sureur, celui qui modélise et restitue au mieux les risques sous-jacents à son activité,
celui qui est su�samment prudent, sans pour autant contraindre l'assureur à mettre
de coté "trop" de capital, étant donné le coût que cela représente. Notre travail a
pour objectif de donner des propositions, ou ouvrir la ré�exion à des réponses à cette
question.

Pour cela nous commencerons tout d'abord par présenter de manière générale,
ce qu'est le métier d'assureur crédit, les risques que ce type d'assureur couvrira, la
manière qu'il aura de gérer ces risques, de les réduire, ou bien les paramètres fon-
damentaux, intervenant dans la mesure du risque en assurance crédit. Nous aborde-
rons ensuite le sujet d'un modèle interne, puisque nous chercherons principalement
au cours de cette étude à optimiser ces types de modèles a�n de trouver un bon
équilibre entre la complexité du modèle et une bonne adéquation aux risques portés.
Nous présenterons donc tout d'abord le modèle interne que l'on aura choisi d'uti-
liser au cours de ce travail, principalement au travers de la manière qu'il aura de
modéliser les défauts et les pertes, ce qui sera une importante préoccupation pour
nous. Dans le cadre du risque de crédit en général, (consulter par exemple [17], [40]
ou encore [33]), les modèles multifacteurs sont souvent utilisés. En e�et, le risque
est divisé en deux parties, qui n'auront pas les mêmes conséquences si elles sont mal
évaluées : le risque systématique et le risque individuel ou diversi�able. Le risque
systématique, non diversi�able car toutes les compagnies y sont soumises à di�érents
degrés, est celui qui préoccupe le plus les assureurs crédit, car c'est celui qui est res-
ponsable des corrélations dans son portefeuille. Et les corrélations peuvent mener à
de grandes pertes, car plusieurs entreprises du portefeuille peuvent faire défaut en
même temps. Le modèle interne que nous présenterons et dont nous chercherons à
améliorer certains aspects, est un modèle multifacteur. Ce modèle sera combiné avec
l'approche de Merton (cf. [62]).

Nous essaierons par la suite de comparer ce modèle à divers modèles généraux uti-
lisés en assurance de crédit, tel que le modèle KMV par exemple (cf [92], [18]). Nous
comparerons également les méthodes d'intégration des corrélations entre contrepar-
ties des normes Solvabilité 2 (cf. [14]) avec celle du modèle interne.

Nous présenterons alors une application numérique de ce modèle.
Pour cela nous exposerons tout d'abord la manière dont nous avons exploité nos

données, et surtout quelles étaient ces données (données de transitions, de défauts,
d'expositions). Nous analyserons ensuite les probabilités de transitions et de défauts,
qui vont être au c÷ur de notre problématique. Ce sont ces données qui seront par la
suite utilisées dans nos applications numériques. Nous présentons ensuite la structure
de base de l'algorithme que nous utilisons pour simuler les pertes propres à l'assureur,
et estimer ses engagements.

Nous essaierons ensuite d'a�ner le modèle interne a�n de tenir compte d'une
caractéristique importante de l'assurance crédit : la gestion des garanties (limites),
qui comme nous le verrons induit une baisse des exigences en capital. L'assureur
crédit change les niveaux de garantie qu'il accorde en fonction du risque de perte



encouru, et notamment très rapidement après les premiers signaux d'une crise, il
baisse drastiquement les garanties accordées pour limiter les pertes dues à un grand
nombre de faillites (inversement, il augmente les garanties si la conjoncture est fa-
vorable). Pour cela, nous introduirons tout d'abord la prise en compte de cycles de
crédit pour le calcul de pertes, à savoir la prise en compte des actions du manage-
ment de l'entreprise, et donc l'introduction d'un modèle non plus mono-périodique
comme c'est le cas habituellement (avec une période d'un an imposée par les normes
Solvabilité 2) mais à deux périodes (et donc potentiellement multi-périodique).

Nous discuterons pour cela tout d'abord des paramètres à prendre en compte au
sein de ce nouveau modèle plus �n (matrices de transitions, probabilités de défauts).
Nous aborderons ensuite le calcul mathématique des pertes pendant les di�érentes
périodes de l'année, en tenant compte du changement qui s'opérera au sein du por-
tefeuille en �n de chaque période, étant donné qu'on tiendra compte des décisions
du management de la compagnie. Nous présenterons ensuite l'algorithme que nous
utiliserons a�n de simuler ces pertes, et, couplé aux données que nous présenterons,
les résultats que nous avons obtenus à l'aide de ce modèle. Nous présenterons alors
une approche alternative en la méthode d'approximation linéaire par morceaux via
des simulations de Monte Carlo (PLMC) (cf. [93]). Il s'agit ici de passer d'un modèle
discret à un modèle continu. Cette méthode est une proposition d'amélioration, sa-
chant que cela représenterait en l'état actuel des choses, un temps de calcul encore
plus important.

Nous comparerons ensuite les structures de dépendance Gaussienne et de Student
a�n de voir ce que le changement de cette structure induirait pour les exigences en
capital. Comme nous le verrons la copule de Student pour les très petits degrés de
liberté augmente d'une façon signi�cative l'exigence en capital.

Nous aborderons en�n le problème du calcul de Best Estimate et d'exigence en
capital (SCR), dans le cadre d'un modèle où le risque de crédit et le risque de taux ne
sont pas indépendants. Nous présenterons tout d'abord ce qu'est la mesure du prix de
marché du risque (cf. [10]), et nous présenterons une estimation de ce prix de marché
du risque, plus spéci�quement pour le risque de taux. Ceci nous permet d'avoir la
dynamique des taux en univers risque-neutre. Le risque de taux est en e�et évalué
dans cet univers lors du calcul de Best Estimate. Nous aborderons ensuite la question
des calculs de Best Estimate (cf. [9]), dans un cadre de dépendance entre les risques
de taux et de crédit. Ce cadre fait intervenir les lois conditionnelles des facteurs
du risque de crédit par rapport facteurs de risque de taux. Le calcul de SCR suit
le calcul de BE, dans un cadre simulatoire. Nous verrons une approche alternative
pour calculer l'exigence en capital, approche propre aux modèles à facteurs et qui
nous permettrait de nous passer de simulations pour ces calculs. Finalement, nous
conclurons notre étude en exposant les di�érents enjeux de cette thèse ainsi que les
contributions apportées, et les problématiques rencontrées au cours des travaux.

Publications : Cette thèse a donné lieu aux publications suivantes :

1. "La mesure du prix de marché du risque : quels outils pour une utilisation
dans les modèles en assurance ?", Caja, A. and Planchet, F., Assurances et
gestion des risques, 2010, [10],

2. "Modelling cycle dependence in credit insurance",Caja, A. and Planchet, F.,
Risks, 2014, [11].
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Chapitre 1

Présentation de l'assurance crédit

L'assurance-crédit étant une branche très spéci�que du secteur des assurances,
une présentation de ce métier s'impose. C'est le but de ce chapitre. Nous verrons dans
un premier temps quel est l'objet de l'assurance crédit, quels sont ses clients, quelles
sont les sources des risques auxquels un assureur crédit doit faire face. Ensuite nous
présenterons comment l'assureur gère ces risques. Di�érentes modélisations du risque
de défaut et du risque de corrélation sont ensuite introduites. Le lecteur intéressé
pourra consulter [71] pour une présentation détaillée de ce type d'assurance.

1.1 L'assurance crédit : de quoi s'agit-il ?

Lorsqu'une entreprise A ("le fournisseur") accorde un délai de paiement à une
entreprise B ("le client") pour une marchandise ou une prestation de service qu'elle
lui a livrée, elle lui consent un crédit inter-entreprises. Pendant ce délai, l'entreprise
A dispose d'une créance sur l'entreprise B, également appelée encours client du
point de vue de A et encours fournisseur du point de vue de B.

Le crédit inter-entreprises est une source de �nancement importante pour toute
entreprise et il joue un rôle considérable dans le bien-être économique d'un pays.
Cependant, il expose les entreprises qui l'accordent à un risque, le risque de ne ja-
mais voir leur créance réglée. En e�et, les entreprises ont généralement des moyens
pour le moins restreints de connaître la solvabilité de leurs clients, et peuvent alors
être sujettes au défaut de paiement du crédit consenti. Des études montrent qu'en
Europe 20% des entreprises font faillite à cause d'impayés et qu'il y a une progres-
sion de 7% des créances irrécouvrables (cf. [67]).

Mais le crédit inter-entreprises reste fondamental pour le développement d'une
entreprise, donc il serait hors de question d'arrêter complètement l'accord de délais
de paiement à ses clients, au risque de ne plus en avoir. Cela limiterait les rela-
tions commerciales et aurait des conséquences a�reuses sur l'économie d'un pays.
C'est là où l'assurance crédit intervient, comme un mécanisme qui rend aux entre-
prises la con�ance en ce mode de �nancement. En e�et, l'assureur crédit entre en
tant que tierce partie dans la relation entre le fournisseur et le client, de manière
à enlever tout aléa de paiement en contrepartie d'une prime d'assurance. Formel-
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Figure 1.1 � Triangle de relations dans l'assurance crédit

lement, l'entreprise A, dans le but de se protéger contre la défaillance de B, peut
souscrire à un contrat avec un assureur crédit a�n que ce dernier couvre le crédit
inter-entreprises que A a accordé à B. Grâce à l'assurance crédit, un fournisseur
protège son compte client, qui représente jusqu'à 40% de ses actifs. En France, les
assureurs crédit couvrent 320 Milliard d'euros, soit 1/4 du crédit inter-entreprises,
selon le Ministère de l'économie, de l'industrie et de l'emploi, données pour l'année
2007 (cf. [32]).

Le mécanisme d'assurance crédit peut être représenté comme ci-dessous :
Il y a un transfert du risque du fournisseur A, l'assuré, vers l'assureur crédit,

moyennant une prime d'assurance. L'assureur crédit devant maintenant faire face
au risque de défaut de paiement du client B, il est amené à porter un jugement sur
la solvabilité de B. Toutefois il est important de souligner qu'il n'y a pas de relation
contractuelle entre l'assureur et le client B, elle existe uniquement entre l'assureur
et le fournisseur A. Cependant le client B est la source de risque et il est important
que l'assureur soit de façon permanente renseigné sur la santé �nancière de B, a�n
qu'il puisse évaluer le risque.

Le jugement de l'assureur sur la solvabilité de B intéresse A, qui reste le fournis-
seur de B et qui sera amené à e�ectuer d'autres transactions avec celui-ci, compte
tenu de l'expertise de l'assureur-crédit, dont l'évaluation des risques d'insolvabilité
est au c÷ur du métier. Au cas où le client B serait peu solvable, alors il aura intérêt
à diminuer le volume des transactions. L'assurance crédit est aussi également une
aide au pilotage pour beaucoup d'entreprises.

Maintenant que nous connaissons mieux l'objet du métier d'assureur crédit, nous



allons introduire les di�érents risques auxquels l'assureur doit faire face lors de l'exer-
cice de son métier.

1.2 Types de risques assurés

Le défaut de paiement d'un client peut arriver pour deux raisons :
� soit parce que l'entreprise est devenue insolvable,
� soit parce que l'entreprise n'a pas pu payer dans les délais impartis.

Ces risques sont appelés risques commerciaux.

En général la couverture concerne les biens livrés et les prestations de service
e�ectuées, mais il existe aussi une protection "sur mesure" qui peut concerner les
travaux en cours ou encore les contrats exécutoires.

Les entreprises qui exportent peuvent aussi se protéger contre un certain nombre
de risques politiques qui empêcheraient, ou retarderaient, le paiement. On peut citer
par exemple :

� le risque de déclenchement d'une guerre ou d'une guerre civile dans le pays où
le client se situe ;

� l'annulation du contrat par le gouvernement du pays du client ;
� une règlementation, comme un embargo ou des quotas, empêchant l'importa-
tion des biens.

Un acheteur peut faire l'objet de plusieurs contrats, car plusieurs de ses four-
nisseurs peuvent avoir souscrit des contrats d'assurance pour se protéger contre le
défaut de paiement de celui-ci.

En cas de défaut de l'acheteur, le fournisseur déclare le sinistre auprès de l'as-
sureur crédit, et celui-ci doit alors indemniser l'assuré dans la limite de la somme
assurée.

Pour une présentation détaillée des risques encourus par un assureur-crédit,
consulter également [13]. Les risques auxquels un assureur crédit fait face sont donc
assez importants, et peuvent vite mettre sa solvabilité en danger si celui-ci ne gère
pas bien ces risques au quotidien. Pour cela l'assureur crédit dispose d'un moyen as-
sez e�cace, qui devrait le protéger aussi en cas de crise quand le nombre de défauts
simultanés explose. Il s'agit de la gestion des garanties qu'il délivre, aussi appelée
gestion des limites. La mauvaise gestion des limites mettrait l'assureur en grave
danger, comme vu avec la COFACE lors du déclenchement de la dernière crise en
2008, durant laquelle l'entreprise a été frappée de plein fouet par l'insu�sance de
ses estimations. Voir[24] et [21] pour plus d'explications sur l'impact de la crise sur
la Coface.

Nous présenterons maintenant plus en détail ce mécanisme assez particulier, qui
a lui seul fait une grande di�érence entre le métier d'assureur crédit et d'autres types
d'assureurs.



1.3 Atténuation des risques

Lorsqu'un contrat d'assurance est conclu entre l'assureur et le fournisseur A avec
comme objet une garantie sur l'encours du client B, l'assureur décide du montant de
l'encours qu'il va couvrir. C'est en fonction du montant assuré, et du risque d'insolva-
bilité du client, qu'une prime d'assurance est calculée. Le montant de garantie peut
couvrir l'intégralité de l'encours demandé ou non, ceci dépend du risque sous-jacent.
Une fois que le montant de cette garantie a été décidé, elle peut être diminuée, voire
annulée, si l'assureur estime que la solvabilité du client B est dégradée. On appelle
ceci la capacité de l'assureur crédit d'atténuer les risques. Si toutefois l'assureur est
amené à baisser la garantie, l'assuré en est informé et il peut choisir de baisser le
montant de ses transactions futures avec le client B, qui est devenu plus risqué. Il
peut aussi interrompre toute transaction et chercher d'autres clients.

En période de crise, où la solvabilité de la plupart des entreprises baisse considé-
rablement, les assureurs crédits peuvent donc baisser ou annuler plusieurs garanties,
en accélérant le processus de crise et en aggravant ses conséquences. Cette capacité à
baisser la couverture qui constitue un avantage substantiel pour l'assureur, devient
alors un inconvénient majeur pour l'économie toute entière.

Au début de la dernière crise, en novembre 2008, le gouvernement français a
décidé de réagir pour éviter les conséquences de la réduction des encours garantis
par les assureurs-crédit. A�n de préserver la con�ance dans les relations entre four-
nisseurs et clients, l'État a ainsi décidé d'o�rir une solution de couverture pour les
risques que les assureurs ne veulent plus couvrir. Ainsi des dispositifs complémen-
taires de couverture, le Complément d'Assurance-crédit Public (CAP) et le CAP+
ont été proposés. Ces dispositifs sont proposés aux entreprises françaises ou euro-
péennes, dont le client, qui fait l'objet du contrat, est une PME ou entreprise de
taille intermédiaire située en France. Ces dispositifs sont distribués par les assureurs
crédit a�n de réaliser des économies d'échelle et pour béné�cier de leur expertise.

� Le CAP est disponible s'il y a eu réduction de la garantie depuis le 1er octobre
2008, ou si l'assureur n'accorde pas une garantie sur la totalité de l'encours
demandé sur un nouveau client ou un nouvel assuré. Pour éviter tout phéno-
mène d'éviction, la couverture publique dans le cas du CAP n'est disponible
que pour autant que l'assureur reste exposé, et à concurrence de cette expo-
sition. La garantie ne couvre que 50% de l'exposition initiale de l'assureur.
Même si le CAP est distribué par les assureurs crédit, ces derniers se réas-
surent auprès de la Caisse Centrale de Réassurance, une SA détenue à 100%
par l'État, pour les garanties supplémentaires qu'ils accordent dans le cadre
du CAP.

� Le CAP+ se voit comme une extension du CAP, qui concerne les risques consi-
dérés comme non-assurables par les assureurs crédit. Il est accessible à toutes
les entreprises qui se sont vues noti�er une annulation de leur garantie sur un
client donné, lorsque l'assureur crédit pense que la probabilité de défaut à un



an du client est comprise entre 2% et 6%. Ceci est fait dans un souci de bonne
gestion de l'argent public. Le CAP+ est disponible depuis le 1er mai 2010.
Le Fonds de sécurisation du crédit inter-entreprises a été instauré avec une
capacité de souscription de 5 Milliards d'euros de risques d'assurance-crédit.
Les assureurs-crédit assurent la commercialisation du CAP+ et transfèrent en
totalité les engagements correspondants à ce fonds.

A coté de ces deux dispositifs qui concernent les entreprises clientes situées en France,
un autre dispositif visant à couvrir les risques de non-paiement encourus dans le
cadre de l'export à court terme a été mis en place.

Ces dispositifs étatiques étaient valables jusqu'en décembre 2010. Depuis janvier
2011 ce sont les entreprises qui ont pris le relais, en proposant des garanties equiva-
lentes, mais cette fois-ci ce sont elles qui portent le risque, sur leurs fonds propres
([29]). Donc les assureurs crédits proposent leurs versions de contrats CAP/CAP+
et leurs équivalents pour l'export, comme on peut le voir sur leurs pages respectives
(consulter par exemple [59], [56]). Il est ainsi possible pour les entreprises de couvrir
la quasi-intégralité de leurs clients, à un coût plus élevé pour les clients à risque,
mais qu'elle ne souhaite pas perdre.

La question se pose alors de savoir comment un assureur crédit mesure les risques
auxquels il fait face, risques qui sont devenus encore plus importants avec les dispo-
sitifs CAP/CAP+. Ceci est nécessaire pour assurer la solvabilité de l'assureur.

1.4 Mesurer le risque

A�n d'évaluer le risque de crédit d'un portefeuille, un assureur crédit a besoin
de connaître la perte en cas de défaut, la probabilité de défaut de chaque client,
ainsi que la corrélation entre les défauts de di�érents clients. Regardons dans un
premier temps chacun de ces points, avant de présenter un modèle classique utilisé
en assurance crédit, un modèle multifacteurs de type KMV.

1.4.1 La perte en cas de défaut

Pour l'assureur il est fondamental de connaître le montant auquel s'élèveraient
ses pertes dans le cas de défaut d'un acheteur. Pour cela il a besoin de connaître son
exposition en cas de défaut, ainsi que la perte e�ective qu'il devraient supporter en
cas de défaut. Regardons plus précisément les dé�nitions de ces quantités de perte,
et les di�érences entre les deux.

L'exposition en cas de défaut - Exposure at Default (EAD)

L'exposition en cas de défaut est dé�nie comme l'encours e�ectif garanti à l'ins-
tant de défaut. Le montant des encours garantis est précisé lors de la conclusion du
contrat, et peut ensuite être modi�é en fonction de la solvabilité du client. En général
le montant des garanties est réduit plusieurs fois par an, et il est alors important de
calculer le ratio entre l'encours garanti lors de la conclusion du contrat, et l'encours
garanti à l'instant du défaut, qui va mesurer le degré d'anticipation de l'aggravation



Figure 1.2 � Évolution des encours garantis

du risque. En e�et, si l'assureur a bien été informé de la situation �nancière de l'en-
treprise et a bien anticipé le défaut, alors ce ratio devrait être petit, et même nul
dans le meilleur des cas. Dans ce dernier cas la garantie est annulée juste avant le
défaut de paiement du client, donc l'assureur n'a pas de perte à supporter, ce qui
implique que la gestion du risque a été très e�cace. Le ratio ci-dessus est appelé
Usage Given Default (UGD) et il est donc donné par la formule :

UGD =
Encours garantis à l'instant de défaut

Encours garantis à la conclusion du contrat
(1.1)

On a donc cette formule pour l'exposition en cas de défaut :

EAD = Encours garanti lors de la conclusion du contrat × UGD.

Comme il a été mentionné dans la section 1.3, lorsque la garantie est diminuée,
l'assuré reçoit un signal le prévenant de la dégradation de solvabilité de son client.
De plus, le montant des garanties sur l'encours de ce client est diminué. C'est pour
ces raisons que l'assuré va diminuer le montant des transactions avec son client.
Voici un résumé de tout cela en images :

Perte en cas de défaut

Une fois que l'exposition en cas de défaut a été calculée, la perte en cas de défaut
(Loss given Default-LGD) peut être calculée. En e�et, très souvent ce n'est pas



toute l'exposition en cas de défaut qui sera à la charge de l'assureur. Ce dernier
dispose de moyens assez e�caces qui lui permettent de limiter ses pertes e�ectives.
Les premières mesures sont prises dès la signature du contrat, en y ajoutant des
clauses comme :

� le pourcentage non assuré,
� des franchises,
� la garantie annuelle, qui n'est rien d'autre qu'une franchise qui s'applique à la
somme des sinistres déclarés ou des indemnités reçues par un assuré durant une
année. Si cette somme est supérieure à la garantie annuelle, alors l'excédent
est payé, sinon l'assuré ne reçoit pas d'indemnité.

� une clause de responsabilité maximale qui correspond au montant maximal
des indemnités qu'un assureur crédit paiera durant une période donnée.

Outre les clauses qui permettent de limiter les pertes, l'assureur crédit peut avoir
recours à ces deux mécanismes qui cette fois-ci, ne sont pas spéci�és dans le contrat :

� la réassurance, qui est assez classique pour tout contrat d'assurance ;
� l'assureur arrive à se faire rembourser une partie des indemnités qu'il a payées
à l'assuré. Cela dé�nit le taux de recouvrement.

Remarque 1. Dans la suite de notre travail nous nous intéressons aux pertes repré-
sentées par l'EAD. Nous mesurons donc les pertes avant l'application des di�érents
mécanismes qui contribuent à sa réduction. La raison derrière cela, est que nous nous
concentrons sur la gestion des limites, et cette information est enitèrement incluse
dans l'EAD ; dans le LGD, elle se trouve diluée parmi les autres moyens de réduire
les pertes e�ectives pour un assureur.

Dans ce qui précède nous avons donné une description des moyens de gestion des
contrats d'assurance, qui nous permet de calculer le montant de pertes en cas de
défaut. Il est également important de connaître la probabilité avec laquelle l'assureur
fera face à ses pertes. Ceci relève de l'estimation des probabilités de défaut.

1.4.2 Probabilités de défaut

Ici nous allons donner la dé�nition de l'événement "défaut" pour un assureur-
crédit.
Il y a trois types d'événements de défaut.

1. Insolvabilité - L'événement de défaut est la reconnaissance légale de l'insol-
vabilité ;

2. L'ouverture d'un �chier sinistre - L'événement de défaut est l'ouverture
d'un dossier sinistre pour le client, soit parce que l'assuré déclare un sinistre,
soit parce qu'un procès en interne commence, par exemple quand un �chier
est transféré du département crédit vers le département sinistre ;

3. Indemnisation - Le défaut est dé�ni par la déclaration d'un sinistre qui a
déjà été indemnisé par l'assureur crédit.

En général, la probabilité de défaut est estimée sur un an, comme la fréquence
de défauts. Une estimation basique de la probabilité de défaut sera alors :

PD =
nombre de clients ayant fait défaut pendant les 12 derniers mois

nombre de clients au début des 12 mois
(1.2)



Dans notre travail nous allons estimer des probabilités de défauts pour des pé-
riodes inférieures à un an (cf. 1, 4).

Il y a donc 3 types d'événements de défaut, et donc une probabilité de défaut
pour chacun de ces événements. Ces probabilités peuvent être sensiblement di�é-
rentes et le choix de travailler avec une d'entre-elles dépend alors de ce que l'on
souhaite étudier. Selon le principe de prudence, après avoir calculé les capitaux né-
cessaires pour couvrir les pertes correspondantes à chaque événement de défaut, le
capital le plus conséquent sera alors choisi.

Remarque 2. La probabilité de défaut d'un client dépend de la solvabilité de celui-
ci. Les clients sont regroupés en classes de notation suivant leur solvabilité, et une
probabilité de défaut est alors attribuée à chaque classe. L'hypothèse sous-jacente est
très forte, puisqu'en faisant ceci on suppose que les classes de risque sont homogènes,
c'est-à-dire que non seulement la solvabilité actuelle pour les clients d'une même
classe est la même, mais aussi qu'elle évoluera de la même façon pour tous.

1.4.3 Corrélation entre défauts

Les probabilités de défaut individuelles sont importantes à connaître. Cependant,
dans le cas de grands portefeuilles d'assurance crédit, il est important de savoir de
quelle manière les risques sont-ils reliés les uns aux autres. Il y a deux types de
dépendance. On distingue tout d'abord les entreprises qui sont en relation commer-
ciale l'une avec l'autre, et on appelle ce risque risque de contagion. Il y a aussi le
risque de dépendance qui résulte de la situation semblable des entreprises, si elles
sont dans le même pays ou la même région, le même secteur etc.
A�n d'évaluer le risque auquel l'assureur crédit fait face, il est crucial de correcte-
ment prendre en compte le risque de dépendance. En e�et, un portefeuille composé
d'entreprises qui sont peu risquées, mais dépendantes l'une de l'autre, est globale-
ment très risqué.

Illustration

Soient 1 et 2, deux entreprises qui travaillent dans le même secteur. Soit Di la
variable de Bernoulli indiquant si l'acheteur i = 1, 2 fait défaut. Soit ρ le coe�cient
de corrélation annuel entre les deux compagnies.
On dé�nit la probabilité de défaut pi qui est telle que pi = P(Di = 1) pour i = 1, 2
et p12 est la probabilité de défaut conjointe, donc p12 = P(D1 = 1, D2 = 1). Le
coe�cient de corrélation entre les défauts des deux �rmes est donné par la formule :

ρ =
Cov(D1, D2)√
V(D1)

√
V(D2)

(1.3)

=
E(D1D2)− E(D1)E(D2)√

V(D1)
√

V(D2)
(1.4)

=
p12 − p1p2√

p1(1− p1)
√
p2(1− p2)

(1.5)



Supposons par exemple que les deux probabilités de défaut p1 et p2 pour l'an-
née N sont toutes les deux égales à 2%, et que la corrélation entre les défauts est
ρ = 0.1. Alors la probabilité de défaut conjoint des deux entreprises est p12 = 0.24%.
Imaginons deux scénarii pour N + 1 :

1. Les probabilités de défaut individuelles p1 et p2 augmentent et sont maintenant
égales à 0.4, et la corrélation mesurée par ρ reste la même.

2. Les probabilités de défaut individuelles p1 and p2 croissent et deviennent égales
à 0.4, et la corrélation devient ρ = 0.2. Ce cas de �gure est plus plausible que
le premier parce qu'en général, quand la solvabilité baisse, la corrélation entre
défauts tend à croître.

Dans le cas (1) la probabilité de défaut conjointe sera p12 = 0.544%, alors qu'en
(2) p12 = 0.928%. Ainsi, ne pas prendre en compte la corrélation aurait amené à
une sous-estimation de la probabilité conjointe de défaut de la moitié, ce qui est
considérable.

La modélisation de la corrélation entre défauts

Les corrélations de défaut sont di�ciles, pour ne pas dire impossibles, à me-
surer directement. Une façon de déduire les corrélations entre défauts, serait de
connaitre les probabilités individuelles de défaut, ainsi que la corrélation entre ac-
tifs. Ceci semble assez cohérent puisqu'une entreprise a des chances de faire défaut
si la valeur de l'actif tombe au-dessous d'un certain seuil. Cette approche est une
approche structurelle, appelée aussi approche de type Merton (cf. [62]). Le lecteur
intéressé pourra également consulter [17] pour une présentation détaillée de ce type
de modèles. Deux entreprises feront donc défaut si la valeur de leurs actifs respectifs
baissent au-dessous de certains seuils. La simultanéité de ces diminutions d'actifs et
leur montant, dé�nit la corrélation des actifs des deux compagnies.

Une manière de faire est de supposer que la distribution jointe des défauts est
une copule Gaussienne, dont le coe�cient de corrélation est celui entre les actifs des
deux entreprises. On note δij le coe�cient de corrélation entre les actifs des deux
entreprises i et j, et ρij la corrélation entre les défauts de i et j.

On note Si et Sj les valeurs d'actifs correspondantes, et di et dj les seuils de
défauts correspondants. On suppose que Si ∼ N (µi, σi) et Sj ∼ N (µj, σj).

pi et pj sont les probabilités individuelles de défaut, telles que pi = P(Si < di) et
pj = P(Sj < dj). pij = P(Si < di, Sj < dj) est la probabilité de défaut joint. Avec la
copule Gaussienne on a :

pij = P(Si < di, Sj < dj) (1.6)

= N2(N−1(pi),N−1(pj), δij) (1.7)

=

∫ dj

−∞

∫ di

−∞

1

2πσiσj
√

1− δ2
ij

exp

(
− z

2(1− δ2
ij)

)
dsidsj (1.8)



où

z =
(si − µi)2

σ2
i

− 2
δij(si − µi)(sj − µj)

σiσj
+

(sj − µj)2

σ2
j

(1.9)

On note N2 la copule Gaussienne 1. La mesure des corrélations entre actifs est donc
un facteur important si l'on cherche à connaître la probabilité jointe de défaut.

Après avoir calculé la probabilité de défaut joint, on peut obtenir la corrélation
entre défauts de i et j avec la formule donnée précédemment :

ρij =
pij − pipj√

pi(1− pi)
√
pj(1− pj)

(1.10)

=
N2(N−1(pi),N−1(pj), δij)− pipj√

pi(1− pi)
√
pj(1− pj)

(1.11)

Cependant, a�n de faire ce calcul, la corrélation entre actifs doit être connue. Le
problème est qu'elle n'est pas directement observable.

On donne ici trois manières possibles pour approcher la corrélation entre actifs.

Utilisation des corrélations d'actifs de marché pour déduire des corréla-
tions de défauts

L'utilisation des corrélations d'actifs en tant que substitut pour les corrélations
entre défauts est devenue une pratique courante sur le marché. L'hypothèse sous-
jacente est que les rendements doivent être le re�et de la valeur de l'entreprise sous-
jacente, et donc deux compagnies avec des rendements fortement corrélés devraient
avoir des actifs (du bilan) fortement corrélés également. Néanmoins, d'après [22], les
rendements incluent beaucoup de bruits, tels que ceux engendrés par les bulles, et
sont a�ectés par les e�ets d'o�re et de demande (tarissement des liquidités) qui ne
sont pas liés aux fonds de l'entreprise. La relation entre ces actifs et ces rendements
n'est pas linéaire. C'est pourquoi leurs coe�cients de corrélation linéaire seront dif-
férents, ce qui fait des corrélations d'équité de piètres substituts aux corrélations
d'actifs.

Déduire la corrélation entre actifs à partir des défauts

Ici (cf. [92]) il faudrait calculer la probabilité de défaut individuel et joint. Pour
avoir la probabilité de défaut joint on utilise la formule.

pij =
∑
t

wijt
Di
tD

j
t

N i
tN

j
t

(1.12)

1. La copule Gaussienne ne représente pas nécessairement la vraie relation entre les défauts de
deux compagnies. L'approche avec ces copules devient di�cile à implémenter si on étudie le défaut
joint de plus de deux compagnies, et ce n'est donc pas l'approche choisie dans le modèle interne.



où wijt sont les poids représentant l'importance relative de l'échantillon de l'année

t, c'est-à-dire wijt =
N i
tN

j
t∑

kN
i
kN

j
k

, Di
t et D

j
t sont les nombres de défauts pour l'an-

née t dans les groupes auxquels les �rmes i et j appartiennent. N i
t et N

j
t sont les

nombres d'acheteurs au début de l'année t dans les groupes auxquels les entreprises
i et j appartiennent respectivement. Ensuite, en faisant l'hypothèse que les valeurs
d'actifs suivent une distribution Gaussienne, et leur distribution jointe une copule
Gaussienne, on peut estimer la corrélation entre actifs, mesurée par le coe�cient δij,
telle qu'on obtienne pij = N2 (di, dj, δij).

1.5 Modèle multi-facteurs

Les modèles à facteurs sont des modèles très utilisés en risque de crédit, car ils
permettent d'introduire de la corrélation entre plusieurs contreparties. Pour une in-
troduction à ces modèles consulter par exemple [33]. Dans un modèle à facteurs, ou
modèle multifacteurs, on suppose avoir une variable latente et le défaut est dé�ni
comme l'événement où la variable latente tombe au-delà d'un certain seuil. Cette
variable latente est généralement appelée rendement d'actif, parce que le défaut est
dans ce cas dé�ni de manière semblable à celle de Merton (cf [62]), qui le dé�nit
comme l'instant où la valeur de la �rme tombe en-dessous de la valeur de ses dettes.

Un modèle à facteurs explique le rendement d'actif en fonction de la valeur d'un
ensemble de facteurs à risque. On note Zi le rendement d'actif de l'acheteur i et
{Rν |ν = 1, ..., k} les facteurs à risques. Alors le modèle est :

Zi = ωi1R1 + ωi2R2 + ...+ ωikRk + εi =
k∑
ν=1

ωiνRν + εi (1.13)

où ωiν est la sensibilité du rendement d'actif de i à la variation du facteur ν.

εi est le facteur de risque spéci�que, où encore facteur de risque idiosyncratique de
l'acheteur i. Il est assimilable à un terme d'erreur dans une régression, représentant
la part du rendement qui n'est pas expliquée par les facteurs. On suppose ∀i ∈
{1, ..., n} :

1. ∀ν ∈ {1, ..., k} ρ(Rν , εi) = 0, i.e. le facteur de risque spéci�que n'est pas corrélé
aux risques systématiques ;

2. ∀i 6= j ρ(εi, εj) = 0, i.e. les facteurs spéci�ques de deux acheteurs di�érents ne
sont pas corrélés.

Un modèle à facteurs est spéci�é pour chaque acheteur. Ceci signi�e que chaque
acheteur a son propre risque spéci�que, et que son risque global dépend également
des facteurs systémiques, communs à tous les acheteurs. Pour cette raison les corré-
lations entre les facteurs de risque systémiques Rν (avec les poids wiν et wjν) dé�nit
la corrélation entre les acheteurs i et j . Elle est dé�nie de manière unique par ces
corrélations, car les risques spéci�ques ne sont pas corrélés. Ce modèle est assez



pratique, car si l'on connaît la matrice de covariance entre risques systémiques, on
peut avoir les corrélations entre les acheteurs.

Ainsi le modèle à facteurs dé�nit la corrélation entre les acheteurs. Mais quels
sont exactement ces facteurs ?

Une approche classique - KMV Pour une présentation de ce modèle et de la
manière dont il intègre les corrélations consulter [79]. Le modèle KMV se décompose
en trois niveaux. Le premier niveau di�érencie les risques spéci�ques et systématiques
.

Zi = αiφi + εi (1.14)

Dans le deuxième niveau on dé�nit le risque systémique φi comme une somme pon-
dérée de facteurs liés aux pays et secteur d'activité auxquels la �rme est exposée.
Ainsi le rendement d'actif s'écrit :

Zi = αi

 kC∑
νC=1

ωiνCRνC +
kI∑
νI=1

ωiνIRνI

+ εi (1.15)

où RνC et RνI sont les risques systémiques liés aux pays et à l'industrie respective-
ment, et kC et kI les nombres de ces facteurs. Les poids ω dépendent de la part du
chi�re d'a�aire d'une �rme dans un pays ou un secteur particulier.

Le risque systématique, ou non diversi�able, lié à une �rme i, est mesuré par un
coe�cient αi, et le risque spéci�que, ou diversi�able, par εi. αi est estimé par régres-
sion linéaire et est relié au R2 de la régression de la série temporelle du rendement
d'actif Zi sur les facteurs de risque systémique φi. Ainsi :

R2 =
V (αiφi)

V (Zi)
(1.16)

On a également :

α =

√
R2

V (αiφi)
V (Zi) (1.17)

Pour des entreprises de petite taille, les données de marché sur leur rendement
d'actif ne sont pas disponibles. Ainsi leur R2 peut être donné en �xant celui de
�rmes semblables, dont le R2 est connu. Une entreprise semblable est une entreprise
de même taille, située dans le même pays et travaillant dans le même secteur.

Dans le troisième niveau, les facteurs de risque pays et industrie sont exprimés
comme somme de facteurs systémiques et idiosyncratiques. On a :

RνC =
F∑
f=1

ωfνCRf + ενC (1.18)



RνI =
F∑
f=1

ωfνIRf + ενI (1.19)

où Rf sont les facteurs de risque communs pour les facteurs systémiques de pays et
d'industrie.

Ces facteurs communs sont divisés en trois groupes et sont indépendants les uns
des autres. Leurs e�ets sont mesurés par des coe�cients de sensibilité, notés ωfνI et
ωfνC . Les facteurs communs sont classi�és comme suit :

� Les facteurs liés à l'économie globale, qui tiennent compte de l'e�et de l'éco-
nomie globale ;

� Les facteurs régionaux, qui capturent les e�ets économiques régionaux par
grande zone géographique ;

� Les facteurs sectoriels, qui capturent les e�ets de l'industrie après avoir éliminé
les facteurs globaux et économiques. Les secteurs sont dé�nis en correspon-
dance à des types de services ou de biens produits, comme la technologie, le
médical, l'extraction, etc.

Chaque pays et industrie est plus ou moins in�uencé par ces facteurs. L'économie
globale d'un pays est une composante de l'économie mondiale, donc en fonction de
son ouverture au reste du monde, son économie sera in�uencée par l'allure de l'éco-
nomie mondiale.

L'e�et de l'économie globale sur une industrie en particulier, dépend de l'objet
de l'industrie, vu que les comportements des personnes envers di�érents biens ne
sont pas les mêmes en temps de crise ou de croissance. La région où le pays est situé
joue un rôle important, car elle peut impliquer que le pays est sujet par exemple à
di�érents phénomènes naturels. Le rendement d'une industrie dépend également de
la région où elle est principalement située. Les industries spéci�ques à une certaine
région (comme le tabac pour les pays de l'Amérique Latine, ou l'extraction de pétrole
pour les pays du Moyen Orient), et qui sont frappés par une catastrophe naturelle,
vont beaucoup plus sou�rir des conséquences. Les rendements des secteurs qui sont
les plus développés dans un pays vont in�uencer son économie, et d'un autre côté,
les rendements d'une industrie dépendent très fortement des secteurs reliés à celle-ci.

Toutefois, chaque pays et industrie ont leur spéci�cités, qui doivent être prises
en compte dans le modèle.

Notre but est de modéliser les corrélations entre défauts, et pour ce faire, nous
avons présenté une méthode passant par les rendements d'actifs. La modélisation
de ces derniers par des modèles à facteurs, nous permet de calculer les corrélations
assez simplement. On a uniquement besoin de la matrice de covariance des risques
systémiques. En e�et, avec cette dernière, la corrélation entre les actifs i et j est
donnée par :



ρ(Zi, Zj) =
Cov(Zi, Zj)√
V(Zi)

√
V(Zj)

(1.20)

=
αiαjCov(φi, φj)√
V(Zi)

√
V(Zj)

(1.21)

où

V(Zi) = αi
2

 kC∑
νC=1

ω2
iνC

V(RνC ) +
kI∑
νI=1

ω2
iνI
V(RνI )

+ 2
kC∑
νp=1

kI∑
νq=1

ωiνpωiνqCov(Rνp , Rνq)

+ V(εi) (1.22)

et

Cov(Zi, Zj) =

αiαj

 kC∑
νC=1

kC∑
νC=1

ωiνCωjνCV(RνC ) +
kI∑
νI=1

kI∑
νI=1

ωiνIωjνIV(RνI )

+
kC∑
νC=1

kI∑
νI=1

ωiνCωjνICov(RνC , RνI ) +
kC∑
νC=1

kI∑
νI=1

ωiνIωjνCCov(RνC , RνI )

 (1.23)

La spéci�cation de la structure de corrélation entre les risques systémiques im-
plique que l'on peut travailler avec la corrélation entre actifs. Pour relier cela aux
corrélation entre défauts, il faut faire une hypothèse sur la dynamique des rende-
ments d'actifs, et également des hypothèses sur les facteurs systémiques et idiosyn-
cratiques. L'hypothèse la plus commune, et sous laquelle nous travaillerons, est que
les rendements d'actifs sont gaussiens.

Remarque 3. La valeur des actifs n'est pas connue, elle sera modélisée par une
variable latente qui suivra une loi normale centrée réduite. Il y aura défaut, avec une
certaine probabilité estimée par ailleurs, si cette variable latente tombe au dessous
d'un certain seuil. En pratique, le seuil de défaut sera calculé comme le quantile, de
niveau la probabilité de défaut, d'une loi normale centrée réduite.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté l'assurance-crédit, ses caractéristiques, et la
nécessité que l'assureur gère bien les risques, sous peine de devenir insolvable en peu
de temps en mauvaise conjoncture. Nous avons discuté de l'importance d'une bonne
gestion des limites (garanties accordées) (cf. 1.3, 1.2), et des outils à sa disposition



pour mesurer ses risques. Les corrélations entre acheteurs semblent être un facteur
crucial que l'assureur doit obligatoirement prendre en compte, pour ne pas sous-
estimer ses risques. Dans le cadre de la directive Solvabilité 2 les assureurs doivent
faire face à leurs engagements envers les assurés. Pour cela les assureurs doivent bien
connaître les risques auxquels ils sont exposés, et bien estimer les capitaux qui seront
nécessaires pour absorber des chocs sur ces risques, des situations où ces derniers
deviendraient très importants.



Chapitre 2

Prise en compte de l'assurance-crédit
dans Solvabilité 2

Le projet de refonte de la réglementation prudentielle "assurances" en Europe,
"Solvabilité 2", initié par la Commission européenne et dont l'élaboration a été
con�ée à l'EIOPA (alors CEIOPS) en 2004 a �nalement abouti le 13 novembre 2013
avec le vote de la directive "Omnibus 2". La complexité de ce projet est illustrée par
les nombreuses années de travail et de débats qu'il a engendrées dans toute l'Europe,
la réalisation de 5 études d'impact quantitatives (la première lancée en 2005) et une
date d'entrée en vigueur reportée à plusieurs reprises :

1. du premier octobre 2009 au premier octobre 2012 lorsque la directive a été
votée en novembre 2009,

2. au premier janvier 2014 avec une directive " Quick Fix " car aucun accord
n'avait été conclu sur Omnibus 2 en octobre 2012,

3. au premier janvier 2016 à l'occasion de l'accord du trilogue sur Omnibus 2,
avec une période transitoire de mise en place de 16 ans.

Ce nouveau cadre prudentiel marque le passage de systèmes locaux basés sur un
ensemble de limitations explicites de prise de risque (au travers d'interdictions) et
de calculs forfaitaires de l'exigence minimale de capital à un dispositif harmonisé
construit autour d'un contrôle des risques par le capital (rien n'est a priori interdit
mais tout a un coût explicite en fonds propres) dans le cadre d'une valorisation
"économique" du bilan. En principe, l'assureur doit donc produire un "bilan éco-
nomique" en valeur de marché et déterminer le niveau minimal des fonds propres
en référence au contrôle de la probabilité de ruine associée au bilan économique qui
doit être inférieure à 0,5 %. En pratique, face à la complexité opérationnelle associée
à ce type de calcul, le régulateur met à la disposition des organismes d'assurance un
cadre de calcul, le "modèle standard" qui propose des modalités de calcul du besoin
en capital (Solvency Capital Requirement, SCR) simpli�ées et aussi génériques que
possible. Ce modèle est structuré selon une décomposition par risque, sur le modèle
suivant :

L'assurance-crédit entre dans le module non-vie (SCR.9.) où elle est identi�ée
comme une ligne d'a�aires spéci�que (numéro 6) dans SCR.9.15. Dans ce modèle,
le calcul du besoin en capital est e�ectué en agrégeant un capital pour le risque
de réserve et un pour le risque de primes, chacun de ces capitaux unitaires étant
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Figure 2.1 � Structure pour le calcul du besoin en capital dans le modèle standard

calculés en multipliant une mesure de volume (le montant best estimate des enga-
gements ou l'exposition) par un coe�cient associé à la volatilité de la branche. Les
hypothèses sous-jacentes à ce calcul sont que le risque est distribué selon une loi
log-normale (cf. [50]). La dépendance entre les contreparties est donc très mal consi-
dérée dans ce modèle Les sections SCR.9.131. à SCR.9.135 viennent compléter cette
évaluation pour le risque CAT en assurance-crédit, lié à des défauts concomitants
de contreparties présentant des expositions élevées, mais cela reste une approche
très pauvre pour capturer la réalité des risques portés par l'assureur. De ce fait, la
formule standard n'est utilisée que par les petits acteurs ou les assureurs exerçant
une activité d'assurance-crédit à titre accessoire. Les trois intervenants majeurs du
secteur (ATRADIUS, COFACE et EULER HERMES) ont développé un modèle
spéci�que de calcul (un " modèle interne ") prenant en compte les spéci�cités de
leur activité.

L'analyse des risques portés par un assureur crédit permet de dégager les prin-
cipales caractéristiques suivantes :

� Le risque �nancier ne constitue pas un enjeu majeur dans un contexte de
risque de court terme et compte tenu d'investissements majoritairement en
obligations bien notées ;

� L'enjeu se situe au niveau des risques de souscription et du risque opérationnel,
ce dernier étant signi�catif du fait de l'importance de la gestion des limites
dans les contrats pour limiter les conséquences d'une dégradation du contexte
économique (cf. Chapitre 1).

� Le risque opérationnel de mauvaise gestion des limites (qu'il est préférable



d'inclure dans le risque de souscription car di�cile à identi�er séparément) est
important, comme les pertes de l'assureur COFACE en 2008 l'ont montré (cf.
[24], [21]).

� Le risque de souscription est par ailleurs exposé à la concurrence et la politique
de résiliation doit être solide pour s'adapter rapidement à la conjoncture.

C'est pourquoi l'attention est focalisée dans la présente thèse sur le risque de sous-
cription et la prise en compte des actions du management (via la gestion des limites
de risque) dans le calcul des engagements et du besoin en capital.

Conclusion

Comme nous venons de le voir, dans le cadre de Solvabilité 2, il serait sensé que
les assureurs crédit développent un modèle interne pour calculer leurs exigences en
capital à leur juste valeur. Et c'est un fait, les grands acteurs de ce marché ont
développé des modèles internes. Ainsi ils peuvent mieux prendre en compte leurs
spéci�cités, et les particularités de ce métier : la gestion des limites, donc le fait
de pouvoir prendre plus ou moins de risques en fonction de la conjoncture, ainsi
que le risque de corrélation entre acheteurs, qui est très élevé pour un assureur
crédit. Dans le prochain chapitre 3, nous allons donc présenter un modèle interne
pour un assureur crédit, voir par quel biais les corrélations entre acheteurs sont
modélisées et ce que les modèles multifacteurs présentés en 1.5 apportent dans la
modélisation de ces corrélations, et donc du risque pour l'assureur. La prise en
compte plus spéci�quement de la gestion des limites sera, quant à elle, introduite
dans le chapitre 1.



Chapitre 3

Présentation d'un modèle interne

Comme nous venons de le voir dans le chapitre précédent, la directive Solvabilité
2 avec son modèle standard ne prend pas bien en compte les corrélations entre
défauts. Appliqué par un assureur crédit, ce modèle sous-estimerait les exigences en
capital de ce dernier. Si le modèle standard n'est pas applicable, la mise en place
d'un modèle interne s'impose. Le présent chapitre introduira un modèle interne de
base en assurance crédit. Ici il sera question dans un premier temps de modèles
multifacteurs pour modéliser les défauts, et les pertes. En e�et comme nous l'avons
vu dans 1.5, ces modèles peuvent être utilisés pour introduire de la corrélation entre
contreparties, et entre acheteurs dans le cas de l'assurance crédit. Nous comparerons
ensuite le modèle interne que nous présenterons avec le modèle KMV 1.5, et aussi
avec la modélisation standard des corrélations dans Solvabilité 2.

3.1 Modélisation du défaut

Les défauts sont modélisés avec un modèle de Merton multifactoriel. C'est un
modèle de Merton (regarder [63], [18], [41], [40]) car un client (acheteur) sera en
défaut si une valeur latente, appelée la capacité à payer et notée Z, devient inférieure
à un certain seuil d. Dans le modèle de Merton initial, cette valeur latente est la
valeur des actifs de la compagnie, qui est en défaut si celle-ci est inférieure à la valeur
du passif. La probabilité que l'acheteur n soit en défaut est donc :

pn = P (Zn ≤ dn)

Le paramètre ici estimé n'est pas le seuil de défaut, car nous travaillons avec une
variable latente, mais les probabilités de défaut pn.

Remarque 4. En pratique, comme vu dans 1.4.2, les probabilités de défaut sont
données pour chaque classe de notation, supposées homogènes. Ainsi, les acheteurs
d'une même classe auront la même probabilité de défaut. Ces probabilités de défauts
sont estimées à partir d'un historique de défauts pour chaque classe de notation
(historique que nous verrons dans 4.1.2 ). Quant à l'appartenance d'un acheteur
à une classe de notation, ceci est fait par un système de scoring, en fonction des
connaissance qu'a l'assureur sur la solvabilité de l'acheteur à un instant donné.

La modélisation de défaut comporte plusieurs facteurs car la variable latente Zn
est dé�nie comme la somme du risque systématique et du risque individuel porté
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par l'acheteur. Voir [33], [34], [75], [80], [43] pour plus d'informations sur les modèles
à un ou plusieurs facteurs et les copules associées. Dans notre cas nous avons :

Zn = %n
twnR +

√
1− %2

nεn

avec
� R est le vecteur de risque systématique de distribution Gaussienne N (0,Σ),
avec Σ la matrice de covariance. Dans notre cas il s'agit d'une matrice de type
(105, 105) ;

� εn est le risque idiosyncratique (individuel) de l'acheteur n et suit une distri-
bution Gaussienne standard N (0, 1) ;

� εn et R sont indépendants ;
� wn est le vecteur constitué des poids des facteurs de risque dans R pour l'ache-
teur n ;

� %n décrit la corrélation entre l'acheteur n et le risque systématique (économie) ;
plus %n est grand, plus la corrélation avec le risque systématique, et donc entre
les compagnies, est élevée.

Dans le modèle à plusieurs facteurs, les paramètres à estimer sont la matrice de
covariance Σ, %n et les poids wn. En pratique, l'estimation de Σ, %n semble être la
partie la plus di�cile mais ce ne sera pas l'objet de notre étude. Pour l'estimation
d'une matrice de corrélation, plus précisément la matrice GCorr dans le modèle
KMV, consulter par exemple [58], et pour l'estimation des %n, voir [8]. Ces modèles
sont assez pratiques lors de leur utilisation, car en conditionnant les variables latentes
par rapport au risque systémique, elles sont indépendantes, car le seul risque restant
est le risque idiosynratique. Nous verrons dans 5 comment cette particularité des
modèles structurels permet de faire des calculs de quantiles élevés des pertes pour
l'assureur, sans faire de simulations.

Il est également important de remarquer que Zn n'étant pas une variable Gaus-
sienne standard avec la dé�nition ci-dessus, et étant donné que ces-dernières sont
plus aisément manipulables, on utilisera à la place la dé�nition suivante de Z :

Zn = %n
twnR

‖twnM‖
+
√

1− %2
nεn

où M est telle que Σ = tMM (après la décomposition de Cholesky de Σ).
Ainsi une fois les probabilités de défaut estimées, les seuils sont calculés avec la

formule dn = Φ−1(pn).
Après avoir vu la modélisation des défauts, regardons à présent la modélisation

des pertes.

3.2 Modélisation des pertes

Dans cette section nous utilisons les notions dé�nies en 3.2.
Un acheteur en défaut génèrera une perte. Cette perte sera égale au montant

assuré, dé�ni comme étant le minimum entre le montant des factures et l'exposition
de l'assureur à l'acheteur. 1.

Loss n = min (Montant des facturesn;Expositionn)

1. Le montant maximum que l'assureur garantit en cas de défaut d'un acheteur n



Le montant assuré est inconnu de l'assureur crédit jusqu'à ce que le défaut appa-
raisse. Ceci est vrai car l'exposition de l'assureur sur un acheteur donné peut changer
avec le temps, donc à l'instant du défaut, instant inconnu, elle ne sera sans doute
pas la même que lors de la conclusion du contrat. Par ailleurs, le montant des fac-
tures de l'assuré envers l'assureur peuvent varier avec le temps. Ces situations sont
décrites dans 1.4.1. Il est donc important d'introduire le paramètre UGD -Usage
Given Default(Utilisation en Cas de Defaut)- dé�ni par la formule suivante, Usage
Given Default :

UGD =
Montant assurén

Expositionn

UGD n est un autre paramètre que l'assureur doit modéliser et estimer. Etant
donné l'UGD, l'assureur estime la perte due à l'acheteur n par :

L n = UGDn × Expositionn

si l'acheteur n fait défaut. 2

La perte �nale de l'assureur sera :

L =
N∑
n=1

Ln =
N∑
n=1

1{Zn<dn}UGDn × Expositionn (3.1)

=
N∑
n=1

1{
εn<

dn−%nSn√
1−%2n

}UGDn × Expositionn (3.2)

3.3 Présentation sous forme matricielle

La présentation du modèle interne sous la forme ci-dessus n'est pas celle que nous
utiliserons pour l'écriture d'un programme informatique pour le calcul des pertes.
Pour cette raison nous résumons ici les variables utilisées dans le modèle interne et
les relations entre elles, sous forme matricielle.
Soit N le nombre d'acheteurs dans le portefeuille, et n l'indice de l'acheteur n, pour
n=1,...,N.

Soit I le nombre de classes de notation, et i l'indice de la classe i, pour i=1,...,I.

Soit pi la probabilité de défaut associée à la classe i. On suppose que les probabilités
de défaut de tous les acheteurs de la classe i sont égales à pi.

Soit Zn l'indice de la capacité à payer de l'acheteur n et Z =t(Z1...ZN) le vecteur
de toutes les capacités à payer des acheteurs dans le portefeuille.

2. Celle-ci ne sera pas la perte �nale, car d'autres éléments du contrat comme les clauses de
réassurance ou encore des franchises, sont prises en compte. Nous ne tiendrons pas compte de
ces clauses ici, car nous nous intéressons uniquement à ce que la modi�cation de la structure par
terme des probabilités dans l'année et les modi�cations d'expositions dues à la gestion des limites
impliquent sur le montant des pertes, ceteris paribus (toutes choses égales par ailleurs).



Soit R = t(R1...RK) le vecteur des facteurs de risques systématiques. On suppose
qu'il suit une loi normale N (0,Σ) où Σ est une matrice de variance covariance. L'in-
dice parcourant les risques systématiques sera noté k.

Soit W =


w11 ... w1k ... w1K

. . .
wn1 ... wnk ... wnK
. . .

wN1 ... wNk ... wNK

 la matrice des poids associés aux risques

systématiques pour tout acheteur. wnk est le poids associé au risque systématique k
pour l'acheteur n.

Soit ε= t(ε1...εN) le vecteur des risques systématiques liés à chaque acheteur. On
suppose que ε ∼ N(O; IdN) où IdN est la matrice identité de taille N .

Soit % =


%1 0 ... ... ... ... 0
. . . . . . .
0 ... 0 %n 0 ... 0
. . . . . . .
0 ... ... ... ... 0 %N

 la matrice des coe�cients associés aux

risques systématiques pour chaque acheteur.

Soit
√

1− %2 =


√

1− %2
1 0 ... ... ... ... 0

. . . . . . .

0 ... 0
√

1− %2
n 0 ... 0

. . . . . . .

0 ... ... ... ... 0
√

1− %2
N


Le modèle choisi pour représenter la capacité à payer est un modèle structurel

multifactoriel. On l'appelle multifactoriel car le nombre de facteurs systématiques
est supérieur à 1. Ce modèle s'écrit, avec les notations précédentes :

Z = %WR +
√

1− %2ε (3.3)

Les variables aléatoires (v.a) dans le vecteur R sont corrélées. Puisqu'il est plus
facile de travailler avec des variables indépendantes, on en fait apparaître dans l'équa-
tion de la capacité à payer et il su�ra ensuite de les corréler en multipliant avec la
matrice M obtenue après décomposition de Cholesky de Σ = tMM .

Donc R = MI où I ∼ N(0; IdK). En remplaçant dans la formule 3.3, on obtient :

Z = %WMI +
√

1− %2ε (3.4)

Ceci revient à dire qu'on transforme les facteurs de risque systématique R en
les rendant indépendants pour obtenir I, mais en contrepartie la matrice des poids
n'est plus W, mais WM.



WM =


∑K

k=1w1kmk1 ...
∑K

k=1 w1kmkk ...
∑K

k=1w1kmkK

. . . . .∑K
k=1wnkmk1 ...

∑K
k=1wnkmkk ...

∑K
k=1wnkmkK

. . . . .∑K
k=1wNkmk1 ...

∑K
k=1wNkmkk ...

∑K
k=1wNkmkK


Le vecteur des capacités à payer sera alors :

Z =



(
%1

∑k
l=1

∑K
k=1 w1kmklIl

...

%1

∑k
l=1

∑K
k=1wnkmklIl
...

%N
∑k

l=1

∑K
k=1wNkmklIl

 +


√

1− %2
1ε1

...√
1− %2

nεn
...√

1− %2
NεN


Donc la capacité à payer de l'acheteur n s'écrit Zn = %n

∑K
k=1

∑K
l=1wnlmlkIk +√

1− %2
nεn.

Comme il est plus facile de travailler avec des variables de variance égale à 1, alors
en utilisant les propriétés du modèle structurel spéci�é ci-dessus, il su�t de réduire
la variance de la variable représentant le risque systématique

∑K
k=1

∑K
l=1wnlmlkIk.

On peut le faire facilement en divisant par l'écart-type de cette variable, qui est égal

à

√∑K
k=1

(∑K
l=1wnlmlk

)2

.

On note Vn =
∑K

k=1

(∑K
l=1wnlmlk

)2

.

On dé�nit de nouveaux poids

∑K
l=1 wnlmlk√

Vn
= ξnk pour tout n = 1, ..., N et pour

tout k = 1, ..., K. ξnk qui sera le poids devant le risque Ik pour l'acheteur n.

Dans la suite on note Sn =
∑K

k=1 ξnkIk ∼ N(0, 1) pour tout n = 1, ..., N .
Donc

Zn = %nSn +
√

1− %2
nεn (3.5)

= %n

K∑
k=1

ξnlIk +
√

1− %2
nεn (3.6)

On a bien Zn ∼ N(0, 1) pour n = 1, ..., N .

Dans le modèle interne, la probabilité de défaut est donnée par l'expression :

P(Zj < dj) = P(ρj

k∑
ν=1

wjνRν +
√

1− ρ2εj < dj) = pj (3.7)

où dj est un seuil de défaut qui représente la dette.



Les pertes seront calculées ensuite par des simulations de Monte Carlo, en utili-
sant la formule des pertes vue dans 3.2.

Avec les pertes ainsi calculées, deux quantités sont calculées dans le cadre de
Solvabilité 2 : le Best Estimate (BE) et l'exigence en capital (ou encore Capital
Economique, SCR). Nous dé�nissons ces deux quantités ci-dessous.

Dé�nition 5. Le Best Estimate est l'espérance des pertes futures actualisées (4 pour
plus de détails). Il sert à calculer les provisions qui seront égales au Best Estimate
plus une marge pour risque ([50]).

Dé�nition 6. L'exigence en capital (SCR) est calculée à partir du quantile à 99.5%
des pertes, auquel on soustrait le Best Estimate.

Nous ferons des calculs de Best Estimate et SCR dans les di�érents chapitres de
ce travail.

3.4 Positionnement du modèle interne par rapport

à KMV et Solvabilité 2

Di�érents modèles de risque de crédit existent sur le marché ; KMV, CreditMe-
trics, CreditRisk, CreditPortfolioView en font partie et gagnent du terrain. Leur
but est de mieux connaître le risque d'insolvabilité de contreparties, pour prévoir un
défaut futur de celles-ci (cf. [17]). Nous comparerons ici l'approche risque de crédit
dans KMV avec notre approche modèle interne. Le modèle sous-jacent pour les va-
riables latentes étant le même, les corrélations sont modélisées de la même façon.
Pour cette raison nous allons ici nous concentrer sur la façon dont les probabilités
de défaut sont calculées. Dans un deuxième temps, nous nous focaliserons sur les
corrélations entre contreparties quand nous comparerons ces dernières dans modèle
interne avec celles de l'approche "formule standard" dans Solvabilité 2.

3.4.1 Calcul de probabilités de transitions et défauts dans

KMV

Le modèle KMV (consulter par exemple [17], [18][79], regarder aussi 1.5) s'ins-
pire du modèle de Merton et utilise ainsi une approche structurelle pour dé�nir des
catégories de Distance-to-Default (DD) à laquelle la contrepartie appartient. Ensuite
cette DD est reliée aux probabilités courantes de défaut, estimées par les Expected
Default Frequency (EDF) pour chaque contrepartie, et ceci grâce à une base de don-
nées regroupant les défauts. La particularité du modèle KMV est qu'il n'utilise pas
les données historiques pour donner la probabilité de défaut d'une �rme, qui est une
fonction de la classe de notation dans laquelle elle se trouve. EDF est une fonction
de la structure de capital de la �rme, de la volatilité des rendements d'actions, et
de la valeur actuelle de son actif. Ceci fait que l'EDF est spéci�que à la �rme et
peut être associé à n'importe quel système de notation a�n d'en déduire la classe de
notation équivalente d'une �rme. EDF peut donc être associé à des classes de nota-
tion cardinales, alors que les agences de notation proposent des classes de notation



ordinales. Une autre particularité du modèle KMV est qu'il ne fait pas de référence
spéci�que aux probabilités de transition, mais celles-ci sont déjà incorporées dans
la fonction EDF. L'événement de défaut est implicitement relié à la valeur de l'actif
de la �rme. Alors, en fonction de la structure de capital de la �rme et du processus
stochastique régissant la valeur de l'actif de la �rme, les probabilités de défaut à
di�érents horizons peuvent être déduites.
KMV s'utilise plus facilement pour des �rmes évaluées sur les marchés, la valeur de
l'actif étant �xée sur le marché. Les probabilités de défaut sont calculées en trois
étapes :

1. estimation de la valeur de marché et de la volatilité de l'actif de la �rme

2. calcul de la DD

3. déduction de l'EDF à partir de la DD

Estimation de la valeur de l'actif et de la volatilité du rendement de l'actif

La dynamique de la valeur de l'actif est une donnée importante à déterminer car
elle joue un rôle essentiel dans l'évaluation du risque de crédit d'une contrepartie.
L'hypothèse faite couramment est que ce rendement est lognormal (consulter [17]).
De plus, la distribution du rendement de l'actif est assez stable dans le temps, dû à
la volatilité de ce rendement qui est relativement constante. Si le passif de la �rme
était négocié sur un marché, il aurait été assez facile d'en déduire la valeur de l'actif
et son rendement. Cependant ce n'est pas le cas de toutes les contreparties. C'est
pour cette raison que KMV propose la manière suivante de contrecarrer ce problème.
KMV suppose que le passif d'une �rme se compose de l'actif, dont la valeur est ob-
servable sur le marché, la dette à court terme, la dette à long terme et les actions
de priorité. Cette hypothèse permet à KMV d'utiliser l'approche de Merton "aug-
mentée", selon laquelle la valeur de l'equity, E, peut être exprimée comme la valeur
d'un call sur la valeur de l'actif.

E = C(Va, σa, K, c, r)

où C représente la valeur d'un call avec comme paramètres : Va, valeur de l'actif,
σa, la volatilité de l'actif, K est la valeur seuil, c'est-à-dire la valeur du passif, c est
le taux des coupons payés et r le taux sans risque.
L'idée de KMV est de résoudre les deux équations suivantes (f et g étant deux
fonctions à 5 variables), pour trouver la valeur de l'actif Va et ensuite σa :

E = f(Va, σa, K, c, r) (3.8)

σE = g(Va, σa, K, c, r) (3.9)

Comme expliqué plus haut, E est observable sur les marchés. Consulter [17] pour
voir comment ces deux équations sont résolues et les valeurs Va et σa sont trouvées.

Calcul de la DD

KMV a observé que les �rmes font défaut quand la valeur de leur actif est quelque
part au milieu entre la valeur du passif et la valeur de la dette à court terme (cf.



[17]). Cependant dans la littérature sur le modèle de Merton, le défaut survient au
moment où la valeur de l'actif de la �rme passe au-dessous de la valeur de sa dette.
C'est pourquoi le calcul des probabilités de défaut comme queue de la distribution
de la valeur de l'actif en-dessous de la valeur totale de la dette, n'est sans doute pas
une mesure appropriée de la probabilité de défaut.
Pour cette raison KMV calcule les valeurs de DD avant de calculer les probabilités
de défaut.

Dé�nition 7 (Distance-to-default (DD)). DD est le nombre d'écarts-types entre la
moyenne de la distribution de la valeur de l'actif et un seuil critique, "le point de
défaut", dé�ni comme la valeur par du passif, incluant la dette à court terme jusqu'à
l'horizon, additionnée à la moitié de la dette à long-terme.

DD =
E(S1)−DPT

σa

où DPT est le point de défaut et il est donné par DPT = dette à court terme +
1
2
dette à long terme.

Sous l'hypothèse de rendements lognormaux, la DD est donnée par la formule :

DD =
log S0

DPTT
+
(
µ− 1

2
Σ2
)
T

√
T

(3.10)

avec S0 la valeur de l'actif en t0, DPTT le point de défaut à horizon T , µ est
le rendement espéré net sur l'actif et σ la volatilité annualisée . P(V1 > DPT ) =
Φ(−DD).

Déduction des probabilités de défaut à partir de DD

Cette étape consiste à ajuster les DD aux probabilités de défaut actuelles, à un
horizon donné. Ces probabilités sont appelées Expected Default Frequencies (EDFs).
Le lien entre les DD et les EDFs est fait grâce à une base de données de défauts
d'un grand nombre d'entreprises. Les �rmes avec un certain niveau de DD à un
instant donné sont rassemblées et la fréquence des défauts à un an de ces dernières
est calculée. Voici comment la DD sert à calculer la EDF d'une �rme.
Une fois la DD associée à un EDF, ces derniers sont reliés à des classes de notation
traditionnelles. Par exemple, pour un EDF de 0.4%, la classe correspondante est
BB+.

EDF et défauts Les EDFs sont utiles comme prédicteurs de la dégradation de
l'état de crédit d'une entreprise (cf. [17]). Ils augmentent fortement quand la si-
tuation �nancière d'une �rme commence à dégrader pour aller jusqu'au défaut. Les
études KMV montrent que la pente des EDFs augmente fortement entre 1 et 2 ans
avant défaut. En plus, les variations de EDF aident à anticiper au moins un an à
l'avance la rétrogradation d'une contrepartie par une agence de notation. Un autre



avantage des EDFs est que contrairement aux statistiques de défauts historiques, ils
ne sont pas biaisés pendant les périodes de cycle de crédit haut ou bas. La DD peut
augmenter ou baisser pendant les périodes de croissance de l'économie, en fonction
de la situation �nancière de l'entreprise en question.

EDF et notation Dans une classe de notation, les probabilités de défaut des
contreparties dans la classe sont groupées autour de la médiane. Cependant, le taux
de défaut moyen dans chaque classe est considérablement plus grand que le taux
de défaut d'une �rme typique. Ceci se produit parce que chaque classe de notation
comprend un groupe de �rmes qui ont des probabilités de défaut beaucoup plus
grandes, à cause du fait que les taux de défaut changent exponentiellement quand
le risque de défaut augmente.

Comparaison entre KMV et le modèle interne

Dans notre modèle interne présenté en 3.1, selon la remarque 4, les acheteurs se
voient attribuer un rating en fonction de leur risque d'insolvabilité. Pour cela des
données du bilan sont utilisées mais l'approche n'est pas la même que celle décrite ici
pour le calcul des DDs. Cependant le pricipe reste le même, le rating de l'acheteur en
t représente un type de distance à défaut, la distance qui sépare le rating actuel de
l'état de défaut. Des historiques de probabilités de défaut par classe sont utilisés pour
déduire des probabilités de défaut pour une classe de notation donnée. Cette étape
s'approche du calcul des EDF, où un historique est utilisé : dans un cas on calcule
combien d'entreprises font défaut parmi celles avec un certain rating, et dans l'autre
cas combien d'entreprises font défaut dans l'année parmi celles avec un certain DD.
Cependant ces modèles calculent de façon di�érentes les probabilités de défauts car
l'EDF estimé sert ensuite à trouver le rating de l'entreprise. Et dans le rating les
probabilités de défauts ne sont pas les mêmes pour toutes les entreprises. Alors que
dans notre modèle interne, c'est le cas. Donc la problématique semble s'être inversée.
Dans le cas de KMV, on part de la DD et on a une EDF qui estime la probabilité
de défaut, puis on discrétise cette EDF pour créer des classes de notation, alors
que dans le modèle interne, on part d'une notation, et avec l'historique des défauts
pour cette notation, nous avons la probabilité de défaut pour la classe. Le but de
ces modèles n'est pas le même, dans un cas le modèle interne est un modèle qui est
utilisé pour modéliser les défauts et donc les pertes pour un assureur crédit, alors
que KMV est un modèle qui a une vision plus �ne du portefeuille, pour regarder les
probabilités de défaut individuelles. Si les acheteurs dans le modèle interne avaient
des probabilités de défaut di�érentes, cela serait complexe à gérer du point de vue
opérationnel, et le coût informatique serait important pour l'assureur. Concentrons-
nous à présent sur les corrélations implicites dues au modèle multifacteur avec la
modélisation des corrélations entre contreparties dans Solvabilité 2. Ceci revient à
étudier la concentration des défauts.



3.4.2 Corrélation entre contreparties dans le modèle interne

et dans Solvabilité 2

Quand on travaille avec des portefeuille de gros volumes la modélisation de la
corrélation entre les parties devient un facteur clé pour avoir une estimation �able de
la distribution des pertes. Il y a di�érentes manières de modéliser la corrélation, mais
la plus commune, celle qui est également choisie par les régulateurs dans le dispositif
Solvalibité 2 (consulter [50]), est celle de l'introduction d'une partie systémique du
risque de défaut. Le risque systémique représente les facteurs auxquels toutes les
contreparties sont soumises, même si à di�érents degrés. Il y a plusieurs façons de
modéliser le risque systématique.
Dans le dispositif Solvabilité 2, il s'agit d'une variable aléatoire, notée S, qui suit la
loi suivante :

P (S 6 x) = xα avec 0 6 x 6 1 (3.11)

où α est un paramètre de forme.
Dans le modèle interne le risque systémique est donné par un vecteur aléatoire
avec comme objectif d'identi�er plusieurs sources de risque, en mettant en place un
modèle à facteurs. Les sources de risque sont alors divisées en trois parties :

� Les facteurs de l'économie globale,
� Les facteurs régionaux,
� Les facteurs sectoriels.

Formellement, ces facteurs de risque systémiques, suivent une loi gaussienne de va-
riance propre à chaque facteur et le vecteur des facteurs, noté R=t(R1...Rk) suit une
loi gaussienne multivariée N (0,Σ). Les facteurs sont corrélés les uns aux autres, et
c'est justement cette corrélation qui va impliquer une corrélation entre les contre-
parties dans le portefeuille. Alors comment ces facteurs de risque sont intégrés dans
la probabilité de défaut d'une contrepartie et dans la corrélation entre elles ?
Dans Solvabilité 2, une probabilité conditionnelle au risque systémique est dé�nie
par la formule suivante :

p|S = b+ (1− b)Sκ/b (3.12)

où κ est un paramètre de forme et b la probabilité de défaut de référence, i.e. lorsque
S = 0. Donc elle est une variable aléatoire.
Dans le modèle interne, la probabilité de défaut est donnée par l'expression :

P(Zj < dj) = P(ρj

k∑
ν=1

wjνRν +
√

1− ρ2εj < dj) = pj (3.13)

Zj étant la variable latente qui modélise la capacité de payer une dette (ATP)
d'une contrepartie j, εj est le risque idiosyncratique propre à la contrepartie et dj
est un seuil de défaut qui représente la dette.
L'hypothèse suivante est faite sur le risque idiosyncratique :



∀i ∈ J , εi ∼ N (0, 1) and ∀i 6= j, εi ⊥ εj .

La probabilité de défaut conditionnelle est alors :

p|S = P

(
k∑
ν=1

wjνRν + εj < dj | R

)
= Φ

Φ−1(pj)− ρj
∑k
ν=1 wjνRν−E(

∑k
ν=1 wjνRν)

σ(
∑k
ν=1 wjνRν)√

1− ρ2
j

(3.14)
Donc ici la probabilité conditionnelle est un quantile d'une variable aléatoire

gaussienne. Ce qui correspondrait à la PD de référence b serait alors

Φ

(
Φ−1(p)√

1− ρ2

)
(3.15)

Dans les deux modèles b > p .
Quant à la covariance entre les défauts de deux contreparties i et j, dans Solva-

bilité 2 elle est donnée par la formule :

Cov(i, j) =
α(1− bi)(1− bj)
α + κ

bi
+ κ

bj

− (pi − bi)(pj − bj) (3.16)

alors que dans le modèle interne on calcule plutôt la covariance entre les capacités
à payer des contreparties i et j. Elle est égale à :

Cov(Zi, Zj) =

ρiρj

 kC∑
νC=1

kC∑
νC=1

ωiνCωjνCV(RνC ) +
kI∑
νI=1

kI∑
νI=1

ωiνIωjνIV(RνI )

+
kC∑
νC=1

kI∑
νI=1

ωiνCωjνICov(RνC , RνI ) +
kC∑
νC=1

kI∑
νI=1

ωiνIωjνCCov(RνC , RνI )

 (3.17)

On ne peut pas donner une formule fermée pour la covariance dans le cas du
modèle interne, cependant, voici une formule qui permettrait de la calculer numéri-
quement par une méthode de Monte Carlo :

Cov(i, j) = E
(

(pi|S − bi)(p
j
|S − bj)

)
− (pi − bi)(pj − bj) (3.18)

où l'espérance est calculée par rapport au vecteur aléatoire R, et bi et bj sont donnés
par la formule 3.15.

Dans le cadre de l'assurance crédit, le modèle à facteurs semble assez adapté si
on le compare au modèle proposé par Solvabilité 2. En e�et ce modèle permet de
donner des poids à chaque facteur de risque systémique en fonction de leur impact
sur une contrepartie donnée. L'application du modèle Solvabilité 2 demande l'esti-
mation des paramètres de la fonction de répartition du risque systémique et de la



probabilité conditionnelle, c'est-à-dire α et κ. En outre, ce modèle ne permet pas de
donner une interprétation économique aux paramètres et reste de ce point de vue
purement probabiliste.
Cependant, l'un de ses avantages est qu'il semble plus facile de faire un condition-
nement par rapport aux cycles économiques, en jouant sur les deux paramètres α
et κ, alors que dans le modèle interne, il faudrait modi�er la matrice de variance-
covariance Σ, ce qui pour l'instant n'est pas le cas et semble assez complexe (esti-
mation d'une matrice 107× 107 qui en plus doit avoir certaines propriétés caracté-
ristiques).
Dans le modèle interne, après avoir a�ecté des poids à chaque facteur, le risque sys-
témique est donné par

∑k
ν=1wjνRν qui est une variable gaussienne. Dans le modèle

Solvabilité 2, la loi du facteur de risque systémique est une loi qui pourrait permettre
de mieux tenir compte d'événements extrêmes.

Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modèle interne en assurance crédit.
Nous avons ensuite comparé deux volets de ce modèle interne avec d'autres modèles
de risque de crédit sur le marché. Après avoir présenté comment les probabilités
de défaut sont estimées dans KMV, nous avons comparé ces estimations avec celles
utilisées dans le modèle interne ; nous avons conclu que ces approches sont en e�et
très di�érentes. Les classes de rating dans KMV sont composés d'entreprises dont les
probabilités de défaut ne sont pas les mêmes, alors que dans le modèle interne une
seule probabilité de défaut est donnée par rating. Nous en avons conclu que pour
un assureur crédit, le fait d'avoir des probabilités de défaut et transition di�érentes
pour les acheteurs d'un même rating poserait problème du point de vue pratique
d'implémentation du modèle interne. Lors de la comparaison entre les corrélations
dans le modèle Solvabilité 2 avec celles du modèle interne, nous avons conclu que le
modèle interne introduisait les corrélations entre acheteurs d'une façon plus adaptée
que le modèle standard. De plus, ses paramètres sont interprétables, ils ont un sens
économique ; son utilisation est donc propice au pilotage des politiques d'entreprises
par les gestionnaires. Les paramètres du modèle interne sont nombreux, et il est
important qu'ils soient bien estimés a�n que les pertes modélisées soient réalistes.
Pour estimer une variable, il est important d'avoir des données sur la variable en
question, données que nous présenterons dans le chapitre qui suit. La mise en ÷uvre
informatique du modèle interne l'accompagnera.



Chapitre 4

Données utilisées et mise en ÷uvre
informatique

Après avoir présenté le modèle interne, nous nous concentrons ici sur des problé-
matiques plus pratiques de mise en oeuvre. Nous allons introduire ici les paramètres
du modèle interne en présentant des statistiques descriptives. Nous verrons ainsi des
historiques de taux de défaut ainsi que des matrices de transitions entre classes de
notation. On parlera d'UGDs qui mesurent la manière dont l'exposition varie jus-
qu'à l'instant du défaut. Ensuite, nous présenterons l'implémentation informatique
du modèle interne et l'utilisation de ces données. Mais avant, commençons par un
aperçu des données disponibles, celles qui vont être en amont de l'estimation des pa-
ramètres et de la mise en oeuvre informatique. Ces données, issues d'un portefeuille
réel et anonymées, ont permis de réaliser les applications numériques.

4.1 Données disponibles

Les données qui ont été utilisées pour cette étude peuvent se regrouper en trois
types :

� Les données de transitions entre les ratings ;
� Les données de défaut dû à l'insolvabilité des acheteurs ou au retard de paie-
ment ;

� Les expositions de l'assureur sur les acheteurs.
Avant de regarder plus en détail les données de chaque type, il convient de préciser
que ce qu'on appelle portefeuille d'un assuré est l'ensemble de ses clients, et les
caractéristiques de ce portefeuille sont étudiées pour mieux comprendre les risques
auxquels l'assureur fait face. Pour un assureur crédit, la source de son risque ne sont
pas ses clients, mais les clients de ses clients, donc les acheteurs. C'est bien dans ce
sens que nous emploierons le terme "portefeuille".

4.1.1 Données de transitions

Nous avons à notre disposition une base de donnée très volumineuse comportant
plus de 3 millions de lignes et 120 colonnes. Pour extraire des informations de cette
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base assez conséquente il a fallu quelque temps, a�n d'être équipé d'un matériel
informatique su�samment puissant pour pouvoir la traiter. Voici sa structure :

ID 1/02/2003 1/04/2003 . . . 01/12/2012
i1 NA 3 . . . 5
i2 6 5 . . . 8
i3 7 7 . . . 5
...

...
...

. . .
...

Cette base contient toutes les informations sur le rating des acheteurs sur lesquels
l'assureur a eu au moins pendant un mois, une exposition positive, c'est-à-dire une
probabilité non nulle d'avoir une perte si l'acheteur fait défaut. Donc chaque ligne
i représente l'historique de transitions entre ratings de l'acheteur i, on peut voir
par quels ratings il est passé chaque mois. Il y a peu de lignes qui sont complètes,
car les acheteurs peuvent entrer ou sortir en fonction des décisions du management,
qui étudie leur solvabilité ; il y a donc une quantité non négligeable de données
manquantes.

Les acheteurs peuvent se voir attribuer 10 notes di�érentes, de 1 à 10 ( 1 étant la
meilleure note et 10 la plus mauvaise), ainsi qu'une note NA en cas d'indécision du
management. qui regroupe des acheteurs de nature assez hétérogène, et qui mérite-
rait une étude très approfondie, mais qui ne sera pas faite ici. D'après nos études,
la distribution des notes dans cette classe semble suivre celle du portefeuille, donc
lors du traitement des données nous avons utilisé cette dernière hypothèse comme
hypothèse de travail. A la base du calcul des matrices de transitions, entre ratings,
se trouve une matrice qui compte ces ratings, en voici un exemple :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 D

1 32939 900 329 182 299 37 8 0 0 0 0

2 1025 192192 4918 1855 6057 386 95 24 2 0 3

3 376 4165 735756 14610 31450 2377 708 104 15 0 14

4 274 1844 12695 2214030 43049 13359 3212 574 21 2 64

5 130 740 3562 28025 10884254 110475 44934 8582 106 5 644

6 44 264 1251 5219 84318 12978966 133452 25634 469 26 3975

7 6 37 291 927 8007 148438 5704135 38965 744 59 3600

8 2 1 16 42 461 8916 23624 817266 2408 47 723

9 0 1 1 11 35 391 1312 597 40079 19 45

10 0 0 0 2 3 12 70 15 39 2628 0

Ces données sur les transitions des acheteurs entre ratings, sont à la base du
calcul des matrices de transitions, qui seront utilisées dans les modèles qui suivront.
Cependant il appartient à l'entreprise détenant les données de les utiliser ou pas, et
ces données de transitions n'ont pas d'utilisation spéci�que dans le cadre du modèle
interne classique ; celui-ci travaille uniquement avec des probabilités de défaut.

4.1.2 Données de défaut

Les données de défaut sont à la base du calcul des probabilités de défaut. Elles se
présentent initialement sous la forme d'un �chier "sinistres", qui regroupe tous les
défauts depuis au moins l'année 2003. A chaque fois le type de défaut est indiqué, s'il
s'agit donc d'un défaut dû à l'insolvabilité de l'acheteur (Insolvency default), ou d'un
défaut prolongé, donc dû à un retard de paiement (Protracted default). Nous avons
ensuite assemblé ces données avec les données de transitions. La base de données
qui sera utilisée pour le calcul de matrices de transitions devient :



ID 1/02/2003 1/04/2003 . . . 01/12/2012
i1 NA 3 . . . I
i2 6 5 . . . 8
i3 7 P . . . 5
...

...
...

. . .
...

Le simple croisement du �chier contenant les sinistres et les données de transi-
tions, était impossible à faire sans un ordinateur très puissant, et sans passer par le
langage C++.

Voici un aperçu des taux de défaut mensuels de septembre 2004 à décembre 2012
(les données précédentes n'apparaissant pas car causes de "bruit").

Figure 4.1 � Probabilités de défaut d'insolvabilité et de défauts prolongés sept.2004-
dec.2012

Ce graphique nous donne un aperçu des grandeurs des taux de défaut mais aussi
du fait que ceux-ci �uctuent considérablement avec le temps, et qu'ils ont tendance
à décroître. Ceci laisse à penser que la gestion des acheteurs serait plus e�cace. Sauf
que penser cela, serait oublier qu'entre 2004 et 2012 il y a eu la plus importante des
crises �nancières, qui se transforme en crise économique, et qui voit le nombre de
défauts s'accroître considérablement (pic sur le graphique pour les deux taux). On
voit ensuite l'e�cacité de l'assureur à faire face à la crise. En quelques mois le choc
initial est absorbé alors qu'une reprise faible semble seulement s'annoncer en 2014.

Les données de défauts seront aussi utiles pour estimer les UGDs (Usage Given
Default), qui seront estimés comme les rapports entre expositions sur l'acheteur
à l'instant du défaut et ses expositions en début d'année civile. Cependant pour
calculer les UGDs il faut donc les données sur les expositions.



4.1.3 Données d'expositions

Rappelons qu'une exposition, dans notre contexte d'assurance crédit, sera la
somme maximale que l'assureur devra débourser en cas de défaut d'un acheteur.
Nous avons réussi à collecter les données sur les expositions des acheteurs depuis
2002. Ces données ont été mises dans un �chier similaire à celui des données de
transitions, mais avec des montants d'exposition au lieu des transitions entre ra-
tings. Les données d'exposition peuvent être croisées avec les données de défaut,
pour donner des estimations d'UGDs par rating. C'est également grâce à ces don-
nées que nous avons pu estimer des coe�cients d'augmentation ou de diminution
d'exposition par temps de crise ou de croissance. Ces coe�cients qui mesurent l'im-
pact du management sur le portefeuille, s'avèrent jouer un rôle important lors des
estimations des pertes de l'assureur. (Dans la même logique que ce que nous avons
expliqué sur les taux de défauts).

Voici par exemple les UGDs qui sont utilisés lors du calcul des engagements de
l'assureur dans les chapitres suivants. Ces UGDs ont été obtenus par estimation,
comme un taux moyen de baisse de l'exposition à l'instant du défaut, et une fois les
défauts groupés par grade. Une discussion ultérieure avec le management a permis
de recti�er certaines estimations qui ne semblaient pas cohérentes.

Grade UGDP UGDI

1 1.5% 10%
2 3.28% 0.2%
3 6.86% 30.55%
4 12.98% 33.13%
5 15.98% 35%
6 31.66% 38.05%
7 38.33% 46.25%
8 47.17% 63.92%
9 86.52% 73.13%
10 90% 100%

On voit par exemple que les UGDs lors de défauts d'insolvabilités sont toujours
plus grands que ceux lors de défauts prolongés, sauf pour le grade 9. Ceci voudrait
dire que pour un même acheteur, s'il devenait insolvable il y aurait plus de pertes
que s'il était en défaut à cause d'un retard de paiement. Le retard de paiement
semble plus facilement prévisible que l'insolvabilité d'un acheteur.

Après avoir vu les données disponibles, regardons plus en détail les taux de défaut
et matrices de transitions entre ratings avec une étude statistique des historiques de
défauts et transitions.

4.2 Analyse des probabilités de transition et défaut

Les taux de défaut et de transition ont été analysés a�n de pouvoir en tirer des
comportements stables dans le temps et de trouver des variables qui expliquent la
variation des taux.



4.2.1 Taux de défaut

Un rating représentatif ?

Voici la série temporelle des taux de défaut pour les ratings 3 à 8. Cette série
semble avoir un comportement assez erratique.

Figure 4.2 � Taux de défaut pour les ratings 3 à 8 (du bas vers le haut)

Nous avons choisi de faire une étude de séries temporelles sur un des ratings
mais pour cela, il faut d'abord en choisir un qui soit su�samment représentatif du
portefeuille. A cette �n, nous regardons les corrélations entre probabilités de défaut
pour les di�érents ratings. Elles sont décrites dans le tableau ci-dessous :

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1.0000 0.4829 0.3445 0.4400 0.4526 0.4555 0.3302 0.0052 0.0420

0.4829 1.000 0.4328 0.6542 0.4994 0.5039 0.2297 0.0970 0.2360

0.3445 0.4328 1.000 0.5502 0.5477 0.2790 0.3112 0.0243 0.2178

0.4400 0.6542 0.5502 1.000 0.7060 0.5533 0.3026 0.1326 0.1882

0.4526 0.4994 0.5477 0.7060 1.000 0.5808 0.1685 0.1324 0.2727

0.4555 0.5039 0.2790 0.5533 0.5808 1.000 0.3748 0.2580 0.0211

0.3302 0.2297 0.3112 0.3026 0.1685 0.3748 1.000 0.0884 0.0760

0.0052 0.0970 0.0243 0.1326 0.1324 0.2580 0.0884 1.000 -0.1015

0.0420 0.2360 0.2178 0.1882 0.2727 0.0211 0.0760 -0.1015 1.000

En jaune sont surlignées les corrélations supérieures à 0,5.
On constate que la corrélation la plus forte est celle entre les taux de défauts des

grades 5 et 6 avec 0.7060. Les taux de défaut des grades 6 et 7 sont eux aussi bien
corrélées avec 0.5808, 5 et 3 avec 0.6542, 5 et 4, et 3 et 7. Il semblerait donc que le
grade 5 soit bien corrélé avec les autres grades, ou en tout cas les grades moyens,
3,4,6 et 7. On pourrait donc choisir ce grade comme représentatif, et ainsi mener une
étude statistique. Les autres grades extrêmes sont faiblement corrélés avec les grades
moyens, sachant que les grades 9 et 10 sont même négativement corrélés, peut-être



dû au va-et-vient des acheteurs entre ces deux classes, en particulier sachant que ce
sont celles qui ont le risque de défaut le plus élevé, et qui sont en situation de défaut
avéré ou presque.

On peut donc retenir le grade 5 comme étant représentatif, et faire une analyse
sur la série temporelle des taux de défauts de ce rating.

Analyse des taux de défaut avec une régression

Nous mènerons notre étude avec les taux de défaut du grade 5. Le but ici sera de
trouver un modèle économétrique linéaire qui expliquerait au mieux les probabilités
de défaut. Nous notons pd la série des taux de défaut.

L'histogramme des taux de défaut est donné dans 4.2.1 avec un ajustement
lognormal.

Figure 4.3 � Histogramme des taux de défaut

Nous nous concentrons au début sur le lien entre probabilités de défaut et PIB
(série trimestrielle obtenue sur OCDE.Stat [66]).

Le résultat de la régression des probabilités de défaut sur le pib et pib2 :
lm(formula = pd pib + c)

Coe�cients : Estimate Std. Error t-value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.407e-05 3.826e-06 6.290 1.09e-08 ***
pib 4.331e-03 1.484e-03 2.919 0.00442 **
pib2 8.001e-01 4.580e-01 1.747 0.08401 .

Signif. codes : 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1



Residual standard error : 2.287e-05 on 91 degrees of freedom
Multiple R-squared : 0.08578, Adjusted R-squared : 0.06569

F-statistic : 4.269 on 2 and 91 DF, p-value : 0.01690

Les deux variables sont signi�catives mais le modèle n'est pas su�samment expli-
catif de l'évolution des probabilités de défaut vu la valeur très faible du R2 (mesure
de la qualité d'ajustement linéaire). Donc le seul PIB ne su�t pas pour expliquer
les pds.

Nous pouvons alors essayer d'autres modèles, avec d'autres variables explicatives,
comme le taux à long terme, cours d'actions, production, export, import, balance
commerciale extérieure, chômage, indice des prix à la consommation, indice des prix
de production et leurs lags. Les données mensuelles ont été obtenues dans le site de
l'OCDE [66].

Après avoir essayé plusieurs modèles, celui qui semble présenter le meilleur équi-
libre entre pouvoir explicatif et parcimonie, est le modèle qui régresse la variable
pd sur le pib, le cours des actions (Mensuel, Indice (base 2005 = 100) sur [66])
et l'indice des prix à la production (Indices des Prix à la production, industries
manufacturières,(base 2005 = 100) sur [66]). Voici le résultat de la régression :

lm(formula = pd pib + cours des actions + indice des prix à la production)

Coe�cients : Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 7.068e-04 6.328e-05 11.170 < 2e-16 ***
pib 8.955e-08 5.225e-08 1.714 0.09 .

cours actions -5.011e-07 8.108e-08 -6.180 1.83e-08 ***
ipp -6.107e-06 5.806e-07 -10.519 < 2e-16 ***

Signif. codes : 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1
Residual standard error : 1.482e-05 on 90 degrees of freedom
Multiple R-squared : 0.6288, Adjusted R-squared : 0.6165

L'autocorrélogramme des résidus de cette régression est représenté dans la Figure
4.2.1.

Il semblerait qu'il y ait de la saisonnalité, même si les niveau de corrélation ne
sont pas signi�catifs car ils ne dépassent pas le seuil.

Après avoir étudié le périodogramme des résidus, et régressé sur les pics obtenus,
les périodes n'étaient pas signi�catives.

Cependant ces résidus ne sont pas gaussiens selon le test de Shapiro-Wilk, qui
donne une p-value<0,01.

4.2.2 Matrices de transitions mensuelles

Avec les données de transitions et de défauts, on peut calculer des matrices de
transitions entre ratings. Ultérieurement dans ce travail, nous nous intéresserons au
lien entre taux de défaut, transition et crises (cf. 1). Nous présentons ici les premiers
résultats que nous avons obtenus en travaillant sur les périodes de croissance et celle
de récession. Une période de croissance sera pour nous une période lors de laquelle le



Figure 4.4 � Autocorrélogramme des résidus de la régression

PIB croît, et une période de récession une période lors de laquelle il diminue. 1 Nous
avons ainsi pu calculer des matrices de transitions mensuelles. La matrice mensuelle
moyenne pour les périodes de récession est donnée en annexe.

Nous pouvons voir que les acheteurs ont tendance à rester dans la classe où il se
trouvent en début de période. Cependant malgré la période de transition mensuelle,
donc assez courte, la probabilité qu'ils aillent vers d'autres classes n'est pas négli-
geable. En regardant la probabilité de défaut, nous constatons qu'elle est croissante
avec les grades, ce qui est cohérent. Une particularité de cette matrice de transition
est que la probabilité de défaut du grade 10, donc le plus risqué, est nulle, sans
doute car les entreprises qui s'y trouvent ont déjà fait défaut, ou qu'il n'y a pas
d'expositions là-dessus. Il y a cependant des acheteurs de cette classe qui vont vers
d'autres grades, en particuliers vers 5, 6 et surtout 7, qui sont les grades moyens, où
il y a le plus d'acheteurs.

La matrice de transition moyenne en croissance présente les mêmes caractéris-
tiques que celle de récession.

Etudions à présent les di�érences de coe�cients entre ces deux matrices. En théo-
rie on devrait trouver que les probabilités de upgrading, c'est-à-dire les probabilités
de passer à des classes moins risquées, devraient être supérieures dans la matrice de
croissance ; celles de downgrading, donc les probabilités de passer à une classe plus
risquée, devraient être plus élevées dans la matrice de récession.

En faisant la di�érence entre les deux matrices que nous avons calculées, nous
nous apercevons qu'il n'y a pas de tendance qui se dégage quant aux downgradings
et upgradings.

Nous avons ensuite distribué la probabilité de transiter vers le grade NA sur les

1. Le PIB étant donné de façon trimestrielle, nous avons fait l'hypothèse que ces variations
mensuelles étaient égales, pour les mois d'un même trimestre.



autres classes, car la présence de cette note peut fausser les résultats. Nous voyons
alors (matrice en annexes) une certaine tendance qui s'approche de celle qu'on de-
vrait théoriquement observer.

Maintenant que les NAs ont été redistribués, on voit mieux que la probabilité de
rétrogradation est plus grande en temps de récession. Nous pouvons remarquer qu'il
s'agit surtout de la probabilité d'être rétrogradé vers les ratings voisins. Pour les
probabilités d'upgradings, la même règle s'applique mais il y a un peu plus d'excep-
tions. Si nous regardons les di�érences de probabilités de défaut, nous voyons que
les probabilités de défaut en récession sont plus grandes qu'en croissance, cependant
pas pour les grades 1 à 3, et pour le grade 10. Il s'agit ici d'une spéci�cité de ces
grades, qui n'ont pas beaucoup d'e�ectifs, et aussi de la gestion des contrats par
l'assureur, qui réagit assez rapidement en temps de récession et limite les défauts,
et aura plus tendance à prendre des risques en période de croissance, surtout sur
les bons ratings. Nous avons maintenant un meilleur aperçu des caractéristiques des
matrices de transitions, et nous voyons que même si une tendance se dégage quant
à leur structure, celle-ci n'est pas exactement conforme à la théorie sur les matrices
stochastiques appliquée au matrices de ratings. Ceci est particulièrement dû à la ges-
tion particulière des contrats par l'assureur crédit. Notre but sera de tenir compte
de cette spéci�cité lors du calcul des engagements, dans le chapitre suivant.

Maintenant que nous avons présenté les données en entrée du modèle interne,
analysons la structure du programme informatique qui le reproduit.

4.3 Implémentation logicielle

Un programme qui reproduit le modèle interne a été écrit sous le logiciel R. Ce
programme reprend toutes les composantes du modèle interne intéressantes pour
notre étude, et il a été développé a�n de tester d'autres propositions de modèles
internes (voir Chapitre 1). Les composantes du modèle interne, comme la réassurance
ou les franchises, qui ne faisaient pas l'objet de notre étude n'ont pas été incluses,
comme précisé dans 3.2. Ce programme R est un modèle interne en miniature qui
peut être utilisé par la suite pour faire d'autres études de ce genre. Il calcule les
pertes pour un portefeuille de plusieurs centaines d'acheteurs, en tenant compte de
leur pays, secteur, exposition, rating. D'autres fonctionnalités peuvent s'y rajouter
si besoin. Le logigramme en 4.3 utilise les notations dans 3.3.



Logigramme de la mise en oeuvre du modèle interne



Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les données que nous avions à notre disposi-
tion pour estimer les paramètres en entrée du modèle interne (données de transitions,
de défaut, d'expositions). Nous avons ensuite mené une étude de la corrélation entre
les taux de défaut des di�érents ratings, ainsi que la corrélation de ces taux de
défaut avec di�érents facteurs macroéconomiques. En e�et, il y a un lien certain
entre les taux de défaut et l'état de l'économie, comme nous en discutions aussi en
4.1.2. Cependant, dans le cadre de l'assurance crédit, ce lien est complexe et di�cile
à prendre en compte, spéci�quement dans le modèle interne. Nous avons alors, à
l'aide de cette étude, analysé l'un des ratings de manière plus poussée à l'aide de sé-
ries temporelles, a�n de trouver un modèle économétrique linéaire décrivant le mieux
les probabilités de défaut. En�n, l'étude des matrices de transitions mensuelles nous
permettent de con�rmer l'idée que la gestion des contrats par l'assureur crédit a bel
et bien un impact non négligeable sur le modèle. Dans le prochain chapitre nous
verrons di�érentes propositions pour améliorer le modèle interne, en particulier une
qui prend en compte les cycles. C'est par cela que nous commencerons.



Deuxième partie

Propositions d'améliorations du
modèle interne
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Cette partie présente des améliorations du modèle interne de base que nous avons
décrit à la section 3. Avec les améliorations présentées ici, nous ferons des calculs de
Best Estimate et SCR, a�n de constater si les améliorations proposées ont ou non
un impact, et le cas échéant, comment se traduit-il.

Nous introduirons tout d'abord deux méthodes rendant le modèle interne capable
de prendre en compte deux phénomènes fondamentaux pour un assureur crédit.
Il paraît souhaitable pour un modèle de tenir compte des �uctuations de l'économie
et notamment de se prémunir contre les conséquences des crises. Pour un assureur
crédit, ce premier point impliquerait une augmentation signi�cative des capitaux de
solvabilité en période de crise, a�n de faire face au nombre élevé d'entreprises faisant
défaut.

Cela permettrait une meilleure anticipation des imprévus, et il donc serait judi-
cieux et préconisable dans le cadre des dispositions Solvabilité II d'implémenter une
méthode qui en tiendrait compte.

Si ce premier point est commun à tous les assureurs et à tout organisme soumis
au risque de contrepartie, le deuxième phénomène est propre à l'assurance crédit. Il
s'agit de la capacité d'atténuer le risque, que nous avons aussi abordée en 1.3. En e�et
lors de la souscription d'un contrat, il y a une limite dé�nie pour un client concerné
par le contrat, indiquant le montant maximal que l'assureur va rembourser à l'assuré
en cas de faillite de son client. Cette limite a vocation à baisser si l'analyste crédit qui
suit l'a�aire juge que la situation �nancière de la société est dégradée. De surcroît, la
limite peut être annulée si l'entreprise est soupçonnée de défaut proche. De ce fait,
même si une entreprise fait défaut, si la limite pour cette entreprise a été annulée, il
n'y aura pas de conséquence pour l'assureur, donc il n'y a pas lieu d'augmenter les
capitaux. C'est ce qu'on appelle capacité d'un assureur crédit d'atténuer le risque.
Rappelons que le fonctionnement de ce mécanisme est schématiquement représenté
dans la Figure 1.4.1. Il serait intéressant de prendre en compte et de mesurer cette
capacité faisant que la perte espérée pour un assureur crédit n'augmente pas de la
même façon (vitesse) que celle d'un assureur quelconque.

Les méthodes ont pour but d'implémenter ces deux points dans le modèle in-
terne. Alors que dans la première méthode, la prise en compte de ces deux points
est explicite, elle sera implicite dans la seconde grâce à la structure par terme de
probabilité de défaut.

Dans un deuxième chapitre nous aborderons le thème de la structure de dépen-
dance entre risques systémiques (introduits dans 3). Nous relâcherons l'hypothèse
selon laquelle les risques systémiques sont modélisés comme un vecteur gaussien, et
regarderons comment les engagements de l'assureur changent si le vecteur de risques
systémiques suit une loi de Student multivariée.

Le troisième chapitre introduit le prix de marché du risque, cette variable per-
mettant de passer d'une évaluation en univers risque neutre à un univers réel et vice
versa. Nous estimerons le prix de marché du risque de taux a�n d'obtenir des prix
de Zéro Coupons. En assurance, l'évaluation en univers risque neutre est utile pour
le calcul de Best Estimate, qui représente les provisions de l'assureur, c'est-à-dire
ce que l'assureur doit mettre de côté pour faire face aux engagements qu'il a déjà
souscrits.



C'est de ce dernier, et également de calcul SCR, dont il sera question dans le qua-
trième chapitre. Nous présenterons alors une façon de calculer le Best Estimate dans
un cadre de dépendance entre risque de taux et de crédit. On relâchera l'hypothèse
d'indépendance habituellement faite, car en estimant les probabilités de transition
et de défaut nous nous apercevons que le taux d'intérêt est une variable importante,
étant donné que ses variations in�uencent les transitions entre ratings.

Le dernier chapitre présentera deux approches complémentaires qui pourraient
être utilisées pour calculer le SCR dans le cadre d'un modèle multifactoriel sans faire
de simulations.



Chapitre 1

Prise en compte des cycles de crédit
pour le calcul des pertes

L'assurance crédit est a�ectée par les �uctuations cycliques du marché et du
crédit, et ce d'une manière assez inhabituelle. En e�et, l'impact des défauts est
important au commencement d'une crise, mais par la suite l'in�uence de ces �uc-
tuations diminue en un temps relativement bref. Les entreprises commerciales ont
besoin d'un assureur crédit pour faire face au cas où leurs clients ne paieraient pas
leurs factures en temps et en heure, où le risque de devenir insolvable rapidement
deviendrait donc important. Elles souscrivent ainsi à une police d'assurance leur
garantissant que tout ou partie des factures leur sera remboursée par l'assureur le
cas échéant. Toutes les compagnies sont aptes à souscrire à ces polices d'assurance
contre le défaut de paiement, et donc aussi bien les petites que les grandes sont as-
surées. Ainsi, l'assureur crédit prend en charge le risque d'insolvabilité ou de défaut
prolongé 1, ce qui le rend très sensible aux cycles du crédit, et éventuellement du
marché. Même si le risque que l'assureur supporte est toujours un risque de crédit,
celui-ci est di�érent du risque de crédit issu des marchés �nanciers. Tout d'abord du
fait de la diversité des sources de risque ; les compagnies en défaut peuvent provenir
de secteurs très di�érents, des petites entreprises de proximité aux géantes multina-
tionales. Deuxièmement, le risque n'est pas coté, il n'y a ni o�re ni demande. Ainsi,
l'assureur crédit doit gérer son portefeuille au travers des cycles, ce qui fait que
son aversion au risque et les actions gestionnaires ne seront pas les mêmes au cours
de cette période. Nous essaierons de prendre ceci en compte. Un certain nombre
de recherches essaient de découvrir s'il y a coîncidence des cycles de crédit et de
marché, mais il semblerait qu'il n'y ait pas de réponse arrêtée à cette question (voir
par exemple [54], [53] et leurs références). Ces deux cycles semblent obéir à cer-
taines lois macro-économiques, comme l'illustre la partie 4.1, et les variations de
PIB pourraient expliquer au moins partiellement les mouvements cycliques du cré-
dit. La di�érence entre ces deux cycles ne sera de toute façon pas fondamentale dans
ce qui suit. Il est possible de travailler avec n'importe lequel pour autant que l'on
distingue les périodes d'amélioration de celles de ralentissement, puisqu'il y a signi-
�cativement plus de défauts dans ces dernières, et tant que l'hypothèse du caractère

1. Il y a défaut prolongé si la période de règlement de facture dure plus longtemps que celle qui
a été négociée initialement.
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markovien des processus est réaliste. Le problème sera pour nous de distinguer le
point critique, où le nombre de défauts change radicalement, c'est-à-dire les chan-
gements de régime de défauts. Lorsque le cycle chute, on peut remarquer que le
nombre d'entreprises insolvables ou incapables de payer leurs factures augmente de
manière considérable. Par conséquent l'assureur devrait rembourser des montants
colossaux et risquerait de devenir insolvable lui-même, ce qui serait probablement
le cas si les assureurs de crédit ne pouvaient pas limiter leurs pertes en réduisant
leur exposition aux �rmes (clientes du marché de l'assurance) dont la rentabilité de
crédit diminue. Dans ce cas, l'assureur prévient l'assuré dont le montant accordé a
diminué que ses clients pourraient ne plus être solvables, et qu'il devrait lui-même
réduire ses échanges commerciaux avec ces-derniers. D'un autre côté, quand l'assu-
reur pense que les conditions économiques sont plus favorables, il prendra plus de
risque et augmentera les garanties. Voir [71] pour une introduction à l'atténuation
des risques en assurance de crédit. Le grand nombre d'entreprises en défaut au même
moment en début de crise impacte l'assureur crédit assez considérablement (si ce-
dernier n'a pas correctement anticipé le commencement de cette crise). Cependant,
une fois que le nombre de défauts a augmenté et que l'on observe les conséquences
de la crise, l'assureur crédit peut réduire son exposition aux �rmes risquées - il y a
un compromis réalisé entre une perte d'argent immédiate et une perte de crédibilité
future, synonyme de perte de richesse à venir - et réduire ses pertes. En résumé, l'as-
sureur peut accroître ou réduire le risque qu'il supporte, ce qui est plus compliqué
pour les banques par exemple. Ces raisons montrent l'importance pour un assureur
crédit de savoir prédire l'état futur de la situation économique, et pour les équipes
actuarielles de déterminer un capital de risque basé sur cette situation. L'assureur
calcule son Capital Economique pour une période d'un an. Dans les modélisations
actuelles, la capacité à modi�er les expositions et le portefeuille ne sont pas prises
en compte, ce qui mène à une surestimation du capital. La raison derrière ceci est
que les conséquences d'une réduction à l'exposition en temps de crise sont plus im-
portantes que celles dues à l'augmentation de l'appétence au risque en période de
prospérité. Notre étude présente un moyen de prendre en compte les cycles dans
notre modèle interne, et introduit les augmentations et diminutions d'exposition.
Dans la première partie, nous présenterons le modèle de référence où tous les pa-
ramètres sont �xés. La deuxième partie consistera en l'introduction d'un modèle à
deux périodes, permettant de s'adapter au cycle. Dans la dernière partie nous ap-
pliquerons ce modèle au portefeuille d'une assurance de crédit et comparerons les
valeurs du Capital Economique dans les deux cas. La première partie de ce chapitre
est tirée en partie de l'article [11].

1.1 Une nouvelle modélisation - Prise en compte des

actions du management

La modélisation présentée en 3 est mono-périodique, ce qui signi�e que tous
les paramètres, ainsi que les variables considérées sont dé�nies sur une période. La
capacité à payer est la capacité à payer mono-périodique, s'il y a défaut, il y a
un défaut unique sur la période... Etant donné que nous ne savons pas exactement



lorsqu'ils vont se produire, nous supposerons que tous les défauts sont réalisés en
�n de période. En pratique, la période sur laquelle nous travaillerons est l'année
puisque les capitaux sont calculés sur une base annuelle. Nous voulons introduire la
possibilité pour l'assureur de gérer ses expositions au cours de l'année. Il peut en
e�et réduire, voire même supprimer, son exposition aux acheteurs dont la solvabilité
diminue, ce qui a un impact sur ses capitaux. Ainsi, grâce à ce type de gestion,
les capitaux de l'assureur de crédit devraient plus faibles que ceux estimés avec un
modèle mono-périodique, ce que nous aimerions prendre en compte. Nous avons déjà
eu un aperçu des conséquences de ce type de gestion du portefeuille dans la section
4.2.1, lorsque nous avons vu que les taux de défaut avaient fortement baissés, 6
mois après avoir explosé sous l'e�et de la crise de 2008. Nous introduirons pour cela
une étape de mi-période, ce qui créera un modèle à deux périodes, que l'on pourra
aisément transposer en modèle multi-périodique. Travailler sur une base semestrielle
est su�sant et cohérent en assurance de crédit, étant donné que cela correspond au
temps de réaction moyen. Cela signi�e que six mois après le début d'une crise,
les man÷uvres de gestion ont déjà été mises en place, et donc les expositions aux
entreprises très risquées ont été drastiquement réduites, voire supprimées. On peut
ainsi considérer que les caractéristiques du portefeuille changent également tous les
six mois. Les capitaux estimés par ce modèle devraient donc être plus réalistes.

Nous présenterons tout d'abord l'idée conductrice du modèle, et exposerons par
la suite les paramètres à estimer. L'idée principale est ici de séparer la période unique
en deux sous-périodes.

1.1.1 Première période

Les paramètres sont déterminés pour la première période. Les probabilités de
défaut sont les plus intéressantes pour le moment, puisqu'elles contiennent des in-
formations sur la phase du cycle de la période en cours. Cependant si nous prenons
des périodes "trop longues" pour faire le calcul de ces probabilités de défaut, il est
possible que nous ne remarquions pas les phases de récession, dues à la gestion des
contrats après le "déclenchement" d'une crise.

A la �n de la période, nous calculons le nombre d'insolvables et nous déterminons,
d'après un certain critère, s'il est plus probable que la phase du cycle soit haute ou
basse. Nous donnerons plus de détails sur ce critère dans la partie suivante.

Nous calculons alors les pertes liées aux défauts d'insolvabilité et aux défauts
prolongés. La solvabilité des acheteurs peut changer à la �n de cette période, et leur
catégorie peut s'en retrouver largement modi�ée pour la seconde, alors que dans le
modèle mono-périodique, les acheteurs ne pouvaient changer de rating qu'à la �n de
l'unique période.

1.1.2 Deuxième période

Au début de la seconde période, nous avons donc un nouveau portefeuille étant
donné que les acheteurs peuvent avoir changé de catégorie, et que certains d'entre
eux ont mêm pu être exclus du portefeuille. Les expositions ont donc également pu
être modi�ées depuis le début de la première période si la solvabilité est amoindrie,



ce qui était impossible dans le modèle mono-périodique. La phase du cycle dans la
deuxième période peut être haute ou nasse. A�n d'inférer cela pour cette phase,
nous pouvons regarder le cycle de la première période, une fois celle-ci passée et
lorsque nous aurons de l'information sur ce qui s'est produit (au moins le nombre de
défauts). La dépendance entre la première et la deuxième période est modélisée par
une chaîne de Markov ; les deux états de la chaîne seront {Croissance,Récession}.
Dans ce qui suit la croissance sera aussi appelée phase haute du cycle et la récession
phase basse du cycle. Les probabilités de transition d'une chaîne de Markov su�sent
à la dé�nition de la chaîne 2. Il nous faudra donc estimer cette matrice de transition.
De nombreux exemples existent dans la littérature, par exemple [5] où il est question
d'étudier les cycles du marché.

Les pertes de la seconde période sont ensuite ajoutées à celles de la première.

1.2 Paramètres du modèle

Les paramètres que nous devons estimer pour les périodes de récession et d'ex-
pansion sont les suivants, pour des états hauts ou bas du cycle :

� Matrice de transition entre les ratings, avec les probabilités de défaut en der-
nière colonne, notées Pl and Ph ;

� Un vecteur de probabilité de défaut prolongé pour chaque catégorie, πl et πh ;
� Un vecteur avec les UGDs pour chaque catégorie, UGDl et UGDh ;
� Un vecteur (ou une matrice) de coe�cients re�étant les variations des exposi-
tions, cl et ch.

Les paramètres de la première période devraient être déterminés, les probabilités
de défaut d'insolvabilité et les matrices de transition entre ratings devraient être
données également.

Le fait de trouver des estimateurs de qualité serait d'un grand intérêt pour de
futurs travaux. Une approche cohérente consisterait en l'utilisation d'une Chaîne
de Markov Cachée (ou Chaîne de Markov avec changement de régime) (voir [46],
[5], [47]). D'autres articles présentent des techniques d'estimation (sur les cycles
du crédit, du marché ou sur d'autres facteurs) [15], [38], [51],[54],[64], [57]. Nous
avons également mené une étude sur l'estimation des matrices de transitions condi-
tionnelles à des facteurs macroéconomiques. Les résultats de cette estimation seront
présentés dans le dernier chapitre, où nous nous intéresserons aux calculs de Best Es-
timate et de quantiles dans le cadre d'un modèle multifactoriel, conditionnellement
indépendant par rapport à des facteurs macroéconomiques.

1.2.1 Matrices de transitions et probabilités de défaut

Matrices de transition

Nous avons, dans le cadre de cette étude, utilisé des estimateurs dé�nis dans [57],
et repris dans [51]. L'hypothèse de travail est que les matrices de transitions entre
ratings sont homogènes sur les périodes de croissance et récession. Cette hypothèse
est assez réaliste si les périodes hautes et basses du cycle décrivent parfaitement les

2. si les conditions initiales sont données



transitions entre ratings. Ceci peut donc être réducteur par rapport à la réalité qui
est bien plus complexe. Cependant le comportement de l'assureur est assez homogène
lors des périodes de crise et de croissance : lors des premières il est averse au risque, et
lors des secondes il prendra des risques. Ces comportements devraient donc traduire
des caractéristiques propres aux matrices de transition.

Après avoir distingué les périodes de cycle bas et de cycle haut, nous les avons
groupées, le but étant de trouver les matrices de transition pour une période en cycle
bas et une autre pour le cycle haut.

En temps continu, une chaîne de Markov est décrite par une matrice génératrice
Λ, qui est telles que la matrice de transition entre 0 et t, Pt, est donnée par l'equation :

Pt = exp tΛ

A�n que Pt soit une matrice de transition de chaîne de Markov, donc une matrice
stochastique 3, il y a des conditions pour qu'une matrice soit génératrice :

λij ≥ 0 et λii = −
∑
j 6=i

λij

Donc ces entrées doivent être positives et la somme des coe�cients en ligne doit être
nulle.

Nous allons donc estimer une matrice génératrice pour les périodes de cycle bas,
notée ΛB et une autre pour les périodes de cycle haut ΛH .

Un estimateur de Λ est donné par (cf. [51]) :

λ̂ij =
Tij∫ t

0
Ei
sds

,∀i, j

où Tij est le nombre de transitions de la classe i à la classe j entre 0 et t, et Ei
s est

l'e�ectif de la classe i à l'instant t. En calculant cette intégrale, nous connaîtrons
donc le temps que les acheteurs auront passé dans le rating i.

Etant donné que nos données sont discrètes, car nous n'avons pas la date exacte
d'entrée ou de sortie d'une classe, nous adapterons la formule de l'estimateur ci-
dessus pour avoir l'estimateur du générateur en cycle c ∈ {Croissance,Récession}.
Nous aurons alors, après avoir groupé les périodes de même cycle :

λ̂cij =
Tij∑t

k∈1...nc E
i
kds

,∀i, j

avec nc qui présente la longueur de la série des données pour le cycle
c ∈ {Croissance,Récession}. Nous supposons que les entrées et sorties d'une classe
se font à la �n de la période de discrétisation (le mois dans notre cas) Nous adaptons
une formule en continu, à un cas discret, ce qui génère une certaine erreur. Cependant
le mois est une période assez courte pour supposer que nous ne perdons que peu
d'information, car il n'y a pas beaucoup de changements d'états pour un même
acheteur en intra-mensuel.

3. La somme des coe�cients en ligne est égale à 1 et les coe�cients sont positifs.



En ayant Λc, nous pouvons calculer la matrice de transition à k mois pour le
cycle c, comme

P c
k = exp kΛc

La dernière colonne de cette matrice donne la transition vers l'état de défaut
d'insolvabilité.

Probabilité de défaut prolongé

D'une façon similaire à ce qui a été fait pour les matrices de transition, la pro-
babilité de défaut prolongé pci pour la classe i en cycle c, est estimée par :

pci =
Di∑t

k∈1...nc E
i
kds

où Di est le nombre de défauts prolongés dans la classe i pendant le cycle c.

1.2.2 Variations d'expositions et UGDs conditionnels

Variation d'expositions en fonction du cycle

Les expositions de l'assureur ne seront pas les mêmes en phase haute et basse
du cycle, car comme expliqué plus haut son degré d'aversion au risque ne sera pas
la même. Ceci se traduit par le fait qu'il peut faire sortir des acheteurs de son
portefeuille s'ils sont considérés comme "trop" risqués, donc annuler toute garantie
qui impliquerait une perte si cet acheteur fait défaut. Ainsi, si défaut il y a, il n'y
aura pas d'impact, d'où une baisse des taux de défaut quelques temps après le début
d'une crise. Le contraire est vrai pour les périodes d'expansion, où l'assureur prend
plus de risques.

Sans aller jusqu'à annuler toute garantie sur un acheteur considéré à risque,
l'assureur peut baisser cette garantie d'un certain pourcentage. L'idée sera ici de
donner une estimation de ce pourcentage.

L'UGD est l'utilisation de la garantie en cas de défaut, alors que la variable que
l'on cherche à estimer ne sera pas liée à une notion de défaut. On cherche à savoir
comment vaire l'exposition des acheteurs qui seront toujours dans le portefeuille à
la �n de la première période.

Pour cela nous avons divisé l'année civile en deux 4, et pour chaque période ainsi
créée, nous déterminons s'il s'agit d'une période de cycle bas ou cycle haut. Puis
nous calculons pour chaque rating, une variation d'exposition moyenne pour chaque
type de cycle.

UGDs conditionnels

Des UGDs pour chaque phase de cycle ont été calculés.
Les UGDs sont calculés avec les données sur les expositions et les défauts. Pour

chaque année civile, nous divisons l'année en deux et pour chaque sous période, nous
déterminons le cycle. Nous faisons la moyenne du ratio entre l'exposition à l'instant
de défaut et l'exposition en début de période, pour chaque rating.

4. Etant donnée que les capitaux se calculent pour des portefeuilles au 1 janvier.



1.3 Calcul mathématique des pertes

Soit N le nombre total d'acheteurs dans le portefeuille. Soit Ln l'exposition de
l'acheteur n au début de la période. Soit Gn la catégorie de l'acheteur n au début
de la période, Gn ∈ {1, ..., J} où J est le nombre de ratings.

1.3.1 Perte de la première période

La perte totale à la �n de la première période sera :

Loss1 =
N∑
n=1

Ln × UGD(Gn)× [Zn ≤ d(Gn)]

où [.] désigne le crochet d'Iverson 5

Remarque : Dans la formule, nous avons UGDGncar les UGDs sont estimés par
catégorie et probabilité de défaut. En pratique, on calcule d(Gn) pour chaque caté-
gorie comme le quantile d'une variable Gaussienne standard, d(Gn) = Φ−1 (pGn) 6.

1.3.2 Changements dans le portefeuille au cours de la pre-

mière période

Soit def le nombre de défauts de la première période, def =
∑N

n=1 [Zn ≤ d(Gn)].

Si le taux de défaut
def
N

=
∑N

n=1

[Zn ≤ d(Gn)]

N
remplit un certain critère, on suppose

alors que l'état de la première période était El, ou Eh dans le cas contraire. Nous
développerons ce point plus avant dans la partie 1.3.4.

Concernant les transitions entre catégories, les mêmes principes que pour les
défauts s'appliquent : les seuils de défaut sont calculés en utilisant les matrices de
transition P et en supposant que Z est une variable Gaussienne standard.

La probabilité d'un acheteur n de passer de Gn = i à j ∈ {1, ..., J} est la
suivante :

P (di,j+1 ≤ Z ≤ dij) = Φ (dij)− Φ (di,j+1) = pij

avec di,j+1 ≤ dij.
Les seuils dij de passage de i à j sont calculés par :

∀j ∈ {J, ..., 1} , dij = Φ−1

(
J−1∑
k=j

pik + pi

)
(1.1)

5. Le crochet d'Iverson est égal à 1 si la condition dans le crochet est véri�ée et 0 sinon, comme
la fonction indicatrice. L'avantage de cette écriture est qu'elle est plus compacte que celle d'une
fonction indicatrice.

6. Φ désigne la fonction de répartition d'une Gaussienne centrée réduite, comme c'est le cas de
Zn.



Figure 1.1 � Seuils de défaut et transitions comme quantiles d'une loi normale

avec J = 10 dans notre cas.
A la �n de la première période, la structure du portefeuille aura changé : les

acheteurs en défaut ont quitté le portefeuille et les autres ont pu changer de catégorie,
ce qui implique que leurs caractéristiques, comme par exemple la probabilité de
défaut, change pour la seconde période.

1.3.3 Pertes de la seconde période

La matrice de transition de la seconde période est donnée conditionnellement à
l'état du cycle dans la première période.

P2 =

{
Ph, de probabilité P (E2 = h|E)

Pl, de probabilité P (E2 = l|E)

La probabilité de défaut prolongé sera choisie aléatoirement, conditionnellement
à la première période, et donc :

π2 =

{
πh, de probabilité P (E2 = h|E)

πl, de probabilité P (E2 = l|E)



Nous calculons alors le nouveau seuil de défaut avec la formule 1.1 pour les états
hauts et bas du cycle, et nous avons alors simplement à choisir entre les deux.

Les pertes de la seconde période sont données par la formule :

Loss2 =
N−def∑
n=1

L2
n × UGD(E,G2

n)×
[
Z2
n ≤ d2(G2

n)
]

où L2
n est l'exposition de l'acheteur n au début de la deuxième période. Elle est

supposée être égale à cn × Ln où cn est un coe�cient re�étant l'augmentation ou la
diminution de l'exposition de la catégorie n.

L'estimation des coe�cients cn est extrêmement importante. Ils peuvent être dé-
terminés par le biais des déclarations de sinistres passées et en observant la manière
dont l'exposition des acheteurs en défaut a évolué au cours de l'année précédant
le défaut. On pourrait s'attendre à ce que dans les états hauts, l'exposition aug-
mente, et qu'elle diminue dans les états bas. Idéalement, nous pourrions estimer une
matrice C de coe�cients re�étant l'évolution de l'exposition des acheteurs chan-
geant de catégorie. Cependant, a�n d'avoir plus d'observations, et par conséquent
une estimation plus �able, nous choisissons de considérer un vecteur de coe�cients
traduisant l'évolution de l'exposition des acheteurs en fonction de leur catégorie au
début de la période. La perte totale de l'année est alors Loss = Loss1 + Loss2.

1.3.4 Identi�cation du changement de régime

Si le taux de défaut dans la première période est su�samment élevé, donc si∑N
n=1

[Zn ≤ d(Gn)]

N
> def?, alors El est plus probable que Eh (Eh est plus probable

sinon).

Hypothèse 8. Le taux de défaut pour un tirage R donné, noté
def

N
, est un bon

estimateur (sans biais et e�cace) de la moyenne des probabilités conditionnelles des
acheteurs du portefeuille 1

N

∑N
n=1 p

n|R.

Démonstration. On utilisera le théorème de Kolmogorov (voir Annexe).
On peut l'appliquer à la " suite " de variables aléatoires représentant les défauts

conditionnels, c'est-à-dire Xn = [Zn ≤ dn|R] =

[
εn ≤ dn−%nR√

1−%2
n

|R
]
pour n = 1, ..., N .

Ces variables sont bien indépendantes des (εn) pour n = 1, ..., N .
On choisit an = n pour n = 1, ...,+∞.
La première hypothèse est véri�ée.

E ([Zn ≤ dn|R])2 = V ([Zn ≤ dn|R]) + (E ([Zn ≤ dn|R]))2 (1.2)

= pn|R(1− pn|R) +
(
pn|R

)2
= pn|R < 1 (1.3)

La deuxième hypothèse est véri�ée car nous avons :

+∞∑
n=1

V ([Zn ≤ dn|R])

n2
=

+∞∑
n=1

pn|R(1− pn|R)

n2
<

+∞∑
n=1

1

4n2
< +∞ (1.4)



Alors ∑N
n=1 [Zn ≤ dn|R]− E

(∑N
n=1 [Zn ≤ dn|R]

)
N

−→ 0 a.s.

Ensuite en utilisant :

1

N
E

(
N∑
n=1

[Zn ≤ dn] |R

)
=

N∑
n=1

P (Zn ≤ dn|R) (1.5)

=
1

N

N∑
n=1

pn|R (1.6)

1

N

N∑
n=1

[Zn ≤ dn|R]− 1

N

N∑
n=1

pn|R −→ 0 a.s. (1.7)

Le taux de défaut observé pour un R donné est donc un estimateur convergeant
de l'espérance conditionnelle de la moyenne des variables aléatoires de Bernoulli
représentant les défauts. Cet estimateur est sans biais et e�cace.

Remarque 9. La somme des probabilités conditionnelles de défaut individuel sera
toujours supérieure en cycle bas par rapport au cycle haut.

Ceci est dû au fait que si prn > pen alors Φ−1(prn) = drn > Φ−1(pen) = den.
Ainsi

1

N

N∑
n=1

P

(
εn ≤

drn − %nwnR√
1− %2

|R

)
>

1

N

N∑
n=1

P

(
εn ≤

den − %nwnR√
1− %2

|R

)
.

Donc, conditionnellement à R, le nombre de défauts sera toujours plus grand en
cycle bas qu'en cycle haut. Parfois, pour certaines observations de R, la di�érence
entre les deux probabilités conditionnelles ne sera pas très importante, mais d'autres
fois elle pourra être très marquée. Ainsi, le vecteur R traduit une certaine structure
de corrélation entre les acheteurs, toujours plus importante en récession qu'en ex-
pansion. Le graphique suivant représente une approximation de la distribution des
défauts pour les cycles hauts en noir, et bas en rouge.

On peut remarquer que les deux fonctions de densité se coupent en un point.
Cela signi�e qu'en ce point, la probabilité def? d'avoir ce nombre de défauts en
cycle bas est la même qu'en cycle haut. Pour les nombres de défauts tels que def <
def?, la probabilité qu'ils viennent d'un cycle en état haut est plus importante que
celle qu'ils viennent d'un cycle en état bas, et inversement pour def > def?. Nous
pouvons également calculer les probabilités a posteriori d'être en cycle haut ou
bas. Les données utilisées par le modèle proviennent des probabilités de défaut qui
contiennent des informations sur l'état du cycle. D'après la loi précédente, nous
pouvons � décoder � cette information, et après application de cette dernière, nous
saurons si ces probabilités seront plus hautes en cycle haut ou bas. En pratique,
ceci est déduit du nombre de cas de � chutes � en état de cycle bas, noté xl, et en
état de cycle haut, xh. Si xh > xl, les probabilités du modèle � décrivent � un état
économique plus proche d'un état de cycle haut que d'un état de cycle bas.



Figure 1.2 � Approximations des lois de probabilités du nombre de défauts

1.4 Algorithme et simulations

Il n'y pas de formule à proprement parler pour les quantiles de perte et il faut
donc se servir de simulations de Monte Carlo a�n de les trouver. Dans cette par-
tie, nous décrivons l'algorithme et les simulations nécessaires à la détermination
numérique de la distribution des pertes. On suppose les seuils de défauts obtenus
par :

Pour chaque simulation t = {1, ..., T}

1. Simuler Rt suivant une Gaussienne multivariée N (0,Σ).

2. Simuler N Gaussiennes centrées réduites indépendantes εtn pour n ∈ 1...N

3. Les capacités à payer pour chaque acheteur sont calculées par

Zt
n = %n

twnR
t

‖ 〈twnM〉 ‖2

+
√

1− %2
nε

t
n

4. Pour tout acheteur n si Zt
n ≤ d(Gn) alors l'acheteur n est insolvable et sort du

portefeuille.

5. Pour tout acheteur n si dGn ≤ Zt
n ≤ D(Gn) l'acheteur n est en défaut prolongé.

6. Les pertes sont égales à la somme des pertes pour défauts prolongés et d'in-
solvabilité.



7. Pour tout acheteur n qui n'a pas fait défaut, si d(Gn)j+1 ≤ Zt
n ≤ d(Gn)j,

l'acheteur n va de Gn vers le rating j pour j ∈ {1, ..., J}
8. def est le nombre d'acheteurs insolvables.

9. Pt est le nouveau portefeuille à la �n de la période.

Si def < def? alors Eh, sinon El.
Soit u un tirage d'une loi uniforme sur [0, 1].
Si u < P (E2 = h|E) alors E2 = h, sinon E2 = l.

1. Simuler Rt′ suivant une Gaussienne multivariée N (0,Σ).

2. N − def gaussiennes centrées réduites εt
′
n for n ∈ 1...N − def

3. Calculer les capacités à payer

Zt′

n = %n
twnR

t′

‖ 〈twnM〉 ‖2

+
√

1− %2
nε

t′

n

4. Pour tout acheteur n si Zt′
n < d2

(Gn) alors l'acheteur n est insolvable.

5. Pour tout acheteur n si d2
(Gn) ≤ Zt′

n ≤ D2
(Gn) l'acheteur n est en défaut prolongé.

6. La perte est égale à la somme des pertes des di�érents défauts.

1.5 Données et résultats

1.5.1 Données et estimations de paramètres

Nous avons estimé les paramètres d'après les taux historiques mensuels d'un por-
tefeuille d'assureur de crédit entre 2005 et 2012, que nous avons présenté dans la
section 4.1. Le portefeuille était composé d'entreprises établies en France, et aux-
quelles l'assureur de crédit était positivement exposé pendant au moins un mois
au cours de cette période. Etant donné qu'il y avait aux alentours de 2 million de
compagnies dans notre base de donnée, il aurait fallu des machines possédant au
moins 16 Go de RAM a�n d'estimer les paramètres, et pas moins de 32 machines
calculant simultanément pour simuler les pertes a�n d'avoir les résultats dans un
délai raisonnable. Le programme utilisé repose sur une version adapté de celui vu
en 4.3. Nous avons choisi d'utiliser les cycles du marché comme principale variable
de nos calculs. Nous avons donc estimé les matrices de transition semestrielles, en
temps de récession et d'expansion.

Paramètres estimés

Le but de cette étude est de proposer un modèle permettant d'avoir un capital de
solvabilité plus réaliste, prenant en compte les actions de gestion, qui ont un impact
important dans le cas d'une récession et limitent les pertes de l'assureur. Nous savons
qu'il existe d'autre méthodes plus précises a�n d'estimer les matrices de transition
ou les UGDs. Cependant, travailler avec une base de données si importante a été
utile, et nos estimations se sont révélées plutôt satisfaisantes, et cohérentes avec nos
attentes.



Matrices de transitions

Les résultats pour les matrices de transitions de 6 mois sont les suivants :
Ph=

79.057% 10.896% 2.930% 1.628% 4.638% 0.613% 0.162% 0.074% 0.001% 0.000% 0.000%

1.270% 76.223% 7.127% 2.736% 10.581% 1.491% 0.347% 0.212% 0.010% 0.002% 0.000%

0.129% 1.440% 76.903% 5.552% 13.504% 1.795% 0.464% 0.198% 0.011% 0.002% 0.000%

0.045% 0.315% 2.168% 86.068% 8.213% 2.435% 0.591% 0.157% 0.007% 0.001% 0.000%

0.005% 0.028% 0.147% 1.182% 91.872% 4.427% 1.871% 0.450% 0.014% 0.001% 0.002%

0.002% 0.009% 0.045% 0.214% 2.624% 91.625% 4.415% 1.024% 0.032% 0.002% 0.009%

0.000% 0.003% 0.025% 0.085% 0.737% 10.576% 85.311% 3.143% 0.092% 0.008% 0.020%

0.001% 0.002% 0.013% 0.042% 0.404% 5.574% 14.769% 78.190% 0.956% 0.036% 0.014%

0.000% 0.026% 0.048% 0.172% 0.424% 3.498% 11.585% 4.805% 79.021% 0.419% 0.003%

0.000% 0.001% 0.006% 0.220% 0.084% 2.063% 10.839% 1.529% 4.509% 80.747% 0.003%

0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 100.000%

Pb=

70.451% 15.179% 7.499% 3.570% 2.335% 0.871% 0.085% 0.006% 0.002% 0.001% 0.001%

2.554% 75.522% 12.343% 5.197% 3.188% 0.989% 0.171% 0.014% 0.011% 0.005% 0.006%

0.185% 2.164% 81.448% 9.907% 4.401% 1.528% 0.325% 0.029% 0.009% 0.003% 0.001%

0.028% 0.212% 1.809% 83.782% 10.419% 3.112% 0.580% 0.047% 0.008% 0.001% 0.001%

0.002% 0.015% 0.125% 0.914% 92.148% 5.425% 1.229% 0.129% 0.009% 0.001% 0.003%

0.001% 0.003% 0.025% 0.124% 4.708% 91.191% 3.475% 0.429% 0.027% 0.007% 0.011%

0.000% 0.001% 0.015% 0.049% 0.833% 12.934% 84.166% 1.813% 0.145% 0.021% 0.023%

0.000% 0.000% 0.005% 0.020% 0.398% 5.685% 8.074% 83.667% 2.060% 0.066% 0.026%

0.000% 0.001% 0.031% 0.122% 0.488% 5.466% 7.134% 18.550% 67.807% 0.324% 0.078%

0.000% 0.000% 0.003% 0.012% 0.615% 4.213% 1.039% 3.149% 17.652% 73.314% 0.004%

0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 0.000% 100.000%

UGDs

Les estimations pour les UGDs, utilisées ensuite pour les calculs, sont les sui-
vantes :

Grade UGDr UGDe

1 0.146% 0.132%
2 0.1479% 0.133%
3 0.149% 0.137%
4 8.745% 8.22%
5 13.93% 12.99%
6 20.51% 18.95%
7 27.06% 24.63%
8 27.57% 24.75%
9 32.51% 24.88%
10 40.01% 25.00%

En récession les UGDs sont plus grands qu'en croissance. Comme évoqué précé-
demment, cela s'explique par le fait qu'en récession, les expositions baissent.



Variations d'expositions

Regardons les variations d'expositions que nous avons estimées :

Grade er ec

1 1 1
2 0.9833 1.0350
3 0.9921 1.0565
4 0.9703 1.0560
5 0.9195 1.0164
6 0.8286 1.0241
7 0.8574 1.0763
8 0.6950 1.1251
9 1 2.6916
10 1 1

Les expositions augmentent en cycle haut et diminuent en cycle bas, ce qui
con�rme ce que l'on pensait quant à l'aversion au risque de l'assureur. Les hausses et
baisses d'expositions ne sont donc pas régulières, et n'augmentent ni ne diminuent
avec les ratings. Ceci peut venir du fait que les expositions en période de crise
augmentent le plus pour les classes qui les ont vues diminuer en période de récession,
comme pour les classes 7,8,9. En période de récession, elles diminuent le plus pour
les ratings 6, 7 et 8. C'est comme si lors de la période de récession, les entreprises
perdaient un rating et voyaient leurs risques supportés par l'assureur diminuer, et en
croissance, une fois leur rating dégradé, l'exposition augmentait considérablement.

Convergence de quantiles

D'après les paramètres que nous avons estimés, nous simulons les pertes avec
l'algorithme détaillé en 1.4 et nous voulons voir l'impact de notre modèle sur le
Capital Economique. Le graphique de la �gure 3.2.2 donne une idée de la convergence
du Capital Economique pour des quantiles à 99%. 7

1.5.2 Resultats

Les densités de perte annuelles 1.5.2 sont obtenues grâce au modèle à deux
périodes. Nous avons comparé le modèle mono-périodique soumis à trois hypothèses,
la première étant de supposer que le cycle était haut pendant l'année entière, notée
1 période H, la deuxième où nous étions à mi-chemin entre cycle haut et bas, notée
1 période TTC, et la troisième où le cycle était bas, notée 1 période L, au modèle
à deux périodes décrit ci-dessus, où la première période a plus de chances d'être en
état de cycle haut, notée 2 période H, et le dernier cas où nous supposions que la

7. Dans la directive Solvabilité 2 il est requis de calculer les quantiles à 0.995 pour l'estimation du
Capital Economique, mais ici pour des raisons pratiques, puisque cela demande plus de simulations
pour converger, on utilise le quantile à 0.99.



Figure 1.3 � Convergence des quantiles à 0.99

première période avait plus de chances d'être en état de cycle bas, notée 2 période
L.

Les variations du Capital Economique, c'est-à-dire Quantile à 99% - Perte espé-
rée, sont :

CE 2 period L −CE 1 period L
CE 1 period L

−9.3%
CE 2 period H −CE 1 period H

CE 1 period H
−1.8%

CE 2 period L −CE 1 period TTC
CE 1 period TTC

−3.9%
CE 2 period H −CE 1 period TTC

CE 1 period TTC
−9.6%

Tout d'abord, nous remarquons que le Capital Economique déterminé grâce au
modèle à deux périodes est toujours plus faible que celui déterminé par le modèle
mono-périodique. Dans le cas où le cycle est supposé haut, pour la première période
au moins, modéliser les pertes à l'aide du modèle à deux périodes conduit à une
réduction de 1.8% du Capital Economique par rapport au modèle mono-périodique
sous la même hypothèse. Ceci est dû au fait qu'il y a une possibilité que le cycle



Figure 1.4 � Densités de pertes pour les di�érents modèles

soit bas durant le second semestre, et dans ce cas les expositions de l'assureur di-
minueront. Si nous le comparons au modèle mono-périodique ou le cycle peut être
haut ou bas de manière équiprobable (que nous appellerons � à travers le cycle � par
la suite), alors le Capital Economique est de 9.6% inférieur dans le modèle à deux
périodes, ce qui est cohérent avec nos attentes. Quand il est attendu que le cycle soit
bas au cours du premier semestre, le Capital Economique du modèle à deux périodes
est plus faible de 9.3% comparé à celui du modèle mono-périodique où le cycle est
bas durant toute l'année. Lorsque nous le comparons au Capital Economique sous
l'hypothèse " à travers le cycle ", il est plus faible de 3.9%. Il est logique d'avoir une
diminution plus faible sous l'hypothèse " à travers le cycle " que si le cycle était bas
toute l'année.

Conclusion

Nous avons présenté dans cette étude, un modèle prenant en compte les cycles du
marché et du crédit. Il convient particulièrement bien à l'assurance de crédit puisqu'il
prévoit la potentielle réduction des garanties o�ertes par l'assureur en cas de cycle



bas, et l'augmentation autrement. L'application numérique que nous en avons faite
semblerait mettre en exergue le fait que le Capital Economique déterminé à l'aide
de notre modèle à deux périodes serait inférieur à celui déterminé par le biais d'un
modèle mono-périodique, ce qui peut s'avérer très intéressant. Il permet également
à l'assureur de mieux adapter ses capitaux aux cycles du marché, et de faire moins
d'erreur d'estimation que dans un modèle mono-périodique. En e�et, un modèle plus
�exible permet d'avoir un capital économique qui correspondra mieux aux besoins
réels de l'assureur. La principale di�culté de ce modèle réside en la découverte de la
meilleure variable discriminante, ce qui nous permettra de di�érencier les états du
cycle, et donc les di�érentes décisions prises par l'assureur. Une fois cette variable
trouvée, les matrices de transition de Markov devraient être estimées de manière
cohérente. Utiliser la théorie des Chaînes de Markov Cachées a�n de trouver une
méthode d'estimation de ces matrices requerra un travail plus poussé.

1.6 Présentation d'une approche alternative : Mé-

thode PLMC

La méthode PLMC -Piecewise linear approximation via Monte Carlo simulation-
permettrait de rester dans un cadre cohérent avec le modèle interne présenté en (3),
tout en faisant varier les paramètres dans l'année.

La variable qui modélise la capacité à payer est une variable gaussienne d'espé-
rance nulle et de variance σ2. Notre but est d'intégrer dans le modèle interne une
structure par terme intra-annuelle de probabilités de défaut, et il faut donc faire des
hypothèses sur l'évolution de la capacité à payer durant d'une année.

Hypothèse 10. En s'appuyant sur le fait que la variable à un an doit être gaus-
sienne de variance σ2 8, on suppose que le processus de la capacité à payer est un
mouvement brownien de variance tσ2 pour t < 1, que l'on note (Wt)t∈R.

Remarque 11. Cette hypothèse implique entre autres que la capacité à payer pour
des périodes de l'année de même longueur suit la même loi, et que les capacités à
payer de deux périodes di�érentes sont représentées par des variables indépendantes.

On dé�nit alors le premier temps de passage d'un brownien au-dessous d'une
barrière de défaut d(t)(les seuils) supposée ici déterministe :

τ = inf {t > 0 | W (t) < d(t)} .

Si la barrière est linéaire de la forme

c(t) = α + βt (1.8)

avec α > x0 et β ∈ R, alors la densité de la loi du temps d'arrêt est [93]

8. Ici on présente le cas général où la variance est σ2, même si dans notre cas σ2 = 1



fc (t | t0, x0) =
α− x0√

2π (t− t0)3
e−(α+β(t−t0)−x0)2/(2(t−t0))

=
α− x0

(t− t0)
3
2

φ

(
α + β (t− t0)− x0√

t− t0

)
(1.9)

La formule ci-dessus est connue sous le nom formule de Bachelier-Lévy.
Si une barrière est linéaire par morceaux, c'est-à-dire de la forme :

c(t) = αi + βit pour t ∈ [ti−1, ti] et i > 1 (1.10)

avec ti = t0 + hi, h > 0 et αi, βi ∈ R. En posant αi+1 = αi + βiti, la fonction
t 7−→ c(t) est continue sur [t0,+∞[. On note ci = c(ti) les noeuds de c pour i > 0.
La fonction de densité de la transition du Brownien W par les valeurs x1, x2, ..., xn
aux instants t1, t2, ..., tn contrainte par la barrière absorbante linéaire par morceaux
c sur [ti−1, tn], et sachant que Wt0 = x0 < α1, est :

pa,c (t1, x1; t2, x2; ..., tn, xn t0, x0)

=
n∏
i=1

pa,c (ti, xi | ti−1, xi−1)

=
n∏
i=1

(
1− e−2(ci−xi)(ci−1−xi−1)/(ti−ti−1)

)
× 1√

2π (ti − ti−1)
exp

(
−(xi − xi−1)2

2 (ti − ti−1)

)
(1.11)

pour (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, xi 6 ci pour 1 6 i 6 n et x0 < c0 et t1 < t2 < ... < tn
donnés et �xes.
Donc

P (Wt1 ∈ C1, ...,Wtn ∈ Cn, τ > tn | Wt0 = x0)

=

∫
C1

...

∫
Cn

pa,c (t1, x1; t2, x2; ..., tn, xn t0, x0) dx1....dxn (1.12)

On cherche une approximation linéaire par morceaux, notée c, de la barrière in-
connue b. L'idée de l'algorithme d'approximation (PLMC) est de calculer la probabi-
lité que le premier temps de passage au dessous de la barrière c soit dans l'intervalle
]ti−1, ti], et de l'égaliser à la probabilité de passage à travers la "vraie" barrière b
dans le même intervalle. Les équations suivantes permettent de déterminer les coef-
�cients αi, βi ∈ R , pour chaque intervalle ]ti−1, ti], pour i > 1. L'algorithme peut
être divisé en deux étapes :

1.6.1 Première étape

On détermine la valeur de β1 dans 1.10, telle que la probabilité de passage à
travers c soit la même que la probabilité de passage à travers b dans l'intervalle [0, t1].



Pour nous, la probabilité de passage à travers la vraie barrière est la probabilité de
défaut pendant l'intervalle [0, t1]. On cherche donc la valeur de la pente β1 telle que :∫ t1

0

fc(t)dt = pt1 (1.13)

où pt1 est la probabilité de défaut durant [0, t1] et fc(t) est donnée par 1.9.

Remarque 12. α1 est l'ordonnée à l'origine et on peut supposer qu'elle est nulle si la
probabilité de défaut instantanée est nulle.

1.6.2 Deuxième étape

Une fois obtenus (α1, α2, ..., αn) et (β1, β2, ..., βn), avec n > 1, on pose αn+1 =
αn + βntn, et on détermine la valeur de βn+1 telle que la probabilité de passage de
W en-dessous de la barrière approximative c dans l'intervalle ]tn, tn+1] soit égale à la
probabilité de passage deW en-dessous de la vraie barrière b dans le même intervalle
de temps. On cherche βn+1 tel que∫ tn+1

tn

∫ cn

−∞
...

∫ c1

−∞

(
fc (t | tn, xn)

n∏
i=1

pa,c (ti, xi | ti−1, xi−1)

)
dx1....dxndt

= p[tn,tn+1] (1.14)

où p[tn,tn+1] est la probabilité de défaut dans l'intervalle ]tn, tn+1], fc (t | tn, xn) est
la fonction de densité du premier temps de passage de W en-dessous de la barrière
αn+1 + βn+1t pour t > tn, étant donné que Wtn = xn ; cette densité est donc donnée
par la formule 1.9 avec α = cn et β = βn+1.

Remarque 13. Cette formule fait intervenir les fonction de transition pa,c qui dé-
pendent des paramètres (α1, α2, ..., αn) et (β1, β2, ..., βn) déterminés précédemment.
Pour calculer la fonction de densité fc on a besoin de connaître αn+1 et βn+1. Mais
αn+1 = αn + (βn − βn+1) tn, la seule inconnue de l'équation est donc βn+1.

En discrétisant la partie gauche de l'équation, on obtient une fonction non-
linéaire en βn+1. Pour résoudre l'équation les méthodes numériques standards ne
sont plus adaptées, surtout quand n devient grand. C'est pour cette raison que [93]
utilisent une adaptation de la méthode de Monte Carlo, proposée dans [89] (ré-
écriture de l'intégrale multiple comme l'espérance d'une variable aléatoire qui est
exprimée en fonction de plusieurs variables gaussiennes indépendantes).
Une nouvelle variable est dé�nie de la manière suivante :

H(βn+1;xn) =

∫ tn+1

tn

(fc (t | tn, xn)

= 1− Φ

(
βn+1(tn+1 − tn) + αn + βntn − xn√

tn+1 − tn

)
+ e−2βn+1(αn+βntn−xn)

× Φ

(
βn+1(tn+1 − tn)− αn − βntn + xn√

tn+1 − tn

)
(1.15)



pour n > 1. L'équation 1.14 peut alors s'écrire :

E

(
H(βn+1;Xn)

n∏
i=1

1{Xi6ci}e
−2(ci−Xi)(ci−1−Xi−1)/(ti−ti−1)

)
(1.16)

= p[tn,tn+1] (1.17)

où Xi ∼ N(0, ti− ti−1) sont des variables aléatoires indépendantes. La partie gauche
de l'équation ci-dessus peut être estimée avec une méthode de Monte Carlo.

Conclusion

Nous avons présenté ici une amélioration du modèle interne qui permettrait de
tenir compte du fait que les défauts peuvent avoir lieu de façon continue et pas
uniquement en �n de période. Pour appliquer cette méthode il faudrait expliciter
la structure par terme des probabilités de défaut, discrète, et c'est à cette étape là
que les cycles de crédit doivent être introduits. Ensuite, en estimant la barrière de
défaut de la façon présentée ci-dessus, les instants de défauts peuvent être simulés
comme premiers temps de passage au-dessus de la barrière. Cependant ceci demande
beaucoup plus de calculs que pour ce qui a été présenté dans 1, qui était déjà
lourd du point de vue numérique. C'est pour cela que nous le laissons au stade de
proposition. Il resterait à mesurer l'impact réel d'une telle approche sur les pertes
estimées. Remarquons que nous pouvons estimer la structure par terme qui est
demandée, avec une approche comme dans 4, où nous avons les probabilités de
défaut ainsi que les probabilités de transitions pour chaque trimestre. A présent
nous nous intéresserons à la structure de dépendance entre risques systémiques dans
le modèle à facteur, et à ce que le passage d'une loi normale à une loi de Student
multivariée impliquerait pour les pertes.



Chapitre 2

Analyse de la structure de
dépendance

La distribution normale multivariée, donc les vecteurs gaussiens, est souvent uti-
lisée pour modéliser les risques systémiques dans la littérature du risque de crédit
(voir [33] par exemple). La facilité d'utilisation de la loi normale a aidé au dévelop-
pement de cette littérature. Cependant la loi normale ne présente pas de dépendance
de queue, et de ce fait peut sans doute sous estimer les pertes très élevés dues à une
très forte concentration de défauts. A�n de tester la validité de l'utilisation de la
copule gaussienne dans le cadre de l'assurance crédit, nous avons comparé les résul-
tats de simulations faites avec une loi gaussienne avec celles d'une loi de Student
multivariée. Ce chapitre a pour but de présenter cette comparaison.

La copule associée à une distribution de Student multivariée, est la copule de
Student. Soit R un vecteur gaussien centré de covariance Σ. Soit R̃ un vecteur de
taille n suivant une loi de Student avec ν degrés de liberté, centré et de matrice de
covariance ν

ν−2
Σ. Il peut alors être représenté comme suit (dé�nition similaire au cas

univarié) :

R̃ =

√
ν

S
R

avec S une variable de loi du Khi-2 avec ν degrés de liberté, indépendante de R.
La copule résultante de cette distribution a une dépendance de queue. Si on prend
l'exemple d'une loi de Student bivariée, alors la dépendance croît avec le coe�cient
de corrélation, et baisse si ν augmente. Ceci est dû au fait que plus ν augmente
plus la loi de Student s'approche d'une normale. Il a été montré que si on utilise
la copule de Student pour modéliser la dépendance entre variables latentes dans les
modèles multifactoriels, le nombre de défaut simultanés sera plus grand. Pour plus
d'informations sur la loi de Student multivariée et sa copule, consulter [23] ou encore
[28].
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2.1 Méthodologie

2.1.1 Loi de la perte agrégée

Quand on travaille avec des variables de Student, leur somme n'est plus une
Student, et il n'y a pas de résultat analytique dans le cas de la somme de plusieurs
variables de Student, ni de variables de Student avec des Gaussiennes. Ceci rend
la simulation des défauts plus compliquée numériquement par rapport au cas où le
vecteur des risques systémiques est gaussien et que les combinaisons linéaires de ses
composantes sont gaussiennes. En e�et P(twR + ε < d) est la probabilité qu'une
variable gaussienne prenne des valeurs au dessous de d. Donc d le seuil de défaut
sera calculé comme quantile d'une loi normale pour la probabilité de défaut, qui est
une entrée du modèle. Si on décide de changer de loi pour le vecteur des risques
systémiques, alors P(twR̃+ ε < d̃) sera la probabilité qu'une variable de loi inconnue
prenne des valeurs en dessous d'un certain seuil d̃. Et ce seuil ne pourra plus être
trouvé comme quantile d'une loi connue, pour une probabilité connue. C'est pour
cette raison que le seuil devra être estimé numériquement, après avoir fait des tirages
de la loi de Student et de lois normales indépendantes. Cette contrainte technique
fait que nous devons faire les tirages de loi de Student et ensuite calculer le seuil qui
sera propre à chaque groupes d'acheteurs. Un groupe d'acheteurs sera composé des
acheteurs qui appartiennent au même rating, même pays, et même industrie. Pour
limiter le temps de calcul nous avons décidé de faire nos tests sur un portefeuille plus
petit que celui avec lequel nous avons travaillé pour les autres études. Nous avons
choisi un sous portefeuille représentatif avec 20% des acheteurs initiaux. Le critère
de choix du sous portefeuille a été que celui-ci devrait garder la même distribution
entre les ratings que le portefeuille initial.

2.1.2 Simulations

Nous faisons 300 000 simulations pour les pertes dans le cas de la loi de Student
et de la loi Gaussienne. Lors d'une simulation de perte, nous faisons un tirage de
Student et aussi un tirage de Gaussienne, et pour calculer la capacité à payer
Z = twR + ε, nous prenons les mêmes risques individuels ε sous les deux hypo-
thèses (ils varient cependant en fonction des simulations). Ceci est fait dans le but
de laisser comme seule variable lors des simulations, le changement de loi pour le
risque systémique, et après avoir constaté que si on ne "�xait" pas les erreurs, cela
introduisait beaucoup de bruit dans les résultats obtenus.

2.1.3 Seuils de défaut

Comme expliqué plus haut, ne connaissant pas de résultat théorique sur la com-
binaison linéaire de variables de Student entre-elles et/ou avec une gaussienne, nous
calculons les seuils de défaut individuels numériquement. Pour cela nous simulons
Zj = ρtwjR+

√
1− ρ2εj et calculons le seuil de défaut comme dj = F−1(pdj) où pdj

est la probabilité de défaut de l'acheteur j et F−1 est la fonction quantile empirique
de Zj simulé.



Toujours dans un souci de garder comme seule source de variabilité des pertes le
changement de loi des risques systémiques, nous décidons de calculer empiriquement
les seuils, même dans le cadre gaussien, où ils sont connus.

2.2 Résultats

Dans cette section nous présenterons les résultats de simulations pour des risques
systémiques qui suivent une Student à 3 degrés de liberté et comparerons les pertes
simulées avec celles où les risques systémiques sont un vecteur Gaussien, de même
matrice de covariance, toutes choses égales par ailleurs.

2.2.1 Student à 3 degrés de liberté

Histogramme Student(3) et Gaussienne − pertes
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Figure 2.1 � Comparaison de pertes lois Student 3ddl et Gaussienne

Dans le tableau ci-dessous, nous trouvons un résumé des variations relatives entre
quantiles obtenus sous l'hypothèse Student et ceux sous l'hypothèse Gaussienne.

quantile perte Student 3ddl− quantile perte Gaussienne
quantile perte Gaussienne



99% 99.01% 99.02% 99.03% 99.04% 99.05% 99.06% 99.07%

0.1827702 0.1856662 0.1896115 0.1916943 0.1957119 0.1994613 0.2034092 0.2077554

99.08% 99.09% 99.1% 99.11% 99.12% 99.13% 99.14% 99.15%

0.2113355 0.2143416 0.2182016 0.2223449 0.2275239 0.2300956 0.2332250 0.2373920

99.16% 99.17% 99.18% 99.19% 99.2% 99.21% 99.22% 99.23%

0.2405690 0.2461006 0.2509736 0.2553148 0.2576539 0.2603655 0.2654317 0.2684305

99.24% 99.25% 99.26% 99.27% 99.28% 99.29% 99.3% 99.31%

0.2716946 0.2751452 0.2797101 0.2832928 0.2881736 0.2901228 0.2955437 0.2982415

99.32% 99.33% 99.34% 99.35% 99.36% 99.37% 99.38% 99.39%

0.3006481 0.3017156 0.3055634 0.3102494 0.3157422 0.3200348 0.3258516 0.3305366

99.4% 99.41% 99.42% 99.43% 99.44% 99.45% 99.46% 99.47%

0.3338649 0.3370669 0.3403635 0.3444778 0.3490316 0.3535542 0.3585594 0.3624506

99.48% 99.49% 99.5% 99.51% 99.52% 99.53% 99.54% 99.55%

0.3663146 0.3694588 0.3732934 0.3754185 0.3782952 0.3878315 0.3921582 0.3959384

99.56% 99.57% 99.58% 99.59% 99.6% 99.61% 99.62% 99.63%

0.4004881 0.4090883 0.4158063 0.4270170 0.4364907 0.4444972 0.4573079 0.4692265

99.64% 99.65% 99.66% 99.67% 99.68% 99.69% 99.7% 99.71%

0.4792926 0.4882566 0.5018024 0.5185917 0.5299602 0.5480605 0.5635935 0.5818268

99.72% 99.73% 99.74% 99.75% 99.76% 99.77% 99.78% 99.79%

0.5996474 0.6142205 0.6369603 0.6602529 0.6894786 0.7031760 0.7262651 0.7526260

99.8% 99.81% 99.82% 99.83% 99.84% 99.85% 99.86% 99.87%

0.7853560 0.8212319 0.8570619 0.8931313 0.9392003 0.9687133 1.0276912 1.0938333

99.88% 99.89% 99.9%

1.1646481 1.2106336 1.3205773

On voit qu'on obtient des pertes beaucoup plus élevées avec la copule Student
que la copule gaussienne. Le quantile à 99.5% 1 est plus élevé de 37% dans le cas
Student par rapport au cas Gaussien. Et les di�érences relatives augmentent si on
passe à des quantiles plus élevés.

Ces pertes élevées s'expliquent par le fait que le nombre de défauts simultanés
dans le cas Student est beaucoup plus élevé ou beaucoup plus faible que dans le cas
Gaussien. Mais le nombre minimal de défauts qui peuvent être obtenus peut aller
jusqu'à 0, alors que le nombre maximal peut monter très vite. C'est pour cette raison
que la dépendance de queue supérieure joue un rôle plus important sur le nombre
de défauts.

Voici les histogrammes pour les défauts d'insolvabilité et prolongés.
Ils présentent la façon dont ces dépendances de queue supérieure et inférieure se

traduiront dans les pertes obtenues. Nous nous intéresserons au quantiles élevés donc
nous nous concentrons sur leur étude. Notons toutefois que la situation équivalente
se présente pour les quantiles bas de la distribution des pertes.

Le tableau ci-après présente les quantiles de pertes sous l'hypothèse gaussienne
pour des probabilités allant de 0.99 à 0.999. La dernière ligne présente la valeur de
la fonction de répartition des pertes Student, pour chacun de ces points.

1. Ici, on regarde le quantile à 99.5% et pas celui à 99% car c'est ce qui est préconisé dans
Solvabilité 2. Dans 1 nous avons travaillé avec les quantiles à 99% pour avoir une bonne convergence
sachant que la convergence se faisait plus lentement à cause des deux périodes.



Histogramme Student(3) et Gaussienne − défauts insolvabilité
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Figure 2.2 � Histogrammes des taux de défauts d'insolvabilité- lois de Student 3
ddl et Gaussienne

Histogramme Student(3) et Gaussienne − défauts prolongés
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Figure 2.3 � Histogrammes des taux de défauts prolongés- lois de Student 3 ddl et
Gaussienne

Proba 99% 99.5% 99.9%

QuantilesG 15 703 564 17 367 859 22 773 990

FdRSt 98.40% 98.82% 99.42%



Ceci signi�e que la VaR à 99.5% (celle qui est calculée habituellement par les com-
pagnies d'assurance) sous l'hypothèse gaussienne correspond à une VaR à 98.82%
sous l'hypothèse de Student. Donc on baisse de quantile comme on s'y attendait,
mais maintenant cette baisse est mesurée.

2.2.2 Comparaisons entre des Students à di�érents ddl

Les copules de Student, présentant une dépendance de queue inférieure et supé-
rieure, génèrent des défauts simultanés qui sont sur une plage plus étendue comparés
à ceux produits par la copule Gaussienne. Nous avons pu constater ceci dans les
graphiques précédents. Nous avons fait d'autres simulations de pertes avec d'autres
degrés de liberté pour la Student multivarié, ici nous présentons les cas avec 3, 5 et
10 ddl. Les graphiques ci-dessous donnent les histogrammes des pertes et des défauts
obtenus sous ces hypothèses.

Histogrammes taux de défaut Students
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Figure 2.4 � Comparaison entre histogrammes des taux de défauts prolongés

Ces histogrammes semblent montrer que plus le ddl est petit, plus le nombre
de défauts est dispersé. Le cas ν = 3 est le cas le plus extrême qu'on puisse envi-
sager pour une Student multivarié, donc le plus éloigné de l'hypothèse Gaussienne.
L'histogramme donne un aperçu de la dispersion que nous avons dans le cas le
plus extrême comparé à d'autres cas qui s'approchent de l'hypothèse Gaussienne.
La convergence semble avoir des incidences assez rapidement dans notre cas ; déjà



Histogrammes taux de défaut Students
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F
ré

qu
en

ce

0 200 400 600 800 1000

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

St3 St5 St10

Figure 2.5 � Comparaison entre histogrammes des taux de défauts d'insolvabilité

pour ν = 10 les histogrammes des défauts sous l'hypothèse Student et Gaussienne
se confondent presque entièrement.

Dans la �gure 2.6, nous pouvons voir que les pertes, quant à elles, semblent avoir
la même distribution dans les cas ν = 5 et ν = 10, malgré la distribution des défauts
d'insolvabilité qui n'est pas la même.

Remarquons que la somme des défauts sur toutes les simulations est la même,
donc la moyenne est la même pour toutes les variables que nous sommes en train
d'étudier, cependant la loi de probabilité ne semble pas être la même. Il y a quand
même convergence en loi des défauts et pertes quand ν −→ +∞ vers les loi des
défauts et pertes dans le cas Gaussien. Et la condition ν −→ +∞ semble se réaliser
assez rapidement dans notre cas, car pour ν = 10 il semble y avoir convergence.

Regardons donc ce qu'il en est des quantiles élevés dans le cas de l'hypothèse
Student à ν = 5 ddl.



Histogrammes des montants de perte Students
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Figure 2.6 � Comparaison entre histogrammes des pertes

99.5% 99.51% 99.52% 99.53% 99.54%

-3.463204e-03 -3.241772e-03 -3.592122e-03 -3.301340e-03 -2.476522e-03

99.55% 99.56% 99.57% 99.58% 99.59%

-3.160439e-03 -3.078469e-03 -2.333244e-03 -2.400878e-03 -2.376710e-03

99.6% 99.61% 99.62% 99.63% 99.64%

-2.224162e-03 -1.604698e-03 -1.598997e-03 -1.343770e-03 -1.031240e-03

99.65% 99.66% 99.67% 99.68% 99.69%

-1.030645e-03 -6.779114e-04 1.549936e-04 -2.807574e-03 -2.928747e-03

99.7% 99.71% 99.72% 99.73% 99.74%

-1.918701e-03 -6.871517e-04 -7.404794e-04 -9.036640e-04 9.117709e-04

99.75% 99.76% 99.77% 99.78% 99.79%

7.547570e-04 4.731537e-04 4.884563e-04 6.945449e-04 1.821344e-03

99.8% 99.81% 99.82% 99.83% 99.84%

-7.037538e-05 -3.691413e-03 -1.016307e-03 1.030801e-02 4.642744e-03

99.85% 99.86% 99.87% 99.88% 99.89%

1.238469e-02 6.248264e-04 5.697809e-03 6.333436e-03 3.151049e-03

99.9% 99.91% 99.92% 99.93% 99.94%

1.412919e-03 -8.431018e-04 -4.454238e-06 5.414141e-04 5.126887e-04

99.95% 99.96% 99.97% 99.98% 99.99%

1.149560e-03 -2.821262e-03 -2.637190e-03 -2.220687e-03 1.647742e-03

100%

2.230824e-02



Si dans le cas ν = 3 les quantile au dessus de 99% étaient toujours plus grands
dans le cas Student comparé au cas Gaussien, pour le cas ν = 5 ce n'est qu'à partir
du quantile à 99.83% que ceci est vrai. Pour les probabilités inférieures à 99.83% ce
sont les quantiles sous l'hypothèse gaussienne qui sont plus grands.

Nous pouvons donc dire que l'hypothèse de risques systémiques Student aura
comme incidence d'augmenter les quantiles plus grands de 99.83%, et pour 99.5%
nous allons donc diminuer de quantile par rapport au cas gaussien. Par contre pour
les quantiles très élevés nous voyons que les quantiles Student sont plus grands que
les quantiles gaussiens. Quant à la plus grande perte obtenue, celle-ci est de 2% plus
grande que le cas Gaussien. Cependant les valeurs ici pour les très grands quantiles
sont à prendre avec précaution car il peut y avoir des problèmes de convergence à
ces niveaux très élevés, à cause du manque de simulations su�santes.

Ceci dit, la tendance des quantiles à être plus grands ou plus petits semble claire.
Les di�érences sont cependant assez faibles. Dans le cas de la copule avec ν = 10
ddl les di�érences le sont encore plus.

Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la structure de dépendance des facteurs sys-
témiques. Après avoir relâché l'hypothèse de vecteur de risques systémiques gaus-
siens, nous avons vu que dans le cadre de la dépendance de Student, et uniquement
pour de petits degrés de liberté, la dépendance de Student est plus prudente que
la dépendance Gaussienne. Cependant, a�n de faire une étude plus poussée sur la
structure de dépendance qui serait la plus adaptée, il faudrait avoir plus de données
sur les pertes et sur les probabilités de défaut que nous n'en avons actuellement.
Remarquons que nous aurions aussi pu choisir de changer de structure de dépen-
dance, tout en gardant les mêmes marginales qu'avant, c'est-à-dire des Gaussiennes
avec une méthode NORTA (comme proposé dans [71]). Cependant, vu que l'impact
de changement de dépendance et de marginales devient très rapidement faible en
augmentant les degrés de liberté, ceci n'a pas été étudié. D'autres lois multivariées
peuvent aussi être testées, mais le problème pricipal reste comme nous l'avons men-
tionné, le manque de données sur les pertes ou les défauts, a�n de juger des lois
marginales et des dépendances les plus adaptées.



Chapitre 3

La mesure du prix de marché du
risque

Introduction

Dans le cadre du dispositif Solvabilité 2, la modélisation de l'actif est utilisée
pour obtenir deux informations de nature di�érente (cf. [69])

1. Estimer la distribution de la marge actif-passif à un horizon donné (un an) ;

2. Calculer des provisions dans une logique market consistent, notamment sur des
portefeuille d'épargne ou, plus généralement, sur les portefeuilles pour lesquels
il existe un dispositif de participation aux béné�ces.

La logique market consistent retenue par ce référentiel pour la détermination du
niveau des provisions, implique que le niveau best estimate des provisions soit homo-
gène à un prix, précisément le prix de la couverture �nancière qu'il est possible de
mettre en ÷uvre dans le cas d'un passif couvrable (cf. [69]). De ce fait, la description
de l'actif risqué doit être e�ectuée à la fois d'un point de vue statistique et dans un
cadre risque neutre (cf. [12]). Le passage de l'un à l'autre de ces points de vue est
possible en introduisant la notion de prix de marché du risque. Ainsi, la description
complète de l'actif à modéliser se compose alors de deux éléments :

1. la dynamique observable des facteurs de risque sous-jacent à l'actif risqué ;

2. la structure du prix de marché du risque qui, ajoutée à la dynamique des
facteurs de risque, permet de calculer le prix de l'actif.

Cette problématique fait l'objet de nombreuses publications, on pourra par exemple
consulter [26] ou [91]. On peut noter que l'analyse du prix de marché du risque est
a priori intimement liée à la nature du risque modélisé : risque de taux, de crédit,
risque action, etc. En pratique, la détermination du prix de marché du risque, inob-
servable, est e�ectuée en analysant la prime de risque, qui est l'excès de rendement
par rapport au taux sans risque o�ert par un support risqué. La littérature sur le
sujet est abondante et on pourra consulter par exemple [61],[4] ou encore [16]. Dans
le présent article, on revient dans un premier temps sur le rôle du prix de marché du
risque dans le cadre des modèles de di�usion, puis on analyse le lien avec l'approche
plus économique de la prime de risque telle qu'elle est introduite dans le CAPM et
l'APT (cf.[78]). En�n, on examine en détail la question de l'estimation empirique
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des primes de risque dans la perspective de leur utilisation pour le calibrage d'un
dé�ateur (cf. [84]). Ce chapitre est tiré de l'article [10].

3.1 Le rôle du prix de marché de risque dans les

modèles

On revient ici, à partir de la présentation classique des modèles de taux à facteur,
sur la notion de prix de marché du risque et sur les formes qu'il est envisageable
de donner à ce prix dans la perspective d'améliorer le cadre de détermination de la
courbe des zéro-coupons.

3.1.1 Le cadre standard

On considère l'exemple simple d'un modèle de taux à un facteur supposé être le
taux court, par exemple le modèle de Vasicek, dont la dynamique est la suivante :

drt = a(b− rt)dt+ σdWt

En pratique cette dynamique peut être utilisée pour décrire l'évolution du taux court
dans l'univers observable ou dans l'univers risque neutre. Dans ce dernier univers, les
3 paramètres (a, b, σ) su�sent à calculer le prix d'un zéro-coupon, alors que dans le
premier cas, il convient d'ajouter un paramètre supplémentaire, le "prix de marché
du risque" pour déterminer le prix du même zéro-coupon. Le théorème de Girsanov
fournit le moyen technique de passer de l'univers historique, dans lequel ce qui nous
intéresse est la détermination d'un quantile pour la distribution des pertes, à l'uni-
vers risque neutre, dans lequel des prix peuvent être donnés pour un certain actif. Ce
passage d'un univers à l'autre est opéré en spéci�ant un changement de probabilité.
Formellement, le théorème de Girsanov dit que, si Wt est un mouvement brownien
sous la probabilité P avec F sa �ltration naturelle et si Xt est un processus adapté
à F et véri�ant la condition de Novikov, alors il existe une mesure Q équivalente à
P, dé�nie sur FT par la densité de Radon-Nikodym :

dQ
dP
|Ft = exp

(∫ T

0

XtdWt −
1

2

∫ T

0

X2
t dt

)
telle que

W̃t = Wt −
∫ t

0

Xsds

pour t ∈ [O, T ] soit un mouvement brownien sous Q. En appliquant le théorème de
Girsanov à des actifs �nanciers, P sera la probabilité historique et Q la probabilité
équivalente à P utilisée pour donner un prix à l'actif. Cette probabilité Q doit être
choisie de sorte que les prix actualisés des actifs soient une martingale a�n d'assurer
l'absence d'opportunité d'arbitrage. Elle est appelée probabilité risque-neutre.

Comme il a été précisé ci-dessus, le passage entre les deux mesures se fait au
moyen d'un processus qui permet d'écrire la densité de Radon-Nykodym. Pour le
passage de l'univers historique à l'univers risque-neutre, ce processus s'interprète,



au signe près, comme le prix de marché du risque, noté λt . Remarquons cependant
que dans le cas continu l'absence d'opportunité d'arbitrage sur le marché implique
l'existence d'une probabilité Q équivalente à P. La réciproque est vraie seulement
dans le cas discret. En outre l'hypothèse de marché complet assure l'unicité de
cette probabilité risque neutre, et donc l'unicité de la forme du prix de marché
du risque. Ce résultat permet de généraliser l'exemple introductif en observant que
la dynamique du facteur considéré pour expliquer la courbe des taux peut être
considérée dans l'univers historique ou dans l'univers risque neutre :

dxt = µ(t, xt)dt+ σ(t, xt)dWt

dxt = (µ(t, xt)− λtσ(t, xt))dt+ σ(t, xt)dW̃t

Dans certains modèles, en fonction de la forme de la prime de risque, il se trouve
que les deux dynamiques sont identiques à un changement de paramètre près. On
peut incidemment remarquer que le raisonnement ci-dessus permet de retrouver le
modèle de Black et Scholes en posant λt = dfracµ− rσ qui conduit à l'équation
usuelle dans laquelle le rendement instantané du sous-jacent est remplacé par le
taux sans risque dans l'univers risque-neutre, la volatilité étant inchangée. Ainsi,
en prenant l'exemple du modèle à un facteur de référence, le modèle de Vasicek
(cf. [88]), qui propose de retenir la modélisation du taux court par un processus
d'Ornstein-Uhlenbeck :

drt = a(b− rt)dt+ σdWt

on se trouve bien dans le cadre ci-dessus avec xt = rt et l'on trouve que sous Q cette
équation devient :

drt = a(bλ − rt)dt+ σdW̃t

avec bλ = b − λ
σ

a
. Le processus dé�nissant le taux court est donc un processus

d'Ornstein-Uhlenbeck sous les deux probabilités, mais avec des paramètres di�érents.
Il importe donc de préciser dans quel univers la dynamique est posée a�n d'utiliser la
formule de valorisation avec les paramètres pertinents. Ainsi, on obtient la formule
classique pour le prix d'un zéro-coupon de maturité T en t ∈ [0, T ] :

P (t, T ) = exp

(
1− e−a(T−t)

a
(R∞ − rt)− (T − t)R∞ −

σ2

4a3
(1− e−a(T−t))2

)
où R∞ = bλ−

σ2

2a2
, λ étant le prix de marché du risque. Cette formule peut être lue

de deux manières :
� une formule avec 4 paramètres (les 3 de la di�usion plus la prime de risque)
dans l'univers historique : (a, b, σ, λ) ;

� une formule avec 3 paramètres dans l'univers risque-neutre : (a, bλ, λ) .
On peut suivre le même raisonnement avec la modèle classique de Cox, Ingersoll

et Ross :
drt = a(b− rt)dt+ σ

√
rtdWt

La prime de risque est déterminée à la fois par les conditions d'équilibre et par la
fonction d'utilité. Ici elle dépend de la variable d'état (cf. ) :

λ(t, r) =
λ
√
r

σ



Sous la probabilité risque neutre, la dynamique du taux court devient :

drt = aλ(bλ − rt)dt+ σ
√
rtdW̃

avec aλ = a(1 + λ) et bλ =
b

1 + λ
. L'équation est donc identique à celle de l'univers

historique, comme dans le cas du modèle de Vasicek.
Ces deux exemples sont en fait des cas particuliers d'une approche plus générale

de modèles factoriels dans laquelle les dynamiques des facteurs sont des processus
a�nes (cf. [91]). Cette contrainte peut être relâchée en octroyant un degré de liberté
supplémentaire sur la forme de la prime de risque ; l'idée est alors de conserver la
forme a�ne en probabilité risque neutre, du fait de sa simplicité pour l'obtention de
formules fermées des prix de zéro-coupons, et de ne plus imposer cette contrainte
dans l'univers historique (cf. [26]).

3.1.2 Lien avec les dé�ateurs

L'approche d'évaluation de valeurs futures des actifs en univers historique et
l'approche de détermination du prix actuel de ces actifs en univers risque-neutre
peuvent être combinées par les dé�ateurs. Les dé�ateurs sont des facteurs d'actuali-
sation stochastiques et ils sont utilisés comme une technique alternative au passage
en probabilité risque-neutre. Une présentation détaillée dans un contexte d'assurance
est proposée dans [20]. En e�et, il su�t d'avoir la dynamique en univers historique,
et d'ajouter à cela le dé�ateur, pour donner un prix aux actifs. Cette approche per-
met une certaine cohérence entre les deux approches de recherche d'un quantile et
de pricing, puisque les paramètres estimés sont les paramètres historiques et ensuite
grâce aux dé�ateurs, un prix peut être donné. Ce prix est bien entendu le même
que celui obtenu en faisant le changement de probabilité de P à Q. Les dé�ateurs
permettent d'intégrer explicitement les primes de risque dans le processus de pri-
cing, alors que par le passage en probabilité risque-neutre, les primes de risque sont
implicitement contenues dans le changement de mesure de probabilité. Regardons
par exemple le cas d'un pricing d'action. La dynamique du prix d'action, St , est
donnée en univers historique par :

dSt
St

= µdt+ σdWt

La dynamique en univers risque-neutre a une dérive égale au taux sans risque, et sa
volatilité est inchangée :

dSt
St

= rdt+ σdW̃

En appliquant le lemme d'Itô à ces deux équations, la valeur espérée des actions
sera aujourd'hui :

EP(STΠT ) = EP
[
S0exp

((
r + λσ − 1

2
σ2

)
T + σWT

)(
−rT + λWT −

1

2
λ2T

)]
et



EQ
(
exp

(
−
∫ T

0

rsds

)
ST

)
= EQ

[
S0exp

((
r − 1

2
σ2

)
T + σW̃T

)
exp

(
−
∫ T

0

rsds

)]
= S0

Si la valeur de l'action en t, St , est actualisée au juste facteur, alors dans les
deux cas la valeur espérée actualisée est égale à la valeur de l'action aujourd'hui, S0.
L'actualisation dans le cas de l'évaluation en univers risque-neutre se fait au taux
sans risque, mais qu'en est-il pour l'actualisation de la valeur espérée calculée avec
la mesure de probabilité historique ? Il faudrait dans ce cas ajuster le taux d'actua-
lisation. D'après le théorème de Girsanov, en notant DT le facteur d'actualisation

exp
(
−
∫ T

0
rsds

)
et
dQ
dP

la densité de Radon-Nykodym qui donne le changement de

probabilité entre univers historique et univers risque neutre, on a la relation sui-
vante :

EP
(
STDT

dQ
dP

)
= EQ (STDT ) = S0

et donc ΠT = DT
dQ
dP

= exp

(
−
∫ T

0
rs +

∫ T
0
λtdWt −

1

2

∫ T
0
λ2
tdt

)
représente le dé�a-

teur. Comme il a été rappelé précédemment, le changement de probabilité est donc
donné par :

dQ
dP

= exp

(
−
∫ T

0

λtdWt −
1

2

∫ T

0

λ2
tdt

)
On peut donc calculer le prix d'un actif tout en restant en univers historique,

comme l'espérance de prix actualisée à l'aide du dé�ateur. L'espérance du dé�ateur
est (si la prime de risque est constante) :

EP (ΠT ) = EP
(
exp

(
−
∫ T

0

rs +

∫ T

0

λtdWt −
1

2

∫ T

0

λ2
tdt

)
EP
(
exp

(
−rT − λWT −

1

2
λ2T

))
Le prix de l'action est (en supposant que les taux et la prime de risque sont
constants) :

EP (STΠT ) = EP
[
S0exp

((
r + λσ − 1

2
σ2

)
T + σWT

)
exp

(
−rT + λWT −

1

2
λ2T

)]

= S0EP [exp(λσT − 1

2
σ2T − λ2T + (σ − λ)WT )

= S0exp

(
λσT − 1

2
σ2T − λ2T

)
EP [exp ((σ − λ)WT )]

= S0exp

(
λσT − 1

2
σ2T − λ2T

)
exp ((σ − λ)2T ) = S0

Donc si on cherche à donner un prix à un actif, on peut utiliser la dynamique en
univers historique. Cependant, dans ce cas, outre les paramètres de la dynamique
historique, il faudra estimer en plus le prix de marché du risque.



3.2 Modélisation directe du prix de marché de risque

Les modèles explicatifs présentés ci-dessus ne sont pas satisfaisants au sens où
ils conduisent à des valeurs théoriques sensiblement di�érentes des valeurs obser-
vées sur les marchés. Ils ont cependant le mérite de fournir un cadre cohérent pour
comprendre les mécanismes de base à l'÷uvre dans le lien entre le prix de marché
du risque et la prime de risque. On présente ici une approche empirique s'appuyant
directement sur la description de la forme du prix de marché du risque pour en pro-
poser une estimation. Le modèle proposée par [2] généralise un modèle descriptif à
un facteur (l'extension à plusieurs facteurs de risque ne pose pas de di�culté) pour
le risque de taux dans un cadre paramétrique.

3.2.1 Un cadre monofactoriel général

On suppose donc que le prix d'une obligation de maturité T est déterminé dans
le cadre d'un modèle mono-factoriel de type :

drt = µ(rt)dt+ σ(rt)dWt

On montre alors classiquement qu'il est solution de l'équation di�érentielle suivante :

∂P

∂t
+

1

2
σ2∂

2P

∂r2
+ (µ− λσ)

∂P

∂r
− rP = 0

Avec λ le prix de marché du risque. Après avoir estimé la dérive µ et la volatilité
σ , il ne nous reste plus qu'à estimer le prix de marché du risque λ. Cependant il
n'y a pas d'informations sur le prix du risque dans le processus des taux, donc il
faudrait regarder les prix des dérivés de taux pour voir comment le marché évalue
ce risque. La manière la plus simple de faire cela est de regarder à la courbe des
rendements, car les obligations sont des produits dérivés de taux particuliers. Si on
ajoute la condition �nale pour un zéro-coupon (ZC), P (r, t, T ) = 1 , alors on peut
trouver après quelques calculs (cf. [2]) le développement de Taylor au voisinage de
la maturité T :

P (r, t, T ) ≈ 1− r(T − t) +
1

2
(T − t)2(r2 − µ+ λσ) + ... si t←− T

On obtient :

logP (r, t, T )T − t = r +
1

2
(T − t)(µ− λσ) + ... si t←− T

qui est une approximation d'ordre 2 de la courbe des rendements (yield curve)

au voisinage de la maturité zéro-coupon. La pente de la courbe est
1

2
(T − t)(µ −

λσ) . On peut utiliser ce résultat ainsi que des séries temporelles pour déterminer
empiriquement le prix du risque λ . Ainsi la série obtenue a typiquement l'allure
suivante :

On observe que le prix de marché du risque est la plupart du temps négatif.
Cela vient du fait que le risque d'une obligation est proportionnel à la sensibilité du



Figure 3.1 � Série des prix de marché de risque

prix de l'obligation aux variations de taux, et le prix de ZC évolue inversement par
rapport à l'évolution du taux rt. On note également que le prix de marché du risque
n'est pas constant et semble avoir une évolution très erratique. Pour rendre compte
de ce phénomène, [2] , proposent un modèle stochastique :

dλt = p(λt)dt+ q(λt)dWt

On peut ensuite procéder à l'estimation de la dérive et de la volatilité de ce
processus comme pour le processus de taux. Cependant, maintenant qu'on a modélisé
le prix de marché du risque de taux comme un processus stochastique, il convient
de dé�nir le prix de marché associé à cette nouvelle source de risque pour pouvoir
calculer des prix d'obligations. Plusieurs hypothèses peuvent être émises à propos
du prix de marché du risque de prix de marché du risque. Il peut être supposé égal
à zéro, constant, dépendre du temps ou être égal au prix de marché du risque de
taux calculé précédemment :

� Dire que le prix de marché du risque du prix de marché de risque est nul
est une hypothèse simpli�catrice qui s'imposerait par le fait qu'il est di�cile
d'arriver à l'estimer.

� Supposer que le prix de marché du risque est constant revient à dire que les
marchés évaluent le risque lié au prix de marché du risque toujours de la même
façon. On aurait pu penser ceci du prix de marché du risque de taux, et c'est
d'ailleurs cette hypothèse que l'on utilise très souvent pour faciliter les calculs.
Toutefois, on a vu que le prix de marché du risque, qu'on suppose constant, est
en fait très erratique et peut être modélisé comme un processus stochastique.
Donc le prix de marché du risque du prix de marché du risque n'est sans doute
pas constant non plus.

� Le prix de marché du risque du prix de marché du risque peut aussi être
supposé comme étant une fonction du temps. Il faudrait ensuite calibrer cette
fonction à partir d'un historique.

� Le prix de marché du risque est le même pour tous les risques. Le prix de
marché du risque du prix de marché du risque est donc égal au prix de marché



du risque estimé précédemment. C'est l'hypothèse retenue dans [2], que nous
retiendrons ici également.

Alors, le processus du prix de marché du risque sous la probabilité risque-neutre
s'écrit :

dλt = (p(λt) + λq(λt)dt+ q(λt)dWt

Le processus de taux suit quant à lui la dynamique suivante en univers risque-neutre :

dr = (µ− λσ)dt+ σdWt

Le prix d'une obligation est alors solution de l'équation aux dérivées partielles sui-
vante :

∂P

∂t
+

1

2
σ2∂

2P

∂r2
+ (µ− λσ)

∂P

∂r
− rP + pσq

∂2P

∂r∂λ
+

1

2
q2∂

2P

∂λ2
+ (p+ λq)

∂P

∂λ
= 0

3.2.2 Application numérique

Nous proposons ici de mettre en ÷uvre l'approche décrite dans la section 5.1
pour estimer le prix de marché du risque et donner des prix de Zéro Coupons. Les
données utilisées pour approcher le taux instantané sans risque sont des séries de
taux LIBOR 1 mois entre janvier 1986 et avril 2010. L'estimation est réalisée en trois

Figure 3.2 � Libor 1 mois entre Janvier 1986 et Avril 2010

étapes : l'estimation de la volatilité en faisant l'hypothèse d'une fonction puissance
du facteur, puis l'utilisation de la distribution d'équilibre du facteur a�n d'estimer
la forme de la dérive et en�n la modélisation du prix de marché du risque, lui-
même considéré comme aléatoire et dont la dynamique est régie par une équation
di�érentielle stochastique.



Estimation de la volatilité

On détermine les variations journalières du taux, δr . On divise le segment où
le taux r prend ses valeurs, c'est-à-dire [0, 0.11] en 11 segments de même longueur
si ∈ {[0, 0.01], [0.01, 0.02], ..., [0.10, 0.11]} . Ensuite chacun des δr = r1 − r2 , où r1

et r2 désignent les taux aux dates t1 et t2 respectivement telles que t1 < t2 , est
attribué à un segment si , si r1 ∈ si . Ensuite on fait les moyennes des carrés des
δr attribués à chacun des segments. Il y a un lien direct entre cette quantité et la
volatilité des taux :

E
(
(δr)2) = σ2δt

Si on suppose que la volatilité est une fonction puissance de r, de la forme σ = νrβ

alors on a E
(
(δr)2) = ν2r2βδt . Il faut donc estimer les paramètres ν et β . Pour ce

faire, on e�ectue une régression linéaire des log des moyennes E
(
(δr)2) de chaque

classe de r sur le log des milieux des segments si.

logE
(
(δr)2) = 2 log ν + log δt+ 2β log r

Si on représente sur un graphique les points ayant comme abscisse les log des valeurs
des milieux des segments si et comme ordonnée les log des moyennes E

(
(δr)2) faites

sur chaque classe respectivement, alors on obtient le nuage de points suivant :

Figure 3.3 � Régression pour l'estimation de la volatilité

La droite qui s'ajuste le mieux à ce nuage de points est représentée sur le gra-
phique. C'est la droite de pente 1, 27 et d'ordonnée à l'origine -10,8. Sachant que

pente = 2β ,β = 0.6327 et ordonnée = 2 log ν + log δt, ν = 0.0724 avec δt =
1

257
,

on a �nalement σ = 0.087r0.63.

Estimation de la dérive

Une estimation directe de la dérive est délicate, aussi utilise-t-on ici la distribu-
tion d'équilibre de r, p∞.

L'histogramme des taux rappelle la forme d'une loi log normale, donc on fait un
ajustement avec une loi log normale de paramètres : moyenne log r̄ = −3.2632 et



Figure 3.4 � Histogramme Libor 1 mois

écart-type a = 0.8199 . On a alors :

p∞ =
1

ar
√

2π
exp

(
− 1

2a2
log
(r
r̄

)2
)

On peut alors donner la formule de la tendance :

µ(r) = ν2r2β−1

(
β − 0.5− 1

2a2
log
(r
r̄

))
Estimation du prix de marché du risque de taux

En suivant ce qui a été présenté dans le paragraphe 5.1., on va estimer le prix
de marché du risque en utilisant la relation :

logP (r, t, T )T − t = r +
1

2
(T − t)(µ− λσ) + ... si t←− T

Ceci est donc vrai pour des obligations qui s'approchent de la maturité. On peut
alors considérer que r est le taux à 1 mois et ? ? ? le rendement d'une obligation à 3
mois. On peut alors trouver le prix de marché du risque par l'équation :

λt =
2(R1

t −R
1,3
t )

1/6σ
+
µ

σ

où R1
t est le rendement en t d'un ZC de maturité 1 mois (donc le taux à 1 mois) et

R1,3
t celui d'un ZC de maturité 2 mois dans un mois (donc le taux forward à 2 mois



Figure 3.5 � Prix de marché du risque 1986 - 2010

dans un mois). On obtient ainsi le processus suivant, de 1986 à 2010 : En limitant à
la période 1986-2008 on élimine la période de crise actuelle caractérisée par un prix
de marché du risque très fortement négatif, ce qui conduit au graphique suivant :
On observe que le prix de marché du risque est le plus souvent négatif, ce qui est

Figure 3.6 � Prix de marché du risque 1986 - 2008

théoriquement justi�é. Il est aussi très volatile et le prix de marché du risque atteint
parfois des pics très bas, surtout entre 2009 et 2010. En tout état de cause, on note
à la lumière de ces graphes que l'hypothèse de prix de marché du risque régulier ou
constant n'est pas réaliste et doit être relâchée. On est alors conduit à le supposer
régi par un processus de di�usion.

Estimation de la volatilité du prix de marché du risque On applique le
même procédé que celui décrit en 5.1 mais cette fois-ci au processus. On obtient le
nuage de points suivant :

Par la méthode des moindres carrées on obtient la droite qui s'ajuste le mieux à
ce nuage de points. C'est la droite de pente 0,5968 et d'ordonnée à l'origine -3,4732.



Figure 3.7 �

Sachant que pente = 2m ,β = 0.2984 et ordonnée = 2 log l + log δt, l = 2.8234 avec

δt =
1

257
, on a �nalement (λ) = 2.82(λmax − λ)0.3. Pour estimer la volatilité nous

n'avons pas tenu compte des deux classes extrêmes et nous avons majoré la variation
de λmax− λ d'un jour à l'autre par 1. Ceci a été fait dans un but de stabilisation de
l'estimation des paramètres de la variance.

Figure 3.8 � Histogramme de λmax − λ

Estimation de la dérive du prix de marché du risque On ajuste une loi
log normale à la densité de λmax − λ , où λmax = 20.43. On choisit ce processus
et pas λ parce que ce denier prend des valeurs négatives qui ne peuvent pas être



considérées comme quantiles d'une loi log normale. L'ajustement est fait par la loi
log normale de paramètres : moyenne log λ̄ = 3.1149 et écart-type c = 0.2217 . La
densité d'équilibre de λmax − λ s'écrit alors :

p∞(λ) =
1

c(λmax − λ)
√
ar
√

2π
exp

(
− 1

2c2
log

(
λmax − λ

λ̄

)2
)

La tendance est alors une fonction de ? ? ? ? et est donnée par l'expression :

p(λ) = l2(λmax − λ)2m−1

(
−m+ 0.5− 1

2c2
log

(
λmax − λ

λ̄

))
Application : Construction de courbes de prix de Zéro-Coupon

Une fois les paramètres de la distribution du taux et de la distribution du prix
de marché du risque estimés, on peut procéder à la construction de la courbe de
taux. Pour cela nous allons procéder par simulation en utilisant les deux di�usions
suivantes pour simuler le processus de taux en univers risque neutre :

drt = (µt − λtσt)dt+ σtdWt

dλt = (pt + λtqt)dt+ qtdW
2
t

On suppose que les deux browniensWt etW 2
t sont indépendants, ce qui revient à

dire que les sources de risque du taux et du prix de marché du risque sont di�érentes
et non corrélées. Une fois le processus de taux en risque neutre simulé, le prix d'une
obligation Zéro-Coupon peut être calculé par la formule :

P (r, t, T ) = Et
(
exp

(
−
∫ T

t

rsds

))
En pratique, la formule ci-dessus est discrétisée et le prix du Zéro-Coupon ap-

proché par simulation, en utilisant :

PK(t, T ) =
1

K

K∑
k=1

exp

(
−

n∑
i=1

rk(ti)

)

avec t = t1 < t2 < ... < tn = T une discrétisation de [t, T ] et (rk(ti), 1 ≤ i ≤ n)
une réalisation d'une trajectoire du taux court. A�n d'avoir la courbe des taux
aujourd'hui, il nous faut les prix de ZC de di�érentes maturités aujourd'hui, donc
P (0, T ) . Ensuite, une fois qu'on a les prix ZC, pour calculer les taux ZC, Rt,T on
peut utiliser la relation P (t, T ) = exp

(
−(T − t)Rt,T

)
ou, de manière équivalente,

Rt,T = − logP (t, T )

T − t
. La courbe de taux obtenue pour des maturités jusqu'à 30 ans

est représentée dans le graphe ci-dessous : On voit que la courbe de taux a une allure
concave sur l'horizon de 30 ans. Par exemple le taux à 30 ans est de 3,15.



Figure 3.9 � Courbe des taux pour des maturités jusqu'à 30 ans

Conclusion

Dans une situation où il faut considérer conjointement la détermination de la
distribution observable et les prix, une attention particulière doit être portée à la
prime de risque ou au prix de marché du risque et à son évolution dans le temps. D'un
point de vue technique le recours aux dé�ateurs permet d'intégrer cette information
de manière rigoureuse dans le processus en s'obligeant à spéci�er les prix de marché
des sources de risque. D'un point de vue pratique, l'estimation du prix de marché du
risque peut être e�ectuée dans le cadre relativement général d'un processus d'Itô,
ce qui permet d'intégrer dans le modèle l'instabilité de ce facteur sans imposer
les hypothèses contraignantes souvent e�ectuées. En contrepartie, le prix des zéro-
coupons doit être déterminé numériquement par des techniques de type Monte-Carlo.
Les travaux de [20] montrent que les choix e�ectués pour la modélisation du prix
de marché du risque ont des conséquences importantes pour l'estimation des valeurs
best estimate des contrats d'assurance-vie en Euros. Dans ce contexte, une ré�exion
sur ce point doit être menée lors de la mise en place d'un générateur de scénarios
économiques, et intégrer au modèle une description explicite des prix de marché du
risque prenant en compte leur importante instabilité est un facteur important de
qualité des projections e�ectuées sur l'horizon de calcul de 10 à 30 ans rencontré
dans les problématiques d'assurance, tout particulièrement pour le calcul des best
estimate des contrats d'épargne. Dans le prochain chapitre nous présenterons le
calcul de Best Estimate dans un cadre de dépendance entre risque de taux et risque
de crédit. Le risque de taux sera alors projeté en univers risque neutre, et l'approche
que nous venons de voir convient à cette situation 1.

1. Nous choisirons cependant une modélisation plus simple, et estimerons un modèle CIR en
univers risque neutre. Nous ferons ce choix car l'estimation du modèle de taux n'est pas l'objet
principal du prochain chapitre



Chapitre 4

Calcul de Best Estimate dans un
cadre de dépendance entre risque de
taux et risque de crédit

Dans ce chapitre nous cherchons à estimer le Best Estimate (BE) des pertes ac-
tualisées d'un assureur crédit, ainsi que le besoin en capital (SCR). Les calculs de
BE sont généralement faits en supposant que le processus de taux, donc le facteur
d'actualisation, est indépendant des pertes. Ceci impliquerait dans notre cas, que le
taux (risque de crédit) serait indépendant des défauts et transitions, alors que nous
avons vu (cf [9]) que la variation du taux court était l'un des facteurs qui expliquait
le mieux le processus de défaut ou de transition entre ratings. Nous travaillons donc
ici sous l'hypothèse que les risques de crédit et le risque de taux ne sont pas indé-
pendants. Le risque de crédit est ainsi expliqué par des variables macroéconomiques,
dont la série est rendue stationnaire en les modélisant par un processus VAR. La loi
des facteurs économiques qui expliquent le risque de crédit est alors connue, et nous
pouvons prédire les pertes de l'assureur. Ce chapitre est tiré de l'article [9]

4.1 Modélisation des transitions

Cette section a pour but d'introduire le modèle stochastique qui devrait décrire
les transitions entre ratings pour les acheteurs du portefeuille de l'assureur crédit.
Le processus de rating est fait en deux étapes :

� Nous supposons que les acheteurs d'un même groupe homogène sont condi-
tionnellement indépendants par rapport à des facteurs de risque endogènes et
exogènes.

� Dans un deuxième temps, nous spéci�ons la dynamique de ces facteurs. Cette
dynamique est ensuite utilisée pour induire une dépendance au sein des groupes
homogènes.

Le modèle est spéci�é en temps discret. SoitT ∈ N un horizon �xé. Nous consi-
dérons la discrétisation du temps, avec comme pas t ∈ T = {0, 1, . . . , T}.

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et F = (Ft)t∈T une �ltration générale in-
formative qui satisfait les conditions usuelles de complétude et continuité à droite
[25].
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4.1.1 Spéci�cation du portefeuille d'acheteurs et hypothèses

de base

Nous considérons un portefeuille de K acheteurs observés sur T et leurs séries
de ratings, notées (Yk (t))t∈T , k = 1, . . . , K. Les séries de transitions individuelles
sont considérées comme adaptées à F et prenant des valeurs dans un espace d'états
�nis R = {1, . . . , R}. Les états de cet espace représentent les ratings de solvabilité
décroissantes et le dernier rating est le défaut, noté D.

Soit (Zk (t) = (X (t) ,U k (t)))t∈T une chaîne discrète, associée au kieme acheteur,
qui comprend les d facteurs macroéconomiques dans X, d ≥ 1, et p variables spé-
ci�ques à l'acheteur dans U k, p ≥ 1. L'information est connue durant la période
pendant laquelle l'acheteur est dans le portefeuille. Nous travaillons donc sous l'en-
semble d'informations regroupant celles concernant le risque de crédit ainsi que celles
liées à l'environnement macroéconomique. Soit F∗ =

(
GT ∨ FYt ∨ FU

T , t ∈ T
)
la �l-

tration qui représente le cas où la totalité de l'information est connue. Considérons
à présent la dynamique des chaînes de rating individuelles.

Hypothèse 14. On suppose que pour le kieme acheteur le processus discret Yk suit
une chaîne de Markov doublement stochastique, expliquée par les facteurs Zk. La
chaîne est caractérisée par une matrice de transitionQk (t) = (qij,k (t) = qij,k (Zk (t)))i,j∈R

1

pour tout t ∈ T . On suppose aussi que les processus de rating (Y1, . . . , YK) sont in-
dépendants conditionnellement aux facteurs (Z1, . . . ,ZK).

Donc, Yk est une chaîne de Markov sachant GT ∨ FU
T et nous avons

qij,k (t) = P (Yk (t+ 1) = j | Yk (t) = i,Zk (t)) . (4.1)

4.1.2 Modélisation des facteurs macroéconomiques et des pro-

babilités de transition

Quant aux facteurs macroéconomiques, leur dynamique est modélisée par un
processus VAR, d'ordre m ≥ 1. Ce cadre de travail permet d'assez bien introduire
une relation entre variables et il souvent utilisé en macroéconomie, regarder par
exemple [68] et [36].

On suppose donc que les facteurs macroéconomiques sont donnés en t par

X (t) =
m∑
i=1

AiX (t− i) + b0 + b1t+ ζ (t) , (4.2)

avec b0, b1 des vecteurs de type d × 1 de paramètres à estimer, Ai, i = 1, . . . ,m,
des matrices de type d × d constantes dans le temps, à estimer, et ζ (t) un vecteur
gaussien centré de taille (d× 1) avec Σx sa matrice de covariance.

Vu que les ratings sont naturellement ordonnés, nous choisissons d'utiliser un mo-
dèle logit cumulé (consulter [60] or [1, Chapter 7] pour des discussions sur ce type
de modèle). Ici les ratings individuels sont déterminés par un score de crédit qui

1. qij,k (t) correspond à la probabilité de transition d'un acheteur de la classe i vers j pendant
[t, t+ 1].



peut être in�uencé par des facteurs latents, ou observables. Des approches similaires
sont assez utilisées dans la littérature du risque de crédit, surtout pour modéliser le
risque de défaut. Par exemple, [65], [49] et [48] utilisent des modèles probit ordon-
nés pour les transitions entre ratings conditionnellement au cycle des a�aires. Plus
récemment, plusieurs approches utilisant des facteurs latents ont été développées,
par exemple [35], [90], [31], [85], qui traitent de choix de variables observables et
problèmes d'hétérogénéité.

Comme vu précédemment, ici nous utilisons uniquement des facteurs observables
et supposons que la fonction de répartition conditionnelle satisfait k = 1, . . . , K et
t ∈ T \ {0}

P (Yk (t) ≤ j | Yk (t− 1) = i,Zk (t)) = g
(
µij + θ>ijZk (t)

)
, i, j ∈ R (4.3)

où les (µij)j∈R représentent une suite de seuils inobservés, spéci�ques à chaque classe,
θ = (θij)i,j∈R est un vecteur de paramètres de taille p+ d représentant la sensibilité
à chaque paramètre et g : R → [0, 1] est une fonction lien. Des choix usuels pour g
sont des liens probit ou logit. Cette fonction lien sera spéci�ée en fonction de la loi
des erreurs, normale dans le cas des probits et logistique dans le cas des logits. Le
vecteur θ est donc propre à chaque classe dans notre cas, car nous supposons que
les facteurs n'ont pas les mêmes e�ets sur tous les ratings. Ceci permet de prendre
en compte l'hétérogénéité parmi les transitions.

Pour rendre notre modèle tractable, comme dans [90] et [55], nous considérons
que les facteurs observables sont connus en début de période car dans ce cas la
prédiction est plus facile à faire. A partir de l'équation (4.3), les probabilités de
transitions s'expriment donc pour tout i ∈ R and t ∈ T \ {0}

qi,1,k (t) = g
(
µi,1 + θ>i,1Zk (t)

)
...

qij,k (t) = g
(
µij + θ>ijZk (t)

)
− g

(
µi,j−1 + θ>i,j−1Zk (t)

)
...

qiR,k (t) = 1− g
(
µi,R−1 + θ>i,R−1Zk (t)

)
. (4.4)

Notons Ku (t) = {k = 1, . . . , K : U k (t) = u} l'ensemble des acheteurs qui par-
tagent les mêmes variables explicatives spéci�ques, comme dans [90] et avec l'hypo-
thèse 14 selon laquelle les (Nij,k (t) , k ∈ Ku (t)) à l'instant t sont conditionnellement
indépendants par rapport à Z et suivent une distribution multinomiale avec comme
paramètres le nombre d'acheteurs noté i dans Ku (t) et les probabilités de transitions
dé�nies dans (4.4).

Le processus de rating peut facilement être projeté en considérant (ε1 (t) , . . . , εK (t)),
avec t ∈ T \{0}, K des variables iid de fonction de répartition g. Il su�t pour cela de
remarquer que conditionnellement aux facteurs macroéconomiques, le kieme acheteur
noté i en t− 1 transite vers j si la condition suivante est remplie :

Yk (t) = j ⇐⇒ εk (t) ∈
]
µi,j−1 + θ>i,j−1Zk (t) , µij + θ>ijZk (t)

]
,

avec εk (t) le risque idiosyncratique et θ>ijZk (t) l'e�et des variables macroécono-
miques, qui représentent le risque systémique. Cette spéci�cation est proche du



modèle KMV, qui s'approche du modèle interne que nous avons décrit dans les
chapitres précédents.

Pour des informations supplémentaires sur cette spéci�cation et les corrélations
de crédit consulter [35] and [90].

4.1.3 Estimation des paramètres du modèle

4.1.4 Variables macroéconomiques retenues et leurs estima-

tions

Les facteurs macroéconomiques retenus pour expliquer les transitions des ache-
teurs dans les classes (détails dans [9]), sont :

� O (t) les prix du pétrole et o (t) leur logarithme népérien.
� p (t), le logarithme de l'Indice des prix à la consommation (1998 = 100%).R (t),
r (t), oùR (t) le taux Euribor 3 mois en base annuelle et r (t) = 0.25 ln (1 +R (t)).
G (t), le PIB Français réel, c'est-à-dire le ratio du PIB et de l'indice des prix
à la consommation, g (t) son logarithme népérien.

Les facteurs ont été modélisés avec un modèle VAR comme expliqué plus haut.
Les prix du pétrole ont été modélisés hors du modèle VAR, sous la forme d'un

processus AR(2) avec constante et tendance.

O (t) = a1,OO (t− 1) + a2,OO (t− 2) + b0,O + b1,Ot+ ζO (t) ,

Le modèle VAR pour les autres variables X∗ (t) = (∆p (t) , r (t) , g (t)) inclut la
variable O(t) comme variable exogène, et il s'écrit sous la représentation VECM :

∆X∗ (t) = ΠX∗ (t− 1) +
m−1∑
i=1

Ψi∆X
∗ (t− i) + b0 + b1t+ b2O (t) + ζ (t) , (4.5)

où b2 est le vecteur des coe�cients appliqué au facteur exogène, c'est-à-dire les prix
de pétrole. Pour notre modèle il s'avère que m = 4 (plus de détails sur l'estimation
des coe�cients peuvent être trouvés dans l'article [9]).

4.1.5 Estimation des probabilités de transition

Le vecteur θ et les seuils µ sont estimés. La fonction lien utilisée est la fonction
logit, les erreurs suivent donc une loi logistique dont la fonction de répartition est
x 7→ (1 + exp {−x})−1.

Nous allons donc à présent mener les calculs de BE dans ce cadre de non indé-
pendance entre risque de taux et risque de crédit.

Pour cela, il nous faudra dans un premier temps faire des rappels sur un certain
type de processus gaussiens, les processus gaussiens autorégressifs.

4.1.6 Calcul des réserves

Les réserves (aussi appelées provisions techniques dans Solvabilité 2) ont nécessité
l'implémentation de techniques d'évaluations market-consistent, plus de détails dans



[27]. La somme des �ux futurs générés des acheteurs du portefeuille à l'instant t ∈ T
est

∆Bk (t) =
∑

i∈R\{R}

(bk (t) ∆NiR,k (t)− πk (t) (1−∆NiR,k (t))) 1Yk(t−1)=i, (4.6)

Λ (t) =
K∑
k=1

Λk (t), (4.7)

Λk (t) =
∑
τ>t

δ (t, τ) ∆Bk (τ), (4.8)

où δ (t, τ) représente le facteur d'actualisation stochastique pour la période [t, τ ]. Le
risque de taux, par le biais du taux d'actualisation, ainsi que le risque de crédit, par
le biais des défauts, in�uencent alors les �ux futurs.

Si l'on se pose la question de l'évaluation de cette somme, il faut remarquer
la di�érence fondamentale qui existe entre portefeuille d'acheteurs et portefeuille
obligataire : il n'existe pas de produit dérivé lié au risque de crédit d'un acheteur
disponible dans le cadre d'un marché liquide. Nous sommes en présence d'un marché
incomplet.

Il existe toutefois des exceptions marginales à ce propos, car il existe des acheteurs
qui sont de grandes compagnies, sur lesquelles il existe des Credit Default Swap
(CDS)C'est pour cette raison que les techniques classiques de �nance mathématique
pour passer d'une matrice de transition en univers réel à son équivalent en univers
risque neutre, approche basée sur les prix observables, n'est pas applicable, consulter
par exemple la méthode JLM [52] ou [87, Chapter 8] introduction.

Comme nous sommes dans une situation de marché incomplet, il y a théori-
quement plusieurs mesures martingales équivalentes, et plusieurs approches sont
possibles dans ce cas en assurance, consulter par exemple [6] sur le risque de lon-
gévité. La première approche consiste à déterminer un prix de marché du risque,
généralement constant, regarder [10]. Cette approche est proposée pour déterminer
les prix pour des produits dérivés du risque de mortalité [81] ou dérivés climatiques
[3]. Le deuxième type d'approche consiste en des méthodes d'évaluation sous l'hypo-
thèse d'absence d'opportunité d'arbitrage, et il faut donc construire un portefeuille
auto�nancé.

Cependant, ces approches ne sont pas cohérentes avec les techniques admissibles
par Solvabilité 2, car elles sont utilisées pour faire de la couverture. Quand les fac-
teurs macroéconomiques utilisés pour prédire le cycle de crédit peuvent être répli-
qués, alors dans le cadre de notre modèle nous pouvons faire de la couverture. Selon
la directive Solvabilité 2, les réserves sont alors calculées comme le best estimate du
passif plus une marge pour risque.

Avec l'équation (4.7), le best estimate est évalué en t ∈ T comme

V (t) = EP×Q [Λ (t) | Ft]

=
K∑
k=1

∑
τ>t

EP×Q [δ (t, τ) ∆Bk (τ) | Ft], (4.9)



où le risque de taux est évalué sous la probabilité Q équivalente à P, et le risque de
crédit (la partie systématique et la partie diversi�able) est évalué sous P. Comme
les �ltrations engendrées par le risque de crédit et le risque de taux ne sont pas
indépendantes de Gt, les termes δ (t, τ) et ∆Bk (τ) dans (4.9) ne peuvent être évalués
séparément. Ceci incite à considérer la dépendance entre risque de taux et risque de
crédit. Cependant sous l'hypothèse d'indépendance on devrait avoir :

V (t) =
K∑
k=1

∑
τ≥t

P (t, τ) (bk (t)P (Yk (t) = R, Yk (t− 1) 6= R | Ft)− πk (t)P (Yk (t) 6= R | Ft)),

(4.10)
où P (t, τ) est le prix d'un Zéro Coupon de maturité τ ≥ t, en t . Dans (4.10), les
probabilités de transition sont calculées en faisant des simulations Monte Carlo avec
comme base

Πk (t, t+ h) = E [Qk (t, t+ h) | Ft] = E [Qk (t, t+ h) | Zk (t)] (4.11)

4.1.7 Rappels sur les processus gaussiens markoviens autoré-

gressifs

Dé�nition 15. Un processus X est dit gaussien si toute combinaison linéaire �nie
de Xt est une variable gaussienne. Ou encore, si pour tout n et t1 < t2 < ... < tn,
Σn
i=1aiXti avec ai,i∈1...n est une variable gaussienne. Un processus gaussien est dé�ni

par sa fonction espérance E(Xt) et sa covariance Cov(s, t) = E(Xt − E(Xt)(Xs −
E(Xs))).

Le processus sera donc centré si sa fonction espérance est nulle pour tout t. (Voir
[83] pour plus de détails ou encore [30]).

Soit Xt = t (X1
t , ..., X

n
t ) un processus gaussien centré autorégressif d'ordre m,

donc tel que

Xt =
m∑
l=1

AlXt−l +Blξ

où Al ∈Mn,n(R), ∀l ∈ {1, ...,m}, Bl ∈Mn,n(R) and ξt ∼ N(0, In).
Alors, ∀t, X(t) ∼ N(0,Σ).

Proposition 16. Soit (X, Y ) ∈ Rp × Rq un vecteur gaussien de Rn, de matrice

de covariance : Σ =

(
ΣX ΣXY

ΣY X ΣY

)
Alors, la distribution de X conditionnelle-

ment à Y = y est gaussienne, d'espérance E(X) + ΣXY Σ−1
Y (y − E(Y )) et variance

ΣX − ΣY XΣY ΣXY

(Voir [37] pour plus de détails sur la loi Gaussienne multivariée). Cette proposi-
tion nous donne alors la distribution conditionnelle d'un ensemble d'éléments de X,
Xi sur l'ensemble complémentaire, X-i. Nous avons alors le corollaire suivant :



Corollaire 17.

L (X-i(t)|Xi(t) = xi) = N (E(X-i) + ΣX-iXi
Σ−1
Xi

(xi − E(Xi)),Σ−i|i)

A partir de la forme autorégressive de X, on peut écrire le vecteur X̃t+1 =
(Xt+1, Xt, Xt−1, ..., Xt−m) sous la forme suivante :

Xt+1

Xt
...

Xt−m

 =


A1 A2 ... Am
In 0 ... 0
0 In ... 0
...
0 0 ... In

×


Xt

Xt−1
...

Xt−m+1

 +


B
0
...
0

 ξt

ou encore
X̃t+1 = ÃX̃t + B̃ξt

Remarque 18. A chaque fois que nous utiliserons la notation X̃ ce sera pour faire réfé-
rence à la forme étendue du processusX discrétisé, c'est-à-dire X̃t+1 = (Xt+1, Xt, Xt−1, ..., Xt−m).

Cette nouvelle écriture, qui décrit tout aussi bien que la première le proces-
sus X, nous permet d'obtenir facilement l'espérance et la variance de X̃t+1 =
(Xt+1, Xt, Xt−1, ..., Xt−m).

Ainsi, si on connaît les valeurs deX jusqu'à l'instant t, le vecteur X̃t est constant.
Donc la seule variable dans l'équation est ξt ∼ N(0, In).

Proposition 19. L (Xt+1, Xt, . . . Xt−m) = N
(
X̃t, B̃B

t
)

Démonstration. X̃t+1 suit une loi normale car c'est la somme d'une constante ÃX̃t

avec un vecteur gaussien B̃ξt. Son espérance est donc la somme des espérances.
E(X̃t+1) = E(X̃t + B̃ξt) = E(X̃t = X̃t car ξt est centré.

V(X̃t+1) = V(Bξ) = B̃V(ξ)B̃t = B̃Bt.

Et ainsi de suite l'espérance et la variance se dé�nissent récursivement et on a

E(Xt+i) = ÃE(X̃t)

et
Cov(Xt+i) = ÃCov(Xt+i−1)Ãt + B̃B̃t

(Pour plus de détails consulter [39])

4.2 Calcul de Best Estimate

Soit R un processus mesurable sous Q et L une variable aléatoire mesurable sous
P. Dans notre cas, R représente le taux court et L est la variable représentant les
pertes, donc dé�nie en fonction des défauts. On suppose ici que le processus de défaut
n'est pas indépendant du processus de taux court. Cette hypothèse est importante
lors du calcul de BE, car il faut le calculer sous la mesure de probabilité produit



P×Q et EP et EQ ne sont pas séparables. C'est pour cette raison qu'il faut utiliser
les espérances conditionnelles (pour une introduction aux espérances conditionnelles
consulter [76]).

Soit δt = e−
∫ t
0 Rsds le taux d'actualisation lié au taux R.

Le BE est alors dé�ni comme suit :

BE = EP×Q

(
T∑
t=1

δtLt

)
où Lt est le �ux sortant à l'instant t et T est l'horizon à partir duquel il n'y a

plus d'engagements.

Remarque 20. Ici, pour simpli�er la présentation des calculs, nous supposons que
la valeur du LGD, donc la perte en cas de défaut, est constante et égale à 1 pour
tous les acheteurs. Ceci n'est pas une entrave à la généralité des résultats présentés
dans le cas où le LGD est supposé constant. Cependant si le LGD est supposé être
une variable aléatoire, les résultats s'en trouvent modi�és et il faudrait préciser sa
relation avec les autres variables du modèle.

Ici, nous travaillerons en discrétisant le processus de taux, car le modèle éco-
nométrique qui a été estimé est un modèle discret, et nous souhaitons calculer le
BE dans le cadre de ce modèle. Le taux d'actualisation sera donc dans notre cas
δt = exp

(
−
∑T

s=1 dtRs

)
, où dt est le pas de discrétisation

Le BE devient alors :

BE = EP×Q

(
T∑
t=1

δtLt

)
(4.12)

= EQ
(
EP

(
T∑
t=1

δtLt|R1, ..., RT

))
(4.13)

= EQ
(

T∑
t=1

δtEP (Lt|R1, ..., RT )

)
(4.14)

=
T∑
t=1

EQ
(
δtEP

(
N∑
i=1

1St−1=1,Dti=1|R1, ..., RT

))
(4.15)

=
T∑
t=1

EQ
(
δt

N∑
i=1

P
(
St−1 = 1, Dt

i = 1|R1, ..., RT

))
(4.16)

=
T∑
t=1

EQ
(
δt

N∑
i=1

P
(
St−1 = 1, Dt

i = 1|R1, ..., RT

))
(4.17)

avec St une variable de Bernoulli qui vaut 1 si l'individu survit jusqu'en t− 1 et
0 sinon, et Dt une variable de Bernoulli qui vaut 1 s'il y a défaut entre t− 1 et t et
0 sinon.

L'espérance étant linéaire nous pouvons nous intéresser au BE d'un seul individu
et ensuite généraliser avec la formule ci-dessus. On suppose que les probabilités de



défaut sont données par un modèle multifactoriel, et donc par une somme de risques
systémiques communs à tous les individus, représentés par le vecteur aléatoire Zt, et
d'un risque idiosyncratique, ε qui est propre à chaque individu. Les risques idiosyn-
cratiques εi, ∀i ∈ {1, ..., N} sont des variables réelles indépendantes. La probabilité
de défaut d'un individu i est alors la probabilité que la variable latente tβiZt + εi
tombe en dessous d'un seuil di.

P
(
Dt
i = 1

)
= P (βiZt + εi < di)

où les erreurs suivent une certaine loi.
Z est donc un vecteur aléatoire dé�nie par ∀t par Zt = g(Xt), avec g : Rn −→ Rn

une fonction mesurable. Alors, Zt est mesurable par rapport à la tribu engendrée
par Xt, σ(X).

EP×Q (δt1βiZt+εi<di) = EQ
(
EP (1βiZt+εi<di R1, . . . , Rt)

)
Regardons plus précisément l'espérance conditionnelle et essayons de l'exprimer

en fonction des probabilités de défaut.
Mais avant, dé�nissons deux densités :

Dé�nition 21. Soit ft : Rn−1 −→ R la densité de la loi de X̃ t
-R
|R̃t = r̃t.

Alors

P
(
tβiZt + εi < di|Rt

)
=

∫
Rn−1

P
(
tβiZt + εi < di|Xt

)
f(x−i(t)|Rt)dx−i

Dé�nition 22. Soit φt : R −→ R la densité de R̃t sous Q.

En nous intéressant à présent à l'espérance conditionnelle, nous obtenons :

EP
(
1St−1

i =1,Dti=1 R̃t

)

=
∫
EP
(
1St−1=1,Dti=1 R̃t, X̃−R

)
f(x̃t−R|Rt)dx̃−R

=
∫
P
(
St−1
i = 1, Dt

i R̃t, X̃−R

)
f(x̃t−R|Rt)dx̃−R(4.18)

Conditionnellement à X̃t =
(
R1, . . . , Rt, X̃

t
−R

)
=
(
R̃t, X̃

t
−R

)
les variables St−1

et Dt sont indépendantes car on a �xé les facteurs systémiques (̃Z)t = g̃(X̃t) dont
elles dépendaient, et la seule variable indéterminée reste le risque idiosyncratique ε
qui est indépendant entre individus, mais aussi d'une période sur l'autre. Il faut ainsi
calculer ces probabilités de défaut conditionnelles, que l'on peut exprimer comme
produit de probabilités, car dépendant uniquement des risques idiosyncratiques de



chaque période, qui sont indépendants entre eux. La probabilité de défaut entre t−1
et t d'un individu de classe i, notée PDi

t, est donnée par :

PDi
t = P

(
St−1
i = 1, Dt

i R1, . . . , Rt, X̃−R

)
(4.19)

=
∑

i1,,,it−1∈D̄

P(i 7→ i1, i1 7→ i2, i2 7→ i3, . . . , it−1 7→ D|X̃t) (4.20)

=
∑

i1,,,it−1∈D̄

P(i 7→ i1|X̃t)P(i1 7→ i2|X̃t)P(i2 7→ i3|X̃t) . . .P(it−1 7→ D|X̃t)(4.21)

=
∑

i1,,,it−1∈D̄

P(i 7→ i1|X1)P(i1 7→ i2|X3)P(i2 7→ i3|Xt) . . .P(it−1 7→ D|Xt)(4.22)

où D̄ est l'ensemble des états de transition autres que le défaut. Ces dernières pro-
babilités sont donc données par la fonction de répartition de εi.

Donc le BE des pertes actualisées dues à un défaut de l'individu i entre t− 1 et
t sont :

E
(
δtL

t
i

)
= EQEP

(
e−dt

∑t
s=1 RsLi|R̃

)
(4.23)

= EQ
(
e−dt

∑t
s=1Rs

1

f(R̃t)

∫
R3n

PDt
if(X̃t)d ˜x−R

)
(4.24)

=

∫
φ(R̃t)

f(R̃t)
e−dt

∑t
s=1Rs

∫
PDt

if(X̃t)dx̃−Rdr̃ (4.25)

Le terme φ(R̃t)

f(R̃t)
e−dt

∑t
s=1 Rs est un dé�ateur, donc la densité de Q par rapport à P

multipliée par le taux d'actualisation.
Quant à la dynamique du taux court sous la probabilité Q, un modèle CIR peut

être utilisé pour modéliser ses variations. On sait que dans ce modèle (pour plus de
détails, [83]) :

ctRt|R0 ∼ χ2
ν=4ab/σ2,λt=ctr0e−at

où ct =
4a

σ2(1− e−at)
.

Pour calculer le BE, nous pouvons donc procéder de deux manières.
� Une première approche consisterait à faire intégrer numériquement en utilisant
la formule 4.23. Mais sachant que la dimension selon laquelle on intègrerait est
assez grande, l'erreur risque d'être importante.

� Comme on calcule des espérances sous des lois connues, il est aussi possible
d'appliquer la méthode Monte Carlo pour calculer cette espérance. Ce sera la
méthode que nous retiendrons.

On peut alors suivre l'algorithme suivant pour calculer le BE :
Algorithme :

1. Tirage d'une loi Khi2 de bons paramètres, après avoir estimé le CIR (voir [86]
ou encore [7]). Diviser par ct pour avoir r̂.



2. Faire un tirage de x̂R conditionnelle à r̂.

3. Calculer les probabilités de défaut (pour chaque classe) pour le vecteur (x̂R, r̂).

4. Calculer la moyenne de ces probabilités de défaut actualisées.

5. Sommer les BE ainsi obtenus pour les di�érents trimestres.

Les résultats (préliminaires) que nous avons sont les suivants : Sous l'hypothèse
de dépendance entre risque de taux et risque de crédit le Best Estimate calculé avec
l'algorithme ci-dessus est égal à 171. Alors que, comme nous le verrons dans 4.3, il
est égal à 198 dans le cas d'indépendance (donc plus important dans ce cas).

4.3 Calcul de besoin en capital (SCR)

Sous l'actuelle approche formule standard, consulter [27, pp. 224-261] l'assurance
crédit est considérée comme une branche de l'assurance non-vie. Les e�ets du risque
systémique et diversi�able ne sont pas distingués.

Dans la suite nous nous intéressons au calcul du besoin en capital, dans le cadre
d'un modèle interne. Comme décrit plus haut, les risques auxquels l'assureur crédit
est exposé sont les risques de taux et le risque de crédit non diversi�able. Le besoin
en capital est déterminé pour re�éter la Valeur à Risque-Value at Risk - (VaR) en
cas d'un événement pouvant causer la ruine de l'assureur, à un niveau de con�ance
de99.5% et à horizon un an. Comme dans [45, Section 2], la valuation de la VaR de
la distribution de Λ est biaisée car elle néglige la marge pour risque. En conséquence,
on utilise l'approximation suivante proposée par [45, Section 3]

SCR (t) =

V aR99.5% (χ (t+ 1))

V (t)
− 1

1− αD (t)

(
V aR99.5% (χ (t+ 1))

V (t)
− 1

) × V (t) , (4.26)

avec

χ (t) =

∑K
k=1 ∆Bk (t) + V (t)

1 + ρ (t)

où (t) est la duration du passif, α est le coup du capital �xé à 6% pour le calcul
de la marge pour risque et ρ (t) le rendement de l'actif durant la période [t, t+ 1].
Cette approche est aussi utilisée dans [72], [70] et [73].

La sévérité du risque diversi�able décroît avec le nombre d'acheteurs dans chaque
sous-groupe homogène du portefeuille. Il semble raisonnable de penser que cette
hypothèse est satisfaite et que ce risque devient négligeable par rapport aux deux
autres risques. Ainsi, le risque diversi�able peut être approché par une variable
normale, consulter [45, Section 3.2], et la fonction de densité de χ (t) à l'instant
t ∈ T est approchée par

P (χ (t+ 1) ≤ x) = EP
[
P
(
χ (t+ 1) ≤ x | Gt+1 ∨ FU

t+1

)]
−−−→
K→∞

EP

[
Φ

(
x− µχ (Z (t+ 1))

σχ (Z (t+ 1))

)]
, (4.27)
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Figure 4.1 � Histogramme des pertes pour le calcul du SCR

avec Φ la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite, et µχ (Z (t+ 1))
et σχ (Z (t+ 1)) sa moyenne et écart-type de χ (t+ 1) sachant Z (t+ 1).

Cette approche permet de réduire le nombre de simulations nécessaires pour le
calcul du SCR. Elle nécessite en pratique le calcul des moments de χ (t+ 1) sachant
Z (t+ 1).

Après avoir simulé les pertes dans le modèle décrit dans 4.1, voici dans la Figure,
l'histogramme des pertes que nous utilisons pour calculer le quantile à 99, 5%.

Le quantile à 99, 5% est ici égal à 247 alors que la moyenne des pertes est égale
à 198. Le SCR est donc égal à 49.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons réalisé un calcul de Best Estimate dans un cadre
de dépendance entre risque de taux et risque de crédit. Pour cela, nous avons dé-
composé notre approche en plusieurs étapes. Nous avons tout d'abord introduit le
modèle stochastique permettant de modéliser les transitions entre ratings pour les
acheteurs du portefeuille de l'assureur crédit (modélisation des probabilités de tran-
sition, estimation des paramètres...). Nous avons ensuite approché le calcul du Best
Estimate lui-même, en justi�ant notre choix d'utiliser une méthode de Monte Carlo
a�n d'obtenir un résultat numérique, puis en décrivant l'algorithme que l'on a implé-
menté. Pour le calcul du SCR nous avons réalisé des simulations de pertes, et calculé
le quantile à 99, 5% de ces dernières. Il existe cependant des approches alternatives
au calcul de quantiles élevés dans le cadre de modèles multifacteurs, comme le notre.
La présentation de ces approches fera l'objet du prochain chapitre.



Chapitre 5

Calcul sans simulations de quantiles
élevés dans un modèle à facteurs

Le modèle interne 3 est basé sur un modèle à facteurs, donc les défauts et les
transitions sont conditionnellement indépendants par rapport au risque systémique.
Dans le cadre du chapitre 4, nous avons également travaillé avec un modèle à fac-
teurs. Cependant les calculs de SCR faits jusqu'à maintenant, ont été réalisés avec
des simulations de Monte Carlo, ce qui est coûteux en terme de temps et de res-
sources informatiques. La propriété d'indépendance conditionnelle entre acheteurs
dans le cadre d'un modèle à facteurs sera utilisée ici, a�n de trouver un moyen re-
lativement aisé et avec le moins de simulations, d'obtenir la distribution de la perte
ou les quantiles élevés de la distribution. Ce chapitre s'appuie sur les articles [43] et
[75].

5.1 Distribution de la perte

Un acheteur n fait défaut si sa capacité à payer Zn baisse au-delà d'un seuil dn,
donc si Zn < dn. En outre, sachant que la probabilité de défaut des acheteurs d'une
même classe i est pi, le défaut est une variable de Bernoulli de probabilité pi.
En résumé, si on note Dt

n la variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 s'il y a défaut
entre t− 1 et t, Zt

n et d
t
n les valeurs de la capacité à payer et du seuil de défaut pour

l'acheteur n pendant la même période, Dt
n = I{Ztn<dtn} et E (Dn) = P (Zn < dn) = pi.

La variable Zn n'est pas une gaussienne dans notre cas (4), comme c'était le cas
dans les Chapitres 3 et 1. Dans la suite dn = di pour un acheteur n de la classe i,
pour i = 1, ..., I.
En supposant que le coe�cient LGDn, qui représente la perte en cas de défaut pour
chaque acheteur, est constant et égal à 1 1, et en notant Ln la perte liée à l'acheteur
n, alors la perte à l'instant t s'écrira :

Lt =
N∑
n=1

Ltn =
N∑
n=1

1{Dti}LGD
t
n

1. Voir [82] pour une introduction aux problématiques de LGD et les cas où il n'est pas supposé
constant.
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(5.1)

Un des intérêts d'utiliser un modèle à facteurs pour la capacité à payer est que
les capacités à payer sont conditionnellement indépendantes par rapport aux risques
systématiques. Ainsi, en conditionnant par rapport au vecteur X des risques systé-
matiques (cf. 4), on a indépendance entre les défauts et les transitions sur toutes les
périodes, et on a donc aussi les pertes sur di�érentes périodes.
A�n de trouver la loi de la perte on peut calculer la fonction génératrice de cette
dernière en u ∈ R, GL (u) = E

[
uL
]
.

GL (u) = E
[
uL
]

= E
[
u
∑t
s=1 δsL

s
]

=

E
[
E
[
u
∑t
s=1 δsL

s

X
]]

(5.2)

= E

[
t∏

s=1

E
[
uδsL

s

X
]]

(5.3)

Après calcul de l'espérance conditionnelle ci-dessus, on obtient :

E
[
uδsL

s

X
]

=
N∏
n=1

E
[
uδs

∑N
n=1 L

s
n X

]
(5.4)

=
N∏
n=1

E
[
uδsL

s
n X

]
(5.5)

=
N∏
n=1

E
[
uδs1Dns + 1D̄ns X

]
(5.6)

=
N∏
n=1

[
uδsP (Dn

s X) +
(
D̄n
s X

)]
(5.7)

=
I∏
i=1

[
uδsP

(
Di
s X

)
+
(
D̄i
s X

)]N
s
i (5.8)

où D̄i
s est l'événement de survie conditionnelle de l'acheteur n pendant la période

[s− 1, s[, N i
s est l'e�ectif dans la classe homogène i ∈ 1, . . . , I à l'instant s.

P
(
D̄i
s X

)
est la probabilité conditionnelle de survie qu'on note qi Xs et P (Di

s X)
est la probabilité conditionnelle de défaut d'un acheteur de la classe i qu'on note
pi Xs . pi Xs = 1− qi Is . Ces probabilités peuvent être calculées comme dans 4.

Avec ces notations, on a �nalement la fonction génératrice de la perte qui s'écrit :

GL (u) = E

[
t∏

s=1

E
[
uδsL

s

X
]]

= E

[
I∏
i=1

[
uδsP

(
Di
s X

)
+
(
D̄i
s X

)]N
i

]
(5.9)



Remarque 23. Le portefeuille change sur chaque période s, d'où les e�ectifs N i
s qui

dépendent du temps s.

L'espérance dans l'équation 5.9 doit être calculée avec une méthode de Monte
Carlo, car c'est une espérance par rapport à un vecteur aléatoire, à savoir X, qui est
un vecteur Gaussien.

Une fois qu'on a la fonction génératrice des pertes L, on peut avoir la distribution
des pertes par une méthode Fast Fourier Transform (FFT).

Il resterait à comparer les valeurs de Best Estimate et SCR calculées dans 4, avec
les valeurs obtenues ici. Cette méthode reste à implémenter mais les méthodes FFT
pour les variables continues (les pertes dans notre cas), restent di�ciles à obtenir.

5.2 Calcul de la VaR

Cette section présente une façon de calculer les quantiles élevés dans le cadre
d'un modèle à facteurs et de risques systémiques gaussiens.

5.2.1 Dérivées de la VaR

On souhaite calculer un quantile de la distribution des pertes associé au niveau
de con�ance α. Soit qα(L) le quantile cherché. On suppose qu'on a construit un
portefeuille de perte L, tel que son quantile de niveau α, noté qα(L) peut être calculé
analytiquement et est su�samment proche de qα(L). On regarde alors la perte L
comme L perturbée par un bruit U , donc U = L − L. On dé�nit une nouvelle
variable Lε = L + εU , où ε sert à "mesurer" la perturbation autour de L. Avec le
résultat dans [77] pour des niveaux de con�ance élevés, qα(L) peut être calculé par
la formule :

qα(L) = qα(L) +
dqα(Lε)

dε ε=0 +
1

2

d2qα(Lε)

dε2 ε=0 (5.10)

Les deux dérivées ci-dessus sont calculées dans [42]. D'après l'article on a :

dqα(Lε)

dε
ε=0 = E

[
U L = qα(L)

]
(5.11)

et

d2qα(Lε)

dε2 ε=0 = − 1

fL(l)

d

dl

(
fL(l)V

[
U L = l

])
l=qα(L)

(5.12)

Il su�t donc de trouver une variable L.
Dans un premier temps, on suppose que Zn = %nS +

√
1− %n2εn avec S ∼

N(O, 1).
On dé�nit L comme une distribution limite :

L = l(S) =
N∑
n=1

LGDnp
n S =

N∑
n=1

LGDnΦ

(
Φ−1 (pn)− %nS√

1− %n2

)
(5.13)



La perte L est une fonction décroissante de S et le quantile qα(L) peut alors être
calculé avec la formule :

α = P
(
L < qα(L)

)
= P

(
l(S) < qα(L)

)
= P

(
S > l−1

(
qα(L)

))
= 1− Φ

(
l−1
(
qα(L)

))
(5.14)

D'où

qα(L) = l
(
Φ−1 (1− α)

)
(5.15)

On a ainsi le premier terme de l'approximation 5.10.

On peut réécrire les dérivées première et seconde avec s, une réalisation de S
comme variable. Sachant qu'il y a équivalence entre les conditions qα(L) et S =
Φ−1(1− α), on obtient :

dqα(Lε)

dε ε=0 = E
[
U S = Φ−1(1− α)

]
(5.16)

et

d2qα(Lε)

dε2 ε=0 = − 1

φ(s)

d

ds
φ(s)

V
[
U S = s

]
l′(s) s=Φ−1(1−α)

(5.17)

Il faut ensuite relier L à la vraie perte L. Pour cela il faut trouver un lien entre
S et les variables (Ik)k=1,...,K le vecteur de risques systémiques (regarder aussi 3.3).
On suppose qu'il y a une relation linéaire entre ces variables et on écrit :

S =
K∑
k=1

bkIk (5.18)

en posant comme condition
∑K

k=1 b
2
k = 1 pour que la variance de S soit égale à

1.

Il reste maintenant à déterminer les coe�cients (%n)n=1,...,N et les coe�cients
(bk)k=1,...,K . A�n de déterminer ces coe�cients, on pose L = E

[
L S

]
. Ceci a, entre

autres, pour conséquence de rendre nulle la dérivée première donnée en 5.16. Après
quelques calculs dont les détails se trouvent dans [74], pour les coe�cients %n on
obtient :

%n = %n

k∑
k=1

ξnkbk (5.19)

Le choix des (bk)k=1,...,K intervient dans l'équation 5.15. A�n de trouver ces co-
e�cients, les auteurs partent du fait qu'intuitivement il faudrait que S soit le plus



corrélé possible avec les facteurs de risques systématiques (Sn)n=1,...,N .
Il faut donc trouver les coe�cients (bk)k=1,...,K tels que :

max
{bk}

(
N∑
n=1

cncorr
(
S;Sn

))
(5.20)

sous la contrainte
∑K

k=1 b
2
k = 1.

La solution est donnée par

bk =
N∑
n=1

cn
λ
ξnk (5.21)

où λ est le multiplicateur de Lagrange, solution du problème de maximisation.
Finalement, en imposant certaines contraintes à cn, le choix suivant fait partie de
ceux qui prodiguent les meilleurs résultats :

cn = LGDnΦ

(
Φ−1(pn) + %nΦ−1(α)√

1− %2
n

)
(5.22)

Jusqu'ici on a donc la valeur de

qα(L) = l
(
Φ−1 (1− α)

)
=

N∑
n=1

LGDnΦ

Φ−1(pn)− %n
∑K

k=1 ξnkbkΦ
−1(1− α)√

1−
(
%n
∑K

k=1 ξnkbk

)2

(5.23)

avec bk =
∑N

n=1

LGDnΦ

(
Φ−1(pn) + %nΦ−1(α)√

1− %2
n

)
λ

ξnk

La dérivée première étant nulle car on a choisi L = E
(
L S

)
il reste à calculer la

dérivée seconde

d2qα(Lε)

dε2
ε=0 = − 1

φ(s)

d

ds

(
φ(s)

V
[
U S = Φ−1(1− α)

]
l′(s)

)
s=Φ−1(1−α)

5.2.2 Calcul de la dérivée seconde - Cadre multifactoriel

On note V
[
U S = s

]
= v(s).

qα(L)− qα(L) =
d2qα(Lε)

dε2 ε=0 = − 1

2φ(s)

d

ds

(
φ(s)

v(s)

l′(s)

)
s=Φ−1(1−α)

(5.24)

= − 1

2φ(s)

(
−sφ(s)

v(s)

l′(s)
− φ(s)

v′(s)l′(s)− v(s)l′′(s)

l′(s)2

)
s=Φ−1(1−α)

(5.25)

= − 1

2l′(s)

(
v′(s)− v(s)

(
l′′(s)

l′(s)
+ y

))
s=Φ−1(1−α)

(5.26)



Il faut alors calculer l′(s) et l′′(s).

l′(s) =
N∑
n=1

−LGDn
%n√

1− %n2
φ

(
Φ−1(pn)− %ns√

1− %n2

)
(5.27)

et

l′′(s) =
N∑
n=1

−LGDn
%n

2

1− %n2

Φ−1(pn)− %ns√
1− %n2

φ

(
Φ−1(pn)− %ns√

1− %n2

)
(5.28)

Il ne reste plus qu'à calculer la variance conditionnelle de U . L est une fonction
déterministe de S donc :

v(s) = V(U S = s) = V(L S = s) (5.29)

Par la formule de décomposition de la variance conditionnelle, en conditionnant
par rapport aux variables (Ik)k=1,...,K pour se ramener à des variables indépendantes,
on a alors :

V(L S = s) = V
(
E (L {Ik}) S = s

)
+ E

(
V (L {Ik}) S = s

)
(5.30)

On note V
(
E (L {Ik}) S = s

)
= v∞(y) et E

(
V (L {Ik}) S = s

)
= vGA(s).

On pose :

%nm =
%n%m

∑K
k=1 ξnkξmk − %n%m√

(1− %n2) (1− %m2)
. (5.31)

%nm est le coe�cient de corrélation conditionnel à S 2.
Après calcul, on obtient :

v∞(s) =
N∑
n=1

N∑
m=1

LGDnLm
[
Φ2

(
Φ−1(pn s),Φ−1(pn s), %nm

)
− pn spm s

]
(5.32)

où Φ2(., ., .) désigne la fonction de distribution d'une loi normale bivariée. La
dérivée première de v∞(s) est :

v′∞(s) = 2
N∑
n=1

N∑
m=1

LGDnLmp
n s

[
Φ

[
Φ−1 (pm s)− %nmΦ−1 (pn s)√

1− %2
nm

]
− pm s

]
(5.33)

vGA(s) =
N∑
n=1

LGD2
n

[
pn s − Φ2

(
Φ−1(pn s),Φ−1(pm s), %nn)

)]
(5.34)

2. Pour plus de détails sur cette partie consulter



vGA(s) −→N−→+∞ 0. Et sa dérivée est égale é :

v′GA(s) =
N∑
n=1

LGD2
np

n s′

[
1− 2Φ

(
Φ−1 (pn s)− %nnΦ−1 (pn s)√

1− %2
nn

)]
(5.35)

Il correspond à un ajustement par rapport à la granularité du portefeuille, donc
plus le portefeuille est granulaire, plus la valeur de ce terme diminue.

Comme dans la section précédente, il reste à calculer les quantiles de la perte par
les formules ci-dessus et les comparer avec ceux obtenus dans les chapitres précédent.
Ceci fera l'objet d'un travail futur.

Conclusion

Notre but, dans cette partie, était d'utiliser la propriété d'indépendance condi-
tionnelle entre acheteurs dans le cadre d'un modèle à facteurs, a�n de déterminer un
moyen aisé d'obtenir la distribution de la perte ou les quantiles élevés. Nous nous
sommes pour cela d'abord préoccupés du calcul de la distribution de la perte, mais
ne pouvons déterminer avec certitude le moment où la taille du portefeuille sera en
adéquation avec la possibilité d'utiliser la formule trouvée. Nous décrivons ensuite
une méthode de calcule des quantiles élevés di�érente de celle utilisée précédem-
ment. Ces calculs de quantiles élevés semblent être une alternative intéressante aux
calculs simulatoires de quantiles que nous avons faits dans ce cadre. Ceci fera l'objet
de travaux futurs.



Conclusion

Dans le cadre de ce travail nous avons tout d'abord présenté ce qu'était l'assurance-
crédit et ses enjeux. Nous avons vu que la directive Solvabilité 2 qui encadre les cal-
culs d'engagements, dans le cadre de sa formule standard ne prend pas en compte
les spéci�cités du métier d'assureur crédit. En e�et elle ne tient pas bien compte des
corrélations entre contreparties, qui sont désignées pour calculer le risque de corré-
lation pour un petit nombre d'elles. Pour cette raison les assureurs crédits doivent
construire des modèles internes, a�n de calculer au plus juste les fonds propres mis de
coté en cas d'événements qui causeraient des pertes extrêmes. Nous avons donc tra-
vaillé spéci�quement dans ce cadre, en essayant d'apporter une contribution quant
à l'amélioration d'un modèle interne de base.

Après avoir présenté le modèle interne de base, la manière dont il est spéci�é,
les paramètres d'entrée et ses sorties, nous avons présenté les données que nous
avions à notre disposition dans le cadre de notre travail. Nous avons réalisé une
analyse descriptive des données de transitions entre classes, des données de défaut
et d'expositions, ainsi que du programme informatique que nous avons développé,
qui reproduit le modèle interne. C'est sur ce programme que nous nous sommes
appuyés ensuite pour tester les améliorations que nous proposons.

La première proposition que nous faisons, est celle de tenir compte de la carac-
téristique du métier d'assureur crédit, qui est de pouvoir adapter ses niveaux de
garanties pendant l'année. En e�et les pertes sont actuellement calculées avec des
paramètres �xes pendant l'année et nous avons montré dans le cadre de cette étude
que si nous les faisons varier, l'engagement de l'assureur en �n d'année s'en trouve
diminué. Ceci vient du fait qu'en temps de crise les assureurs diminuent leurs expo-
sitions de manière plus importante qu'il ne les augmentent en période de croissance.
Et ils s'adaptent assez rapidement aux cycles de marché.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes concentrés sur la structure de dé-
pendance des facteurs systémiques. En e�et c'est cette structure qui détermine la
dépendance entre acheteurs, et donc l'importance des pertes du fait de défauts cor-
rélés. Nous avons vu que dans le cadre de la dépendance Student, et uniquement
pour de petits degrés de liberté, la dépendance de Student est plus prudente que
la dépendance Gaussienne. Cependant, a�n de faire une étude plus poussée sur la
structure de dépendance qui serait la plus adaptée, il faudrait avoir plus de données
sur les pertes, et sur les probabilités de défaut, que nous n'en avons actuellement.

Dans un dernier chapitre nous nous sommes concentrés sur le calcul du Best
Estimate et du SCR dans le cadre d'un modèle à facteur réduit que nous avons
estimé dans [9]. Dans un premier temps nous avons parlé de prix de marché du risque,
cette variable qui nous permet de passer de l'univers historique à un univers risque
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neutre, dans le cadre d'un risque de taux. Un modèle qui nous a paru approprié
est présenté, avec une application numérique sur les taux Libor 1 mois. Dans un
deuxième temps, nous avons mené le calcul e�ectif de Best Estimate. Nous nous
sommes alors intéressés au cas où il y aurait une dépendance entre risques de taux
et risque de crédit, le premier étant évalué sous une probabilité risque neutre et le
second sous une probabilité historique. Nous avons démontré la formule explicitant
ce Best Estimate dans le cadre de dépendance. Puis, nous avons calculé le SCR,
évaluant ainsi les engagements dans le cadre de notre modèle. Finalement, nous avons
conclu par des propositions de calcul de SCR dans un cadre multifacteur, approches
qui ne nécessiteraient pas de simulations numériques. Ces approches restent à être
validées et comparées avec les calculs de SCR faits dans un cadre simulatoire.
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Annexe

Théorème de Kolmogorov
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelle indépendantes telle que :
� pour tout n > 1, E (X2

n) < +∞
� il existe une suite croissante (an)n>1 de nombres positifs tels que

+∞∑
n=1

V (Xn)

a2
n

< +∞.

Alors ∑N
n=1Xn − E

(∑N
n=1Xn

)
an

−→N→+∞ 0

Si

a−1
n E

(
N∑
n=1

Xn

)
−→ m

alors
∑N
n=1 Xk
an

−→ m .
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