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0.1 Imntroduction

L’objectif de ce mémoire est d’évaluer les engagements des compagnies d’as-
surance liés 3 I'offre de produits d’assurance vie comportant une garantie plan-
cher en cas de déces. Cette derniére garantit au bénéficiaire, en cas de décés de
]’assuré, un capital minimum, et ce quelle que soit la valeur des unités de compte
détenues au moment du déces. Le succes de ce type de produit et les fluctuations
boursiéres des marchés nécessite donc ’élaboration de modgles d’évaluation et
de gestion des risques adaptés; en effet seul I'assureur supporte le risque finan-
cier. Financiérement I'engagement de l'assureur peut &tre assimilé & une série
d’options de vente européennes cachées détenues par I’assuré, ayant pour date
d’exercice la mort de ce dernier ou la maturité du contrat.

La trés répandue valorisation par la méthode de Black et Scholes d’une
option n’est pas valable sur des options de longue maturité comme la garantie
plancher. En effet ce modeéle d’arbitrage repose sur des hypothéses assez strictes
des marchés financiers et la volatilité du support action utilisée dans la formule
est constante. Cela peut étre admissible sur de courtes maturité mais non sur
celles intégrées dans les contrats d’assurance vie.

Mary Hardy, dans son article intitulé "A Regime-Switching Model Of Long-
Term Stock Returns", a appliqué la modelisation en régime switching log-normal
du rendement de certains indices boursiers. Il s’agit d’une maniére assez simple
d’adapter au modele une volatilité stochastique est de considérer que la volatilité
prend une de K valeurs discrétes, allant de l'une & l’autre de maniére aléatoire.
Cette approche permet de conserver la simplicité de la modélisation en log-
normal indépendant tout en permettant de représenter les mouvements extrémes
de 1a valeur des indices pour donner un prix d’option plus cohérent. En ce qui
concerne nos applications numériques du modele elles sont en majeur partie
issues du fichier excel établi par l'auteur et disponible sur le site internet de la
Society of Actuaries. Nous y avons intégré notre propre programine d’évaluation
d’une option européenne en Regime Switching d’apres le modéle de Bollen (qui
est une formule de Black Scholes modifiée).

Outre ces méthodes de modélisation en probabilité risque neutre, il est aussi
intéressant d’utiliser une modélisation de 'univers financier réel (modélisation
dite actuarielle) pour représenter ce type de passif qui permette de quantifier
de potentiels écarts par rapport aux approches classique par couverture préceé-
dentes. I1 faut donc développer un modele économétrique valide afin d’estimer les
différents parametres sélectionnés puis de modéliser I'engagement de 'assureur
3 travers des simulations Monte Carlo.

La méthode des déflateurs stochastiques produit des valorisations encore
plus consistantes avec le marché car elle intégre les principales variables écono-
miques (inflation, taux de change, prix des actions, dividende. .. ) ainsi que leurs
interactions.

Le modéle de M. Smith utilisant ces déflateurs stochastiques a été implé-
menté dans son application nommée Timbukl. Notre but a été dans un premier
temps de répliquer ce modele (calibrations, simulations de ce programme) puis
de comparer nos résultats avec ceux de Smith pour y appliquer la valorisation






de la garantie plancher en cas de décés.

Enfin, nous utilisons le méme échantillon de données historiques pour compa-
rer les résultats de ces 3 types de méthodes et tenter de donner des explications
aux disparités.

0.2 Valorisation par la méthode en régime switching

Des é&tudes empiriques ont prouvé que les lois log-normales indépendantes
(LNT) ne permettent pas de représenter certains mouvements extrémes des cours
ainsi que I'aspect stochastique de la volatilité.

Une maniére assez simple d’adapter au modele une volatilité stochastique est
de considérer que la volatilité prend une de K valeurs discrétes, allant de P'une
3 'autre de maniére aléatoire. Cette approche permet de conserver la simplicité
de la modélisation en LNI tout en permettant de représenter les mouvements
extrémes de la valeur de part du fonds. La modélisation en « regime switching
» (RSLN) permet au sous-jacent de commuter entre K régimes de maniére
aléatoire; chaque régime est caractérisé par des paramétres de modélisations
différents et le processus décrivant la trajectoire du sous-jacent est considéré
comme étant un processus de Markov (cela signifie que la probabilité de chan-
gement de régime dépend seulement du régime actuel et non de historique du
Processus).

L’idée sous-jacente de ce type de modélisation en « regime switching » est
que le marché commute & chaque période entre une volatilité relative basse assez
stable et un régime de volatilité plus élevée mais moins stable. Des périodes de
volatilité élevée peuvent &tre dues par exemple & des politiques monétaires de
court terme ou des incertitudes économiques.

Mary Hardy a appliqué ce modéle & seulement K=2 régimes aprés s'étre
assuré que le test du ratio de vraisemblance, utilisé pour déterminer lequel des
modeles & « regime switching » et du LNI convient le mieux & la modélisation du
processus ( le test est présenté dans Klugman, Panjer et Wilmott 1998), puisse
le justifier. Le test permet de comparer deux mémes types de modélisation
imbriquées mais avec un nombre de paramétres différents (k2>k1).

La validation faite, il faut ensuite estimer les 6 parameétres de la modélisation
par des méthodes de maximum de vraisemblance récursives. Une fois ces derniers
déterminés il suffit ensuite d’évaluer les prix d’options de vente européenne en
régime switching d’aprés la méthode de Bollen.

Comme la méthode de Black Scholes, cette méthode présente un inconve-
nient, comme tous les modéles d’options avec approche par arbitrage, elle est
critiquable sur le long terme.

0.3 Valorisation par la méthode des déflateurs stochas-
tiques
Nous allons définir dans cette partie une notion clé de notre étude : la Fair

Value. Clest une notion comptable et financiére réclamant I’évaluation & leur
juste valeur & un instant donné des biens possédés par une entreprise. Cette






problématique de valeur est notamment soulevée par IAS qui demande la juste
valeur pour tous les instruments financiers.

Des divergences apparaissent toutefois sur la pertinence d’évaluer 2 la valeur
du marché des biens souvent non négociables et en dehors de toute opération
réelle. Cette notion s’oppose 4 celle employée en comptabilité francaise et basée
sur les cotts d’acquisition et la nécessité de prudence.

Notre objectif est de valoriser un échéancier de cash flows futurs générés dans
le cadre d’un modéle stochastique de projections financiéres. Plusieurs méthodes
sont disponibles. Nous appliquerons celle des délateurs stochastiques.

Un déflateur est une fonction d’actualisation stochastique qui traduit & la
fois le risque & chaque scénario et l'actualisation temporelle. La valeur d’une
chronique de cash flows stochastiques, généralise celle utilisée pour des cash
flows déterministes. Ainsi en simulant un nombre de scénarios suffisant, I'es-
pérance des déflateurs est équivalente au facteur d’actualisation de la méthode
traditionnelle.

Cette approche comporte plusieurs avantages : le déflateur dépend seulement
du modale et non des cash-flows évalués. Cela rend la valorisation des cash-flows
stochastiques considérablement simple. Aussi, la technique des déflateurs pro-
duit des valorisations de marché consistantes, et refléte que le fait de changer
une stratégie d’investissement institutionnelle ne peut pas créer ou détruire la
valeur économique. Cependant, changer de stratégie pourrait changer la distri-
bution des cash-flows futurs transférant ainsi la valeur entre les actionnaires. La
méthode des déflateur permet au actuaires d’analyser ces transferts. Enfin, la
méthode des déflateurs est utile lorsque l’on considére la structure du capital
d’une compagnie. En effet, changer la structure du capital d’une compagnie ne
change pas la valeur de marché de cette compagnie. La structure du capital peut
cependant affecter la valeur de marché au travers d’effets secondaires tels que la
taxe ainsi que Pimpact du risque de crédit. La méthode des déflateurs permet
aux actuaires de se concentrer sur ces cotits ce que peut influencer la valeur de
marché de la compagnie.

0.4 Présentation de Timbukl

Une des principales caractéristiques de ce modele est la production d'un
déflateur d’état consistent avec le marché.

Le déflateur simulé pour la date a est noté D, et le prix & la date a d'un
zéro coupon payant 1€ a la date b est noté P.s. Ces parameétres définissent
la structure par terme du modele qui est ici en temps discret (a et b sont des
entiers). B, est un mouvement brownien.

Les déflateurs et la structure par terme des taux d’intérét doivent satisfaire
I’équation suivante :

Da(Pab —_ Pa:b+1) = z%}fg)fg X eXp[U.(Ca - Cmin{a.,b-—-r)) + AB, + rmn{b -
a,7}0.Bs — 3(A+07)%a + max{o’f"b+1'12}(7+1_b+“l 60\ + (47 + 2b— 22— 1)0”]

Ainsi définie cette équation est vérifiée par 3 indexes (gauges en anglais) qui






influent sur les cashs flow. Par exemple, 'inflation, le taux de change influence-
ront sur la valeur du portefeuille d’assurance que nous chercherons 3 modéliser.
Pour chaque indexe, choisis ici comme étant le Cash (noté C), les actions (noté
E) et l'inflation (notée I) il faut donc calibrer le modéle en calculant les para-
metres A, Ag, A1, 0¢,0g,07. [ est le taux d’intérét forward long.

Formulation en adéquation avec ’absence d’opportunité d’arbitrage non jus-
tifite mathématiquement par Pauteur.

En utilisant le fait que P,, = 1, on peut calculer la structure par terme et
les déflateurs & partir des équations suivantes :

=)
Da. = 2 Da.(Pab - Pa:b+1)

o Da (Pab"Pa:b+l)

uija Do (Pap=Po:b+1)

Un des objectifs de notre étude était de répliquer le modéle de M. Smith :
Timbukl Nous n’avons pas cherché 4 redémontrer la formule sur laquelle est
basé le modéle mais plutdt étudié les caractéristiques et le comportement de
cette dernidre. Nous avons calibré les parametres du modeéle de telle sorte &
retrouver les méme résulats du moins, pour chaque maturité, les écarts type
et les intervalles de valeurs des déflateurs et des jauges doivent correspondre &
ceux produit par Timbukl. De plus, afin de valider notre modéle, nous avons non
seulement simulé les zéros-coupon spot et vérifié qu'ils correspondent bien & ceux
utilisés en entrée du modéle mais encore nous avons calibré notre modeéle sur
des données de marchés UK antérieures 4 2001. Avec un paramétrage identique,
nous retrouvons les mémes valeurs des déflateurs et des indices que ceux de
Timbukl.

Pa.b

0.5 Conclusion

Pour conclure cette note, nous pouvons dire que 'approche par la méthode
des déflateurs stochastiques est trés intéressante dans la mesure ol elle combine
les pricing de Black-Scholes avec la tradition de projections stochastiques réa-
listes. La calibration est plus simple puisque les parameéters long terme incertains
sont moins importants.

Afin de déterminer une fair value, les actuaires ont besoin d’un outil qui
puisse calculer la valeur de marché de produits complexes qui ne sont pas
directement traités sur le marché. La méthode des déflateurs répond & ce besoin.

De plus, les modeles conventionnels économétriques sont basés sur des lois
normales ou gaussiennes. Cependant, il est manifeste que les lois de distribution
des principales variables économiques sont loin d’étre gaussiennes. En particu-
lier, des mouvements soudains et assez significatifs (sauts) des marchés arrivent
assez fréquemment et cela les rend incompatibles avec les distributions gaus-
siennes. 1l est donc important pour les managers de posséder un modéle éco-
nomique qui puisse refiéter les distributions en queues épaisses des rendements
observés sur les marchés. Le modeéle de M. Smith utilise une famille de lois de






distributions & cing parameétres afin de fournir une représentation la plus fidéle
que possible du passé économique en utilisant des lois gaussiennes.

Ce modéle a considéré trois grandes classes d’actifs qu'il utilise comme nu-
meéraires, il y'en a encore beaucoup d’autres que les investisseurs peuvent choi-
sir comme 'immobilier, les obligations de 'entreprise, etc. Dans certains cas,
étendre ce modele & d’autres actifs est assez simple ; Il suffira alors d’augmen-
ter la taille des matrices du systéme. Cela pourrait en effet expliquer son choix
arbitraire des dimensions des parameétres utilisés (A, o). En effet, ce choix lui
permet d’incorporer d’autres numéraires dans son modele. Nous avons montré
avec ce mémoire que la formule de M. Smith pour les déflateurs stochastiques
présentait des caractéristiques intéressantes et consistantes avec le marché. Un
projet futur possible serait de tenter de la démontrer.
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0.1 Introduction

The aim of the study is to investigate the value of an investment guaran-
tee on segregated funds. The Guaranteed Minimum Death Benefit guarantees
the policyholdera specific monetary sum upon death during the term of the
contract.Many benefits under equity-linked insurance contracts can be regarded
as put options. The Black-Scholes model fails to capture more extreme price
movements and stochastic variability in the volatility parameter behaviour of
the stock return and doesn’t allow long term dynamics to be modelled.

Mary Hardy introduced and applied a « Lognormal Regime switching model
» which is one of the simplest way to introduce stochastic volatility into invest-
ment guarantee valuation. In this model,the volatility parameter takes one of
K discrete values, switching between these values randomly. We used the mo-
del developped by Mary Hardy in her article "A Regime-Switching Model Of
Long-Term Stock Returns" and her worksheet pricer available in the Society of
Actuaries website . Finally we added a regime switching option pricer to give
some results of the guarantee valuation (using the Bollen model).The applica-
tion of the latter option pricing methods is often not appropriate because the
cash flows to be valued do not have the form of traded option.

Stochastic asset models produce economic simulationsof the future based
on well accepted financial theory while also respecting the statistical features
observed in the market. The

deflator approach combines the pricing insight of Black-Scholes and others
with the tradition of realistic stochastic projections, which many actuaries al-
ready employ for financial management. The goal of the study is to value an
investment guarantee using both the Lognormal Regime Switching model and
the stochastic deflators model. The Smith

Model we replicated allows the production of an economically consistent
state price deflators In fact the model takes into account the main economic .
Historical datas comes from the english market and the same data are used to
allow the comparison of all of the results of models.

0.2 The regime switching model of returns

Empirical studies indicate that the independant lognormal (ILN) model fails
to capture more extreme price movements and stochastic variability in the vo-
latility parameter.

A simple way to incorporate stochastic volatility is to assume that vola-
tility takes one of K discrete values, switching between this values randomly.
Regime switching allows the stock price process to switch between K regimes
randomly ;each regime is characterized by different model parameters, and the
process describing which regime the price process is in at any time is supposed
to be Markov.

The ratioanle behind the regime switching framework is that the market
may switch from time to time between a stable low volatility state and a more
instable high-volatility regime.Period of high volatility may arise, for example,






because of short-term political or economic uncertainty .A two regime switching
is used, that is, K=2, which simplifies the model.

We must apply a stastistical test to verify if the regime switching models fits
better the datas than the ILN; this test is the likelihood ratio test.

After validation of the regime switching model we must calculate the 6 pa-
rameters to apply this to a valuation of an european option in regime switching
as used by Bollen.

0.3 Valuation using stochastic deflator

Let’s introduce a keyword of our study : the Fair Value. the fair value is
a valuation, in accordance with standard methodology, that is reasonable to
all parties involved in a transaction in light of all pre-existing conditions and
circumstances.

Our objecctive is to value a series of futur cash flows generated by a stochas-
tic model. Many methods are available to do so. We will apply the stochastic
deflators method.

A deflator is simply a risk adjusted discount factor which is time and econo-
mic scenario specific and which can be applied to asset and liability cash flows
to calculate market, fair or tradable values. A state price security is defined as
a contract that agrees to pay 31 at a given future time if a particular state
occurs. A deflator is created by taking a given state price and dividing by the
probability of the state occurring at a given time. The deflator allows the model
user to put a market value on a product simply by knowing what the cashflows
paid out by the model in each simulation.

This method has many advantages : the deflator depends only on the model
and not on the cash flows valued. this makes the cash flows valuation very
easy. Moreover, the deflator technique produces results that are consistent with
market valuation, changing an institutional investment strategy cannot create or
destroy economic value (the price at which an asset will trade) of an institution,
not directly at the least. However, changing the investment strategy may change
the distribution of future cash flows, thereby transferring value between the
stakeholders. The deflator technique enables actuaries to analyse these transfers
more specifically. The deflator technique produces market consistent valuation in
the sense that changing the capital structure (raising capital by debt or equity)
of a firm cannot to first order change the market value of the firm. The capital
structure can however affect the market value through second order effects.

0.4 The Smith Model

The Smith Model is a sophisticated deflator enabled stochastic asset model.
It produces economic simulations of the future based on well accepted financial
theory while also respecting the statistical features observed in the market. TSM
can be calibrated to the market prices and yield on any date.

The creation of such an economic scenario generator was a significant achie-
vement but TSM’s main feature is the production of an economically consistent






state price deflator.

The simulation dependent state price deflator at time a is denoted by D,.
The price at time a of a zero coupon bond paying 1 at time b is denoted by Pgs.
These parameters define the term structure of the model.

We denote by B, a 5-dimensional Brownian motion.We define C, to be an
accumulation of historic values of B,.

We assume that deflators and term structures satisfy the following equations
(for bili=HO) :

Do(Pap — Pavt1) = '(—i%_’%)tg x exp[0.(Ca — Crminfa,b—r)) + A-Be + min{b —

a,7}0.B; — 2(A+o07)%a + max{o’T"b+1°2}(T+1_b+a) [60. A+ (47 + 2b — 2a — 1)0?

Using the fact that P,a=1, we can recover deflators and term structures
from :
o0
D, = Z Da(Pab - Pa:b+1)

u=a

f Do (Pay—Po:bt1)
Py = u:b ———
Z Da(Pab"Pa:b+1)

A calibration of the the model’s parameters is necessary. We didn’t try to
demonstrate the formula but rather to study its features and behaviour. We
succeeded in replying the model. We found the same range of results for indices

and deflators compared to The Smith Model.

0.5 Conclusion

The main goal of the study was to value an investment garantee using three
different methods : the black & Scholes formula, the regime switching model and
finally the stochastic deflator model. The calculation of fair values in pensions
and insurance is a pressing problem, both from a theoretical and implementation
perspective. We found that the application of traditional option pricing formulas
is often not appropriate, because the cash flows to be valued do not have the
form of traded options. Moreover, these methods don't give satisfactory results
over a long term period. The deflator approach combines the pricing insights of
Black, Scholes and others with the tradition of realistic stochastic projections,
which many actuaries already employ for financial management.

Most models are based on gaussian distributions. However, it’s been pro-
ven that the main economic variables distributions aren’t gaussian. It’s though
important that manager own an economic model able to refelect fat tail distri-
butions observed on the market. The Smith Model uses a family of five dimen-
tional law distribution parmeters which fits the best to the past using gaussians
distributions (easy to handle)

Possible model enhancements would be to demonstrate the formula on which
the model is based.
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Résumé

Nous étudions dans ce mémoire différentes méthodes pour valoriser une ga-
rantie plancher en cas décés en se basant sur des données de marché historiques.
L’engagement de I’assureur pour ce type de produits correspond & une série d’op-
tions financieres de vente détenues par I’assuré pondérées par les probabilités de
mortalité. La méthode habituelle de Black-Scholes pour valoriser des options ne
percoit pas le comportement extréme du rendement du sous-jacent et ne permet pas
de calculer un prix cohérent sur du long-terme ; les modeles lognormaux en régime
switching sont un moyen trés simple d’introduire une volatilité stochastique au
sein de la valorisation d’une option. Cependant, I’application de ces méthodes est
souvent inappropriée du fait que les cash flow & valoriser n’ont pas la méme forme
que les options traitées sur le marché. L’approche par la méthode des déflateurs
combine les pricing de Black-Scholes avec la tradition de projections stochastiques
réalistes que nombre d’actuaires emploient pour le management financier. L’ob-
jectif de ce mémoire est d’évaluer une garantie plancher par la méthode en régime

switching puis par la méthode des défltateurs stochastiques.
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Abstract

Stochastic asset models produce economic simulations of the future based on
well accepted financial theory while also respecting the statistical features obser-
ved in the market. Using market historical data, we investigate the value of an
investment garantee on segregated funds. Many benefits under equity-linked insu-
rance contracts can be regarded as put options. The Black-Scholes formula doesn’t
accurately capture the more extreme observed behaviour of the stock return and
doesn’t allow long term dynamics to be modelled. Lognormal Regime switching
models are one of the simplest way to introduce stochastic volatility into the option
valuation. However, the application of the latter option pricing methods is often
not appropriate because the cash flows to be valued do not have the form of traded
option. The deflator approach combines the pricing insight of Black-Scholes and
others with the tradition of realistic stochastic projections, which many actuaries
already employ for financial management. The goal of the study is to value an
investment garantee using both the Lognormal Regime switching model and the
stochastic deflator model. The Smith Model we replied allows the production of

an economically consistent state price deflator.
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Premiére partie

Introduction

Ce mémoire est consacré a 1’évaluation des engagements des compagnies
d’assurance liés a I'offre de produits d’assurance vie comportant une garantie
plancher en cas de déces. Cette derniére garantit au bénéficiaire, en cas de
décés de assuré, un capital minimum et ce quelle que soit la valeur des unités
de compte détenues au moment du décés. Financiérement elle correspond
donc 4 une série d’options de vente européennes cachées détenues par 'assuré,
ayant pour date d’exercice la mort de ce dernier ou la maturité du contrat.

Deux grandes approches sont répandues au sein des compagnies d’assu-
rance afin d’évaluer les engagements de ce type de produits.

La premiére est une méthode essentiellement passive dite « méthode ac-
tuarielle » qui consiste & modéliser le passif de la compagnie avec un modéle
stochastique cohérent puis utiliser sa loi de distribution pour déterminer la
provision & détenir pour couvrir les pertes futures.

La deuxiéme approche est dite de couverture dynamique qui utilise la
modélisation de Black-Scholes afin de répliquer 'option de vente. Mais cela
n’est pas aussi simple qu’il n’y parait. En effet, cette modélisation a pour
hypotheése que :

— Le support action des contrats suit un mouvement brownien géomé-

trique

— Il n’y a pas de coflits de transactions

— Le portefeuille de réplication doit étre modifié de maniére continue au

cours du temps.

En pratique, bien str, ces hypothéses sont fausses et si cela n’a pas trop
de conséquences sur les valorisations d’options court terme échangeables sur
les marchés financiers, elles rendent incohérentes les valorisations d’options
cachées des garanties plancher. Il est donc extrémement important d’utiliser
une modélisation de I'univers financier réel pour représenter ce passif qui

permette de quantifier de potentiels écarts par rapport a I’approche classique



de couverture. _

1l faut donc développer un modéle économétrique valide afin d’estimer les
differents parametres sélectionnés puis de modéliser 'engagement de ’assu-
reur & travers des simulations Monte Carlo.

Le modéle en régime switching lognormale de Mary Hardy permet de
donner un caractére stochastique 4 la volatilité sur du long terme et d’avoir
ainsi des résultats plus satisfaisants par rapport & un modéle lognormale.

Par ailleurs, la méthode des déflateurs stochastiques produit des valorisa-
tions sous des probabilités réelles encore plus consistantes avec le marché car
elle intégre les principales variables économiques (inflation, taux de change,
prix des actions, dividende. .. ) ainsi que leurs interactions.

Nous allons alors introduire une notion clé de notre étude : la Fair Value
qui est par définition le montant pour lequel un actif peut étre échangé entre
deux parties non informées et consentantes. La méthode des déflateurs sto-
chastiques implémentées dans 1’application Timbukl de M. Smith (que nous
avons répliqué) permet de calculer cette valeur.

L’objet de notre mémoire est non pas d’étudier en profondeur une garantie
plancher en cas de déces, mais plutot de la valoriser en utilisant plusieurs
approches : d’abord par la méthode de calcul du prix des options de Black
Scholes, ensuite par un modéle régime switching lognormal proposé par Mary
Hardy et enfin en utilisant les déflateurs stochastiques développés dans le
modele de M. Smith.

Nous nous placerons dans le cadre d’un versement d’une prime unique
pour un certain nombre d’assuré agé entre 45 et 65 ans. Nous ne prendrons
pas en compte 'engagement de I'assuré qui correspond au versement des frais
de chargement probabilisés qui tendent & diminuer le rendement des fonds en
unité de compte (il faut dans ce cas utiliser le prix de la formule Black Scholes
avec dividendes correspondant aux frais de chargement) tout en diminuant

I’engagement global de I’assureur.
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Deuxiéme partie

Garantie Plancher

1 Historique des produits d’assurance vie a

support actions avec garantie plancher

L’objectif de I’assurance vie est de fournir la sécurité financiére aux assu-
rés et & leurs familles. Traditionnellement, cette sécurité a été fournie par le
paiement d’un capital versé en cas de vie ou de décés de I’assuré. Le montant
assuré est fixe et garanti. L’assuré paie une ou plusieurs primes pendant la
durée de vie du contrat pour avoir droit 4 la somme assurée. Les techniques
actuarielles traditionnelles se sont concentrées sur ’évaluation et la gestion
de deux risques : la mortalité et la morbidité. Les investissements faits par la
compagnie d’assurance n’ont jamais été considérés par les gestionnaires du
risque comme une source majeure de risque. C’était (et c’est toujours) une
hypothése raisonnable, car les prestations garanties peuvent étre largement

adossées ou immunisées avec des instruments financiers a taux fixes.

Mais le marché de P’assurance dans le monde change. Le public a été
mieux informé des nouvelles opportunités d’investissement en dehors du sec-
teur de P’assurance. Les assurés veulent & leur tour apprécier les avantages de
l'investissement & support actions en concordance avec les principes de l’as-
surance vie, et les assureurs dans le monde entier ont développé de nouveaux
contrats de ce type pour relever ce défi. Bien qu’il existait quelques types
de contrats qui transféraient & I’assuré la majeure partie du risque financier
et impliquaient peu ou pas de risque pour l’assureur, il était normal que les
assureurs commencent & incorporer des garanties de placement dans ces nou-
veaux contrats en conformité a la philosophie traditionnelle de 1’assurance
vie.

Au Royaume-Uni, I’assurance vie & support action devint trés populaire
de la fin des années 60 jusqu’a la fin des années 70, en combinant des pres-
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tations minimums garanties en cas de décés ou a maturité du contrat avec
investissement sur fonds actions. Ce type de contrats s’est aussi répandu
dans des pays tels que I’Australie ou I’Afrique du Sud, od Pinfluence des
compagnies d’assurance britanniques était importante. Aux Etats-Unis, des
contrats de rente variable car indexés & un support actions offrirent différentes
formes de garanties. Au Canada, ce genre de produit devint trés populaire
vers la fin des années 90, contenant souvent des garanties de placement en cas
de déces ou 3 maturité. L’Allemagne a récemment introduit sur le marché
" des contrats d’assurance mixte sur support action. Dans tous ces contrats
sont contenues des garanties de placement qui dépendent des performances
de certains index boursiers ou fonds de placement. Ce genre de produits est
la source de certains des défis les plus importants de gestion des risques de
]’assurance moderne. La nature du risque pour ’assureur tend 4 &tre de basse
fréquence car il faudrait que la performance des actions soit médiocre pour
que la garantie soit exercée et de haute sévérité du fait que le potentiel de

perte soit assez important.

2 Description des risques

2.1 Caractéristiques des produits

2.1.1 Niveau de la garantie

Traditionnellement les sociétés d’assurance ont offert, & 1’échéance ou au
déces, une garantie égale & 75% du montant initial déposé. La plupart des
garanties s’établissent maintenant & 100% du montant initial déposé, toujours
a I’échéance du contrat ou au décés du titulaire. Le cott de cette garantie

est bien entendu beaucoup plus élevé que celui de la garantie & 75%.

2.1.2 Durée jusqu’a ’échéance ou au déces

La durée jusqu’a ’échéance ou au décés est inversement liée au colit prévu

de la garantie (il s’agit d’une relation non linéaire puisque le raccourcisse-
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ment de la durée augmente les cofits d’une fagon plus que proportionnelle).
Par conséquent, certaines compagnies n’offriront pas aux titulaires de polices
la possibilité d’investir dans des fonds distincts au-deld d’un certain age.

D’autres pourront faire exception dans le cas de fonds a faible risque.

2.1.3 Prestations de décés vs garantie & ’échéance

Certaines sociétés offrent une garantie au décés différente de la garantie
3 Téchéance. En général, la garantie & 1'échéance cotte plus cher sauf aux
ages plus avancés. La garantie & ’échéance peut entrainer une concentration
des risques si les dates d’échéance sont regroupées ou concentrées a un meme

moment dans le temps.

2.1.4 Transferts entre fonds (arbitrages)

La plupart des sociétés offrent & leurs titulaires le droit de transférer
leurs placements entre les divers fonds offerts. De tels transferts peuvent étre
effectués sans frais ou presque. Certaines compagnies autorisent un nombre
déterminé de transferts par année sans imposer de frais. Le comportement des
titulaires a I’égard des transferts de fonds influera sur le risque que doit assu-
mer assureur. L’assureur court un risque accru si les titulaires investissent
au départ dans des fonds qui comportent un couple risque/rendement plus
glevé de perte initiale puis transférent leur argent (sans rétablir la garantie
a Péchéance) dans un fonds & couple risque/rendement moins élevé qui n’est
pas susceptible de donner le rendement prévu nécessaire au recouvrement de
la perte initiale.

2.2 Hypothéses a I’égard du passif
2.2.1 Comportement des titulaires de polices

Pour déterminer le cotit prévu et effectuer des simulations stochastiques
de garanties & I’échéance ou de mortalité, le modéle doit comprendre les

paramétres suivants : la persistance, la composition des fonds et les transferts
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de fonds. La question de base & se poser est la suivante : « comment les
titulaires se comporteront-ils? »

Toute tentative visant & établir un modéle qui ne reposerait pas intégrale-
ment sur un raisonnement logique doit étre fondée sur un modéle perfectionné
du passif, analysant la portée actuelle des caractéristiques des produits. Le
manque d’études sur les fonds garantis entraine une assez forte subjectivité
dans toute modélisation du comportement. Il s’agit 1a d’un risque qui sera

difficile & évaluer avec suffisamment de précision.

2.2.2 Diversification du portefeuille

Dans quelle mesure le principe de la mise en commun, propre & 'assu-

rance, se répercute-t-il sur la diversification des risques?

Mortalité Un taux de décés plus élevé que prévu fera en sorte que certains
risques ne seront pas provisionnés. Le taux de mortalité peut donc constituer
un risque. Cependant, une mortalité excédentaire diminue le volume des ga-
ranties & échéance. Les prestations de décés exposent les compagnies a un
risque lié au taux de mortalité. Toutefois, les assureurs sont habitués & gérer
pareil risque. Un portefeuille comptant un volume suffisamment élevé de ce
type de contrats donnera lieu a des résultats trés prévisibles au niveau de
la mortalité ainsi qu’a une diminution du risque. L’absence d’autosélection,
qui est habituellement présente en assurance-vie, rend encore plus prévisible
le taux de mortalité. Cependant, il est possible que la répartition présumée
selon I'age fasse ’objet d’une mauvaise estimation et la tarification des garan-
ties des contrats en unité de compte peut s’avérer particulierement sensible

4 la répartition selon I'dge.

Persistance Les déchéances varieront en fonction du scénario économique.
Une persistance rationnelle est directement liée au montant « dans la mon-
naie ». Le taux de persistance est susceptible d’augmenter & mesure que la

date d’échéance approche ou que l'état de santé du titulaire se détériore.
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Cependant, des déchéances « irrationnelles » surviendront dans d’autres cir-
constances, par exemple, si le titulaire de police a des besoins financiers

particuliers.

Composition des fonds Dans le cas de garanties basées sur un « en-
semble de fonds » et selon la théorie de la diversification, les fonds multiples
non corrélés diminuent le risque que la valeur totale du fonds de la police
soit inférieure au montant de la garantie & 1’échéance ou au décés. Méme
si la valeur d’un ou de plusieurs fonds est inférieure & celle de la garantie,
la plus value des autres fonds viendra compenser les pertes. Il n’y aurait
aucune diversification naturelle d’'un dépot unique dans un seul fonds et il
serait difficile d’appliquer le principe de mise en commun propre & I’assu-
rance. Plus le nombre de fonds offerts est élevé, plus grand sera le degré de
diversification qui pourra étre atteint. Les compagnies dont les programmes
favorisent la diversification ou offrent des caractéristiques qui rééquilibrent
les fonds détenus au nom du titulaire afficheront sans doute un cott estimatif
de la garantie plancher moins élevé. Celles qui offrent un ensemble de fonds
plus risqués afficheront vraisemblablement un cott estimatif de garantie plus
élevé étant donné que les titulaires ne seront pas en mesure de transférer leur

argent dans d’autres fonds.

Spectre des périodes d’échéance La diversité des dates d’échéance de-
vrait réduire les sinistres prévus. Il n’y aurait aucune diversification naturelle
d’un dépot effectué dans un seul fonds. Ici aussi, il serait difficile d’appliquer

le principe de mise en commun propre & l’assurance.

2.3 Un nouvel enjeu pour les gestionnaires de risques

des compagnies d’assurance

L’évaluation et la gestion du risque financier sont trés différentes de celles

du monde de ’assurance.
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La gestion du risque en assurance se fonde principalement sur la diver-
sification ou la mutualisation. Avec plusieurs milliers de polices qui sont
indépendantes, il parait clair qu'en utilisant le théoréme central limite on
aura peu d’incertitude quant au nombre total de sinistres. Les techniques ac-
tuarielles traditionnelles de I'assurance utilisées pour évaluer et provisionner

sont déterministes car 'incertitude y est trés faible.

Ces techniques utilisent de trés bonnes estimations (best values) pour les
taux d’intérét, les montants des sinistres et leur nombre. Une certaine prise en
compte de Pincertitude et de variation aléatoire peut étre faite impliciternent
par un réajustement de ces « best values ». Par exemple, on pourrait utiliser
un taux d’intérét de 100 & 200 points de base inférieur au taux « best estimate
». Utiliser ce taux pourra surévaluer le passif de la compagnie d’assurance

tout en sous-évaluant les rendements de Pactif.

Les garanties de capital exigent une approche différente. I1 y a en général
trés peu de diversification possible du risque. Lorsque les index de marché
boursiers (et ou les fonds) sont & la baisse, cela affecte beaucoup de polices
en méme temps. On ne pourra plus appliquer le théoréme central limite. Ce

type de risque est qualifié de systémique et non diversifiable.

L’exemple suivant permet de mieux appréhender le probléme :

~ Une compagnie d’assurance émet 10 000 des polices d’assurance vie,
chacune ayant une probabi]ité de sinistre de 0,05 durant la durée de
vie du contrat. Le nombre espéré de sinistres est de 500 et I’écart type
de 22. La probabilité que 600 sinistres surgissent est inférieure a 10 .
Ainsi si assureur veut étre trés prudent pour ne pas sous-évaluer ses
tarifs et ses provisions il devra considérer plut6t un taux de mortalité de

6% pour chaque contrat de maniére & neutraliser le risque de mortalité.

— Une compagnie vend 10 000 contrats d’assurance mixte & support ac-
tion. Le capital versé est relié 4 un sous-jacent (indice ou fonds). Si &
la fin de durée de vie du contrat la valeur de lindice est supérieure &
la. valeur initiale, il n’y a pas de capital supplémentaire & payer. Dans

le cas contraire, Iassureur doit payer 1’écart. La probabilité que la va-
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leur initiale du fonds ou de I'indexe soit & terme inférieure & sa valeur
initiale est de 5%.

L’espérance du nombre total de sinistres sur ce type de contrats est donc
la méme que sur les contrats précédents soit 500.Cependant, la nature du
risque est qu’il y a 5% de chances que tous les 10 000 contrats fassent subir
en méme temps des pertes & 'assureur, et 95% de chances qu’aucun n’en
fasse subir. Il est impossible de gérer complétement le risque en ajoutant une

marge & la probabilité de baisse de I'indice ou du fonds qui est de 5%.

Cet exemple simple illustre bien que pour ce type de risque P’espérance
du nombre de sinistres (ou du montant) n’est pas utile. Nous pouvons aussi
remarquer qu’il n’existe pas d‘ajustement simple de cette espérance qui per-
met de controler le vrai risque. Les méthodes déterministes traditionnelles
des actuaires ne sont donc pas adaptées méme en ajoutant des marges aux
estimations. Au lieu de cela, les actuaires doivent utiliser une méthode plus

directe, une approche stochastique de ’évaluation du risque.

Les risques associés & plusieurs types de contrats d’assurance liés aux
valeurs boursiéres sont indissociables des mouvements extrémes des cours
des actions. Ce qui signifie que 'on doit beaucoup s’intéresser & la queue
de distribution de ces derniers. Les techniques déterministes traditionnelles
ne tiennent pas compte du risque au niveau de la queue de distribution
des rendements des titres (tail risk). Nous ne pouvons considérer seulement
quelques scénarios de rendement considérés comme tres vraisemblables pour

modéliser ce type de passif.

Une évaluation subjective de la vraisemblance de quelques scénarios n’est
pas assez scientifique pour &tre satisfaisante, et le passé est 1a pour montrer
que des scénarios considérés auparavant comme peu probables se sont effecti-
vement manifestés par la suite. Une méthodologie stochastique est essentielle
pour comprendre ce genre de contrats et pour mettre en ceuvre des stratégies
de couverture.
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3 Les options et les contrats d’assurance vie

Les prestations relatives aux contrats d’assurance vie peuvent étre repré-
sentées financiérement par des options de vente (puts). Par exemple, I'assuré
paie une prime unique de 1000€ avec une garantie sur capital de 100% il
sera donc sfr & échéance de détenir au minimum une somme de K=1000€ et
cela méme si la valeur boursiére de son portefeuille est inférieure & la prime
initiale investie. L’assureur se doit donc de payer (K — S;)*, t étant la date
d’échéance ou de déces, ce qui signifie qu’il a vendu un put aux assurés.

Black, Scholes (1973) et Merton ont montré qu'il est possible sous cer-
taines hypothéses de construire un portefeuille qui contient une position
longue (achat) sur le sous-jacent et une position courte sur un titre obliga-
taire pour détenir le méme payoff qu’avec une option d’achat. Ce portefeuille
s’appelle le portefeuille de réplication. La théorie de 'absence d’opportunité
d’arbitrage implique que ce portefeuille doit avoir la méme valeur étant donné
quils ont le méme payoff & maturité. Ainsi la formule de Black & Scholes
donne non seulement la valeur de ’option mais aussi une stratégie de couver-
ture du risque pour un vendeur d’option c’est-a-dire détenir un portefeuille
de réplication pour couvrir le payoff de option.

Une des caractéristiques particuliére de ce portefeuille de réplication est
qu’il doit &tre modifié au cours du temps, ainsi les proportions en actions et

obligations varient et doivent étre changées 4 intervalles réguliers.

Tl existe tout de méme des complications pour appliquer cette théorie des
options aux contrats d’assurance vie & support actions. Le probléme fonda-
mental est que les options vendues aux assurés sont de trés long terme. La
maturité des options standard traitées sur les marchés est de quelques se-
maines et une option de maturité supérieure & 6 mois est considérée comme
longue. En revanche, les options implicites contenues dans les contrats d’as-
surance vie ont une maturité entre 10 et 30 ans. Ainsi, adapter des méthodes
d’évaluation de la finance sur une échelle de temps plus longue aux contrats
d’assurance vie & support action est un défi pour les actuaires voulant gérer

les risques des compagnies.

Nous déterminons la valeur d’un put & la date t en utilisant le principe
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de Dactualisation sous la probabilité risque neutre. Notons [t,T] I'intervalle
de temps sur lequel porte le contrat, o2 la variance, S; le processus de prix
du sous-jacent risqué et ®(t) la fonction de distribution de la loi normale
standard. Le payoff est (K — S;)™. Le prix Black-Scholes est :

BPS, = Eqgl(K — Si)*]e@ = Ke"T-98(—dy) — 5,8(dh)

ou

d = log(Ss/K)+(T—t)(r+02/2)
1 VI-to

d:g =d1 —U\/T—-t
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3.1 Applications numériques

Dans la définition traditionmelle du provisionnement, I’engagement de
Vassureur est égal une série d’options financiéres de vente détenues par l’as-
suré pondérées par les probabilités de mortalité.

Le strike de chacun des puts est le capital garanti et le sous-jacent (prix
et volatilité). Nous prendrons un strike et un prix du sous-jacent égal & 100
pour I'application numérique. Nous avons sélectionné le méme échantillon
historique des valeur du FTSE 100 que M. Smith (méthode des déflateurs)
de telle sorte a pouvoir faire un comparatif des méthodes. L’écart-type du log-
rendement annualisé est de ce fait de 20%, les taux sans risque des différentes
maturités sont les taux zéro-coupons du marché anglais (cf annexe).

La formule exacte qui permet de calculer la garantie plancher est donnée
par :

Prix de la garantie plancher = 3 %—:—" x Put(i+1) ou d, et 1, sont extraits
de 1a table TDSS. =

Cette méthode présente beaucoup d’avantages : en effet, c’est la plus cohé-
rente avec les pratiques des marchés financiers d’une part, elle n’oblige pas a
effectuer des hypothéses restrictives sur la nature des effectifs (volatilité...) et
il existe des produits financiers permettant une couverture du risque. Seule-
ment, comme tous les modéles d’options avec approche par arbitrage, elle est
critiquable sur le long terme. Nous allons faire varier certains parameétres du
modéle tel que ’age de l’assuré, la volatilité ou encore le taux sans risque
afin d’analyser briévement la sensibilité de la méthode A ces parameétres.

Tlustration des résultats :
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Prix de la garantie
=2 2
o (o)) ~ 0o (o]

-
~

[—o— Prix de la garantie plancher

45 ans 50 ans 55 ans 60 ans 65 ans
Age de I'assuré

F1G. 1 — Evolution du prix de la garantie plancher pour un assuré 4gé de x
années pour un contrat valable jusqu’a 75 ans

Prix de la garantie

—e—Volatilité = 5% :
—=—Volatilité = 10%.

Volatilité = 15% -
~— Volatilité = 20%!

45 ans 50 ans 55 ans 60 ans 65 ans
Age Qf I'assuré

Impact de la volatilité sur le prix de la garantie plancher




w
w o

—e— Taux zéros-coupons
—a— Taux sans risque = 3%
- Taux sans risque = 4%

Prix de Ia garantie

45 ans 50 ans 55 ans 60 ans 65 ans

Age de l'assuré a la souscription de la
garantie plancher

Impact du taux sans risque sur le prix

Interprétation des résultats :

Nous remarquons que la méthode des puts diffuse la risque sur les années
ultérieures (cf 2.1.2)

Nous remarquons aussi que le prix de la garantie plancher augmente avec
la volatilité et diminue avec le taux d’intérét. La garantie plancher étant
une série d’options de vente pondérées par les probabilités de mortalité, ce

résutlat est alors connu de la théorie des options.
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4 Meéthodes de provisionnement pour la ga-

rantie plancher

4.1 La réassurance ou couverture sur les marchés

Une maniére assez simple de gérer les risques induits par les options im-
plicites contenues dans ces contrats est d’acheter sur le marché de gré a gré
des options équivalentes & celles vendues & une contrepartie. Cela équivaut
4 réassurer le risque dans sa totalité; en effet, les réassureurs se sont impli-
qués sur ce marché en vendant des options aux compagnies. Comme dans le
principe de la réassurance, les compagnies ont de fait transféré une propor-
tion substantielle du profit attendu sur les contrats. Aussi, la compagnie doit
prendre en compte le risque de contrepartie ; ce qui signifie que la contrepar-
tie qui a fourni 'option ne sera peut étre plus 1a pour payer la compagnie en
cas d’exercice de 'option dont la maturité peut atteindre plusieurs décennies.

Sur certains marchés, comme celui des fonds garantis canadiens, les ré-
assureurs et autres banques sont de moins en moins disposés & vendre ces

options & des prix acceptables pour les compagnies.

4.2 La couverture dynamique

Comme nous I’avons déja mentionné plus haut, la formule de Black &
Scholes fournit une stratégie de couverture des risques pour des vendeurs
d’options comme ici les compagnies.

On peut utiliser la formule de Black & Scholes pour trouver le portefeuille
de réplication. Le portefeuille doit étre modifié de maniére continue, il est
donc nécessaire de recalculer et d’ajuster ce dernier fréquemment. Bien que
la, formule repose sur des hypothéses trop strictes par rapport a la réalité, le
portefeuille de réplication reste un outil performant de couverture.

Pourtant, bien que Papplication de la théorie financiére par les actuaires

soit en expansion elle n’est pas forcément assez acceptée et répandue.
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4.3 L’approche actuarielle

Dans le milieu des années 1970, les travaux de Black, Scholes et Merton
sont relativement inconnus dans le cercle des actuaires. Au Royaume-Uni,
cependant, les fonds garantis a 100% des primes investies étaient trés po-
pulaires en assurance vie. La période de 1973 & 1974 ou la bourse 2 atteint
des niveaux trés bas avait fait prendre conscience aux assureurs que ce genre
de produit, qui était considéré comme rentable et peu risqué, pouvait &tre
3 fort potentiel de pertes. Cette théorie trop récente pour I’époque, considé-
rée comme improuvée et trop risquée n’a pas été appliquée par les actuaires
britanniques.

Les actuaires & I’époque utilisaient donc la simulation stochastique pour
déterminer la loi de distribution approximative du rendement des fonds ou
indices boursiers puis utiliser les quantiles afin de déterminer la somme &
provisionner. La méthode de provisionnement par les quantiles avait déja
été utilisée depuis plusieurs années en assurance non vie. Pour calculer la
provision par la méthode des quantiles I'assureur se donne une probabilité
sur la loi de distribution de la perte (par exemple 99%). La valeur actualisée
du quantile est alors détenue en actif sans risque; ainsi Passureur pourra
atre sir 4 99% que la provision 4 échéance pourra faire face aux pertes. Le
principe est identique & celui de la Value At Risk en finance quoiqu’en étant

appliqué sur de plus longues périodes par les assureurs que par les banques.

Le principe fondamental de cette méthode est que le calcul du capital
requis pour provisionner est détenu en actif sans risque. L’utilisation de la
méthode des quantiles de la loi de distribution (Value at Risk) en tant que
mesure du risque n’est pas fondamentale dans cette approche et d’autres

types de mesure sont préférables.

Cette méthode de simulation stochastique des engagements de l'assureur
suivie de Dutilisation les taux longs fixes pour les actualiser est qualifiée
d’approche actuarielle. Elle est en soi différente de la couverture dynamique
dans laquelle on investit dans un portefeuille de couverture et non seulement
dans des obligations. Cependant, il ne faudrait pas en déduire d’une maniére

ou d’une autre que la méthode de couverture dynamique n’est pas actuarielle
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ni que ces deux méthodes sont incompatibles. Une synthése de ces derniéres

peut mener & une meilleure gestion des risques que chacune prise séparément.
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Troisiéme partie
La modélisation en « regime
switching » log-normale du

rendement du sous-jacent.

5 Introduction

La modélisation traditionnelle du rendement des actions (ou parts de
fonds) dont celle de Black & Scholes ont pour hypothése que les rendements
des titres suivent le processus d’un mouvement brownien géométrique. Cela
implique que sur des intervalles de temps discrets les rendements suivent une
distribution log-normale et que sur des intervalles qui ne se chevauchent pas
ils sont indépendants. Cela signifie que si S; est le cours du titre 4 la date t

Alors, le log rendement :
log &£ ~ N(u(T - 1),0%(T — 1))

pour une certaine valeur de et une volatilité Ce modéle de loi log-normale
indépendante est assez simple et donne une assez bonne approximation sur
des intervalles de temps assez courts mais une beaucoup moins bonne pour
des modélisations de long terme.

Des études empiriques ont prouvé que les lois log-normales indépendantes
(LNI) ne permettent pas de représenter certains mouvements extrémes des

cours ainsi que ’aspect stochastique de la volatilite.

Mary Hardy a introduit cette modélisation des rendements en régime
switching log-normal pour évaluer une garantie plancher en se basant sur les
indices boursiers S&P500 et TSE300. Nous allons & notre tour appliquer ce
modele au FTSE 100.

Une maniére assez simple d’adapter au modéle une volatilité stochastique

est de considérer que la volatilité prend une des K valeurs discrétes, allant
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de Pune 3 autre de maniére aléatoire. Cette approche permet de conserver
la simplicité de la modélisation en LNI tout en permettant de représenter les
mouvements extrémes de la valeur de part du fonds. La modélisation en «
regime switching » (RSLN) permet au sous-jacent de commuter entre K ré-
gimes de maniére aléatoire ; chaque régime est caractérisé par des paramétres
de modélisations différents et le processus décrivant la trajectoire du sous-
jacent est considéré comme étant un processus de Markov (cela signifie que
la probabilité de changement de régime dépend seulement du régime actuel

et non de ’historique du processus).

L’idée sous-jacente de ce type de modélisation en « regime switching » est
que le marché commute & chaque période entre une volatilité relative basse
assez stable et un régime de volatilité plus élevée mais moins stable. Des
périodes de volatilité élevée peuvent étre dues par exemple & des politiques

monétaires de court terme ou des incertitudes économiques.

La modélisation en « regime switching » a été introduite par Hamilton
(1989) qui décrivit un processus autorégressif en « regime switching ».

La modélisation traitée dans cette partie du mémoire sera la plus simple
c’est-a-dire que le nombre de régimes adoptés sera de K=2 régimes.

L’objectif de cette partie sera de :

— montrer comment évaluer les parameétres de la modélisation

— de calculer ces derniers dans 'étude de deux indices boursiers : le FTSE
100

~ d’évaluer engagement de P’assureur dans le cadre d’une garanti plan-
cher en calculant le prix des options dont le sous-jacent suit un proces-

sus en « regime switching »

— Et enfin de comparer les résultats de ce type de modélisation avec le
modéle LNI d’apreés la formule de Black et Scholes que nous avons trés

briévement traité dans la partie précédente.
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6 L’historique

Nous disposons depuis janvier 1994 jusqu’a 2001 des valeurs mensuelles
du FTSE 100. L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance
des paramétres du modéle LNI se fait de la facon suivante, en notant y: le
log-rendement mensuel, nous trouvons éstimation de la moyenne [ et de

Pécart-type 6 annualisés (moyenne x12 et écart-type x1/12)

T = 1H(S—tgﬁ—l)
p=x31

et & =1/E - i)

7 Le modéle

Sous la modélisation en « regime switching », nous considérons que le
processus représentant le rendement du fonds suit un des K types de régimes.
Notons le type de régime suivi par le rendement du fonds dans l'intervalle
(mensuel), et représente la valeur d’une part de fonds 4 la date t.

Dans ce cas , si nous notons p, le régime suivi dans Pintervalle [¢,t + 1]
mensuel, p, = 1,2..., k et S; la valeur de Tindice & la date t, le processus du

A~ S N
log-rendement §; = In(Zg*) et tel que g /py ~ N(pp,02) :
5

LnZt = p, ~ N(p,,03,)

La matrice de transition représente les probabilités de changer de régime
entre 2 périodes, ces derniéres seront notées de la facon suivante :

pij = Prlpy = 3/p = i 1=1,2 j=1,2

Donc pour le modéle 8 K=2 nous devons estimer 6 parameétres :

0= {/1/1, Mo, 01, 027p127p21}

la modélisation peut étre visualisée par le schéma ci-dessous :
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Régime 1: o
Faible volatilité o,
Moyenne élevee g4
t=p+og

g, ~#d N(0,1)

Pu P21

Régime 2: o,
Haute volatilité o,
Moyenne basse o
Tt =, +oys,

g, ~#d N(0.1)

F1G. 2 — Schématisation du régime switching

8 Estimation par la méthode du maximum

de vraisemblance

8.1 Le calcul de la fonction de vraisemblance

Les six valeurs 4 éstimer dans le modéle de régime switching sont p,, 4y, 01,02, P12, P21,€t -
les probabilités de transition pi1, p2e

Y; est le log-rendement au t+iéme mois. La vraisemblance pour I’échan-
tillon d’observations y = (y1,¥2, .-, Yn) €st :

L(©) = f(y1/0©) f(y2/©, 1) f (y3/©, 41, %2) - f (¥1/©, Y1, Y2, - Yn—-1)

ou f est la fonction de densité de y. Dans ce cas, la contribution a la

log-vraisemblance & la t iéme observation est la suivante :
Lnf(yt/yt——l; Yt—2, -, Y1, @)
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Cette log vraisemblance se calcule de maniére récursive (selon la méthode
élaborée par Hamilton et Susmel 1994) :

l(®) = ZLng(yi/yi—lvyi—2a - Y1, @)

Oﬁ, f(yi/yi—lay‘i—27 — Y1, @) = Z Z f(pz =a,p;1 = b7 Yi=1y --» Y1, @)

La. densité f(p;, Pe1>Y%/Y1, Y2, -+ Ye—1) Deut étre alors décomposée de la
maniére suivante :

F(00r Pors Yo/ Y1 Yty o Yor) = P(e1 /Y1, > Vo1 /©)XP(pe] P11, ©) %  (42/ P1: ©)

Ou p(p,/p;_1, ©)est la probabilité de transition

et flyi/p,,©) = ;lp—gb (yt—;;”—”ﬁ) avec ¢ la fonction de densité de la loi
normale centrée réduite.

En ce qui concerne la partie p(p,/v1, -, Y1—1)elle est égale a :

f(pt——l 7Pt—2=1,yt-—1/yl7y27-~~,yt—276)+f(Pt—1:Pt—2=2,yt—1/yl,y27~-~7'yt—2)
Fyim1:91,--%i-2,0)

Les deux éléments du numérateur de ce quotient se calculent par la ré-
cursivité précédente en utilisant, pour calculer les éléments de départ ce que
T’on appelle la probabilité de distribution invariante (ou stationnaire). Sous
cette distribution de probabilité m = (m1,7T2), on doit obtenir

p(p, = 1) = p(p,_y = 1) et p(p, = 2) = p(ps-1 = 2)
Cela s’écrit donc mp = 7 soit mip11 + ToPa1 = Wit Mip12 + MaP22 = T2
Sachant que p;; + p12 = 1 nous obtenons :

— _pn — P12
m pi2+p21 et o pi2+p21

Nous pouvons alors commencer la récursivité pour un calculer notre en-

semble de parameétres © :
Flon=1,1/6) = 2 (252
et
flor=2,3/0) = 2o (U532
fy1/0) = Flor = 1,41/0) + f(pr = 2,41/0)
et nous calculons pour la recursion suivante :

— fp1u1/9)
p(p1/y1,0) = %
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8.2 Résultats de ’estimation des paramétres par maxi-

misation de la vraisemblance

La résolution par la méthode du maximun de vraissemblance en récursi-
vité de la partie 8.1 nous a permis de déterminer les valeurs des parameétres

de notre modele en régime switching suivant :

H1
Heo
01
02
P12
P21
1
T2
pu
P22

0.010511
0.0052
0.03568
0.0777
0.0612
0.081599
0.57110
0.42880
0.93870
0.91940
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9 Le critére de sélection

9.1 Le test du ratio de vraisemblance

Le test du ratio de vraisemblance sera utilisé pour déterminer lequel des
modeles & « regime switching » et du LNI convient le mieux & la modélisation
du processus ( le test est présenté dans Klugman, Panjer et Wilmott 1998).
Le test permet de comparer deux mémes types de modélisation imbriquées
mais avec un nombre de parameétres différents (k2>k1).

Notons I; la log-vraisemblance du modéle le plus simple et Iy celle du
modéle le plus complexe. Le test statistique est : 2 x (I — l;) . L’hypothése
nulle est alors :

HO : Pas d’amélioration significative avec le modéle 2 (RSLN).

Sous I'hypothése nulle HO, le test statistique suit une distribution du
Khi-2, avec un degré de liberté égal 4 la différence du nombre de parametres
entre les 2 modéles. Tl suffit alors de calculer la p-value du test de ratio
de vraisemblance et si ce dernier est suffisamment faible (selon le seuil de
probabilité que ’on se donne) on rejettera ’hypothése nulle et dans ce cas le

modéle « regime switching » apporte une amélioration dans la modélisation.

9.2 Reésultats des tests

L’échantillon utilisé pour calibrer le modéle est un échantillon extrait des
valeurs mensuelles de 'index FTSE 100 entre 1994 et 2001.

Le test du ratio de vraissemblance nous donne une T-statistique de 40,04
a quatre degrés de liberté dont la p-value est de 0%. Le RSLN2 est donc

préféré au modéle lognormal. Notre modéle est donc bien valide.
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9.3 Utilisation de la modélisation en « régime swit-
ching »

9.3.1 La loi de distribution du nombre total de périodes durant

lesquelles le processus a séjourné en régime 1

En modélisation « regime switching », il est trés facile de déterminer la
loi de distribution du nombre total de mois pendant lesquels le processus
était en régimel. A partir de cela nous pourrons ainsi calculer la fonction de
répartition, la fonction de densité, du processus qui est la valeur en fin de
période n d’une part de fonds.

Notons R le nombre total de mois passés en regimel; R € {0,1,...,n}.
On notera la probabilité P(R = r) = p(r), R; est le nombre total de périodes
passées par le processus en régimel sur lintervalle [t,n) et nous étudierons
les probabilités conditionnelles P[R; = r/p,_;] pour 7 = 0,1,...,n — ¢ et
t=1,..,n—1. 1l est évident que P[R; =7/p,_;) pour r > n-t our <0

Par exemple, P[R,_; = 0/p,_; = 1] est la probabilité que la derniére
période ne suit pas le régimel sachant que le processus est en régimel dans
la période précédente. Cela signifie donc que pour ¢t € [n — 2,n — 1) que
P|R,_1 =1/p,_; = 1] = p12 et de la méme maniére :

PR =1/p,y=1=pn
PR, 1 =0/p,y = 2] =px
PR, 1=1/p, 1 =2 =pa

9.3.2 La fonction de distribution de 5,

En utilisant la fonction de répartition de R , la fonction de distribution du
rendement total du fonds 4 1a date n peut étre calculée de maniére analytique.
Notons cette derniére S, en supposant que Sy = 1 & la date initiale. Nous

avions alors :

S./R ~ lognormale(u*(R),0*(R)), ou p*(R) = Ry, + (n>— R)u,y et
o*(R) = /Ro? + (1 — R)o%
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Ainsi, en notant P[R = r]=p(r) la fonction de répartition de S, est :
Fi () = PlS, <7)= T PIS. <a/B=rlp(r) = @ (25252 ()

Ot ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

En dérivant cette fonction on obtient la fonction de densité de S,

fgn (.Z‘) Z o‘*(r)x¢ (log::(l:;(r)) p(’l‘)

Ou ¢ est la fonction de densité de la loi normale centrée réduite

9.4 L’évaluation de l'option de vente avec processus
du rendement de fonds en « regime switching »
log-normal.

Dans la modélisation conventionnelle de Black-Scholes, ou le prix de l’actif

S.. a une distribution log-normale, le prix de Poption de vente européenne de

prix d’exercice K et de maturité n, a la date initiale est calculée (cf. la partie
sur le put européen) est :

PO = e—mEQ [ma.x(K - Sn ), O] = Ke_TnN(—-dg) - SoN(—d1>
Ol r est le taux d’intérét sans risque, N représente la fonction de ré-

partition de la loi normale centrée réduite, S; est le prix de Pactif 4 la date
et

02
dy = ln(So/I?\'*;g"’T)n et dy=di—oyn

Le paramétre o est la volatilité du rendement du titre, qui correspond au
parameétre log-normal du modéle LNI. I’écriture Q sous ’espérance signifie
que cette espérance se calcule sous la probabilité risque neutre.

Bollen (1998) a utilisé le modéle en régime switching pour évaluer des
options américaines et européennes. Comme le marché est incomplet en ré-
gime switching, la probabilité risque-neutre Q n’est pas unique. Bollen utilise
une mesure Q sous laquelle les probabilités de transition restent inchangées.
Le passage de la probabilité réelle P a Q se falt en changeant le log de la
moyenne du parametre p, durégime 1l enr— —l et le paramétre p, du régime

2enr — -—22 ol r est le taux sans risque.
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En « regime switching » log-normal on peut aussi calculer le prix d’une
option de vente européenne de maniére directe en utilisant la loi de la distri-
bution de R La loi de S, conditionnelle & R est log-normale de parametres
dépendants de R Alors, le prix de I'option de vente européenne sous la pro-
babilité Q) est :

Eg[e ™Egmax(K — S,,0)/R]] = Ex[BSP(R)]
Ou , BSP(R) = Ke™™N(—dy(R)) — SoN(—di(R))

2
_ In(So/K)+(nr+(R(e}/2)+(n~R)(Z)))
dl(R) - \/Ho'%+(n—~R)o%
et dQ(R) = dl(R) — \/RO'% + (n - R)U%

la formulation finale est donc :
Ex[BSP(R)| = Y_p(k).BSP(K)
k=0
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9.5 Applications numériques

Pour déterminer les engagements de l'assuré, il y a lieu de considérer
la méthode de la perte maximale probable que nous ne déveloperons pas
dans ce mémoire, qui consiste en une analyse par quantiles des trajectoires
possibles des cours futurs. Cela permet de répondre & la question portant sur
le cours que la valeur de l'actif dépassera & un instant donné pour un niveau
de probabilité défini.

L’application numérique au modele en régime switching en appliquant les
mémes paramétres en entrée que 'exemple du put de Black Scholes précé-
dent (écart type du log-rendement de I’indice est toujours de 20% pour
permettre une comparaison cohérente entre les différentes méthodes de valo-

risation utilisées) nous donne les résultats suivants :

—e— Prix de la Garantie
Plancher

Prix

s

45 ans 50 ans’ 55 ans 60 ans 65 ans
Age de I'assuré a la souscription du contrat

Evolution du prix de la garantie plancher pour un assuré agé de x années pour un
contrat valable jusqu’a 75 ans (volatilité fixée & 20%)

Nous venons de voir comment les modéles lognormaux en régime swit-
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ching sont un moyen trés simple d’introduire une volatilité stochastique dans
la valorisation d’une option. Seulement, ’application de cette méthodes ou
de celle de la formule de Black et Scholes, est souvent inappropriée du fait
que les cash flow & valoriser n’ont pas la méme forme que les options trai-
tées sur le marché. Nous allons donc expliciter une technique de valorisation
des cash-flows futurs utilisable pour produire une Fair Value :I’approche par
la méthode des déflateurs stochastiques. Cette technique s’appuie principa-
lement sur le principe d’absence d’opportunités d’arbitrage et combine les
pricing de Black-Scholes avec la tradition de projections stochastiques réa-

listes trés répandus chez les actuaires.
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Quatriéme partie

Fair Value

10 Fair Value

La fair value est une notion comptable et financiére réclamant ’évaluation
4 leur juste valeur 4 un instant donné des biens possédés par une entreprise.

Une définition de cette notion clé de notre étude qu’est la Fair Value a été
énoncée par I'International Accounting Standards Board (IASB) : « Montant
pour lequel un actif (ou un passif) peut étre échangé (ou réglé) entre deux
parties informées et constantes »

Cette problématique de valeur est notamment soulevée par IAS qui de-
mande la juste valeur pour tous les instruments financiers.

Des divergences apparaissent toutefois sur la pertinence d’évaluer & la
valeur du marché des biens souvent non négociables et en dehors de toute
opération réelle. Cette notion s’oppose 4 celle employée en comptabilité fran-
caise et basée sur les coits d’acquisition et la nécessité de prudence.

10.1 L’IASB

L’ « International Accounting Standards Board » est un organisme in-
dépendant, utilisant des fonds privés, et dont Pobjectif est de définir une
norme comptable internationale permettant de produire des états financiers
compréhensibles, pertinents, fiables et comparables.

L’IASB préconise la cohérence trans-société du traitement comptable
d’éléments similaires, de facon & améliorer la fiabilité et la transparence des
comptes.

Deux grands types d’approches sont en concurrence pour procéder au
calcul de la Fair Value :

Les approches par adossement ou par charges différées
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Ces approches mettent en regard les charges liées au paiement des sinistres
et les frais de fonctionnement avec les revenus liés & la réception des primes.
La principale conséquence est d’étaler dans le temps, sur toute la durée de
vie du contrat, les profits afférents. En particulier, les cotits d’acquisition sont
souvent différés et amortis au fur et & mesure de la perception des primes &
Tecevoir.

Ces principes se rapprochent de ceux utilisés par les standards comptables

américains et australiens.

Les approches de valorisation Actif/Passif

Leur principe est de valoriser les Actifs d’une part et les Passifs de ’autre,
puis de constater les profits en fonction de I’évolution des uns par rapport
aux autres, pour chaque période & venir. Notons que les calculs d’ Embedded
Value reléve de ce principe.

Cette approche est recommandée par 'TASB

10.2 Caractéristiques de la Fair Value

La valeur d’un actif ou d’un passif d’une société d’assurance, calculée sur
la base des cash flows futurs de I’élément considéré, doit étre cohérente avec
la valorisation que les marchés financiers donnent au méme jeu de cash flows
futurs.

La projection de cash flow futurs est stochastique, afin de permettre la
simulation d’éléments et d’interactions complexes, dans des configurations
trés diverses.

La projection des flux doit prendre en compte toutes les contingences
futures pour un participant de marché, et notamment les options implicites.

L’espérance de chaque processus stochastique utilisé pour produire la Fair
Value doit coincider avec les hypothéses retenues pour le calcul de 'Embed-
ded Value (espérance du cash flow actualisé).

Notre probléme est de valoriser un échéancier de cash flows futurs géné-
rés dans le cadre d’un modéle stochastique de projections financiéres. Deux
méthodes principales sont disponibles : la méthode risque neutre et celle des
déflateurs.
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11 Valorisation risque-neutre et Absence d’op-

portunité d’arbitrage (AOA)

Le principe de 'AOA est simple : Sur un marché efficient, deux instru-
ments différents qui générent le méme flux de revenu en toutes circonstances
doivent avoir la méme valeur.

Si PAOA n’était pas vérifiée dans un marché efficient, un arbitrage, c’est &
dire un profit sans risque ni mise de capital initial serait possible en achetant
Pinstrument financier le moins cher sur le marché tout en vendant le plus
onéreux, ce sui serait contraire & hypothése d’efficience du marché.

En réalité, il existe sur les marchés, souvent pendant des laps de temps trés
courts, des opportunités marginales dont profitent des arbitragistes spécifi-
quement outiliés. Ces opportunités ne sont pas accessibles & la grande majo-
rité des investisseurs qui n’ont pas suffisamment de flexibilité pour s’ajuster
aux opportunités dans des conditions (de délais et de cofits) qui leur per-
mettent véritablement d’en tirer parti. La grande majorité des investisseurs
est donc bien avisée de considérer les marchés comme exempts d’opportunités
d’arbitrage.

Le concept de changement de mesure sur 'univers probabilisé est difficile
a appréhender et, en conséquence, a donné lieu & de vastes débats, notamment
dans le milieu de Pactuariat tant sur le principe que sur ’application.

L’astuce de la valorisation risque neutre consiste & utiliser cette propriété
pour choisir la probabilité qui facilite le plus les calculs. Cette probabilité
correspond & 'attitude de neutralité vis-a-vis du risque, ce qui signifie gran-
dement tous les calculs d’actualisation (et surtout le probléme du choix du

taux d’actualisation).
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Actif risqué 1 | Actif risqué 2

Valeur de marché initiale 3.1 1.75
Valeur future
pour Pétat de la nature F 5 3
pour I’état de la nature D 2 1
Probabilité risque-neutre associée 0.421 0.421
4 P’état de la nature F
Probabilité risque-neutre associée 0.579 0.579
a I’état de la nature D :
Espérance de la valeur future 3.263 1.842
Rendement 5.26% 5.26%

5.26% correspond bien au taux de ’actif sans risque, puisque 1/(1+5.26%)
= 0.95
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12 Deéflateur

Un déflateur est une fonction d’actualisation stochastique qui traduit a
la fois le risque & chaque scénario et l'actualisation temporelle. La valeur
d’une chronique de cash flows stochastiques, généralise celle utilisée pour des
~ cash flows déterministes. Ainsi en simulant un nombre de scénarios suffisant,
Pespérance des déflateurs est équivalente au facteur d’actualisation de la
méthode traditionnelle. Pour mieux comprendre cette notion de déflateur,
donnons la définition d'un actif d’état.

12.1 Définition des Actifs d’Etat

Un modéle basé sur le principe d’AOA peut étre construit & partir des
actifs d’Arrow-Debreu ou Actifs d’Etat. Ces actifs procurent le versement
d’une unité de la devise considérée si un état précis de la nature se produit
3 un instant futur, rien sinon.

Par exemple, & un modéle qui propose deux états de la nature possibles
aprés ’écoulement d’une période, I’état favorable et I'état défavorable, sont
associés deux actifs d’état. L’état favorable procure un remboursement de
1 si cet état survient, et 0 sinon. L’autre actif d’état a un comportement

symétrique pour 1’état défavorable.

12.1.1 L’exemple du modéle mono-périodique discret & deux états

Prenons un exemple simple : deux actifs risqués dont la valeur de marché
et les cash flows futurs pour deux états de la nature envisageables, F et D

sont explicités ci-dessous :

Actif risqué 1 | Actif risqué 2
Valeur de marché initiale 3.1 1.75
Valeur future
pour I’état de la nature F 5 3
pour 1’état de la nature D 2 1
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Chaque actif est complétement caractérisé par sa valeur initiale et ses
cashs flows futurs dans les différents états de la nature possibles. Les actifs

d’état sont caractérisés par :

Actif d’état F | Actif d’état D
Valeur future
Pour I’état de la nature F 1 0
Pour 1’état de la nature D 0 1

Comme pour la démonstration de Black & Scholes, nous pouvons utili-
ser le principe d’Absence d’opportunité d’Arbitrage pour valoriser les actifs
d’état en répliquant leur cash flows avec les actifs risqués existant sur le
marché.

11 suffit pour cela de résoudre un simple systéme d’équation. Les valeurs de
marché se déduisent alors automatiquement de la composition du portefeuille

répliquant :

Portefeuille répliquant | Portefeuille répliquant
Pactif d’état F Pactif d’état D
Actif risqué 1 -1 3
Actif risqué 2 2 -5
Valeur future
état de la nature F 1 0
état de la nature D 0 1
Valeur initiale 0.4 0.55

La valeur de marché des portefeuilles répliquants donne ainsi la valeur des
actifs d’état qu’il est maintenant possible d’utiliser pour valoriser un nouvel

actif risqué et P’actif sans risque, en fonction de leur cash flows futurs :
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Nouvel actif risqué | Actif sans risque
Valeur future
état de la nature F 10 1
état de la nature D -1 1
Valeur de marché initiale 3.45 0.95

La généralisation & un modéle monopériodique discret avec N états de la
nature possibles est immédiate. La formule de valorisation d’un actif basée
sur les N actifs d’états du modele est alors donnée par :

N
P=3 B(i)-CF(i)

O : P est le prix de lactif considéré

CF(i) ses cash flows dans chacun des N états

E(i) le prix de l'actif d’état associé a I’état 1

ivariede 1 a N

Pour que le modéle soit cohérent et effectivement sans opportunité d’ar-
bitrage, il est important d’imposer quelques contraintes quant & la valeur de
marché initiale des actifs d’états, les E(i) :

- tous les E(i) doivent étre strictement positifs; si tel n’est pas le
cas, achat du ou des actifs d’état de valeur négative ou nulle en 0 constitue
une OA

'~ un modéle mono-périodique ne présente pas d’OA si et seulement
si les E(i) existent.

L’actif sans risque est celui dont le rendement futur est indépendant des
différents états du monde pouvant se produire. Soit r>0 le rendement de
1’actif sans risque. Comme il rembourse 1 en fin de période, sa valeur en 0 est
(1+1)~1. Le remboursement est assuré quel que soit P'état de la nature et la
valeur de P’actif sans risque peut donc également é&tre exprimé par la somme
des valeurs des actifs d’états. D’ou la propriété suivante :

N
> B() =57 <1

4 i4r
=1
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12.1.2 Modéles multi-périodiques et passage en temps continu

Les prix des actifs sont notés E(t,e), avec t€[1,2,....H] et e€ [1,2,...,N]
Les probabilités associés a chaque état de la nature pour un instant t
donné sont notées p(t,e), avec t€[1,2,...,.H] et ec[1,2,...,N]

Comme pour le modéle monopériodique, les déflateurs sont définis par :
D(t,e)=E(t,e) / p(t.e)

Soit CF(t,e) un jeu de cash flow dont nous cherchons la valeur P. Comme
précédemment, on raisonne par absence d’opportunités d’arbitrage sur un
portefeuille répliquant exactement les cash flows, puis on introduit les défla-

teurs pour parvenir & la formule suivante :

H N

P= t_Zle;p(t ,e).D(t,e).CF(t,e) = ZE[ (t).CF(t)]

Selon le méme principe, il est ega.lement possible de valoriser un cash flow
futur & un instant futur. Soient deux instants t; et t2 avec t; < tg, la valeur
en t; d’un cash flow tombant en t, est donnée par :

By, [D(22).CF(t2)]
D(t1)

Considérons maintenant I’évolution possible du prix d’un actif P(t) sur
une période allant de t; & tp, pendant laquelle I’actif ne verse pas de dividende
ou de coupons. En utilisant la formule précédente sur 'ensemble des cash
flows procurés par Pactif considéré, on déduit :

E, .C
P(ty) = Eal2@)Crea)

Ce qui nous permet de mettre en évidence I'une des caractéristiques les

plus importantes des déflateurs grace a la formule suivante :

D(t1)P(t1) = Ey, [D(t2) P(t2)].

Autrement dit, le processus D.P est une martingale, c’est-a-dire que son
espérance 4 un instant futur est égale a sa valeur présente ( ou plus générale-
ment que son espérance 3 un instant futur to conditionnée par 'information
disponible & un instant t; est égale & sa valeur en t;). Cette propriété nous
permettra en particulier de vérifier que le modeéle ne présente pas d’oppor-
tunités d’arbitrage.
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12.2 Les Déflateurs

Les déflateurs sont utilisés pour donner une valeur de marché 4 n’importe
quel type de cash-flow généré par le modeéle. Cette approche comporte plu-
sieurs avantages : le déflateur dépend seulement du modéle et non des cash-
flows évalués. Cela rend la valorisation des cash-flows stochastiques considé-
rablement simple. Aussi, la technique des déflateurs produit des valorisations
de marché consistantes, et refléte que le fait de changer une stratégie d’inves-
tissement institutionnelle ne peut pas créer ou détruire la valeur économique.
Cependant, changer de stratégie pourrait changer la distribution des cash-
fows futurs transférant ainsi la valeur entre les actionnaires. La méthode des
déflateur permet au actuaires d’analyser ces transferts. Enfin, la méthode des
déflateurs est utile lorsque on considére la structure du capital d’une com-
pagnie. En effet, changer la structure du capital d’une compagnie ne change
pas la valeur de marché de cette compagnie. La structure du capital peut
cependant affecter la valeur de marché au travers d’effets secondaires tels
que la taxe ainsi que 'impact du risque de crédit. La méthode des déflateurs
permet aux actuaires de se concentrer sur ces colts ce que peut influencer la

valeur de marché de la compagnie.

Tlustrons nos propos par un exemple :

Soit p la probabilité d’occurrence d’un état de la nature F et (1-p) celle
d’un état D.

Posons le déflateur d’état D(e)= E(e)/p(e)

Avec p(e) la probabilité supposée pour I'état e : P(F)=pet P(D)=1p

Ainsi, en reprenant 'exemple précédent avec une probabilité d’occurrence
de T’état de la nature F de 2/3 et de I’état D de 1/3, nous pouvons calculer
a partir du prix des actifs d’état :

Valeur de Vactif | Probabilité | Déflateur
d’état d’occurence
Valeur future
état de la nature F 0.4 0.667 0.6
état de la nature D 0.55 0.333 1.65
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On généralise facilement cet exemple & un univers avec N états de la
nature possibles pour montrer que la valeur P d’un actif produisant le cash
flow CF(e) pour chacun des états de la nature s’exprime par :

P= % E(e).CF(e) = %p(e).D(e).C’F(e) = E[D.CF)

=1 i=]

L’une des caractéristiques fondamentale des déflateurs est qu’ils doivent
étre produits par un modeéle d’actifs financiers sans opportunité d’arbitrage.
Le modéle de Black & Scholes répond a ce critére. C’est en utilisant ce modéle

que M. Smith a déterminé la forme de ce déflateur.

12.2.1 Les déflateurs du modéle de Black & Scholes

Le modeéle de Black & Scholes est utilisé pour pricer des options en consi-
dérant un actif sans risque B et une action S. En considérant 1’évolution sur
une période [t,T], la valeur B de P’actif sans risque vérifie ’équation :

Br = B;e"T-? et la valeur S de action vérifie :

Sy = SieX7=%t ot X — X; suit une loi normale N(u(T — t),0%(T —t)).

12.2.2 Equation du déflateur

En considérant le changement de mesure risque-neutre, on voit que le

déflateur peut prendre la méme forme que le sous-jacent S.

Nous allons donc supposer que le déflateur s’écrit D, = Dge®*tvX: ou a
b

et b sont des constantes.

Nous voulons que :
DtBt = Et [DTBT] et DtSt = Et [DTST]

Doeat+bXt — Et I:DoeaT-f-bXTBter(T—t)]

Soit, Doe®**¥X: B, = Dye®T Bye" T E, [ebXT] car il faut utiliser le fait que
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Xp /Xy~ N (T = 1), 0% (T —t)].
De plus, du fait quesi Y ~ N (o, B) alors Ef [ey] =e

2
at+bXe  gaT+r(T—t) ebXt+bp.(T—t)+”—2-a2 (T-1)

2
a+%—

I’équation se réécrit : e

Ce qui donne une premiére relation : at = aT'+7 (T—t)+bu(T—1)+
£(T-1).

Ensuite il faut utiliser la deuxiéme propriété du déflateur : D,S; = E; [Dr St].

En développant on obtient : Doe® %S, = E, [Doe“T*‘bXTSte(XT‘Xt)] et
apres les mémes simplifications que précédemment on aboutit & une deuxiéme
équation :

at = aT + (b+1) p (T —t) + &2 (T — 1),

Ces deux équations forment un systéme 4 2 équations que nous pouvons

alors résoudre et obtenir : )
a= 5z (/ﬂ—- (r—i—g;) )e’cb=-&%<r—p—g§>.

On peut ainsi exprimer la formule du déflateur :

Dy = Do. exp (_. (,Lz_ (T+z;)2)t+;%(r_ﬂ_g;)xt).
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12.2.3 Comparaison entre valorisation risque neutre et déflateur

Risque neutre

Avantages Le principal avantage est la simplicité de la méthode : une
fois que la probabilité risque-neutre de chaque état est déterminée, le facteur
d’actualisation est le méme pour tous les états de la nature et est égal au
taux sans risque.

Un autre avantage majeur, conséquence de l'utilisation du taux sans
risque comme taux d’actualisation : tous les actifs ont la méme espérance de
rendement. Ce point est particuliérement important puisqu’il permet d’éli-
miner toute subjectivité dans le choix du taux d’actualisation.

Inconvénients Le principal inconvénient tient a la complexité des concepts

manipulés (notamment le changement de mesure sur 'univers probabilisé).

Déflateurs

Avantages Les déflateurs permettent de valoriser les cash flows tels
qu’ils sont exprimés dans 'univers réel, dans un cadre ou la probabilité as-
sociée & chaque état est également la probabilité réelle. Les quantités et les
ordres de grandeurs sont donc plus faciles & manipuler.

Inconvénients Les déflateurs doivent &tre générés par un modéle d’ac-
tif sans opportunité d’arbitrage. En pratique, la construction d’un tel modéle
est suffisamment compliquée pour limiter le comportement des actifs simulés

par le modele & des processus relativement simples.
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Cinquiéme partie

LLE MODELE : TIMBUK

13 Le modéle

Timbuk est un modéle de valorisation d’actifs développé par M. Smith
qui repose sur la méthode des déflateurs stochastiques. Une des principales
caractéristiques de ce modéle est la production d’'un déflateur d’état consis-
tant avec le marché. Le déflateur permet 3 Vutilisateur de donner une valeur
de marché & un produit en connaissant simplement les cash-flows générés par
le modele pour chaque simulation.

L’article de Smith et Southall propose des méthodes de simulation pour
les taux d’intérét, l'inflation et le rendement des titres. Il permet aussi de
produire des simulations de déflateur afin de procéder au pricing et au calcul
de la « fair value ».

L utilisation de la fair value devient intéressante lorsqu’il s’agit d’évaluer
un produit financier produisant des cashs flow soumis & des risques de mar-
ché ou incluant des options cachées. En effet, dans ces cas 13, la méthode
déterministe basée sur l'espérance actualisée & un taux ajusté au risque des
cashs flow n’est plus applicable.

Apres simulation des cashs flow, il s’agit ensuite d'utiliser la simulation
des déflateurs afin de convertir cette distribution de cash flow en « fair value
»>.

Auparavant, il faut procéder & un calibrage du modéle aux prix de marché

afin que ’évaluation des cashs flow soit consistante avec celui-ci.

Le modele repose sur quelques formules de « fair value ».

Le déflateur simulé pour la date a est noté D, et le prix a la date a d'un
zéro coupon payant 1€ a la date b est noté Pg;. Ces parametres définissent
la structure par terme du modéle qui est ici en temps discret (a et b sont des

entiers).
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B, est un mouvement brownien & 5 dimensions (cette dimension repose
sur le fait quil y a 5 degrés de liberté dans le modéle une pour chacune des
trois courbes de taux et une pour chacun des indices de prix). Nous pouvons
interpréter le choix de la dimension 5 du modéle par le fait que M. Smith
cherche & étendre son modéle & 5 numéraires. En plus de inflation, du cash
ou des actions, le modéle pourra intégrer des données relatives & I'immobilier
par exmple.

Les browniens sont indépendants et régis par :

B,.1 = B, + N(0,1).

C, est 'accumulation historique des valeurs B, vérifiant la relation de

récurrence suivante :

Ca.+1 = Ca. + Ba
Enfin, les déflateurs et la structure par terme des taux d’intérét doivent

satisfaire I’équation suivante :

Da(Pab - Pa:b+1) = (_io__;zsf)% X GXP[U.(Oa . Crnin{a,b—-r)) + >\'Ba + mln{b -

a,7}0.B, — 3(A+07)’a+ max{o’T_b"Lf;}(TH—bJ@ [60.)\ + (47 +2b—2a — 1)o?]

Ainsi définie cette équation est vérifiée par 3 indexes (gauges en anglais)
qui influent sur les cashs flow. Par exemple, l'inflation, le taux de change
influenceront sur la valeur du portefeuille d’assurance que nous chercherons
3 modéliser. Pour chaque indexe, choisis ici comme étant le Cash (noté C),
les actions (noté E) et linflation (notée 1) il faut donc calibrer le modéle en
calculant les paramétres A, Ag; A1, 0¢, 0B, 01 f est le taux d’intérét forward
long.

Formulation en adéquation avec I’absence d’opportunité d’arbitrage non
justifiée mathématiquement par Pauteur.

En utilisant le fait que P, = 1, on peut calculer la structure par terme
" et les déflateurs & partir des équations suivantes :

)
Dy = 3 Do(Pup — Paib+1)

oo
Zb Da(Pab“Pa:b+1)
u=
Pab == -
Z Dﬂ-(Pab_Pa:b+1)

u=a
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En application, nous pouvons par exemple utiliser les déflateurs simulés
du cash et de linflation notés Dinflation g DI*" pour simuler l'indexe de

Jinflation des prix par la formule suivante :

DI n flation

h
Da as

Nous avons implémenté le modéle en Visual Basic en utilisant des simu-
lations de monte carlo. La justification de Vutilisation de cette méthode tient
du fait que certains produits d’assurance vie ne dépendent pas seulement de
la maturité des polices mais aussi de la trajectoire du cours des actifs. Les
options cachées sont donc « path dependent » et les algorithmes standard
de pricing d’options ne sont donc pas adaptés contrairement aux méthodes

de monte carlo.
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14 ‘Travail réalisé

Un des objectifs de notre stude était de répliquer le modéle de M. Smith :
Timbuk1. Nous avons alors implémenté le modgle en Visual Basic en utili-
sant des simulations de monte carlo. La justification de P'utilisation de cette
méthode tient du fait que certains produits d’assurance vie ne dépendent pas
seulement de la maturité des polices mais aussi de 1a trajectoire du cours des
actifs. Les options cachées sont donc « path dependent » et les algorithmes
standard de pricing d’options ne sont donc pas adaptés contrairement aux
méthodes de monte carlo. Nous n’avons pas cherché a redémontrer la formule
sur laquelle est basé le modéle mais plutét étudié les caractéristiques et le
comportement de cette derniere. Nous avons utilisé les données du FTSE 100
utilisés par M. Smith pour calibrer les paramétres du modele de telle sorte &
retrouver les méme résulats du moins, pour chaque maturité, les écarts type
et les intervalles de valeurs des déflateurs et des jauges doivent correspondre &
ceux produit par Timbukl. De plus, afin de valider notre modeéle, nous avons
non seulement simulé les zéros-coupon spot et veérifié qu’ils correspondent
bien a ceux utilisés en entrée du modéle mais encore nous avons calibré notre
modéle sur des données de marchés UK antérieures & 2001. Avec un para-
métrage identique, nous retrouvons les mémes valeurs des déflateurs et des
indices que ceux de Timbukl. La partie qui suit traite des méthodes utilisées
pour la calibration.
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15 La calibration de Timbukl

15.1 La définition des jauges

Un jauge permet de modéliser les caractéristiques d’un indexe dont les
cash flows peuvent dépendre de plusieurs variables économiques comme U'in-
flation, le taux de change, les cours boursiers ou les dividendes qui peuvent
influencer un portefeuille d’assurance que nous voulons modéliser. Les jauges
permettent donc I’intégration simultanée des contraintes économiques, sta-
tistiques et pratiques auxquelles sont confrontés ceux qui développent les
modeles de valorisation.

Le concept de jauge comprend un indice de déflation et une structure &
terme ce qui peut s’écrire de la maniére suivante :

-un déflateur {D.}

_une structure par terme {FPab} -

Le déflateur est un procéssus a une dimension indiquant la valeur relative
du jauge. Le déflateur augmente si un jauge augmente en valeur par rapport
aux autres jauges du modeéle. Les ratios de déflateurs fournissent des taux
de conversion entre différentes jauges; par exemple, si DZest le déflateur de
la Livre Sterling et si D§ est celul du Dollar alors la valeur d'une Livre en
Dollar est donnée par le rapport D7/ DS La valeur numérique de ce taux de

change variera au travers des diverses simulations et de la date a.

15.2 La modélisation des indicateurs dans Timbukl

L’objectif de Timbukl est de modéliser les caractéristiques de compor-
tement des actions, de Vinflation et des taux d’intéréts : il simule donc 3
différents jauges. L'article stipule par ailleurs que le modele est calibré afin

de modéliser 5 principales variables :

Inflation

_L’indice d’inflation qui a pour formule QﬂD—@;ST—.

-Le nominal Par Yield qui, pour une maturité de 10 ans, donne le nominal

Par Yield équivalent au zéro-coupon fourni par la courbe des taux.Sa formule
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écrit 1—‘—}’%—% Dans Timbukl le calcul de "Cash Par Yield 10 ans"
P as

a:a+tr
=

correspond & cette formule en posant v = 10.
_L’Inflation Par Yield correspond & la méme formule que précédemment

_ plnflation
aat+u
U . .
Inflation
aza+r

mais en utilisant les prix zéro-coupon de I’inflation. Sa formule est :

_Le rendement de P’indice action cumulé des dividendes défini de la fagon
Egqut
suivante :%%I—a;;i.

-La croissance réelle des dividendes dont la formule est donnée par Smith :
DEquity (1_PEquity
& aa+1
DI nflation
a
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15.3 La calibration : travaux préliminaires

Les déflateurs n’étant pas une variable économique mais plutot issus d’une
construction mathématique nous ne pouvons pas les estimer de maniére sta-
tistique.

I y a deux maniéres possibles de calibrer un modéle & déflateurs :

_la méthode compliquée serait d’ajouter des déflateurs 3 un modéle qui
posséde déja des quantités observables

_une autre facon de faire est de développer un modéle algébrique avec des
déflateurs explicites incluant plusieurs parametres inconnus (c’est-a-dire des
degrés de liberté qui permettront de calibrer pour intégrer dans le modéle
des variables telles que la corrélation ou la volatilité).

L’approche choisie dans Timbukl est la deuxieme.

15.4 Les approximations lognormales

Etant donné que ni les prix, ni les taux d’intéréts ne sont lognormaux de
maniére exacte, I’approche de Particle est de considérer une approximation
lognormale : nous approximons le log des prix et des taux par une expression

linéaire de 'innovation du brownien (Bo — Ba-1)-

Les coefficients se déterminent en utilisant un développement de Taylor.

e Par yield :Artuets = Pecve=Paciets explf:(u, T, £)0.(Ba — Ba-1)]
E Pa:a,+-r 1-}_;:1 Pa,—l:a.+1-

r=1

*les déflateurs : DoPaat1 = Da—1Fo-10tu- exp|(A+02(u,r, f)U).(Ba—Ba_]_)]

-1
_ 1 min(u,T) _ 1 _ 1
Avec 01(u, T, f) = (1 - (1‘”'+f)f) ( a+fy (1 - f) (1 ‘(1‘+f)m*“<u'f>>>

et O2(u, 7, f) = (m'm (u,7) + 3 (1 — W))

Afin de faciliter la calibration, nous calibrerons sur les processus de va-
riations de prix et de taux. Ce qu’il faut faire par la suite est d’expliciter la
matrice des variances covariances des variations de prix et de taux. Cela si-
gnifie que I'on calibrera les 5 variables choisies de maniére indirecte au travers

des propriétés statistiques de leurs variations.
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Les propriétés statistiques des processus lognormaux
Comme nous allons calibrer les processus & l'aide de leurs statistiques,

nous allons tout d’abord en expliciter certaines :

- L’espérance

si X suit une loi normale d’espérance m et de variance o alors :

E (exp (aX +b)) = [exp (az +) .5 = exp (——‘5—) dz
= exp (b) [ exp (2“" z) — exp (——(1'-'-;1)—) dz

—(z—{m+ac?)) +2mac?+a?ct
= exp (b) falﬁexp ( ( ( )2(),2

—(z—(m+ao? 2
= exp (ma+b+”22“2>fa\}§;exp< z (2:0 )dw

= exp (ma+b+ %‘ﬁ>

Afin de pouvoir calculer les equations de Timbuk, nous avons aussi besoin
de la formule ci-dessous pour un brownien Y (de drift 0 et de variance 1):

Bl (091 = oxp (45

- La variance :
Le méme type de calcul que précédemment fait nous donne pour la va-
riance :
Var [exp (810Y)] = exp (26707) — exp (620?)

- La covariance

Pour la covariance, nous utiliserons le fait que :
Cov lexp (aX + ¢) exp (bY +d)] = E [exp (aX + ¢)] E [exp (Y +d)] .

Si X et Y ont une distribution normale de paramétres suivants : (0, o1) et

(0,02) et une covariance de o1, alors aX +bY est aussi distribuée de maniére

normale avec les parameétres suivants : (0, \/a2o? + bos + 2ab012> .

Finalement, nous obtenons que :

b22

Cov (exp (aX) ,exp (bY')) = exp (ﬁm’%;l——zwz) exp (—-l + —2—2)

1l est important de remarquer que dans notre cas présent 012 = 1 par
construction du modéle d’actif.
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15.5 Calibration des jauges

Le Timbuk est calibré sur certaines statistiques (volatilités, corrélations,..)

des variations de taux et de Pprix.

15.5.1 la variance des variations de taux (Par yields) :

En utilisant ’approximation lognormale on obtient :
Var [ParYield(t)/ ParYield(t — 1)] = exp (2630?) — exp (6307%) .

Cette formule donne la volatilité du cash et des variations de Vindexe.

15.5.2 la variance des variations de prix :

L’approximation lognormale fournit :
Le CPIIndex  la date a vaut DL/ D, les variations de I'inflation s’écrivent

donc :
D!/DS.DZ 1/ Doy
Quand a ’Equity Index a la date a il s’écrit DE /DS et sa variation vaut :
D?/D$.D 3/ Daly-
La variance des variations de prix vaut alors :

Var [Price (t) / Price (t — 1)] = exp (2(A+ 020)%) — exp (A + 820)°) .

Cette expression ci-dessus est correcte pour les variations de prix, si nous

posons u = 0 dans I’approximation du déflateur.

15.5.3 la variance de la croissance réelle des dividendes (Real Di-
vidend Growth)

En utilisant les deux premiéres approximations, on obtient la formulation

suivante :
RealDividendGrowth increment = DZ /D7 ;. (1—-PE.1)/ (1-PE . ).D!_,/D;
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~ exp [()‘E - )\] + (91E + 02}3) OF — 92[.0’1) . (Ba — Ba—l)]

Afin d’obtenir cette formule nous utilisons Papproximation du processus
de prix des titres (Equity) avec u = let I’approximation du processus de

déflateur inflation avec u = 0.

15.5.4 les corrélations
Tl faut afin de les approximer utiliser le fait que st
r(t) /r (t — 1) = exp (aX)
avec
X ~ N(0,09)
et
r () Jr' (t—1) = exp (bY) o Y ~ N (0,02),
cela implique que

Corr (r () Jr (t —1);7 () /7 (= 1)) = exp (_ﬁif—gzﬁ#‘”—> —exp (S + 5.

15.5.5 les taux long terme

Les taux forward fusont les taux futurs d’actualisation qui permettent

d’exprimer tous les prix zéro-coupons actuels par la formulation suivante :

Pab = (1 + faa)—l (1 + fa.:a-(-l)—l (1 + falb—l)—l )

ou de maniére équivalente &

fa.b = Pab/Pa.:b+1 -1

AA 3 Pa:a-l—v —_ Pa.:a,+v Pb:b+'u+1
En réécrivant que [ Pk = posatrs ) X poER

et sachant que (1 + faatv) = Paw / Paps1,00US obtenons :

11 P—fﬁﬁ; ~ /T (1 + fa:atrv)qui converge vers le taux forward asymp-

totique pour b assez grand.

Dans approximation [] 22— ~ 22 exp [(A+07) (Bs — Bo) — PO+ o1)?]

Pa—l:a.+‘u
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nous substituons ’expression d’origine fournie par Timbuk apreés l'avoir

reformulée de la maniere suivante :

Dy = 3, (_c_@g_ X explo (Cb - ijn(O,u—'r)) + ABy + min (u—b,7)0Bb —
=b

1+f)*
T+ or)’b+ max(O’T—"+f%'(T+l—“+b) (60X + (47 + 2u —2b— 1)0?))
b+r—-1
Dy= 3y, Zexexplo(Cyr— Cor)+ABy+(u —b)0By—5 (A + or)? b+
u=b

o0
(r—u+b)(t+l—-u+ b) (6o + (47 +2u — 20— Do)+ Y (—‘{‘f-fs)iuxexp[()\ +07) By—
u=b+T1

T+ 07)2 b|

Ce qui donne finalement :

_ constxaxp[—-%(/\—(—a'r)z;bl =1
Dy = REmL 2
(r—1)

o (T—1 + 1) (6o + (47 +2i — 1) o2)]+constxexp|(A + 07) By—3 (A + o7)? b x

(pif)l x explo (Cy — Chyimr) + (X + 1) By) +

u=b

S S—
f(1+f)b+‘r—1

Lorsque I’'on fait tendre b vers Pinfini on obtient alors la limite suivante :

& H (]- + fa,:a,+v) ~ (1 + f) X exp [(A+TU)2_2(A+920)2}

On peut ainsi, en comparant les ratios de déflateurs déduire les variations

géométriques de long terme des prix pour les actions :

quuityGrowth = %‘1&’;’% X exp \:

(>\c+Tch)2-(>\E+TEUE)2 }
2

En utilisant les résultats précédents nous devons résoudre A = (A1, A2, As, A4, As)
et o = (01,02,03,04,05) pour chacune de jauges : Cash (Ac;0¢) Inflation (A,01)
et Equity (\g,0E) -

Tl suffira ensuite d’égaliser les équations suivantes aux quantités écono-

miques prévalant sur le marché.

15.5.6 Les volatilités

Pour 'Inflation : exp [2 (A\r — Ag + 02101 — 920.00)2] —exp [(AI — Mg + 0101 —0— 92000)2]
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0o et o sont calculés avec u = 0.

-pour la croissance réelle des dividendes : exp [ (Mg — A1+ (61 + o5) .0p — 0210 1)2] —
exp [(A\g — Ar + (61 + b28) .08 — 02101)%]

—pour les Par Yield 10 ans Cash : exp [(26300%)] —exp [63c0%]
_pour les Par Yield 10 ans Inflation : exp [(263,0%)] — exp [62,0%]

-pour 1’Equity exp [2 (>\E - /\c -+ 92}_:;.0'15; - egcdq) ]—exp [()\E - >\C ~+ 921; O — 9200’0) ]

Les covariances - la covariance entre Pinflation et la croissance réelle des
dividendes :
exp[0.5((Ar — Ac + b21.01 — 0o0.00)*+(Ag — A1 + (615 + 62E) OF — 02101)%)]
x [exp ((Ar — A¢ + bar.01 — Osc.0¢) . (Mg — A1 + (01 + 0or) .08 — 02101)) — 1)

_la covariance entre 'Inflation et le Par Yield 10 ans cash :
exp|0.5 (A1 — Ac + bar.01 — foc.00)° + 0200%)]
x [exp (Ar = Ac + Oar.01 — b2c.0¢) b1c0¢c) — 1]
_la covariance entre I'Inflation et le Par Yield 10 ans inflation :
exp[0.5 (A1 — Ac + b21.01 — fs0.0¢)? + 62,0%)]

x [exp ((Ar — Ac + 2101 — boc.0¢) H1101) — 1]

_la covariance entre 'Inflation et I'Equity :

exp[0.5 (A1 — Ac + bar.01 — 20 oc) ) + (Mg — Ac + b2E.08 — Boc0c)?]

x exp|((\r — Ac + Oa1.01 — O2c- oc).-(Ag — A¢ + 02808 — Bococ)) — 1]

_la covariance entre la croissance réelle des dividendes et la Par Yield 10
ans Cash :

exp[0.5 (Ag — A1 + (612 + o5) .OF — Oo701)° + 0350%)]

x [exp (Mg — Ar + (618 + 8:5) .05 — 62107) bicoc) — 1]

Ja covariance entre la croissance réelle des dividendes et le Par Yield
Inflation 10 ans :

exp[0.5 (Mg — Ar + (615 + 025) 08 — 05707)° + 62,0%)]
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X exp[(()\E — A7+ (91E -+ 92E) O — 9210”[)2 -+ 9%10'%) Brr01 — 1]

_la covariance entre la croissance réelle des dividendes et 'Equity :

exp0.5 (Ag — Ar + (61 + f2r) O — 0o507)2 + (Mg — Ao +026-08 —~ 02c00)°)]

x exp[(Ag — Ar + (b1 + 028) 08 — 05701) . Mg — Ac + 028.05 — 02c0¢c))—
1]

_a covariance entre Par Yield Inflation 10 ans et le Par Yield 10 ans
Cash :

exp [0.5 (63,07 + 02,0%)] . exp [(6101.61c00) — 1]

_la covariance entre le Par Yield 10 ans Cash et 'Equity :

= exp[((Ae — Ac + 0s5.08 — 92000)2 + 9%00%)]

x [exp (Ag — M + (61 + 028) .08 — B2107) H1c0¢) — 1]

_la covariance entre le Par Yield Inflation 10 ans et 'Equity :

= exp[((As — Ac + 02608 — Bo00c)? + 0310%)]

x [exp (Ag — Ac + (615 + 02E) -OF — 8s00¢) 8Ior) — 1

Les taux long terme -le taux forward Cash :
2_ u=0 2
0-ton _ (1 4 fo) x exp[ ST portiEoe)

_le taux forward Inflation :
()‘I+TIUI)2"(>\I+9;;=OUI)2]

0-1
Inflation = (14 fr) x exp 5

-le taux forward Equity :

—lan Ap+T 2_ A euzoa 2
f%qigty = (1+f1> X exp [( E+7EIE) g 5+035%05) ]

_le taux Cash forward 10-11 ans :

oo 2_ 9u=100. 2
Olen = (1+ fo) x exp [(/\ﬁ ove) (;C+ i %0c) }

_le taux long terme de croissance du capital :

A 2-(x 2
quuityGrowth = giﬁg X exp {( gtreec) 2( £+7808) ]

La calibration du modéle nécessite des données d’un marché X (frangais,
US...) tel que les prix des zéros-coupons des trois numéraires (inflation, cash,

actions), les volatilités, les covariances...etc
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Nous avons implémenté la calibration sous Matlab, les méthodes utilisées
" sont présentées en annexe. Ci dessous un tableau des parametres d’entrée du

modéle, résultats de la calibration pour le marché anglais avant 2001.

Numeraires : Cash ‘ CPl Equity
tau 20 20 20
finf 5,125% 1,570% 2,081% I
lambda 0,366665 0,236537 0,302127
0,000000 0,031203 0,106377
0,000000 0,118099 -0,003413
0,000000 0,000000 0,000840
0,000000 0,000000 0,066525
sigma -0,006490 0,002906 -0,009461
0,007547 0,003599 -0,009761
0,000000 -0,006942 0,000898
0,000000 0,000290 -0,000291
0,000000 0,000000 -0,004100
7ZCB Prices 1 0.946552025 || 0.963787966 || 0.976371802
2 0.89611911 | 0.92932045 0.953459521
3 0.848679367 || 0.897366379 || 0.931238892
4
5
30 0.223459917 || 0.556719588 || 0.520590266

Table des paramétres / Résultats de la calibration
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Sixiéme partie
Applications du modéle a une

garantie plancher

16 Valorisation de cash flow par les déflateurs

16.1 L’algorithme

En plus de produire des rendements d’equity, des obligations etc, notre
modéle stochastique produit des déflateurs. ces derniers prennent la forme
d’une série temporelle. Supposons que lon veuille estimer le prix de mar-
ché d’un cash flow X recevable & la date t. Notons X(sim) la valeur de X
correspondant & la simulation sim. La valur estimée de X est alors

valeur = moyenne { deflateur (sim,t) * X(sim) }

Le déflateur est indépendant du cash flow que nous calculons. Si nous
voulions valoriser différents cash flows, tous payables & la date t, nous aurions
utilisé le méme déflateur dans chacun des cas. Nous pouvons alors voir le
deéflateur (sim,t) comme gtant le poids que le marché donne & la simulation
sim dans le calcul des prix de marchés.

Pour pricer un ensemble de cash flows, il suffit de valoriser le flux & chaque

date future puis sommer les valeurs présentes.

16.2 Validation de I’Algorithme

Pour valider ’algorithme, nous avons besoin de nous assurer de la consis-
tance avec les prix de marcheé. Prenons le cas d'un portefeuille dont la valeur
3 1a date t est V(sim,t). Supposons que cette variable est un index du ren-
dement du portefeuille et que la valeur initiale V(sim,0) est constante pour
toutes les simulations.

Pour obtenir la consistance de nos prix avec ceux du marché, nous devons

nous assurer que pour chaque portefeuille nous avons :
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V(sim,0) = moyenne { deflateur(sim,t) * V(sim,t) }
Cela devrait fonctionner pour les portefeuilles d’actions et d’obligations.
Considérons I’exemple d’un portefeuille d’obligations zéro-coupons

future t donnée. Deés lors V(sim,t) = 1. Dot
V(sim,0) = moyenne {déflateur(sim,t) }

i une date

prix du zéro coupon =
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16.3 Relation Risque / Rendement

Nous pouvons le test du déflateur comme suit :

V(sim,0) = moyenne {deflateur(sim,t) * V(sim,t) } = moyenne {defla-
teur(sim,t) } * moyenne{ V(sim,t)} + covariance{deflateur(sim,t), V(sim,t)}

— PV du flux moyen au taux sans risque + ajustement du risque.

Si le portefeuille V gagne une prime de risque relative au taux sans risque,
nous devrions avoir un ajustement négatif dans cette équation. En d’autres
termes, le portefeuille devrait étre négativement corrélé avec le déflateur.
Le faible prix initial peut alors s’expliquer par le fait que le marché pon-
dére faiblement les scénarii dans lesquels les sous-jacents ont les meilleures

performances.

Notons qu’assigner une fonction d’utilité au marché n’a pas de sens. Nous
ne pouvons parler que d’utilité de chaque investisseur. Le marché comporte
plusieurs investisseurs avec différentes utilités, en agrégeant nous n’aboutis-
sons pas & une "utilité moyenne " Le marché & un deflateur. Ce dernier

reflete les préférences combinées de tous les investisseurs.

16.4 Théorie du Pricing d’Options

Prenons un produit dérivé qui paye une fonction h(x) d’un sous-jacent
. Sous le modele de Smith, x a une probabilité dont la densité est f(x).
Seulement, option est pricée selon une densité risque neutre différente g(x).

Soit z un prix de zéro-coupon. nOUS avons alors :

Prix de l'option= zE9[h(z)] = z [ h(z)g(z)dz = fh(x)[z%]f(m)dw =
B ([h(z)243))

Nous pouvons interpréter le terme entre parenthéses comme étant le dé-

flateur. Nous pouvons utiliser des distributions multivariées suivant le méme

principe.

66



17 Applications numeériques

Une calibration préalable des paramétres de marché X\ o,7,f est néces-
saire ainsi que celle des browniens historiques. Les premiers sont détermineés
grace & la résolution du systéme d’équations non linéaires suivant la méthode
de Newton-Raphson Le calcul des Browniens nécessite quant & lui Putilisation
de la méthode Singular Value Décomposition (voir annexe).

Ces résultats devront ensuite étre saisis dans la feuille Inputs sous excel.
Aucune calibration de la constante n’est nécessaire, cette derniére étant égale
3 1. Tl suffit alors renseigner le nombre de simulations, I’horizon de calcul ainsi
que la graine du générateur (seed) puis de choisir les données que l'ont veut
déterminer, VRAI pour les afficher, FAUX sinon.

Nous allons appliquer cette méthode des déflateurs aux mémes exemples

précédents pour valoriser la garantie plancher.
La valeur d’un cash flow X; vaut : -DI—OE [D:X:]

ot X; est le payoff d’un put. Nous allons utiliser les calibrations issues du
marché anglais de Timbuk1 pour valoriser le prix de cette option (la volatilité
de Tindice action utilisée dans Timbuk est de 20%) Nous avons besoin alors
du déflateur Equity noté Dg ainsl que du déflateur Cash noté D,.pour les 30
maturités Ces derniers nous permettent de calculer le Cumulative Dividend
Equity Price Index qui correspond au rendement d’un indice boursier. Nous
supposerons que l'assuré a investi ses primes sur ce support. En prenant un
strike de 100, il suffit alors de calculer le maz(0,100 — indice X 100) pour
chaque échéance avec n. simulations. Une moyenne de ces simulations nous
permettra alors de déterminer le prix de cette option 2 chaque date pour
les 30 maturités. Il suffit alors de calculé la somme des prix de ces options
pondérés par les probabilités de déces extraites de la table de mortalité TD
88 selon la méme formule de valorisation que précédemment (cf 3.1).

Nous avons fait varié I’age de souscription & la garantie plancher et nous
obtenons les résultats suivant :
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1.356

1.3

1.25

1.2

—e— Prix de la garantie
plancher

4_15 ans 50 ans 55 ans 60 ans 65 ans
Age de I'assuré a la souscription du contrat

FIc. 3 — Evolution du prix de la garantie plancher pour un assué agé de x
années pour un contrat valable jusqu’a 75 ans

18 Comparaison des méthodes de valorisa-
tion

Nous avons valorisé par trois méthodes différentes (Black Scholes, régime
switching, méthode des déflateurs) une garantie plancher en cas de déces
pour un assuré age de 45 & 65 ans souscrivant & un contrat valable jusqu’a
Page de 75 ans.

Nous remarquons que le modéle en régime switching produit un prix
supérieur & celui de Black et Scholes. Ce résultat s’explique par le fait que
le modéle en régime switching permet une modélisation des mouverents
extrémes des sous-jacents. D’ailleurs, la probabilité de transition du régime
1 au régime 2 est trés faible, ce qui explique ce faible écart (pr2 = 0.06%).

Nous remarquons ensuite que Pévolution du prix de la garantie plancher
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en fonction de I’age de I’assuré suit la méme tendance pour les trois méthodes.
Nous vérifions ainsi que l'intuition des déflateurs est bien consistante avec le
modele de Black et Scholes.

Les prix produit par timbuk1 sont inférieurs & ceux des deux autres mo-
déles car le modéle est plus sensible aux variations des paramétres de marché.
En effet, dans les modeles en probabilité risque-neutre, la volatilité du sous-
jacent est un facteur majeur de la valorisation d’'une option. Dans le modeéle
de Smith, I'indice action simulé par la méthode de Monte Carlo pour calcu-
ler notre garantie plancher est calibré de telle maniére & tenir compte de ses
interactions avec cinq variables économiques majeures (forte corrélation avec
Pindice inflation par exemple). De plus, dans la projection stochastique sous
des probabilités réelles du modéle de M. Smith, des parametres économiques
long terme tel que les taux long forward sont pris en compte contrairement
aux modeles précédents. Nous remarquons que dans le modéle de Smith les
valeurs des sous-jacent sont plus stables que les valeurs de marchés. Aussi,
Timbuk]l minimise 'influence des données historiques et maximise celle des

prix de marché. Il suppose que le prix refléte toute Pinformation du marché.
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—e— Régime Switching
—m— Black Scholes
.- Modele de déflateurs

Prix de la garanti

45 ans 50 ans 55 ans 60 ans 65 ans

Age de l'assuré

Fic. 4 — Comparaison des trois méthodes de valorisation

19 Conclusion

Nous avons étudié différentes méthodes pour valoriser une garantie plan-
cher en cas de décés de maniére consistante avec le marché. Nous avons vi
que engagement de Vassureur pour ce type de produits correspond & une
option financiére de vente détenue par l'assuré.

Nous avons alors valorisé ces options par la formule de Black-Scholes.
Seulement, cette méthode serait valable sur un horizon court mais ne nous
donne pas un prix cohérent sur le long-terme du fait que cette méthode ne
percoit pas le comportement extréme du rendement du sous-jacent sur le long
terme.

Nous avons ensuite vu que les modéles lognormaux en régime switching
sont un moyen trés simple d’introduire une volatilité stochastique au sein

de 1a valorisation d’une option. Seulement, V’application de ces méthodes est
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souvent inappropriée du fait que les cash flow & valoriser n’ont pas la méme
forme que les options traitées sur le marché.

Finalement nous avons élargi le cadre défini dans les premiéres parties
pour déterminer une fair value & travers la méthode des déflateurs stochas-
tiques développé par le modeéle de M. Smith : Timbukl. Cette approche est
trés intéressante dans la mesure ou elle combine les pricing de Black-Scholes
avec la tradition de projections stochastiques réalistes. La calibration est plus
simple puisque les parameters long terme incertains sont moins importants.

Afin de déterminer une fair value, les actuaires ont besoin d’un outil qui
puisse calculer la valeur de marché de produits complexes qui ne sont pas
directerment traités sur le marché. La méthode des déflateurs répond a ce
besoin.

Le modsle des déflateurs stochastiques est consistante avec les analyses
qui suggerent que plusieurs séries temporelles économiques tels que les taux
d’intéréts, les taux de rendement annuels sur investissemeﬁts, la croissance
des dividendes ou l'inflation sont le mieux décrits par des processus station-
naires ARMA (Auto Regressive Moving Average).

De plus, les modéles conventionnels économétriques sont basés sur des
lois normales ou gaussiennes. Cependant, il est manifeste que les lois de dis-
tribution des principales variables économiques sont loin d’étre gaussiennes.
En particulier, des mouvements soudains et assez significatifs (sauts) des
marchés arrivent assez fréquemment et cela les rend incompatibles avec les
distributions gaussiennes. Il est donc important pour les managers de pos-
séder un modéle économique qui puisse refléter les distributions en queues
épaisses des rendements observés sur les marchés. Le modele de M. Smith uti-
lise une famille de lois de distributions & cinq parameétres afin de fournir une
représentation la plus fidéle que possible du passé économique en utilisant
des lois gaussiennes.

Ce modele a considéré trois grandes classes d’actifs qu’il utilise comme
numéraires, il y’en a encore beaucoup d’autres que les investisseurs peuvent
choisir comme 'immobilier, les obligations de V’entreprise, etc. Dans certains
cas, étendre ce modele a d’autres actifs est assez simple; Il suffira alors

d’augmenter la taille des matrices du systéme. Cela pourrait en effet ex-
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pliquer son choix arbitraire des dimensions des parametres utilisés (A, 0).
En effet, ce choix lui permet d’incorporer d’autres numeéraires dans son mo-
dele. Nous avons montré avec ce mémoire que la formule de M. Smith pour
les déflateurs stochastiques présentait des caractéristiques intéressantes et
consistantes avec le marché. Un projet futur possible serait de tenter de la

démontrer.
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20 ANNEXES

20.1 Annexe 1: La méthode de Newton Raphson pour

la résolution de systémes d’équations non linéaires.

Il 0’y a pas de bonne méthode générale pour la résolution de systémes
de plus d’une équation. De plus, il est assez simple de voir pourquoi : consi-

dérons pour cela le cas & deux dimensions suivant ot nous voulons résoudre

simultanément :
flz,y)=0
g(z,y) =0

Les fonctions f et g sont de fonctions quelconques dont chacune d’elle a
des racines qui divisent le plan (x,y) en régions ou les fonctions respectives
sont soit positives soit négatives. Ces courbures de racine sont d'un grand
intérét pour la solution : les solutions que 'on cherche (il y en a) sont
les racines communes & f et g. Malheureusement, les fonctions f et g n’ont
en général aucune relation entre elles. Afin de déterminer tous les points
communs qui sont les solutions de notre systéme non linéaire, il faudra en
général déterminer les contours de racines de chacune des équations. Ces
contours sont en général un nombre inconnu de courbes disjointes et le plus
difficile & déterminer est si Pon a bien trouvé toutes ces courbures disjointes.

Pour les problémes a plus de deux dimensions, nous devons trouver les
points communs aux N surfaces délimitées par les racines et chacune de di-
mension N-1. Nous voyons donc bien que la détermination de racines devient
trés difficile sans un certain a priori des solutions. Nous aurons toujours
besoin d’utiliser de 'information additionnelle, spécifique au probléme posé
pour répondre & des questions telles que de savoir si l'on s’attend & une
solution unique ou de savoir ol elle se trouve approximativement.

Dans notre travail nous appliquerons la méthode la plus simple de re-
cherche de racines multidimensionnelles, celle de Newton Raphson. Cette
méthode fournit des moyens assez efficaces de converger Vvers la racine si

nous avons une bonne idée initiale de cette derniére. La méthode peut aussi
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trés bien ne pas converger du tout indiquant (sans le prouver) que la racine

nexiste pas & proximité.

it N fonctions & annuler comportant les va-

Un probléme typique fo
riables z;,i =1, ... N
Fi(iﬂl, ooy CEn) = 0,’& =1, ,N

vecteur des valeurs des X; et F représent
chacune des fonctions F; peut s’écrire en

Notons x le e le vecteur des

fonctions F;. Au voisinage de x,
série de Taylor :

Fi(z + 6z) = Fi(z) + > %f—gami + o(67?)

La matrice des dérivées partielles apparaissant dans J’équation précédente

est la matrice jacobienne J:
=
dre 6z et les suivants et en écrivant F(z +

En négligeant les termes d’or
orrection 6z qui fait

) = 0, nous obtenons un systéme d’équations avec C

converger simultanément les équations vers 0, ce qui s’écr

tricielle de la fagon suivante :

it sous forme ma-

Joéxr=—F
quation matricielle peut se résoudre par ce qui s’appelle la

Ce systeme d’é
uissions écrire une matrice A

décomposition LU. Supposons alors que nous P

de la maniére suivante : A=LU ou L est une matrice triangulaire inférieure

ot U une matrice triangulaire supérieure. Notre sy

Az = (LU)z = L(Ux)
et sa résolution se fait alors en deux étapes :
=b

stéme s’écrira donc

_ Trouver le vecteur y tel que Ly

- Et ensuite résoudre U.x =Y
La décomposition LU a pour avantage de faciliter les calculs.

Des corrections sont alors apportées au vecteur des solutions,

Xnew = Lold + oz
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Et le processus s’itére en convergeant vers la solution. En général il est
préférable de vérifier le degré de convergence & la fois des fonctions et des
variables. Une fois que 'une des deux converge vers une certaine précision,

Pautre ne bouge plus.

L’algorithme fonctionne alors de la facon suivante : nous posons un vec-
teur de solutions initiales noté x[1..N]. Les itérations s’arrétent lorsque la
magnitude des écarts des fonctions F; est inférieure & un seuil de tolérance

donné ou bien la valeur absolue des corrections 5z, est inférieure & un autre
seuil voulu.
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20.2 Annexe 2: Décomposition en valeurs singuliéres

Pour déterminer les chocs passés de tel sorte & pouvoir calculer les Vaccu-
mulation des valeurs historiques des browniens, nous avons utilisé la méthode
de décomposition en valeur singuliére. Ces valeurs détermineront la pente ini-

tiale de la courbe des taux

Pour générer Py, , nous avons besoin de Bg, C1, Co, C-1.--C—r-

Pour a= 0 et b=7, d’aprés la formule du zéro-coupon nous avons :
Por = > Do(Pow = Pows1) = exp|(\ + 07).Bol. > 5%

ce qui nous amene a I’équation suivante :

(Eo) (A+07).By = Ln[P,.f.(1+ £)7t/const)

En prenant a =0 et b = 7,7 — 1,...0,léquation de Timbuk donne :
(E1) Ln[Kl(T-—1).(P0:T_1——P0:T)]—KZ(T—l)—[A+0(T——1)].BO =0.B_

£ LaKu(l).(Pos — Foa)] ~ Ka(1) = 0.1 Bo = 0-[Ba ot
B2—7‘] =0.B

avec Ki(z) = = x (1+f) et Ka(z) = Hm) ¢ (oA + (47 + 20— 1)o?

const 2

Nous résolvons ce systéme de 37 équations (3 numéraires) et 57 inconnues
(les B sont de dimension 5). Pour 7 = 20 nous nous retrouvons alors avec un
systéme d’équation 2 60 équations et 100 inconnues 3 résoudre. Nous n’espé-
rons pas alors une unique solution. Nous utilisons alors une décomposition
en valeur singuliére.

L’idée de base consiste & écrire une matrice M sous la forme U'M4V, ot My
est une matrice diagonale, et U et V sont les matrices lignes orthonormées et
U’ est 1a transposée hermitienne de U. La décomposition en valeurs singuliéres
écrit une matrice sous la forme d’un produit d’une matrice diagonale avec

des matrices dont les lignes et colonnes sont orthonormées.

Les éléments de la diagonale de Mg sont les valeurs singuliéres de la ma-

trice M. L’une des interprétations possibles des valeurs singuliéres est la
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suivante : prenons une sphere unitaire dans un espace a 1 dimensions et
multiplions chaque vecteur de cette sphere par une matrice M mXn, nous
obtiendrons un ellipsoide dans un espace 5 m dimensions. Les valeurs singu-
lieres donnent les longueurs des axes principaux de Iellipsoide. Si la matrice
M est singuliére, la forme de Pellipsoide sera modifi¢e en conséquence. En réa-
lité, le rapport entre la plus grande valeur singuliére de la matrice et la plus
petite donne le conditionnement de la matrice, qui détermine par exemple la

précision des inverses de matrices numériques.

La définition standard de V'inverse d’'une matrice est incorrecte si la ma-
trice est rectangulaire. Toutefois, la décomposition en valeurs singuliéres per-
met de définir une pseudo-inverse méme pour des matrices rectangulaires ou
des matrices carrées singuliéres. La pseudo-inverse est définie & ’aide des ob-
jets U, My et V par M-1 = V> M3 U. Une propriété de la pseudo-inverse
est que la somme des carrés de tous les éléments de M.M™1, ou I est la ma-
trice identité, est minimale. La pseudo-inverse est utile lors de la recherche
des approximations de données numériques. Elle est parfois appelée inverse

généralisée ou inverse de Moore-Penrose.

Nous obtenons ainsi des valeurs pour By...B_-4+1que nous accumulons

pour calculer les C.
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20.3 Annexe

zéros-coupons utilisé
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20.4 Annexe 4 : Résultat de la simulation de Tim-

buk1(Rendement de l'indice FTSE 100)

0 T . " T

Time-0 Time-1 Time-2 Time-3 Time-4 Time-5

Time-6

Time-7

Time-8

Time-8

Time-10

I —
W 95th -95th Percentile

3 90th-95th Percentile
W 75th-90th Percertile
B 50th-75th Percentile
W 25th-50th Percentile |
£ 10th-25th Percentile
0O 5th-10th Percentile
W 1st-5th Percentile

FIG. 5 — Résultat de la simulation de Timbuk pour le Rendement de I'indice

FTSE 100 sur un horizon de 10 ans
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20.5 Annexe 5 : Résultat de la simulation de Timbuk
(Deflateur Cash)

Time-0 Time-1 Time-2 Time-3 Time-4 Time-5 Time-6 Time-7 Time-8 Time-8 Time-10

FIG. 6 — Resultat de la simulation de Timbuk pour le Deflateur Cash sur un
horizon de 10 ans
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B 75th-90th Percentile
® 50th-75th Percentile
| 25th-50th Percentile
£110th-25th Percentile
[15th-10th Percentile
B 1st-5th Percentiie




20.6 Annexe 6 : Résultat de la simulation de Timbuk
(Déflateur Action)

B 95th -99th Percertile
B 90th-85th Percentile
| 75th-90th Percentile
50th-75th Percentile
W 25th-50th Percentile
[110th-25th Percentile
0 5th-10th Percentile
B 1st-5th Percertile

Time-0 Time-1 Time-2 Time-3 Time-4 Time-5 Time-6 Time-7 Time-8 Time-9 Time-10

FIG. 7 — Résultat de la simulation de Timbuk pour le Déflateur Action sur
un horizon de 10 ans
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