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« Comment se fait-il que I'espece humaine, noneseaht aujourd’hui mais durant
toute son histoire, néglige délibérément les inftians dont elle dispose, et qui lui
permettraient de s’épargner certaines catastrophes

Le Moine et le Philosophe (1997), Jean-FrangoiseRev



RESUME

Mots clés: risque catastrophe, taux de surmortalité / chde mortalité, mortalité
stochastique, modeles a sauts, processus CIR, endddlee-Carter, risque de pandémie,
lissage, splines pénalisés, modeles linéaires @disés matriciels, extrapolation de
surfaces, ajustement paramétrique, simulation serfde chocs.

Face au nombre de catastrophes en constante aagioentepuis quelques années,
la capacité du marché de la réassurance tradiliensiessouffle. Les assureurs doivent
désormais accorder plus dimportance a la prise cempte des chocs et plus
particulierement aux chocs de mortalité en asseraiecpersonnes. Le contexte normatif
actuel va dans ce sens : le projet européen Sbteabiimpose désormais l'utilisation de
sous-modules « catastrophes » pour le calcul du SCR

Cependant, les incohérences observées dans cet miépontrent bien que
I'évaluation du risque catastrophe est assez délidaa plupart des études existantes,
notamment celles axées sur l'étude des effets dp@medémie sur la surmortalité,
conduisent a des résultats hétérogénes. En aeftetalix de surmortalité calculés pour une
pandémie de période de retour de 200 ans variergrgues études entre 0,15 % et 0,61 %.
Cela n’est guere étonnant dans la mesure ou Iesipaies approches utilisées (approche
épidémiologique ou approche «actuarielle » basée des modeéeles de mortalité
stochastique) sont toutes fondées sur des hypatledsges calibrages auxquels sont tres
sensibles les résultats.

Ce mémoire a pour objectif de proposer une syntbesees principales approches,
d’identifier leurs difficultés de mise en ceuvredetproposer un modéele original et robuste
de modélisation et de simulation de chocs de nigid&tour ce faire, nous dresserons dans
une premiére partie un panorama de la situatiamefietconcernant la prise en compte du
risque catastrophe en assurance et mettrons eené€eides incohérences observées dans le
QIS4. Dans une deuxieme partie, nous aborderongrilesipales approches de I'étude de
la surmortalité suite a une pandémie au travela décente approche épidémiologique de
Swiss Re et d’'un modeéle de mortalité stochastiqgusauts. Apres avoir identifié les
avantages et inconvénients de chaque méthode pnopgserons dans une troisieme partie
un modéle original de simulation de surfaces detatité et de surmortalité. Ce modéle
utilisera des techniques de lissage par splinesligés et recourra a l'utilisation des
modeles linéaires généralisés matriciels. On détema alors un taux de surmortalité
additif pour une catastrophe ayant une périodeetteir de 200 ans s’élevant a 0,25 % pour
la France, soit un nombre de décés supplémentipess de 160 000.
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ABSTRACT

Key words catastrophe risk, excess mortality rate / mottabhock, stochastic mortality,
jump diffusion processes, CIR process, Lee-Cartedaly pandemic risk, smoothing,
penalized splines, generalized linear array modwifface extrapolation, parametric
adjustment, shock surface simulation.

The number of catastrophe is constantly increasinge a few years so that the
reinsurance market capacity is running out of stelaram now on, insurers have to pay
more attention to consider shocks and more paatilyuinortality shocks in life insurance.
In a context of increased normative pressure, tirefean Solvency 2 project imposes the
use of capital charge for catastrophe risk in tB& $alculation.

However, the inconsistencies of the project manifes fact that the catastrophe risk
valuation is very delicate. Most existing studigsparticular these focused on the effects
of a pandemic on the excess of mortality, lead foteof different results. Indeed, the
excess of mortality rate calculated by these studigies between 0.15 % and 0.61 %. This
is not very surprising insofar as the main appreactsed (epidemiological or actuarial
with stochastic mortality models) are based on kygsis and calibration at which the
sensitivity of the results is very high.

The purpose of this report is to propose a synshefithe main approaches, to
identify the difficulties in carrying out them amd propose a hardy and original model of
shocks mortality modeling and forecasting. To do isoa first part we will present a
panorama of the current situation concerning theogeition of catastrophe risk in
insurance and we will underline the inconsistenoleserved in the QIS4. In a second part,
we will address the main approaches of studyingioess mortality following a pandemic
event over the recent epidemiological approachvat$ Re and a stochastic model with
jump diffusion process. After having identified thdvantages and the disadvantages of
each method, we will present in a third part arginel model of mortality and excess
mortality surface simulation. This model will ussn@othing techniques with penalized
splines and the theory of the generalized line@yanodel. We will calculate an additional
excess mortality rate for a 1-in-200 years seveatastrophe of 0.25 % for the France.
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INTRODUCTION

Le risque de mortalité est le risque principal algloivent faire face les assureurs
dans le cadre de lI'assurance de personnes pogodeats qui offrent un capital en cas de
déces. Si la mortalité réellement observée s’éartmaniere significative de la mortalité
anticipée lors de la tarification d’'un contrat,sikaireur peut théoriquement avoir a piocher
dans ses fonds propres pour verser les capitaumip@vec comme risque ultime la ruine.
Traditionnellement, I'assureur se souciait peu eléype de phénomeéne et avait avant tout
pour priorité de souscrire des risques a son bdargérer son équilibre actif / passif et de
pratiquer jusqu’a récemment des tarifs tres prugdddassureur espérait faire face a ces
éeventuels pics de mortalité en mettant en placgpaegammes de réassurance qui avaient
pour but d’écréter les pointes de sinistres.

Cependant, les risques qui peuvent affecter deerasignificative la mortalité sont
tres nombreux. On peut citer entre autres les trtafdses naturelles, les pandémies ou
encore les accidents technologiques. L'Histoire msine de ces évenements qui ont
augmenté de maniére exceptionnelle la mortalitén ddays. Certes aujourd’hui, les
populations sont moins vulnérables et la sécugsiboup plus importante mais le nombre
croissant d’évenements majeurs survenus ces desnanees laisse a penser que les
risques sont toujours présents (voir par exemplapeort de la Fédération Internationale
des Sociétés de la Croix Rouge (2007)). lls sonhenén pleine mutation du fait, entre
autres, du réchauffement climatique, de l'indubta@dion et de la technicisation des
sociétés ainsi que de la concentration urbainepdpslations. Rien qu’en 2009, on peut
déja denombrer une quinzaine de catastrophes aoeipéte Klaus en Europe en janvier,
la rupture d’'une digue dans la banlieue de Jalartamars, le séisme dans les Abruzzes en
avril sans compter la menace de la grippe A(H1IWHns ce contexte, la part des risques
prise en charge par les réassureurs devient deeplpdus limitée. Bien que la gestion de
ces risques commence aujourd’hui a étre transrsenarchés financiers par le biais de la
titrisation, les assureurs ont tout intérét a éliesser de plus prés a une meilleure prise en
compte des chocs (et particulierement des choosodialité) dans leurs modéles.

Le législateur en a lui aussi conscience si biea lguprise en compte du risque
catastrophe apparait de maniere explicite dansrdgetpeuropéen Solvabilité 2. Les
assureurs qui appligueront la formule standard agvprendre en compte dans leurs
calculs un sous-module « catastrophe ». Cepenkanpropositions faites par le QIS4 sur
ce point sont insuffisantes a I'heure actuellecalbrage du risque catastrophe en santé est
largement excessif. Le CEIOPS propose en effetmaeration de 10 % des primes alors
que les mutuelles santé tablent plutdét sur un temajoration compris entre 2,7 % et
3,9 % (voir I'étude de la Mutualité Francaise (2))O8es calibrages sont aussi incohérents
entre le risque catastrophe en santé et le risgiastcophe en vie avec pourtant le méme
sous-jacent qu’est la pandémie. De plus, les prisatons actuelles dans le cadre du
modele interne sont tres floues et ne fournisseatir@e orientation précise sur la maniere
de modeéliser ces risques catastrophiques.
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Les études sur l'impact d’'une catastrophe en terdeesnortalité et les modeéles
développés par les assureurs et les réassureuromndre en compte ces catastrophes
sont déja nombreux (on peut citer les études dassSRe (2007), Gen Re (2006), INVS
(2005)). Cependant, leur mise en ceuvre reste Egauvent confidentielle et les résultats
qui en découlent sont souvent relativement différefune étude a l'autre.

Dans ce mémoire, on se propose de s'intéresseludeppes aux approches qui
existent actuellement pour modéliser la surmoéalitne étude synthétique de ces
approches permettra de déceler les avantagesagtviirients de chaque méthode et aussi
de comprendre d'ou vient I'hétérogénéité des ramiltL’'objectif du mémoire est
également de proposer une approche originale de mm compte des chocs dans la
modélisation de la mortalité. L'approche recherclidt permettre de produire des
résultats robustes et d’éviter les inconvénienssndéthodes présentées par ailleurs.

Ce mémoire s’articule autour de trois parties ppales.

La premiére partie est consacrée a la maniére dentappréhendé le risque
catastrophe dans nos sociétés modernes, que cé'wsoipoint de vue juridiqgue dans le
Code des Assurances et les états reglementaireuaupoint de vue normatif avec
I'examen du projet de Solvabilité 2. Nous mettrenstvidence les incohérences observées
dans le QIS4 entre les différents modules « cafalsé » en vie et en santé.

La deuxieme partie s'intéresse de plus pres awncipales approches qui existent
pour modéliser la mortalité extréme a savoir 'ambe épidémiologique et I'approche
« actuarielle ». La récente étude de Swiss Re resttngés bonne illustration d’'un modele
épidémiologique et est aujourd’hui une référencesfcen partie sur ces résultats que le
CEIOPS a calibré le risque catastrophe dans SdikéaB). L'approche actuarielle se base
quant a elle sur des modéles de mortalité stochestiNous étudierons de plus prés le
modeéle proposé par Bauer et Kramer auquel nousri@ppos une amélioration. Pour ce
type de modele, on remarquera que la sensibiligé rdsultats a I'épidémie de grippe
espagnole de 1918 est tres élevée.

La derniére partie est la plus technique ce traialis présenterons tout d’abord des
techniques de lissage par splines puis dans uma@edwpitre une extension des modeles
linéaires généralisés que sont les modéles lirgigaéralisés matriciels et nous mettrons
en évidence leur utilité dans la construction delées avec un grand nombre de données
et de parametres. L'utilisation des techniquess#agde par splines et des modéles linéaires
généralisés matriciels permettront d’aborder urpragie originale de modélisation de la
mortalité. Cette approche a pour caractéristiqueo®r dans deux composantes une
surface de mortalité lisse jouant le role de lad&sce ainsi qu'une surface de chocs.
L'extrapolation de ces deux surfaces et le calcal giantile & 99,5 % seront aussi
présentés. Pour la France, nous serons en mesutétateniner un taux de surmortalité
additif de 0,25 % pour une catastrophe ayant unegede retour de 200 ans.
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PARTIEL :

LE RISQUE CATASTROPHE EN ASSURANCE DE PERSONNES

Dans cette partie, nous allons présenter de quedleiere est appréhendé le risque
catastrophe en assurance (par le biais, entresaules états réglementaires C8 et C9) et
plus particulierement en assurance de personnes@&yiS4. Nous mettrons également en
évidence quelques incohérences que I'on retroume @aQIS4 qui traduisent la difficulté
de quantifier le risque de surmortalite.
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CHAPITRE 1. DEFINITION DU RISQUE CATASTROPHE EN ASSURANCE DE
PERSONNES

Dans ce chapitre, on se propose de présenter stammiant quelques généralités sur
'assurance de personnes ainsi qu’'un éclaircissersen la notion de catastrophe en
assurance.

Section 1.1.Quelques remarques sur I'assurance de personnes

Communément, on appelle assurance de personnesypeuti’assurance lié a un
risque qui pourrait porter atteinte a la vie, latéaou l'intégrité physique d’'un assuré.
L’assurance de personnes englobe donc l'assuraecdassurance maladie, 'assurance
invalidité, 'assurance accident et I'assurancesdélpnce.

Le marché total de I'assurance francaise en 200&sentait 183,3 milliards d’euros
en termes de cotisations (affaires directes) rispamnt 75,6 % pour I'assurance de personnes
et en 24,4 % pour I'assurance dommages. L'assunarceprésentait a elle seule 66,8 %
du marché (chiffres issus du site internet de laléFation Francaise des Sociétés
d’Assurances). L’assurance vie représente aujourdfires de 35 % du patrimoine
financier des ménages si bien qu’elle peut étresidénée comme un outil de financement
de I'économie et de préparation a la retraite. @dpet, du fait de I'aversion au risque
croissante des ménages et de la baisse du pouacirad, la tendance est plutét a la baisse
depuis 2007. En cause aussi le contexte financaticplierement perturbé pour
I'assurance vie a vocation d'épargne ou de retr@ispendant, du cbté de la prévoyance
(déces, maladie, incapacité, invalidité et dépeoelales cotisations ont continué a croitre.
L’assurance de personnes conserve donc encoregdeitr la part la plus importante sur le
marché de I'assurance.

Dans la suite de ce mémoire, on s’intéressera ipal@nent aux contrats pour
lesquels il existe une garantie en cas de déces int de vue un peu plus technique, si
I'on s’intéresse donc de plus prés a une assurdacgpe «vie entiere », « temporaire
décés » ou encore a une assurance emprunteundi@eit déclencheur du versement de
la prestation par I'assureur est le déces de Ifas#din d’équilibrer ses revenus (prime) et
ses dépenses (prestations), 'assureur mutuatiggit@es qu'il recoit au sein d’'une réserve
gu'il place sur les marchés financiers. Lorsqu'ugtés survient, I'assureur finance la
prestation qu’il doit verser aux ayant droits emspat dans cette réserve et en vendant les
actifs correspondants. Cet équilibre peut-étre ropgr le biais de deux risques principaux
a savoir le risque financier et le risque viagen. éffet, si le rendement financier des
placements est inférieur au rendement anticipé ioa snortalité réelle augmente par
rapport & la mortalité anticipée a la souscriptioncontrat, 'assureur devra piocher plus
que prévu dans ses placements. Dans les cas Issepltémes, si les placements ne
suffisent plus pour financer le réglement de tassdinistres, I'assureur doit prélever les
sommes dues sur ses fonds propres avec comme ukgoe la ruine.
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Précisons que dans la suite, nous ne nous intéoessgu’au risque de passif, c’est-
a-dire au risque de déviation de la mortalité eifecpar rapport a la mortalité théorique
déterminée en amont de la réalisation du risquetoriuement, une déviation tres
importante de la mortalité peut donc entrainemulae d’'un assureur. Les évenements qui
peuvent entrainer une telle déviation sont nombretixsont souvent qualifiés de
« catastrophes » dans le langage courant lorsgauifgiennent. Nous allons maintenant
apporter quelgues éclaircissements sur la notiaatistrophe dans la section suivante.

Section 1.2La notion de catastrophe

Dans nos sociétés modernes, le risque est devenipm@sent et multiforme. Il peut
étre naturel ou technologique, lié a 'aménagentmt’espace, aux enjeux sociaux et
économiques, financiers ou politiqgues. Certes, depulations sont moins vulnérables
gu’autrefois, méme si cette affirmation mérite dééhuancée. En effet, dans son livre
Economie des extrénteDaniel Zajdenweber souligne avec justesse quediate de la
population et des assureurs quant a une aggrav@m®iconséquences des catastrophes ne
doit pas étre simplement justifiée par le fait dgir nombre augmente mais aussi par le
fait que le nombre d’assuré augmente égalemenpdDrrait rajouter que l'urbanisation et
gue la concentration des populations dans les gmnidles augmentent I'exposition au
risque. Déja dans daettre sur la Providencél756), Rousseau répond a Voltaire aprés le
tremblement de terre de Lisbonne de 1755 en édrisei : «Convenez que la nature
n'avait point rassemblé la 20 000 maisons de ssept étages, et que si les habitants de
cette grande ville eussent été dispersés plus égaieet plus Iégérement logés, le dégat
e(t été beaucoup moindre et peut-étrexnul

Les citoyens modernes ont des exigences de séetiité refus des risques de plus
en plus importantes. Cependant, ces exigences B@mept pas que parfois, un risque
latent se cristallise a I'occasion d’'une crise tjoa appellera catastrophe. La définition
d’'une catastrophe est assez délicate. Les cathsgapont pas encore fait leur apparition
dans les dictionnaires de vocabulaire juridiquéagproche médiatique ne fait que troubler
la réflexion. En effet, les médias utilisent tropugent ce terme pour désigner des
évenements qui ne mériteraient pas forcément ddigatif d’'un point de vue juridique ou
assurantiel. Pour le langage courant, la définilonnée par le Conseil National de I'aide
aux Victimes est plutdét bonne : une catastropheiestévénement soudain qui provoque
directement des atteintes graves a la personnduiéeprs victimes ou a des biens et dont
I'origine peut étre un phénomene naturel, une w¢ation humaine ou la combinaison des
deux». Le crash d’'un avion est un exemple de catastroghique qui va dans le sens de la
définition précédente : il se produit soudainengenn lieu et a un instant donné.

Si I'on regarde de plus prés le droit des assugrmese rendra compte que diverses
catégories existent pour cette dénomination trogel@t médiatique. Ainsi, un évenement
qualifié ou non de catastrophe dans le langageaobwst ayant des effets directs ou

! Voir Zajdenweber (2000)
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indirects sur les personnes peut constituer podrda des assurances indifféeremment une
catastrophe naturelle de la loi de 1982, un attenta dommage causé par les effets du
vent, une calamité agricole ou encore un sinisampleur exceptionnelle engendrant une
indemnisation fondée sur le dommage causé (ar2 ti38Code Civil). C’est sans cynisme
que Bertrand Pauvert, membre du CERDACC, (Centne&en de Recherches sur le
Droit des Accidents Collectifs et des Catastroplfi@s)a remarque suivante (voir Pauvert
(2003)) : au titre du droit des assurances, unastraphe ne mérite ce qualificatif qu'a
partir du moment ou elle génére un codt beaucayp étevé pour la société d’assurance.
Si I'on reprend I'exemple du crash d’avion précédeour un assureur n'ayant que deux
ou trois passagers victimes possédant un contest ame garantie en cas de déces, cet
évenement ne sera pas considéré comme étant asérgghe au sens assurantiel.

La prise en compte des dommages survenus lors tdstrogphes ne traite pas de
maniere égalitaire les deux branches principale$agsurance que sont l'assurance de
personnes et I'assurance dommages. Il semble engefé cette prise en compte soit trés
satisfaisante pour les assurances relatives auleednre des biens et de la responsabilité,
cependant elle demeure insuffisante pour les assesade personnes. En effet, dans le
cadre d'une catastrophe industrielle ou technolsgig’indemnisation des personnes
victimes des conséquences d’'une catastrophe dgpeerdéside dans la mise en jeu de
I'assurance responsabilité civile des responsaldels catastrophe si un responsable peut
étre déterminé. Cependant, si un grand nombre idithés est touché, I'entreprise
juridiguement responsable peut trés rapidementdatns I'impossibilité d’'indemniser les
victimes. En ce qui concerne les catastrophes elsy seuls les biens se trouvent
généralement convenablement pris en charge aldumeajypersonne victime d’'une telle
catastrophe ne dispose d’aucun moyen direct defibEmél’'une indemnisation, si ce n’est
en recherchant a mettre en cause un responsabieistdatif ou politique. Le seul systeme
qui donne actuellement satisfaction concerne leaméme d’'indemnisation des victimes
d’accidents par recours a un fonds dans le cadre dttentat. On notera aussi que la
Fédération Francaise des Sociétés d’Assurancesal@rél un produit « Garanti des
Accidents de la Vie » qui permet d’indemniser larspane assurée qui a subi une
catastrophe.

On retiendra donc que du point de vue assuramigelconstituent des catastrophes
gue les évenements qui entrainent un colt anorrealeétevé pour I'assureur. Dans le cas
de garanties en cas de déces, une catastropheaei@nséquent un événement qui
entraine un nombre anormalement élevé de déceémsyrériode trés courte.

Section 1.3 Les risques extrémes en mortalité

Dans cette section, on se propose d’identifier tesisisques qui peuvent faire varier
de maniere significative ou non le nombre de dédeservés dans le portefeuille d'un
assureur.

Le risque qui pese sur la mortalité peut ou ne jpest étrea priori contrdlé par
I'assureur. En ce qui concerne les risques cotttiéda on distingue :
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- Le risque d’'auto sélection : un assuré a le corepweht classique d’un individu qui
cherche a maximiser I'utilité de son contrat. Aindés garanties en cas de déces
peuvent attirer des personnes en mauvaise sarpgéretonséquent augmenter la
sinistralité d'un portefeuille d'assurés. Ce ris@st cependant contrdlé par I'assureur
qui impose généralement une sélection médicalesaudacription et le choix d’'une
table de mortalité prudente pour calculer les psime

- Le risque de fraude : ce risque est relativemes bhaitrisé puisque les preuves et
les conditions du décés doivent satisfaire lessglaulu contrat ;

hY

- Les comportements a risque : la pratique d’acsvii@ngereuses (sports aériens,
sports mécaniques) ou les professions dangerepeawpigers, militaires, policiers)
sont généralement exclues du contrat ou peuventlfabjet d’'une prime majorée.

Pour ce qui est des risques incontrélables, onnépetrtorier :

- Le risque structurel (risque de masse) : la meétalugmente brutalement au sein de
la population assurée du fait de facteurs qui tenthndistinctement toutes les
catégories de cette population (pandémies par de¢mp

- Le risque lié a un évenement (risque de conceotrpti la mortalité augmente
ponctuellement sur un groupe de téteriori indépendant au sein de la population
assurée, du fait de la survenance d’événementsefmfisunami, tremblements de
terre, vague de chaleur), accidentels (crash davexplosion d’usine) ou encore
d’attaques terroristes.

Ces deux derniers risques incontrélables sont qudigirs dans la mesure ou ils
peuvent entrainer des chocs de mortalité. Un ckomattalité est caractérisé par une tres
courte période brutale présentant une mortalitéraale@ment élevée. On distingue :

- Les pandémies : historiquement, plusieurs typegathologies ont trés fortement
touché I'humanité a savoir la peste, le cholérajdaole ou encore la tuberculose.
Aujourd’hui, le virus de la grippe reste un desesarvirus a toujours rester
potentiellement endémique. Les spécialistes onenst « officiellement » 31
épidémies de grippe depuis 1580 (bien que les \@shtémoignent de déces
anormalement élevés en 412 avant J.C, au Moyeraagetour des croisades et
pendant la Guerre de Cent Ans). Selon 'agenceat&tion Moody’s (2007), pour
'industrie d’assurance aux Etats-Unis In«a severe pandemic influenza, the
projected results for the industry could prove d#atng, resulting in the
elimination of almost a quarter of its statutoryrgius on a gross basis as well as
downgrades (multi-notch) of a significant numbelifef insurers / reinsurers. La
grippe espagnole de 1918 est aujourd’hui une nééérele plan d’épidémiedu US
department of health and human services de noven2d@5 estime que:

2 Voir HHS Pandemic Influenza Plan (2005)
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«uncertainty about the magnitude of the next pandeaquires plans to be made to
cater for a severe pandemic such as 1918

- Les catastrophes naturelles : les phénoménes dtégrigpes (ouragans, tornades et
typhons) sont aujourd’hui de plus en plus nombrezat en lien avec le
réchauffement climatique. De plus, I'urbanisatimugsée de certaines zones sujettes
a tremblements de terre (Californie et Japon) e$acteur qui expose les assureurs.

Voici une liste des événements de surmortalitédides phénoménes naturels :

Evénement Pays | Année | Nombre de déces
Inondations (Yang Tsé Kiang) Chine 1933 3 700 000
Sécheresse Inde 194p 1 500 000
Inondations (Honan) Chine 1939 500 000
Tremblement de terre (plaine du Kanto) Japon 1923 142 000
Tremblement de terre Chine 1933 9 300
Ouragan (Galveston) Etats-Unis1900 6 000-12 000
Tempéte Japon 1959 5098

Tableau 1 - Liste des principaux phénoménes nataneiérieurs a 1980

Evénement Pays | Année | Nombre de déces
Tsunami (Sumatra) Asie 2004 225 000
Vague de chaleur France 2003 15 000
Tremblement de terre (Kobe) Japor 1905 5 400
Ouragan (Katrina) Etats-Un|s 2005 1836
Vague de chaleur Etats-Unis1995 670
Tornade Etats-Unis 1984 600
Blizzard Etats-Unis 1983 500
Inondations Japon 1982 345

Tableau 2 - Liste des principaux phénoménes natyestérieurs a 1980

(source : site intern®eath Toll from Disasters, War & Accidehts
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- Le crash de météorites : il y a 65 millions d’ann&sxtinction des dinosaures aurait
été provoquée par le crash d’'une météorite. Pesménent, différents crashs ont été
répertoriés (la puissance est donnée en kilotodeeINT. A titre d’exemple, la
puissance de I'explosion de la bombe d’Hiroshingédéade 15 KkT).

Evenement Pays Année | Puissance (en KT)

Crash d’'une météorite d¢
60 meétres de diamétre

AY”J

Sibérie orientale 1908 15 000

Sibérie orientale
hd téorit ) . 1
Crash d'une météorite (Shikhote Alin) 947 20

Crash d’une météorite Sllb_ene f)nentale 2002 205
(région d’Irkoutsk)

Tableau 3 - Liste des crashs de météorites
(source : Bourgeois B. et Pougnet G. (2008))

- Les accidents industriels : malgré un fort degrépdévention et de protection,
I'accident industriel est toujours une éventualilechernobyl est bien sdr la
catastrophe nucléaire la plus importante de I'imstbumaine. Selon des chiffres
officiels certainement sous estimés, I'accident@vpqué 1 000 déceés et a augmenté
de 2 % le taux de cancer dans la région ;

- Les guerres : elles ont été relativement fréquedtess I'Histoire et aujourd’hui
encore, de trés fortes tensions subsistent damaires régions du globe (Moyen-
Orient, Inde, Pakistan, Corée du Nord) avec des paypossédent 'arme nucléaire ;

- Les attaques terroristes : elles sont aujourd’leuimloyen d’action privilégié de
certains groupes radicaux. Depuis I'attaque du Waorkde Center du 11 septembre
2001 (qui a occasionné 3 000 déces), la menaceapdésormais mondiale ;

- Les risques émergents: d'autres phénomeénes énergeruvent a I'avenir
augmenter de maniére significative le niveau detalitd. On peut citer entre autres
les phénomeénes d’'obésité et de diabéte, les reaehaologiques possibles (champs
électromagnétiques, OGM, changement climatique)...

Nous avons redéfini dans ce chapitre le contexts tiquel s’inscrit I'assurance de
personnes et nous avons apporté quelques précianernant la notion de catastrophe en
assurance et I'ensemble des risques qui peuveettaffla mortalité. Dans le chapitre
suivant, nous allons décrire de quelle maniere apptéhendés ces risques dans le Code
des Assurances et dans le cadre du projet Soléabili

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 15/132



CHAPITRE 2. PRISE EN COMPTE ET CALIBRAGE DU RISQUE CATASTROPHE

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abordtids réglementaires C8 et C9 qui
concernent la couverture de réassurance des assur&iat C9 est plus particulierement
tourné vers la simulation de charges de sinistes dle la survenance de catastrophes.
Nous présenterons ensuite les recommandationdlastde projet Solvabilité 2 en termes
de prise en compte du risque catastrophe en assudenpersonnes. Nous regarderons de
plus prés de quelle fagon sont calibrés les coeffis de majoration utilisés.

Section 2.1Les états réglementaires C8 et C9

2.1.1.Contexte et présentation

Une compagnie d’'assurance est soumise a diverdgmtains réglementaires en
matiere d’'information financiéere. Elle doit remet@nnuellement a I'Autorité de Contréle
des Assurances et des Mutuelles certains docunmais les quatre mois qui suivent la
date d’arrété des comptes, elle doit remettre :

I'état des renseignements généraux ;

- le bilan, le compte de résultat et les annexes ;

- les états d’analyse des comptes ;

- un rapport de gestion du chiffre d’affaires ;

- le rapport du commissaire aux comptes ;

- de nouveau le bilan, le compte de résultat etiesxes.

Au plus tard le 30 juin de chague année, elle fooitnir un rapport de solvabilité, un
rapport sur le contrdle interne et un rapport ayrdlitique de réassurance.

Parmi les états d’analyse des comptes, on trowétkts réglementaires C8 et C9
dont la forme est standardisée. Ces états aindegagport sur la politique de réassurance
ont pour but d’amener les entreprises a s’interrahaque année sur la pertinence de leur
plan de réassurance en constatant dans plusietnarsis extrémes le degré de protection
que leur conferent les couvertures allouées. ligethd également conduire a s’interroger
sur le risque de contrepartie auquel elles s’exgiosa se réassurant. L’état C8 permet
d’apporter une vue d’ensemble du programme de wéasse. Pour chaque catégorie de
risque figurant dans une liste précisée a I'annged’article A. 344-10 du Code des
Assurance, l'entreprise doit renseigner plusieatdetiux décrivant son programme de
réassurance pour la catégorie considéree. L'étafu@@t a lui traite de la dispersion des
provisions techniques céedées et rétrocédées eiveaunde protection que conférent a
I'entreprise ses couvertures en réassurance.
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2.1.2.Principes de renseignement des états C8 et C9

2.1.2.1. L'étatC8

Chaque état C8 est constitué d’'un tableau décrieasntouvertures proportionnelles
(tableau A), d'un tableau portant sur les couvedunon proportionnelles par risque
(tableau B), d’'un tableau traitant des couvertures proportionnelles par évenement
(tableau C), d’'un tableau de synthese des couesrtpar risque et des couvertures par
évenement (tableau D) et d'un tableau décrivantctasvertures en excédent de perte
(tableau E). Si I'entreprise souscrit des affad@gctes dans un type de risque figurant
dans la liste précisée a I'annexe de l'article A4-30 du Code des Assurance sans pour
autant se réassureur, elle doit tout de méme aradsACAM I'état C8 en ne remplissant
que le tableau D.

2.1.2.2. L'état C9

L'état C9 est composé d'un tableau portant surispaision des cessionnaires et
rétrocessionnaires de I'entreprise (tableau A)’eh dableau permettant de comparer la
charge brute pour I'entreprise a la charge netteédssurance en cas de survenance
d’événements défavorables (tableau B). Intéressons-plus particulierement au tableau
B. Il se présente de la maniére suivante :

Charge de sinistre
B — Simulation d’évenements
Brute Nette
Pire évenement survenu (1) 21
Tempétes Lothar et Martin (2) 22
Evenement centenaire (3) Tempéte-Ouragan-Cyclone23d
Eveénement centenaire (3) inondations (4) 24
Evenement centenaire (3) cataclysme (4) 25
Evenement majeur responsabilité civile (5) 26
Evenement majeur accident technologique (6) 27
Evenement majeur épidémie (7) 28
Evenement majeur garantie plancher (8) 29

Tableau 4 - Tableau B de I'état C9

(1) Evénement qu'a connu l'entreprise dans le patsgé@i conduirait, s'il survenait
dans I'exercice en cours, a la charge de sinibingie de réassurance la plus importante,
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compte tenu de l'actuel portefeuille de risqued'atdreprise. La charge nette doit tenir
compte des couvertures actuelles en réassurance ;

(2) Les charges de sinistres simulées relatives @leux événements (tempétes du 26
et du 27 décembre 1999) doivent tenir compte deukh portefeuille de risques de
I'entreprise ainsi que de ses actuelles couveramedassurance ;

(3) Evénement dont la période de retour, au regargortefeuille de risques de
I'entreprise, est égale a 100 années et dont lgehke sinistre brute de réassurance est la
plus élevée ;

(4) Sont a exclure les risques de la société quii sédés de maniere illimitée a la
Caisse centrale de réassurance avec la garartigtate

(5) Il s'agit d'un scénario défavorable concerdantsque de responsabilité civile et
utilisé par I'entreprise pour établir et analysem grogramme de réassurance (sinistre de
type « AZF » par exemple) ;

(6) Il s'agit d'un scénario défavorable de typeidmrts technologiques utilisé par
I'entreprise pour établir et analyser son progrardengéassurance ;

(7) Il s'agit d'un scénario défavorable de typedémiie utilisé par l'entreprise pour
établir et analyser son programme de réassurance ;

(8) Il s'agit d'un scénario défini par la combiwaisdhypotheses financieres
standardisées. Ces hypothéses consistent, partapfeur moyenne respective constatée
sur les trois derniéres années, en une baissendied' boursier de référence de 30 %, en
une baisse de deux points des taux d'intérét bisgkdion de référence et en une baisse de
20 % du prix des transactions immobilieres. La gbate sinistres a renseigner correspond
ici a la valeur actuelle probable, calculée &l janvier de I'exercice en cours, des
prestations (nettes des prélévements effectuéstraude ces garanties) associées aux
garanties plancher jusqu'a leur extinction soushigmtheses financiéres précédentes. Le
taux d'actualisation a retenir est égal au mininantrte 3,5 % et 60 % du TME. Entre la
table de mortalité TH 00-02 et la table TF 00-0& étre retenue celle donnant la valeur
actuelle probable des prestations la plus élevéar. IB calcul de la charge nette sont prises
en compte les primes cédées et les prestationgxéeld valeur actuelle probable, et sont
appliguées les conditions des traités en vigueatgmment celles concernant la durée de la
garantie, sans tenir compte des renouvellementguiels de ces traités.

Les scénarios et les méthodes utilisés par lesmidges pour réaliser ces simulations
doivent étre décrits dans le rapport de réassur@egmendant, aucune préconisation exacte
ni aucune pratique standard n’existent. Cela ewdrafailleurs beaucoup de difficultés
pour certaines compagnies. En effet, dans son rap® 2008 « Renouvellement des
programmes de réassurance Catastrophe Déces Itévatial France », le courtier en
réassurance Benfield remarque que parmi les cé&lguaieont bien voulu répondre a son
guestionnaire, une majorité d’entre elles ont défgudltés a estimer leur rétention en cas
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d’événement majeur de type épidémie, du fait emtitees de la difficulté de simuler I'effet
d’'un tel événement sur la mortalité de leur pot#ie On notera d’ailleurs au passage que
selon cette étude, 15 % des acteurs du marchésleufance (mutuelles, institutions de
prévoyance et compagnies d’assurance) ne possgaiede couverture catastrophe.

Nous avons vu dans cette section que dans la régtation actuelle, la prise en
compte d’évenements catastrophiques est tres himadeée sur la forme mais trés peu sur
le fond ce qui n'est pas sans poser de difficudtésrtaines compagnies d’assurance qui ont
du mal a déterminer leur exposition dans le cawéiéments majeurs tels que les
épidémies. Comme nous allons le voir, la logiqughjet de Solvabilité 2 est toute autre.

Les risques a prendre en compte sont explicitemeeitionnés et la maniére de les
appréhender précisément encadrée.

Section 2.2 Calibrage du risque catastrophe en assurance de pEmnes dans le
QIS4

2.2.1.Quelques rappels sur le projet Solvabilité 2

Rappelons brievement dans quel contexte s'insait directive européenne
Solvabilité 2.

A la suite du projet Solvabilité 1 qui était congaa la marge de solvabilité, le projet
Solvabilité 2 a pour but de mettre a jour le systaie solvabilité européen en intégrant
tous les risques qui pésent de maniere effectivkesisociétés d’assurance.

Le projet Solvabilité 2 repose sur trois piliers :

- le premier est I'exigence de fonds propres. Il arpéle de mettre en place des seuils
de fonds propres et de provisions pour que lesnisgges assureurs puissent étre
solvables ;

- le deuxieme est que les organismes assureurs puiége mieux controlés par
l'autorité de contréle qui pourra infliger des sdoms en cas de non respect des
normes ;

- le dernier est l'obligation pour les organismesuesmsrs de publier certaines
informations et de les détailler a I'autorité detrole.

Pour plus de détails concernant I'architecture dojep Solvabilité 2, le lecteur
intéressé pourra consulter la section Assurancessitu internet de la Commission
Européenne ou encore la premiére partie de Sa20@6).

Un dialogue s’est instauré entre la Commission péeane et le CEIOPS (Comité
Européen des Contrdleurs d’Assurance et des Pen§iosfessionnelles : Committee of
European Insurance and Occupational Pensions Sspex\ Plusieurs séries de tests ont
été élaborées pour valider différents corps deegedlévaluation des risques pris par les
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organismes assureurs. En effet, la Commission Eerope a demandé au CEIOPS
d’étudier les répercussions quantitatives du nawvegsteme par le biais d'études
guantitatives d’'impact (QIS, Quantitative Impaaades). Les QIS permettent de recueillir
des retours qualitatifs et quantitatifs auprésatdgeurs du marché. Il s’agit d’'un véritable
aller et retour entre théorie et pratique :

- les QIS sont la traduction concrete des orientatimcluses dans les réponses du
CEIOPS aux demandes d’avis de la Commission ;

- I'exploitation des QIS permet au CEIOPS de fairelgsr et d’améliorer ses
réponses initiales.

Les QIS successifs ont introduit entre autres desmmandations pour le calcul du
SCR olvency Capital Requireméntiui représente le capital minimum exigé pour
garantir la solvabilité de I'assureur a un niveatisaisant. Cette quantité est calculée en
agrégeant différents sous-modules de risque sdgiei opérationnel, le risque de marché, le
risque de contrepartie, le risque de souscripti@n le risque de souscription santé et le
risque de souscription non-vie. La derniére étuttapdict (QIS4) a été publiée en mars
2008 par le CEIOPS. En novembre 2008, le CEIOPSuldiépun compte-rendu des
réponses apportées a cette étude par les orgarassigurs. Voici un schéma récapitulant
I'agencement des modules dans le QIS4. Les moeéulesirés de rouge sont ceux qui nous
intéressent et qui seront étudiés plus en détail :

—

ML oy — Mkt o ._ Health ¢ I Life o —

ML L Mkt L Life .. Life \0ng

— Mkt LY Health . I — Life ., Life oo 4

Mkt one —— Mk L Life 4 Life ., —
—— Mkt = adjustment for the risk -mitigating

effect of future profit sharing

Schéma 1 - Agencement des modules dans le QIS4
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Dans la suite nous allons nous intéresser au risgtastrophe ayant un impact sur
I'activité d’assurance de personnes. Nous nousassérons donc seulement aux modules
risque de souscription vie et risque de souscripsanté. Bien que comme nous l'avons
précisé au début du mémoire nous allons nous s#éresurtout au risque en cas de déces
et aux situations de surmortalité, nous allons t®uméme détailler dans cette partie les
préconisations du QIS4 en santé pour mettre erede@lles incohérences que I'on peut
relever.

2.2.2.Le module risgue de souscription santé

Ce module est composé des sous-modiibesdent & Health Short Terifaccident et
santé court termelealth Long Ternfsanté long terme) étealth Workers Compensation
(accidents du travail).

2.2.2.1. Risque catastrophe en assurance santé au premier(Biealth Long Term)

Ce module concerne le risque de souscription assotassurance santé pratiquée
sur une base technique similaire a celle de I'ass@ vie et assortie de restrictions
supplémentaires prévues par la Iégislation nateooaimme il en existe en Allemagne et en
Autriche. Il est de peu d’intérét pour la Francesmeous le présentons tout de méme car
nous y ferons référence par la suite lors de |& misévidence des incohérences du projet.

Ce module est composé d'un sous-module risque dBépe / d’accumulation qui
permet de prendre en compte les effets découlaptsides épidémiques importants. C'est
donc dans ce sous-module qu’est pris en compisdea de catastrophe.

Ce sous-module requiert les données suivantes :

claimsy Frais de sinistre de I'exercice comptable sumiarché de
I'assurance santé
Pay = Primes brutes acquises sur I'exercice comptable
MPay Total des primes brutes acquises sur I'exeraceptable sur
le marché de I'assurance santé
Le chargement en capital au titre du risque d’épidé d’accumulation en santé est

calculé comme suit :

P
Health, = A+ claimg + —%
ay

oU/4c = facteur de risquBlealth.

Le QIS4 fixe la valeur de ce coefficiemd. a 6,5 %. Pour fixer ce coefficient, le
CEIOPS s’est basé sur les travaux menés en Alleenpgnle Robert Koch Institute, une
institution responsable du controle et de la préeandes maladies. Ces travaux peuvent
étre consultés sur le site Internet du RKI. llsi@wpour but d’estimer le pourcentage de la
population ayant effectué une consultation médicale ayant été pris en charge
cliniguement suite a une épidémie de grippe de dantaines avec un taux d’infection de
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50 %. Il en résulte que 25 % de la population chersit un médecin et 0,75 % de la
population nécessiterait une prise en charge ragpé. C'est sur la base de ces résultats
que le CEIOPS a établi ce coefficient de 6,5% gsdournir dexplications
supplémentaires dans le document dédié au calilwtage le QIS3 QIS3 Calibration of
the underwriting risk, market risk and MQRestimant que la vraisemblance d'un tel
scénario correspondait a un quantile a 99,5 % t(@'eire a un événement ayant une
probabilité de survenance de 0,5 % par an, soindriére équivalente, une période de
retour d'une fois tous les deux cents ans) ce qtidenc cohérent avec I'approche du
calcul du SCR qui requiert que I'entreprise soivable a un horizon d’'un an avec une
probabilité de 99,5 %.

2.2.2.2. Risque catastrophe en assurance complémentaire s@gtcident & Health

Short Term)

L’activité d’assurance complémentaire santé seuetr dans ldine of business (lob
= branchg Short Term HealthCettelob a récemment migré du modu\en Lifevers le
moduleHealthentre le QIS3 et le QIS4.

Le QIS4 propose de calculer la risque catastropheoenplémentaire santé de la
méme maniére que dans le modikn Life c’est-a-dire selon trois principes :

- soit & I'aide d’'une formule standard si aucun soéraatastrophe n’est formalisé par
l'autorité de contrble. La formule consiste a agdir un coefficient forfaitaire sur le
montant des primes pour calculer 'impact économidu risque catastrophe :

NI‘CAT =C P
Actuellement, le coefficient forfaitaireest fixé a 10 % ;

- soit a 'aide de scénarios régionaux s'’ils ontféténis par I'autorité de contréle. llIs
remplacent alors la formule standard de la méthpaEédente. Les scénarios
régionaux comprennent les catastrophes naturelled’ogigine humaine. Voici
guelques exemples de scénarios proposés par |eRSEIPandémie (grippe aviaire),
épidémie de polio, accident industriel, actiondaste ayant des effets différés dans
le temps (poison déversé dans le réseau d’eauleptab

- soit a l'aide de scénarios catastrophes persogésadislon les branches souscrites et
la concentration géographique si les deux méthquésédentes semblent peu
pertinentes face a I'exposition aux catastrophda dempagnie.

Il est difficile de justifier en citant des sourga®cises la valeur du coefficientde
10 % appliqué dans la premiere méthode. Ce coefifi@st d’ailleurs jugé beaucoup trop
important par les mutuelles et les institutionspidévoyance (nous y reviendront par la
suite). Il semblerait d’apres @IS4 background document, Calibration of SCR, MGR a
proxies (voir CEIOPS (2008)) que ce coefficient ait étded@iné suite aux différentes
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simulations de scénarios proposés par le CEIOPS @arQIS3 pour le sous-module
catastrophe du module risque de souscription nen-vi

2.2.2.3. Risque catastrophe en accident de travail (Healthrk& Compensation)

Tout comme pour les modules précédents, un sousHmedt spécifiquement dédié
au risque catastrophe en accident de travail. ivi&td’assurance accident de travail a elle
aussi migré du moduldon Lifevers le modulédealth entre le QIS3 et le QIS4. Le calcul
se fait donc de la méme maniere que pour I'acttV@dsurance complémentaire santé :

- soit a l'aide d’'une formule standard si aucun saéreatastrophe n’est formalisé par
I'autorité de controle :

Health,.c,; = CP
Actuellement, le coefficient forfaitaireest fixé a 7 % ;

- soit a l'aide de scénarios régionaux s'’ils ont féidrnis par I'autorité de contrdle.
Voici quelgues exemples de scénarios: maladie epstdnnelle s’avérant tres
colteuse et touchant un grand nombre de persoar@dent concentré important ou
accident terroriste impliquant un large effectiipane entreprise ou pour une zone
donnée ;

- soit a l'aide de scénarios catastrophes persogésadislon les branches souscrites et
la concentration géographique si les deux méthquésédentes semblent peu
pertinentes face a I'exposition aux catastrophda dempagnie.

La encore, il est difficile de justifier en citades sources précises la valeur du
coefficientc de 7 % appliqué dans la premiére méthode. Il semibltoujours que ce
coefficient ait été déterminé suite aux difféererdgsulations de scénarios proposés par le
CEIOPS dans le QIS3 pour le sous-module catastrdph@odule risque de souscription
non-vie.

2.2.3.Le module risque de souscription vie

L’assurance vie fait partie du module risque dessdption vie qui concerne le
risque résultant de la souscription de contratssiieance vie. Ce risque est composé des
risques biométriques (risque de mortalité, risqeelahgévité et risque d’invalidité/de
morbidité), du risque de rachat, du risque de degendu risque de révision et du risque
catastrophe.

Les risques de catastrophe en vie ont trait a déseénents extrémes ou irréguliers
qui ne sont pas suffisamment pris en compte pach@sgements en capital des autres
sous-modules du risque de souscription vie. On gent penser a des évenements de type
épidémie, incendie, tremblements de terre, attatgresristes..Le QIS3 propose de ne
considérer que le risque de pandémie dans le sodsie risque de catastrophe en
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assurance vie, estimant que ce risque surpassdéetasitres risques potentiels en termes
d’'impact sur la santé ou la durée de vie humaine.

Le chargement en capital au titre du risque destraghe en vie est défini comme
suit :

Life.,r = ANAV/| life CAT shock
ou ANAV représente la variation d’actif net et ou le chdfe_.,, est une combinaison des
événements suivants survenant simultanément :

- une augmentation en valeur absolue de 1,5 poue rdili taux de souscripteurs
décédant dans I'année suivante (par exemple deolOmille a 2,5 pour mille) ;

- une augmentation en valeur absolue de 1,5 poue rdili taux de souscripteurs
touchés par la maladie au cours de I'année suivaeteas échéant, les entreprises
doivent supposer qu'un tiers de ces souscriptean@ns malades pendant six mois,

un tiers pendant douze mois et un tiers pendargt \duatre mois a compter du
moment ou ils tombent malades.

Le QIS4 propose une formule simplifiee. La formslévante peut étre appliquée
pour le sous-module de catastrophe en vie : les@k® sont nécessaires pour chaque
police pour laquelle le versement des prestatisnsg forme de capital ou de rente) est
subordonné a la mortalité ou a l'invalidité :

Life.,y =Y 0.0015 Capital _at_ Risk

ou l'indicei dénote chaque police pour laguelle le paiememtrdstations (sous forme de
capital ou de rente) est subordonné a la mortalité I'invalidité et olCapital_at_Riskest
déterminé comme suit :

Capital_at_ Risk = SA+ AB « Annuity_ factor—-TR
avec :

- TPi= Provision technigue (nette de réassurance) gitague police ;

- SAi = Pour chaque police: somme assurée (nette de réassurance) au déces ou
I'invalidité lorsque les prestations sont dues doasie de capital. Autrement, zéro ;

- ABi = Pour chague police: montant annualisé des prestations (net de neass)
dues au déces ou a l'invalidité lorsque les prigstatne sont pas dues sous forme de
capital. Sinon, zéro ;

- Annuity factor = Facteur de rente moyen pour la durée de verdetesrprestations
attendue en cas de sinistre.
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Ce taux de mortalité en excés de la mortalité ntemgai s’éleve a 0,15 % dans le
scénario adopté pour I'assurance vie dans le (@S inchangé par rapport a celui choisi
dans le QIS3. Pour fixer ce coefficient de 0,15166CEIOPS s’est basé sur la grippe
espagnole de 1918. En Europe, le taux de surntértalbyen suite a cette pandémie de
1918 est de 0,5 % selon le CEIOPS. En imaginantlgud5N1 pourrait a I'avenir se
développer et muter en un virus beaucoup plus dengepour 'homme, le CEIOPS
propose de retenir le méme impact sur le taux deatalité suite a une épidémie de
grippe aviaire que celui observé en 1918. Cepentta@EIOPS a décidé de réduire le taux
de 0,5 % a 0,15 % aprés avoir pris en compte lesaes médicales faites depuis 1918.

Le CEIOPS confirme son raisonnement en faisanta@é& a une étude de Swiss Re
parue en juin 2007Pandemic Influenza : a 21st century model for nmiitytahocks Basé
sur un modele épidémiologique pour une pandémi@dede de retour de deux cents ans,
I'étude conclut sur un taux de surmortalité compns0,1 % et 0,15 % pour la plupart des
pays développés. Cette étude sera présentée plidtadls par la suite.

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 25/132



CHAPITRE 3. MISE EN EVIDENCE DES INCOHERENCES ENTRE LES DIFFERENTS
MODULES DU QIS4 ET PISTES DE REFLEXION

Maintenant que nous avons présenté les précomsalio QIS4 en termes de prise en
compte du risque catastrophe en assurance de pessdans le chapitre précédent, voyons
ce gu'’il en ressort de la cohérence des différamtgsrations proposées par ce projet.

Section 3.1 Mise en évidence des incohérences entre les diffét® modules du
QIS4

Cette partie s’appuie sur les résultats d’'un psédea QIS4 de la Mutualité Francaise
intitulé Calibrage du risque catastrophe en assurance com@hdaire santée février
2008. Dans cette note, la Mutualité Francaise spgse d’évaluer les conséquences d’'une
pandémie de grippe sur la sinistralité d’'un assueacomplémentaire santé tout en restant
cohérent avec la démarche retenue par le CEIOPS Ildanodule risque de souscription
vie, c’est-a-dire en assimilant le risque de cababie au risque de pandémie de grippe.

Le modele développé par la Mutualité Francaiseergpries résultats d’'une étude
menée par I'Institut National de Veille SanitaifdV{S) sur I'estimation de I'impact d’une
pandémie de grippe en France (Doyle et al. (20@®jte étude reprend elle-méme une
étude de Metzer et al. (1999) qui développe uneéiigation stochastique du risque de
pandémie de grippe afin d’obtenir une distributitas décés et des hospitalisations autour
du nombre de cas « attendus ». Les paramétres deodéle sont calibrés a partir des
données observées sur les pandémies des annéegglipp@ espagnole), 1957 (grippe
asiatique) et 1968 (grippe de Hong-Kong). Troixjdinypothéses sur les taux d'infection,
d’hospitalisation et de létalité sont distinguésvant la fréquence de I'événement :
I'hypothése basse équivalente a un événement aibgiue pris au quantile 1/30 ans
(autrement dit une catastrophe de période de reteu80 ans), I'hypothése moyenne au
guantile 1/60 ans et I'hypothése haute au quabtdeo ans.

Apres avoir estimé le nombre de cas attendus dessrais hypothéses, la Mutualité
Francaise a estimé les colts moyens d'une pandéenigrippe par personne pour les
assureurs sur la base d'un autre modele élaboréVipgRé, réassureur spécialisé en
assurance complémentaire santé et en prévoyance.

Au final, la Mutualité Francaise conclut sur letfque le colt d’'une pandémie de
grippe varie entre 2,7 % et 3,9 % des primes pawssureur en complémentaire santé. De
plus, le taux de surmortalité varie selon la ségéie la pandémie entre 0,22 % et 0,50 %
selon les hypothéses. Ce qui représente sur lalgimpufrancaise un nombre de déces
supplémentaires compris entre 141 000 et 321 0Qr(pomparaison, pres de 543 000
déces ont été enregistrés en France en 2008 4BISEE).
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Bien sdr, de nombreuses autres études ont étéépabtioncernant les taux de
surmortalité attendus suite a une pandémie de ayrigpici un tableau récapitulatif des
résultats des différentes études :

Taux de
Sources Hypotheses du modéle surmortalité
additif
Swiss Re U_SA, pondération spec_lf_lque de |,a grippe espagnoleEntre 0.10 % et
prise en compte des politiques préventives et ivesat
(2007) L LA 0,15%
de limitation de la dissémination
(Sctgri\rtlzl?eeet Allemagne, prise en compte de la pandémie de grippEntre 0,41 % et
al. 2006) espagnole 0,61 %
INVS France, prise en compte des trois dernieres paedémi 0.35 %
(2005) hors politique de santé publique '
Il\:/lrlzjatrlljaz;lit:e Nombre de cas attendus avec le modele de 'INVS. Entre 0,22 % et
(2088) Trois jeux d’hypothéses 0,50 %

Tableau 5 - Taux de surmortalité de différents nesle

A titre de comparaison, voici des taux de surmibéakellement observés pour des
pandémies passées (pour une liste plus complétpoama se référer au Tableau 7 plus

loin) :
. D Taux de surmortalité
Sources Données historiques I
additif
Simonsen & al. USA, pandémie de 1918 0,53 %
INVS France, pandémie de 1968 0,06 %

Tableau 6 — Taux de surmortalité réellement observé

On remarque ici la grande hétérogénéité des résujtee I'on explique en partie par
des jeux d’hypothéses différents pour chaque mo#gieffet, certains prennent en compte
des avis d’expert, d’autres des politiques de spnbdique. Certains sont calibrés sur trois
pandémies passées alors que d’autres ne prenneoingte que la grippe espagnole de
1918.

A partir des résultats de son étude, la Mutualitdn€aise a pu évaluer les
conséguences économiques d’'une pandémie de grppadivité d’assurance au premier
euro en redressant les chiffres obtenus en assu@rmplémentaire santé (la Mutualité
Francaise retient le coefficient le plus séver8,8e%) pour tenir compte :

- du poids relatif des remboursements de soins oggig dentaires dans les comptes
des assureurs en complémentaire santé ;

- de la prise en charge des Affections de Longue ®par le régime de Sécurité
Sociale.
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La méthode employée pour redresser les chiffresenoilst en assurance
complémentaire santé n'est pas détaillée dansdeéule la Mutualité Francaise. Il est
simplement précisé que les données sont issuegréleisions 2007 de I'INSEE pour les
Comptes Nationaux de la Santéévaluation a alors été estimée a 10 milliar=ucbs en
France, soit 7 % des prestations versées.

La Mutualité Francaise affirme donc que cette edfiom est cohérente avec le
calibrage proposé par le CEIOPS pour le modideg Term Healthlon rappelle que le
coefficient forfaitaire appliqué est de 6,5 %). Eegant, le taux de 3,9 % sur lequel ce
dernier calcul est basé n’est pas cohérent avendficient de 10 % retenu par le CEIOPS
en complémentaire santé. De plus, comme on l'aregogaemment, le taux de mortalité en
exces de la mortalité normale dans le cas le plagegs’éléeverait a 0,50 %, contre 0,15 %
pour le scénario adopté en assurance vie. Cegdliffés font naitre un doute sur la
cohérence de la modélisation du risque catastrppbel’activité d’assurance de personnes
dans le QIS4.

Section 3.2 Quelques commentaires et pistes de réflexion

Apres avoir observé de quelle maniere est appréhémdisque catastrophe en
réassurance (dans les états réglementaires) elal@iS4 et aprés avoir mis en évidence
les incohérences existantes entre les différentslutas concernant ce risque, Vvoici
guelques commentaires et pistes de réflexion quedéut dégager.

Tout d’abord, comme nous I'avons déja remarquéstpie catastrophe en assurance
vie n'est restreint qu'au risque de pandémie, [dQFES estimant que ce risque surpasse
tous les autres en terme d’'impact sur la mortaitéa santé. Ceci doit cependant étre
nuancé dans la mesure ou certaines catastrophellest peuvent entrainer autant de
déceés qu'une épidémie séveére. A titre d’exempleyeaut citer les inondations de 1933 en
Chine qui ont entrainé le déces de plus de trdisonms de personnes (cf. Tableau 1) alors
qgue la « grippe asiatique » de 1958 a entrainaillion de décés d’aprés Linfoot (2007).
Sans compter que de plus, le nombre de catastropiteelles est en forte augmentation :
entre 1997 et 2006, elles ont augmenté de 60 %asdp Fédération Internationale de la
Croix-Rouge. Le nombre de morts a méme doublé @apart a la période 1987-1996,
passant de 600 000 a 1,2 million. Le nombre deopees touchées en moyenne chaque
année est passé de 230 millions a 270 millionseeles deux décennies. En 2007, le
nombre de catastrophes a bondi de 20 % par rapp@®06, dépassant pour la premiére
fois la barre annuelle des 500 catastrophes, toaigrlon la Fédération Internationale de la
Croix-Rouge. Il semblerait donc que laisser de dé& catastrophes naturelles dans le
risque de souscription vie ne reflete pas exacténtiampleur réelle du risque de
catastrophe.

Ensuite, on remarquera que les modeéles utilisés péterminer des scénarios
catastrophes font appel a de multiples hypothésedestaux de contamination de la
pandémie, le taux de létalité, le taux d’hospitdi®n, les avancées dans le domaine
médical, la fréquence de la catastrophe...On pedulledies noter concernant ce dernier
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point que dans le modele repris par la MutualiténEaise, les hypothéses de fréquence
retenues varient entre 1/30 ans et 1/600 ans. L&udWié Francaise s’est basée sur
I'hypothese haute d’'une fréquence de 1/600 ans g@@rminer le coefficient de 7 % pour
I'assurance santé au premier euro, affirmant ajaescela est cohérent avec le coefficient
de 6,5 % retenu par le CEIOPS. Cependant, le CEED&8erminé ce taux de 6,5 % sur la
base d’'une pandémie extréme ayant une fréquensardenance de 1/200 ans. Ainsi, en
prétendant comparer les 7 % de son étude et |€% @%b CEIOPS, la Mutualité Francaise
oublie que les scénarios qui ont conduit a cesltedsune sont pas comparables. La
multitude d’hypotheses utilisées dans ces étudessescénarios conduit donc a faire des
comparaisons qui n'ont pas de sens.

Les incohérences observées entre les différentaxihes dans le QIS4 suggérent de
réfléchir a un scénario commun de catastrophe dgqurait inclure a la fois le risque de
pandémie mais aussi celui de catastrophes nasgdlkechnologiques) pour 'ensemble de
I'activité d’'assurance de personnes et qui pouétit modélisé a part entiere dans un
module spécifique de la formule standard. Cettdexi&fn pourrait également étre
particulierement utile pour les compagnies qui sinont d’appliquer le modeéle interne. En
effet, la prise en compte des catastrophes y gstrahui trés peu évoquée. Dans cette
optique, nous proposerons dans la troisieme paetiee mémoire un modeéle de simulation
de chocs de mortalité.

Cette réflexion doit étre sérieusement entamédgsacompagnies d’assurance dans
la mesure ou la réassurance traditionnelle présaijtaird’hui certaines limites. En effet,
en ce qui concerne le risque de pandémie, celutasidéré par les réassureurs comme
étant un phénoméne de masse qui n'est pas de ratacéver une couverture XL par
évenement. De plus, la plupart des traités de wémsse par téte ou par événement
excluent désormais systématiquement les risqueerderisme, guerre et autre accident
technologique.

Nous allons maintenant étudier dans une secondBe pls deux approches
principales de modélisation du risque catastropheertalité.
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PARTIEII :

LES PRINCIPALES APPROCHES DE MODELISATION DE LA MORTALITE
EXTREME

Les travaux concernant I'étude de l'impact d’unéasttophe sur la mortalité sont
tres variés par leur nombre et par les méthodedogwgs. On peut cependant discerner
deux types d’approche a savoir I'approché épidémgigue et l'approche actuarielle.
L’approche épidémiologique se base avant tout earayis d’expert et des hypotheses de
politique préventive ou curative. Elle accorde galement peu dimportance aux
évenements passés. Les modeles actuariels quamt aeebasent sur des modeles de
mortalité stochastique. Les données historiques datte approche ont une importance
toute particuliere pour calibrer les modéles.
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CHAPITRE 1. L’ APPROCHE EPIDEMIOLOGIQUE

Dans ce chapitre, on s’intéressera aux modeélesegdit®miologiques mis en place
pour quantifier le risque catastrophe en cas ddérare.

Section 1.1 Présentation générale

Les modeles de mortalité extréme qui suivent capiproche se basent sur des
recherches d’experts, des données épidémiologiefudans une moindre mesure sur des
données historiqgues. Généralement, ce type de mad&lut les événements du genre
catastrophes naturelles ou accident technologlegeparamétres qui déterminent des taux
d’infection et de létalité sont généralement figésla base de recherches scientifiques.

Le modele servant de base est le modéle dit «salade-mort » qui utilise des
chaines de Markov. On considéere simplement que paumdividu i, trois états sont
possibles :

- S=sain;
- m=malade :
- M=mort.

L’évolution d’'un état a I'autre peut étre représenpar le diagramme suivant :

" ‘
I T3

Schéma 2 - Diagramme classique d'un modéle "samalade - mort"

Une épidémie suppose bien entendu une dynamiqupoteite, le but étant de
mesurer l'effet de cette épidémie au fur et a nmeesig sa diffusion progressive. Les
probabilités de transition ne sont donc pas cotetaet varient suivant la période. Elles
sont généralement déterminées de la maniére saivant
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- 715, : ces probabilités sont déterminees par dgsde la table de mortalite de
référence ;

- 11, : cette probabilité est proportionnelle a I'effecontaminé :

T =crH
1,2

ou |X| désigne le cardinal de I'ensemhb¥e. C représente I'ensemble des personnes
contaminées dtlI'ensemble de la population ;

- 7T, : le taux de déeces pour les individus contamisésléterminé a partir du taux de

base, aggravé de la maniére suivargg= g, (1+4).

En plus des taux de survenance de base par agmdede nécessite la détermination
des parametres suivants :

- @ qui s'interprete comme étant le coefficient dduifon de I'épidémie ;
- laliste des individus initialement contaminée @itgermet d’initialiser le modele ;
- A le taux de sur-sinistralité des personnes contaesin

Les taux de sur-sinistralité et les coefficientsdifusion ne sont généralement pas
estimés historiquement mais se basent sur dedd@axperts. Les variantes de ce modele
sont trées nombreuses. On peut rajouter des étiaemsile degré de maladie, inclure un état
de guérison partiel ou total...Pour une présentafitus détaillée de [l'utilisation des
chaines de Markov en biologie et dans les modelpsoies-prédateurs », on pourra
consulter Karlin (1969).

Tous les modeéles ont leur particularité, mais leésta reste globalement le méme.
Plusieurs scénarios sont simulés concernant l'iingé@aographique, le lieu ou I'épidémie
apparait, sa propagation géographique, son cychiejda production et I'efficacité des
vaccins, les mesures de prévention prises par nsstutions...A partir de tous ces
scénarios, on obtient une distribution de taux alensrtalité a partir de laquelle il est
possible de calculer des quantiles. Cette appreelretrouve dans I'étude de la Mutualité
Francaise (2008) et de I'INVS (2005) dont nous avdaja parlé précédemment. Elle se
retrouve aussi dans le modele développé par I'enseRisk Management Solutiorisn
des modéle les plus utilisé pour modéliser desstrajahes avec ceux de AIR et d’Equecat)
qui eut un réle de conseil lors de I'émission deTWortality bonds en 2006 (Vita Ill) ou
encore dans I'étude Swiss Re de juin 20P@ndemic Influenza : a 21st century model for
mortality shockgjue nous allons présenter maintenant.
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Section 1.2L'étude Swiss Re

Cette étude est présentée de maniere détailléecdttessection dans la mesure ou
c’est I'étude la plus récente et la plus complédistante a ce jour. Cette section reste en
grande partie descriptive, la compagnie Swiss R&ant pas entrée dans les détails de ses
modélisations, ce qui est compréhensible.

L’étude de Swiss Re se décompose en six parties.

La premiére partie est consacrée a la descriptofadyrippe aviaire. Il semblerait
que le H5N1 soit le virus le plus a méme d’avois denséquences pour I’'hnomme mais
I'étude rappelle que d'autres souches de grippeairaviexistent et gu’historiquement,
certaines ont contaminé des populations humairesdus facilement que I'a fait le virus
H5N1. Celui-ci devra d’ailleurs subir de nombreusestations pour étre réellement
transmissible a 'homme et dangereux. C'est le @galement du virus HIN1 qui ne
constituera pas une réelle menace pour 'hommaegtaittn’aura pas muté.

La seconde partie s'intéresse aux effets de lgpgr@viaire sur 'lhomme. Il en ressort
quau milieu du XX™ siécle, les traitements inadaptés par antibiotigoet eu pour
conséquence une augmentation dramatique des tawéais dus a la grippe et a la
pneumonie. Aujourd’hui, la seule mesure prévengficace connue pour éviter une
contamination chez les personnes a risque esttarva

La troisieme partie se propose de recenser histemgnt les grandes pandémies
connues qui ont eu lieu dans le monde. Dans lés ¢emts derniéres années, dix a treize
pandémies graves ont eu lieu, a des intervalletemgs tres irréguliers. Sur la base de
fréquences historiques, il apparait que la proltélml’'une pandémie grave survienne dans
une année est comprise entre 3 % et 4 %. La séwd®d pandémies passées a été plutdt
réguliére, a I'exception de la grippe espagnold @83 qui fut exceptionnelle. En effet, la
derniére pandémie qui semble avoir eu le méme itrpacla mortalité remonte a 1580
d’aprés les descriptions faites. Le tableau suivecgnse les dernieres pandémies connues
entre 1700 et 2000. Il est construit a partir dgulle Swiss Re, elle-méme basée sur
Pandemic Influenza 1700-1900: a study in historg@demiologyde Patterson (1986) :

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 33/132



Nombre Oridine ou Taux de
d’années Iigu du Type | Nombre de surmortalité
Années depuis la remier de déceés additif
derniére dpé istage virus estimés (population
pandémie pistag américaine)
1729-1730 ? Russie ?
1732-1733 2 Russie
1781-1782 48 Russie,
Chine ?
178(89—)1789 6 Russie
1830-1831 41-48 Russie,
Chine
1833 2 Russie
1836-1837 3 Russie ?
1889-1890 52-56 Russie H2
1899-1900 9 H3
1918-1919
: France, 40-50 0
es([g)ggﬁile) 18 Etats-Unis HINL millions 0,53 %
1957-1958
(grippe 38 Chine H2N2| 1-2 millions 0,041 %
asiatique)
1968-1969
(grippe de 10 Chine H3N2 1 million 0,017 %
Hong-Kong)

Tableau 7 - Caractéristiques des pandémies sungseante 1700 et 2000

Dans une quatrieme partie, I'étude présente latsitn actuelle et la fagcon dont se
préparent les institutions nationales et les osgditins internationales. Le monde est
aujourd’hui plus préparé que jamais a une pandémigrippe et depuis le début du siécle,
les organisations et les institutions élaborent stemtégies et des plans de réaction. De
plus, les avancées médicales et I'amélioration 'tggiene ont éliminé un nombre
important de causes historiqgues des maladies iafsgts. Cependant, la capacité de
production des vaccins serait insuffisante en @asétessité de vaccination massive en
début de pandémie.
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La cinquieéme partie est celle qui nous intéressdus puisqu’elle présente en détails
le modele utilisé par Swiss Re. Chaque simulat®sacEnario de pandémie se déroule de
la maniere suivante. Tout d’abord, deux réalisatidas variables aléatoires « létalité du
virus » et « capacité a se répandre du virus »g@mérées. On appelle « létalité du virus »
la proportion de personnes décédées a cause duparmi les personnes contaminées par
le virus. On appelle « capacité a se répandre s wi le nombre moyen de personnes qui
pourraient étre contaminées par une autre persporteuse du virus au début de la
pandémie. Ce paramétre, nd®e dans les études d’épidémiologie, est un parancéired

titre d’exemple, pour une rougeole, ce parametta gatre 15 et 20, pour une grippe il est
généralement compris entre 1,8 et 2,5 et il se sitix alentours de 1,1 pour une hépatite
B. Les deux distributions de ces variables aléasaint été estimées sur la base de données
historiques pour la population des Etats-Unis. Lals l'estimation de ces deux
distributions, le poids accordé a la grippe esplgaoété réduit par rapport a celui des
autres pandémies. En effet, I'étude souligne qu’paedémie similaire a celle de 1918
n‘aurait pas le méme impact aujourd’hui sur la pagon. En effet, la guerre de 14-18
avait probablement aggravé la létalité de la pateléem raison du fort nombre de
personnes atteintes de la tuberculose et des peisosoignants manquants car mobilisés
pour soigner les blessés sur le front. Sans congpierdepuis, le virus de la grippe a été
découvert ainsi que son vaccin. Swiss Re a finaematenu une distribution de Pareto
généralisée pour la distribution de la variablatliée « capacité a se répandre du virus » et
une distribution lognormale pour la variable al@ate [étalité du virus ».

Ces deux réalisations ainsi générées apres sionlsgirvent de base au scénario qui
sera développé par la suite. lls permettent deméter un grand nombre de parameétres
qgue l'on peut regrouper en quatre classes. Le cdiEtaillé de ces paramétres n’'est pas
exposé dans I'étude de Swiss Re :

- les caractéristiques épidémiologiques du virus :

o profil de mortalité : a partir de la valeur simuléle la variable
« |étalité du virus », le modeéle crée un profilndertalité par age ;

o taux d'infection par age : déterminé en fonctios daractéristiques
des deux maladies principales entrainées par (e vipneumonie
bactérienne ou pneumonie virale ;

0 période d’incubation : elle n'est pas explicitemsithulée mais est
plutét déterminée de maniere implicite en fonctien’age et du taux
d’infection ;

o degré de contagion, comportement des individugptédté au virus
par tranches d’age : on trouve trés peu de prédssor la maniere
dont sont simulées ces composantes dans I'étude ;

- les caractéristiques démographiques :

o la répartition de la population par ages: déteémirm partir de
statistiques produites par le US Census Bureal®eé 2
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o les contacts humains : déterminés a partir du nenthoyen de
contacts qu'un individu a avec des individus dess#a d'age
différente quotidiennement d’apres une étude Américan Journal
of EpidemiologyWallinga et al. (2006)) ;

o limmunité préexistante, les déplacements de laufatjon : 1& encore
peu d’'informations sont données pour expliquercaelile base sont
déterminées ces caractéristiques ;

- les interventions non médicales suite a la pandénaerestriction des contacts

humains (déterminée en fonction du nombre de détemt), la restriction des
déplacements de la population ;

- les interventions médicales suite a la pandémie :

o lefficacité des antibiotiques : Swiss Re précis€uq systeme de
scoring a été développé sur la base de plusieuds£d’experts ;

o lefficacité des antiviraux: Swiss Re suppose Igu'seraient
inefficaces pour une pandémie sur quatre ;

o lefficacité des vaccins et la capacité de producti Swiss Re
suppose gu’ils seraient efficaces dans 90 % degs cas

o0 les ressources médicales: disponibilité des madeat des
infirmiéres estimée sur la base d'une étude de kxldVHealth
OrganizationCore Health Indicatof2006).

Le schéma suivant tiré de I'étude de Swiss Re pedeerésumer comment sont

utilisées les deux nombres simulés au début duasicépour obtenir les variables qui
permettront de produire les résultats finaux :
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Schéma 3 - Fonctionnement global du modéle de Reiss

Chaque nouvelle simulation créera donc un nouveaudjhypothéses a partir des
deux parametres d'origine et permettra d’estimenideau de surmortalité suite a un tel
scénario. Plusieurs simulations sont effectuées dibbtenir une distribution de taux de
surmortalité et des quantiles peuvent ensuitecgiiilés pour différents niveaux. Comme
nous l'avons déja mentionné, pour un évenementapiénce de survenance d'une fois
tous les deux cents ans, le taux de surmortalighdd suite a une pandémie de grippe
serait compris entre 0,1 % et 0,15 % dans la ptujes pays développés tandis qu’il serait
compris entre 0,15 % et 0,4 % pour les pays end®igéveloppement.

La derniére partie de I'étude de Swiss Re illuptvarquoi la modélisation de chocs
de mortalité est indispensable d’'un point de vuenémique pour les assureurs, les
agences de notation et plus globalement pour etpie Solvabilité 2.
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On notera que le modeéle présenté par Swiss Retefd@icertaines limites. Tout
d’abord, il est déterministe dans le sens ou ilprend pas en compte le caractére trés
aléatoire d’'un début de pandémie, c’est-a-direeemttres le comportement du virus
lorsqu’il arrive dans un nouveau pays. En effemtedéle est basé sur I'hypothése que tout
nouveau virus entrant sur le territoire donne saitee pandémie. Ensuite, il ne prend pas
en compte la dispersion du virus entre les pays i le modele ait été développé pour
trente sept pays différents. Enfin, le fait quetaias parametres soient déterminés sur la
base d’études conduit un certain degré d’incemtitsigr la valeur de ces paramétres comme
le montrent les tests de sensibilité qui ont éfécaiés par Swiss Re (page 66-68 du
rapport) et qui démontrent une forte sensibilité parametres aux hypothéses.

Apres avoir décrit I'approche épidémiologique ptaumodélisation de la mortalité
extréme, intéressons-nous a I'approche « actuasiell
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CHAPITRE 2. L’ APPROCHE « ACTUARIELLE »

Dans ce chapitre, nous allons présenter une apprafiernative aux modeles
épidémiologiques basée sur l'utilisation de modedes mortalité stochastique. Nous
étudierons plus en détails I'approche de Bauer enker (2007) a laquelle nous
apporterons guelques améliorations notamment coactla modélisation de la tendance.

Section 2.1 Présentation générale

De maniére classique, pour modéliser la mortadtespécifie généralement un taux
de hasardu(x,t) déterministe en fonction de I'ageet de I'année courante Différents

risques pesent sur une telle méthode :

- un risque de fluctuation d’échantillonnage, quirstpue le taux de hasard est
correctement spécifie, se mutualise notamment’gpplication de la loi des grands
nombres (les fluctuations s’amoindrissent lorsqutaille du portefeuille augmente).
De plus, ces fluctuations peuvent étre quantifgkése au théoreme central limite ;

- un risque de modele : si la mortalité observée darfsitur est difféerente de celle
prédite par le modele, I'écart ne sera pas mutlalkscar il s’appliquera a toutes les
tétes ;

- un risque systématique : dans le cas ou le taukadard est défini de maniere
paramétrique, I'estimation des parameétres peutuwonelle aussi a des incertitudes.
Si l'estimateur est déterminé a laide de la métodu « maximum de
vraisemblance », on peut cependant déterminerrdesvalles de confiance (la loi
asymptotique étant connue) pour quantifier la gantisque non mutualisable. Un cas
particulier de I'erreur d’estimation peut-étre ieque qui pese sur I'estimation de la
tendance.

L'utilisation d’'un taux de hasard déterministe poundéliser la mortalité conduit a
des surfaces de mortalité réguliéres. Cependartgines eétudes montrent que sur le long
terme, on voit bien se dégager une tendance gwaidtion de ces taux, mais qu'il subsiste
une variabilité autour de cette tendance. Cetteargue est confirmée par des données de
I'Institut National d’Etudes Démographiques :
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Graphique 1 - Evolution des taux de décés au cduremps (données INED)

Ces variations autour de la tendance ne se muwtnaligas puisqu’elles affectent
'ensemble des individus. Le but est donc de trouse modele de mortalité qui soit
capable de prendre en compte ces variations ad®la tendance. Pour cela, on a recours
aux modeles stochastiques de mortalité.

Dans ce type de modele, le taux de hasard n’estddterministe mais stochastique
ce qui permet de quantifier le risque non diveabift. Les modeéles existants sont
nombreux et peuvent étre de type :

abattement ou majoration des taux conditionnelnogalité ;

- modeles de mortalité (Gompertz-Makeham par exengde) les paramétres sont
rendus aléatoires ;

- modeles de type Lee-Carter ou log-Poisson (cakpkers de modéles stochastiques
méme s'ils ont été élaborés a la base pour constdgis extrapolations de surfaces

de mortalité) ;

- modeles d’inspiration financiére (modeéles de tauxyge retour vers la moyenne par

exemple).

Nous n’allons pas développer ici en détails comnienttionnent ces modeles, le
lecteur intéressé pourra consulter Planchet et oRdé(2006) ou encore Cairns et al.
(2006). Nous présenterons dans la suite un exetepteodele de mortalité stochastique.

Les modeéles qui suivent cette approche estimenblléion future de la mortalité
extréme a l'aide de méthodes statistiques et aetiesrbasées sur des données historiques.
Généralement, le modéle est subdivisé en plusteumposantes :

- une composante réguliére qui modélise les variatitas taux de mortalité sans tenir
compte des évenements catastrophiques. Nous ers aéja parlé précédemment
avec les modeéles stochastiques ;
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- une composante maladie qui capture I'excés de titértauite a une pandémie. La
fréquence et la sévérité de la pandémie sont nssadiséparément sur la base de
données historiques d’anciennes pandémies ;

- une composante terrorisme qui effectue des sinomlatide chocs de mortalité
consécutifs a une attaque terroriste.

A partir d'un modeéle estimant la mortalité « nali&re sans tenir compte des
évenements extrémes, on peut se demander s'iréfstrgble de modifier ce modéle de
maniere multiplicative ou additive pour introdulieffet de pandémies par exemple. Dans
Lin et Cox (2006), les évenements catastrophiqoes modélisés sur la base de chocs
multiplicatifs (c’est-a-dire que plus I'age est\d@e plus le choc sera important sur la
mortalité). On peut penser que cette approche asbmable dans la mesure ou les
personnes agées ont un systéme immunitaire plbke fque les jeunes et qu’elles seront
donc plus affectées par une pandémie. Or, ceci p&stotalement vrai dans la mesure ou
pour une catastrophe autre qu’une pandémie (uagquattterroriste par exemple), il n'y a
aucune raison que les personnes agées soienbpllges que les personnes plus jeunes.
De plus, si I'on reste dans le domaine de la pamnelétes « tempétes de cytokine » peuvent
avoir lieu. On appelle « tempéte de cytokine » hdr@mene qui touche des personnes
ayant un trés bon systéme immunitaire qui réagindeiére disproportionnée a un virus,
entrainant la mort de l'individu. Ce phénomeéne wst des explications qui a aussi été
avancée pour justifier 'importance du nombre den@s adultes touchés par la grippe

espagnole de 1918. Il est donc en général pré&rdhipter pour un modéle de
surmortalité additive.

Dans la suite, nous allons présenter un tel momhteduit par Bauer et Kramer
(2007).

Section 2.21’approche de Bauer et Kramer

L’approche de Bauer et Kramer reprend en partile cidveloppée par Miltersen et
Persson (2005) qui propose une approche dite infggnsité » pour déterminer des taux de
mortalité. Cette approche est courante en finamgalus particulierement en risque de
crédit pour valoriser des CDO par exemple (voiPlage (2000) pour une présentation).

2.2.1.Le modéle utilisé

Donnons nous un horizoh', un espace probabilig€, F,P) et une filtrationF telle
queF = (F),.- - Nous nous donnons aussi une population ou chiagixdu a un age
X ent=0, un processus stochastigde= (X,) .- F-adapté, de dimensioth positif,

continue a droite avec limite a gauche et donnommisnenfin une fonction
u(.,.):RxR? - R, continue.
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On définit I'instant de déces d’un individuw’'age x, comme étant le premier instant
de saut d’'un processus de Cox d’intengi&, +t, X,) c’est-a-dire :

7, =inf{t:j;y(xo+s X)) ds E} 1)

ou E est une variable aléatoire suivant une loi exptieks de parametre 1, indépendante
deX et oUE et E; sont supposées étre indépendantes pour oyt

Avant d’aller plus loin, arrétons-nous un instaotr $es processus de Cox. Les
processus de Cox sont des processus de Poissolemenb stochastiques, c’est-a-dire que
I'intensité du processus de Poisson est elle-mélda&taare. Un processus de Cox est
souvent utilisé pour modéliser I'arrivée des catgdtes. Une fagon de caractériser ce
processus de Poisson doublement stochastique eske dééfinir par sa fonction

caractéristique. En effet, sdif2, A, P) un espace probabiliséN, ), un processus ponctuel

adapté a une filtratiof = (F,)

ouer €t (A), un processus positif et mesurabfé\, ), est

un processus de Poisson doublement stochastique Si

E} = exp{( g - :Dj)lv d}. Dans ce cas(N,), Iui-méme

00<s<t,OulR, E[ &N
n'est un processus de Poisson que conditionnelteanh), .

Intéressons nous maintenant a une seule téte qrismsard dans notre population
initiale. On définit les filtrations G, =o{ X,,0<ss< }, H, :0'{1% 0<s< t} et

F, =max@G, ,H, ). A partir de I'équation (1), on détermine la prbitiegé pour qu’'un
individu d’age x, ent soit encore en vie a la dalgoar la formule suivante :

Gt}: E[ex%—f/,zo“ S, >g)d};{ G}

Il est maintenant temps de spécifier la foncjiaet le processus stochastigieC’est
la que Bauer et Kramer apportent leur contributonproposant de retenir un taux de
mortalité instantané stochastique sous la forme :

P ZE|L

M%) = p(X, YT )= Y. €+,

- b etcsont des constantes réelles ;

-, :(\()t un processus stochastique de retour vers la meyguonsuit I'équation
différentielle stochastique suivante :
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dY, =a(B-Y) dt-o/ Y dy

avecY, >0, W = (V\{)t un mouvement brownien standarcxep eto des constantes

positives. Ce processus est un processus de typeln@ersoll-Ross utilisé en
finance pour modéliser I'évolution du taux instaréa

- T, =(Ft)t un processus de saut de la forme Gamma Ornstegnbétk qui suit
I'équation différentielle stochastique suivante :

dr, = -« .dt+d]

avec ', =0, x une constante positive qui représente la « vitesse retour a la

normale apres une catastrophel ein processus de Poisson composé d’interisité
dont les sauts sont modélisés via une loi expoelmtile parametré. C'est donc
cette composante additive qui modélise le risqueatastrophe. On suppose due
est indépendante dé

Apres guelques calculs (menés en Annexe), on traoeeexpression simplifiée pour

(t) .
T-t p)g .

Y _ T N+ )+ T4 ) AT
T_tp;)—exp{u(T )+(T-) Y& )}exp{ K(l— gl )) —}

(k+1
Ad 1 i (T-1)
exp{ KL Iog{ 1+ _ZK ( e )}}

ou u etv satisfont les équations différentielles suivantes

(2)

u'(x) = aBv( X) & (0)= 0
V(%) =-1-(a-b) | ><)+%02 () 80T g0) =0,

Les calculs qui menent a cette expression thLpﬁ,f) sont développés en « Annexe

1. Calcul du taux de survie du modele de Bauees. équations différentielles satisfaites
paru etv sont des équations différentielles ordinairessdite Riccati. Leur résolution (cf.
« Annexe 2. Résolution d’'une équation différentigdrdinaire de Riccati ») nous permet

d'obtenir une expression explicite pouy p{’ .

2.2.2.Le calibrage du modele : la composante catastrophe

Dans cette partie, nous nous intéresserons auragditde la composante additive
catastrophd” seulement. En effet, I'indépendance de la comgesaantinue et de la
composante a sauts nous permet de procéder adajest séparément. Pour ce faire, nous
allons ajuster le modéle sur la base de donnétwiljises. Nous allons utiliser les données
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de Linfoot (2007) qui présentent la fréquence esdaérité des derniéres épidémies de
grippe pour la population américaine. Linfoot (2Pp@&cense 31 épidémies de grippe sur
les 420 derniéres années et a pu répertorier tacstalité de cing d’entre elles :

... | Excés de mortalité multiplicatif
Epidémie .
sur le taux de mortalité
1918-1920 26,55 %
1957 6,92 %
1968 1,78 %
1977 1,08 %
2003 3,23 %

Tableau 8 - Excés de mortalité des cinq dernieeslpmies selon Linfoot (2007)

On rappelle que la composante catastrdphst modélisée de la maniére suivarte :
est un processus de saut de la forme Gamma Ortdtddmbeck qui suit I'équation
différentielle stochastique suivante :

dr, =—«I,.dt+ dJ

avecl, =0, x une constante positive qui représente la vitessetdur a la normale aprés

une catastrophe &t un processus de Poisson composé d'interisdént les sauts sont
modélisés via une loi exponentielle de paramgtogest-a-dire que I'on a :

N(t)
J=28
ou lese sont des réalisations d’une loi exponentielle @iametre’”
Posonsz, =T & et écrivons la formule d'intégration par parties :
— t
dz =dr ¢ +r d &)+ dr, €).
Mais <F,e”'>t =0 car d(e“‘) =k €' dt. On en déduit donc quaZ, = €* dJ puis que
t
I, :e"“J'é‘S dl = &'y, ouy suit une loi Gamma.
0
Essayons d'interpréter de maniére discréte la fodmece processus. La forme

t
intégralel, :e”“J' €°dl est égale E‘E"“Z e”‘AJri ou lesT, sont les instants de saut du
0 i<t
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processus de Poisson et ou I'on a par définit\dp = J; - J;. Les quantitésdd; sont
donc des réalisations de loi exponentielle.

Le fait que Linfoot (2007) recense 31 pandémiegydepe sur les 420 dernieres
années nous pousse a choisir la vagg%:?A%:/} pour l'intensité du processus de

Poisson puisque pour une loi de Poisson, I'estintade maximum de vraisemblance de
son parametre n’est rien d’autre que sa moyenndrigumg. Si on se placeannées apres le
premier saut (c’est-a-dire én+17), on a alors I'expression suivante (forme disgrete

M. =€ W0 &RA + &%A,+.. ]

T1+T
ou T, représente l'instant du premier saut (de la presrsatastrophe) ek, 'amplitude de
ce saut qui suit une loi exponentielle de paramegtfgnsi, dans le modele, I'impact d’'un
événement catastrophique sur la mortalité aprésnées est donné pd.e™ ou A,
représente le saut initial. Si I'on suppose qu'wen@ment affecte la mortalité sur une

année seulement, c’est-a-dire que I'impact sur datatité au bout d’'une année a diminué
de 99 %, on a la relation :

Ae™ =0.010,
et donck =4,6052.

Pour ajuster paramétriquement la distribution expbelle desA., on va utiliser les
données présentées dans le Tableau 8. Ae<ttant indépendants et identiquement

distribués, on notera dans la sulteCependant, I'excés de mortalité qui est présdatds
ce tableau est un exces multiplicatif sur les tdexmortalité et non additif sur les taux de
hasard instantané comme dans le modele de Baues Rasuite, on note cet exces
multiplicatif e. On recherche donc le lien entreete.On a les relations :

_ —jﬂ(x+s,t+ 9+A &S ds
(1+e)q =1-e°
_é(l_e—;() —jﬂ(x+s,t+s)ds
=l-ec~ e’

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 45/132



K 1- Elt

A= (1-e™) n {1—(1+ e)q } )

avec fqt le taux de mortalité moyen (pondéré en fonctionséue et de I'age) de la

population américaine a la date t, qui ne prendgmasompte I'effet des catastrophes. On
notera g, =(1+ e)~q le taux de mortalité classique qui tient compte datastrophes. Le

probléme maintenant est de déterminer un taux déafité moyen pour les épidémies de
1918-1919, 1957, 1968, 1977 et 2003. Pour ces ejuddrniéres années, nous allons
utiliser les données du site Internet deHaman Mortality Databasejui fournit pour
chaque année comprise entre 1933 et 2005 le naieltéces, I'exposition et la répartition
hommes / femmes par tranche d’age de 5 ans. Paguehranche d’age, on calcule tout
d’abord le taux de déces brut en divisant le nontdwedécés par I'exposition. Puis on
pondére ces taux par la répartition du nombre ®idds par age. Une fois cette
pondération faite pour les hommes et pour les fesns@parément, on calcule un taux
global en pondérant par la répartition hommes hiesde I'année. On obtient :

Année | Taux de mortalité g,
1957 0,955 %
1968 0,964 %
1977 0,859 %
2003 0,837 %

Tableau 9 - Estimation du taux de mortalité pondsarg Etats-Unis

Grace a la formuley, =(1+¢) q et aux données concernant les excés de mortalité d
Tableau 8, on obtient les taux de mortalité « lsatastrophe » suivants :

Année | Taux de mortalité Elt
1957 0,893 %
1968 0,947 %
1977 0,850 %
2003 0,811 %

Tableau 10 - Estimation du taux de mortalité "hcasastrophe" pondéré aux Etats-Unis

Pour la pandémie de 1918-1919, nous sommes coéfantine difficulté. Il est trés
difficile de trouver des données concernant le mende déces, les expositions et la
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composition de la population en 1918. On sait sem@nt que la pandémie de 1918-1919 a
causé le décés de pres de 500 000 personnes dexJata d'apres le site InternBeath
Toll from Disasters, War & AccidentA titre d’information, dans un article pour le
magazine « L'Histoire » (2003), Pierre Darmon estim nombre de déces dus a la grippe
espagnole a 128 000 pour I'année 1918 et a 52 800I/année 1919 en France. D’apres le
Tableau 7 répertoriant les caractéristiques deslgraies survenues entre 1700 et 2000
dans I'étude de Swiss Re, on sait que la surmtrtatiditive sur le taux de mortalité de
I'épidémie de 1918-1919 est évaluée a 0,53 % aatsfinis. Le taux de mortalité « hors
catastrophe » peut raisonnablement étre estim&l204,en 1918 d’aprés plusieurs sources
(National Vital Statistics Reportgpl. 54, no. 20, Aug. 21, 2007 par exemple. Voissa le
graphiqgue donnée en « Annexe 3. Mortalité aux BRiais et en Europe entre 1918 et
1919 »). On trouve dong, en résolvant I'équation :

q =0 +0.53%
On a donc Q4,5 10;0=1,84 %.

On obtient ainsi la valeur du paramétra 'aide de la formule (3) :

Année | Parameétre A

1918-1919 1,0878 %

1957 0,2902 %

1968 0,0792 %

1977 0,0431 %

2003 0,1228 %

Tableau 11 - Valeur du paramete

Nous allons maintenant ajuster ces données auxikpsad’'une loi exponentielle a
déterminer. Pour cela, on doit donc déterminer phaque pandémie a quel quantile elle
correspond. Ces quantiles désignent des quantdeta drraisemblance, c’est-a-dire le
nombre de pandémies pires ou égales a celle coésidéapporté au nombre total de
pandémie. Par exemple, la pandémie de grippe esleagrété la plus grave en 420 ans.
Etant donnée la fréquence annuelle de survenance gfandémie de 7,4 % qui a déja été
calculée précédemment, on arrive a un quantiJrel—é.i=3,2 % (VaR a 31 ans ou

420 0.074
pandémie de période de retour de 31 ans). En ondg la sévérité des autres pandémies,
on détermine ainsi les quantiles suivants :
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Année | Quantile | Paramétre A

1918-1919 32% 1,0878 %

1957 27,4 % 0,2902 %

1968 75,8 % 0,0792 %

1977 100 % 0,0431 %

2003 51,6 % 0,1228 %

Tableau 12 - Quantiles des pandémies

On utilise le logiciel R pour I'ajustement. Voidaiut d’abord la répartition des points
dont on va se servir pour déterminer le parametgra ¢bi exponentielle :

Valeur du paramétre
noos 0008 0010
| |

0.004

0.002
|

0.0 02 04 06 08 1.0

Quantile

Graphique 2 — Valeur du paramétzeen fonction des quantiles de vraisemblance

L’ajustement des données aux quantiles d’'une Ipioegntielle nous fournit une
estimation du parametieégale a 329,5. Voici la courbe ajustée aux données
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Graphique 3 - Valeur du paramétrken fonction des quantiles de vraisemblance avestejnent

On remarque que I'ajustement a une loi exponeatast plutét discutable. A titre de
comparaison, on rappelle ici les résultats trowdass I'article de Bauer et Kramer. Les
auteurs ont utilisé une méme structure de populatiour toutes les pandémies pour
pondérer les taux de mortalité a chaque age. scbaisi la structure de la population
americaine de 1959 puis de 2003. Dans notre afiplican revanche, nous avons utilisé la
structure de la population telle qu’elle I'étaielément lors de chague pandémie prise en
compte, ce qui explique en partie la différenceréssitats. Par exemple, pour pondérer le
taux de mortalité de 1968, nous avons utilisé tiireent la composition de la population
de 1968 et non pas celle de 1959 ou de 2003.

Résultats de Bauer et Kramer
1959 2003 Rappel du r}esultat
trouvé
¢ 317,77 357,31 329,50
1
Moyenne ? 0,003147 0,002799 0,003035

Tableau 13 - Comparaison des résultats

Etant donné les années de survenance des pandéatitieses pour calibrer le
modéle, il est tout a fait logique que la valeur marameétre soit plus proche de celle
trouvée pour une structure de population de 19%89dgucelle trouvée pour une structure de
population de 2003. Ces différences de résultas rmuénent & nous demander quelle
structure de population choisir. Nous en redisamgrdans une prochaine partie. Pour le
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moment, on peut revenir aux aspects réglementaireslculer par exemple le taux de
surmortalité additif pour une pandémie de sévécivnparable a une pandémie qui
surviendrait une fois tous les deux cents ans.rérke I'ajustement exponentiel que nous
avons fait, on calcule facilement le quantile cgpendant. La valeur trouvée pour le
parametreA est de 1,61 %. Afin de comparer cela avec d’aui@sées, nous allons
transformer cette valeur du paraméiren un taux de mortalité additif, toujours a I'aitke

la formule (3). On obtient alors un taux de surmlité additif de 0,32 % pour un taux de
mortalité « hors catastrophe » fixé a 0,848 % (t@enmortalité en France en 2008). Ainsi,
si une pandémie de sévérité comparable a une pamdginsurviendrait une fois tous les
deux cents ans survenait aujourd’hui en Francéad& de mortalité global sur I'année
pourrait étre estimé a 1,168 % (au lieu de 0,848 %)

Cette valeur du taux de surmortalité est assezZélsvl'on se souvient que I'étude
Swiss Re calcule un taux compris entre 0,1 % & %1Elle reste cependant cohérente
avec les résultats d'autres études (cf : TablealC&}i n’est pas étonnant dans la mesure
ou I'étude Swiss Re a appliqué un retraitementiqdi¢r a la pandémie de 1918-1919. En
effet, 'étude suggere de comparer la pandémied8-1919 a une pandémie ayant un

quantile de vraisemblance %%10—0= 0,033 % (VaR a 3000 ans. On rappelle que I'examen

des fréquences historiqgues conduit a une VaR an8) &’argument principal présenté
concerne surtout les évolutions médicales qui ontieu entre 1918 et aujourd’hui qui
réduisent considérablement le risque qu’une parséhnine telle ampleur se reproduise.
Nous allons refaire I'estimation du parametre déoleexponentielle avec cette nouvelle
pondération pour la pandémie de 1918-1919. L'ajnseté des données aux quantiles
d’une loi exponentielle nous fournit une estimattnparametré égale a 714,2. Voici la
courbe ajustée aux données :

0.010
|

0.003
|

)
|
|
|
|
|
|
|

Valeur du paramétre
0.006
l

0.004

0.002
|
/

Quantile

Graphique 4 - Valeur du paramétrken fonction des quantiles de vraisemblance avestejnent
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On peut calculer de nouveau le taux de surmortatiitif pour une pandémie de
sévérité comparable a une pandémie qui surviendnaitfois tous les deux cents ans. A
partir de I'ajustement exponentiel on calcule lamfile correspondant. La valeur trouvée
pour le parameétrA est de 0,742 %. On transforme cette valeur eraux de surmortalité
additif et 'on obtient cette fois-ci 0,158 % poum taux de mortalité « hors catastrophe »
fixé a 0,848 % (taux de mortalité en France en 208Bsi, si une pandémie de sévérité
comparable a une pandémie qui surviendrait uneténis les deux cents ans survenait
aujourd’hui en France, le taux de mortalité global I'année pourrait étre estimé a
1,006 % (au lieu de 0,848 %). Ce taux de surmbdtadist plus cohérent avec ceux
présentés par Swiss Re que le taux calculé précgdetn On remarquera donc que la
détermination d’'un taux de surmortalité est trassgde au poids que I'on attribue a la
pandémie de 1918-1919. Afin de bien mettre cecéwdence, nous présentons dans le
tableau suivant le taux de surmortalité obtenuogictfon du poids accordé a la pandémie
de grippe espagnole :

Période de retour de la pandémie Taux de surmortalité
de 1918-1919 a99,5 %
3 000 ans 0,158 %
750 ans 0,189 %
370 ans 0,210 %
75 ans 0,280 %
37 ans 0,328 %
7,4 ans 0,541 %

Tableau 14 - Taux de surmortalité a 99,5 % en fonatle la fréquence d'apparition de la pandémie de
1918-1919

Dans la suite, nous retiendrons plutét la secormdication avec la valeur du
paramétre de la loi exponentielle égale a 714,2iretaux de surmortalité additif de

0,158 %.

2.2.3.Le calibrage du modeéle : la composante continue

Afin de comprendre l'influence de la composanteudts dans la modélisation, nous
allons estimer la composante continue. Pour calas rallons partir des données du site
Internet de laduman Mortality Databasegui fournit pour chaque année entre 1959 et 2003

aux Etats-Unis des taux de mortalité pour chaqee: ﬁg( X, t’) . A partir de ces taux de

mortalité, on en déduit une approximation de l'msiée de mortalité :
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1
Ulx +0.5.t + 0-%:ﬂ(x’+ 050+ O.)Sgl(xt +s,t+ s) ds
I'(Xr'+5'f+8) ds
0

1
:ll(xt +s,t’+s)/,1(>g+s't+ % ds

1

J’I(xt'+s,t’+ s) ds

0

.

ou | (xt',t') représente I'exposition au risque des individégd'x a la datet’.

Par soucis de simplicité, on posdra 0 pour le 01/07/1959 et on a donc a notre
disposition la valeur des intensitgs(x,,t) pour les agesq 0{0.5,1.5, ..., 100k et les

annéestD{1959.5,1960.5,...,200:}.. Dans la suite, on dira que «l'année 1959.5 »

correspond a la période allant du 01/07/1959 awW630960. On rappelle que si I'on
néglige la composante catastrophe a sauts, l'itéeast de la formeu(x,t) =Y.€%° et

on choisit Y, =1. On a alors u(x,,t)=€**° qui n'est rien d'autre qu'un modéle de
Gompertz. Nous allons donc tout d’abord détermimsrcoefficientsb et c. Nous nous
restreindrons aux ages D{25.5, 26.5, ...,100}5 afin d’éviter que I'évolution particuliére
de la mortalité aux faibles ages n’altére troptireation des parametres d’'un ajustement

de type Gompertz. Pour estimer les coefficientsisnatilisons une régression linéaire du
logarithme des taux de déceés. On obtient les msulsuivants :b=0,0829( et

c =-9,030C. Graphiquement I'ajustement donne :
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Graphique 5 - Ajustement des taux de déces a ude IBompertz (année 1959.5)

Les coefficientsb et ¢ étant indépendants du temps, on a pour chaquee arlaé
relation suivante :

Iog[}:l(x[ t)] —bx - c=log( Y).

On peut alors estimeﬂog(Yt) pour l'annéet comme étant la moyenne des

Iog[,ﬂ(x[,t)}bx— c pour tout x 0{25.5, 26.5, ...,100}5. On trouve alors la forme de

I'ajustement de Gompertz pour toutes les annéeaseRample, si I'on souhaite obtenir
I'ajustement pour 'année 40 (1999.5), on calcolg t’abord :

18 .
exp{%i;5 Iog{,u(l + 0.5,4())}—b(| + O.)S—c} =Y,,= 0,66¢
et on obtient donc facilement I'ajustement :
1(x,40) =Y,, exd bx+ g
et plus généralement :

1(x,t) =Y, exp( bx+ g

Voici ce que I'on obtient graphiquement :
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Graphique 6 - Ajustement des taux de déces a ude IBompertz (année 1999.5)

On remarque que I'ajustement reste trés satisfiapsaur les ages inférieurs a 85 ans
mais que la mortalité est sous-estimée aux agedélee but maintenant est d’estimer les
paramétres de I'équation différentielle suivante :

dY, =a(B-Y) dt-o/ Y dy

Pour cela, on va tout d’abord chercher a obtenisdae temporelle de¥; pour
tD{O,...,4Z} a l'aide de la procédure que nous avons décréedoiemment. On obtient le
graphique suivant :

¥t
09 1.0
\

08
I

07
I

Annee

Graphique 7 - Série temporelle dgs Y
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On sait qu’entre 1959 et 2003, il y a eu deux pan€g « importantes » : la grippe de
Hong-Kong de 1968 et la grippe « Russe » de 197@(eées sur le graphique précédent).
Etant donné que nous souhaitons modéliser a mapgadedémies, celles-ci ne doivent pas
étre prises en compte dans la composante confifawes devons donc supprimer ces deux
pics de notre série temporelle. Pour cela, noamgltemplacer les deux points en question
par le résultat d'une interpolation linéaire enlige deux points encadrant 'année 9 et
I'année 18. Le choix de l'interpolation linéaire fedt naturellement étant donné la forme
linéaire de la série temporelle sur un nombre tédeipoints. On obtient la série ajustée
suivante :

10

03

Yt

08

07

Annee

Graphique 8 - Série temporelle desajustée
A partir de cette série, nous allons pouvoir déteemles coefficients de I'équation
dY =a(B-Y) dt+ a\/? d\) que I'on discrétise a I'aide d’'un schéma d’Euler :

Y.-Y=a(B-Y)+a YN

ou N,, t=0,...,T — 1= 4Z sont des lois normales centrées réduites indépegsl@loi des
accroissements d’'un mouvement brownien standard).

En retravaillant un peu cette équation, on obtient

_ Y _aB
JNt_\/Vt \/Y+O’\/Y \/Y

qui suit une loi normale centrée de variance Les trois premiers moments de cette |oi
sont 0, g® et 0. En prenant les estimateurs empiriques detroés moments, on doit
résoudre le systéme suivant afin de déterminezdémateurs des moments des parametres
a,pfeto:

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 55/132



%(Yﬁf"f J_J =

On trouve les valeurs suivantes pour les estimai@es moments :

a=0,01023833 = 0,0504196, = 0,0105:

Nous allons utiliser ces valeurs comme valeurs éfead pour la détermination des
parametres a l'aide d’'une méthode de maximisat®tadog-vraisemblance. En effet, on
connait la loi deY, ou Y, suit un processus de Cox-Ingersoll-Ross. Cettablaraléatoire

suit une loi du khi-deux décentré aveec —— 'g degrés de liberté et un parametre de non
o’°

centralité égal &r=——2—— (voir par exemple Planchet (2009)). On procéde a |
o
7(eat _1)

da

maximisation de la log-vraisemblance et on obtiestvaleurs suivantes des paramétres :

~EMV

_ o ~ EMV _ ~ 2EMV _
a =3,852% 10° B = 4,9580 10 g = 2,55%0 %

Afin de pouvoir mettre en évidence l'influence decbmposante a sauts, nous allons
estimer de nouveau ces coefficients sans lisss¥rla temporelle ci-dessus, c’est-a-dire en
conservant les deux évenements catastrophiquesfigenOn trouve alors les valeurs
suivantes pour les estimateurs des moindres carrés

0=0,01028243= 0,0528465, = 0,0093¢

puis pour les estimateurs du maximum de vraisensblan

~EMV

_ 9 ~ EMV _ ~ 2EMV _
a =4,305%10° B = 7,8174 10 ¢ = 2,55%0 71

2.2.4.Test du modéle et mise en évidence de I'utilitdadeomposante a
sauts

Maintenant que nous avons en notre possessionlésysarametres estimés, nous
pouvons simuler quelques probabilités de survie ad tester le modele. On rappelle que

'on a une expression «simple » poyr, pf’ qui représente la probabilité pour qu'un
individu d’age x, ent soit encore en vie a la dake
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o _ T o+ 1)+¢ T e ) _A(T-1)
T_tp;)—exp{u(T )+y(T-9) Y& )}exp[ K(l— gl )) —}

(k+1
AL 1 —k(T—1)
exp{ZK+1 Iog{ 1+_ZK( e )}}

ouu etv satisfont les équations différentielles suivampgissont résolues en annexe :

u'(x) = aBv( X) & (0)= 0
V(%) =-1-(a-b) | ><)+%02 V(3 80T g0) =0,

La quantité . _, pﬁ,f) est une variable aléatoire, nous allons donc smplusieurs

réalisations et en prendre la moyenne pour approtespérance de cette variable
aléatoire. Pour pouvoir comparer la quantité olgedirectement avec des courbes de
mortalité par age et par année, on choisetT tels queT —t=1 pour avoir la probabilité
de survie (et donc facilement la probabilité deed@¢dans I'année. En ce qui concerne les

ages, on choisira la plage d’é\gﬁD{ZS.S, 26.5, ...,100}5 étant donné que les coefficients

du modele de Makeham ont été estimés sur cette.plegla signifie qu’en pratique, nous
serons assez limités. En effet, si 'on choisivddeur minimale possible poug,, c'est-a-

dire 25.5 ans (ce qui signifie que le 01/07/195fAdividu en question a 25.5 ans), nous
pourrons obtenir au plus une estimation de la fitib& de survie d’'un individu agé de
100.5 ans au 01/07/2034. Au 01/07/2030, nous posrobtenir des probabilités de survie
pour les individus agés de 96.5 a 100.5 ans et @énsuite. Pour obtenir des plages d’age
plus larges pour ces années, il faudrait prendre=u@ a une date plus récente et refaire le
méme raisonnement que celui que nous avons prégeuntéestimer les parameétres de la
composante continue. Cependant, cela conduirdilisen moins de données pour produire
les estimations.

Afin de vérifier la qualité du modeéle, nous allacmmparer les valeurs prédites des
taux de mortalité de ce modéle aux taux de mattadiellement observés. Pour avoir une
plage d’age assez importante, on choisira I'anriébsdrvation allant du 01/07/1964 au
30/06/1965 afin de pouvoir observer des individggsaentre 30.5 et 100.5 ans. Nous
comparerons ces résultats obtenus aux taux de liéortle I'année 1965. Voici le
graphigue que I'on obtient :
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Graphique 9 - Comparaison taux de déces observibgetiques 1964-1965

On a représenté en noir la courbe correspondaaniddle 1965 et avec des étoiles la
courbe obtenue a l'aide du modele qui intégre lmpmsante catastrophe pour lI'année
d’observation allant du 01/07/1964 au 30/06/1965drAmiere vue, il semblerait que le
modele soit assez proche des taux réels, avecégeeel surestimation pour la tranche
d’age 60-80 ans et une sous-estimation pour lahed’ age 85-100 ans. On peut tracer ces
mémes courbes pour d’autres années :

taux de décés
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| | | |
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Graphique 10 - Comparaison taux de décés obsetvbgeriques 1985-1986
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Graphique 11 - Comparaison taux de décés obsetvbgeriques 1995-1996

Comme nous l'avions déja remarqué, plus on avaanse k& temps, moins le modele
est adapté aux ages élevés. En effet, le modéiatteham n’est pas un modele adéquat
pour rendre compte du phénomene d’orthogonalisaties tables. Afin de mettre en
evidence le réle de la composante catastrophe, altorss regarder de plus pres la tranche
d’age 30-40 ans en revenant a notre premier exepaplel’année 1964-1965 :

taux de décas
0.0025 0.0030 0.0035
| I |

0.0020
|

0.0015
1

30 3z 34 36 38 40

Graphique 12 - Comparaison taux décés observédsetitjues sur la plage d’age 30-40 ans (1964-1965)
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On a toujours en noir la courbe correspondant @néa 1965 et I'on a rajouté en
orange la courbe correspondant a I'année 1964ciads représentent la courbe obtenue a
'aide du modéle sans la composante catastrophe lmnée d’observation allant du
01/07/1964 au 30/06/1965 et les étoiles la couterme a l'aide du modele avec la
composante catastrophe. Ce graphique nous pernsstulver un premier inconvénient :
I'écart entre la courbe incluant la composante tasteophe » et la courbe «hors
catastrophe » est trés faible en comparaison a@eart observé avec les taux réels. En
effet, on calcule un écart relatif de I'ordre d2% entre les taux de déces théoriques avec
et sans la composante catastrophe et un écaif dddtordre de 4,9 % entre les taux de
déces théoriques sans la composante catastropée tatux de déces réellement observés
en 1964.

On rappelle que les données historiques utilisées palculer les paramétres du
modéle couvrent la période 1959-2003. Nous poudons tester les capacités prédictives
du modeéle en simulant des taux de déces pour ldeémllant du 01/07/2005 au
30/06/2006 et comparer les résultats avec lesdHagtivement observés en 2005 :

025
I

020
!

taux de décés

0.05
I

0.00
!

40 50 50 70 80 90 100

&ge

Graphique 13 - Comparaison taux de décés obsetvbgeriques 2005

On a représenté avec une courbe les taux de d&slésmrent observés en 2005. Les
croix représentent les taux de déces théoriqueslaaromposante catastrophe et les étoiles
les taux de déces théoriques avec la composardstrcgthe pour I'année d’observation
allant du 01/07/2005 au 30/06/2006. Ces deux demieomposantes sont trés proches si
bien qu’il est difficile de les distinguer a ceéehelle. On peut les discerner si I'on regarde
de plus pres la tranche d’age 40-50 ans par exemple
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Graphique 14 - Comparaison des taux de déces ofsetthéoriques sur la plage d'age 40-50 ans (R005

Les écarts entre les taux théoriques et réelsesmutre plus marqués pour cette année
d’observation. On calcule un écart relatif de ltlerdle 0,12 % entre les taux de déces
théoriques avec et sans la composante catastropive éxart relatif de I'ordre de 9,1 %
entre les taux de décés théoriques sans la composatastrophe et les taux de déces
réellement observés en 1964.

2.2.5.Critigue du modeéle

Dans ce paragraphe, nous allons dresser un bilan dificultés qu’entraine
I'utilisation d’'un tel modéle.

Commencons tout d’abord par le calibrage de la azapte de base. Pour estimer
les paramétres de la composante de basg(det) a savoirY,.€**°, on s'appuie sur des

données historiques qui incluent nécessairemeréésements catastrophiques. Or ceux-
ci doivent étre exclus puisqu’ils seront estiméasdane composante a part. Un travail
préliminaire doit donc étre fait pour que les évaarts exceptionnels ne perturbent pas
I'estimation des parametres de la série tempor¥lleCe retraitement s’accompagne
nécessairement de deécisions arbitraires pour liassérie temporelley, (dans notre cas

nous avons décidé d'utiliser une interpolationding).

Un autre inconvénient que 'on peut citer résidasdie choix deY, :(Y)t. En effet

en pratique, on n'observe pas de retour vers laemuy dans la série temporele Ceci

pose le probleme du choix de la structure du modeg plus, d’apres une étude de
Luciano (2005), il est acquis que les processuyuke retour vers la moyenne ne rendent
pas correctement compte du phénoméne d’orthogatialisdes tables observé pour les
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générations les plus récentes qui traduit le faét de plus en plus de personnes décédent a
un age élevé.

En ce qui concerne le calibrage de la composarntastcaphe, plusieurs autres
problemes se posent. Tout d’abord, le choix du mendle catastrophes qui sont utilisées
pour calibrer le modéle. Dans notre cas, on asétiting points ce qui est trés peu pour une
estimation. Nous avons d'ailleurs bien remarquélgguement que I'ajustement a une loi
exponentielle est plutét mauvais avec un nombrédiit de points. On ne peut cependant
pas obtenir plus de points par manque de donnédssspandémies antérieures a la grippe
espagnole de 1918-1919.

De plus, comme nous l'avons déja mentionné, Linf¢@d07) répertorie 31
pandémies dans les 420 derniéres années ce quiicande fréquence annuelle de 7,4 %.
On rappelle que dans I'étude Swiss Re que noussapasentée precédemment, 10 a 13
pandémies ont été répertoriées pour les 300 demiannées ce qui conduit a une
fréquence annuelle comprise entre 3 % et 4 %. Tosjpour I'estimation des paramétres,
nous avons d( faire certaines hypotheses assezaads telles comme par exemple
I'hnypothese qu’une catastrophe n’affecte la madatjue pendant une année. Nous avons
aussi soulevé le probléme du choix de la strualer&a population pour choisir le taux de
surmortalité additif. Choisir I'estimation obtenaeec une structure de population de 2003
serait plutdt cohérent compte de tenu de la streata la population actuelle. Mais on peut
aussi penser que choisir une structure de popalagmblable a celle de 1959 serait plus
cohérent avec la structure de la population loradeirvenance d’'une pandémie.

Nous avons aussi observé que le poids accordéiddidie de grippe espagnole de
1918-1919 change considérablement les résultaenabt En effet, I'étude de Swiss Re
propose une période de retour de 3000 ans tandi8guer et Kramer n’appliquent aucun
retraitement particulier a la pandémie de grippeageole et conservent une période de
retour de 31 ans. Le taux de surmortalité passeesaivement de 0,158 % a 0,32 % dans
ces deux cas de figure. Or cette fréquence d'apparne peut étre déterminée avec
certitude puisqu’elle est basée notamment sur gasthéses de progrés médicaux.

Lors de la simulation de taux de mortalité a I'aglemodele, nous avons remarqué
gue l'effet de la composante catastrophe est asglele en comparaison avec l'erreur
commise sur la tendance si bien que l'utilité ddeceomposante peut étre remise en
guestion face au probléme plus important de I'egtiom de la composante de base.

On pourrait proposer de modéliser cette tendanoeedmaniére différente de ce qui
a été fait par Bauer et Kramer, a I'aide d’'un med#t Lee-Carter par exemple. C'est ce
gue nous allons faire dans la partie suivante.

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 62/132



Section 2.3 Amélioration du modéle de Bauer et Kramer : tendane de type
« Lee-Carter »

Dans cette partie, nous allons reprendre l'idéacpale du modéle de Bauer et
Kramer mais allons apporter une légére modificatdmn estimant la tendance par un
modele de Lee-Carter. Cette méthode est classiouedgterminer des taux instantané de
mortalité, nous en rappelons les grandes lignes.

2.3.1.Modéle de Lee-Carter

La modélisation retenue pour le taux instantanédealité est la suivante :

ln luxt = ax +lekt +£xt

ou les £, sont des variables aléatoires qui suivent uneNcéD,az)indépendantes et

identiquement distribuées. Le but est donc d’ajustesérie temporelle du logarithme des
taux instantanés de déces indicée par age le tempd a une structure paramétrique

déterministe a laquelle s’ajoute un phénomeéne @léatNous ne reviendrons pas sur la
question de I'ajustement des parametres du motielecteur intéressé pourra consulter
notamment Planchet et Thérond (2006). Le modéleegeCarter est implicitement décrit

comme étant un modele en temps continu. Cependanis disposons de données
discretes, il convient donc d’adapter le modelaurRela, I’hypothése classique consiste a
dire que la fonction de hasard est constante saguehcarré du diagramme de Lexis afin

d'obtenir la formule simples, =-In(1-q,). Cependant, cette hypothése n'est en
pratique pas Vvérifiée pour les ages élevés. Ndassatlonc décrire le modéle directement
Ot

Xt

en temps discret en utilisant les logits des taendélcésln( j (les logits pour des

taux de mortalité faibles sont trés peu différatesla variableln(,uxt)). On trouve alors

facilement une expression du taux de déceés a l'deléa transformation inverse de la
. - e’

fonction logistiquey —

1+e¥

On part toujours de nos données de la populaticgriaaine observée entre 1959 et
2003. On va utiliser la fonctiotca du packagedemographyde R pour estimer les
parametres du modéle de Lee-Carter. Avant tout edrmpnécédemment, nous devons
supprimer l'effet des pandémies de 1968 et de 18¥&os données afin d’obtenir un
modele «hors catastrophe » auquel on rajouteralgasuite la méme composante
catastrophe que celle que nous avons utiliséeldgremiere version de notre modele. On
utilise toujours une interpolation linéaire entes ltaux encadrant les deux années pour
lesquelles on observe une catastrophe.

On obtient les résultats suivants :
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Graphique 15 - Valeurs de alpha en fonction ded'agr la méthode de Lee-Carter
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Graphique 16 - Valeurs de beta en fonction de Idgela méthode de Lee-Carter

En ce qui concerne la composante tempor(dtllée, il est nécessaire de la modéliser

afin de pouvoir extrapoler les taux futurs. On smppse généralement d’utiliser une simple
régression linéaire de type :

k =at+b+¢
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ou (e‘t) est un bruit blanc gaussien. On obtient alorsaplgque suivant :

40

20

1960 1970 1980 1880 2000 2010 2020

Graphique 17 - Valeurs de k en fonction de I'anpeela méthode de Lee-Carter et extrapolation

La zone en jaune correspond a lintervalle de emtie a 95 %. On remarquera la
tres grande similitude des sérigs du modele de Lee-Carter & du modele de Cox-

Ingersoll-Ross que nous avons traité précédemnieque nous reprenons ici pour
mémoire :
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Graphique 18 - Série temporelle desi¥ modéle de Cox-Ingersoll-Ross

A partir de I'estimation des paramétres, nous pasvalors tester la qualité du
modele en tracant les courbes des taux de mortaét#Friques et observés pour différentes
années d’observation. Ces taux de mortalité th@esigse retrouvent simplement en

utilisant la transformation inverse du Iogiﬂ—_z sur les valeurs estimées par le modéle.
+e

Pour I'année 1985 par exemple, on a le graphigivausu:
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Graphique 19 - Comparaison taux de décés obsetvbgeriques 1985

On a traceé la courbe des taux théoriques. Lespaeptrésentent quant a eux les taux
réels observés en 1985. On remarque que contraitele modele précedent, le
phénomene d’orthogonalisation est bien pris en ¢em@. On peut aussi tracer la
comparaison pour l'année 2005 qui était particaliggnt mauvaise dans le modele
précédent. Pour faire cela ici, on a besoin dealaw des coefficient&, pour les années

postérieures a 2003 qui ont été extrapolés. Owrmide graphique suivant :
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Graphique 20 - Comparaison taux de décés obsetvbgeriques 2005
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Les résultats sont nettement meilleurs que ceuseptés dans le modéle précédent
(cf. Graphique 13) ou le modéle s’écartait notaleletdes valeurs observées a partir de 50
ans. lIci, I'écart ne devient important qu'a partle 85 ans. Pour quantifier cette
amélioration, on peut calculer la déviation entedéces observés et les décés théoriques a
I'aide de la distance classique du khi-deux dassléaix modeéles :

(Dx,t - D;,t)z
D

X,t
ou D,, représente le nombre de déces observés a Kage pour l'anneet et D;,t

représente les déces théoriques. Cette statistigse utilisée ici que comme mesure de
I'écart entre les taux ajustés et les taux bruteaogt comme une statistique de test. La
valeur globale de la déviation pour 'annéest égale a la somme des khi-deux locaux pour
tous les ages. Pour le premier modele, on troueevateur de 39,29 tandis que pour le
second modéle que I'on propose, cette valeur deg8. Cette plus faible valeur de la
déviation confirme le fait que le second modeéelengistux adapté.

Nous allons maintenant ajouter la composante cafdst a la composante continue.
Ici, 'expression du taux de mortalité sera plus@e que ce qui a été fait dans le modéle

. . T
précédent. On part toujours de, p{’ = E[]TX{>T|GJ= E[exp{—jt Ux+s )g)d};( C%

avec G =0{X,,0<s<} et plq t)=ux Y )= Y+ Ici, Y=(Y) =(x,) du

modéele de Lee-Carter et on consefve (I, ), qui suit I'’équation différentielle suivante :
dr, =—«I.dt+dJ.

L'indépendance des deux composantesI” nous permet d’écrire :
= E[exp{ _LT Y, +T sd%| Q}
T T
= E[exp{—jt st%| Q} EEexp{—J-t I, d}s{ (%

Le calcul de la seconde composante est identiceee ui a été fait précédemment.
En ce qui concerne la composante continue, nodseretons I'expression du taux de
déces a partir du logarithme du taux de mortatisgaintané extrapolé a I'aide du modele de
Lee Carter. Comme nous l'avons déja évoqué, oisertd le fait que les logits des taux de
déces sont trées proches des logarithmes des tatanianés de mortalité. Pour nos
applications, on impose I'égalité suivarite-t =1 et on a donc la formule finale suivante :

t) — t)(LeeCarte rt —K A AZ 1 —x
o= -d! '))exp{—7(l—e )_ZK+1} eXE{Z/Hl 'O% FalEe )}
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Comme nous l'avons fait dans le modele précédenys nallons approcher

'espérance de la variables aIéatoiTr_e;p‘Xf) en simulant plusieurs réalisations de cette

variable et en prenant la moyenne de ces réalmsatio

On peut reproduire le Graphique 12 avec ce nounemiele, c’est-a-dire représenter
sur le méme graphique les taux de mortalité obserioriques hors catastrophes et
théoriques avec catastrophe pour 'année 1964 e@ndievidus agés de 30 a 40 ans :
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Graphique 21 - Comparaison des taux de déces oésetthéoriques en 1964 pour les individus agée en
30 et 40 ans

Les ronds correspondent toujours aux données miéatle observées en 1964, la
courbe supérieure rouge aux taux déterminés panddele qui inclut la composante
catastrophe et la courbe inférieure bleue les tdéterminés par le modéle sans la
composante catastrophe.

Cette fois-ci, I'écart observé entre les taux réethéoriques est trés faible et ne rend
donc pas inutile I'utilisation d’'une composanteasatophe.

Les modifications apportées au modeéle initial deeBasur la composante continue
améliorent grandement les qualités du modéle. Gpen bien que la composante
continue ait été améliorée, la composante catdstrgésente quelques faiblesses que
nous avons déja évoqueées. On notera surtout quecgamodele, on ne s’intéresse qu’au
risque de catastrophe provoquée par une pandératee @odélisation ne prend pas en
compte les autres catastrophes naturelles ou dierigumaine. De plus, la composante
catastrophe est indépendante de I'age ce qui efestalité pas raisonnable car méme s'il
est vrai qu'il N’y a aucune raison pour laquellettemblement de terre toucherait plus une
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tranche d’age gqu’'une autre, une pandémie en reeamehouche pas tous les individus de
maniere uniforme en fonction de leur age.

Dans cette partie, nous avons passé en revue les afmroches principales de
modélisation de la surmortalité suite a une pandémapproche épidémiologique se base
plus particulierement sur des études scientifiquearactére médical ou biologique. Elles
font donc intervenir des avis d’experts qui apptrten jugement particulierement précieux
dans le cadre de projections. Cependant, les afsidont trés sensibles aux hypotheses
retenues. Doyle et al. (2005) dans leur étude PINVS, affirment eux-mémes que leur
modeéle épidémiologique a été construit sur un ensemble d’hypothéses dant |
vraisemblance est inconnueet que les résultats sord rendre avec précaution

Les modéles « actuariels » de mortalité stochastapec composante de sauts du
méme genre que Bauer et Kramer accordent plus diitampce aux données historiques.
Nous avons vu que pour que la composante de chbaitde, la tendance doit étre
particulierement bien estimée afin de ne pas rentsmléte cette composante de chocs.
Concernant cette composante, nous avons aussigqeéngue le calibrage est assez peu
robuste étant donné le faible nombre de pandémis fesquelles on dispose de
suffisamment d’informations et la sensibilité désultats au poids accordé a la grippe
espagnole. On rappelle que pour une période darrstpposée de 3000 ans pour la grippe
espagnole (préconisée par Swiss Re), on trouveawn de surmortalité de 0,158 %. En
revanche, si I'on se base sur les fréguences tjaes de survenance des pandémies, la
période de retour de la pandémie de grippe espaglieoll918-1919 est de 31 ans ce qui
conduit a un taux de surmortalité de 0,32 %. Enuieconcerne le choix de modélisation
de la tendance, il est lui aussi délicat. Choisirpmocessus de retour vers la moyenne
comme dans le modele de Bauer et Kramer n’est ggement adapté étant donné que
I'on n’observe pas de retour vers la moyenne desda mortalité en pratique. De maniere
générale, I'utilisation de modéles affines poumast la mortalité est extrémement délicate
(voir par exemple Gourieroux et Monfort (2007)). dadibrage est également difficile dans
la mesure ou les catastrophes doivent étre supgsimiés données d’origine pour estimer
les parametres de la tendance. Dans la présentddoson modeéle lors dMortality
Workshopdu ' février 2008 organisé par AXA, le CREST et la Fatmh du Risque,
Bauer a lui-méme affirmé quedue to high parameter uncertainty it's hard to jedghich
results are “more accurate’ et a invité les acteurs de I'assurance a uneaptin toute
particuliere dans l'interprétation des résultats.

Dans la partie suivante, nous proposerons un majlélévite une majorité de ces
inconvénients et qui permet de prendre en compits liEs types de catastrophes sans se
restreindre aux pandémies.
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PARTIE III :

UNE APPROCHE ORIGINALE : UN MODELE DE LISSAGE A CHOCS

Comme nous I'avons vu dans la partie précédentapproche épidémiologique ou
stochastique de type Bauer souléve beaucoup deultds pour modéliser l'effet des
catastrophes sur la mortalité. Dans cette partiasrallons proposer une autre approche
basée sur des techniques de lissage. Le but dsbuwdesr a partir d’'une surface brute de
mortalité une surface sous-jacente lisse qui eeflévolution « normale » de la mortalité et
une composante supplémentaire qui permet de neféstehocs identifiés sur cette surface.
A partir de cette surface de surmortalité, nousrfms calculer le taux correspondant a
une catastrophe de période de retour de 200 ans.effectuer ce lissage par splines, on
recourra a une modelisation probabiliste qui coradnaturellement a un modéle linéaire
généralisé dont la résolution sera facilitée patilisation de modeles linéaires généralisés
matriciels.
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CHAPITRE 1. LE LISSAGE PAR SPLINES

Dans ce chapitre, nous allons aborder plus enldétitechniques de lissage par
splines. Pour une synthése des méthodes statistigee lissage dans les espaces
fonctionnels, le lecteur intéressé pourra consubesse et Cardot (2001). Et pour une
application a l'estimation de lois pour le maintien arrét de travail, le lecteur peut
également consulter Planchet et Winter (2006).

Lors de I'estimation de taux bruts, on observe id€gularités qui ne refletent pas
exactement le phénomene que I'on souhaite obsetvgui sont dues principalement aux
conditions de I'expérience et aux fluctuations Hatillonnage qui viennent perturber les
résultats. Un lissage permet donc de gommer o&guilarités et de représenter de maniere
plus fidele le phénoméne que I'on souhaite étudier.

Section 1.1 Quelques généralités

L’idée principale d’'un lissage par splines est uségr sur chaque sous intervalle de
la fonction a lisser une fonction simple et de oader ces différentes fonctions sur chaque
sous intervalle en imposant des conditions de egg@laux bornes. En pratique, on utilise
souvent des polyndmes. On aura donc sur chaqueirgenglle des arcs a raccorder aux
points de jonction (appelés aussi « nceuds »). Bopolyndme de degré 3, on veillera a ce
que les raccordements aux points de jonction ceesefa continuité, I'égalité des pentes
et des courbures. Voici différentes fonctions sgdipossibles :

~

Graphique 22 - Fonction spline discontinue au nivelas noeuds

Graphique 23 - Fonction spline continue
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Graphique 24 - Fonction spline de dérivée premgrseconde continues

Nous nous intéresserons dans la suite a ce deagsePrenons I'exemple d’un spline
cubique (polynébme de degré 3) a deux arcs. On sapgoe I'on découpe notre intervalle

initial [%,; %] en deux sous intervallgs,; %] et[x;%,] . Notre but est de trouver le spline

g, qui lisse «le mieux » les taux bruts a notre asgjpon. Pour cela, on suppose oge
s’écrit :

X

:{po(x) % < X< X
p(X) X< X< %

ou p, et p, sont des polyndomes de degré 3. On impose les teamglisuivantes au point
de jonctionx, :

Po (%)= m(x)
d d
&po(xi):&pl(xl)

d? d?
32 Po(%)=7 (%)

On posera doncp,(x)=g+cx+ g%+ g% et p(X)=p(X+¢(x %’ ou
. G, G, G, G sont des coefficients a déterminer. Ces coeffisipeuvent étre déterminés
a l'aide d’un estimateur des moindres carrés p@déous y reviendront par la suite.

Section 1.2 Définition d'un B-spline

Un B-spline est une combinaison de polynémes raésoentre eux d’une maniere
spécifiqgue. Dans le cadre que nous avons présent8-spline sera donc le résultat du
lissage de notre fonction d’origine.

Un B-spline de degré est composé dg+1 polyndmes, chacun de degge On
compte don@ noeuds auxquels se rejoignent les polyndmes es@uohde ces nceuds, les
dérivées successives (jusqu'adel®™j sont continues. Un B-spline est positif sur un
domaine couvert pag+2 nceuds. Partout ailleurs, il est nul. Excepté aomnés de
l'intervalle, un B-spline recouvr@q polyndmes des B-splines voisins. Pourxudonné
différent des nceuds, ormgal B-splines non nuls.
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Prenons un intervalle ayant pour borneg, et x_,, et divisons le em’ intervalles

de méme amplitude a l'aide dé+1l noeuds. Chaque sous intervalle sera donc couvert pa
g+1 B-splines de degrg.

Voici une illustration d’'un B-spline de degré 2 $urtervalle [1; 4] accompagneé de
parties de B-splines voisins ayant pour frontigrenxceud du B-spline principal :

/

1.0

05
I

0.0

Graphique 25 - Exemple de B-spline

On a bien 2 nceuds aux points 2 et 3 et le B-sgigtgositif entre 1 et 4. Pour ¥n
donné différent de 1, 2, 3 ou 4, on a bien 3 Bagglinon nuls. Dans la suite, on exigera de
plus qu’'a chaque nceud, la somme des valeurs getes B-splines qui couvrent ce
nceud soit égale a 1. En dehors des nceuds, cetteespeut-étre différente de 1.

On notera désormaiB, (x; q) la valeur au poink dujéme B-spline de degr§ pour

une répartition équidistante de nceuds. La coumfééigl des donnée@g ; yi) est la
~ n —~
combinaison linéairey(x)=> a B( x g. Lindice de sommation nous permet de relier
j=1

un B-spline & un nceud. Pour le B-spliBg( x; ), on associe le nceuq qui est le point &
partir duquel le B-spline devient non nul.

De Boor (1978) nous donne une formule simple p&uivdr des B-splines :
hY aB(x g=> aB(x al)-2 a B x &l
J J ]

= —Z:AajﬂBj (x; g-1)
J

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 73/132



ouhest la distance entre les nceuddat=a -3 ;.

Pour des dérivées de second ordre, on a la retation
> aB(x 9=20"3B(x a2
] J

avecA’a, =ANa =g -23,+ a_,.

Section 1.3 Pénalités

En pratique, on est confronté au probléme du ctesxnceuds. Un nombre de nceuds
trop important conduirait & un « sur-ajustement a &inverse un nombre de nceuds trop
faible pourrait conduire a un « sous-ajustemer@e>.probléme est difficile a résoudre et
aujourd’hui, aucun algorithme ne permet d’optimigernombre et I'emplacement des
nceuds. O'Sullivan (1986, 1988) propose d'utilisgtialement un tres grand nombre de
nceuds et, afin d’éviter un « sur-ajustement », @nge ['utilisation de pénalités sur la
dérivée seconde afin de restreindre la soupleskeatrirbe ajustée.

Supposons que I'on ait points(>q ; y,) et que I'on souhaite lisser la courbe a I'aide
den B-splines. On déetermine les coefficiergs a I'aide d'un critere des moindres carrés.
La fonction objectif a minimiser est donc :

m

s=$/x-3 2804

i=1

Les pénalités sont directement introduites suptection objectif. O’Sullivan (1986,
1988) propose d’introduire une pénalité du type :

m n 2 Xmax n 2
s=S1y-$a8(af +4] (S ae(} o
i=1 j=1 Xenin j=1

Eilers et Marx (1996) quant a eux proposent denrela forme suivante :

s:i{y—jZ; 3 B( x)}ZMZn (& a)

i=1 j=K+1
ol A* est 'opérateur de différence d’ordte

On retiendra cette derniére forme qui réduit lesatisions du probleme, les faisant
passer den, le nombre d’observations,m le nombre de B-splines. Le parameétraous
permet de garder un contrdle sur le degré de lalp@&non appellera ce paramétre le
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parametre de pénalité. On cherche donc a miniriseraide desa, dans une logique de
lissage par moindres carrés.

Le systéme d’équations du modéle retenu nous cbadaireprésentation matricielle
suivante :

B'y =(B'B+4D,D, )a

ol D, est la représentation matricielle de Il'opératewe différenciation A,

a=(a,....8), Y =(Y-... ¥n) €tles éléments d&sont lesh, = B (X).

La forme de cette représentation n’est pas anodileressemble tres fortement a la
représentation d’'un modéele linéaire généralisé&t@®urquoi on essaye de se ramener a
une modeélisation probabiliste.

Si I'on se place donc dans le cadre d’'un modekalie généralisé, on introduit un

prédicteur linéairer, =» b g et la fonction de lien canoniqug =g(4) ol 4 est
=1

I'espérance dey,. On soustrait la pénalité a la Iog-vraisemblah(::ﬁ; a) pour obtenir la
log-vraisemblance pénalisée :

L=I (y;a)—%jgil(A"aj )2 :

L’'optimisation de L conduit au systéme d’équations suivant écrit sfoume
matricielle :

B'(y-n)=AD\D,a.

On reconnait ici I'écriture matricielle que lI'ontmeuve dans les modeles linéaires
généralisés avec un terme supplémentaire jouadldale pénalité et la matri@&jouant le
réle de la matrice de régressi¥n

Dans le chapitre suivant, nous allons revenir mpient sur les modeles linéaires
généralisés et sur leur résolution avant de présdats avantages de l'utilisation des
modeles linéaires généralisés matriciels.
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CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LES MODELES LINEAIRES ET EXTENSION

Dans ce paragraphe, nous allons présenter quelgppsls concernant les modeles
linéaires généralisés ainsi qu'une variante tréfe W savoir les modeles linéaires
généralisés matriciels.

Section 2.1Le modele linéaire généralise GL M)
Un modele linéaire généralisl(M) est défini par :

- un prédicteur linéairg, =(x;,8) formé a partir des variables explicatives regrespé
dans le vecteuk; et du vecteur des paramet@gpour un individu) ;

- une loi de la famille exponentielle qui sera la tt# la variable répons¥. On
rappelle gu'une densité associée aux parameétrécalisation) ete (dispersion)
appartient a la famille exponentielle si elle si&sous la forme :

f(y)= exp[yy‘—b(y) v ol y,qo)}.

a(¢)

Pour cette famille de loi, on rappelle sans dénratish (voir Saporta et al. (2005))
que I'on a les relations suivanteb'(y; ) = ¢4 = EY etVar(Y)=8(y) a¢) ;

- une fonction lieng, monotone et dérivable telle que =EY, avec la notation
g(/,li) =1, . La fonction de lien donne la forme de la relateire I'espérance de la

variable expliquée et les variables explicativeeciGlonne plus de souplesse au
modele et permet aussi de faciliter le calcul devdaisemblance en choisissant
correctement cette fonction compte tenu de la éopbbabilité qui a été attribuée a
la variable expliquée. Sj, =y, on dit queg est le lien canonique de la loi utilisée.

Les parametres sont ensuite estimés a [laide de lolgvraisemblance

InL = ZI (v,@y;). Dans le cas du lien canonique avge y;, on obtient :
i=1

o, _a on

06, dy 06
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0N _ (i)
Th =0
a6 X D

D’ou les équations de vraisemblance (sous formeicrelle) :
X' (y - p,) =0.
Si I'on ne se situe pas dans le cadre d’un liec&Eue, on obtient :

ol _d, 9y oy o
06, 0y oy on 08

Or:

Et on obtient donc les équations de vraisemblanisgustes :

0.

(- H) 1 o
; Var(Y) 6;_

L’écriture matricielle de ce systeme d’équationsda@&suivante :

on
XW,—(y-n)=
5 o (y H) 0

ou W, est une matrice diagonale avec les éléments ssigantsa diagonale :

\%=(%%IVWCOﬂ

0 . . : 12017, .
et a—n est aussi une matrice diagonale avec les elemcghtsur sa diagonale.

H o

Pour la plupart des modéles linéaires générallsés¢quations qui déterminent les
parametres au sens du maximum de vraisemblancensanlinéaires et les estimateurs
n'ont pas d’autres expressions formulables que cerspiutions de ces équations. Les
logiciels calculent les estimations en utilisant aigorithme itératif pour la résolution
d’équations non linéaires. Cet algorithme est giearent I'algorithme des scores de
Fisher (voir par exemple Lavergne et Trottier (2000
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Le systemeX'\NJa—n(y- p) =0 n’est bien entendu pas linéaire @rfqui intervient
Il
dans ) et peut donc étre résolu par la procédure it@raties scores de Fisher. Cet
algorithme peut étre décrit comme la résolutioraiiée des équations normales :

X'W,(z-X8)=0 (1)

2 (y-n)=x0+ 2 (y-k).

S|
ouz=n ou ou

A 0 fixé, z est considéré comme un nouveau vecteur de donégs,comme une
nouvelle matrice de poids et on reconnait alors dusysteme (1) les équations classiques
des moindres carrés généralisés associées au nbded+ £ ol E(g) = 0. La méthode

d’itération des scores de Fisher procede aux itérst

gl = (XWX )XW ;2
W, o
avecz=X60 +—(y-p )
o

On arréte I'algorithme lorsque I'écart engt™ et g est jugé suffisamment faible.

Enfin, on rappelle que I'on peut étre amené asdililes variances dxo qui
correspondent aux éléments diagonauXdX WX )X .

Section 2.2Le modéle linéaire généralisé matriciel GLAM)

Pour I'étude de certains phénomeénes, les donnésisponibles « naturellement »
sous forme de matrices. Par exemple pour des étlglesanté, on peut avoir a notre
disposition des déclarations de maladie « rang@es année, par age ou par mois dans des
tableaux. Dans le cas de I'étude de la mortalité,aosouvent a notre disposition des
matrices qui contiennent le nombre de décés paetigar année et les expositions par age
et par année. Les modéles linéaires généraliséicimlat permettent de tirer profit de la
structure en tableaux des données. Ce type de enatkdt en réalité rien d’autre qu’un
moyen technique pour résoudre &M et n'apporte pas de nouveauté conceptuelle. Dans
la suite, nous présenterons quelles sont les d¢onslitequises par IBLM pour étre résolu
a l'aide de techniques de type « modele linéaireéggdisé matriciel » ainsi que les
différents aspects techniques qui facilitent laedétnation des coefficients du modéle.
Pour une présentation plus détaillée de ce typenddele, le lecteur intéressé pourra
consulter Currie et al. (2006).

On parlera de modéles linéaires généralisés natridceneralized linear array
model : GLAM lorsque les données sont présentées sous forrabldaux et lorsque la
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matrice du modele (matrice des variables explieatiencore appelée matrice de
régression) peut-étre écrite comme un produit dm&ecker. On rappelle que le produit de
Kronecker de deux matrice8 {de dimensiormx n etB de dimensionpx q) s'écrit (voir

Rotella et al. (1995)) :

AOB=| : . @ |
ayB---a,B

Ce type de modele est particulierement adaptée [@lissage multidimensionnel.
D’un point de vue computationnel, il permet ause utilisation réduite de la mémoire de
I'ordinateur et est beaucoup plus rapide que laluéisn duGLM pour des modeles ayant
un nombre élevé de parameétres et d’observations.

Afin de se familiariser avec ces concepts, noumalbétailler le cas de la dimension
1 et de la dimension 2.

2.2.1.Le cas unidimensionnel

On se place toujours dans le méme cadre que leslesolinéaires généralisés avec
la donnée d’un prédicteur linéaire, d’'une loi defdaille exponentielle pour la variable
expliquée et d’'une fonction de lien.

On soulignera tout d’abord le fait gqu'u®LAM unidimensionnel n’est pas
exactement la méme chose qu@aM ordinaire bien que ces deux modeles partagent le
méme objectif, a savoir estimer la fonction linéakKe (transformation d’'un vecteur a
'aide d’'une unique matrice). On notera cependasuixddifférences importantes : la
matrice de poidsW; dans leGLM devient un vecteur de poids dans |leGLAM et les
calculs de X (XWX )'lX' et de X'W X sont simplifiés et peuvent se réduire a la
transformation d’'un vecteur par une matrice unidaes leGLAM. Etablissons I'écriture
alternative deX'W X . Soit X =(x,,...,X.) une matrice de dimensiamx c etw le vecteur

de poids qui correspond aux elements diagonau¥gele (j,k) me glément deX'W, X
est donné par :

ou l'opérateurl] désigne le produit élément par €lément. L’élén(ecr]]ﬂ]xk) correspond

au produit des colonngset k de X. Par soucis de simplicité, nous allons introdwire
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nouvel opérateur qui effectue cette opération quesrappellerons le tenseur colonne. Le
tenseur colonne d’'une matrigepossédant colonnes est défini de la maniére suivante :

G(X)=(xDO1)O1 0X)

ou 1 est un vecteur de 1 de IonguecurG(X) posséde donc? colonnes et le méme

a, a, algj

nombre de lignes quk¥. A titre d’exemple, si I'on prend la matridel :( ,
8y 8y Ap3

alors :
G(M):(aﬁ 8,8, B &, 48, Ay, By AAy alzaf
a221 a22a'21 a23a21 éZZ a'21a'22 a‘23a22 é23 a'21a'23 aZZaI

En d’autres termes, cet opérateur multiplie deweax toutes les colonnes de la
matrice d’origine.

Ainsi, on a facilement I'expression suivante d'apiecalcul (1) :
XWX, cxc= G(X )'w ,Cx1 (2

('opérateur = signifie que les membres de gauche et de droitdesnmémes éléments

mais ont des dimensions différentes). Le vect@L(D()'w n‘est en réalité rien d’autre
gu’un empilement des colonnes H&N ;X .

Dans la suite, on utilisera souvent la notatiarn= Vec(M ) le vecteur des données
associé a la matridd. Ce vecteur est de dimensiors nn, et la premiére dimension de
M varie plus rapidement que la seconde. A titre ebeple, si 'on a la matricé/

suivante :
(an 2, amj
8y 8y, B
avecn =2 etn, =3, le vecteurm' correspond au vecteur suivant :

m' =(a, a, a, a,, 8, a,).

U

Dans notre cas, d’aprés l'identité (2), on a dodgalité Vec(X'W, X )=G(X )w .

Enfin, on terminera par le calcul des variances . On introduit le vecteur
~ ~ -1
SH :Var(e) = ( X’Wﬁx) , €x c. On obtient alors le résultat suivant de manigrglaire a

ce qui a éteé fait pour I'équation (2) :
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diag[Var(Xﬁ)J = diag(XS,, X') -
=G(X)s

oll s=Vec(S,), cx 1.

2.2.2.Le cas bidimensionnel

Désormais, on ne s’intéressera plus qu’a la dino@ngi Plus précisément, on nite
la matrice de dimensiom, xn,dans laquelle sont rangées les données (et on note

y :Vec(Y) son équivalent vectoriel) & la matrice du modéle qui peut s’écrire sous la
forme d’un produit de Kronecker :

X=X,0X,

oll la matriceX, correspond & la matrice deif4°variable. Cette matrice est de dimension
n x¢. On considére donc WBLM poury avec la matrice de régressign
On introduit aussi la matrice des coefficie@sde dimensiorz, xc,, 8 =Vec(©) le

vecteur des coefficients correspondant de dimengigx1 et une matrice de poid§.

Une identité classique du produit de Kronecker npeisnet d’écrire le prédicteur
linéaire de notre modele linéaire généralisé matric

X, ©X},,nxn,=(X,0X )8, nnx1l (4)

La forme simplifiée du premier membre de cette i&gah deux propriétés
intéressantes. Tout d’abord, elle nous épargnaltailcdu produit de Kronecker et donc de
la matrice X qui peut avoir des dimensions trés importantesuxigenement, si I'on
suppose que nos deux matricéset X, sont de dimensioh0®x 10, le calcul du membre

de droite conduit a effectu&0™ multiplications tandis que le calcul du membregdache

conduit & effectued®® multiplications. De maniére générale, cette forcriture du
produit de Kronecker permet d’optimiser le tempgaleul.

Comme nous I'avons vu dans le paragraphe préc@denta résolution des modeéles
linéaires généralisés classiques, la solution @evér a I'aide d’évaluations itératives de
I'algorithme du score :

XW X8 =XW ,z

ou le tilde représente une solution approximativie l&e chapeau une meilleure
approximation.
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Calculons tout d’abord la quantité'W X avecW la matrice de dimension, x n,
telle quew = Vec(W) =diag(W,).

Ainsi :
(X, 0X,) W, (X ,0X ), cexce,= GK YW &K ), éx &
En effet :
(X, 0X,) W, (X,0X ) =G ,0X Jw d'aprés I'équation (2)

=(G(X,)0 G(Xl))'w les colonnes d&(X , 0X ;)  sont effectiveme

les mémes que celles &{X,)0G(X,) ma
dans un ordre différent

=G (Xl)' WG(X,) d'aprés l'équation (4)

Enfin, les variances sont calculées en utilisantvéasion bidimensionnelle de
I'équation (3) :

diag[Var(X@)} = diag(XS, X'), npx1

= G(Xl)SG(XZ)' , nxn,

A -1
ou les éléments de la matricsm=(X’W8X) , GG, X CC, sont réorganisés dans une

matrice S, cZx ¢, (nous ne reviendrons pas en détail sur la récsgtian de la matric8
qui alourdirait cette présentation. Pour plus dait consulter Currie (2006)).

Cette présentation des modelé&AM a bien mis en évidence I'utilité de cette
méthode de résolution deSLM pour des modeles avec un nombre important de
paramétres et de données. En effet, dans une pratifiie de lissage, |€3LM requiérent
des capacités de stockage trés élevées ainsi dqalaps de calcul important. L'idée
principale d’'unGLAM consiste en l'utilisation de processus margindtrx.effet, puisque
la matrice de régression s'écrit comme le prodwgt Kronecker de deux matrices
marginalesX, et X,, la matrice de régression n'est pas stockée comame unGLM

puisqu’unGLAM travaille avecX; et X, séparement.

Voyons maintenant dans le chapitre suivant un aspkers pratique des notions
théoriques que nous avons présentées dans ceprdeniers chapitres
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CHAPITRE 3. APPLICATION AU LISSAGE D 'UNE COURBE ET D’ UNE SURFACE DE
MORTALITE

Dans cette partie, nous allons appliquer la théprésentée a des données réelles
pour lisser une courbe et une surface de mortalité.

Section 3.1 Présentation des données

Les données que nous allons utiliser pour cettécapipn ont été obtenues sur le site
internet de laHuman Mortality Databaseui référence pour de nombreux pays le nombre
de déces, de naissance, I'exposition au risqusruature démographique de la population
et bien d’autres indicateurs utiles pour des étugemortalité. On choisi de s’intéresser a
la population francaise observée entre 1816 et po06 des individus agés de 0 & 110 ans.
On ne s’intéresse qu’'a la population des civilsrene tient pas compte des militaires. Les
données sont issues de publications officielles fEsuannées postérieures a 1900. Pour les
années antérieures a 1900, les données ont étgerées principalement a partir d’'une
étude du démographe Jean Bourgeois-Pichat (19B¥pldtion générale de la population
francaise depuis le XVAI™ siécle ». Les données ont été adaptées en fondgon
I'évolution des frontiéres francaises au cours elmgds (Savoie, Alsace-Lorraine) et une
correction a été apportée pour les « faux mortn@sdividus nés vivants mais décédés
avant la déclaration de naissance) entre 18997&.19

Section 3.2 L utilisation de P-splines unidimensionnels

Nous avons a notre disposition dans deux matriégstinctes les expositions au
risque et les nombre de décés par age (en ligngaetannée (en colonne). Nous
appellerons ces matrices respectivementet Y chacune de dimensiom,xn, . On

supposera que les années et les ages sont classidne croissant dans les vectenyset
X

y
Appliquons la théorie des P-splines (B-splines pgés) unidimensionnels que nous
avons présentée dans le chapitre précédent. Garg'sse aux données correspondantes au
nombre de déces a 23 ans. On suppose que lesaeddes®xpositions sont regroupés dans
deux vecteurs ete de longueum, . Nous pouvons déja tracer le logarithme des tautsb

o)
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log(taux bruts)

ﬁ%m%mbo L

T T T T
18350 1900

Annes

Graphique 26 - Log des taux bruts pour les indigide 23 ans

Nous

allons donc essayer d’estimer la tendancdieégu I'aide de B-splines. Pour

cela, nous devons tout d’abord définir une basd3dplines pour la régression. Nous
choisirons des B-splines cubiques.

Nous placons des nceuds a la valeur minimale etmadeide I'axe des abscisses (ici
1816 et 2006). Nous choisissons ensuite de pl&@uffes noeuds équidistants entre eux
pour obtenir un total de 60 nceuds,:=60. La base de B-splines est alors de la forme

suivante :

base Bspline

0z 03 04 05 0B 07

0.1

0.0

Graphique 27 - Base de B-splines cubiques

On noteB,... B, cette base de B-splines cubiques. On note enByite. matrice de

régression ou I'élémentK) correspond a la valeur du B-spli8 évalué au

de X,
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Afin de se placer dans le cadre d’un modéle limégénéralisé, on supposera que les
nombres de décabsont une distribution poissonnienne de moyeefi& out est le taux
de mortalité. Si I'on suppose de plus queexp®B,0), alors nous avons un modeéle

linéaire généralisé de variablds de matrice de régressids, , de variable offsetoge

(une variable offset est une variable qui sertrartan modéle si la variable a expliquer
dépend linéairement de cette variable offset) avecerreur de type Poisson et un lien log.
Le modele de type Poisson a été choisi car c'dst gai est couramment utilisé pour des
modeles de comptage (ici comptage du nombre desjdcerégression est effectuée sous
R a l'aide de la commandgim (sous la formegim(matrice_deces~matrice_regression-
1,family=quasipoisson,offset=log(matrice_exposij)pnOn a alors le résultat suivant :

logitaux bruts)

T T T I
1850 1800 1950 2000

Année

Graphique 28 - Résultat de la régression avec Bispl

Nous allons maintenant utiliser des P-splines @éiméduire la souplesse de la courbe
ajustée c'est-a-dire que nous allons introduire p@ealité dans la log-vraisemblance du
modéle. Cette pénalité sera une pénalité de semroine basée sur les différences finies des
coefficients de B-splines adjacents :

(6,-26,+6,)+..+(8

C

2 C
2=20,_,+6,) =0D,D,0

Comme nous l'avons déja évoqué, nous introduisangarametrel devant cette
pénalité qui permet de garder un contrdle sur fejié.

Nous allons appliquer cette pénalité au cas prétémeec un coefficiend =1 (le
choix optimal du paramétren’est pas encore opéré dans cet exemple. On tailfaur
d’autres applications des critéres de décisiongets|’AIC ou le BIC). On obtient alors le
résultat suivant a l'aide de la commandam du packagemgcv (sous la forme
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gam(matrice_deces ~ matrice regression - 1, fam#ly quasipoisson, offset =
log(matrice_exposition), paraPen = list(matrice_regsion=list(lambda*DtD))) :

=T
i

logitausx bruts)

1850 1900 1950 2000

Année

Graphique 29 - Résultat de la régression avec Hispl

On remarque que dans ce cas, l'introduction d’'uéeaité a permis de réduire le
caractere erratique du premier lissage pour legéempostérieures a 1945. Pour les années
antérieures, I'introduction d’une pénalité n’a bisiment pas eu beaucoup d’impact sur le
premier lissage effectué.

Les coefficients estimés se retrouvent en procé&l#iatgorithme pénalisé des scores
sur les équations :

(B,W,B, +P)6 =B, W,z

avecP=A DD, , A, le parametre de pénalitd/, la matrice diagonale des poids avec les
éléments diag(fi) = diag(eDexp(Byé)) sur sa diagonale etz =B 0+W,'(d-fi).
Comme nous l'avons déja mentionné, le tilde repr&sene solution approchée et le
chapeau une solution améliorée.

Section 3.3 L utilisation de P-splines bidimensionnels

Pour une présentation générale des techniquesssiagé bidimensionnel avec P-
splines, le lecteur intéressé pourra consulter 8uei al. (2002).

Le Graphique 27 ci-dessus présente une base dénBsspubigues selon les années.
De la méme maniére, nous pouvons créer une tadke d®lon les ages.
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La matrice de regression pour les ages est nBtéeles matricesB, et B, sont

appelées matrices de régression marginales. Lacendt régression qui correspond au cas
bidimensionnel est par définition le produit de Kecker des matrices de régression
marginales B =B, I B, de dimensiom,n, x c,c, . Un B-spline bidimensionnel de la base

prend donc la forme suivante :

A |
o \ JERA
NN _h‘i"i‘t‘\‘%""l;.-_#"{':‘\'li\:i;r,:,:‘l“‘: A

AN

!

ALY
f'fl'l‘ ":\‘\\I}I !

A

I
§Qﬂﬁﬁl
'.‘\\\"..‘,‘“:'.t

1900

Graphigue 30 — Un B-spline de la base bidimensitiane

De maniere identigue a ce qui a été fait précéderhnom peut supposer que le
nombre de deceg, al'agei 'annégj suit une loi de Poisson de moyenye= g z; . Nous
notons VedE) et VeclY) les vecteurs des expositions et des décés. Onitdégdbnc un
modele linéaire généralisé matriciel sur la vagatdec{y) avec la matrice de régression
B =B, UB,, la variable offset log VeH), le lien log et des erreurs de Poisson. A chaque

B-spline de la base bidimensionnelle correspond aoefficient de régression
6,,1<i<c,, 1< j<c,. Ces coefficients peuvent étre mis dans une nea®icLe vecteur

des coefficients de régression sera alors fct&/ec(®).

Le modele linéaire généralisé matriciel pour ce e®avec la matrice de régression
B=B,UB, est:

logM = logE +B @B/
ou M = EY . Cela découle immédiatement de l'identité que reuss déja évoquée :

a

B,©B,=(B,0B,)8

Pour éviter que la surface obtenue soit trop euati on peut la aussi pénaliser les
lignes et les colonnes de la matrice des coeffisiele régressior® =Vec(@©) avec la

matrice de pénalité :

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 87/132



P=Al, OD,D,+ADD Ol .

ou D,, 4,, D, et A, sontles matrices de différence et les parameleesontrdle de la
pénalité pour les ages et les années respectivement

Les parametres de pénalité sont déterminés en msaniinle critere BIC. On rappelle
que le critere BIC est calculé de la maniére sue&van

BIC = Deviancer TxIn( n

ou Deviance est l'expression classique de la déviance dansGuM (a savoir

Deviance= 2><(In L-1In I) ou L correspond a la vraisemblance du modele saturé) et

correspond a la dimension effective du modéle ¢@léupartir de la trace de la matrice
~ -1 ~
chapeauH =B, (B)W,B, +P) B{W,.

En pratique, nous allons nous intéresser toujol@sn@&me population francaise que
nous avons présentée précédemment. Nous avonseadiggosition les expositions et le

nombre de décées par age et par année sous fortabldau. On peut tout d’abord tracer la
surface des taux bruts de mortalité :

0.8

S\iel ®nel
L]
(8]

=
NS

02

100

1850

Graphique 31 - Surface des taux bruts de mortelité-rance entre 1816 et 2006 (20-100 ans)

Afin d’avoir une vision plus précise du caractématque de cette surface, on peut se
focaliser sur la tranche d’age des 20-70 :
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Graphigque 32 - Surface des taux bruts de mortalité-rance entre 1816 et 2006 (20-70 ans)

On observe sans surprise des pics de mortalité [Esurannées 1945 et 1918
(conséquence des deux guerres mondiales et dad&mpé de grippe espagnole de 1918)
et aussi un pic particulierement marqué en 187&r(gudranco-allemande).

Nous allons maintenant appliquer la théorie d8tAM et des P-splines
bidimensionnels afin de lisser cette surface. Bapte formalisme que nous avons
développé précédemment, nous allons devoir :

- placer des nceuds pour les B-splines (nous chomsssn intervalle entre chaque
nceud de 5 ans a la fois pour les ages et les adiobservation) ;

- construire les matrices marginalBs et B, , leurs tenseurs colonne et la matrice de
régressionB=B, B, ;

- construire les matrices de différenciatiby et D, et la matrice de penalité ;

- optimiser le choix des parametres de pénalitéet A, a l'aide d’une minimisation
du critére BIC ;

- résoudre l'algorithme des scores de Fisher avegdemmeétres de pénalité déterminés
précédemment (I'initialisation des coefficients régression se fera un résolvant un

modéle linéaire simple gaussien non pénaliﬁ)]::(X'X)'lx‘Y ). On choisi un
seuil de tolérance dB0™® et un nombre d'itérations maximal de 20.

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA . - L
WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 89/132



Le lissage donne le résultat suivant :

=
[a7]

s8Ss|| XNE)
o
I

0.2

100

Graphique 33 - Surface des taux de mortalité ligséErance entre 1816 et 2006 (20-100 ans)

Si I'on se concentre sur la plage d’age des 20A8) @n a la surface lissée suivante

S
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gesS}L}(ﬂe‘l
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Graphique 34 - Surface des taux de mortalité ligseErance entre 1816 et 2006 (20-70 ans)
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Le critére BIC vaut alor88IC =383400,: et les parametres de pénalité=3,4432
et A, =0,001.

Malgré le lissage, on repére toujours des chocsngurefléetent pas exactement
I'évolution « normale » de la mortalité. Le but manant sera donc de déterminer dans
une composante a part l'effet de ces chocs. Leslesdinéaires généralisés matriciels
peuvent étre étendus aux modeéles linéaires gésésativec des composantes additives.
C’est ce que nous allons faire par la suite emdhtisant une composante de chocs additive
sous la forme d’un modeéle linéaire généralisé miatradditif.
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CHAPITRE 4. LISSAGE D'UNE SURFACE DE MORTALITE AVEC COMPOSANTE DE
CHOCS

Dans ce dernier chapitre, nous allons isoler damesaomposante spécifique I'effet
des chocs sur la mortalité. La détermination déeecatrface de surmortalité sera ensuite
extrapolée et utilisée pour calculer des quandiles,5 %.

Section 4.1 Mise en ceuvre

Dans cette partie, on se propose de lisser lacgutfa mortalité brute en essayant de
mettre en évidence les chocs dans une composgraegeeéOn va donc utiliser un modeéle
linéaire généralisé additif pénalisé avec deux amsaptes. La premiere composante
utilisera la matrice de régression définie précédent a I'aide du produit de Kronecker :
B=B, 0B, et de la matrice de pénali@=A,l. UD,D,+AD D Ol afin dobtenir
une premiere surface lissée. En ce qui conceroengosante supplémentaire de chocs, on
va introduire une seconde matrice de régressiongeite composante :

ou B,, de dimensiom, x c,, est une autre matrice de régression de B-sptioesles ages.

Cette seconde base permettra de lisser des cquuheshaque année selon I'axe des ages.
On choisira un nombre de noeuds assez faible aérieguchocs repérés soient trés lisses
(c, =11 par exemple).

Ce modele additif a donc un prédicteur linéairéad®rme :

[==)

Iog(VeC(l\/l)) = |09( Vec(E))+(By DBa)9+(I n, DE?a)

Nous introduisons une nouvelle pénalité sur ledfictents de la composante de
chocs :

P=Al, Ol =Al,..

S

La matrice de pénalité compléete est donc la matli@gonale par blocs suivante :

P O
0 P)
Nous avons donc maintenant spécifié @hM additif pénalisé avec la variable
Vec(Y), des erreurs de type Poisson, un lien log, leiged linéaire et la matrice de

régression donnée ci-dessus. Les dimensions dulépmeb sont cette fois-ci trés
consequentes puisque l'on @n =51x191= 974 observations 1f, =51 car on ne
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s'intéresse qu'a la plage d'age des 20-70 ansf.ef+cn =13x41+ 1k 19F 263

variables de régression. Un modéle de t@eAM est donc particulierement adapté ici
pour réduire le temps de résolution des équatibpsend la forme suivante :

logM = logE +B @B, +B .0

ou 6, c,xn, et ®, c,xc, sont les matrices des coefficients de régressies .avantages

du GLAM sont ici particulierement flagrants. A titre d’emple, le calcul de(lny DE?a)ﬁ

2
nSc,

multiplications alors que

a

requiert le stockage en mémoire (dﬁy Déa)é ainsi quen
le calcul deB,® ne nécessite pas le stockage en mémoirélgeﬂéa)ﬁ et requiert

seulementn,n c; multiplications. Le gain n’est pas négligeablespuie I'on va utiliser une

centaine d’années d’observatiop =191.

La encore, nous allons devoir :

- placer des nceuds pour les B-splines (nous chomsssn intervalle entre chaque
nceud de 5 ans a la fois pour les ages et les aditdes®rvation et un intervalle de 5
ans également pour les chocs entre les années) ;

- construire les matrices marginal&,, B, et B,, leurs tenseurs colonne et les

matrices de régressid®=B, 0B, etl, OB, ;
- construire les matrices de différenciatiby et D, et la matrice de pénalité ;

- optimiser le choix des parametres de pénalil¢ A, et A, a laide d'une

minimisation du critére BIC 89 = (X'X)'1XY

- résoudre I'algorithme des scores de Fisher avepdesmmétres de lissage déterminés
précédemment (l'initialisation des coefficients régression se fera un résolvant un

modéle linéaire simple gaussien non pénali&)]::(X'X)'lx‘Y ). On choisi un

seuil de tolérance dE0® et un nombre d'itérations maximal de 20.

Avant tout, on notera que si I'on choigj =3,4432 et A, =0,001avec A, =10, on
obtient BIC =383400,., c'est-a-dire le méme résultat que celui que raxmns trouvé
dans le paragraphe précédent. En d’autres terrals signifie que plus le coefficient,
est grand, plus la pénalité sur la composante desclst importante et par conséquent le
modéle avec la composante de chocs séparée déginblent au modeéle précédent sans

composante de chocs. On souhaite désormais déarileamparameétres de pénalité a I'aide
d’'une minimisation du critére BIC. Malgré I'utilisan d’'un modeleGLAM, I'optimisation

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA

WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité Page 93/132



du critere BIC ne peut pas étre effectuée dangmpg raisonnable (une journée de calcul
n'a pas été suffisante). Nous choisissons donc lgomnmoment des coefficients de maniére
arbitraire a savoirl, =10, A, =500 et A, =800 ce qui conduit a uBIC = 40070, 7-.

On obtient la surface lissée sans chocs suivantecanoulant simplement
exp(Ba@B’y) ;

ot
[

500D SUES 595S!| XNEY

=
=

70

1850

20
Graphique 35 - Surface des taux lissée sans chocs

De la méme maniere, on obtient la surface de clmogkiplicative suivante en
calculantexp(éaé) :
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Graphique 36 - Surface de surmortalité multipligati

On en déduit alors facilement une surface de cleanortalité additifs
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Graphique 37 - Surface de surmortalité additive

On a donc a notre disposition des taux de surnitér{@hais aussi de sous-mortalité)
pour tous les ages et pour toutes les années. Amsiexemple, on repére que la
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surmortalité additive dépasse 0,5 % pour les iddisiagés de 25 ans pour les années 1855
(guerre de Crimée a laquelle s’ajoute une épidémeiecholéra), 1871 (guerre franco-
allemande et répression de la Commune de Parid8 {n de la Premiere Guerre
Mondiale et pandémie de grippe espagnole) et 14dd la Seconde Guerre Mondiale).

Comme nous l'avons évoqué précédemment, I'optimoisatu critere BIC n’a pas pu
étre réalisée dans un temps raisonnable avec adgadbnnées. Nous allons donc nous
restreindre a I'observation des individus agés@a 20 ans pour des années allant de 1900
a 2005 et non plus de 1816 a 2006. Les 106 anni&elon conserve constituent une plage
temporelle qui reste assez importante pour poyvaiduire des résultats robustes. Cette
fois-ci, I'optimisation du critére BIC est réaliséa un temps acceptable et on obtient les
coefficients suivantsl, =8,08, A, =0,036 et A =11258 ce qui conduit a un
BIC =21529,1Z On obtient cette fois-ci la surface de mortaditévante :

5955l XN
000 SUB‘?: : %
=

S
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Graphique 38 - Surface des taux lissée sans chocs

ainsi que la surface de surmortalité additive :
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Graphique 39 - Surface de surmortalité additive

On observe cette fois-ci plus clairement une soogatité additive trés prononcée

apres la guerre de 1914-1918. Ceci peut s’expligaeie fait que la pandémie de 1918 a
entrainé le déces des individus les plus faiblegietpar conséquent les individus les plus
robustes ont représenté une large majorité au didsuannées 1920, entrainant ainsi cette
sous-mortalité. On remarquera aussi de manierediasete un pic de mortalité chez les

60-70 ans en 2003. On peut penser que ce pic triaduague de chaleur qui a eu lieu en
France cette année et qui a entrainé le décesisl@@ll5 000 personnes

Section 4.2 Extrapolation de la surface de mortalité et détermmation d’un
guantile extréme

A partir de cette surface de mortalité lissée samscs, on peut procéder a son
extrapolation. En effet, la matrice des coefficeeft contient dans ses colonnes les
coefficients qui traduisent 'effet « age » et daes lignes les coefficients qui traduisent
I'effet « année ». Pour un age donné, on peut di@erminer un vecteur de coefficients
qui correspondra aux coefficients « année » pourage. La premiere idée est donc
d’extrapoler ces coefficients « année » pour chages Dans chaque vecteur année (qui

correspond a une ligne d&), nous avonsc, points (soit 22 points). Voici la forme de
quelques séries de coefficients « année » pougeifixe
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coefficients année

Graphique 40 - Coefficients "année" pour les indlid ages de 40 ans

coefficients annee

Graphique 41 - Coefficients "année" pour les indiag agés de 70 ans

4.5

-50

55

-0

-28

230

B

38 36 34

40

T
1900

T
1920

1540

1960

Annee

1980

2000

I
1500

I
1920

I
1840

I
1980

Annee

I
1980

I
2000

Au vu de ces graphigues, il est plutét raisonnaleleconsidérer que les coefficients
« année » évoluent linéairement en fonction deel'®pur chaque age, nous allons donc

estimer les coefficients d’'un modéle linéaire sienghli typed* =at+b+¢.

Une fois la régression effectuée pour tous les,algest possible de projeter la valeur
des coefficients pour des années postérieures@m Z0obtient donc alors facilement une
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surface lissée sans chocs a l'aide de la fornmﬂa(Ba(9"‘““"‘"""'3513'y agra”‘“j ou @O
représente la matric® contenant en plus les coefficients extrapolés (oal®nne

z . - 7 7. N di z
supplémentaire pour une année extrapolée supplairenet ot B**" représente la
matrice de régression marginds avec un nombre de colonnes supplémentaires égal au
nombre de colonnes qui ont été rajoutées dans lacea@®®**, On veille a bien
respecter les anciennes caractéristiques de laceake régression marginale notamment

en ce qui concerne I'espacement des nceuds. Lasuttamortalité lissée sans chocs et
extrapolée prend la forme suivante (la surface &xétrapolée jusqu’a I'année 2035) :

=

500 gues 595Sl| xn%

190020

Graphique 42 - Surface de mortalité sans chocsagxiée jusqu'en 2035

Regardons de plus pres quelques résultats. Lesedsnque nous avons utilisées
s’arrétant en 2005, on peut tester la surface paliéa pour 'année 2006 et la comparer
aux données reéelles. On peut aussi rajouter ldtaégue I'on obtiendrait pour 'année

2006 a l'aide d'un modele de Lee-Carter ajustélesimnnées 1900-2005 et extrapolé lui
aussi en 2006. Voici les résultats obtenus :
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Graphique 43 - Comparaison des taux réels, obtewes Lee-Carter et obtenus a l'aide de la surface
extrapolée pour 2006

On a représenté avec une ligne les taux de déeksmént observeés, avec des croix
les taux obtenus a l'aide d'un modéle de Lee-Cateavec des ronds les taux obtenus a
I'aide de la surface extrapolée. Ce graphique nednitn que les taux obtenus a partir de la
surface extrapolée sont plus proches des taux g@elseux obtenus a I'aide du modele de
Lee-Carter.

Notre but maintenant est d’extrapoler la surfaceli®s que nous avons identifiée.
L'idée est legerement différente de ce que nousiavait pour I'extrapolation précédente
puisque I'objectif n'est plus seulement d’extrapdke surface mais aussi de calculer des
quantiles. En effet ici, nous allons ajuster pduaque age la série des coefficients de la
composante de choc a une loi paramétrique connmue fdis I'ajustement opéré, il suffira
de simuler cette loi pour simuler un coefficienpat conséquent un choc annuel en termes
de taux de mortalité. Voici a titre d’exemple laisé@les coefficients de la composante de
choc pour les individus agés de 40 ans :
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Graphique 44 - Coefficients de choc en fonctiofiaienée d'observation pour les individus agés dad®

Plus la valeur du coefficient est élevée, plushieccest important. On notera donc les

S

mortalité aprés la Premiére Guerre Mondiale a lbgugous avons déja proposé une

explication.

On a I'histogramme correspondant pour la répartities coefficients :

Frequency

25

20

15

10

1

l

[1 1

|
-0.2

-0.

1

|
0.0

| | | |
0.1 0z 03 04

Coefficients

Graphique 45 - Histogramme des coefficients de goar les individus agés de 40 ans

On rappelle que I'on a 11 séries de coefficientseffet, nous avons choisi 11 nceuds
pour les ages sur la plage d’age 20-70 ans. Chaopueal est espacé par 5 années. Nous
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allons donc devoir ajuster 11 séries de donnéesesAgvoir effectué plusieurs essais avec
une trentaine de lois a l'aide de l'utilitaire EBgy(édité par MathWave Technologies
http://www.mathwave.con)/ on peut raisonnablement penser que pour ce tgpe
distribution, les lois qui conviendront le mieuxnsda loi normale, la loi logistique et la loi
de Cauchy (les fonctions de densité de ces loi$ smppelées en « Annexe 4. Lois
utilisées »). Nous allons expliquer de maniére itié¢ales étapes de I'ajustement pour la
série gue nous avons présentée ci-dessus. Padlix lastres séries, les graphiques détaillés
sont présentés en «Annexe 5. Deétails des ajustemgaramétriques ». Voici la
représentation graphique obtenue pour ces trassdpiés estimation des parametres par

maximum de vraisemblance :
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Graphique 46 - Histogramme et densités théoriques

On a représenté avec une ligne la distribution atemavec des pointillés la
distribution de Cauchy et avec des petits poirgtil&distribution logistique. Nous pouvons
maintenant tracer les QQ-plots pour les trois idbistions que nous envisageons :
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Graphique 48 - QQ-plot distribution normale
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Graphique 49 - QQ-plot distribution logistique

Il sembleraita priori que la loi logistique ne soit pas finalement tigsh adaptée aux
données. Entre la loi normale et la loi de Cauchkejte derniére est celle qui présente les
meilleurs résultats d’alignement des points du Q@-fn va maintenant utiliser un test
d’ajustement du khi-deux pour vérifier ces résalt@est seul test d’ajustement que I'on
peut utiliser puisque nous avons estimé les coeffis de la distribution). La variable de
décision est la variable qui prend la valeur :

ou lesC, correspondent aux effectifs theoriques de la elass lesO correspondent aux

effectifs réellement observés de la clasdesk classes sont déterminées de telle sorte que
chaque classe contienne au moins 5 observationtesBnles hypothéses suivantes :

- H, : ladistribution observée est conforme a la ttigtron théorique choisie ;
- H, : ladistribution observée est difféerente de Erdhution théorique.

Sous I'hypothéseH,, la variable de décision suit une loi gd a k-1-r degrés de

liberté our est le nombre de paramétres estimés de la lofithéon On calcule ensuite pa
valeur du test et on utilise la regle suivantesi g est lap-valeur d’une observation sous
I'nypothése H,, on obtient un test de seuit par la regle de rejet: «rejet dd,

= p<a »». Dans la suite, on choisita=5 %.
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On obtient alors les résultats suivants :

Valeur du khi-deux p-valeur

Cauchy 7,14 0,9889

Normale 64,77 3,39.10
Logistique 29,98 0,03765

Tableau 15 - Résultats du test d'adéquation dudkiix

La loi de Cauchy est donc clairement la loi la phaaptée a cette série. Ceci est
particulierement appréciable dans la mesure ou ip&s trois lois que nous avons
retenues, la loi de Cauchy est celle qui a I'indleequeue le plus élevé, ce qui va dans le
sens de la prudence lorsque nous aurons a caldesequantiles a 99,5 %. En ce qui
concerne les autres seéries de coefficients (dentdsultats sont reportés en « Annexe 5.
Détails des ajustements paramétriques »), on @# fa remarque suivante : la loi de
probabilité des coefficients n'est pas indépenddetdage (et donc de la série) que I'on
considéere. On note en effet que la structure defficents change en fonction de I'age.
Pour les séries allant de 1 a 7 (c’est-a-dire pesidges allant de 20 a 50 ans), la meilleure
distribution ajustée est la distribution de Caucbynme nous I'avons vu dans I'exemple
précédent. A partir de la série 8 et jusqu’'a léesét (pour des ages allant de 55 a 70 ans),
la meilleure distribution ajustée devient la dlattion logistique. Comme nous I'avons
évoqué, la loi logistique est une loi a queue faradis que la loi de Cauchy est une loi a
gueue épaisse. Cette évolution de la distributesabefficients de chocs avec I'age traduit
donc le fait que I'amplitude relative d’'un choc erpée en taux de décés décroit avec
I'age. Nous pouvons remarquer cela si I'on tracewtggeenne des amplitudes relatives d’'un
choc que nous avons déterminées au travers denfposante de choc pour chaque age :
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Graphique 50 - Moyenne des amplitudes relativesctiess par age (en taux de déces)

En d’autres termes, cela signifie que les persoteseplus agées sont relativement
moins touchées par les chocs que les personnptuegeunes. Etant donnée la différence
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de niveau de mortalité « normale », le profil d'ditople absolue moyenne d’un choc est
légerement différent :

—

o

L]

@ o0

— I} e}

@ o

o o

= L e

S = o ]

2 = 5
&

= o

@ o

2z

g o o

ey

[ L =)

= = |

= & ©

T ™

o o

= o

[

3 o

g o © o o°
&

o O o o

= o] =]

o o o

@ o

® 2, o

o) o

T & #0000 e

= T ) o

= b o [s}

S = Cog0

=

I | | | | | |

20 30 40 a0 60 70
Ages

Graphique 51 - Moyenne des amplitudes absolueshitEs par 4ge (en taux de déces)

Maintenant que nous avons pu déterminer les digioibs les plus adéquates et
estimé les coefficients de ces distributions, nalims pouvoir simuler des coefficients et
ainsi extrapoler la surface de choc. De manierdan a ce qui a éte fait pour la tendance,
pour obtenir une surface de surmortalité / soudatit#, il suffit de calculer la quantité

exp(Baéex”ap"'és) ol @ représente la matric® contenant en plus les coefficients
simulés pour chaque age (une colonne supplémenf@irg une année simulée
supplémentaire) et oéa représente la matrice de régression non modifi@éesurface de

surmortalité multiplicative simulée prend la formseivante (la surface a été simulée
jusqu’a I'année 2035) :

GUETTE Vivien — Mémoire ISFA . . L Page
WINTER & ASSOCiés La prise en compte des catastrophes dans la matiélisde la mortalité 106/132



aoBlns
o

p1lOWLUNS 8P

—

05

aAE AN Al

190020

Graphique 52 - Surface de surmortalité multiplivatsimulée entre 2005 et 2035

Plagcons nous maintenant dans un contexte assuravée pour objectif de calculer
un taux de surmortalité additif correspondant &lioc de sévérité comparable a un choc
qui interviendrait une fois tous les deux cents @nsntile & 99,5 %). Avant tout, il est
important de signaler qu’avec nos données précésienbus avons pris en compte tous les
chocs qui sont survenus dans lhistoire francaisputs 1900. Du point de vue d'un
assureur, tous les événements causant des cheostrygas assurables. C’est notamment le
cas des guerres que nous avons prises en compt r#ne étude précédente.
L'importance de ces pics nous suggere de plussgddivent avoir une grande influence

dans l'estimation des parametres des distributides coefficients de chocs. Pour la
détermination d’'un quantile a 99,5 % dans un cdeteikassurance, il convient donc de
travailler sur des données n’incluant pas les déassaux deux guerres mondiales.

Il est trés difficile de déterminer le nombre deilsi tués directement par la guerre.
C’est pourquoi au lieu de travailler sur des dosnde déces et d’expositions modifiées,
nous travaillerons directement sur le retraitentd coefficients de choc. Pour ce faire,
nous imposerons pour les quatre premiéres annéés Bieemiére Guerre Mondiale des
coefficients de choc nuls (on conserve les coeffits de choc déterminés pour les années
1918 et 1919 qui prennent majoritairement en corgtgippe espagnole de 1918-1919).
De méme, pour les sept années de la Seconde Qvendiale, nous imposerons des
coefficients de choc nuls. Apres ces retraitemamspplique de nouveau la méthodologie

présentée ci-dessus pour estimer les parametresoidede distribution auxquelles on
ajuste les coefficients.
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Désormais, il est possible de déterminer pour ohadistribution ajustée aux
coefficients retraités un quantile a 99,5 %. Leffacient de choc calculé de cette maniéere
correspondra donc au coefficient de choc d’'unestatphe de sévérité comparable a un
évenement qui surviendrait une fois tous les 2@0 dne fois ces coefficients calculés, on
les réinjecte dans la matrice des coefficientstie @fin d’obtenir des taux de surmortalité
multiplicatifs puis additifs. Dans notre cas, pdannée 2005, on détermine les taux de
surmortalité additifs suivants par age :

Taux de Taux de
surmortalité additif surmortalité additif

20 0,125% 46 0,341%
21 0,136% 47 0,352%
22 0,144% 48 0,352%
23 0,148% 49 0,339%
24 0,151% 50 0,314%
25 0,152% 51 0,282%
26 0,152% 52 0,249%
27 0,152% 53 0,220%
28 0,152% 54 0,200%
29 0,153% 55 0,195%
30 0,154% 56 0,209%
31 0,155% 57 0,243%
32 0,158% 58 0,293%
33 0,161% 59 0,357%
34 0,165% 60 0,427%
35 0,170% 61 0,492%
36 0,177% 62 0,540%
37 0,184% 63 0,559%
38 0,193% 64 0,550%
39 0,204% 65 0,519%
40 0,218% 66 0,473%
41 0,234% 67 0,417%
42 0,254% 68 0,356%
43 0,277% 69 0,299%
44 0,301% 70 0,251%
45 0,323%

Tableau 16 - Taux de surmortalité additifs pouralmoc de période de retour de 200 ans

Pour obtenir un taux de surmortalité additif moyem,peut pondérer ces taux par la
composition de la population réelle en 2005 (siternet de 'INSEE). On obtient alors un
taux moyen de surmortalité additif de I'ordre d@52 %. Ce résultat est tout a fait
cohérent avec les études déja menées auparavafibrourappelle que les taux de
surmortalité déterminés sont compris entre 0,1 St %.

On peut faire la méme chose pour I'année 2009. @kp cette fois-ci, les données
utilisées s’arrétant en 2005, il est nécessairatatcat d’extrapoler la tendance comme
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nous l'avons déja fait précédemment et de récupgareomposition de la population en
2009 (toujours dans la catégorie «bilan démogrpghy du site de I'INSEE). En

pondérant de nouveau les taux de surmortalité gamhtenus a I'aide de la composition
de la population, on trouve cette fois-ci un taesdrmortalité moyen de 0,251 %.

Section 4.3 Avantages et inconvénients

Dans cette section, nous allons passer en revuavlegages et les difficultés qui
découlent de I'utilisation de cette méthode.

Tout d’abord, on peut noter que ce modele permegbrdadre en compte tous les
chocs qui sont survenus dans I'histoire d’'un p@gmtrairement aux autres modeéles, nous
ne nous sommes pas restreints au risque de pandéarame nous avons pu le noter, le
choc de 2003 suite a la vague de chaleur a bierpi$éen compte et utilisé pour
déterminer la surface de surmortalité.

On peut également souligner que l'utilisation despkhes pour le lissage est
particulierement appréciable dans la mesure caffilent une flexibilité qui permet de bien
prendre en compte toute les subtilités des doni@ada.a pour conséquence une meilleure
estimation de la tendance comme nous avons pukater.

Le fait que I'on isole a part une composante decshmermet d’'une part de mieux
identifier la tendance et d’autre part d’obteniewsurface de surmortalité sur laquelle on
peut se baser pour introduire une dose de chohérente » pour les chocs futurs.

D’un point de vue du retraitement des donnéese gattthode est aussi beaucoup
plus avantageuse que les précédentes dans la noesamis n'avons pas eu a effacer les
chocs de nos données pour estimer correctemeahdtance. Les seuls retraitements que
nous avons faits concernent la « suppression >deles guerres mondiales pour calculer
des quantiles a 99,5 %. Pour cela, nous avons anguit remplacé les coefficients de
chocs de ces années par des coefficients de chtscs n

Cette méthode présente néanmoins deux inconvéni€ats d’abord nous avons
remargué que la détermination des parametres dditggmeut étre trés lourde en termes de
temps de calcul malgré I'utilisation d&&.AM. Nous avons donc di restreindre notre plage
d’age et d’années pour obtenir des résultats etemnps raisonnable. Si I'on utilise du
matériel informatique plus adapté aux gros calcakst, inconvénient peut toutefois
rapidement disparaitre. Le second inconvénienteédans le fait que nous n’avons pas
introduit d’avis d’experts sur la survenance d'pa@démie comme le font d’autres études.
Cependant, si un assureur souhaite adapter ce enaadelparticularités de son portefeuille
pour déterminer un quantile a 99,5 %, il peut jaawerle choix de la queue de distribution.
Ainsi par exemple, s’il estime que le modele neas assez prudent pour les individus
agés de 30 ans dans son portefeuille, il peut chdesmodifier la queue de distribution de
la distribution de Cauchy qui a été déterminée pme distribution ayant un indice de
gueue plus élevé.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons dressé un panoranmsgde catastrophe en assurance
de personnes et avons présenté des techniquetat@les pour modéliser des chocs de
mortalité.

Nous avons vu que les risques qui pésent sur ldweaine sont nombreux et en
pleine mutation. lls peuvent potentiellement fadévier de maniere significative la
mortalité anticipée et entrainer des flux de capitaes importants. D’apres Charpentier
(2002), «l faudrait au secteur de I'assurance plusieursaities de milliards de dollars de
fonds propres supplémentaires pour offrir une couve totale de ces risques Face a de
tels risques, la réassurance traditionnelle n'offes de couverture satisfaisante. Elle ne
prend dailleurs généralement pas le risque d'@sune pandémie. Les assureurs ne
doivent donc pas négliger ces risques et s’intéreds plus pres a la prise en compte du
risque catastrophe dans leurs modéles (d’apresidbdnf2008), 15 % des acteurs du
marché de I'assurance ne possedent pas de cowveatiastrophe).

D’un point de vue réglementaire et normatif, la gjin de la prise en compte des
catastrophes est encore loin d’étre résolue. Las étglementaires C8 et C9 sont parfois
difficilement complétés par les assureurs qui somtfrontés a des probléemes pratiques de
simulation des effets d’'une pandémie sur leur pewibe par exemple. Dans le cadre du
projet Solvabilité 2, nous avons également mis\ede@ice les incohérences qui existent
actuellement dans le QIS4 entre les différenteadi@s qui présentent un sous-module
catastrophe pour le calcul de la formule stand@ahcernant le modeéle interne, aucune
orientation précise n'a été donnée pour l'instamtla maniére de prendre en compte les
catastrophes dans les modeles.

Deux types d’approches principales peuvent étriindisés pour modéliser des chocs
de mortalité. Nous avons tout d’abord abordé le damd’approche épidémiologique en
regardant plus en détails I'étude de Swiss Re @gdadge nettement des autres études
existantes en remettant en cause le poids accoal§rgppe espagnole de 1918. Ce type
d’approche se fonde en majorité sur des avis dixpgui conduisent a des jeux
d’hypothéses qui ne sont pas totalement transgaegnauxquels sont tres sensibles les
résultats. Si 'on souhaite accorder plus d'impocgaux événements passes pour calibrer
un modele, on se tournera alors vers une approeltuarielle » basée sur des modeéles de
mortalité stochastique. L’examen du modele de Baudframer met en évidence d’'une
part le fait que la tendance doit avant tout éameiqulierement bien estimée pour que
I'utilisation d’une composante catastrophe soifeutt d'autre part les difficultés de
calibrage du modele. En effet, le calibrage detmance doit se baser sur des données qui
ne tiennent pas compte des chocs alors que ceusant obligatoirement présents ce qui
nécessite un retraitement délicat et souvent hagarde plus, concernant la composante
catastrophe, le calibrage ne s’effectue que sulgges points ce qui n’est pas suffisant
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pour produire des résultats robustes. Nous avoaleragnt observé que les résultats sont
particulierement sensibles au poids accordé a ilg@respagnole de 1918. Selon les
différentes hypotheses retenues (période de reiiumée entre 31 ans et 3000 ans), le taux
de surmortalité a 99,5 % que nous avons détermani& entre 0,321 % et 0,158 %. On
reprochera également aux deux approches que nous anvisagées qu’elles ne prennent
en compte que le risque de pandémie et ne tiepasntompte des autres risques.

Devant le manque de transparence des études épldgmues et la difficulté de
mise en ceuvre et de calibrage des modeles de irtostaichastique, I'objectif du mémoire
a également été de proposer une approche origilealmodélisation de la surmortalité.
L’approche proposée se base sur des techniquéssdge par P-splines et l'utilisation des
modeles linéaires généralisés matriciels. L'utiia de P-splines pour le lissage a pour
avantage d’introduire une plus grande flexibilignd la modélisation de la tendance. Les
modeles généralisés matriciels quant a eux pemetie résoudre des modeles linéaires
généralisés classiques ayant des propriétés dantesi(données sous forme de matrice et
matrice de régression s’écrivant comme un produiKibnecker) de maniére plus efficace
et rapide avec un grand nombre de parametres. d iggt d’identifier dans deux
composantes séparées une surface de mortalit§jdisaet le role de la tendance et une
surface de surmortalité. La tendance ainsi déteyengtonne de tres bons résultats et son
extrapolation reste trés simple et se base surtrdipalation des coefficients qui
correspondent a cette composante. La détermindtiore surface de surmortalité a part
entiere est également d’'un grand intérét. Gracemadeéle, elle se fait relativement
facilement sans se baser sur des jeux d’hypothesmtisuliers. Les coefficients de chocs
peuvent également étre utilisés a des fins d’egtatijon et de calcul de quantiles. Pour
cela, I'approche retenue consiste a ajuster suquehaérie de coefficient de choc une
distribution paramétrique a partir de laquelle n@asivons simuler des réalisations et
calculer des quantiles a 99,5 %. Pour des agesremire 20 et 50 ans, une loi a queue
épaisse a été retenue (loi de Cauchy) tandis quiele® individus plus agés, la loi retenue
est une loi a queue fine (loi logistique). L'utditon de ce modéle appliqué aux données
frangaises conduit & déterminer un taux de suriitértde I'ordre de 0,25 % pour une
catastrophe ayant une période de retour de deuts @s, soit un nombre de déces
supplémentaire de pres de 160 000. Ce taux de siaitéoest cohérent dans la mesure ou
les études existantes tablent sur un taux comptie 8,1 % et 0,61 %.

Méme si ce modele présente des défauts et n'‘edepalsis complet existant, il a
pour mérite d'étre assez transparent, de prod@iserésultats robustes et de proposer une
méthode relativement simple a appliquer avec uibregle qui ne se base pas sur des
retraitements de données et des hypothéses diksut&n pourrait également envisager
d’appliquer ce modéle a d’autres champs de l'a@t@our calculer des taux d’incidence
d’arrét de travail ou des taux d’hospitalisation.
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ANNEXES

ANNEXE 1. CALCUL DU TAUX DE SURVIE DU MODELE DE BAUER

Gt}: E[exr{—fﬂ(#r S >§)d}5{ G} avec

G =0{X,,0< s< ¥ et u(x,t) = u(x,Y,I )= Y.8°+T .

On part de T—tpg)zE[lrng

Y =(Y), etr =(r,), suivent les équations différentielles suivantes :
dY =a(B-Y) dt-o[Y dyetdr, =-«T dt+d]

L'indépendance des deux composanetI” nous permet d’écrire :
o= efouf-f o b

-on| Jve el o donf {7, 4 4

Intéressons-nous tout d’abord au second membrsu@pose qu’il peut s’écrire :

[ ] oo 47 €.
o] [ st 47 )

=f(t,r,)
ol U etV sont deux fonctions quelconques telles §{i8) = 0=(0).

Une application du lemme d'ltd pour les processusaat conduit a I'équation
suivante :

df (1) = f(t,rt){—rt (1+0(T= 0+ T- Jx) - U( T- yy{v(T—_t))D dt- dM

¢-v(T-t
ot (M, ), est une martingale. Puisqlfe(t,rt) devrait &tre aussi une martingale, on annule
t

la partie endt de I'équation précédente pour obtenir le systéldguations différentielles
suivant :
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En remplacant cette expression dans la premiératiéguet en calculant l'intégrale,
on a alors :

G(x) = Ax |, TA¢ Iog{1+i(1— e‘”)}.

ck+1l ¢k+1 CK

On s’intéresse maintenant au premier membre euppase la aussi que I'on peut
écrire :

E[exp{—ﬂ\gé)(’“s)”d}s| Q}: ex;{—j; y by e (}s [Eexp%—f R }qist}G
:exp{—ﬁ\@é}(’wsﬁcd% exr{ (T )+ ¢ F )tth@J”)”}

oll u et v sont deux fonctions quelconques telles qu@)=0=v(0). La aussi, une
application du lemme d’lté nous conduit au systehéguations différentielles suivant :

u'(x)=apv( ¥ 8%, 0)=0
VX =-1-(a- ) +2 ot () BT g0)= 0

Au final, on obtient bien :
fi)ec r (T AT -t
S =exp{u(T— )+ y(T- 9 Y& } exp[—?( - t))— ( )}

(k+1
Ad 1 (T1)
exp{(/ﬁL:L Iog{ 1+_ZK( e )}}
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ANNEXE 2. RESOLUTION D’ UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE DE RICCATI

Ce sont des équations du type :
y'=a+by+ cy

ou a, b et ¢ sont des fonctions qui peuvent dégetielrx. Dans le cas du modeéle de Bauer
gue nous avons présenté, on rappelle que I'on &aguation de la forme :

VX =-1-(a- b)) +2 0ot ( ) & g0)= 0
ou encore :

0

v'=-1-(a-b)v+ KV ¥, \(0)
avecq(x) = e™.

En utilisant le changement de variablg(x) = Kv( X d ¥, on supprime déja le
coefficient devant le carré

w'=w - Kg-aw w0) =0

. . . z .
puis en utilisant le changement de variabble —— on obtient :
z

z"+az- Kgz=0, £0)= 0.

Cette derniére équation n’est pas une équatioardiitielle linéaire et il n’existe pas
de méthode pour trouver une solution a cette éguaiependant, si I'on peut trouver une
solution particuliere, alors la méthode de variatde la constante nous donnera une
solution générale. Aucune solution particuliéredénte ne fonctionnant, on choisit de faire

I'approximation €™ =1+0(1) qui est justifiée par le fait queest petit et que (c’est-a-
dire T-t dans le cadre de notre modeéle) prendra seuleeertleurs 1 ou 2.

On obtient donc I'équation simplifiée suivante :
z"+az- Kz=0, £0)=0
qui a pour équation caractéristiq¥e +a X - K=0.

Les racines réelles de cette équation sont :

_—a-vJa*+4K - -a+vVa’+4K

r - )
! 2 2 2
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et les solutions sont donc de la forme :
z(X) =y& +ué.

La solution de notre équation eisera donc :

X

T S € N 7 0 L s
( ) KZ(X) q()a Ke—bx(yélx +,Ué2x)’ (0) 0.

On rappelle que I'on avait aussi I'équation suieamtie I'on doit résoudre :
u'(x)=apv( ) 8%, 0)=0

ou encore :

X

'(X) __ZO'ﬂ ye

-2 + ur,e” ’ u(O) -0

yerlx + ,Uézx

que I'on résout facilement :

u(x)=—252ﬁln(yélx+/,1éx), 0) =0.

A l'aide des conditions initiales(0) = 0, u( 0) = 0, on obtient le systéme suivant :

{ﬂ+y=1
yr+r, =0

qui conduit & :

n-r,

et qui acheve donc la résolution du systeme d’éoyuat
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ANNEXE 3. MORTALITE AUX ETATS-UNIS ET EN EUROPE ENTRE 1918ET 1919

ANNEXE 4.L OIS UTILISEES

Nous rappelons ici pour mémoire les densités etld@saines de définition des trois
lois que nous avons évoquées pour I'ajustementaefficients de choc :

Loi normale:

/\/(,u, 02) de parametreg/ IR et 0%>0:

I SR O C507)
f(X)_a 2ﬂexp 5o pourxdR
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Loi de Cauchy (ou loi de Lorentz)

Cauchy( lo¢ scalf de paramétrelocOR et scale>0 :

1
x—loc)
rxscalex| 1+
scale

Cette loi a pour particularité de n’admettre aumoment.

f(x)=

pour xR

Loi logistique:

Logistique lo¢ scalg de paramétrelbcOR et scale>0 :

x—loc
exp —
scale

x—loc
scalex| 1+ expg —
scale

f(x)=

> pour xR

ANNEXE 5. DETAILS DES AJUSTEMENTS PARAMETRIQUES

Dans cette Annexe, on reprend tous les résultatajistements paramétriques pour
les 11 séries de coefficients de chocs. Lorsqu@®@plots mettent en évidence des points
tres éloignés de la droite, ceux-ci ont été enlele$a classe a laquelle ils appartiennent
afin de ne pas fausser les résultats du test desqient du khi-deux.
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