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Résumé

MOTS-CLÉS : Table de mortalité prospective, risque d’estimation, risque
de tendance, modèle relationnel, méthodes non-paramétriques, outils de
validation.

Dans l’optique de la mise en place de Solvabilité II, les assureurs sont
tenus d’évaluer leurs risques et leurs engagements de la manière la plus
précise possible. Dans le domaine de l’assurance-vie, la qualité des tables de
mortalité est un paramètre incontournable et elle ne doit pas être remise
en question. Pour cela et depuis 1993, les compagnies d’assurance ont la
possibilité de construire leurs propres tables, adaptées à leurs portefeuilles
d’assurés. La méthode de construction est laissée libre, ainsi nous proposons
et développons au cours de ce mémoire une méthode relationnelle originale
s’appuyant sur des modèles non-paramétriques pour le lissage des taux bruts.
Cette démarche a pour but de conserver une bonne fiabilité dans le cadre
de petits échantillons.

Cette méthode originale s’effectue en plusieurs étapes. Dans un premier
temps, à partir des données, on calcule les taux bruts de mortalité, sans dis-
tinction des années. Ces taux sont ensuite mis en relation avec les taux d’une
année d’une table de référence prospective choisie avec précaution. Contrai-
rement aux démarches habituelles, c’est cette relation que nous proposons
ensuite de lisser par différentes méthodes non-paramétriques et non directe-
ment les taux bruts. Cette étape a pour intérêt de profiter des informations
transmises par la table de référence. L’étape qui suit consiste à prolonger
la courbe lissée jusqu’à 130 ans à l’aide de méthodes de fermeture de tables
classiques. Enfin, la construction se termine par la projection sur plusieurs
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années des taux lissés en appliquant directement l’évolution utilisée par la
table de référence prospective.

Cette démarche relativement simple présente le mérite de limiter au
maximum le risque de modèle, tout en proposant des résultats très accep-
tables. Néanmoins, cette méthode a pour principale contrainte l’introduction
de trois paramètres exogènes : un paramètre de lissage, une fonction de poids
et une table de mortalité prospective de référence. La seconde partie de ce
mémoire a pour objet la validation de la table ainsi construite. Il y sera
décrit l’ensemble des risques sous-jacents à la construction d’une table de
mortalité prospective, avec notamment le risque d’estimation et le risque de
tendance. Les tests de validation que l’on propose par la suite analyse de
façon complémentaire les différents aspects de la table. Enfin, le présent mé-
moire se termine par une application de l’ensemble des concepts développés
au cours de la partie théorique.

3



Abstract

KEYWORDS : Prospective life table, estimation risk, trend risk, relational
model, non-parametric methods, tools for validation.

In order to set up Solvency II, insurers must assess their risks and com-
mitments as precisely as possible. In the life insurance field, life table quality
is an essential parameter that can’t be debated. Therefore, since 1993, insu-
rance companies can build their own life tables, best suited to their insured
porfolio. The building method is free, thus we propose and develop in this
thesis an original relational approach based on non-parametric models for
crude rate smoothing. This approach aim is to preserve a good reliability
within the framework of small samples.

That innovative approach is done in several stages. At first, from the
data, we calculate mortality crude rates, without distinction of years. After,
this rates are related with reference rates of the optimal year, extract from
the reference prospective life table, carefully chosen. Contrary to the usual
initiatives, it’s this relation which we suggest to smooth by various non-
parametric methods and not immediatly on crude rates. This stage have for
interest to take advantage of the informations submitted by the reference
table. The Last stage consist in extending the curve smoothed until 120
years by using classic closing methods.

This fairly easy method enables to limit as much as possible the mo-
del risk, adding to giving very acceptable results. However, this approach
imposes the introduction of three exogenous parameters : a smoothing para-
meter, a weight function and a reference prospective life table. The second
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part of this thesis concerns the validation of the table built. It will des-
cribe all the underlying risks in the prospective life table, in particular the
model risk and the trend risk. The validation tests we suggest afterwards
analyze complementarily the various aspects of the table. Lastly, the hereby
thesis ends with an application of all the concepts approached during the
theoretical part.
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Synthèse

De tout temps, il a été nécessaire aux assureurs d’estimer leurs risques
pour adapter une bonne tarification ainsi que pour le calcul de leurs enga-
gements. Sur ce point, les tables de mortalité sont particulièrement utiles.
Depuis 1993, le code des Assurances, avec l’article A335-1 [1] autorise les
compagnies d’assurance à développer leurs propres tables pour les adapter
à leurs données. Cette approche est encouragée par la réforme européenne
Solvabilité II qui impose des calculs best-estimate (c’est-à-dire de la façon la
plus réaliste possible). Il est donc nécessaire pour les assureurs de construire
des tables d’expérience prospectives de manière fiable.

1. Construction d’une table de mortalité prospec-
tive relationnel à l’aide d’outils non-paramétriques

La littérature actuarielle a proposé de multiples méthodes pour appro-
cher la mortalité réelle d’un portefeuille d’assurés, en évoluant et se per-
fectionnant au fil du temps. Il est aujourd’hui aisé de calculer des taux de
mortalité bruts, notamment avec les méthodes de Hoem et de Kaplan-Meier.
La difficulté réside plutôt dans le lissage de ces taux pour obtenir une table
réaliste, faiblement impactée par la volatilité des taux bruts issus des don-
nées. La présente étude propose une méthode originale mêlant l’utilisation
d’un modèle relationnel avec un lissage non-paramétrique, ayant pour ob-
jectif de conserver une bonne fiablilité dans le cadre de faibles échantillons.
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1.1 Les modèles relationnels classiques

Au cours de cette étude, il est donc présenté une démarche s’appuyant sur
l’utilisation d’une table de mortalité de référence prospective, en l’occurrence
la table "INSEE 2007-2060". Pour cela les taux bruts calculés sans distinction
des années sont mis en relation avec une des années de la table de référence
prospective choisie précautionneusement. C’est-à-dire que pour chaque âge
on associe le taux brut avec le taux de référence correspondant. C’est cette
fonction de passage qbrutx = f(qrefx ) que l’on lisse. Cela signifie que l’on
applique le lissage non pas directement sur les taux bruts mais sur la fonction
de passage entre les taux de référence et les taux bruts. L’intérêt de cette
démarche est d’intégrer au modèle les variations d’une table existante et qui
a fait ses preuves.

Concernant le lissage, de nombreuses méthodes semi-paramétriques ont
été développées, plus ou moins réalistes. On peut notamment citer :
• le modèle à risque proportionnel de Cox (1972)
• le modèle de Brass (1971)
• le modèle de Hannerz (2001)

L’utilisation de l’un de ces modèles semi-paramétriques présente l’inconvé-
nient de potentiellement s’écarter des données observées (risque de modèle).
C’est pourquoi, d’autres approches ont été développées pour effectuer le
lissage des taux bruts, notamment des approches non-paramétriques.

1.2 Application d’un lissage non-paramétrique

Dans l’optique d’éliminer tout risque de modèle issu de l’application
d’un des lissages semi-paramétriques précédents, qui peut être très impor-
tant, les mathématiciens ont mis en place de nombreuses méthodes non-
paramétriques. Ceci a été rendu possible par le développement informatique
de ce siècle dernier. Au cours de cette étude, on a choisi de s’attarder sur
trois méthodes de lissage non-paramétriques :
• lissage par moyennes mobiles
• lissage Whittaker-Henderson
• lissage par méthode de Loess

Ces différents types de lissages non-paramétriques présentent l’avantage
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d’être adaptables à tout type de données et de fournir des résultats très
convenables. Néanmoins cette démarche intègre un autre risque : intitulé le
risque d’avis d’expert. En effet, il y a nécessité de définir trois paramètres
exogènes pour effectuer le lissage.

Une table de référence. C’est une table existante qui s’appuie généra-
lement sur une population très large, telle que la population nationale. Ce
paramètre est important car définit l’orientation que l’on va donner à nos
lissages, de plus, c’est la tendance de cette table qui est retenue pour projeter
les taux sur quelques années. Malheureusement, ce choix est très limité et
donc imparfait. Pour cette étude, la table "INSEE 2007-2060" a été retenue
pour deux principales raisons : c’est une table prospective très récente et qui
se base sur la population française, comme notre portefeuille.

Un paramètre de lissage. Ce paramètre, noté λ, détermine la taille du
voisinage utilisée pour le lissage de chaque point. Il peut être exprimé en
distance ou en nombre de points (centré ou non sur le point à lisser). Del-
warde et al. proposent, au cours d’un de leurs articles [16], d’utiliser un AIC
modifié pour mesurer la qualité du lissage et ainsi d’optimiser la valeur de λ.

Une fonction de poids. Ce paramètre représente l’importance (le poids)
pris par chaque point appartenant à la zone de lissage. Il est soumis à de
nombreuses contraintes. Il n’existe pas de méthode intéressante pour déter-
miner la meilleure fonction de poids, ce choix est soumis à l’appréciation de
l’expert.

Ces paramètres définis et le lissage réalisé, il reste à projeter nos taux
sur plusieurs années, pour cela nous réutilisons la dérive de la table de réfé-
rence à partir de l’année optimale. Le choix de l’année optimale servant de
référence peut être important. C’est la raison pour laquelle quelques tests
statistiques variés et complémentaires sont proposés afin de retenir l’année
la plus pertinente tel que le test du χ2, la minimisation de la déviance ...

Cette première partie se termine donc sur l’obtention d’une table finale,
lisse issue d’une table de référence et qui s’accorde à nos données du porte-
feuille. Reste néanmoins à certifier ce résultat, cela passe par de nombreux
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tests présents dans cette seconde partie.

2. Validation de la table de mortalité prospective

Concernant la validation des tables de mortalité, la littérature actuarielle
est peu fournie alors que cette étape est primordiale. Au cours de cette étude,
il est proposé une série de tests permettant d’obtenir une réponse objective
à la question : doit-on valider la table de mortalité prospective ? Pour cela
des approches variées et complémentaires sont définies.

2.1 Une validation générale

Dans un premier temps, une approche qualifiée de générale est proposée.
Elle consiste à vérifier que des caractéristiques simples et observables au
sein de tout groupe de population sont présentes dans nos résultats. Par
exemple, que la mortalité est décroissante en fonction de l’âge (en mettant
de côté la mortalité infantile) et en fonction des années, et que la mortalité
masculine est à tout âge supérieure à la mortalité féminine, sauf cas extrêmes
où des facteurs extérieurs viendraient remettre en question ces règles. Un
non-respect d’une de ces règles est généralement dû à une base de données
trop peu fournie, laissant des âges avec des résultats aberrants ou à un lissage
pas assez conséquent. Le dernier test que l’on qualifie de général est le calcul
des SMR (Standardized Mortality Ratio) qui représentent les rapports entre
les nombres de décès observés et les nombres de décès estimés : il doit être
proche de 1.

2.2 Une validation des paramètres exogènes

Une seconde partie concerne l’appréciation de la qualité des paramètres
exogènes introduits par le modèle, et principalement l’étude du lissage et du
vecteur poids. Pour cela, il est nécessaire de se concentrer sur l’étude des
résidus (résidus de la réponse, résidus de Pearson et résidus de la déviance)
et de comprendre l’origine des résidus trop élevés, qui peuvent être dûs
à un sous-lissage, et les séries de résidus consécutifs de même signe qui,
au contraire, peuvent provenir d’un sur-lissage. D’autres tests sont proposés
pour venir étayer cette analyse tel que le critère de régularité des taux lissés,
le test des signes ... Concernant la table de référence, il n’est pas aisé de
savoir si elle est bien adaptée, par contre il est intéressant de constater les
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écarts qui apparaissent avec l’utilisation d’une autre table, pour ainsi évaluer
l’impact d’un mauvais choix sur nos résultats.

2.3 Une validation des risques sous-jacents à la construction
d’une table de mortalité

Enfin une troisième partie de la validation est mise en avant. Elle concerne
l’évaluation des risques sous-jacents à la construction d’une table de morta-
lité. De manière indirecte, les tests précédents ont permis d’appréhender le
risque d’avis d’expert. Deux autres risques non négligeables méritent d’être
étudiés, le risque d’estimation et le risque de tendance, qui font l’objet de
cette partie. Au sein de sa thèse [33], A. Kamega présente des démarches
intéressantes pour l’évaluation du risque d’estimation sur les taux ajustés
ou sur le calcul des provisions, à partir d’une resimulation des résidus, ou
directement. Ces approches permettent le calcul de coefficients de varia-
tion apportant une mesure exploitable de ce risque. Concernant le risque
de tendance, il a été choisi de regarder l’évolution de l’espérance de vie et
de l’entropie à chaque âge, ce qui permet d’émettre un avis qualitatif après
comparaison avec l’avis d’un expert. Toutefois, une réserve est posée sur ce
test qui, contrairement aux autres, est particulièrement subjectif.
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Synthesis

Insurers always needed to assess their risks to adapt the pricing and to
calculate the commitments. On this specific point, life tables are very useful.
Since 1993, the insurance code, and more precisely Article A335-1 [1] allows
insurance companies to build their own tables to be suited to their data.
This approach is encouraged by the European reform Solvency II which
imposes best-estimate calculations (meaning as realistic as possible). The-
refore, insurers must build prospective experience tables in a reliable way.
This approach aim is to preserve a good reliability within the framework of
small samples.

1. Building a relational prospective life table with
non-parametric tools

1.1 Relational models

Actuarial literature suggested a various number of methods to handle
the real mortality of the insured portfolio, changing and improving over
time. Today, it’s fairly easy to calculate crude mortality rates, for example
with the Hoem and Kaplan-Meier’s methods. The hardest point is actually
to smooth these rates to get a realistic table, not significantly affected by
crude rate volatility coming from the data.

This study is based on the use of relational models and more precisely on
the prospective life insurance “INSEE 2007-2060”. That means that we don’t
apply smoothing immediately on crude rates but on the function of tran-
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sition between reference rates and crude rates. The point of this approach
is to integrate to the model the variations of an existing table that was al-
ready successful. Concerning smoothing, several semi-parametrics methods
have been developed, more or less realistic. We can quote for example :
• Cox proportional hazard model (1972)
• Brass model (1971)
• Hannerz model (2001)

The use of one of these models semi-parametrics the inconvenience to
potentially move away from observed data (risk of model). That’s why other
methods have been developed to smooth crude rates.

1.2 Applying a non-parametric smoothing

In order to delete the model risk from the application of the previous
smoothing, which can be very high, mathematicians set up a various number
of non-parametric methods. This was made possible thanks to the develop-
ment of computer science over the last century. This study will focus on
three non-parametric smoothing methods :
• moving average smoothing
• Whittaker-Henderson smoothing
• Loess smoothing

These three kinds of non-parametric smoothing have the benefit of being
adaptable to all sort of data and providing very satisfying results. Neverthe-
less, this approach has another risk called expert advice risk. Indeed, three
exogenous parameters must be defined to apply smoothing.

A reference table. It’s an existing table usually based on a very large
population, such as the national population. This parameter is very impor-
tant because it provides the direction we will give to the smoothing. Mo-
reover, it’s the trend of this table that is retained to project the rates over
several years. Unfortunately, the choice is limited and therefore imperfect. In
this study, the table “INSEE 2007-2060” was retained for two reasons : this
is a very recent prospective table and it’s based on the French population,
as well as our portfolio.
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A smoothing parameter. This parameter, called λ, determines the
size of the vicinity used to smooth each point. It can be expressed as a
distance or a number of points (centered or not on the point to be smoothed).
Delward and al. [16] suggest, in one of their articles, to use a modified AIC
to measure the smoothing quality and therefore to optimize λ.

A weight function. This parameter gives the weight of each point
from the smoothing section, which is subject to many constraints. There is
no interesting method to determine the best weight function. Then, it’s a
choice to be made by the expert according to his judgement.

Once the parameters are defined and the smoothing carried out, it only
remains to project the rates over several years using the reference table again.
The year taken as a baseline may be important, this is the reason why a few
statistical tests, varied and complementary, are available to choose the most
appropriate year. One of these tests is χ2 test, deviance minimization. . .

At the end of the first part we get a smoothed resulting table coming
from a reference table and appropriate to the portfolio data. Nevertheless,
we must now certify the achieved result. This is possible thanks to many
tests we will see in the second part.

2. Validation of the prospective life table

Although this step is essential, actuarial literature doesn’t provide much
information about prospective life table validation. This study gives a series
of tests to get an objective answer to the following question : must we validate
the prospective life table ? Varied and complementary approaches are defined
to help us.

2.1 General validation

Firstly, an approach said “general” is suggested. This approach is to
check if simple characteristics, observable within any sub-population, are
present in our results. In instance, that mortality decreases with age (put-
ting aside infant mortality) and over the years, or that male mortality is at
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any age higher than female mortality, except for extraordinary cases where
external factors would put into question these rules. A non-compliance of
one of these rules is usually due to a too small database including outliers
or a non-efficient smoothing. The last general test is the SMR calculation
(Standardized Mortality Ratio). The SMR are the ratios between the num-
ber of deaths observed and the estimated rate : it must be around 1.

2.2 Exogenous parameters validation

This part deals with the validation of the exogenous parameters intro-
duced by the model and mainly the smoothing and weight vector study.
Consequently, we must focus on the residuals (response residuals, Pearson
residuals, deviance residuals) and understand the origin of the highest resi-
duals, which can be due to an "oversmoothing" and the series of consecutive
residuals of the same sign that, in the opposite, can be caused by an "unders-
moothing". Some other tests are given to support this analysis such as the
test of regularity on smoothed rates, the sign test. . . It’s not easy to know
if the reference table is suited, but it’s interesting to observe the differences
appearing after the introduction of another table to assess the impact of a
bad choice on our results.

2.3 Validation of the underlying risks of a life table building

This last part deals with the assessment of the underlying risks of a
life table building. Indirectly, the tests seen previously enabled to approach
the expert advice risk. But two other risks deserve to be studied as well,
the estimation risk and the trend risk, which are the topic of this part. In
his thesis [33], A. Kamega introduces interesting methods for estimation
risk assessment on adjusted rates or on the liabilities calculation, either
from a resimulation of the residuals either directly from the rates or from
the provision calculation. These methods allow to calculate coefficients of
variation and therefore an exploitable measurement of this risk. Concerning
the trend risk, it was decided to observe life expectancy and entropy for each
age. This enables a qualitative statement after the comparison to an expert
advice. However, a reserve is put on this test which, contrary to the others,
is especially subjective.
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Introduction générale

Au vu de l’importance prise par les tables de mortalité prospectives dans
l’actuariat et surtout de l’impact de l’utilisation d’une table mal adaptée,
des réformes telles que Solvabilité II ou le SST (Swiss Solvency Test) encou-
ragent les assureurs à évaluer leurs engagements de la façon la plus précise
possible. Pour cela, les assureurs doivent être en mesure de déterminer les
risques auxquels ils sont soumis à chaque instant. Dans ce but, il est donc
important de pouvoir construire des tables en cohérence avec les données
du portefeuille et dans un second temps, d’en vérifier la validité afin d’obte-
nir les tables les plus fiables possibles pour les projections futures. En effet,
c’est le véritable objectif des tables de mortalité prospectives. En partant
du principe qu’aucune table de mortalité n’est parfaite et que la littérature
présentant des outils de contrôle ou de validation de ces tables est relati-
vement peu fournie, l’objectif de ce mémoire est double. Le premier est de
proposer une méthode de construction de table de mortalité originale ten-
tant d’approcher au maximum la réalité et ainsi permettre aux assureurs
d’améliorer la vision de leurs risques. Le second est de proposer des indica-
teurs pertinents, ainsi que des tests pour contrôler et pouvoir valider une
table de mortalité prospective.

Pour parvenir à cet objectif, le présent mémoire se divise en deux grandes
parties. Dans la première, la partie théorique, nous commençons par in-
troduire les tables de mortalité de manière générale en précisant notam-
ment leurs champs d’application dans le domaine de l’actuariat. Ceci per-
met de poser la problématique de ce mémoire. Ensuite, il est développé
une démarche originale mélant l’application de différentes méthodes non-
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paramétriques pour réaliser une table de mortalité prospective avec l’utili-
sation d’une table de mortalité de référence. C’est une des méthodes préconi-
sées par des travaux récents de l’Institut des Actuaires [46] pour construire
une table de mortalité propre à un organisme, surtout dans le cadre de
données réduites. L’emploi d’une de ces méthodes a pour vocation de limi-
ter au maximum un des risques inhérents à la construction d’une table de
mortalité : le risque de modèle et ainsi se rapprocher du risque réel du pro-
duit auquel est soumis l’assureur. Néanmoins, comme toutes les méthodes de
construction de table de mortalité, elle possède d’autres risques. Ces risques,
nous les détaillons puis nous les estimons au cours de ce mémoire, en pro-
posant de multiples tests et indicateurs, variés et complémentaires, dans le
but d’évaluer la pertinence de la table. La première partie se termine par un
développement des méthodes retenues pour l’évaluation finale de la table et
pouvoir ainsi donner un avis argumenté répondant à la question : doit-on,
oui ou non, valider la table de mortalité considérée ?

La seconde partie, tournée vers la pratique, a pour but de mettre en
application la théorie précédente sur un jeu de données issu d’un agglomé-
rat de portefeuilles. Après une analyse approfondie de ces données, nous
appliquons les démarches développées dans la première partie, à savoir : la
construction de la table, l’évaluation des risques, la mise en place des indi-
cateurs et des tests qui mènent à la validation ou au rejet de la table ainsi
créée. Le mémoire se conclut sur une analyse de la procédure employée ainsi
que sur les tests de validation réalisés en présentant les différents avantages,
les défauts et les limites repérés.
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Chapitre 1
Le contexte des tables de mortalité
prospectives

Sommaire
1.1 Qu’est qu’une table de mortalité prospective ? . 22
1.2 Intérêts des tables de mortalité . . . . . . . . . . 24
1.3 Les tables de mortalité prospectives et la régle-

mentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4 Comment construire une table de mortalité pros-

pective ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.5 Conclusion et objectifs . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.1 Qu’est qu’une table de mortalité prospective ?

Les tables de mortalité sont des éléments centraux pour l’ensemble des
compagnies d’assurance exerçant dans la branche vie. Une table de mortalité
est un outil présenté sous la forme d’un tableau, montrant le nombre de
survivants par âge, et par année pour les tables prospectives, en fonction
du nombre d’individus à l’âge initial. Le plus souvent, on retient 100 000
personnes à cet âge initial, comme pour l’exemple de la figure 1.1. Elle a pour
fonction de représenter, et parfois d’anticiper, la mortalité d’une population.
Cette modélisation de la mortalité permet notamment une évaluation de
l’espérance de vie (à tout âge) d’une population donnée. Elle revêt également
une importance capitale dans la tarification des produits d’assurance-vie,
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Figure 1.1 – Extrait de la table du moment TH00-02 et de la table géné-
rationnelle TGH05

pour le calcul de rentes ou pour le calcul des provisions mathématiques ...
Aujourd’hui, la littérature actuarielle répartit ces tables de mortalité en deux
catégories : les tables du moment et les tables prospectives.

Les tables du moment représentent une photographie de la mortalité de
la population à un moment donné. Elles sont mises en place suite à l’étude
d’une population dans sa globalité, sans tenir compte de l’année de nais-
sance. Toutefois, comme le montre un article de l’Institut National d’Etudes
Démographiques (INED) [24], on constate sur la population française en gé-
néral, une amélioration de l’espérance de vie à tous les âges. Ce phénomène
peut être expliqué par les progrès de la médecine, des conditions sanitaires
et de travail ... Cette remarque est valable sur la population française au
global mais n’est pas directement observable sur un portefeuille d’assurés
(à cause du manque de profondeur), ou pas forcément présente (population
beaucoup plus restreinte que la population nationale, ce qui implique que le
phénomène n’est peut-être pas représenté à l’identique).

Au contraire des tables du moment, les tables prospectives sont des tables
bidimensionnelles qui tiennent compte de l’âge, mais aussi de l’année de
naissance : elles permettent de détecter une tendance dans la mortalité de
la population et ainsi projeter la mortalité future. Elles prétendent donc
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refléter plus fidèlement la mortalité de la population actuelle et d’anticiper
sur l’avenir. Comme nous le verrons par la suite, ces tables sont bien plus
intéressantes pour l’assureur, mais également plus complexes à réaliser.

Ce présent mémoire s’appuie sur l’élaboration d’une table de mortalité
prospective relationnelle, c’est-à-dire que l’on réalise une table de mortalité
prospective qui se base sur une table de référence certifiée : en l’occurrence,
les tables "INSEE 2007-2060". Il s’agit de la projection démographique natio-
nale française sur la période 2007-2060 fournie par l’Institut National de la
Statistique et des Études Économiques (INSEE) [25]. Ces tables sont préfé-
rables aux tables générationnelles TGH/F 05 car concernent directement les
années futures (pas de nécessité de retraitements de la table pour l’adapter).
De plus, il a été noté en conclusion de travaux sur les tables de mortalité de
place, menés par l’Institut des Actuaires (IA), que les taux de mortalité des
tables TGH/F 05 sont irréguliers en fonction de t à x fixé.

1.2 Intérêts des tables de mortalité

Pour l’ensemble des contrats d’assurance proposés par les organismes
d’assurance, il y a nécessité de définir un tarif en relation avec les risques
auxquels sont soumis les assureurs ainsi que les provisions correspondantes.
Ces dernières viennent protéger les assureurs en cas de sinistralité.

Pour cela, l’assureur se doit de mesurer le plus précisement possible les
risques auxquels il est soumis. La mortalité de l’assuré est l’un des prin-
cipaux risques présents dans la grande majorité des contrats : que ce soit
prépondérant pour une assurance-vie ou moins évident pour tout type de
contrat IARD 1. Les tables de mortalité, prospectives ou non, ont donc pour
but de définir sous quelle probabilité le contrat peut être clôturé pour cause
de décès.

L’objectif des tables de mortalité est donc de représenter la mortalité
d’une population qui est généralement segmentée par sexe. En effet même si
dans l’objectif d’une égalité homme/femme, une tarification par sexe n’est
plus permise depuis le 21 décembre 2012, les assureurs utilisent toujours des

1. IARD : Incendie, Accidents et Risques Divers
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tables de mortalité par sexe pour évaluer au mieux les risques auxquels ils
sont soumis et ainsi calcul au plus juste leurs provisions.

1.3 Les tables de mortalité prospectives et la ré-
glementation

Les tables de mortalité utilisées par les assureurs sont soumises à une
règlementation très précise, décrite par l’article A335-1 du code des Assu-
rances [1]. Ils doivent soit utiliser une des tables homologuées par arrêté du
ministre de l’Économie et des finances sur la base de données publiées par
l’INSEE, soit une table certifiée par un actuaire agréé à cet effet et indé-
pendant, qui est soumis à une charte de déontologie stricte rédigée par l’IA
[26]. Les tables TGH05 et TGF05 introduites par l’arrêté du 1er août 2006
portant sur l’homologation des tables de mortalité pour les rentes viagères
[28], sont les tables de mortalités réglementaires utilisées pour les rentes via-
gères, respectivement pour les hommes et les femmes. Elles proposent une
évolution de la mortalité pour les générations comprises entre 1900 et 2005.

De nos jours, nous assistons à une transition avec l’élaboration des ré-
glementations telles que Solvabilité II, le Swiss Solvency Test (SST) ou en-
core les normes International Financial Reporting Standards (IFRS), qui ont
pour optique que l’assureur doit toujours être en mesure de connaître le plus
précisément possible son risque. Il y a nécessité d’évaluer les engagements
d’assurance à partir d’hypothèses réalistes et fines. Cela signifie être dans
un cadre d’évaluations best estimate, ce qui contraste avec les démarches
actuelles de Solvabilité I. En effet, si ces deux cadres gardent une marge
de prudence, celle-ci doit être explicite dans Solvabilité II. On pourra se
reporter à l’ouvrage de Planchet et Thérond [40] pour plus de précisions.
Il est alors recommandé de s’appuyer sur l’expérience du portefeuille et en
toute rigueur d’utiliser des tables de mortalité prospectives quel que soit le
risque : mortalité ou survie. L’utilisation de tables du moment en cas de
décès était possible dans le cadre de Solvabilité I, car pour un risque en cas
de décès, la prudence d’une table du moment croit avec le temps et il n’est
pas toujours aisé d’avoir des données conséquentes sur plusieurs années. De
plus, cette prudence évite la création d’un risque de modélisation (risque
de tendance) qui peut être très important. Mais avec ces nouvelles régle-
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mentations et d’une manière générale pour les contrats en cas de vie, cette
prudence n’est plus souhaitable et l’utilisation d’un mécanisme tel que le re-
cours à un décalage sur les tables ou le recours à des tables prospectives est
alors indispensable. Néanmoins, on note qu’une certaine marge de prudence
est toujours souhaitable dans Solvabilité II, lors de la réalisation d’une table
de mortalité en sous-estimant les taux de mortalité en cas de vie et en les
surestimant en cas de décès.

Si la réglementation est très précise concernant l’utilisation des tables de
mortalité, elle ne donne aucune méthode quant à la réalisation de ces tables,
ni approche pour en vérifier la qualité. Ceci offre une très grande liberté à
l’actuaire pour choisir la méthode à adopter et la validation est laissée à la
discrétion de l’actuaire agréé chargé de la certifier.

1.4 Comment construire une table de mortalité
prospective ?

Comme nous le rappelle Booth et Tickle [4], les recherches sur la prévi-
sion de la mortalité, qui se sont fortement développées ces dernières décen-
nies, ont révélé trois approches pour réaliser une table de mortalité prospec-
tive. Ces trois approches sont très différentes mais ne sont pas indépendantes
les unes des autres, généralement la construction d’une table de mortalité
fait appel à l’ensemble de ces méthodes.

L’approche la plus utilisée par les actuaires et également la plus naturelle
consiste à se référer au passé, en effet nous disposons uniquement des infor-
mations sur la mortalité passée. On remarque que son évolution au cours du
temps présente des régularités. Il est possible d’appliquer un modèle sur les
taux de mortalité que l’on calibre sur les observations disponibles, puis que
l’on projette pour l’obtention des taux futurs et ainsi créer une table pros-
pective. Cette approche qui est également la méthode la plus développée,
présente une importante difficulté pour les études sur de petits échantillons.
En effet, comme le montrent Alho et Spencer [2], la période d’observation
doit être deux à trois fois plus grande que la période de prédiction. Pour
cette approche, nous pouvons citer quelques modèles "classiques" couram-
ment utilisés : modèle de Lee-Carter (1992), log-Poisson, log-linéaires, lo-
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gistique décalée ... qui sont détaillés au sein de l’ouvrage de Planchet et
Thérond [41].

Une seconde approche, plus subjective, consiste à se référer à un avis
d’expert. Cet avis consiste en l’apport d’une ou plusieurs contraintes exo-
gènes qui peuvent se porter sur une certaine évolution de la mortalité, l’es-
pérance de vie à un certain âge, le choix d’une table de référence ... Généra-
lement, cette approche est utilisée en complément de l’approche précédente
en apportant des informations supplémentaires dans le cas de petits échan-
tillons, malgré le biais possible en cas d’erreur de cet avis. Par exemple, il
n’est pas aisé d’anticiper une amélioration de la mortalité due à des décou-
vertes médicales. Dans ce domaine, nous pouvons citer les travaux réalisés
par le Continuous Mortality Investigation (CMI), un organisme de recherche
de l’IA au Royaume-Uni et un lecteur intéressé pourra se référer aux docu-
ments suivants [10] [11] [12] qui en sont issus.

Enfin une dernière approche, beaucoup moins utilisée par les actuaires,
est envisageable. On peut adopter une vision plus structurelle en décom-
posant la mortalité d’une population en facteurs de mortalité, tels que le
sexe, la situation professionnelle, le secteur géographique, fumeur ou non ...
Il est également possible d’utiliser une autre segmentation en tenant compte
des différentes causes de mortalité, ceci dans le but de s’approcher au plus
près de la réalité et notamment proposer des modèles épidémiologiques. Ces
types de segmentation que l’on peut qualifier d’extrêmes nécessitent un im-
portant jeu de données, très bien renseigné, ce qui est complexe à réaliser,
en particulier si l’on veut tenir compte des causes multiples de décès. Cet
élément semble indispensable pour obtenir des résultats cohérents. De plus,
on note que l’actuaire, contrairement au démographe, n’a pas la nécessité
de comprendre précisément les raisons des décès mais la tendance générale
pour tarifer un produit ou calculer des engagements. On peut néanmoins
citer l’ouvrage sur le sujet de Burgio et Frova [5] ou plus récemment les tra-
vaux de Kamega et Planchet [30] et de Guibert et Planchet [20], ou encore
le mémoire de Guérin [21].

Pour conclure, il n’existe pas de bonnes ou de mauvaises méthodes, cha-
cune ayant ses avantages et ses inconvénients. Elles peuvent généralement se
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compléter. Il convient plutôt de choisir en fonction des objectifs (par exemple
si la connaissance précise des causes de mortalité est nécessaire) ainsi que de
la taille des données : plus le nombre de données est faible, plus la présence
d’un ou plusieurs avis d’un expert est nécessaire. Au cours de cette étude,
les trois approches décrites sont combinées, comme cela est généralement
fait. En effet, l’étude s’appuie sur la mortalité passée qui est complétée par
certains paramètres exogènes tels qu’une table de référence par sexe. Ceci
permet de réaliser une table de mortalité prospective différenciée selon le
sexe des individus.

1.5 Conclusion et objectifs

Cette première partie nous a donc éclairés sur le concept des tables de
mortalité, c’est un outil simple dans sa présentation ainsi que dans son uti-
lisation, et sur leur importance pour les assureurs. Le tout est dicté par une
réglementation plus ou moins précise, car une grande liberté est laissée pour
la procédure de construction de ces tables. Ceci a l’avantage d’offrir le choix
de la méthode la plus adaptée aux données et aux objectifs. Mais comme le
montre différents mémoires réalisés sur le sujet tels que Lelieur [35] ou Du-
cros [19], on constate que l’application de deux méthodes différentes, même
si elles peuvent sembler proches, peuvent donner des résultats sensiblement
différents.

Il existe donc un réel besoin d’offrir des outils pour contrôler les tables
de mortalité, question que la littérature aborde peu. Ce mémoire ambitionne
de proposer quelques indicateurs et quelques tests pour palier à ce manque.
On note que l’évolution des risques est étroitement liée à la procédure de
construction choisie, il en va de même pour les éléments de validation que
nous proposons. Ils sont en partie issus de travaux menés dans le cadre d’un
groupe de travail de l’IA (cf. Tomas et Planchet [45]).

Pour faciliter la lecture, le lecteur trouvera en annexe un descriptif ex-
haustif des notations actuarielles employées tout au long de ce mémoire.
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2.1 Introduction

Figure 2.1 – La courbe grise, plus régulière, est beaucoup plus intéressante
que la courbe noire

Au cours de ce chapitre, nous allons présenter différentes méthodes de
construction de tables de mortalité qui auront comme point commun d’être
non-paramétriques. Elles ont pour objectif de limiter au maximum les risques
associés à la création de ces tables. Néanmoins, il est important de savoir
que, quelle que soit la méthode utilisée, toute création de table de mortalité
(prospective ou non) est soumise à de multiples risques. La procédure qui
est employée au cours de ce mémoire ne fait pas exception. Les risques étant
présents, cela implique qu’il n’existe pas de table de mortalité parfaite et
on note que la "meilleure" des tables de mortalité n’est pas forcément celle
qui correspond le mieux aux données, mais celle qui les utilise le mieux
pour les extrapoler. Ainsi la courbe la moins lissée (noire) de la figure 2.1
est considérée comme moins bonne que la courbe grise car elle ne donne
pas une représentation de la tendance des données, malgré le fait qu’elle
passe par l’ensemble des observations. En effet, l’objectif est avant tout de
prévoir l’évolution la plus probable de la mortalité future à l’aide des données
passées, mais aussi d’informations extérieures que nous regroupons sous la
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notion d’avis d’expert.

Au cours de cette partie, nous allons détailler la méthode et les choix
retenus pour la construction de notre table de mortalité prospective. Elle
a pour objectif constant de limiter au maximum les risques inhérents à la
réalisation de ce type de tables.

Cette construction se déroule en plusieurs étapes. Tout d’abord, on cal-
cule classiquement les taux bruts à partir de notre jeu de données par la
méthode de Hoem ou la méthode de Kaplan-Meier, sans distinction des an-
nées. L’originalité de la démarche proposée est de mettre en relation pour
tous les âges, les taux bruts obtenus avec ceux d’une certaine année d’une
table de mortalité prospective, telle que cela est présenté sur la figure 2.2.

Figure 2.2 – Mise en relation des taux de sortie bruts avec les taux de sortie
de référence pour tous les âges

Par la suite, c’est cette fonction de passage, entre les taux de référence et
les taux bruts, que l’on lisse. Une partie importante de ce chapitre est consa-
crée au développement de différentes méthodes de lissage non-paramétriques
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qui permettent d’obtenir une table de mortalité du moment complète. Le
présent chapitre se termine par le développement de différentes méthodes de
fermeture de table. Le passage de cette table du moment à une table pros-
pective sur quelques années fait l’objet d’une section du chapitre suivant.

2.2 Les modèles relationnels classiques

En général, les assureurs sont soumis à une forte contrainte concernant
la mise en place de tables de mortalité ajustées à leurs données. Cette
contrainte est la taille de ces données, tout aussi bien au niveau de la quantité
que de la profondeur. Celles utilisées au cours de ce mémoire sont constituées
de 500 000 individus sur une période de 6 années. Il n’est donc pas toujours
aisé d’en extraire des résultats fiables. Pour contrer ceci, une idée simple
est d’utiliser une table de référence externe qui a été construite sur une po-
pulation beaucoup plus étendue, et qui se rapproche de notre échantillon
d’assurés.

Ainsi, cette démarche respecte notre objectif de limiter au maximum les
risques en se basant sur une table, qui sans être parfaite, présente des ga-
ranties suffisantes. On peut s’y fier si l’évolution des indicateurs de notre
portefeuille est considérée comparable à celle de la table de référence. L’in-
troduction de ce paramètre exogène peut sembler déroutante (apparition
d’un risque d’avis d’expert) mais nous verrons que cela apporte de nom-
breux autres atouts.

Cette approche consiste donc à mettre en relation entre notre jeu de
données et la table de référence des indicateurs démographiques dépendant
de l’âge x. Il n’est généralement pas tenu compte de la dépendance du temps
t, car les jeux de données sont, le plus souvent, faibles en volume, ce qui ne
permet pas une segmentation en année. Les indicateurs sont donc déterminés
par âge et mis en relation avec l’année de la table de référence la plus adaptée.
On peut citer comme indicateur :
• la probabilité de survie (px) qui représente à chaque âge la probabilité
d’atteindre vivant l’âge supérieur ;
• la probabilité de décès (qx) qui réprésente à chaque âge la probabilité
de décéder avant d’atteindre l’âge supérieur. Tout naturellement qx =
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1− px ;
• le taux de mortalité instantané (µx) égal à −ln(1− qx) ;
• l’espérance de vie à l’âge x (ex) qui représente le nombre d’année
moyen restant à vivre pour un individu d’âge x.

Ces différents indicateurs sont détaillés en annexe.

Pour chaque âge, il est ainsi créé un point ayant en abscisse le taux de
référence et en ordonnée le taux brut issu de la méthode de Hoem ou de
Kaplan-Meier (détaillées en annexe) correspondant, voir figure 2.2 à la page
31. La table de référence est une table qui a déjà été certifiée, donc possédant
une certaine fiabilité. Plus de précisions sur les indicateurs économiques sont
disponibles en annexe.

Historiquement les principaux modèles relationnels (modèle reliant un
indicateur démographique brut avec un indicateur démographique de réfé-
rence) qui ont été proposés sont des modèles semi-paramétriques dépendant
de l’âge x et du temps t :

• Le modèle à risques proportionnels de Cox (1972) :

µx,t = θ µrefx,t

• Le modèle de Brass (1971) :

logit(qx,t) = θ1 + θ2 logit(qrefx,t )

• Le modèle de Hannerz (2001) :

logit(qx,t) = logit(qrefx,t ) + θ0 −
θ1
x

+ θ2
x2

2 + θ3
exp(cx)

c

L’avantage de l’utilisation de ces modèles, notamment pour les démo-
graphes, est de pouvoir donner une interprétation de chaque paramètre. Par
exemple, pour le modèle de Brass, le premier paramètre θ1 peut être vu
comme le niveau de la mortalité et θ2 représente la variation de la mortalité
par rapport à la mortalité de la table de référence. Mais pour l’actuaire,
dont le but est avant tout de pouvoir tarifer des contrats ou d’évaluer des
montants de provisions, ceci a beaucoup moins d’importance. C’est à ce titre
que l’utilisation d’un modèle relationnel non-paramétrique est envisageable.
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2.3 Résolution à l’aide d’outils non-paramétriques

Le souci des méthodes relationnelles classiques est d’imposer un modèle
comme ceux décrit précédemment et qui peut ne pas correspondre à la dy-
namique de notre jeu de données. Il y a donc l’insertion d’un fort risque de
modèle, risque que nous tentons de limiter au maximum tout au long de ce
mémoire.

Considérer un problème non-paramétrique répond à cette problématique
car il ne pose pas une relation précise entre la table de référence et le porte-
feuille de l’assureur, mais vise à l’estimation directe de la fonction de passage
(et non pas des paramètres) sur la base des statistiques de mortalité. Cette
fonction notée f a pour seules contraintes le fait d’être régulière (c’est-à-dire
dérivable en tout point) et que

∀x, ∀t qx,t = f(qrefx,t )

Un second avantage privilégiant le recours à une méthode de lissage
et non à un modèle paramétrique réside dans la quantité d’informations
qui est utilisée. En effet, dans le cas des modèles comme ceux présentés
précédemment, on résume l’ensemble de l’information fournie par le porte-
feuille en quelques paramètres. Au contraire, une méthode de lissage non-
paramétrique peut être considérée comme représentant un modèle possédant
une infinité de paramètres. Leur principal défaut, par rapport à une méthode
dite "classique", est l’importante augmentation du temps de calcul. Mais ce
n’est plus aujourd’hui un facteur discriminant grâce au développement im-
portant des possibilités de calculs informatiques de ces dernières années.
Sur ce point, on peut évoquer l’article de Nathan Keyfitz de 1964 [34] qui
montre l’impact de l’informatique, lors de son apparition, pour aider les
démographes.

2.3.1 Des choix communs à l’ensemble des méthodes non-
paramétriques

En plus des données sur les deux indicateurs que l’on veut mettre en re-
lation, les différents algorithmes que nous allons présenter pour la réalisation
du lissage de la fonction de passage nécessitent trois paramètres exogènes :
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une table de mortalité de référence, un paramètre de lissage et une fonction
de poids.

2.3.1.1 Le choix de la table de mortalité de référence

Lors de la réalisation d’une table de mortalité prospective relationnelle,
une des principales difficultés réside dans le choix de la table de référence (et
de l’année de référence dans le cas de table de mortalité prospective), car cela
peut avoir un impact significatif sur les résultats. Sur ce point, nous pouvons
citer le mémoire de Mindelson [37]. Cette table de référence est utilisée à
deux reprises. La première fois lors de l’élaboration de la fonction de passage
f , il faut une table sur laquelle la variation de l’indicateur démographique
retenu soit "proche" des valeurs observées sur le jeu de données. Par exemple,
si l’on désire trouver une relation sur les taux de mortalité :

∀x , ∀t , ∂qx,t
∂x
'
∂qrefx,t

∂x

Pour la seconde utilisation de la table de référence, lors de la projection
de la tendance dans le futur, il faut une table dont l’évolution de la tendance
soit comparable à notre jeu de données. C’est-à-dire que dans l’idéal :

∀x , ∀t , ∂qx,t
∂t
'
∂qrefx,t

∂t

Par mesure de simplicité et pour conserver une certaine cohérence, on utilise
la même table pour les deux situations.

Le détail du choix de l’année de référence dans le cas où l’on retient une
table de mortalité de référence prospective est décrit lors de l’étape de la
description du choix de la dérive.

Malheureusement, il n’existe pas un grand nombre de tables de référence
et pour satisfaire ces deux contraintes, on se borne généralement aux critères
classiques et naturels de la nationalité. Cela signifie que l’on retient une table
de référence réalisée sur un échantillon d’individus de la même nationalité
que notre jeu de données, et dont la date de construction est la plus récente
possible. Ainsi pour la France, les tables proposées par l’INSEE : "INSEE
2007-2060" [25] semblent adaptées.
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Figure 2.3 – Les différents types de voisinage

Par la suite, nous omettrons l’indice t des notations. En effet, le temps
ne sera pas une variable dans l’obtention des taux bruts à cause de la trop
faible profondeur de nos données. Cela permet également un allègement des
notations.

2.3.1.2 Le paramètre de lissage

Ce second paramètre que nous présentons, appelé paramètre de lissage,
représente la quantité de données utilisées pour chaque ajustement. Il est
noté λ. Plusieurs approches sont possibles pour définir ce paramètre exogène.
Nous pouvons considérer λ comme une distance, et ainsi prendre l’ensemble
des données xi ayant une distance au point de calcul inférieure à λ. Ce
premier mécanisme est représenté par V1 sur la figure 2.3, c’est un premier
type de voisinage autour du point en forme de triangle (coordonnée (3,3)).
Le paramètre λ peut aussi être un pourcentage du nombre de données xi en
prenant les λ données les plus proches (quel que soit leur distance) ou en
conservant une symétrie autour du point de calcul. Ce second mécanisme
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est représenté par V2 sur la figure 2.3 qui représente ce second type de
voisinage. L’ensemble des points ainsi sélectionné est appelé le voisinage, est
noté V (xi). Plus ce voisinage est important et plus la courbe qui en résulte
est lisse, mais au contraire s’éloigne des données.

Dans leur article, pour sélectionner le degré de lissage optimal, Delwarde
et al. [16] proposent de se référer à un AIC modifié défini comme suit

AICC1 = n ln(σ̂2) + n
δ1
δ2

(n+ trace(Ĥ))
δ1
δ2
− 2

avec Ĥ la matrice de passage entre qrxef et qx, δ1
δ2

représente le degré de li-
berté et n le nombre d’observations, ces notations étant décrites de manière
plus précise en annexe. Le premier terme représente la qualité de l’ajuste-
ment tandis que le second représente la complexité du modèle : on cherche
à sélectionner le modèle minimisant le AICC1.

2.3.1.3 La fonction de poids

En plus de ce paramètre de lissage, ces méthodes nécessitent la défini-
tion d’une fonction de poids, qui dépend fortement du paramètre de lissage
retenu. En effet, il semble naturel d’émettre l’hypothèse que deux points
"proches" sont plus liés que deux points "éloignés". La fonction de poids,
notée W , a pour effet de favoriser les points u les plus proches de la zone
d’ajustement xi avec comme contraintes :


∀u, W (u) ≥ 0
∀u /∈ V (xi), W (u) = 0
W doit être symétrique et décroissant en fonction de la distance à xi

La littérature propose une multitude de fonctions de poids que l’on peut
retrouver en annexe.

Une fois ces paramètres choisis ainsi que l’indicateur démographique ser-
vant aux futurs calculs d’ajustements sélectionnés, il reste à retenir une
méthode de lissage. La littérature mathématique est abondante dans ce do-
maine et nous allons en présenter trois différentes.
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2.3.2 Les méthodes de construction des tables de mortalité
non-paramétriques

Il existe de nombreuses méthodes de lissage, nous en avons retenu trois
(moyennes mobiles, Whittaker-Henderson et Loess) que nous présentons et
appliquons sur un exemple simple. Ces méthodes sont comparées lors de la
partie pratique. Nous pouvons citer la thèse de Julien Tomas qui est très
complète sur ces approches [47]. Lors de cette partie, la description des
méthodes de lissage se fait dans un cas général, pour l’appliquer à notre
étude on remplacera xi = qx. Les taux de sortie de la table de référence,
qrefx intervenant dans le calcul des distances pour la fonction de poids.

2.3.2.1 La méthode des moyennes mobiles

Cette méthode est l’une des premières méthodes de lissage à avoir été
développée et présente le mérite d’être la plus simple à comprendre et à
utiliser. Elle consiste à prendre, pour chaque point à évaluer, la moyenne
des points appartenant à son voisinage, pondérés par une fonction de poids
qui dépend de la distance.

La formule générale pour ce lissage nécessite une fonction de poids qui
dépend de l’écart de rang entre xi et xj :

f(xi) =
∑

j∈V (xi)
Wi(xj) xj

Par exemple, à partir d’un vecteur y simulé ainsi :

y = x+ ε avec x ∈ {1; . . . ; 10} et ε ∈ N (0, 1)

si on applique la méthode de lissage par moyennes mobiles avec comme
vecteur de poids autour de chaque point (1

3 ; 1
3 ; 1

3) et (1
2 ; 1

2) pour les points
extrêmes, alors nous obtenons les résultats suivants :
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x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1,30 2,55 2,50 4,20 4,54 5,64 6,84 7,23

Moyennes
mobiles 1,93 1,91 2,91 3,61 4,51 5,45 6,83 7,04

Table 2.1 – Exemple d’un lissage moyennes mobiles

2.3.2.2 La méthode de Whittaker-Henderson

La méthode de Whittaker-Henderson est un modèle non-paramétrique
simple utilisé entre autres par le Bureau Commun des Assurances Collec-
tives (BCAC) pour le lissage des barèmes de provisions mathématiques en
incapacité et invalidité. La méthode s’appuie sur deux paramètres dont on
cherche à minimiser la combinaison linéaire :

• un paramètre de fidélité F :

F =
n∑
i=1

Wi (xi − x̂i)2

• un paramètre de régularité S :

S =
n−z∑
i=1

(∆zxi)2

avec wi représentant les poids et z le degré du polynôme utilisé pour le
critère de régularité.

On cherche donc à minimiser la fonction

M = F + hS

h représente l’importance que l’on veut donner au paramètre de régularité
par rapport au paramètre de fidélité, ainsi plus il est élevé et plus la courbe
sera lisse. Cette dernière équation nous amène à résoudre l’ensemble d’équa-
tions suivant :

∀i ∂M

∂xi
= 0
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Comme le rappel Planchet et Thérond au sein de leur ouvrage [41], on montre
que la minimisation de ce critère mène à l’équation matricielle suivante :

ŷ = (W + hKT
z Kz)−1Wy

avec W la matrice de poids et Kz une matrice de dimension (n− z)z où les
termes sont les coefficients binomiaux d’ordre z avec des signes alternés en
commençant par un positif si z est pair.

Si l’on reprend l’exemple précédent avec h = 1, z = 2 et en appliquant
des poids identiques à tous les points (fonction de poids uniforme) :

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1,30 2,55 2,50 4,20 4,54 5,64 6,84 7,23

Whittaker-
Henderson 1,23 1,85 2,80 3,69 4,40 5,52 6,93 7,98

Table 2.2 – Exemple d’un lissage Whittaker-Henderson

2.3.2.3 La méthode de Loess

Cette méthode pour évaluer la fonction f est aussi appelée régression
polynomiale pondérée localement. Elle a été imaginée par Cleveland [8],
puis mise en place par Cleveland et Devlin [7]. Elle combine la simplicité
des régressions linéaires des moindres carrés avec la flexibilité des régressions
non-linéaires en construisant une fonction qui décrit la partie déterministe
de la variation des données, point par point.

La méthode part de la remarque qu’au niveau de chaque point de l’en-
semble de données, on peut appliquer une fonction polynomiale de faible
degré (1 ou 2) ajustée par la méthode des moindres carrés en ne tenant
compte que des points situés au voisinage. On cherche donc à minimiser la
fonction :

g(β0; ...;β1) =
n∑
k=1

Wk(xi) [yk − β0 − β1xk − ...− βdxdk]2
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avec d le degré de la fonction retenue. Nous notons la solution de cette
minimisation β̂j(xi) et donc :

ŷi =
d∑
j=0

β̂j(xi) xji

La théorie donne pour solution de l’équation précédente avec β̂ = (β̂0; ...; β̂p){
β̂0(xi) = f̂(xi) = eTi (XTWX)−1XTWy

∀k ∈ 1, ..., p β̂k(xi) = (XTWX)−1XTWy

avec ei, un vecteur de dimension p rempli de 0 et un 1 en ième position.

Si l’on reprend l’exemple précédent, en appliquant la méthode de Loess
à l’aide de polynômes de degré 2 et de la fonction de poids Triweight :

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 1,30 2,55 2,50 4,20 4,54 5,64 6,84 7,23

Loess 1,18 2,02 2,87 3,84 4,12 5,43 6,98 8,31

Table 2.3 – Exemple d’un lissage par Loess

L’application de l’une de ces trois approches nous permet de poursuivre
notre objectif de limiter au maximum les risques, en effet, le risque de mo-
dèle est réduit à son minimum car ce sont les données qui directement
construisent le modèle. Il est à noter que ceci est rendu possible unique-
ment parce que nous avons retenu le choix d’utiliser une table de référence,
ces méthodes n’étant pas applicables en l’état sur un faible jeu de données.

2.4 Fermeture de table

Du fait du faible nombre de personnes d’âge élevé (supérieur à 80 ou 90
ans) présent au sein des portefeuilles d’assurance, il existe un fort risque d’es-
timation entraînant une forte volatilité des résultats. Par conséquent, il est
généralement choisi de ne pas intégrer dans l’étape précédente les individus
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d’âge élevé pour la fabrication de la table. Néanmoins, il est nécessaire d’uti-
liser ces grands âges pour compléter notre modèle. De nombreuses études
ont été réalisées sur le sujet tels que Vaupel [48] ou Horiuchi et Wilmoth
[23] et de multiples méthodes ont été proposées : nous pouvons citer par
exemple celle de Denuit et Goderniaux, celle de Coale et Kisker, le modèle
de Kannistö ou encore le modèle logistique ...

L’étude approfondie réalisée par Quashie et Denuit [43] a comparé ces
différentes méthodes de fermeture de table, car comme ils nous le rappellent
le choix d’une méthode de fermeture est loin d’être innocent. En concor-
dance avec leur conclusion, et pour la simplicité de la méthode, nous allons
appliquer la méthode récente proposée par Denuit et Goderniaux [18]. Par
souci de comparaison, nous testerons également une seconde méthode plus
ancienne, celle de Coale et Kisker [9]. Les méthodes sont détaillées en annexe,
et nous présentons ci-dessous uniquement les résultats que nous appliquerons
(on note "a" l’âge limite inférieur des âges élevés) :

Pour Denuit et Goderniaux :

∀x ≥ a , ln(q̂x) = c (1302 − 260x+ x2) + εx

La valeur de c est choisie afin de raccorder les deux courbes obtenues : les
âges "faibles" par une des méthodes de lissage décrites précédemment et les
âges "élevés" par cette méthode de fermeture.

Pour Coale et Kisker :

∀x ≥ 80 , µx = µx−1 exp(
ln(µ80

µ65
)

15 + s(x− 80))

Avec
s = −

ln( µ79
µ110

) + 31 k80

465
De plus, pour les deux méthodes, afin d’éviter une cassure entre les

courbes d’âges faibles et d’âges élevés, il est possible d’appliquer un simple
lissage par moyennes mobiles comme décrit précédemment en prenant en
compte la valeur des points aux alentours de 80 ans. Ceci permet de respecter
notre hypothèse de départ, à savoir que la fonction relationnelle est régulière.
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Chapitre 3
Projection et mesure des risques
sous-jacents à la construction d’une
table de mortalité

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2 Une cartographie des risques . . . . . . . . . . . 44
3.3 Le risque d’estimation . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.1 Rééchantillonnage par simulation directe . . . . . . 47
3.3.2 Rééchantillonnage par simulation sur les résidus . 48
3.3.3 Mesure du risque d’estimation sur les provisions . 49

3.4 Incertitude sur la tendance : risque d’avis d’expert 50
3.4.1 Description du choix de la dérive . . . . . . . . . . 52

3.1 Introduction

Au cours de sa thèse [33], A. Kamega a montré que les méthodes de
construction de tables de mortalité à l’aide de méthodes classiques, c’est-
à-dire paramétriques, sont soumises à de nombreux risques, Figure 3.1. Au
cours de cette partie, nous relevons les risques présents dans le cadre d’une
construction selon un modèle non-paramétrique et les identifions en les com-
parant avec le cas classique des méthodes paramétriques. Certains de ces
risques sont ensuite analysés.
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Figure 3.1 – Les risques inhérents à la réalisation d’une table de mortalité
prospective extrait de la thèse de Kamega [33]

3.2 Une cartographie des risques

L’étude en détail des différentes étapes de la méthode originale, que nous
proposons pour construire une table de mortalité prospective, révèle que la
démarche est soumise à 3 risques majeurs :
• le risque opérationnel
• le risque d’estimation
• le risque d’avis d’expert
Ainsi la démarche que nous proposons réduit le nombre de risque par

rapport à une étude classique : le risque de modèle est éliminé. Néanmoins,
cet effet est compensé par l’augmentation du risque d’avis d’expert, notam-
ment avec l’intégration d’une table de référence.

Comme tout travail se basant sur un jeu de données, celles sur lesquelles
s’appuie la construction de notre table de mortalité sont soumises à deux
risques : le risque opérationnel et le risque d’échantillonnage. Le risque opé-
rationnel symbolise l’ensemble des erreurs commises lors de l’élaboration de
la base de données. Il comprend ainsi les fautes de saisies, la dégradation
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de la table survenant lors d’un transfert ou une extraction de données ...
Ce risque, qui peut se révéler important, est généralement très complexe à
évaluer et à maîtriser (cf. Decroocq [14]).

Le risque d’estimation est un risque mutualisable, il représente les er-
reurs provenant de la taille de l’échantillon. En effet, ayant une base de
données limitée, nous pouvons uniquement obtenir des résultats approchés :
l’erreur est d’autant plus grande que la base de données est petite. Au cours
de ce mémoire, nous ne sommes pas acteurs de la création de la base de
données. Nous nous contenterons d’étudier les données en proposant diffé-
rentes méthodes d’évaluation de ce second risque et de mettre en place une
procédure afin d’émettre un avis sur la qualité des données. Une fois la base
de données sélectionnée et les taux bruts obtenus, nous devons lisser les taux
bruts et mettre en place une dérive pour permettre la projection des taux
sur quelques années. Pour cela, on applique à notre table la tendance de la
table de référence à partir de l’année jugée optimale.

En fonction de la méthode de construction retenue, deux risques très dé-
pendants peuvent apparaitre. Le premier, le risque de modèle, est un risque
systématique qui peut être plus ou moins important, surtout si on applique
aucun avis d’expert en complément. En effet, deux modèles complètement
différents, s’ils sont bien calibrés, peuvent être cohérents avec les données
observées, mais peuvent fournir des résultats de projections sensiblement
différents. Au sein de ce mémoire, nous voulons réduire au maximum le
risque de modèle grâce à un ajustement par une méthode non-paramétrique.
Cette méthode présente l’avantage de ne pas appliquer un modèle général à
l’ensemble des données. De plus pour limiter ce risque, nous avons recours
à l’introduction d’informations extérieures telles que le choix d’une table
prospective de référence.

Mais cet apport extérieur implique l’apparition d’un second risque : le
risque d’avis d’expert (pourquoi cette table de référence et pas une autre ?).
Nous détaillons et proposons des méthodes d’estimation de ce risque dans
la suite de ce chapitre et pour cela, nous nous appuyons principalement sur
les résultats développés au sein de l’ouvrage de Kamega et Planchet [32].

Ces risques sont donc bien connus des assureurs et détaillés au sein de
la thèse de Kamega [33]. Pour mémoire, ils ont été rappelés au niveau de
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la figure 3.1 à la page 44. Le plus important et le plus difficile est donc de
limiter ces risques et de les évaluer afin de définir la marge d’erreur de la
table finale. C’est encore un domaine ou la recherche actuarielle à sa place.
Au cours de ce chapitre, nous nous attacherons à définir et mesurer le risque
d’estimation ainsi que le risque de tendance, c’est-à-dire à obtenir une valeur
chiffrée de ces risques en faisant l’hypothèse forte qu’ils sont indépendants
des autres risques. Nous verrons dans la partie suivante, dont une partie est
consacrée à l’étude de ces résultats, comment interpréter ces résultats.

3.3 Le risque d’estimation

Si l’on se place dans le contexte de la nouvelle réglementation qui impose
des calculs best estimate, il convient de prendre en compte l’hétérogénéité du
portefeuille en le segmentant. De manière générale, une table de mortalité se
contente d’une division homme/femme, en plus de la segmentation par âge,
car les données sont le plus souvent restreintes. Une plus grande segmen-
tation, telle que la prise en compte des caractères médicaux (par exemple
fumeur/non fumeur) montrerait ses limites. Pour plus d’informations sur le
sujet on peut se référer à l’article de Planchet et Leroy [39]. Dans ce cadre de
données concernant de petits échantillons, ce qui est généralement le cas lors
de la réalisation d’une table de mortalité basée sur des portefeuilles d’assu-
rance, le risque d’estimation prend toute son importance et est amplifié par
cette segmentation. En effet, c’est un risque systématique (c’est-à-dire non
mutualisable) donc potentiellement dangereux.

Au cours de cette section, nous présentons le risque d’estimation au titre
des fluctuations d’échantillonnage à travers différentes méthodes. Les deux
premières consistent à resimuler la distribution des taux de mortalité ou des
résidus issus des taux de mortalité suivant une loi normale. Nous utilisons
pour cela la méthode de Monte-Carlo. Ces deux méthodes ont été dévelop-
pées respectivement par Kamega et Planchet [29] et par Delwarde [17]. La
mesure suivante qui est utilisée, présentée dans la thèse de Kamega [33], a
pour but de mesurer ce risque d’estimation en fonction de son impact sur
les provisions.
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3.3.1 Rééchantillonnage par simulation directe

Préliminaire : au cours des deux étapes de rééchantillonnage par simu-
lation, quelques notations spécifiques sont employées :

• qx/dx représentent les variables brutes à l’âge x, le taux de mortalité
est calculé par la méthode de Kaplan-Meier ;
• qHoemx représente le taux de mortalité calculé par la méthode de Hoem
à l’âge x ;
• q̂(i)

x /d̂
(i)
x /r̂x représentent les variables simulés pour l’âge x, i représen-

tant le numéro d’ordre de la variable ;
• qadjx /dadjx représentent les variables lissés (ajustés) ;
• ERx représente l’exposition au risque, c’est-à-dire le nombre de per-
sonnes exposés au risque à chaque âge. Elle est calculée au prorata-
temporis 1.

La première méthode que nous développons consiste à resimuler les taux
de mortalité qx. Il existe deux approches pour y parvenir :

• soit par une simulation directe avec une loi normale, les taux de mor-
talité sont déterminés par la méthode de Hoem (voir annexe) :

q̂x ∼ N (qhoemx ;

√
qhoemx (1− qhoemx )

ERx
)

• soit en passant par l’estimateur du nombre de décès :

d̂x ∼ Bin(bERxc; qbrutx )

puis

q̂x = d̂x
ERx

Ensuite nous ajustons les taux simulés q̂x obtenus pour obtenir les qx,t
ajustés (lissage et projection) que l’on note qadjx,t . Le risque d’estimation peut

1. Par exemple, une personne présente seulement 6 mois compte pour 0,5 d’exposition.
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alors être mesuré par le coefficient de variation empirique qui est une mesure
de dispersion des taux de décès simulés autour des taux de décès ajustés. Si
nous avons effectué k simulations des taux de mortalité :

cvx,t =

√
V ar(qadj,kx,t )

E[qadj,kx,t ]

Cet indicateur, qui représente le rapport entre l’écart-type de la variable et
sa moyenne et est ainsi assimilable au coefficient de variation. Il semble plus
pertinent que la simple variance (ou écart-type) car il est sans unité et offre
ainsi la possibilité de comparer deux séries de données.

3.3.2 Rééchantillonnage par simulation sur les résidus

Dans le but de mesurer le risque d’estimation, cette seconde méthode
se base sur une simulation des résidus des taux de mortalité pour rééchan-
tillonner les taux bruts. Après avoir vérifié l’adéquation des résidus issus du
jeu de données avec la distribution d’une loi normale, on en détermine la
moyenne et la variance empirique pour générer une nouvelle série de résidus,
puis une nouvelle série de qx, noté q̂x.

Comme pour la première méthode, nous pouvons passer par la variable
concernant le nombre de décès pour calculer les résidus. Sur l’exemple de
Delwarde avec l’utilisation des résidus de Pearson :

r̂x = d̂x − dx√
dx

que l’on centre :
r̃x = r̂x − r

avec r la moyenne arithmétique des résidus de Pearson. Si nous avons effectué
k simulations des résidus :

r = 1
k

k∑
i=1

r̂(i)
x

Nous obtenons ainsi un nouveau jeu de résidus que l’on peut appliquer pour
obtenir une nouvelle série :

∀i ∈ J1; kK, d̂(i)
x = dx +

√
dx r̃

(i)
x
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avec r̃(i)
x tirés aléatoirement dans le nouveau jeu de résidus. De la même

manière que pour la première méthode présentée, les taux de mortalité q̂x
sont obtenus par la relation :

∀i ∈ J1; kK, q̂(i)
x = d̂

(i)
x

ERx

et les taux de mortalité ajustés qadjx,t par une des méthodes de lissage décrites
précédemment.

Le risque d’estimation est à nouveau mesuré par le coefficient de variation
empirique, avec pour k simulations des taux mortalité :

cvx,t =

√
V ar(qadj,kx,t )

E[qadj,kx,t ]

3.3.3 Mesure du risque d’estimation sur les provisions

Une autre approche proposée pour mesurer le risque d’estimation est
proposée par Kamega dans sa thèse [33]. Elle consiste à mesurer directe-
ment l’impact pour l’assureur (ou pour l’assuré), on peut regarder les consé-
quences sur le niveau des provisions (ou de la prime pure). Dans le cas des
provisions, que nous calculons de manière déterministe, les flux probables
des prestations à payer en j pour un individu d’âge x lors de l’année t
(pour k simulations des taux de mortalité réalisés à partir de l’une des deux
méthodes précédentes) sont :

∀i ∈ J1; kK,


F

(i)
x,t (j) = C q̂

(i)
x,t si j = 0

F
(i)
x,t (j) = C q̂

(i)
x+j,t

j−1∏
i=0

(1− q̂(i)
x+i,t) sinon

Avec C le montant de la prestation.

Nous obtenons donc

L
(i)
0 =

d−1∑
t=0

F
(i)
x,t (j)(1 + rj+1)−t−

1
2

en supposant les décès en milieu d’année. Le paramètre rj représente le
taux d’actualisation des flux à échéance j. Enfin, nous pouvons déterminer
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un coefficient de variation empirique :

cv =

√
E[(L(i)

0 − L0)2]
L̄0

avec

L̄0 = 1
k

k∑
j=1

L
(j)
0

3.4 Incertitude sur la tendance : risque d’avis d’ex-
pert

Figure 3.2 – Évolution de l’espérance de vie en France (Source INSEE)

Nous vivons plus longtemps que nos grands-parents. Ce constat est
confirmé par les statistiques de l’INSEE qui montrent que depuis une tren-
taine d’années, l’espérance de vie à la naissance pour la population française
présente une croissance régulière avec le gain d’environ un trimestre tous les
ans, figure 3.2. Cette variation de l’espérance de vie au cours du temps est
le principal argument à l’origine de la mise en place de tables de mortalité
prospective pour aider l’assureur à évaluer au mieux son risque. Mais cette
amélioration de l’espérance de vie ne peut être directement transposable à
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un portefeuille d’assurés, car la représentation statistique par âge est diffé-
rente. Par exemple, si la mortalité infantile venait à disparaître (mortalité
avant 1 an) il y aurait d’après la table TH00-02 un gain de l’espérance de
vie à la naissance d’environ 4 mois et demi (de 76,00 ans à 76,37 ans) alors
que cela n’aura aucune incidence sur notre portefeuille car aucun adhérent
n’a moins de 1 an. De plus, certaines études telles que Currie et al. [13] ont
montré que le taux instantané de mortalité présente, aux différents âges, des
variations erratiques autour de la tendance, variations non expliquées par
les fluctuations d’échantillonnage (Cairns et al. [6]), voir Figure 3.3.

Figure 3.3 – Évolution des taux de mortalité instantanée, extrait de la
thèse de Planchet [42]

Notons que ces variations sont non mutualisables, donc dangereuses pour
l’assureur. Une méthode classique est de se référer à l’évolution des taux
passés de mortalité par âge et de prolonger cette évolution dans le futur.
Comme cela est décrit dans la thèse de Planchet [42], cette méthode possède
plusieurs sources d’incertitude tels que le choix de la période d’observation,
les fluctuations stochastiques des taux de mortalité ... et l’on constate que les
différents modèles prospectifs, qui ont été réalisés sur des rentiers par cette
méthode, ont tendance à sous-estimer l’augmentation de l’espérance de vie.
De plus, étant confronté à une base de données peu fournie, cette méthode
devient totalement inapplicable. Nous allons donc, au cours de ce chapitre,
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nous baser une nouvelle fois sur une table prospective de référence, dont la
tendance a pu être réalisée sur un échantillon de population beaucoup plus
important.

3.4.1 Description du choix de la dérive

Comme nous l’avons vu dans l’introduction de cette section, le recours à
une table externe est indispensable pour l’intégration d’une tendance à notre
table du moment. La dérive, ou la tendance, est une quantité facilement
calculable :

∀x , ∀t Tendancex,t = Tx,t = qx,t+1
qx,t

La difficulté réside dans le choix de l’année de référence par rapport à
laquelle la projection est effectuée. En effet prendre les mêmes années entre
notre table d’expérience et celle de référence n’est pas forcément le choix le
plus judicieux. Notre base de données peut-être comparée à un échantillon
des individus ayant servi à la construction de la table de référence, on peut
donc supposer que l’évolution de leur mortalité en est proche mais il peut
néanmoins y avoir un décalage dans le temps. Nous allons donc chercher au
sein de la table de référence, quelle année calendaire peut être considérée
comme la plus "proche" de nos données afin d’appliquer la même tendance.

Au cours d’une note de travail, Tomas et Planchet [44] ont proposé dif-
férents outils permettant de retenir le meilleur ajustement. En partant de
l’estimateur du maximum de vraisemblance :

∀x , ∀t qrefx,t =
drefx,t

ERrefx,t

• La déviance. C’est un indicateur de la qualité de l’ajustement. Pour
un modèle de Poisson, elle se formule de la manière suivante :

Deviance =
∑
(x,t)

2 (dx,t ln( dx,t

ERx,tq
ref
x,t

)− (dx,t − ERx,tqrefx,t ))

Cet indicateur doit être le plus faible possible.
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• Le test du R2. Ce coefficient détermine s’il y a une corrélation linéaire
entre deux séries de données. Il représente la part de variance expliquée
par rapport à la variance globale :

R2 = 1− SumSquareerr
SumSquaretot

= 1−

∑
(x)

(qadjx,t − q
ref
x,t )2

∑
(x)

(qadjx,t − 1
n

∑
(x)
qadjx,t )2

avec n le nombre d’observations. Plus le coefficient est proche de 1
(sachant qu’il est compris entre 0 et 1) et plus la corrélation entre les
deux séries de données est effective.

• Le test du χ2. C’est un test statistique permettant de tester l’adé-
quation entre une série de données observées et une série de données
attendues.

χ2 =
∑
(x)

(qadjx,t − q
ref
x,t )2

qrefx,t

plus le résultat de cet indicateur est faible et plus on peut considérer
que les deux séries sont "proches".

• Mean Absolute Percentage Error (MAPE). Cet indicateur me-
sure l’exactitude de l’ajustement par rapport aux observations, il ex-
prime un pourcentage d’erreur de précision entre deux séries de don-
nées.

MAPE = 1
n

∑
(x)
|
qadjx,t − q

ref
x,t

qadjx,t

|

Ce coefficient est également à minimiser pour considérer les deux sé-
ries comme "proche".

• Standardized Mortality Ratio (SMR). Ce dernier indicateur est
un ratio spécifique à la mortalité, il représente le rapport entre le
nombre de décès observés, et le nombre de décès prévus, nous allons
l’adapter à notre cas de figure :

SMR =
∑

(x,t) dx,t∑
(x,t)ERx,t q

ref
x,t

Il doit tout naturellement être proche de 1 pour confirmer le lien entre
les observations et les prédictions.
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Ainsi, l’analyse de ces différents résultats nous permet d’obtenir un point
de référence, correspondant à l’année qui renvoie les meilleurs résultats pour
les indicateurs présentés. Ceci nous permettra d’appliquer les facteurs de
dérives de la table de référence avec notre table de mortalité. Cette démarche
permet donc de retenir la meilleure année de référence pour projeter les taux,
ce qui permet de passer d’une table du moment à une table prospective, mais
rien ne nous garantit si la projection est satisfaisante. C’est un élément qui
est déterminé dans le chapitre suivant consacré à la validation de la table
de mortalité.
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Chapitre 4
Les méthodes d’appréciation et de
validation de la table prospective à
certifier

Sommaire
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de tendance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.6 Conclusions, limites ... . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1 Introduction

Les chapitres précédents ont permis d’établir une méthode de construc-
tion de tables de mortalité prospectives, de référencer les risques qui y sont
associés et d’en mesurer certains. Mais il nous reste une étape délicate qui
consiste à évaluer la table construite au global, car nous avons implicitement
émis l’hypothèse forte que les risques décrits sont indépendants entre eux,
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ce qui n’est pas le cas. Cette évaluation se fait en plusieurs parties. Dans
un premier temps nous effectuons quelques tests simples pour vérifier que la
table créée suit les standards, suivis d’un rebouclage (ou back-testing). Dans
un second temps, nous allons donner un avis sur les risques qui ont été me-
surés dans le chapitre précédent, c’est-à-dire savoir s’ils sont acceptables, ou
trop importants ? Nous jugeons ensuite la qualité des paramètres exogènes
que l’on a choisis avec de multiples tests : cette partie est importante car elle
est au cœur de la méthode de construction qui a été proposée. Enfin, nous
terminons ce chapitre par une prise de recul sur la méthode en mettant en
exergue les avantages ainsi que les limites de la démarche employée pour la
construction de la table de mortalité et sa validation.

4.2 Validation générale

La première étape de notre procédure de validation consiste à conserver
un point de vue que l’on qualifie de général, c’est-à-dire que nous testons
des éléments indépendants de la méthode de construction choisie et qui se
doivent d’être vérifiés sur toutes les tables de mortalité.

Les premiers éléments à regarder, et que l’on peut considérer comme
problématiques s’ils ne sont pas respectés, sont :

• sur toutes les populations, on observe que les probabilités de décès
augmentent avec l’âge (sauf pour les tout premiers âges où la mortalité
peut être importante), nous devons donc vérifier que l’évolution des
qx,t est croissante à t fixé :

∀t , ∀x ≥ 5, qx+1,t > qx,t

• de la même façon, on constate une baisse des taux de mortalité, pour
un âge donné, au cours du temps :

∀t , ∀x, qx,t > qx,t+1

D’autres éléments peuvent dépendre de la segmentation retenue, par
exemple :
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• nous observons également que la mortalité masculine est à tout âge
supérieure à la mortalité féminine. Cet aspect doit se retrouver dans
notre table :

∀t , ∀x, qhx,t > qfx,t

Deux raisons principales peuvent expliquer le fait qu’une ou plusieurs
de ces trois règles ne soient pas respectées (en supposant que la popula-
tion étudiée est classique, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de causes explicites de
surmortalité d’une tranche du portefeuille).

La première raison du non-respect de l’une de ces règles peut être la
présence de taux de mortalité bruts aberrants qui auraient été conservés
avant d’appliquer le lissage : ceci est très fréquent lors de l’étude de petits
échantillons où certains âges peuvent avoir des taux de mortalité bruts nuls
ou alors très élevés. Dans cette situation, nous pouvons effectuer quelques
modifications des taux bruts avant d’effectuer le lissage : par exemple, il est
possible de corriger les taux aberrants (trop élevés) en les réduisant.

Une seconde explication, si nous n’avons pas de points considérés comme
aberrants, est dû à un sous-lissage, c’est-à-dire que la courbe lissée est trop
fidèle aux données en subissant la volatilité des taux de mortalité et donc
ne capte pas la tendance. Pour contrer ce phénomène, il est possible de
jouer sur le paramètre λ en faisant augmenter la taille du voisinage ou de
modifier la fonction de poids. Il est également possible de modifier les para-
mètres propres aux méthodes de lissage telles que les valeurs de h et z pour
Whittaker-Henderson.

Nous terminons cette première partie de validation par un test capi-
tal pour valider ou refuser la table construite. Il consiste en la réalisation
d’un rebouclage (ou Back-testing) sur des données n’ayant pas servies à la
construction de la table. Ce test porte sur la comparaison entre le nombre
de décès observés et le nombre de décès estimés par la table de mortalité
prospective : c’est-à-dire le Standardized Mortality Ratio vu précédemment :

SMR =

∑
(x,t)

dx,t∑
(x,t)

ERx,t q̂x,t
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plus le résultat est proche de 1 et plus la valeur est considérée comme per-
tinente et donc que le modèle est fiable.

Ces premiers tests que nous présentons apportent des informations sur la
qualité de la table que nous avons construite, c’est-à-dire si elle correspond
aux attentes que l’on a d’une table de mortalité et si elle correspond aux
données. Les différents tests qui suivent permettent d’apporter des éléments
complémentaires à l’aide de mesures de cohérence et de sensibilité, pour
déterminer si la table de mortalité qui a été construite est fiable ou non.

4.3 Appréciation et validation des paramètres exo-
gènes

La méthode de construction de la table de mortalité que l’on a rete-
nue au cours de ce mémoire fait appel à trois paramètres exogènes. Il est
indispensable de mesurer l’introduction de ce risque d’avis d’expert

4.3.1 Étude du lissage et du vecteur poids

Lors de la phase de lissage, il a été retenu une certaine valeur pour λ. Il
est intéressant de voir si un décalage de cette valeur modifie, et avec quelle
intensité, nos résultats. Cela permet de porter un avis sur la qualité du lissage
qui sera d’abord visuel. Ensuite pour confirmer ce choix de paramètres, il
est réalisé une étude de trois types de résidus.

• Résidus de la réponse :

rx,t = qx,t − q̂x,t

c’est la première approche qui représente directement l’écart entre
l’ajustement effectué et les observations. Ces résidus ne sont pas très
pertinents si les observations présentent de l’hétéroscédasticité.

• Résidus de Pearson :

rx,t = dx,t − lx,tq̂x,t√
V ar(lx,tq̂x,t)
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ou
rx,t = qx,t − q̂x,t√

V ar(q̂x,t)(1− hi,j)

ces résidus représentent une normalisation des résidus précédents dans
le but d’éliminer le phénomène d’hétéroscédasticité.

• Résidus de la déviance :

rx,t = signe(dx,t − lx,tq̂x,t)
√
Deviance

tout comme les résidus de Pearson, ceux de la déviance sont une me-
sure globale résumant la distance entre l’observé et l’estimé.

L’étude de ces trois types de résidus consiste plus particulièrement à
la compréhension des résidus élevés et la succession des résidus de mêmes
signes qui peuvent expliquer un surlissage. Ils doivent suivre une loi nor-
maleN (0;σ2). D’autres tests statistiques complémentaires sont réalisés pour
contrôler la qualité du lissage.

• Le critère de régularité des taux lissés. Ce critère mesure l’écart
de valeur entre une série de points consécutifs

CR =
Sup(x)−i∑
Inf(x)

(∆iq̂x,t)2

par exemple,
si i = 1,

Sup(x)−i∑
Inf(x)

(q̂x+1,t − q̂x,t)2

si i = 2,
Sup(x)−i∑
Inf(x)

(q̂x+2,t − 2 q̂x+1,t + q̂x,t)2

Si l’indicateur est proche de 0, cela signifie que les écarts entre les
taux sont faibles, donc plus l’indicateur est faible et plus la courbe est
lissée.
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• Le test des signes. Les individus de notre portefeuille sont supposés
indépendants entre eux, cette hypothèse forte suppose une indépen-
dance entre les sigx,t = q̂x,t − qx,t. Cette indépendance stipule que
le nombre de signes négatifs et positifs suit une loi binomiale de pa-
ramètres (nombre de signes; 1

2). Nous pouvons donc aisément vérifier
l’adéquation d’une loi binomiale sur nos résultats. Si cette adéquation
n’est pas vérifiée, cela provient d’une mauvaise estimation des taux
de mortalité. En effet si les sigx,t sont plus souvent positifs (respec-
tivement négatifs) que négatifs (respectivement positifs) cela signifie
que les taux de mortalité estimés surestiment (respectivement sous-
estiment) la mortalité du jeu de données.
Nous mesurons cette adéquation entre la loi théorique et le jeu de don-
nées à l’aide la p-value. La p-value est un test statistique qui représente
la probabilité de rejeter à tort l’hypothèse nulle :

H0 : nombre de signes positifs = nombre de signes
2

• Le test de Wilcoxon. Ce test consiste à intégrer au test des signes
précédents la grandeur des différences. On calcule pour chaque obser-
vation l’écart entre la valeur brute et la valeur ajustée. On range ces
valeurs dans un ordre croissant en valeur absolue en supprimant les
éventuelles valeurs nulles. Ensuite, on associe à chaque observation son
rang (ou moyenne des rangs en cas d’égalité). On note ω+ la somme des
rangs positifs, ω− la somme des rangs négatifs et ω = max(ω+;ω−).
Nous savons que si les variables aléatoires ω+ et ω− suivent la même
loi alors

ζ =
ω−1

2 −
n(n+1)

4√
n(n+ 1)2n+1

24

suit une loi normale N (0; 1). Pour les mêmes raisons que pour le test
précédent, l’inadéquation de la loi normale sur la variable ζ provient
d’une surestimation ou d’une sous-estimation des taux de mortalité.
Nous mesurerons cette adéquation entre la loi théorique et le jeu de
données à l’aide la p-value et de l’hypothèse nulle :

H0 : ζ = 0
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• Le test de Wald-Wolfowitz (ou test des runs). Le principe de
ce test est de contrôler si les éléments d’une séquence binaire sont
mutuellement indépendants. On appelle un run une suite d’éléments
identiques. En notant nb(0) le nombre de 0 observé et nb(1) le nombre
de 1 observé, le nombre de runs d’une suite uniquement composée
de 0 et de 1 indépendant les uns des autres suit une loi normale de
moyenne :

µ = 2 nb(0) nb(1)
nb(0) + nb(1) − 1

et de variance :

σ2 = 2 nb(1) nb(0)(2 nb(1) nb(0)− (nb(0) + nb(1))
(nb(0) + nb(1))2(nb(0) + nb(1)− 1)

Contrairement aux deux tests précédents, ce test contrôle la présence
de sur ou sous lissage localement et non pas au global.
Nous mesurerons cette adéquation entre la loi théorique et le jeu de
données à l’aide la p-value et de l’hypothèse nulle :

H0 : nombre de runs = µ

4.3.2 Table de référence

Le dernier paramètre exogène que l’on a introduit est le recours à une
table de référence. C’est le principal pilier de la méthode de construction em-
ployée au cours de ce mémoire. Le choix auquel on fait face est limité et donc
imparfait. Il est donc envisageable de reproduire la démarche de construc-
tion en utilisant d’autres tables de mortalité prospectives qui semblent moins
pertinentes car plus anciennes ou issues d’une autre population, afin de vi-
sualiser l’impact d’un mauvais choix sur nos résultats. Les tests concernant
la table de référence ne portent pas de réels jugements mais plus un éclairage
sur la validité des méthodes relationnelles.

4.4 Intervalles de confiance

Comme cela a été présenté tout au long de ce mémoire, le recours à une
méthode relationnelle et non-paramétrique présente de nombreux avantages.
En plus de limiter les risques, ces méthodes présentent également l’avantage
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d’obtenir des intervalles de confiance des ajustements réalisés. En effet si l’on
note ŷ = (f̂(x1); ...; f̂(xn))′ le vecteur des valeurs ajustées et ε̂ = (ε̂1; ...; ε̂n))′

le vecteur des résidus alors la théorie montre qu’il existe une matrice Ĥ,
dépendant uniquement de x et du degré de lissage λ de sorte que :

ŷ = Ĥ y et ε̂ = (1− Ĥ) y

Ces deux éléments obéissent aux lois normales multivariées de matrice de
variance-covariance σ2HH ′ et σ2(1−H)(1−H)′.

Si on note hi,j les éléments constitutifs de (1−H)(1−H)′ et

δk =
∑
i

hkii

avec k ∈ {1; 2}. Alors on montre facilement que

E[
n∑
i

ε̂2i ] = σ2δ1 ⇒ σ̂2 = 1
δ1

n∑
i

ε̂2i

Nous avons donc un estimateur sans biais de la variance et

δ2
1
δ2
× σ̂

σ

suit approximativement une loi du χ2 avec δ2
1
δ2

degrés de liberté.

Et nous obtenons que

f̂(xi)− f(xi)
σ̂

√∑n
j=1 h

2
ij(x)

suit approximativement une loi de Student à δ2
1
δ2

degrés de liberté. Nous
pouvons ainsi obtenir les intervalles de confiance de la fonction f .

Enfin, on obtient

f̂(xi) =
n∑
i=0

β̂i(xi)xii

en minimisant la fonction :

∑
k∈V (xi)

wk(xi) (yk −
n∑
j=0

β̂j(xi) xjk)
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4.5 Appréciation du risque d’estimation et du risque
de tendance

Comme nous l’avons vu lors de la partie précédente, l’application des
différentes méthodes d’échantillonnage nous permet de calculer le coefficient
de variation. Sa valeur, plus ou moins importante apporte un premier élé-
ment sur l’importance de ce risque. La distribution des taux de mortalité
qui ont été simulés pour l’obtention de ce coefficient de mortalité suit une loi
normale, ce qui nous permet d’obtenir les intervalles de confiance des taux
de mortalité et donc du risque d’estimation :

IC(α) = [ E[q(k)
x,t ] (1− ucvx,t√

nx
) ; E[q(k)

x,t ] (1 + u
cvx,t√
nx

) ]

avec u le quantile d’ordre 1− α
2 de la loi N (0; 1) et nx l’exposition à l’âge x.

Ce résultat théorique est à comparer avec les résultats empiriques que
l’on peut obtenir sur les taux de décès ainsi que sur les provisions et qui
tiennent uniquement compte de ce risque d’échantillonnage. En effet, empi-
riquement nous avons :

IC(α) = [Inf{qix,t simulés /P (q(k)
x,t ≤ qix,t) ≥ α} ;

Inf{qix,t simulés /P (q(k)
x,t ≤ qix,t) ≥ 1− α}]

Que faire dans le cas où la taille des IC est considérée comme trop im-
portante et donc que les taux de mortalité qx ne sont pas suffisamment
fiables ? Différents éléments peuvent expliquer l’apparition d’intervalles de
confiance non-satisfaisants. Le principal est le fait que la base de données
est trop réduite et entraîne une importante volatilité des taux de mortalité.
Une seconde explication peut provenir de la présence de données de mau-
vaises qualités, qui faussent les résultats. C’est une conséquence du risque
opérationnel, une meilleure étude des données est à envisager afin d’éliminer
des données erronées.

Concernant le risque de tendance, Planchet a montré au cours de sa
thèse [42] qu’une mauvaise évaluation de celle-ci peut avoir d’importante
répercussion sur les engagements de l’assureur. L’étape de projection propose
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la meilleure tendance en fonction des données et de la table de référence,
mais en aucun cas ne permet de valider cette projection. Pour cela, nous
proposons de regarder les conséquences de la projection sur deux indicateurs
démographiques : l’espérance de vie à chaque âge, et l’entropie à chaque
âge. Les résultats obtenus sont comparés aux prévisions attendues par des
experts, ces tests restent donc très subjectifs.

• Le calcul de l’espérance de vie à chaque âge, c’est-à-dire la durée de
vie moyenne restante à chaque âge et pour chaque année, que l’on peut
comparer avec ce qui est attendu par les experts :

ex,t =

+∞∑
k=1

lx+k,t+k

lx,t

• L’approche est identique pour l’entropie, qui peut s’interpréter comme
un gain relatif d’espérance de vie si l’on a survécu à l’âge précédent,
voir Delwarde et Denuit [15] :

entropiex,t = −

+∞∑
k=1

lx+k,t+k ln(lx+k,t+k)

+∞∑
k=1

lx+k,t+k

4.6 Conclusions, limites ...

En conclusion de cette partie théorique, il est important de rappeler que
cette démarche, qui consiste à lisser notre fonction de passage entre les taux
de référence et les taux bruts, a le mérite de proposer un angle d’approche
nouveau et adapté à la réalisation d’une table de mortalité prospective dans
le cadre de petits échantillons. Elle n’est applicable que depuis l’émergence
des outils informatiques. Comme cela a été décrit au cours de ce mémoire,
les trois méthodes développées (moyennes mobiles, Whittaker-Henderson et
Loess) ne posent pas de modèle a priori, contrairement aux méthodes re-
lationnelles classiques. L’ensemble des méthodes relationnelles s’appuie au
maximum sur la table de référence retenue, qui est l’élément primordial.
Cette table de référence à le mérite d’exister et d’avoir fait ces preuves, elle
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semble donc être une excellente base à la construction de nouvelles tables
adaptées à des données plus précises. Quelques légères réserves peuvent néan-
moins être émises sur la démarche proposée, notamment concernant le choix
des paramètres de lissage et de la fonction de poids. En effet, les possibilités
sont infinies et peu d’éléments peuvent venir dicter ce choix qui est laissé à
l’appréciation de l’expert. De plus, la méthode de fermeture de la table vient
contraster avec la démarche de lissage que l’on propose car il y a nécessité
de poser un modèle, chose que l’on a cherché à éviter en appliquant des
modèles relationnels non-paramétriques.

Concernant les tests qui ont été proposés dans ce quatrième chapitre sur
la validation de la table, ils sont variés dans leur approche et s’attaquent à
des angles de validation différents et complémentaires. On note qu’ils n’ont
pas tous la même importance dans le choix final de validation ou non de la
table, mais ils apportent tous des informations qui bout à bout donnent une
assez bonne appréciation de la qualité de la table de mortalité construite.
La partie suivante, la partie pratique va permettre de mettre en application
l’ensemble de la procédure décrite précédemment, et surtout de mettre en
place les tests détaillés au cours de ce chapitre, et de voir dans une situation
concrète quelles conséquences on peut en tirer.
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Deuxième partie

Partie Application
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Chapitre 5
Etude de la base de données
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5.1 Introduction

En assurance vie, les tables de mortalité sont utilisées pour de multiples
travaux et les objectifs d’usages sont bien différents. Qu’il s’agisse de tarifi-
cation, de provisionnement, de modélisations ... une meilleure connaissance
des particularités de la mortalité des assurés par rapport à la population gé-
nérale et de l’impact de la nature des garanties sur le niveau de la mortalité
est essentielle. Pour cela et comme pour tous les travaux ayant recours à
l’utilisation d’une base de données, la construction d’une table de mortalité
nécessite que celle-ci soit de très bonne qualité.

Son étude est donc primordiale pour la suite. Au cours de ce chapitre,
le lecteur est mis à la place d’un actuaire certificateur, cela impose une
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description exhaustive de la base de données utilisées : son origine, sa pé-
riode d’observation, ses différentes caractéristiques ... Ensuite, il est décrit
l’ensemble des traitements appliqué en vue de l’étude qui va suivre : sup-
pression des données en double, questionnement sur les données incomplètes
ou inutiles ...

5.2 Présentation du jeu de données

La base de données qui est utilisée au cours de cette étude est une agréga-
tion de différents portefeuilles d’assurance concernant de multiples types de
contrats tels que des contrats d’épargne, d’emprunts, de retraites, de tempo-
raires décès ... Une remarque importante est que l’intégration des différentes
couvertures dans le portefeuille se fait à des dates différentes. Cet élément
peut être gênant en pratique pour suivre l’évolution du portefeuille dans le
temps car cela a pour conséquence de rendre la base inhomogène, mais dans
notre cas cela n’a pas d’incidence, ce que nous expliquons par la suite.

L’ensemble de ces données est issu d’observations comprises entre le
01/01/2004 et le 31/12/2009. On note la présence d’une troncature (à gauche),
par exemple pour les contrats ayant commencé avant le 01/01/2004, ainsi
que d’une censure (à droite), notamment pour les contrats toujours en cours
le 31/12/2009. La période d’observation est relativement courte (6 ans), on
peut donc utiliser l’ensemble des données pour construire une table du mo-
ment car la dérive due à l’allongement de l’espérance de vie est considérée
comme négligeable sur ce court laps de temps.

La base de données est issue de travaux réalisés pour un projet de statis-
tiques en 2011 [36] dont le rapport nous sert d’appui pour la compréhension
des données. Lors de cette étude, de nombreux retraitements ont été me-
nés pour obtenir la base finale sur laquelle nous allons nous appuyer, dont
notamment :
• suppression des individus sans date de naissance et ceux dont la rela-
tion d’ordre entre la date de naissance, la date d’entrée et la date de
sortie ne sont pas correctes ;
• suppression des individus qui sont sortis ou sinistrés avant la période
d’observation (du 01/01/2004 au 31/12/2009) ;
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• uniformisation des formats de variables tels que le sexe, le statut ...
• calcul des variables "AgeEntree" et "AgeSortie".

Cette étude initiale avait pour objet la comparaison de la mortalité entre
deux populations très différentes, en l’occurrence la population française
avec la population de différents pays africains et notamment en mesurant
l’hétérogénéité via différentes approches. Pour notre étude, il a été conservé
uniquement les contrats représentant la population française.

Chaque ligne de la base de données est renseignée de plusieurs informa-
tions, la suite de l’étude utilise uniquement les variables suivantes :
• l’identifiant du contrat, il représente le numéro de dossier du contrat
qui permettra la détection de doublon,
• le sexe de l’assuré, féminin ou masculin,
• la date de naissance de l’assuré,
• la date de début d’observation du contrat,
• la date de fin d’observation du contrat,
• le statut, c’est-à-dire si la sortie est due à un décès ou à une censure.

5.3 Caractéristiques de la base de données

Sur les informations fournies par ces données, différents retraitements
ont été effectués tels que la suppression des doublons (même identifiant,
même sexe et même date de naissance) ou de lignes dont l’ensemble des in-
formations ne sont pas renseignées. On rappelle que notre base de données
est issue de l’agrégation de plusieurs portefeuilles, il est donc possible qu’une
même personne ayant souscrit à différents types de contrats apparaisse plu-
sieurs fois sous des numéros de contrats différents. Selon notre sélection, elle
ne sera pas considérée comme un doublon et viendra biaiser nos résultats. Ce
facteur du risque opérationnel n’a pas d’incidence sur l’objet de cette étude.
En effet, elle n’a pas vocation à réaliser une table parfaite, mais seulement
l’utilisation de données réalistes pour la comparaison de méthode de lissage
et de tests de validation, quelle que soit la qualité de la base de données.
Suite à ce retraitement, nous obtenons une base constituée d’environ 1,8
million de lignes.
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Figure 5.1 – Représentation de la répartition des dates de naissance du
portefeuille

Afin d’anticiper sur l’étape du back-testing, seulement une partie de ces
données doivent être utilisée pour la construction de la table de mortalité.
Généralement, on ne conserve que un tiers des données pour la construction
de la table. Les données servant directement à la construction de la table
de mortalité sont sélectionnées aléatoirement. La base de données finales est
ainsi composée de 500 000 lignes tirées aléatoirement dans la base de données
(fonction "sample" du logiciel R) avec les caractéristiques suivantes :
• la base de données est constituée de 56,3 % de femmes (soit 43,7 %
d’hommes),
• les dates de naissance des assurés sont comprises entre le 26/01/1880
et le 22/10/2009, et ne semblent pas présenter de date préférentielle
comme le montre la figure mensuelle 5.1. Néanmoins, on observe un
léger "trou" entre les dates de 1941 à 1945 que l’on explique par la
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baisse de la natalité lors de la Seconde Guerre mondiale.
• les dates d’entrée et de sortie sont comprises entre le 01/01/2004 et
le 31/12/2009 soit la taille de la période d’observation, la figure 5.2
présente la répartition des âges d’entrée et de sortie. Elles n’impliquent
pas de remarque particulière.
• la base est constituée de 15 790 lignes avec un statut décès, soit 3,2 %
des lignes.

Figure 5.2 – Représentation des âges d’entrée et de sortie du portefeuille

Pour avoir une représentation visuelle des données fournies par la base
de données, l’exposition et le nombre de décès par âge ont été représentés
sur la figure 5.3. L’exposition est calculée au prorata-temporis, c’est-à-dire
qu’une personne présente du 01/07/2005 au 31/03/2006 comptabilisera une

71



exposition de 0,5 pour l’année 2005 et une exposition de 0,25 pour l’année
2006.

Figure 5.3 – Représentation de l’exposition et du nombre de décès par âge

5.4 Evolution des variables dans le temps

Un point important pour juger la qualité d’une base de données est
d’observer l’évolution des différents attributs au cours du temps. En effet,
pour obtenir des résultats fiables, il y a nécessité de vérifier que la table est
stable au cours du temps.

5.4.1 Évolution de la parité Homme/Femme au cours du
temps

Lors de la construction d’une table de mortalité, le caractère homme
ou femme est très important, car tout au long de leur vie, la mortalité des
femmes est plus faible que celle des hommes. La réglementation européenne
interdit aux assureurs d’effectuer une différenciation de tarif en fonction du
sexe, néanmoins cette segmentation est encore utilisée, par exemple pour le
calcul des provisions. Ainsi, il est toujours intéressant de savoir si la pro-
portion homme/femme est stable au cours du temps, ce qui pourrait fausser
les résultats dans le cas contraire. Pour notre cas pratique on ne se base
pas sur un unique portefeuille, mais sur un agglomérat de portefeuilles, on
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constate ainsi que la proportion homme/femme possède une année d’obser-
vation atypique (année 2006) avec une surexposition de 13 % de la proportion
de femmes (voir figure 5.4), principalement à cause de l’entrée au sein du
portefeuille des contrats de type retraite au cours de l’année 2006, où la gent
féminine est fortement représentée.

Figure 5.4 – Evolution annuelle de la proportion homme/femme du porte-
feuille

5.4.2 Moyenne des âges d’exposition et de décès au cours du
temps

Pour les mêmes raisons que pour la parité homme/femme, il est inté-
ressant de connaître l’âge moyen d’exposition de notre base de données. Le
haut de la figure 5.5 présente cette donnée sur l’ensemble des individus de
la base, sans distinction de sexe, au début de chaque mois. Cet âge moyen
se situe entre 52 et 59 ans selon les années, la variation est expliquée par
l’entrée massive de contrats à certaines dates, comme cela a été décrit en
début de chapitre. Par souci d’exhaustivité de l’étude, nous avons également
regardé l’évolution de l’âge de moyen de décès qui est assez régulier dans le
temps : compris entre 74 et 77 ans, voir le bas de la figure 5.5.
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Figure 5.5 – Evolution de l’âge moyen d’entrée et de sortie du portefeuille

5.5 Conclusion

Nous avons pu remarquer au cours de ce chapitre, consacré à l’étude de
la base de données, que nous sommes en possession d’une base de données fi-
nale très riche (1,8 million de lignes comportant l’ensemble des informations
nécessaires à l’étude de la mortalité). Elle couvre l’ensemble des âges de 1
à 120 ans, même si l’exposition ne semble exploitable qu’entre les âges 25
à 90 ans où elle dépasse les 3 000 contrats. Les différentes vérifications que
l’on a présentées n’ont pas montré de pics particuliers sur la répartition des
dates où sur celles des âges d’entrée et de sortie d’exposition qui auraient
mérité une étude approfondie. Par contre, un point très important est que
l’évolution de la base d’étude n’est pas uniforme dans le temps, que ce soit
au niveau de la proportion homme/femme ou de l’âge moyen d’entrée et de
sortie d’exposition. Mais cet élément, qui est très gênant dans une situa-
tion réelle où la table construite a vocation à être appliquée, a beaucoup
moins d’importance dans notre situation. En effet, on cherche à appliquer
des méthodes et non pas obtenir des résultats chiffrés.
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Chapitre 6
Construction d’une table de
mortalité prospective
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6.1 Introduction

Ce chapitre a pour finalité de passer de la base de données que l’on a
étudiée au cours du chapitre précédent à une table de mortalité prospective
segmentée par sexe. Pour cela, on rappelle que la démarche se décompose
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en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on extrait des données les
taux de mortalité bruts, par la méthode de Hoem ou de Kaplan-Meier,
sans distinction d’années, décrit en annexe. Ces taux sont ensuite mis en
relation avec leur homologue de la table de référence, la table "INSEE 2007-
2060", par rapport à l’âge, après avoir déterminé l’année de référence la
plus adaptée. C’est la fonction de passage entre les taux de référence et les
taux bruts que l’on est amenée à lisser. Les méthodes de lissage sont non-
paramétriques et donc nécessitent le recours à deux paramètres exogènes
supplémentaires (le paramètre de lissage et la fonction de poids). Á l’issu de
ce lissage, on obtient une table de mortalité du moment que l’on projette sur
quelques années en appliquant directement la dérive observée sur la table de
mortalité de référence à partir de l’année que l’on a considérée d’optimale.

6.2 Calcul des taux de mortalité bruts

Pour l’élaboration de la table de mortalité, nous avons calculé les taux
bruts à l’aide de deux méthodes différentes, la méthode de Hoem et la mé-
thode de Kaplan-Meier, qui sont décrites en annexe. Ces calculs se sont fait
indépendamment du temps, uniquement en fonction de l’âge. Les figures 6.1
et 6.2 présentent ces résultats par âges, respectivement pour les hommes et
pour les femmes. Les deux méthodes montrent quelques différences à certains
âges. Ces écarts sont dus la répartition de l’exposition au cours de l’année.
En effet, nous avons pour certaines années une importante intégration de
contrats en milieu d’année, par exemple les contrats temporaires décès ont
une date d’observation qui commence le 01/07/2006 et surtout une morta-
lité différente des contrats précédents. Ce phénomène biaise beaucoup plus
les résultats fournis par la méthode de Hoem, ainsi pour la suite de l’étude,
il a été conservé les résultats de la méthode de Kaplan-Meier.
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Figure 6.1 – Représentation des taux bruts masculins par âges, méthode
Kaplan-Meier et méthode Hoem

Figure 6.2 – Représentation des taux bruts féminins par âges, méthode
Kaplan-Meier et méthode Hoem
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Figure 6.3 – Mise en relation des taux de sortie bruts avec les taux de
sortie de référence pour les âges compris entre 35 et 80 ans, sur la population
masculine

6.3 Lissage des taux bruts

Les taux bruts obtenus par la méthode de Kaplan-Meier montrent une
certaine volatilité, ce qui nécessite un lissage. Les taux bruts calculés pré-
sentent peu ou pas de décès au niveau des âges faibles, de plus la table de
référence que l’on a retenu ("INSEE 2007-2060") commence à partir de l’âge
de 35 ans : il a donc été décidé de construire les tables de mortalité qu’à
partir de cet âge (35 ans). On rappelle que le lissage est appliqué sur la fonc-
tion de passage entre les taux de mortalité bruts et les taux de mortalité de
l’année retenue de la table de référence prospective et non pas directement
des taux de mortalité bruts, voir figure 6.3.

6.3.1 Choix des paramètres exogènes

Comme cela a été décrit au cours de la partie théorique, la démarche
employée pour le lissage nécessite trois paramètres exogènes.

Le premier paramètre que l’on sélectionne est la table de référence pros-
pective et de l’année de référence. Le choix s’est rapidement tourné vers la
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table "INSEE 2007-2060" pour deux raisons principales : il s’agit d’une table
de mortalité prospective très récente et basée sur la population française.
Le couple de tables TGH05 et TGF05 aurait également pu prétendre à être
choisie, mais de récents travaux menés par Julien Tomas et Frédéric Plan-
chet ont montré que l’utilisation de cette table est possible dans le cas de
rente mais pas pour des risques en cas de décès car elle est erratique [44].
La table de référence générationnelle "INSEE 2007-2060", est composée de
56 tables du moment. Pour appliquer les lissages, il a été choisi de se référer
à la même année calendaire (année 2007) que pour la projection de la ten-
dance. Les tests appliqués pour le choix de l’année calendaire optimale sont
détaillés au sein du chapitre concernant la sélection de la tendance page 83.

Le second paramètre que l’on sélectionne est la fonction de poids. N’ayant
pas de raisons évidentes et objectives de préférer une fonction à une autre, il
a été choisi de prendre une des fonctions les plus simples qui à la particula-
rité d’offrir un poids proportionnel à la distance. C’est la fonction de poids
triangulaire :

W = (1− u) I{u≤1}

Le troisième paramètre à définir est le paramètre de lissage λ. Nous avons
appliqué les différentes méthodes de lissage (moyennes mobiles, Whittaker-
Henderson et Loess) en faisant varier le paramètre de lissage afin de calculer
les différents AIC modifiés définis page 37.

Par exemple pour le lissage par moyennes mobiles appliqué sur les taux
bruts hommes et femmes, un extrait des AIC modifiés obtenus est présenté
dans le tableau ci-dessous :

λ 7 8 9 10 11 12 13
AICC1
Hommes -22,11 -29,53 -30,11 -31,27 -30,34 -29,38 -29,02
AICC1
Femmes -52,28 -59,71 -60,28 -61,43 -60,50 -59,54 -59,19

Table 6.1 – Extrait du calcul des AIC modifiés
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La valeur de λ correspond au nombre de points les plus proches que l’on
sélectionne.

Comme nous le montre cet extrait du tableau, le AIC modifié minimum
est atteint pour un paramètre de lissage égal à 10. Il est intéressant de noter
que, quelle que soit la méthode de lissage appliquée et quelle que soit la
courbe (représentée par les deux sexes), le paramètre de lissage est le même.
Ceci nous laisse supposer que ce paramètre ne dépend pas ou peu de ces
éléments, mais son optimisation se situe plutôt dans la proportion de points
qu’il utilise : dans notre cas nous avons 45 points et λ = 10 soit environ 22 %
des points. Des études complémentaires sont nécessaires pour confirmer ou
infirmer cette remarque.

Une fois ces trois paramètres exogènes sélectionnés, nous pouvons ap-
pliquer les méthodes de lissage non-paramétriques définies au cours de la
partie théorique.

6.3.2 Application des différentes méthodes de lissage non-
paramétriques

Les trois méthodes de lissage non-paramétriques présentées ci-dessous
ont été codées sous le logiciel R. On présente les résultats graphiques obtenus
en utilisant les paramètres exogènes définis lors de la section précédente et
les résultats chiffrés sont disponibles en annexe. On rappelle que le lissage
est réalisé sur la fonction de passage entre les taux de référence et les taux
bruts et non pas directement sur les taux bruts, ceci pour répercuter sur nos
taux les variations de la table de référence.

6.3.2.1 Lissage par la méthode des moyennes mobiles

Ce premier lissage est effectué par la méthode des moyennes mobiles,
pour les hommes et pour les femmes. Les graphiques comparent les taux
bruts issus de Kaplan-Meier, les taux lissés et les taux issus de la table de
référence pour les âges compris entre 35 et 80 ans. La figure 6.4 présente le
résultat de ce lissage.
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Figure 6.4 – Courbes issues du lissage par moyennes mobiles

6.3.2.2 Lissage par la méthode de Whittaker-Henderson

Ce second lissage est effectué par la méthode de Whittaker-Henderson
(avec les paramètres propres classiques h = 30 et z = 2), pour les hommes et
pour les femmes. Les graphiques comparent les taux bruts issus de Kaplan-
Meier, les taux lissés et les taux issus de la table de référence pour les âges
compris entre 35 et 80 ans. La figure 6.5 présente le résultat de ce lissage.

Figure 6.5 – Courbes issues du lissage Whittaker-Henderson

6.3.2.3 Lissage par la méthode de Loess

Le dernier lissage est effectué par la méthode de Loess (s’appuyant sur
des polynômes de degré 2), pour les hommes et pour les femmes. Les gra-
phiques comparent les taux bruts issus de Kaplan-Meier, les taux lissés et
les taux issus de la table de référence pour les âges compris entre 35 et 80
ans. La figure 6.6 présente le résultat de ce lissage.

L’étude de ces courbes ne semble pas montrer de gros écarts entre les
différentes méthodes de lissage que ce soit pour les hommes ou les femmes
(les valeurs chiffrées de ces résultats sont disponibles en annexe). Cela est
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Figure 6.6 – Courbes issues du lissage par Loess

principalement dû à deux effets différents. Tout d’abord, les taux bruts pos-
sédaient déjà une certaine régularité (faible volatilité) car l’exposition sur
la tranche d’âge 35-80 ans est importante (plus de 15 000 contrats). Le fait
d’appliquer le lissage sur la fonction de passage et non pas directement sur
les taux bruts vient également atténuer les différences entre les méthodes de
lissage non-paramétriques.

6.3.3 Fermeture de la table

Figure 6.7 – Fermeture des taux lissés

Les tables lissées que l’on a obtenues ne pouvaient pas être fiables pour
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les âges élevés (au-delà de 80 ans) à cause de la trop faible exposition dans
notre base de données. Comme cela a été détaillé au cours de la partie
théorique, il a été mis en place les méthodes de Denuit et Goderniaux et de
Coale et Kisker. On présente ci-dessous les résultats graphiques pour chaque
méthode de lissage et par sexe.

Les résultats graphiques de la figure 6.7, qui est représentative des trois
méthodes de lissage, montrent que sur les âges 80-90 ans, la méthode de
Denuit et Goderniaux est beaucoup plus proche des données que la méthode
Coale et Kisker. C’est donc cette méthode que l’on retient pour la suite de
la construction et notamment pour la projection des taux à venir.

6.4 Projection des taux de la table du moment

La projection des taux nécessite à nouveau le recours à la table de réfé-
rence. Les tables 6.2 et 6.3 présente les résultats des différents tests statis-
tiques détaillés lors de la partie théorique afin de sélectionner l’année opti-
male pour la projection. Le premier tableau concerne les femmes, le second
concerne les hommes. Les années étudiées ont été restreintes aux années
disponibles (à partir de 2007) et proches de la période d’observation.

Femmes 2007 2008 2009 2010 2011

Déviance 416 391 366 342 318
R2 0,8547 0,8445 0,8338 0,8225 0,8107
χ2 358 385 415 446 478

MAPE 0,4822 0,4948 0,5075 0,5213 0,5361
SMR 1,386 1,4057 1,4245 1,4444 1,4652

Table 6.2 – Résultats des tests de sélection de l’année de référence (1/2)

Pour la population masculine, le choix de l’année calendaire 2007 est
clair. Ce choix produit la déviance, le χ2 et le MAPE les plus faibles, le R2 le
plus élevé et le SMR le plus proche de 1. Concernant la population féminine,
le choix a été également de retenir l’année calendaire 2007, malgré le fait
que l’on ne minimise pas la déviance, l’optimisation des autres paramètres
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Hommes 2007 2008 2009 2010 2011

Déviance 664 712 763 816 872
R2 0,8808 0,8716 0,8618 0,8515 0,5406
χ2 798 862 930 1002 1077

MAPE 0,2582 0,2652 0,2722 0,2792 0,2861
SMR 1,386 1,404 1,423 1,443 1,464

Table 6.3 – Résultats des tests de sélection de l’année de référence (2/2)

est respecté. Un exemple d’application des tendances issues des tables de
référence à partir de l’année 2007 est présenté sur la figure 6.8 pour le lissage
par moyennes mobiles, les résultats pour les autres lissages sont présentés
en annexe.

Figure 6.8 – Projection des taux lissés par la méthode des moyennes mobiles
sur la population masculine et féminine

6.5 Conclusion

Dans un premier temps, au cours de ce chapitre, nous avons calculé les
taux bruts déterminés par la méthode de Kaplan-Meier (voir annexes). Le
fait d’avoir un nombre limité d’observations, nous oblige à appliquer un lis-
sage pour améliorer la qualité des taux de mortalité en réduisant la volatilité.
Cette étape a donc été réalisée suivant trois méthodes de lissage différentes,
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par moyennes mobiles, Whittaker-Henderson et Loess, et l’utilisation d’une
table de référence, en faisant une distinction par sexe. Les résultats obte-
nus sont visuellement satisfaisants sur les âges présentés, entre 35 et 80 ans.
L’étape suivante a consisté dans le prolongement des taux au-delà de 80
ans. C’est la méthode de Denuit et Goderniaux qui apporte les meilleurs
résultats (par rapport à la méthode de Coale et Kisker) en venant mieux se
superposer à la courbe des taux lissés sur les âges 80 à 90 ans, pour chaque
méthode. Enfin, nous avons terminé ce chapitre par la projection des taux
sur 54 années grâce à la table de référence "INSEE 2007-2060" et l’année
considérée comme optimale : l’année 2007. Toutefois, on pose une réserve
sur cette année car c’est l’année minimale de la table "INSEE 2007-2060" et
qui se situe au milieu de notre période d’observation, et il aurait été intéres-
sant de tester des années plus anciennes. Á l’issue de cette procédure, nous
obtenons une table de mortalité prospective de 2007 (milieu de la période
d’observation) à 2060, par sexe et de 35 à 120 ans.
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Chapitre 7
Application des outils de validation
de table de mortalité

Sommaire
7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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7.5.1 Analyse du paramètre de lissage . . . . . . . . . . 93
7.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

7.1 Introduction

Ce dernier chapitre est consacré à la validation des tables du chapitre
précédent. La majorité des tests se veulent indépendants de la procédure de
construction employée. Dans un premier temps, il est analysé deux des prin-
cipaux risques sous-jacents à la construction d’une table de mortalité pros-
pective : le risque d’estimation et le risque de tendance. Dans un deuxième
temps, on se focalise sur les tests que l’on a qualifiés de généraux au cours du
chapitre 4 de ce mémoire, et notamment le test principal de validation des
tables de mortalité à savoir un "rebouclage" (ou back-testing) avec le calcul
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des SMR. Enfin, la dernière partie porte sur l’appréciation des paramètres
exogènes.

L’ensemble des tests qui sont proposés se veulent au minimum des outils
de mesure de la qualité de la table de mortalité construite, en effet, seul le
test de "rebouclage" qui contrôle la qualité de prédiction de la table permet
de valider (ou refuser la table de mortalité construite).

7.2 Le risque d’estimation

Lors de la partie théorique, trois méthodes différentes ont été présentées
dans le but de chiffrer le risque d’estimation par le biais du calcul de co-
efficients de variations. L’ensemble des résultats sont comparables grâce au
calcul d’un indicateur sans unité : le coefficient de variation, déterminé par
la relation suivante :

cvx,t =

√
V ar(qadj,kx,t )

E[qadj,kx,t ]

7.2.1 Ré-échantillonnage par simulation directe

On rappelle que cette première méthode consiste à resimuler les taux
bruts de mortalité à partir des taux bruts de Hoem selon la loi suivante :

q̂x,t ∼ N (qhoemx,t ;

√√√√qhoemx,t (1− qhoemx,t )
ERx,t

)

Il a été retenu d’effectuer 5 000 simulations de taux de mortalité pour
chaque âge. Des tests ont été effectués avec plus de simulations, mais ils
n’amélioraient pas significativement la précision des résultats. Ensuite, les
simulations ont été lissées selon les trois méthodes de lissage de cette étude :
Moyennes Mobiles (MM), Whittaker-Henderson (WH) et Loess (LO). Ainsi
nous obtenons pour les 6 cas différenciés (3 méthodes par sexe), 5 000 tables
de mortalité lissées, ce qui nous permet de calculer les coefficients de varia-
tion. Les résultats suivants ont été obtenus pour les âges 35 à 80 ans :
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Méthode Sexe cv méthode 1

MM Hommes 5,78 %
MM Femmes 7,89 %
WH Hommes 6,84 %
WH Femmes 7,85 %
LO Hommes 6,79 %
LO Femmes 7,91 %

Table 7.1 – Coefficients de variation obtenus par la première approche

7.2.2 Ré-échantillonnage par simulation des résidus

Cette seconde méthode est similaire à la première avec l’idée de calcu-
ler les coefficients de variation à partir d’une resimulation des résidus de
Pearson :

Méthode Sexe cv méthode 2

MM Hommes 7,86 %
MM Femmes 10,03 %
WH Hommes 8,85 %
WH Femmes 10,11 %
LO Hommes 8,79 %
LO Femmes 10,03 %

Table 7.2 – Coefficients de variation obtenus par la seconde approche

Une première remarque que l’on peut faire sur ces résultats est que la
moyenne des coefficients de variation est plus élevée, avec cette méthode de
simulation des résidus de Pearson, que lors de la simulation directe des taux
de sortie (de l’ordre de 30 %). La raison provient du fait que les résidus
de Pearson comparent le nombre de décès observés avec le nombre de décès
estimés, il y a l’intégration d’un risque supplémentaire lors de l’estimation
du nombre de décès. Cet élément permet d’expliquer la différence de valeurs
des coefficients de variation.

La seconde remarque concerne la différence entre les hommes et les
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femmes. En effet, les résultats des coefficients de variation des femmes sont
15 % supérieurs pour les méthodes Whittaker-Henderson et Loess et 30 %
pour la méthode moyennes mobiles. Ceci s’explique par la différence d’ex-
position observée entre les deux sexes (16 % plus faible pour les femmes).

Enfin, concernant la comparaison entre les méthodes, nous n’observons
pas de nettes différences à part le taux masculin de la méthode moyennes
mobiles qui est bien plus faible que les autres.

La troisième approche qui a été proposée lors de la partie théorique n’a
pas été mise en application.

7.3 Le risque de tendance

Mesurer le risque de tendance n’est pas chose aisée. Au sein de cette
étude pratique, on propose de regarder l’évolution de l’espérance de vie à
l’âge de 35 ans (âge départ de nos tables). L’avantage de cet estimateur
(par rapport à l’entropie) est qu’on peut facilement le comparer avec des
estimations effectuées par des organismes statistiques tels que l’INSEE. Cet
estimateur va nous renseigner sur deux éléments : sa valeur est une première
information sur la table de mortalité, son évolution en est une seconde, c’est
celle-ci qui va déterminer la qualité de la tendance. Les figures 7.1 et 7.2
sont des représentations de l’espérance de vie homme et femme entre 2007
et 2026.

Figure 7.1 – Evolution de l’espérance de vie à 35 ans des hommes selon les
différents lissages
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Figure 7.2 – Evolution de l’espérance de vie à 35 ans des femmes selon les
différents lissages

Selon les données distribuées par l’INSEE 1, l’espérance de vie à 35 ans
est de 42,8 ans pour les hommes et 49,4 ans pour les femmes sur la période
2000-2008. On constate donc que nos lissages sont très supérieurs aux pré-
visions, tous donnent environ 10 ans de plus d’espérance de vie, (niveau se
rapprochant de celui du groupe de populations regroupant les cadres). Deux
raisons peuvent expliquer cela : la principale est une sélection particulière
d’individu dans notre base de données qui possède une mortalité beaucoup
plus faible au-delà de 35 ans ou une méthode de fermeture de table mal
adaptée. La réponse ne peut être tranchée avec les informations dont nous
disposons.

Le second constat que l’on peut faire sur ces résultats est l’évolution
des courbes, nos données fournissent une augmentation de l’espérance de
vie d’une demi-année sur 20 ans, alors que lors des 20 dernières années
l’espérance de vie en France à 35 ans a progressé d’environ 5 ans pour la
population générale. Cette baisse de l’amélioration de l’espérance de vie,
pour devenir presque nulle est une trajectoire envisagée par l’INSEE. En
effet, ces dernières années, nous avons assisté à l’effet combiné de nombreuses
avancées médicales et d’une nette amélioration des conditions de vie, ce que

1. Source : INSEE, Echantillon démographique permanent
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l’INSEE ne pense pas reproductible dans les années à venir. Néanmoins,
comme nous l’avons dit lors de la partie théorique, ce test est très subjectif
car comment estimer l’espérance de vie future ?

7.4 Validation générale

Après avoir analysé le risque d’estimation et le risque de tendance, l’étude
se poursuit avec l’utilisation de différentes approches dans le but d’émettre
un avis sur la qualité de la table de mortalité. Dans un premier temps, il
est vérifié que les caractéristiques classiques des tables de mortalité sont
vérifiées.

Le premier aspect à contrôler concerne la pente de la courbe suivant les
âges. En effet, l’expérience montre que la mortalité augmente avec l’âge de
l’assuré. Sur l’ensemble de la table de mortalité prospective, nous avons :
• pour la table construite à partir d’un lissage par moyennes mobiles,
2,02 % des données masculines et 1,02 % des données féminines ne
respectent pas cette règle,
• pour la table construite à partir d’un lissage par Whittaker-Henderson,
3,38 % des données masculines et 1,94 % des données féminines ne
respectent pas cette règle,
• pour la table construite à partir d’un lissage par Loess, 1,02 % des
données masculines et 1,02 % des données féminines ne respectent pas
cette règle.

Ce premier test montre déjà des résultats très différents, selon les mé-
thodes, dont se dégage la méthode de Loess.

Le second aspect que l’on propose de regarder est de vérifier si le respect
de la baisse de la mortalité est respectée au cours du temps. Dans notre
cas, la vérification est superflue, en effet, la tendance que l’on a appliquée
est directement issue de la table de référence "INSEE 2007-2060" qui vérifie
cette règle. Il est ainsi intéressant de noter que suite à l’emploi de notre
procédure, cette règle ne dépend en aucun cas de la méthode de lissage
choisie, mais uniquement de la table de référence sélectionnée.

Le troisième élément que l’on vérifie provient de la segmentation qui a
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été retenue. C’est la différence de mortalité entre la population masculine
et féminine. Dans la population en général, on observe une surmortalité à
tout âge de la population masculine par rapport à la population féminine.
Notre table de données ne présente pas de caractéristiques particulières sur
ce point, car quel que soit la méthode de lissage et le sexe, cette troisième
règle est vérifiée à tous les âges.

Enfin, nous terminons cette section par la réalisation d’un back-testing.
Pour effectuer ce test, on calcule l’écart relatif entre le nombre de décès
observés et le nombre de décès estimés pour chaque âge. Pour ne pas fausser
les résultats, il est important de prendre des données qui n’ont pas servi à
l’étude : c’est la raison pour laquelle nous nous sommes limités à 500 000
données initiales alors que la base de données contient environ 1,8 million de
lignes. Ce test est le principal indicateur pour étudier la qualité de la table
à prévoir la mortalité pour de nouveaux individus, et c’est actuellement le
principal test effectué par les actuaires certificateurs pour contrôler la qualité
de la base. Dans le cadre de cette étude, on a appliqué un rebouclage sur
nos différentes tables de mortalité et nous avons obtenu les résultats moyens
suivants :

Méthode Sexe SMR Volatilité

MM Hommes 1,042 0,186
MM Femmes 0,961 0,181
WH Hommes 1,019 0,175
WH Femmes 0,981 0,192
LO Hommes 1,000 0,157
LO Femmes 0,991 0,191

Table 7.3 – Résultats du test SMR

Une représentation graphique a également été réalisée pour représenter
cet indicateur avec les intervalles de confiance correspondants, disponibles
en annexe. D’après les coefficients moyens du SMR, ce test est concluant
pour les trois méthodes, cela signifie que les tables de mortalité prédisent le
bon nombre de décès global.
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Á l’issue de ces premiers tests, si différentes tables de mortalité dont on
est en train de procéder à la validation peuvent prétendre avoir une certaine
fiabilité, on remarque que la méthode de Loess présente les meilleurs résul-
tats pour les deux sexes, notamment pour le test SMR qui le plus important
de cette partie.

7.5 Appréciation des paramètres exogènes

7.5.1 Analyse du paramètre de lissage

L’objectif de cette partie est de mettre en place différents tests pour
émettre un avis sur la qualité du lissage, c’est-à-dire savoir s’il y a eu un
phénomène de sur ou sous lissage. Il peut être la conséquence du choix du
paramètre λ ou de la fonction de poids W . Notre première analyse concerne
l’étude des résidus. Pour l’ensemble des tables, il a été calculé la moyenne des
trois types de résidus : résidus de la réponse, résidus de Pearson et résidus
de la déviance.

Méthode Sexe Réponse Pearson Déviance

MM Hommes 4,37 e-06 -0,007 -2,50
MM Femmes 3,92 e-05 0,049 11,24
WH Hommes -2,73 e-05 -0,011 -1,12
WH Femmes 1,34 e-05 0,043 10,11
LO Hommes 3,83 e-06 -0,007 -3,75
LO Femmes 1,29 e-05 0,042 6,54

Table 7.4 – Moyenne des différents types de résidus

Même si ces résultats sont proches les uns des autres, la méthode de
Loess semblent une nouvelle fois donner les meilleurs résultats. Pour pousser
la réflexion sur les résidus, des représentations graphiques ont été réalisées
identiques à celle de la figure 7.3. Peu d’informations supplémentaires ont
été apportées. On remarque comme pour l’ensemble des cas, que la volati-
lité des résidus vient augmenter avec l’âge. Ceci est dû à la répartition de
l’exposition, décroissante, que l’on voit sur la figure 5.3 à la page 72.
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Figure 7.3 – Evolution des résidus de la réponse en fonction de l’âge pour
le cas moyennes mobiles et sur la population féminine

Pour venir compléter l’étude du lissage, trois autres tests viennent appor-
ter des approches nouvelles à cette validation. Elles se basent sur l’analyse
des résidus de la réponse. Ces trois tests (test des signes, test de Wilcoxon
et test de Wald-Wolfowitz) ont pour approches de comparer des caracté-
ristiques de la suite des résidus de la réponse en les comparant à une loi
sous-jacente (respectivement, une loi binomiale et deux lois normales), nous
effectuons une analyse de ces résultats à l’aide de la p-value, c’est-à-dire la
probabilité de rejeter à tort l’hypothèse nulle.

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant avec les symboles
(+) et (-) servant d’indicateurs pour renseigner les tests où la p-value est à
maximiser ou à minimiser :
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Méthodes Sexe Signes (+) Wilcoxon (-) Wald-Wolfowitz (-)

MM Hommes 0,461 0,024 0,345
MM Femmes 0,883 0,886 0,892
WH Hommes 0,461 0,018 0,238
WH Femmes 0,461 0,917 0,138
LO Hommes 0,461 0,014 0,074
LO Femmes 0,883 0,960 0,175

Table 7.5 – Résultats des différents tests sur les résidus de la réponse

L’analyse de ces résultats, nous renseigne sur plusieurs points. Dans un
premier temps, on constate qu’il n’y a pas de grandes différences entre chaque
méthode de lissage, mais une très grande variation entre les résultats de la
population féminine et de la population masculine, notamment le lissage est
considéré comme satisfaisant quelle que soit la méthode pour les femmes,
mais n’est pas considérée satisfaisante pour les hommes.

Néanmoins, il est à noter que dans le cadre de cette étude, avec à notre
disposition 36 résidus (correspondant aux âges entre 35 et 80 ans), ces tests
ne sont pas robustes. Par exemple, le test des signes nécessite 77 résidus
afin d’obtenir un intervalle de confiance de marge d’erreur de 5 % avec une
probabilité de 95 %. On note que l’on peut aisément obtenir ce nombre de
résidus sur une étude de population plus étendue au niveau des âges et ainsi
porter un avis plus objectif.

7.6 Conclusion

La série de tests qui a été mise en place pour cette étude avait plusieurs
objectifs. Tout d’abord elle devait permettre de sélectionner le modèle le
plus pertinent parmi les méthodes de lissage (moyennes mobiles, Whittaker-
Henderson et Loess), sur ce point, il semble que la méthode de Loess soit la
plus efficace. En effet propose les meilleurs résultats au niveau des tests gé-
néraux et principalement au Back-testing. La méthode Loess est également
celle qui semble la plus appropriée au regard des résultats de l’étude des
résidus, même si cela est moins visible. Il n’est pas étonnant que ce lissage
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soit préférable à la simple méthode des moyennes mobiles, car son optimi-
sation du lissage de la fonction de passage entre les taux de mortalité de
référence et les taux de mortalité bruts par des polynômes de faibles degrés
est beaucoup plus efficace qu’une simple moyenne pondérée. La présente
étude n’apporte pas non plus un avis négatif sur le lissage par la méthode
des moyennes mobiles qui par son approche simple et facilement adaptable
offre des résultats tout à fait satisfaisants. Par contre, la méthode de lissage
par Whittaker-Henderson est à mettre un peu à part car en plus des trois
paramètres exogènes que nous avons définis, la méthode nécessite en plus
deux autres paramètres (notés dans ce mémoire h et z). Il a été posé des
valeurs pour ces paramètres généralement reconnus par la littérature, néan-
moins un test avec d’autres valeurs pour ces paramètres aurait mérité d’être
réalisé pour tenter d’améliorer l’interprétation des résultats.

Le second intérêt de cette partie est de se faire un avis sur les différents
outils de validation. Tous n’ont pas été appliqués par manque de temps,
néanmoins un large tour d’horizon a été réalisé. L’importante quantité de
données initiales a permis la construction de table que l’on peut considérer
fiable comme le confirment l’étude des risques et le test SMR. Ce dernier est
un test essentiel car son application fournit une information précieuse sur
la justesse de la table de mortalité prospective. On peut citer les quelques
tests qualifiés de généraux, qui ont l’avantage d’être visuels et donc aisément
réalisables.

Par ailleurs, on note que le calcul de coefficients de variation dans le
cadre du calcul du risque d’estimation permet la mise en place d’intervalles
de confiance. On peut le relier à l’étude des règles classiques que l’on a dé-
finies. Le fait que la mortalité augmente selon les âges et diminue selon les
années et que la mortalité masculine est à tout instant supérieure à la mor-
talité féminine. En effet, on peut être amené à réaliser des réajustements
"manuels" des taux ne respectant pas ces règles élémentaires dans la limite
des intervalles de confiance. Néanmoins, ces tests permettent plus une ap-
préciation de la qualité de la base qu’une validation de celle-ci.

Enfin, parmi les tests qui ont été testés, certains tests n’ont pas été
concluants pour plusieurs raisons. Tout d’abord, l’étude de la tendance a
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été menée par des tests particulièrement subjectifs et ne peuvent être chif-
frés, en effet cela nécessite de s’appuyer sur l’avis d’un expert pour évaluer
l’évolution de l’espérance de vie à venir, chose qui n’est pas aisée. Les tests
s’appuyant sur l’étude des résidus de la réponse n’ont pas été satisfaisants du
fait du trop faible nombre d’éléments à analyser ce qui donne des résultats
trop peu fiables.
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Conclusion

Les assureurs ont depuis longtemps eu recours à des tables de mortalité,
que ce soit pour tarifer leurs produits ou pour les provisionner. Au cours de
ce mémoire, il a été proposé une démarche différente des approches habi-
tuelles qui posent un modèle prédéfini et tente de le calibrer pour l’adapter
à leurs données. Cette démarche est généralement satisfaisante. Toutefois,
il est utopique de penser à l’existence d’un tel modèle général et adaptable
à l’ensemble des données. C’est dans cet esprit que se sont développés les
modèles non-paramétriques, rendu possible grâce aux développements infor-
matiques de ces dernières années.

Ainsi, le présent mémoire détaille la mise en place d’une démarche in-
novante mêlant l’utilisation d’un modèle relationnel avec l’application d’un
lissage non-paramétrique. Les trois méthodes de lissage non-paramétrique
présentées au cours de ce mémoire sont plus ou moins complexes : lissage
par moyennes mobiles, par Whittaker-Henderson et par la méthode de Loess.
Ces méthodes ont nécessité le recours de trois paramètres exogènes :

Une table de référence. L’étude se place dans le cadre d’une construc-
tion de table de mortalité prospective menée par une compagnie d’assurance.
Le nombre de données disponibles est généralement limité et une méthode
relationnelle est tout à fait indiquée en présence de petits échantillons. En
effet, elle permet de s’appuyer sur une table existante ayant déjà fait ses
preuves. Lors de la réalisation pratique, il a été retenu d’utiliser la table
de référence "INSEE 2007-2060" pour de multiples raisons. C’est une table
de mortalité prospective, très récente et basée sur la population française.
L’autre table de référence envisageable, le couple TGH/F 05, présente le
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désavantage d’être erratique comme l’a montré de récents travaux menés
par Tomas et Planchet [44].

Un paramètre de lissage. Ce paramètre noté λ définit le nombre de
points (voisinage) utilisé pour le lissage de chaque point. Cet élément est
important, car il distingue une courbe "accidentée" ou "droite" de la bonne
courbe. Au cours de ce mémoire, nous avons utilisé un indicateur, le AIC
modifié, pour déterminer la valeur de λ optimale. Il s’est avéré que cette
valeur ne dépend pas de la méthode de lissage retenue mais semble plutôt
dépendre de la quantité de points de l’étude. Dans notre cas λ = 10.

Une fonction de poids. Le dernier paramètre définit l’importance (le
poids) pris par les points appartenant au voisinage sélectionné par le para-
mètre précédent. Aucun élément objectif n’a fait pencher notre choix vers
une fonction plus qu’une autre. Nous nous sommes donc arrêtés sur une
fonction simple et proposant des poids proportionnels à la distance : c’est
la fonction triangulaire.

Ces paramètres choisis, il a été possible de construire des tables de mor-
talité prospectives unisexes. La méthode de fermeture retenue a été celle de
Denuit et Goderniaux approchant plus les taux lissés entre 80 et 90 ans que
la méthode de Coale et Kisker.

La seconde partie a consisté à développer et à mesurer des risques sous-
jacents à la construction d’une table de mortalité prospective. Un des ob-
jectifs du mémoire était de limiter au maximum le risque de modèle, cela a
été en grande partie fait par la mise en place de lissages non-paramétriques,
c’est-à-dire sans poser de modèle a priori. En pratique, les deux principaux
risques détaillés au cours de ce mémoire sont le risque d’estimation et le
risque de tendance. Le risque d’estimation, lié aux fluctuations d’échan-
tillonnage a été évalué grâce à la resimulation des taux de sortie par deux
approches (directe ou par les résidus). Les valeurs issues du calcul des co-
efficients de variation donnent des résultats acceptables (entre 5 et 10 %
pour les deux méthodes présentées). Le risque de tendance est un risque
important, c’est le risque d’une mauvaise projection. Pour notre exemple,
nous nous sommes appuyés sur la tendance de la table de référence, ce qui
offre une amélioration de l’espérance de vie de 0,5 an à 35 ans pour les 20
prochaines années (augmentation de l’ordre de 5 ans sur les 20 dernières
années avec la table de référence) pour les hommes comme pour les femmes,
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ceci est principalement dû à une combinaison importante de facteurs amé-
liorant l’espérance de vie (médecine, condition de vie ...) apparue lors de
ces dernières années que l’on ne pense pas retrouvé par la suite. Néanmoins,
l’évaluation est basée sur un avis d’expert donc très subjective.

Cette démarche est intéressante sous plusieurs points de vue. En pre-
mier lieu, le recours à un lissage sur la fonction de passage entre les taux
bruts et les taux de référence permet l’intégration "artificielle" de données
supplémentaires en s’appuyant sur une table qui a fait ces preuves : ainsi la
démarche peut sembler plus complexe que les démarches dites "classiques",
mais apporte une réelle plus-value pour une application sur de petits échan-
tillons de données. Dans un second temps, l’application de l’évolution de la
mortalité issue d’une table de référence prospective est une démarche très
simple et applicable quelle que soit la profondeur de la base de données.

Cette démarche originale est donc particulièrement adaptée pour les as-
sureurs sur deux points importants :
• le premier point est réglementaire, en effet la méthode proposée s’ap-
puie sur une table de référence validée par arrété ministériel. Ceci
est un élément important dans l’homologation de la méthode qui est
détaillée au cours de ce mémoire ;
• le second point concerne l’efficacité de la démarche dans le cadre de
petits échantillons. En effet, l’apport d’une table de référence externe
permet l’augmentation artificielle du nombre de données.

Le dernier chapitre du mémoire a consisté à appliquer différents tests, qui
se veulent universels (c’est-à-dire indépendants de la méthode de construc-
tion choisi) en variant les approches. Tous n’ont pas la même importance.
Le test à privilégier est le back-testing, qui compare le nombre de décès ob-
servés, sur une population n’ayant pas servi à la construction de la table,
au nombre de décès estimés. Ce test est actuellement le principal test effec-
tué lors du contrôle et de la certification d’une table de mortalité par les
actuaires certificateurs. Les tests que l’on place à un second niveau sont les
tests généraux : la mortalité croît avec l’âge et diminue avec le temps et
la mortalité masculine est supérieure à tout âge à la mortalité féminine. Ils
fournissent une première bonne approche visuelle sur la fiabilité des tables.
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D’autres tests ont été testés et présentés dans cette étude avec plus ou moins
de résultats. La conclusion de ces outils de validation est que la méthode de
lissage par Loess sort gagnante sur la majorité totalité des tests. Cela n’est
pas étonnant, en effet, la méthode de lissage par moyennes mobiles est très
simple mais offre néanmoins un très bon rendement simplicité/efficacité sur
notre exemple et la méthode par Whittaker-Henderson propose des résul-
tats encourageant mais n’a pas forcément été optimisée car cette fonction
à la particularité de posséder deux paramètres endogènes supplémentaires.
Ainsi, les trois méthodes que l’on a comparées sont utilisables et sont uti-
lisées par les assureurs, mais des nouvelles applications notamment sur des
échantillons plus réduits sont envisageables pour approfondir cette étude.
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Annexe A
Les principaux indicateurs
d’analyse de tables de mortalité

De manière générale, pour représenter l’évolution de l’effectif de chaque
cohorte aux âges successifs d’un portefeuille, l’actuaire utilise le diagramme
de Lexis semblable à la figure A.1.

Un évènement concernant un individu d’une population peut être re-
péré par trois caractéristiques : l’âge de l’individu, l’année de naissance de
l’individu et la date de l’évènement. Ces trois caractéristiques sont redon-
dantes, seule l’utilisation de deux d’entre elles apporte toute l’information
disponible. Au cours de ce mémoire, nous utilisons pour décrire chaque ob-
servation y, l’âge de l’individu noté x et la date de l’évènement, qui pour les
tables de mortalité est le décès, notée t.

Figure A.1 – Diagramme de Lexis
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A partir d’un jeu de données classique, il est plus ou moins aisé d’obtenir
le nombre de décès à chaque âge en jour, noté djx,t, et l’exposition au jour
le jour, noté ERjx,t. L’exposition représente le nombre de personne exposé
au risque. Ces deux premiers éléments sont indispensables pour obtenir les
taux de mortalité. La littérature a proposé une multitude de méthodes pour
le calcul des taux de mortalité annuel, nous présentons les deux principaux
qui ont chacun leurs défauts (notons a le nombre de jours dans l’année d’ob-
servation)

• Méthode de Hoem :

qHx,t =

a∑
i=1

djx,t(i)

1
a

a∑
i=1

ERjx,t(i)

Le principal souci de cette méthode est d’autoriser l’apparition de taux
de mortalité supérieur à 1. En effet, si nous avons uniquement deux
individus en début d’année et qui décèdent en milieu d’année, nous
obtenons (si a = 365)

qHx,t = 1 + 1
1

365(332, 5 + 332, 5)
= 2

• Méthode de Kaplan-Meier :

qKMx,t = 1−
a∏
i=1

(1−
djx,t(i)
ERjx,t(i)

)

Contrairement à la méthode précédente, les taux de mortalité qui ré-
sultent de cette méthode seront compris entre 0 et 1, mais le défaut
de cette méthode est de ne considérer que les dates où il y a une sortie
par décès. En effet, si durant l’année, 1 seul décès est observé alors
il ne sera tenu compte que de l’exposition le jour du décès : cela est
d’autant plus génant s’il y a 100% de décès à une certaine date ce qui
entraîne une probabilité de décès de 1 pour l’année correpondante.

Néanmoins, de manière générale, si l’exposition est suffisante, la mé-
thode de Kaplan-Meier est à privilégié car se rapproche plus la mor-
talité réelle.
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Ces taux de mortalité permettent l’obtention de deux nouveaux indica-
teurs démographiques, les taux de survie notés px,t :

px,t = 1− qx,t

et le nombre de survivants lx,t en fonction du nombre de vivants à la date
initiale :

lx,t = lx−1,t (1− qx−1,t)

ce dernier indicateur est celui que l’on retrouve dans la présentation des
tables de mortalité comme par exemple pour la figure 1.1.

Le taux instantané de mortalité est noté µx,t et nous posons l’hypothèse
classique qu’il est constant sur chaque carré du diagramme de Lexis, ainsi :

µx,t = −ln(1− qx,t)

A l’ensemble de ces indicateurs démographiques, nous allons inclure un
indicateur actuarielle proposée par Delwarde et Denuit [15] : la prime pure
d’un contrat de rente viagère. Elle peut se voir comme une version pondérée
de l’espérance de vie, donnant plus d’importance aux premières années par
le jeu de l’actualisation. Nous supposerons un seul versement par an d’une
valeur de 1e, alors

PrimePurex,t =
∑
k≥1

kpx,t v
k =

∑
k≥1

k−1∏
j=1

px+j,t v
k
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Annexe B
Les fonctions de poids classiques

La littérature actuarielle propose une multitude de fonctions de poids,
notéeW , qui a pour effet de favoriser les points u les plus proches de la zone
d’ajustement xi en respectant les contraintes suivantes :


∀u, W (u) ≥ 0
∀u /∈ V (xi), W (u) = 0
W doit être symétrique et décroissant en fonction de la distance à xi

Nous présentons ici une liste non-exhaustive. Le choix est subjectif, il dé-
pend de la variation d’importance, que veut donner la personne construisant
la table, aux points appartenant au voisinage du point d’évaluation.

• La fonction rectangulaire :

W (u) = 1
2I(|u| ≤ 1)

• La fontion triangulaire :

W (u) = (1− |u|)I(|u| ≤ 1)

• La fonction Epanechnikov :

W (u) = 3
4(1− u2)I(|u| ≤ 1)

• La fonction Biweight :

W (u) = 15
16(1− u2)2I(|u| ≤ 1)
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• La fonction Triweight :

W (u) = 35
32(1− u2)3I(|u| ≤ 1)

• La fonction tricube :

W (u) = (1− u3)3I(|u| ≤ 1)
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Annexe C
Outils de fermeture des tables de
mortalité

Le développement des méthodes de fermeture des tables présentées est
repris de l’ouvrage de Delwarde et Denuit [2006] [15]

C.1 Méthodes de Denuit et Goderniaux

Cette méthode émet différentes hypothèses sur les taux de mortalité en
ajustant par les moindres carrés, le modèle log-quadratique :

ln(q̂x,t) = a+ bx+ cx2 + εx,t avec εx,t ∼ N (0, σ2)

avec les deux contraintes suivantes :

q̂130,t = 1 (C.1)

∂q̂x,t
∂x

= 0 (C.2)

La première équation nous donne

a+ 130b+ 1302c = 0

Et la seconde
b+ 2c = 0

Et donc
∀x, ln(q̂x,t) = c(1302 − 260x+ x2) + εx,t
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C.2 Méthodes de Coale et Kisker

Cette seconde méthode de fermeture des tables travaille à partir des
taux de mortalité instantanés. La méthode consiste à extrapoler les taux
aux grands âges à partir de l’hypothèse de départ :

∀x ≥ 64, µx,t = µ65,t exp(kx,t(x− 65))

La fonction kx,t représente l’évolution moyenne des taux.
Après des constatations empiriques, Coale et Kisker ont montré que les

kx,t présentaient un pic aux alentours de 80 ans, ce qui a conduit à ajouter
l’hypothèse suivante :

kx,t = k80 + s(x− 80)

Le paramètre s représente le coefficient de la pente. Pour la suite des cal-
culs avec la résolution de ces équations, il y a nécessité de poser les deux
contraintes exogènes suivantes :{

µ110,t = 1 pour les hommes
µ110,t = 0, 8 pour les femmes

La combinaison de ces hypothèses implique que :

µ110,t = µ79,t exp(
110∑
x=80

kx,t) = µ79,t exp(
110∑
x=80

k80,t + s(x− 80))

Ce qui implique

s = −
ln( µ79

µ110
) + 31k80

465
et

µx,t = µ79,t exp(
x∑

y=80
(k80 + s(y − 80)))

ce qui se réécrit
µx,t = µx−1,t exp(k80 + s(x− 80))

avec
k80 =

ln(µ80
µ65

)
15
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Annexe D
Tableau d’exposition et de
sinistralité de la base

Le tableau suivant présente l’exposition et le nombre de décès par sexe
et par âge de la base utilisée pour les calculs de Kaplan-Meier. On rappelle
que l’exposition est calculée au prorata-temporis. Une personne présente du
01/07/2005 au 31/03/2006 comptabilisera une exposition de 0,5 pour l’année
2005 et une exposition de 0,25 pour l’année 2006.
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Figure D.1 – Exposition et nombre de décès par sexe et par âge
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Annexe E
Tableau des résultats issus du
lissage des taux bruts

Le tableau suivant présente l’ensemble des résultats obtenus par âge et
par sexe selon chaque méthode de lissage non-paramétrique présenté.
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Figure E.1 – Résultats des taux après lissage
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Annexe F
Représentation des courbes finales

Voici ci-dessous, la représentation de l’ensemble de nos résultats lissés,
fermés et projetés par sexe :

F.1 Lissage par la méthode des moyennes mobiles

Figure F.1 – Projection des taux lissés par la méthode des moyennes mo-
biles sur la population masculine et féminine

114



F.2 Lissage par la méthode deWhittaker-Henderson

Figure F.2 – Projection des taux lissés par la méthode de Whittaker-
Henderson sur la population masculine et féminine

F.3 Lissage par la méthode de Loess

Figure F.3 – Projection des taux lissés par la méthode de Loess sur la
population masculine et féminine
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