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Dans le cadre du nouveau dispositif européen Solvabilité II, prenant effet le 1% janvier 2013, les
compagnies d’assurance sont amenées a déterminer leur capital économique ajusté aux risques
gu’elles encourent. Ce montant de capital permet a la compagnie de faire face a une ruine
économigue dans un an, avec une probabilité de 99,5%. Deux types d’approches sont envisageables
pour le calcul de ce capital : I'application de la Formule Standard, reposant sur I'agrégation de
besoins en capital élémentaires a partir de matrices de corrélation, ou le recours a un modele
interne, mieux adapté au profil de risque de la compagnie. Par convention, nous distinguons les
deux structures de modéle interne suivantes :

- la Formule Standard Entity Specific, reposant, comme la Formule Standard, sur une
approche chocs/facteurs mais s’en distinguant au niveau des chocs appliqués et/ou des
corrélations, ou encore a travers le changement d’architecture des risques retenue pour
I’étape d’agrégation des risques (architecture des risques en « rateau » par exemple) ;

- le Modele Interne Partiel (MIP), reposant sur un usage conjoint des méthodologies
simulatoire et de type Formule Standard : certains risques sont projetés simultanément sur la
premiére période, permettant ainsi d’obtenir une distribution de Fonds Propres
économiques dans un an relative a ces risques, tandis que d’autres sont quantifiés par une
méthodologie de type Formule Standard (Formule Standard «classique » ou Formule
Standard Entity Specific).

Dans ce contexte, I'agrégation des risques mais aussi I'allocation de capital soulévent différentes
problématiques, identifiées et traitées dans ce mémoire, aprés avoir mené en premier lieu une
analyse théorique des différentes méthodes d’agrégation et d’allocation.



Adgrégation des risques

L’agrégation des risques permet de disposer d’un capital consolidé pour I'ensemble des risques
auxquels la compagnie est exposée. Ce capital tient compte des phénomeénes de dépendance entre
les différents segments ; il est inférieur a la somme des capitaux élémentaires lorsque les risques se
diversifient : nous parlerons alors de bénéfices de diversification.

L’agrégation des risques s’appréhende différemment selon qu’il s’agit :
- d’agréger des risques a proprement parler, a périmétre(s) de passifs fixé(s),
- d’agréger des capitaux de périmetres de passifs différents, a risque(s) fixé(s).

Apres avoir mené une analyse théorique des méthodologies Formule Standard et simulatoire, nous
nous intéressons a I'articulation de ces deux méthodologies dans le cadre des Modeles Internes
Partiels.

Lorsqu'un Modele Interne Partiel est employé, l'agrégation des risques souléve différentes
problématiques telles que I'agrégation des résultats issus du modeéle interne et des résultats de type
Formule Standard. Il parait alors nécessaire de proposer des méthodologies y répondant.

Dans le Consultation Paper n°65 (CP 65), le CEIOPS présente des méthodologies permettant
d’articuler les résultats issus du modéle interne et ceux de la Formule Standard. Nous nous
intéressons en particulier a I'une d’entre elles, nommée « Consistent Standard Formula Replication »
(CSFR) : cette méthode integre a I'architecture des risques Formule Standard des sous-modules de
risque regroupant, au sein de chaque module de risque, les risques élémentaires quantifiés par une
méthodologie identique. Deux sous-modules de risque sont alors distingués : le sous-module « Hors-
MIP », constitué des risques quantifiés par la Formule Standard - ou plus généralement par une
approche chocs/facteurs - et le sous module MIP, regroupant les risque simulés.

En revanche, la méthodologie présentée dans le CP 65 ne semble pas traiter de I'aspect « multi-
modules » et « multi-périmeétres ». Plus précisément, pour un méme périmétre de passifs, elle ne
permet pas d’agréger aisément les résultats issus du modeéle interne et ceux issus d’'une approche
chocs/facteurs, lorsque le modéle projette des risques appartenant a des modules différents (actions
et mortalité par exemple). En revanche, il est dans ce cas possible de généraliser la méthodologie
CSFR.

De plus, I'agrégation des risques entre périmétres de passifs utilisant des méthodologies d’agrégation
différentes a partir de la méthode CSFR semble aisée lorsque les risques simulés appartiennent au
méme module, mais délicate lorsque les risques appartiennent a des modules différents.

Les points évoqués ci-dessus nous invitent a proposer, d’'une part une méthodologie CSFR étendue a
un ensemble de plusieurs modules dans le cas d'un périmétre de passifs, d’autre part une
méthodologie alternative permettant d’agréger des risques de périmétres de passifs différents,
lorsque le modele interne couvre des risques de modules distincts. Ces méthodologies sont
essentiellement fondées sur la technique de dé-modularisation/re-modularisation de I'architecture
des risques’.

! Dans son article « Multi-Level Aggregation» [7], Filipovic traite des problématiques d’agrégation multi-
niveaux nous amenant a proposer cette technique de dé-modularisation/re-modularisation de I'architecture
des risques.



Cette technique permet de faire apparaitre, et rendre ainsi explicites, des corrélations non explicites
dans I'architecture des risques Formule Standard (ou une autre architecture des risques a plusieurs
niveaux). La substitution des corrélations Entity Specific aux corrélations Formule Standard (ou
induites par une autre architecture des risques) puis la re-modularisation, rend alors possible
I'agrégation des risques.

Notons que les méthodologies proposées permettent également de traiter les problématiques
soulevées par les modéles internes de type Formule Standard Entity Specific.

Allocation de capital

Inversement, disposant du capital consolidé relatif a un agrégat de segments (périmétres de passifs,
risques etc...), la compagnie peut souhaiter allouer ce capital afin de déterminer la consommation en
capital réelle des différents segments, apres avoir alloué les bénéfices de diversification. L’ensemble
du capital sera ventilé entre les segments.

L’enjeu d’une telle démarche peut étre le calcul d’indicateurs de rentabilité, aide a la prise de
décision stratégique, mais aussi la détermination de limites de risque. L’allocation de capital joue
notamment un réle crucial dans le cadre du dispositif ORSA?.

Nous cherchons a allouer le capital économique global Solvabilité Il, défini a partir d’'une mesure de
risque VaR (Value at Risk). Néanmoins, il est tout a fait envisageable d’allouer un capital défini a
partir d’autres mesures de risque. A ce propos, il est montré dans ce mémoire que la définition d’un
capital a partir d’'une mesure de risque TVaR (TailvaR) ou écart-type est plausible au regard du
critére de solvabilité requis.

L’allocation de capital requiert, au préalable, le choix d’'un couple (mesure de risque, méthode
d’allocation).

Différentes méthodes d’allocation, présentées dans la littérature, sont décrites et étudiées dans ce
mémoire, a savoir : la méthode proportionnelle, la méthode marginale, la méthode de Shapley, la
méthode d’Euler et la méthode d’Aumann-Shapley.

Le principe est le suivant. Dans un premier temps, I'application d’une méthode d’allocation associée
a une mesure de risque permet de calculer la contribution au risque global de chaque segment. Un
ajustement est ensuite réalisé afin d’allouer le capital consolidé, tout en conservant le critére
d’allocation totale. Dans le cadre de cette démarche, la variable considérée est une variable de
risque correspondant a la variation des Fonds Propres économiques entre les datest = Oett = 1.

Nous commencons par mener une analyse théorique de chacune des méthodes d’allocation et
donnons des formules explicites dans le cas général mais également dans le cas gaussien. Cette
analyse nous améene notamment & identifier une méthode cohérente, selon la définition fournie dans
ce mémoire : il s’agit de la méthode d’Euler couplée a une mesure de risque TVaR. Cette méthode
d’allocation vérifie, en I'occurrence, la propriété de RORAC® compatibilité et rend alors possible
I'analyse économique des capitaux alloués. Ceci permet de répondre efficacement a des
problématiques de pilotage.

2 Own Risk and Solvency Assessment.
¥ Return On Risk Adjusted Capital.



Nous nous intéressons par la suite aux différentes problématiques rencontrées par une compagnie
d’assurance souhaitant allouer son capital.

Tout d’abord, le recours a un Modele Interne Partiel pose, comme pour 'agrégation des risques,
certaines difficultés telles que I'allocation de capital sur des segments quantifiés par des
méthodologies différentes (approche simulatoire ou approche chocs/facteurs): nous proposons dans
ce cas de construire une distribution pour les segments quantifiés par approche chocs/facteurs, en
supposant une loi gaussienne, puis de recourir a la théorie des copules afin de modéliser la
dépendance entre les différentes distributions.

De plus, dans le cadre d’'une configuration « Formule Standard », disposant donc uniqguement des
valeurs de capitaux associées a chaque segment, I'application de certaines méthodes nécessite de
postuler une loi, afin de calculer I'ensemble des éléments intervenant dans les formules d’allocation :
covariances, TVaR etc... Se plagant dans un cadre gaussien, nous disposons de formules explicites et
I'allocation de capital est donc possible.

Notons que ce type d’approches est proposé dans le CP 65.

Par ailleurs, contrairement a I'allocation de capital sur des périmetres de passifs, allouer le capital sur
des risques est délicat. En effet, la présence d’effets croisés entre facteurs de risque vient perturber
I’hypothese de décomposition de la variable de risque global comme somme de variables de risque
individuelles, requise pour le calcul des contributions au risque. Nous proposons alors une
méthodologie fondée sur le calibrage d’'une forme paramétrique, intégrant un risque fictif
représentatif des effets croisés entre facteurs de risque.

La problématique de la stabilité de I'allocation dans le temps est également abordée et traitée: il
parait en effet adéquat de conserver des capitaux alloués stables au fil du temps, afin de rester
cohérent quant au pilotage de I'activité.

Enfin, les méthodologies d’agrégation et d’allocation proposées sont appliquées sur un cas pratique,
décrit plus précisément ci-dessous.

Nous distinguons deux périmetres de passifs au sein d’une entité Vie : I'un d’entre eux utilise un
modele interne pour la modélisation des risques actions, taux d’intérét et mortalité, et réalise des
calculs Formule Standard pour les autres risques, tandis que le second emploie une méthodologie
Formule Standard pour quantifier I'ensemble de ses risques. Ce cas pratique souléve donc I'ensemble
des problématiques évoquées plus haut. Dans ce cadre, nous cherchons a agréger les risques puis
allouer le capital relatif a chaque périmétre de passifs mais aussi au niveau consolidé. Le recours a la
méthode d’Euler associée a une mesure de risque TVaR permet d’allouer le capital de maniére
adéquate et de construire des indicateurs de rentabilité.

Ainsi, ce mémoire intégre les aspects théoriques fondamentaux relatifs aux concepts d’agrégation
des risques et d’allocation de capital, tout en veillant a se placer dans un cadre opérationnel, en
s'intéressant aux problématiques rencontrées par les compagnies d’assurance lors d’'une démarche
d’agrégation des risques et d’allocation de capital.

Les méthodes proposées permettent d’agréger les risques et d’allouer le capital dans tous les cas de
figures, sans pour autant s’éloigner des méthodes proposées par les autorités de contrdle.
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For the purpose of the new solvency framework of the European Union for the insurance industry,
Solvency Il, insurance companies are how required to determine the amount of their equity, adjusted
to the risks that they incur. This amount of capital enables the company to face financial bankruptcy,
with a one year horizon and a confidence level of 99,5%. Two types of approaches are possible for
this calculation: the use of a Standard Formula or the use of an internal model. By convention, we
distinguish these two structures of internal models:
- the Entity Specific Standard Formula, which consists, like the Standard Formula, in making
instantaneous shocks, but differs from it by modifying the applied shocks or the correlations.
The company may also change the risk architecture used for the risk aggregation step, by
using a “one level aggregation” (all risks at the same level) , for instance;
- the Partial Internal Model, which consists in making a simultaneous projection of some of
the risks incurred by the company, whereas the others are quantified by the Standard
Formula method (or a close methodology, like the Entity Specific Standard Formula).

In such a context, risk aggregation and capital allocation raise some issues, identified and solved in
this report, after having first carried out a theoretical analysis of the possible aggregation and

allocation methods.

Risk aggregation

Risk aggregation enables to calculate an aggregated capital, by taking into account dependencies
between some risk segments. This capital is smaller than the sum of the stand-alone capitals when
there are some diversification benefits between risks.
We use different methodologies in order to aggregate stand-alone capitals, depending on the type of
risk segments:

- risks (interest rates, mortality etc...) or

- liabilities (portfolios, entities, lines of business etc...).



After having carried out separately a theoretical analysis of the Standard Formula methodology and
the internal model methodology, when it projects some risks on the first period, we deal with the
joint approach in the context of Partial Internal Models.

The use of a Partial Internal Model may raise some issues like the aggregation of the result given by
the internal model with other stand-alone capitals, calculated with the Standard Formula (or an
Entity Specific Standard Formula). We therefore want to put forward some methodologies.

In the Consultation Paper n°65, the CEIOPS proposes three methods in order to aggregate the result
given by the internal model and the Standard Formula result. One of these methods, called
« Consistent Standard Formula Replication » (CSFR), considers into the Standard Formula’s risk
architecture two sub-modules: the first one is composed of stand-alone risks quantified by the
Standard Formula - or more generally by a methodology using instantaneous shocks — the second
one groups simulated risks jointly.

However, the methodology aforementioned does not solve directly the problem of an internal model
which projects risks from different modules (market, life...) of one perimeter. But, in this first case, it
is possible to generalise the CSFR method.

Suppose now that we want to aggregate economic capitals from several liabilities using different
aggregation methodologies. The adaptation of the CSFR technique is easy when the simulated risks
are in the same risk module, whereas it will not be an easy task if the risks belong to different
modules.

The points mentioned above invite us to propose, first an extension of the CSFR method that deal
with simulated risks from different modules of one perimeter, second an alternative methodology
that enables to aggregate risks from several liabilities when the internal model covers stand-alone
risks from different modules. These methodologies are mainly based on the de-modularization and
re-modularization of the risk architecture®. This technique let appear some correlations which are
not explicit in the standard architecture (or another risk architecture). For instance, the correlation
between interest rates and mortality risk is embedded in the Standard Formula. Thanks to this
technique, we have the ability to substitute some Entity Specific correlations for correlations given by
the Standard Formula (or given by the step of de-modularization of another risk architecture) and
then re-modularize, making possible risk aggregation.

Note that these methodologies solve also the issues raised by an Entity Specific Standard Formula.

Capital allocation

Reciprocally, given a consolidated economic capital, one may want to allocate the diversification
benefits between different risks or between different liabilities of a company, in order to know the
actual quantity of capital required by each segment. The aim here may be to analyze the profitability
of a portfolio or to determine risk limits, in an ORSA® framework for instance. The whole capital will
be allocated between risk segments.

* Damir Filipovic’s working in his article “Multi-level risk aggregation” [7] gives a powerful tool to work on
aggregation issues. The base level aggregation technique he develops allows building equivalence between
multi-level aggregation (such as the Standard Formula) and one-level aggregation (all risks at the same level).

> Own Risk and Solvency Assessment.



We allocate the global economic capital defined with the risk measure VaR (Value at Risk). However,
it is possible to allocate a different capital, defined with the TVaR (TailVaR) risk measure for instance;
in this report, it is by the way pointed out that the definition of the economic capital with the TVaR
measure or the standard deviation measure is compliant according to the level of solvency required.

Capital allocation requires both an allocation method and a risk measure:

- We study some methods given in the academic literature: the proportional method, the
marginal method, the Shapley method, the Euler method and the Aumann-Shapley method.

- Arisk measure enables to quantify the risks endured by segments, depending on some criteria.

The different steps of capital allocation are described as follows. First, we choose an allocation
method and a risk measure in order to calculate risk contributions to the global risk. An adjustment is
then done in order to allocate the aggregated capital and keep the full allocation criterion. During
such a procedure, our key risk variable is the difference between the equity value at time t=1 and the
equity value at time t=0.

First, we focus on the theoretical aspects of allocation methodologies. We give explicit formulas in
the general case but also in the Gaussian case. This analysis enables us to identify a coherent
method, with regard to the definition given in this report: the Euler method combined with the TVaR
risk measure. This method is indeed RORAC® compatible and makes possible the economic analysis
of allocated capitals, which allows the company to run efficiently its activity.

We then identify three main issues raised by capital allocation.

First, Partial Internal Models raise some issues: if we get a distribution of equity at time t=1 for a
subset of risks without having distribution for the others, it can be difficult to allocate capital: we
need to build a distribution for non-simulated risks by assuming a probability distribution. We can
then use a copula in order to model dependencies between distributions.

Furthermore, when risks are quantified by the Standard Formula (or an Entity Specific Standard
Formula), we do not have distributions and, as some methods require distributions, we need to
assume a probability distribution in order to calculate risk contributions. By assuming Gaussian
distributions, we are able to allocate capital thanks to the explicit allocation formulas obtained
previously.

Note that these kinds of approaches are proposed in the CP 65.

And, contrary to capital allocation on liabilities, capital allocation on risks is delicate. Indeed, the
decomposition of global risk as the sum of individual risks is not obvious because of crossed effects.
Therefore, we propose a methodology based on a parametric form.

The third issue is linked to the stability of capital allocation over time. Stability of the allocation is
needed so that the allocations are coherent in the time: we try to find some mathematical criteria to
guarantee stability.

® Return On Risk Adjusted Capital.



In a last part, we test numerically an example described below. A life entity is composed of two lines
of business: the first one uses an internal model in order to simulate some risks from different
modules and uses the Standard Formula to quantify the others, whereas the second one uses only
the Standard Formula.

Thus, this example highlights the issues raised above. In this context, we intend to aggregate and
allocate the economic capital related to each perimeter but also the consolidated capital related to
both lines of business. The use of the Euler method, combined with a TVaR, enables to allocate the
capital in a suitable manner and then build some profitability indicators.

This report intends to identify all the possible issues of risk aggregation and capital allocation and
proposes solutions and tools to answer these issues, after having worked on theoretical aspects.

The methods enable to aggregate risks and allocate capital in all cases (Standard Formula, Entity
Specific Standard Formula and Partial Internal Model) and are consistent with the methodologies
proposed by the CEIOPS.
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Introduction

Dans le cadre du nouveau dispositif européen Solvabilité II, prenant effet le 1% janvier 2013, les
compagnies d’assurance sont amenées a déterminer leur capital économique ajusté aux risques
gu’elles encourent. Ce montant de capital permet a la compagnie de faire face a une ruine
économigue dans un an, avec une probabilité de 99,5%. Deux types d’approches sont envisageables
pour le calcul de ce capital : I'application de la Formule Standard, reposant sur I'agrégation de
besoins en capital élémentaires a partir de matrices de corrélation, ou le recours a un modele
interne, mieux adapté au profil de risque de la compagnie. Nous distinguerons dans la suite les deux
structures de modeéle interne suivantes :

- la Formule Standard Entity Specific, reposant, comme la Formule Standard, sur une
approche chocs/facteurs mais s’en distinguant au niveau des chocs appliqués et/ou des
corrélations, ou encore a travers le changement d’architecture des risques retenue pour
I’étape d’agrégation des risques (architecture des risques en « rateau » par exemple) ;

- le Modele Interne Partiel (MIP), reposant sur un usage conjoint des méthodologies
simulatoire et de type Formule Standard: certains risques sont projetés simultanément sur la
premiére période, permettant ainsi d’obtenir une distribution de Fonds Propres
économiques dans un an relative a ces risques, tandis que d’autres sont quantifiés par une
méthodologie de type Formule Standard (Formule Standard «classique» ou Formule
Standard Entity Specific).

Dans ce contexte, I'agrégation des risques souléve certaines problématiques telles que I'agrégation
des résultats fournis par le modeéle interne et des résultats issus d’'une approche chocs/facteurs, dans
le cadre d’un Modéle Interne Partiel. Et notamment lorsque les risques simulés appartiennent a des
modules de risque différents, probléme également rencontré dans le cadre de certains types de
Formule Standard Entity Specific.

Par ailleurs, aprés détermination de son capital économique consolidé, la compagnie cherchera a
allouer son capital, afin de calculer des indicateurs de rentabilité et ainsi piloter son activité, dans le
cadre d’un dispositif du type ORSA’ par exemple. Comme pour 'agrégation des risques, I'allocation
du capital économique Solvabilité 1l pose certaines difficultés telles que I'allocation de capital sur des
risques, ou encore I'allocation de capital sur des segments de risque pour lesquels hous ne disposons
pas de distributions de Fonds Propres économiques. La problématique de la stabilité de I'allocation
dans le temps parait également cruciale pour une compagnie conservant un « Business Plan » stable
sur une période donnée.

Ce mémoire sera structuré en cing parties distinctes. La premiére présente le dispositif Solvabilité Il
et les méthodologies de calcul du capital économique. Une seconde partie est consacrée aux
mesures de risque, concept mathématique essentiel a la compréhension des méthodologies
d’agrégation des risques et d’allocation de capital.

” Own Risk and Solvency Assessment.
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La troisieme partie traite de I'agrégation des risques sous Solvabilité 1. Aprés avoir mené une analyse
théorique des méthodologies de type Formule Standard et simulatoire, nous nous intéresserons a
I'articulation de ces deux méthodologies dans le cadre des Modeles Internes Partiels. Nous
identifierons alors les problématiques soulevées par ce type de modele et proposerons des
méthodologies d’agrégation adaptées, permettant également de traiter les problématiques
soulevées par un modeéle interne de type Formule Standard Entity Specific.

Nous nous intéresserons dans une quatrieme partie a I’allocation de capital. Dans un premier temps,
il s’agira de donner le principe et I'’enjeu d’'une démarche d’allocation, puis d’exposer et analyser les
méthodes d’allocation de capital proposées dans la littérature. Cette partie nous permettra
notamment d’identifier un cadre d’allocation cohérent, reposant sur la méthode d’allocation d’Euler
et la mesure de risque TVaR (TailVaR). Nous apporterons ensuite des solutions aux problématiques
auxquelles une compagnie souhaitant allouer son capital peut étre confrontée. En I'occurrence,
I'allocation de capital sur des risques, ainsi que I'allocation de capital sur des segments quantifiés par
une approche chocs/facteurs, posent certaines difficultés. Par ailleurs, la problématique de la
stabilité de I'allocation dans le temps sera étudiée.

Les méthodologies d’agrégation des risques et d’allocation de capital mises en place dans ce
mémoire s’adaptent a tous les cas de figures : Formule Standard, Formule Standard Entity Specific et
Modele Interne Partiel.

Enfin, nous proposons dans une derniére partie de mettre en ceuvre les méthodologies d’agrégation
et d’allocation étudiées, sur un cas pratique soulevant la plupart des problématiques identifiées.
L’allocation de capital sera réalisée a partir de la méthode cohérente « Euler-TVaR », ce qui
permettra de construire des indicateurs de rentabilité de type RORAC® et ainsi répondre
efficacement a des problématiques de pilotage.

Nous précisons que ce mémoire s’appuie, en reégle générale, sur des notions et des exemples relatifs
a des risques/portefeuilles d’assurance vie. Néanmoins, I’ensemble des méthodologies d’agrégation
des risques et d’allocation de capital sont présentées de maniére générique, et permettent d’agréger
et d’allouer sur des risques/portefeuilles d’assurance non-vie sans difficultés supplémentaires.

8 Return On Risk Adjusted Capital.
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l. Dispositif Solvabilité 1l : construction du bilan économique et
méthodologies de calcul du capital économique

Nous proposons dans cette premiére partie une description générale du dispositif Solvabilité II, en
insistant sur la construction du bilan économique et le mode de valorisation de ses différents postes.
Néanmoins, nous retiendrons une vision simplifiée du bilan et spécifierons uniquement les modes de
calculs des principaux postes du bilan, I'intérét étant essentiellement porté sur la valorisation des
Fonds Propres économiques Solvabilité II.

Ceci nous permettra ensuite de procéder au calcul du capital économique a partir d’'une approche de
type Formule Standard ou en construisant la distribution des Fonds Propres (encore appelés
« situation nette ») a un an.

A. Présentation du dispositif Solvabilité 11

La solvabilité se définie comme I'aptitude, pour une entreprise, a faire face a ses engagements. Une
entreprise peut étre considérée comme insolvable des lors que la valeur de ses engagements est
supérieure a la valeur de son actif.

Le dispositif Solvabilité Il entrera en vigueur le 1* janvier 2013 et viendra remplacer le dispositif
actuel Solvabilité I.

A la différence du bilan économique Solvabilité | qui évalue les postes du bilan prudemment, en
accord avec les principes de comptabilité générale francais, le bilan Solvabilité Il est économique. En
effet, I'actif est inscrit au bilan a sa valeur de marché et les provisions techniques sont calculées selon
une vision «Best Estimate », contrairement aux provisions Solvabilité | déterminées a partir
d’hypothéses prudentes. La marge pour risque s'ajoute au Best Estimate des passifs, permettant
ainsi d’intégrer une marge de prudence dans le calcul des provisions techniques, liée au fait que les
risques techniques ne sont pas échangeables sur un marché complet et liquide.

Nous présentons ci-dessous une illustration de ces changements :

Solvabilité | Solvabilité ll
Bilan comptable Bilan économique

Plus Values
Latentes

———) |

Vers une vision plus Valeur de marche
Provisions économique du bilan
techniques

Provisions
techniques =
Best Estimate des
engagements +

Valeur d'acquisition

Evaluation prudente

Marge pour risque

Valeur économique

Figure 1.1 - Passage du dispositif Solvabilité | au dispositif Solvabilité I1.
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La démarche de I'Union Européenne retenue pour la conception de réglementations dans les
domaines bancaires et assurantiels, et en particulier aujourd’hui pour Solvabilité II, correspond a un
processus dit de « Lamfalussy ».

Ce processus s’articule autour de quatre niveaux, présentés a I'aide du schéma ci-dessous:

i
Niveau 1 — Elaboration de la |égislation Adoption d'un texte |égislatif qui donne les principes directeurs de la
future reglementation

Niveau 2 — Elaboration des mesures

€ g
d’implémentation Conceptiondes détails techniques liés ala mise en ceuvre de la

réglementation, ensuite votés par les représentants des états membres

Travaux en cours

Niveau 3 — Normes de supervision Coordination des travaux de déclinaison dans leur droit afin d'éviter au
maximum les divergences entre pays

0 P
Niveau 4 - Contréle du respect du droit Vérification de la conformité des reglementations nationales et mesures
al'encontre des pays en état de “fraude”.

Figure 1.2 - Présentation du processus de mise en place du dispositif Solvabilité I1.

Le dispositif Solvabilité Il repose sur trois piliers :
- Le pilier 1 est relatif aux exigences quantitatives a travers I’évaluation économique du bilan,
la détermination du besoin en capital et des capitaux propres disponibles.
- Le pilier 2 s’intéresse aux exigences qualitativesen mettant en place un systéeme de
gouvernance des risques et un controle prudentiel.
- Le pilier 3 concerne la discipline de marché a travers le reporting prudentiel et la
communication au marché.

Nous nous intéressons par la suite aux exigences quantitatives du pilier 1 et notamment au calcul du
besoin en capital.

Deux niveaux de seuils pour les Fonds Propres sont définis par la directive Solvabilité Il :
- Le MCR (Minimum Capital Requirement) correspond au niveau minimum de Fonds Propres
en dessous duquel I'intervention de I'autorité de contr6le sera automatique.
- Le SCR (Solvency Capital Requirement) représente le capital cible nécessaire pour absorber le
choc provoqué par des événements imprévus. Dans la suite du mémoire, nous appellerons
indifféremment SCR ou capital économique ce capital cible.

Les études quantitatives d’impact (QIS) sont lancées par le CEIOPS pour répondre aux questions plus

techniques soulevées par le projet de Directive Européenne. Nous donnons ci-dessous quelques
éléments sur la mise en place de ces études.

18



« Objectif : comparer le niveau de provisions comptables avec des provisions calculées selon des principes communs

« Objectif: proposer une Formule Standard de calcul du SCR et tester plusieurs modes de valorisation

« Objectif : calibrerles Formules Standard de calcul du MCR et du SCR et introduire la problématique des groupes

« Objectif : affiner le processus de calibrage des Formules Standard

« Objectif : proposer une nouvelle structure etaffiner le calibrage de la Formule Standard

Figure 1.3 - Les études quantitatives d'impacts.

Sont notamment présentés dans ces études les chocs et les matrices de corrélation proposées par la
Formule Standard afin de calculer le SCR global de la compagnie, nous y reviendrons.

B.  Construction du bilan économique Solvabilité 11

Plus précisément, le bilan économique Solvabilité Il prend la forme suivante :

Fonds Propres
Solvabilité 11

Egét différé ;

— Provisions
techniques
Solvabilité Il

Figure 1.4 - Vision simplifiée du bilan économique Solvabilité II.

Nous définissons ci-dessous les postes provisions techniques Solvabilité 1l et Fonds Propres
économiques Solvabilité Il ainsi que leur mode de valorisation.
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1. Les provisions techniques Solvabilité Il

Sous Solvabilité Il, les provisions techniques sont égales a la somme des éléments suivants :

- Le Best Estimate des passifs : celui-ci correspond a la valeur actuelle nette probable des flux
futurs (prestations, frais, commissions, primes). Le calcul du Best Estimate doit inclure les flux
futurs associés uniguement aux contrats existants a la date d’évaluation.

- Lamarge pour risque s’interpréte comme le montant de provisions complémentaires au Best
Estimate calculé de facon a ce que le montant total de provisions inscrit au bilan corresponde
a celui qu’exigerait une entité de référence pour honorer les engagements a la charge de
I’assureur.

Calcul de la marge pour risque

La marge pour risque est évaluée en actualisant le colt du capital annuel généré par I'immobilisation
du SCR, estimé a 6% par an sur la durée de vie résiduelle des engagements utilisée pour le calcul du
Best Estimate.

Le calcul est réalisé sur I'activité entiére, permettant ainsi de tenir compte de la diversification entre
branches. La marge pour risque est ensuite allouée entre les différentes branches, selon la
contribution marginale de chacune au SCR.

Nous donnons plus précisément la formule de calcul de la marge pour risque, notée RM.

Apres détermination du SCR par la méthodologie Formule Standard ou modéle interne, en date t=0,
la marge pour risque est calculée a partir de I’estimation des SCR futurs. Cette estimation est réalisée
a l'aide de proxys, par exemple en tenant compte du profil de liquidation des provisions
mathématiques.

Nous avons :

RM = 6%. %,
>0 "t

en notant SCR; le SCR en date t, et ; le taux sans risque en date t.

Remarques :

- Les SCR pris en compte dans ce calcul sont ceux liés aux risques de souscription et de défaut
des contreparties (au titre de la réassurance cédée), le SCR opérationnel, ainsi que le SCR au
titre du risque de marché inévitable.

- La faculté d’absorption des pertes par les impéts différés, venant en réduction du SCR, n’est
pas prise en compte pour le calcul de la marge pour risque.
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2. Les Fonds Propres économiques Solvabilité Il

Les Fonds Propres économiques Solvabilité Il sont constitués des éléments suivants :

- LaVIF:il s"agit de la valeur actuelle des profits futurs générés par le portefeuille de contrats,
calculée dans un scénario déterministe sans prime de risque et tenant compte des options et
garanties financiéres.

- L’actif net réévalué (ANR) : celui-ci correspond a I'actif net comptable aprés retraitements
(prise en compte des plus ou moins values latentes etc...). L'ANR représente la richesse
accumulée dans le passé par la compagnie.

Introduisons les notations suivantes :
- A(t) lavaleur de marché de I'actif en t,
- VEP(t) lavaleur économique des passifs en t,
- ANR(t) lavaleur de I'actif net réévalué en t,
- VIF(t) lavaleur de portefeuille en t,
- FP(t) les Fonds Propres économiques en t.

De maniere simplifiée, le bilan économique en date t peut étre représenté comme cela :
Bilan économique en t

FP(D)
Al VEP(t)

Avec: FP(t) = ANR(t) + VIF(¢t).

C. Meéthodologies de calcul du capital économique

1 Définition du capital économique et valorisation des postes du bilan

Définition du capital économigque

Le capital économique Solvabilité Il s’appuie sur la valorisation du bilan économique de la compagnie
en date t = Oet en date t = 1. Il correspond au montant de Fonds Propres dont doit disposer la
compagnie en date initiale, afin de ne pas étre ruinée dans un an, avec une probabilité de 99,5%.

La définition mathématique du capital économique la plus conforme aux exigences de Solvabilité ||
est la suivante :

Définition du capital économique
C = FP(0) — D(1).qo50,{FP(1)},

® value of In Force

21




ou D(1) correspond au facteur d’actualisation entre les dates O et 1 : il s’agit du prix en 0 d’un zéro-
coupon de maturité un an®.

Le surplus —D(1). g 50,{FP (1)} apparait comme un surplus algébrique qu’il est nécessaire d’injecter
aux Fonds Propres initiaux ou possible de libérer, selon la situation :
* SiqosywiFP(1)} > 0, lacompagnie a un niveau de Fonds Propres supérieur au capital requis
et peut alors libérer du capital.
* Siqos%{FP(1)} <0, la compagnie ne dispose pas du montant de Fonds Propres nécessaire
en date 0 pour satisfaire la contrainte de solvabilité. Celle-ci doit donc injecter du capital
pour un montant de : —D(1). qo 50,1FP(1)}.

Apres injection (ou libération) de capital aux Fonds Propres initiaux, les Fonds Propres se
décomposent donc entre le capital économique et un surplus de capital.

Remarque : le quantile a 0,5% de la variable FP(1) correspond a la Value at Risk (VaR) a 0,5% de
cette méme variable. Nous avons donc :

C = FP(0) — D(1). VaRy sse{FP(1)}.

Deux types d’approches, explicitées ensuite, sont envisageables pour le calcul du capital
économique : I'approche de type Formule Standard, reposant sur des chocs instantanés en date
initiale, ou alors, dans le cadre d’'un Modéle Interne Partiel, la construction d’une distribution de
Fonds Propres dans un an puis I'évaluation du quantile a partir de cette distribution. Nous
commencons tout d’abord par donner le principe de valorisation des Fonds Propres économiques,
requis pour le calcul du capital économique selon I'une de ces approches.

Scénarios économiques et modéle ALM

Un modéle ALM permet de valoriser les postes du bilan en tenant compte des interactions Actif-
Passif : ces interactions se font exclusivement par I'intermédiaire de deux mécanismes:

- laparticipation aux bénéfices,

- lesrachats dynamiques (ou conjecturels).
Il est alors possible de valoriser le bilan, selon les conditions en vigueur a la date de calcul (bilan
central) mais aussi suite a un choc instantané sur le bilan initial (bilan choqué).
Ce type de modele est alimenté par des tables de scénarios économiques.

Valorisation du bilan économique en date t=0 et t=1

En date initiale, les valeurs de I'actif, des passifs et des Fonds Propres de la compagnie sont des
grandeurs déterministes tandis qu’en t = 1, il s’agit de variables aléatoires dépendant des aléas
(financiers, démographiques, ...) de premiére année.

1% | e facteur d’actualisation est ici supposé déterministe. En revanche, considérer un facteur d’actualisation
stochastique ne pose pas davantage de difficultés.
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Soient :
- (F)is0 la filtration permettant de caractériser a chaque date I'information financiere
disponible,
- &, le facteur d’actualisation s’exprimant en fonction du taux sans risque instantané r, :
5, = e—f:rhdh'
- P; les cash-flows de passifs (prestations, commissions, frais,...) en période t,
- R; lerésultat de la compagnie en période t.

La VIF et la valeur économique des passifs en date initiale se calculent en prenant I'espérance sous la
probabilité risque-neutre des cash-flows futurs actualisés, c'est-a-dire :

VEP(0) = E, Z 5,2, |Fy

u=1

et,

VIF(0) = E, Z 8, Ry |Fo|.

u=1

Les Fonds Propres économiques en t = 0 ont donc pour expression :

FP(0) = ANR(0) + E, ZSu.Ru IF,| . (1.1)
u=1
Afin de déterminer les variables VIF(1) et VEP(1), il est nécessaire d’introduire un

conditionnement monde-réel. Ces variables correspondent a I'espérance sous la probabilité risque-
neutre des cash-flows futurs actualisés, conditionnellement a I'information « monde-réel» de
premiére année (notée FMR). Autrement dit, nous avons :

- VIF(Q) = Eq [ Suan 3 R |[FIR),

- VEP() = Eq[Zuza 3P [FIF]

Finalement, la variable aléatoire Fonds Propresent = 1 s’écrit :

)
FP(1) = ANR(1) + E, Z 6—”Ru |FR . 1.2
1

uz2

Le recours a un modéle ALM permet d’estimer les grandeurs intervenant dans les expressions (1.1)
et (1.2).
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2. L’approche de type Formule Standard

Nous désignons dans la suite par approche de type « Formule Standard » toute approche reposant
sur le calcul de besoins en capital élémentaires a partir de chocs instantanés (ou facteurs) puis a leur
agrégation a I'aide de matrices de corrélation. Il peut donc s’agir d’'une approche Formule Standard
« classique » ou d’'une Formule Standard Entity Specific, mieux adaptée au profil de risque de la
compagnie ; ce dernier aspect est étudié dans la partie IlI-B-1.

Nous nous intéressons ici au calcul du capital économique élémentaire au titre du risque R.
L’agrégation des risques de type Formule Standard sera décrite dans la partie IlI-A.

La Formule Standard propose une approche simplifiée pour le calcul du capital économique : celle-ci
consiste a évaluer le bilan central, et & procéder a une réévaluation du bilan apres réalisation d’un
choc instantané sur le risque R. Le capital économique correspond alors a la variation entre les
Fonds Propres associés au scénario central et les Fonds Propres associés au scénario choqué.

Notons que les chocs appliqués sont calibrés de telle sorte a engendrer une déviation extréme de
Fonds Propres au niveau 0,5%.

Nous désignons par FP(0), Az(0), VEP;(0), ANR(0) et VIF(0O) les variables économiques apres
choc instantané sur le risque R.

Le calcul du capital économique au titre du risque R par une approche de type Formule Standard est
illustré ci-dessous :

Bilan économique central Bilan économique apres

FP(0) ]
lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll lWlll

l Mesure de la des
A0 Y reeres’..... I | .............] i\ Fonds Propres économiques:

VEP(©) Cr=FP(0) - FP&(0)

Figure 1.5 - Calcul du capital élémentaire au titre du risque R par une approche de type Formule Standard.

Nous introduisons la filtration (FX).s,, intégrant I'information liée au choc sur R, et notons Qg la
probabilité risque-neutre s’appliquant a cette filtration.

Les Fonds Propres aprés choc instantané sur le bilan initial s’écrivent :

FPR(0) = ANRg(0) + E,, Z 8. Ry |FE|.

u=1
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Estimation du capital économigque Formule Standard

Introduisons les notations suivantes :
- R (resp. R';) le résultat en période u > 1 pour la simulation s € {1, ..., S} sous Q (resp. sous

Qr),

- &5 (resp. 6'3) le facteur d’actualisation en date u > 1 pour la simulation s sous Q (resp. sous

Qr),

Nous procédons par simulations de Monte-Carlo afin d’estimer les quantités FP(0) et FP;z(0). Le
recours au modele ALM permet d’effectuer les calculs suivants :

S

FP(0) = ANR(0) + 12 Z 85. RS,
Ss=1 uz1
et,
1 S
FPR(0) = ANRR(0) + Ez Z 8'S.R'S.
s=1u=1

Le capital économique élémentaire au titre du risque R est alors estimé par le biais de la relation :
Cr = FP(0) — FP(0).

Rappelons que ces capitaux élémentaires sont ensuite agrégés afin de déterminer le capital
économique global.

3. Techniques d’obtention de la situation nette a un an

Le recours au Modele Interne Partiel est I'approche alternative a celle exposée ci-dessus ; celui-Ci
repose sur un usage conjoint des méthodologies simulatoire et de type Formule Standard. Nous
étudions ici la méthodologie simulatoire.

Différentes techniques permettent, a partir de la projection d’'un ensemble de risques sur la premiére
période et d’'un moteur de calcul, I'obtention d’une distribution de Fonds Propres dans un an
associée a cet ensemble de risques, comme illustrée par la figure 1.6. Le capital économique relatif
aux risques projetés est ensuite estimé a partir du quantile a 0,5% de la distribution de Fonds
Propres.
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Figure 1.6 - lllustration de I'approche d’obtention d’une distribution de Fonds Propres a 1 an.

Le recours a ce type d’approche requiert I'évaluation du bilan en date 0 et en date 1 afin de
déterminer le capital économique.

A la différence de la méthodologie de type Formule Standard, qui réalise un choc instantané sur le
bilan initial, le choc est ici réalisé au cours de la premiére période. Un rapprochement plus détaillé
entre ces deux méthodologies sera établi dans la partie Ill-C.

a) La méthodologie Simulations dans les Simulations (SdS)

La méthode SdS consiste a réaliser des simulations monde-réel sur la premiére période, puis, dans
une deuxieme étape, a effectuer pour chaque simulation primaire, des simulations secondaires
« market consistent »'* pour les périodes ultérieures. Ces derniers jeux de simulations sont effectués
conditionnellement aux réalisés de premiére période. Cette technique permet donc de simuler les
risques en univers monde-réel sur la premiére période, tout en étant en conformité avec le principe
de valorisation.

Ainsi, la méthodologie SdS requiert, d’'une part la génération d’une table de scénarios économiques
monde-réel, d’autre part la génération d’une table de scénarios économiques risque-neutre, ajustée
a la réalisation des variables économiques de fin de premiére période.

' |I s"agit généralement de simulations risque-neutre.
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Nous présentons ci-dessous une illustration de cette mise en ceuvre :

Bilanen 1 —simulation 1

FPL(1)

A1)

Simulation 1 @

R

Bilan économique en t=0

A©) | FP(O) -

-~ Simulationii

ver ) ®S=IITTTINTNT I~ R

Muuuﬁu

H u u g o Bilan en 1 — simulation P
B

\~\~ AP(1) FPP
Simulation P\\.
t=0 t=1
L 1
| |
< > < =

Simulations primaires « monde-réel » Simulations secondaires « market consistent »

\ J
Y

Simulations des risques financiers

Figure 1.7 - lllustration de la méthode des Simulations dans les Simulations.

Les facteurs de risque

Les facteurs de risque permettent de synthétiser I'aléa relatif a chaque risque intervenant lors de la
projection des risques sur la premiéere période. A titre d’exemple, pensons au risque actions modélisé
a partir d’'un modéle de type brownien géométrique ; dans ce cas, le facteur de risque correspond a
I’accroissement de browniens entre les dates O et 1.

Nous verrons qu’il est donc possible d’exprimer les Fonds Propres en t=1 selon ces facteurs de risque,
et généralement a partir d’une relation simple.

Calcul du capital économique SdS

Introduisons les notations suivantes :

- RP®le résultat en période u > 1 pour la simulation primaire p € {1, ..., P} et secondaire
s €{1,..,S},

- &P7 le facteur d’actualisation de la date u > 1 pour la simulation primaire p et secondaire s,

- &7 le facteur d’actualisation de la premiére période pour la simulation primaire p,

- FP Iinformation de premiére année contenue dans la simulation primaire p,

- ANRP(1) I'actif net réévalué en fin de premiere période pour la simulation primaire p,

- FPP(1)les Fonds Propres économiques en fin de premiére période pour la simulation
primaire p.
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Les Fonds Propres économiques en t = 1 associés a la simulation primaire p, s’écrivent :
FPP(1) = ANRP(1) + E Z —Ry, |E7|,
u=2 6y
et sont estimés au moyen de la relation :

FPP(1) = ANRP(1) += Z Z — R” S (1.3)

s=1lu=2

A I'issue d’une projection de type SdS, nous disposons d’une distribution de Fonds Propres dans un
an construite a partir de la relation (1.3).

Le capital économique est estimé naturellement a partir de la distribution comme suit :

¢ = FP(0) — D(1). FP(05%=PD(7),
ot FP(105%>PD (1) correspond a I'estimateur du quantile & 0,5% de la variable FP(1), en employant
la notation FPP(1) pour désigner la p-ieme valeur de I'échantillon de Fonds Propres ordonnés, et

[0,5% x P] la partie entiere du nombre 0,5% x P.

Projections SdS globale et marginale

Nous appellerons dans la suite projection SdS globale, la projection dont les scénarios primaires sont
stochastiques pour I'ensemble des risques que la compagnie souhaite projeter sur la premiere
période.

Nous désignerons par projection SdS marginale au titre du risque R, toute projection SdS dont les
scénarios primaires sont des scénarios marginaux du risque R, c'est-a-dire un jeu de simulations
primaires pour lesquelles I'ensemble des aléas sont neutralisés™ excepté I'aléa relatif au risque R.

b) Méthodologies alternatives

Le recours a I'approche SdS nécessite I'évaluation des postes du bilan pour chaque simulation
monde-réel de premiéere période. Les temps de calculs induits peuvent étre longs et il est souvent
délicat, voire impossible, d’utiliser cette méthodologie opérationnellement. Certaines techniques
alternatives permettent de réduire de maniére conséquente les temps de calculs, tout en conservant
une estimation robuste du capital économique. Ces techniques ne sont pas développées dans ce
mémoire mais nous en donnons ci-apres le principe général et des références bibliographiques.

12 "aléa au titre du risque R est neutralisé lorsque le risque évolue entre deux périodes en « valeur centrale ».
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La méthode « SdS accéléré»

Un algorithme de calcul permettant de réduire significativement le nombre de simulations d’une
projection SdS a récemment été développé (cf [3]). Le principe de cette méthode, désignée par
«accélérateur SdS», consiste a localiser les scénarii les plus adverses en termes de solvabilité au
moyen de facteurs de risques™. Seules les simulations secondaires associées a ces scénarii sont
effectuées.

La technigue des Replicating Portfolios

La technique dite des Replicating Portfolios est une approche d’obtention de la situation nette a un
an, permettant de réduire fortement les temps de projections en estimant les Fonds Propres a I'aide
d’un portefeuille d’actifs reproduisant la valeur économique des passifs de la compagnie.

Cependant, le calibrage du Replicating Portfolio souléve certaines difficultés pouvant conduire a des
résultats parfois peu satisfaisants. Une méthode de calibrage cohérente avec la définition du capital
économique Solvabilité Il a récemment été développée (cf [5]). Cette méthode repose sur une
analyse préliminaire de la relation entre les Fonds Propres économiques en t=1 et les risques
financiers projetés, ce qui permet d'optimiser la sélection et le paramétrage des actifs composant le
portefeuille répliquant. La construction du portefeuille par régression paramétrique permet ensuite
d'utiliser celui-ci pour le calcul des Fonds Propres en t=1, et donc du capital économique.

Les méthodes fondées sur le calibrage d’'une forme paramétrigue

Nous avons évoqué plus haut I'idée que I'aléa contenu dans la variable Fonds Propres économiques
en t=1 peut étre synthétisé a I'aide des différents facteurs de risque intervenant dans la projection.
Les Fonds Propres s’expriment donc comme une fonction de ces facteurs de risque, et le calibrage
d’une forme paramétrique (sur base d’un échantillon associé a des points extrémes par exemple)
permet ensuite de construire la distribution exhaustive des Fonds Propres.

Cette approche est décrite en annexe B-3 et sera employée dans ce mémoire, dans I'objectif de
proposer des méthodes alternatives d’agrégation des risques et d’allocation de capital.

3 Les facteurs de risque situés en périphérie du nuage de points représentent ces situations adverses ; il est
nécessaire de définir une norme pour localiser mathématiquement les n-uplets de facteurs de risque extrémes.
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II.  Mesures de risque

Les mesures de risque jouent un role essentiel lors des phases d’agrégation des risques et allocation
du capital. Les capitaux économiques élémentaires, requis pour agréger les risques, sont en effet
définis a partir d’'une mesure de risque. De plus, I'allocation du capital consolidé requiert la sélection
d’'une mesure de risque afin de quantifier le risque de chaque segment ; notons que cette mesure de
risque peut étre différente de celle utilisée pour définir les capitaux.

Nous avons évoqué dans la partie précédente la mesure de risque VaR, implicite au calcul du capital
économique Solvabilité Il. Nous présentons dans cette partie un cadre mathématique général et
donnons quelques éléments fondamentaux sur les mesures de risque. Nous commencons par définir
la notion de mesure de risque cohérente et de mesure de distorsion, pour ensuite étudier les
spécificités de chacune des mesures de risque d’intérét : la mesure de risque écart-type, la mesure
de risque VaR et la mesure de risque TVaR.

A. Cohérence des mesures de risque

Introduisons I’espace de probabilité (Q, A, P) et T I'ensemble des variables aléatoires réelles définies
sur cet espace.

Une application p: T — R est une mesure de risque.

Nous nous intéressons dans la suite a une variable aléatoire de risque X, de densité fy supposée
continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

La variable de risque X est définie ci-dessous.

Variable de risque considérée
X =FP(0) — D(1).FP(1).

X correspond donc a la variation des Fonds Propres entre les dates 0 et 1, avec prise en compte du
facteur d’actualisation.

La grandeur p(X), mesure du risque sur la variable X, représente un capital, défini a partir de la
mesure de risque p.

Artzner, Delbaen, Eber et Heath [1] ont introduit une caractérisation axiomatique des mesures de
risque, permettant de définir le concept de mesure de risque cohérente, présenté ci-dessous.

Définition 2.1- Supposons que TI' contient les constantes et est stable pour I'addition et la
multiplication par un scalaire. Une mesure de risque p, définie sur T, est cohérente si elle est :

- 1)monotone:V X;, X, €T, X; <X, p.5s = p(Xy) < p(Xy).

- 2) positivement homogéne : vV X € I'Va > 0, p(aX) = ap(X).

- 3)invariante par translation: v X € T, Vh € R, p(X + h) = p(X) + h.

- 4)sous-additive : V X;,X, €T, p(X; + X;) < p(Xy) + p(X,).
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La monotonicité traduit I'idée que le segment 2, plus risqué que le segment 1, a un besoin en capital
plus élevé. En supposant le taux de change a déterministe, I'axiome 2) met en évidence le fait qu’un
changement de numéraire n’induit pas de risque supplémentaire. De la méme maniére, la mesure du
risque sur la variable X + h ne crée pas de risque additionnel si ce n’est I'ajout du montant certain h,
comme explicité par I'axiome 3). Enfin, une mesure de risque sous-additive diversifie nécessairement
des risques agrégés ; autrement dit, le capital requis pour I'agrégat de segments (1,2) est inférieur a
la somme des besoins en capital élémentaires.

Nous définissons ci-dessous la comonotonicité puis introduisons I'axiome d’additivité pour les risques
comonotones, axiome intervenant notamment lorsque nous souhaitons agréger des capitaux de
périmétres de passifs différents, dans un cas monofactoriel (se référer a la partie I11-A-2).

Définition 2.2 - Les variables aléatoires X, et X, sont comonotones s'il existe des fonctions h, et h,
monotones, de méme monotonicité, et Z une variable aléatoire telles que : X; = h;(Z), Vie {1,2}.

Des variables de risque comonotones évoluent donc simultanément, celles-ci s’écrivant comme une
fonction monotone d’une méme variable aléatoire.

Définition 2.3 - La mesure de risque p est additive pour les risques comonotones si I'implication
suivante est vérifiée : X; et X, comonotones = p(X; + X,) = p(X;) + p(X,).

Ainsi, en considérant une mesure de risque additive pour les risques comonotones, il n'y a pas de
diversification** possible lorsqu’on agrége des segments relatifs & des variables de risque
comonotones.

B. Mesures de distorsion

Nous introduisons ici le concept de mesure de distorsion, permettant d’écrire certaines mesures de
risque sous forme d’intégrale et ainsi démontrer certains résultats relatifs a la méthode d’allocation
d’Euler (se référer a la partie IV-B-4).

Notons Fy la fonction de répartition de X et Sy la fonction de survie de X définie par :

Définition 2.4 - On appelle mesure de distorsion la quantité : r(Fy, G):= fol Fyt (u)dG(u), ou G est
une fonction de répartition sur [0,1] appelée fonction de distorsion.

Une mesure de distorsion pondére donc les quantiles avec des poids donnés par la fonction G.
En considérant cette définition, une fonction G convexe traduit une surpondération des risques
extrémes. A l'inverse, lorsque G est concave, les risques extrémes sont peu pris en compte.*

4 Les mécanismes de diversification seront expliqués en début de partie Ill sur I'agrégation des risques. On parle de
diversification lorsque le capital relatif a un agrégat de segments est inférieur a la somme des capitaux de chacun des
segments.

> Dans la littérature, les mesures de distorsion sont généralement définies par : r(FX,G)::fO1 Fyt (1 —u)dG(u). Une
fonction G concave traduit alors une surpondération des risques extrémes.
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Si G admet une densité g, nous pouvons écrire :

r(Fx,G) = f Fi'' (w)g(u)du.
0

Nous montrons ci-dessous que la quantité r(Fy,G) s’interprete comme I'espérance sous la
probabilité P de la variable aléatoire X* de fonction de survie : Sx+(x) = H{Sx(x)}, ou la densité de
H sur [0,1] est donnée par : h(v) = g(1 —v).

Nous avons :
1

r(FX,G)zf F;1(1—v)g(1 —v)dv
0

1

= f Fyt (1 —v)h(v)dv.
0

En observant que :

+o0 0
Fy'(l—a) = fo Lesrt-a) lrgt (1-ayzo0 4% — f Lesrpt(i-a) Urgt (1-ayso 9%

— 00

et en utilisant le théoreme de Fubini, il vient :

r(Fyx,G) = f(:oo <fOSX(x)h(v) dv) dx — f_(; <f: (x)h(v) dv) dx.

Nous obtenons finalement :

+00

0
r(Fy, G) = f H(Sy () dx — f [1— H(Sx ()] dx = EP[X"].

0

Remarquons que si H est I'identité, r(Fy, G) correspond a I'espérance mathématique de la variable
aléatoire X, sous PP.

C. Principales mesures de risque

Différentes mesures de risque peuvent étre considérées pour quantifier le risque. Nous nous
intéressons dans ce mémoire aux trois mesures de risque suivantes, couramment utilisées :

- Lamesure de risque écart-type,

- Lamesure de risque VaR,

- Lamesure de risque TVaR.

32



1 La mesure de risque écart-type

La mesure de risque écart-type s’appuie sur la volatilité de la variable de risque, une variable
aléatoire volatile reflétant un risque élevé. Son expression est la suivante :

Avec :
- 6 un paramétre réel,
- oy (noté aussi a(X)) I'écart-type de la variable X.

Le capital économique défini a partir d’'une mesure de risque écart-type s’écrit :
C = gy (X). (21)
Nous nous intéresserons au choix d’une valeur adéquate pour le paramétre 6 (cf partie I1-D-1).

Notons que la mesure de risque écart-type est utilisée pour définir le scénario équivalent, approche
alternative a la Formule Standard proposée par le dispositif Solvabilité II® . Cette approche consiste &
réaliser des chocs simultanés sur le bilan initial. Néanmoins, la mesure de risque écart-type ne tient
pas compte du signe des écarts a la moyenne et ne vérifie pas les propriétés de monotonicité et
invariance par translation, propriétés de cohérence requises.

2. La mesure de risque Value at Risk (VaR)
Nous commencons par donner la définition générale de la mesure de risque VaR.

Définition 2.5 - On appelle VaR au niveau « le quantile d’ordre « de la distribution de X :
VaR,(X):=inf{xe R P(X<x) >a}

Nous noterons indifféremment g, (X) ou VaR,(X) la VaR au niveau a.
La fonction de répartition de la variable X étant continue et strictement croissante, celle-ci est
inversible et la VaR se réécrit : VaR,(X) = Fy ' (a)

Remarquons que :
- Sif estcroissante : VaR, (f(X)) = f{VaR,(X)}.
- Sif estdécroissante : VaR,(f(X)) = f{VaR,_,(X)}.

Ainsi, en utilisant la remarque précédente, la VaR a 99,5% de la variable X correspond au capital
économique Solvabilité I, soit :

C = VaRgg 556 (X) = FP(0) — D(L). VaRy s {FP(1)}.

' plus précisément, I'approche scenario équivalent sous-entend une allocation par la méthode d’Euler couplée &
une mesure de risque écart-type.
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Lien avec les mesures de distorsion

La mesure de risque VaR, est une mesure de distorsion, obtenue en prenant comme fonction de
distorsion la masse de Dirac au point a. En considérant la fonction de répartition W définie sur [0,1]
par : W(x) = 1,,, hous avons en effet :

P (B W) = f "B ()W () = Fi\(a) = VaR, ().
0

La fonction de distorsion W affecte un poids nul a tous les points de I'intervalle [0,1] sauf au point a.

Lorsque X suit une loi normale V' (uy, 02), nous avons :
VaR,(X) = uy + ox. ¢~ 1(a), ol ¢ désigne la fonction de répartition d’'une loi normale centrée
réduite.

Nous spécifions ci-dessous les différentes propriétés vérifiées par la mesure de risque VaR.

Proposition 2.1 - La VaR est une mesure de risque monotone, positivement homogeéne, invariante
par translation et additive pour les risques comonotones.

Ainsi, il n’y a pas de diversification possible lorsqu’on agrége des risques comonotones a I'aide de la
mesure de risque VaR.

Par ailleurs, la VaR vérifie toutes les propriétés de cohérence a I'exception de celle de sous-additivité.
Lorsque la mesure du risque est réalisée a I'aide de la VaR, le risque relatif a un agrégat de segments
peut alors étre supérieur a la somme des risques calculés pour chacun des segments. Néanmoins, la
VaR est sous-additive dans le cas de variables de risque elliptiques.

Par ailleurs, la VaR ne donne pas d’information sur la structure de la queue de distribution.

La mesure de risque présentée ensuite permet de surmonter les différents inconvénients de la VaR,
en s’intéressant a la perte moyenne encourue au-dela de la VaR.

3. La mesure de risque TailVaR (TVaR)

Définition 2.6 - On définit la TVaR au niveau a par I’'espérance conditionnelle de la variable de risque
sachant que celle-ci dépasse la VaR, soit: TVaR,(X) := E(X|X >VaR,(X)).

Le capital économique calculé a partir d’une TVaR s’écrit :
C= TVaR99'5%(X) = FP(O) - D(l) TvaRO,SO/O{FP(l)}' (22)
Nous avons :

E(XHX>VaRa(X)) 1

TVaR,(X)= P(X > VaR,(X)) 1- aE(XﬂX>VaRa(X))-
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En utilisant le théoréme de transfert et en effectuant le changement de variable : u = Fyx(x), nous
obtenons une caractérisation intégrale de la TVaR, comme montré ci-dessous :

TVaR,(X) =

+ 00 1 1 1 1
xdFy(x) = —f Fyl(uw)du = —f VaR, (X)du.
JI‘/aRa(X) X l-«a a X l-«a a “

-«
Cette caractérisation intégrale fait de la TVaR une mesure de risque continue, quel que soit la nature
des variables de risque (discréte ou continue).

Pour une variable aléatoire X de loi normale NV (uy, %), nous pouvons déterminer une formule
explicite pour I'expression de la TVaR, comme spécifié ci-dessous :

1 [t
TVaR,(X) = —— x. fx(x) dx
1—alyar,x)

! x{—ff;?fm _(x—_zu}()-fx(x)dx+ux><(1—a)}

l-a VaRg(X) Ox

Ainsi, dans le cas gaussien :

1
TVaRe(X) = px +7——0f * fx(VaRa(X)).

-

Plus généralement, lorsque la variable X est elliptique (se référer a I'annexe A.1 pour une définition
des variables elliptiques), il existe une formule fermée pour le calcul de la TVaR de X. Le lecteur
intéressé par cet aspect pourra se référer a I'article [8].

Lien avec les mesures de distorsion

. ey . . , 1
Considérons la densité z de la loi uniforme sur [, 1] donnée par z(u) = = laal (u), et calculons la
mesure de distorsion associée afin de montrer qu’il s’agit de la TVaR au niveau a.

1
l1—«a

r(Fy,7) = f et ()2 du = f Ft (W) —— g 1y (W) = % f Fit (W du = TVaR, (X).
0 0 a

La TVaR pondére donc uniformément les valeurs de la queue de distribution extréme.

Proposition 2.2 - La TVaR est une mesure de risque cohérente au sens de la définition 2.1 et additive
pour les risques comonotones.

Ainsi, cette mesure de risque vérifie toutes les propriétés de cohérence. Dans une démarche

d’allocation de capital ou il est important d’avoir une vision « juste » du risque, cette mesure de
risque parait adaptée et nous lui attacherons une importance particuliere.
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D. Redéfinition du capital économique

Le capital économique Solvabilité Il est défini a partir de la mesure de risque VaR. Nous montrons
dans cette partie qu’il est envisageable de calculer le capital économique a partir d’autres mesures
de risque, tout en satisfaisant le critére de solvabilité a un an.

1 Cas d’'une mesure de risque écart-type

Nous aménageons dans cette rubrique 1I-D-1 Iégerement la définition du capital économique (2.1).
Placons nous dans un cadre monopériodique en date 1 et supposons que le capital économique
vaut: C = 0.0pp(1)

Le surplus algébrique permettant de faire face a une ruine économique a horizon un an est donné
par: S =0.0pp1) — E{FP(1)}.

Montrons que cette définition du capital économique satisfait la non ruine a horizon 1 an a un niveau
de confiance de 99,5%, avec 8 bien choisi.

En notant FP’(1) la valeur des Fonds Propres en date 1 aprés injection du montant S (soit la valeur
du capital économique en date 1), la probabilité de ruine s’écrit :

Pruine = P(FP'(1) < 0) = P(FP(1) + S < 0) = P(E{FP(1)} — FP(1) > 0.0pp(1))-

Remarque : en réalité, I'égalité (+) est une approximation : pour un calcul exact, il faudrait raisonner
par itérations successives afin de tenir compte des interactions entre I'actif et le passif.

En considérant la variable — FP(1), il vient : Pyyine = P(FP(l) —E{FP(1)} > 6. app(l))

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet d’obtenir la majoration suivante :

1
Pruine <
rumne 1+92-20-P2'P(1)
Orp(1)
1

Pryine < 1+07

En choisissant 6 de telle sorte a ce que :

Ty g7 = 05%

I'inégalité visée est vérifiée, c’estadire : Py ine < 0,5%.
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Il est également possible de considérer pour 6 la valeur permettant de répliquer le capital
économique Solvabilité Il calculé a partir de la VaRgg 50, (X). En revanche, cette approche est moins
conservatrice.

2. Cas d’'une mesure de risque TVaR

Rappelons que le capital économique est défini dans ce cas par: C =TVaRggsy(X), soit:
C = FP(0) — D(1).TVaR, so,{FP(1)}.

Le surplus algébrique a ajouter en date initiale pour satisfaire la contrainte de non-ruine a un an
correspond alorsa: S = —D(1). TVaR s0,{FP(1)}.

Calculons la probabilité de ruine, aprées ajout du surplus S aux Fonds Propres initiaux :

Pryine = P(FP'(1) <0) =P (FP(l) + % < 0) = P(FP(1) < TVaR, s0o{FP(1)}).

Or: P(FP(1) < TVaR,s%{FP(1)}) < P(FP(1) < VaR, s0{FP(1)}),
puisque TVaR s0,{FP(1)} < VaR, 50 {FP(1)}.

Ainsi : Pryine < 0,5% et la contrainte de solvabilité a horizon 1 an est bien vérifiée.

Remarquons qu’il est donc plus conservateur de définir le capital économique a partir d’'une mesure
de risque TVaR qu’a partir d’une mesure de risque VaR, en retenant un seuil « identique.

Nous avons montré dans cette partie que la redéfinition du capital économique a partir d’'une
mesure de risque écart-type ou TVaR a un sens au regard du critére de solvabilité requis. Ceci nous
ameénera a déterminer des formules d’agrégation dans le cas de capitaux définis par (2.1) ou (2.2).
Nous pourrons également calculer des contributions au risque (se référer a la partie IV-B) a partir des
mesures de risque écart-type et TVaR.
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I11. Agrégation des risques

L’agrégation des risques permet de disposer d’un capital consolidé pour I'ensemble des risques
auxquels la compagnie est exposée. Ce capital tient compte des phénomeénes de dépendance entre
les différents segments ; il est défini comme I'agrégat des capitaux relatifs a chaque segment et sera
dénommé « capital global ».

Le terme « agrégation des risques » doit &tre compris au sens large : il s’agit d’agréger des capitaux
économiques relatifs a des risques (actions, mortalité...) d’'un méme périmetre de passifs mais aussi
d’agréger des capitaux économiques de périmétres de passifs différents. L’agrégation des risques
s’appréhende donc selon ces deux dimensions et il conviendra d’adapter les méthodologies selon le
type d’agrégation envisagée.

Nous parlerons de bénéfice de diversification lorsque le capital requis pour I'agrégat de segments
considéré est inférieur a la somme des capitaux de chacun des segments.

Dans le cas contraire, il s’agit de phénoménes de contagion entre risques. Remarquons qu’il est
possible, dans le cadre d’une approche simulatoire, de rencontrer ce type de phénomeénes. En effet,
la méthodologie de calcul du capital économique est fondée sur la mesure de risque VaR ; cette
mesure de risque n’étant pas sous-additive, nous pouvons étre confrontés a des cas de contagion.

La méthodologie d’agrégation employée est spécifique a I'approche retenue pour le calcul des
capitaux élémentaires (méthodologie de type Formule Standard ou méthodologie simulatoire),
comme explicité ci-dessous.

Dans le cas d’une approche de type Formule Standard, agréger les risques c’est corréler les risques a
posteriori : les risques sont corrélés au moyen de coefficients de corrélation linéaire, aprés avoir été
chacun quantifié a partir de chocs/facteurs. Cette approche assure donc une diversification entre
risques.

Lorsque les risques sont projetés a partir d’'une méthodologie d’obtention de la situation nette a un
an, nous parlerons plutét d’intégration des risques : en faisant évoluer conjointement les facteurs de
risques dans une projection, nous obtenons en effet une distribution de Fonds Propres intégrant les
phénomeénes de diversification « mécaniquement » pris en compte. Le capital économique relatif aux
risques projetés est alors simplement calculé a partir du quantile extréme de la distribution de Fonds
Propres.

En réalité, la méthodologie d’agrégation des risques employée pour déterminer le capital
économiqgue global ne correspond pas toujours a I'application directe d’une de ces méthodes, dans la
mesure ou certains modeles reposent sur un usage conjoint des approches de type Formule Standard
et simulatoire : il s’agit des Modeles Internes Partiels. L'étape d’agrégation des risques est alors
rendue plus délicate.

Aprés avoir décrit puis rapproché les méthodologies d’agrégation de type Formule Standard et
modele interne, lorsque celui-ci intégre une projection des risques sur la premiére période, nous
chercherons a les articuler dans le cadre des Modeles Internes Partiels. Les méthodologies proposées
permettront de traiter I’ensemble des problématiques posées par les Modeles Internes Partiels
envisageables par les compagnies d’assurance, mais également celles soulevées par les modeles
internes de type Formule Standard Entity Specific.
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A.  Agrégation des risques de type Formule Standard

1 Agrégation entre risques

Nous avons présenté dans la partie I-C-2 la méthodologie de calcul des capitaux élémentaires de type
Formule Standard. Nous nous intéressons a présent a leur agrégation, afin de déterminer le capital
consolidé™’.

Les différents risques, que nous appellerons risques élémentaires (actions, taux...), sont regroupés
selon leur nature par module de risque.

La Formule Standard propose d’agréger les capitaux économiques élémentaires a partir de matrices
de coefficients de corrélation linéaires, mettant ainsi en évidence la dépendance linéaire entre ces
différents capitaux. Deux étapes d’agrégation sont réalisées : I’agrégation intra-modulaire, effectuée
au sein de chaque module de risque, puis I'agrégation inter-modulaire. L’agrégation des risques de
type Formule Standard est donc une approche « bottum-up » en deux étapes.

Le schéma ci-dessous présente I'architecture des risques Formule Standard :

Etape 2 — agrégation inter-modulaire
Agrégation entre modules de risque

Etape 1 — agrégation intra-modulaire
Agrégation entre risques d’un méme
module.

Figure 3.1 - Cartographie des risques QIS 5 — agrégation bottom-up des risques.

Introduisons les notations suivantes afin de formaliser les calculs Formule Standard :
- R,, I'ensemble des risques du module m,
- (; le capital au titre du risque i,
- pf]’.” le coefficient de corrélation permettant d’agréger les capitaux au titre des risques i et
Jj appartenant au module m,
- SCR,, le capital économique du module m,

' L'approche décrite ici s’applique aux cas Formule Standard « classique » et « Formule Standard Entity
Specific », sous réserve que I'architecture des risques ne soit pas modifiée dans ce dernier cas.
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- M I'ensemble des modules,
- p{”] le coefficient de corrélation permettant d’agréger les capitaux des modules i et j,

- BSCR le capital économique global (dénommé Basic Solvency Capital Requirement) avant
intégration du risque opérationnel et prise en compte des ajustements.

Nous détaillons ci-dessous les étapes de calculs permettant d’aboutir au capital économique global.

Etape 1 - Agrégation intra-modulaire

Les capitaux élémentaires d’'un méme module de risque sont agrégés, prenant ainsi en compte la
diversification existante au sein d’'un méme module de risque.

Pour chaque module de risque m, le calcul du SCR,,, par agrégation intra-modulaire des risques est
réalisé comme suit :

SCRy, = \/Z(i,j)eR,znpi'j .G G

Etape 2 - Agrégation inter-modulaire

Les sous-capitaux agrégés issus de I'étape 1 (les éléments SCR,,,) sont ensuite agrégés entre eux afin
d’obtenir le capital BSCR. Cette étape permet de tenir compte de la diversification entre modules de
risque.

Le calcul suivant est effectué afin de déterminer le BSCR :

BSCR = jz piY-SCR;. SCR;.
(ij)em? "

Le SCR est ensuite obtenu aprés intégration du risque opérationnel et prise en compte des
ajustements.

2. Agrégation entre périmétres de passifs

Nous employons a présent le terme « périmétre de passifs » pour désigner aussi bien, selon le type
d’agrégation souhaitée : un portefeuille, un canton, une entité, une compagnie, etc...

L’agrégation de type Formule Standard décrite infra correspond & une agrégation entre risques a
périmétre(s) de passifs fixé(s) : il peut s’agir d’une agrégation entre risques d’'un méme périmétre de
passifs ou entre risques de plusieurs périmétres de passifs, aprés consolidation préalable des
capitaux de chaque périmetre.

Dans le cadre de ce mémoire, I'agrégation des capitaux entre périmétres de passifs sera réalisée au
niveau le plus élémentaire possible, permettant ainsi de bénéficier d’une diversification maximale
entre les différents périmétres. Une fois cette étape préalable effectuée, les risques sont agrégés
entre eux a partir des corrélations Formule Standard (ou Entity Specific), dans le cadre d’une
agrégation des risques de type Formule Standard.
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Intéressons nous a un unique risque R et étudions la méthodologie de calcul du capital consolidé
entre périmeétres, au titre de ce risque.

Nous notons E I'ensemble des périmétres de passifs et supposons que nous sommes dans un cas
mono-factoriel pour lequel un seul sens du risque prévaut pour I’ensemble des périmetres ; a titre
d’exemple, les périmetres de passifs sont toujours exposés a la baisse du niveau des actions.
Montrons alors, en utilisant la propriété de comonotonicité de la VaR, que le capital requis pour
I’ensemble des périmetres au titre du risque R est calculé comme somme des capitaux de chaque
périmetre, au titre de ce risque.

Supposons que la variable aléatoire Fonds Propres en date 0* du périmetre i, variable obtenue en
neutralisant I'ensemble des risques excepté le risque R, s’exprime comme une fonction monotone f;
du facteur ez permettant de simuler R. En notant ﬁ’}é (0%) cette variable, nous avons donc :

FPg(0%) = filer).

Ainsi, nous pouvons écrire le capital au titre du risque R de chaque périmétre i, aprés choc
instantané sur R, comme suit :

Ck = FPY(0) — VaRy 50 (fi(er)),
ou les fonctions f; sont des fonctions monotones, de méme monotonicité.

Déterminons a présent le montant du capital économique Cg a constituer au titre du risque R, pour
couvrir le risque de I’ensemble des périmétres :

Cp = Z FP'(0) — VaRg 50 Z fi(er) |

i€EE i€EE

Les (fi(eg)). . sont des risques comonotones car ils s’expriment comme une fonction monotone
"RV eE

d’'une méme variable aléatoire. La propriété d’additivité de la VaR est alors vérifiée, nous permettant
d’écrire :

Co = ; FPi(0) ; VaRe sss(fi(en)).

Nous obtenons finalement :

Il s’agit d’'un cas de dépendance parfaite puisque la valeur des variables Fonds Propres dépend d'un
unigue aléa, commun aux variables Fonds Propres de chaque périmetre de passifs. Nous sommes
alors dans un cas tres simplifié ou le capital économique consolidé est obtenu par somme des
capitaux élémentaires, soit une agrégation des capitaux avec un coefficient de corrélation égal a 1.
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Néanmoins, certains risques, par exemple le risque de taux d’intérét, peuvent étre difféeremment
adverses a la hausse ou a la baisse selon le périmetre de passifs ; il n’est alors pas possible de
procéder comme ci-dessus. Dans ce cas, nous retiendrons comme capital consolidé entre
périmetres, au titre du risque R, le capital le plus conservateur, selon le sens du risque qui
prédomine au global, soit :

Cr = Max(Z C}é,up , Z Cé,down)‘

i€E i€E
En notant :
- C};,up le capital obtenu aprés valorisation des Fonds Propres associés a un choc a la hausse
sur le risque R,
- Ck 4own € capital obtenu aprés valorisation des Fonds Propres associés & un choc a la baisse
sur le risque R.

B.  Agrégation et phénoménes de dépendance dans un modéle
interne

1. Les différentes structures de modeéles internes

Différentes structures de modeéles internes sont envisageables. Par convention, nous distinguons les
deux structures suivantes, décrites plus précisément ensuite :

- Le Modele Interne de type Formule Standard « Entity Specific »,

- Le Modele Interne Partiel (MIP).

Un Modéle Interne de type Formule Standard Entity Specific repose sur une méthodologie
d’agrégation des risques « bottom-up ». Le calcul des capitaux élémentaires est réalisé a partir de
coefficients de chocs, puis les capitaux sont agrégés au moyen de coefficients de corrélation
linéaires. Plusieurs structures de Formule Standard Entity Specific sont envisageables.

D’une part, la compagnie peut souhaiter modifier la valeur des chocs ou des corrélations entre
risques, en considérant des valeurs mieux ajustées a son profil de risque, tout en conservant
I'architecture des risques proposée par le CEIOPS. Dans ce cas, le principe d’agrégation est similaire a
celui de la Formule Standard, présenté dans la partie II-A, mais il est possible de modifier les
parametres (coefficients de chocs et/ou coefficients d’agrégation). La différence entre une Formule
Standard Entity Specific et une Formule Standard « classique » est en effet, dans ce cas, uniqguement
due a des problématiques de paramétrage.

D’autre part, la compagnie peut choisir, dans le cadre d’'une Formule Standard Entity Specific, une
autre architecture des risques, par exemple I'architecture en « rateau », explicitée dans la partie
-E-1.
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Dans ce mémoire, le modeéle interne est qualifié de Modéle Interne Partiel lorsque qu’il permet de
simuler qu’une partie des risques de la compagnie (a I'aide d’une technique d’obtention de la
situation nette a un an pour les risques financiers), les autres calculs étant réalisés a partir d’une
approche de type Formule Standard (Formule Standard « classique » ou Formule Standard Entity
Specific) 2.

Certains risques sont donc quantifiés par une méthodologie simulatoire, et d’autres par une
méthodologie de type Formule Standard.

Deux dimensions d’agrégation des risques et leurs problématiques d’agrégation associées sont
distinguées dans la suite :

- L’agrégation entre risques, a périmetre(s) de passifs fixé(s),

- L’agrégation entre périmétres de passifs a risque(s) fixé(s).

2. Notion de dépendance dans les modeéle internes

Dans le cadre d’une approche de type Modéle Interne Partiel, le modeéle interne doit, pour modéliser
les risques le plus fidélement possible, tenir compte des dépendances entre les facteurs de risque qui
le composent.

Dans un modele interne, les dépendances entre variables aléatoires s'observent a différents niveaux.
D’une part, il existe des dépendances entre les éléments de I'actif, prises en compte en amont, avant
intégration dans les modeles internes: par exemple, la corrélation entre les actions et les taux
d’intérét est prise en compte dans les tables de scénarios économiques.

D’autre part, le modéle ALM tient compte des dépendances entre les éléments de I'actif et ceux du
passif : I'interaction entre ces éléments est due aux mécanismes de participations aux bénéfices et
aux différentes options pouvant étre exercées par les assurés (rachat du contrat par exemple).

Enfin, des dépendances s’observent entre les éléments du passif : par exemple, en assurance non-
vie, certaines variables techniques sont simulées (réserves, primes, ...). La dépendance entre ces
variables peut alors étre mise en évidence, soit au cours de la phase simulatoire en effectuant des
simulations conjointes, soit en insérant la dépendance aprés réalisation de simulations « stand
alone ».

La théorie des copules est un outil mathématique puissant permettant de rendre compte de ces
dépendances ; nous introduisons ci-apres ce concept.

3. Eléments de théorie des copules

La littérature sur I'agrégation des risques fait souvent référence a la théorie des copules.

Nous donnons ici quelques éléments fondamentaux permettant de formaliser la notion de
dépendance et de traiter les problématiques d’agrégation des risques dans la suite du mémoire.

La théorie des copules permet de modéliser la dépendance, concept plus large que celui de
corrélation linéaire, entre différentes variables aléatoires, quelles que soient les lois marginales
suivies par chacune d’entre elles. Dans un contexte d’agrégation des risques ou persistent des
dépendances entre risques, cette théorie peut étre trés utile.

'8 Nous parlerons également de Modeéle Interne Partiel lorsque le modéle permet de projeter certains périmétres
de passifs uniquement.
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Nous commencons par donner la définition d’'une copule.

Définition 3.1- Une copule est une fonction de répartition multivariée ayant des lois marginales
uniformes sur [0,1].

Le théoréme de Sklar, cité ci-dessous, est un résultat fondamental de cette théorie.

.....

.....

Les copules permettent donc la création de distributions multivariées ayant des lois marginales
quelcongues. Le théoréme de Sklar souligne I'idée de séparation stricte entre la notion de loi et de
dépendance.

Dans ce mémoire, les dépendances seront modélisées a I'aide d’une copule gaussienne, prenant la
forme suivante :

CQuy, o ) = (@7 (W), . 07 (wn)),

ol ¢, désigne la fonction de répartition multavariée d’une N°(0,%).

C. Comparaison entre les approches de type Formule Standard et
simulatoire

Pour traiter des problématiques d’agrégation dans les Modéles Internes Partiels, il est essentiel
d’analyser les différences entre une démarche de type Formule Standard, consistant a agréger des
capitaux quantifiés par approche chocs/facteurs a partir de matrices de corrélation, et une
agrégation des risques dictée par le modéle interne, liée a une méthodologie simulatoire. Ceci afin
d’articuler ces méthodologies de maniére adéquate.

Tout d’abord, nous comparons les méthodologies de calcul du capital économique. Nous
rapprochons ensuite les méthodologies d’agrégation.

1 Le calcul du capital économique

Dans cette partie, nous nous intéressons au calcul du capital économique au titre du risque
élémentaire R et rapprochons les méthodologies de calcul de type Formule Standard et SdS
marginal.

Lorsqu’une approche de type Formule Standard est retenue pour le calcul de ce capital, le choc sur le
bilan est instantané, tandis que I'approche SdS marginal sous-entend un choc réalisé au cours de la
premiére période. La date de réalisation des chocs est donc différente selon I'approche retenue.
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Par ailleurs, I'approche de type Formule Standard consiste a évaluer les Fonds Propres associés au
scénario quantile en date initiale, tandis que I'approche simulatoire s’intéresse au calcul du quantile
extréme des Fonds Propres, aprés projection du risque sur lequel I'intérét est porté et neutralisation
des autres risques dans la projection.

Ainsi, le calcul Formule Standard est fondé sur le calcul des Fonds Propres en un point quantile tandis
que le calcul SAS marginal est basé sur le calcul d’un quantile sur Fonds Propres économiques.

Potentiellement, ces deux approches peuvent donc donner des résultats tres différents.

Nous illustrons ci-dessous les différences énoncées entre les deux approches.

-Approche de type Formule Standard - -Approche SdS marginal -

BV C =FP(0) - FP(0 C =FP(0) - D(1) x FPs(1
Valeur centrale A(0) [EP(0) © RO A(Q) [FP(O) @ bW s(im)mations .
’VEP(O) e '
120 t=0 =

i A Vem N\
Valeur choquée  Ag(0){FPx(0)

VEPR(0) quantile a 0,5% de

I Fonds propres calculés en un quantile I I Quantile surFonds Propres |

Figure 3.2 - Comparaison entre I'approche de type Formule Standard et I'approche SdS marginal.

Nous aménageons dans cette partie Ill-C-1 Iégerement la définition du capital économique afin de
rapprocher rigoureusement les deux approches de calculs et déterminer sous quelles hypothéses, un
calcul de type Formule Standard coincide avec un calcul de type SdS marginal.

Dans la suite :
- FP.(1) correspond au Fonds Propres centraux en date 1, autrement dit la valeur des Fonds
Propres valorisés en date 1, lorsque tous les aléas de premiére période ont été neutralisés,
- FPr(1) la valeur des Fonds Propres en date 1 aprés projection du bilan associé au scénario
quantile sur la premiére période puis valorisation.

Ceci nous ameéne a considérer temporairement, selon I'approche, les définitions suivantes pour le
calcul du capital économique :

- CR% =FP.(1) — qo5%(FP(1)),
- CES =FP.(1) — FP, ().

Supposons que I'aléa relatif au risque R peut étre entiérement caractérisé par un unique facteur de
risque &g. Ainsi, nous avons :

- ngs =FP.(1) - CIo,s%(f(SR)),

45




- ¢S =FP.(1) — f(q4(er)), ol a € {0,5%, 99,5%} selon le sens du risque étudieé.

La comparaison entre les deux approches se réduit donc a la comparaison des éléments qg 5o {f (e2)}

et f{qa(er)}

Introduisons I’hypothése suivante :
H, : le montant de Fonds Propres économiques en t = 1 est une fonction monotone du facteur de
risque &g.

Sous cette hypotheése, nous avons, en distinguant deux cas :
- Silafonction f est croissante (le risque est a la baisse et « = 0,5%) :
Cr* = FR() = 4o(f(er)) = GR*.
- Si la fonction f est décroissante (le risque est a la hausse et a = 995%) :
Ck® = FP(1) - Ch—a(f(fR)) = CR%.

Ainsi, sous I’hypothése de monotonicité de la fonction Fonds Propres économiques, les approches
Formule Standard et SdS marginal coincident.

En réalité, une hypothése moins exigeante permet de satisfaire le critére d’équivalence entre les
deux méthodologies ; il s’agit d’une hypothése de prédominance. Nous ne développons pas cet
aspect. Pour une analyse et un rapprochement détaillé des deux méthodologies évoquées, le lecteur
intéressé pourra se référer a l'article [4].

2. Agrégation des risques

L’agrégation des risques de type Formule Standard consiste a corréler les capitaux a partir de
matrices de corrélation. Nous allons étudier dans quel contexte cette approche est adaptée.
Lorsqu’une méthodologie de type SdS est employée, les facteurs de risque sont corrélés dans les
tables de scénarios économiques, puis, I'étape d’agrégation des risques est implicite via les regles
ALM, ce qui rend différentes les deux approches.

a) Agrégation des risques de type Formule Standard dans le cas
d’'une VaR

Nous définissons dans cette partie Ill-C-2-a) le capital économique par :
C = E[FP(1)] — qo 50 [FP(1)]
Intéressons nous & un ensemble N de risques que I'on souhaite agréger.

L’agrégation Formule Standard sous-tend les hypothéses suivantes :
- H, :lavariable aléatoire Fonds Propres économiques en t = 1 est une fonction affine des
(H) { facteurs de risque, i.e.: FP(1) = ag + X e n a; &;.
- H,:levecteur £ = (g;);ey SUit une loi elliptique (cf annexe A.1).
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Devineau et Loisel [4] démontrent que sous ces hypothéses, I'agrégation des risques Formule
Standard définie par (3.1) est lIégitime. Nous avons, sous (H) :

C= Z sg(a;a;)pi;C; G . (31)
(i,)en?

Remarquons que lorsque les éléments a; sont tous de méme signes, nous retrouvons la formule
d’agrégation présentée dans les QIS 5 (cf CEIOPS QIS 5 Technical Specifications [15]) :

C= Z pijCi G.
(i.j)en?

b) Obtention d’'une formule d’agrégation Formule Standard selon
la mesure de risque

Plus généralement, nous montrons que la formule d’agrégation des risques (3.1) est vraie, sous (H),
pour n’importe quelle mesure de risque invariante par translation et positivement homogéene
deéfinissant le capital économique.

Dans ce cadre, le capital économique s’écrit : € = E[FP(1)] — p,[FP(1)], ou @ = 0,5%.

Proposition 3.1 - Sous les hypothéses (H), nous avons, pour toute mesure de risque homogéne de
degré 1 et invariante par translation définissant le capital économique :

C= Z sg(al-a]-)pi'j(]i C]
(i.)en?

Cette proposition est démontrée en annexe A-2 au présent mémoire.
Ainsi, la redéfinition du capital économique Sovabilité Il & partir d’'une TVaR ne modifie pas la
formule d’agrégation Formule Standard obtenue sous les hypothéses (H).

La proposition suivante donne une formule d’agrégation lorsque le capital économique est défini a
partir d’une mesure de risque écart-type.

Proposition 3.2 - Sous Hy, en considérant la définition suivante du capital économique : C = gzp(q),
la formule d’agrégation des risques est :

C= Z aia]-pl-,]-(]i C]
(i.))eN?
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Cette relation se démontre immédiatement dans la mesure ou :

2 —
Orp(1) — z a;a;p; jo; oj.
(i,j)eN?

C) Spécificités d’'une agrégation entre périmetres de passifs dans
le cadre d’'une approche simulatoire

Dans le cas d’'une agrégation entre périmetres de passifs, a risque(s) fixé(s), la décomposition
suivante est assurée :

FP(1) = Z FPi(1),

i€eE

ou:
- E estun ensemble de périmetres de passifs,
- FP'(1) désigne les Fonds Propres en t=1 du périmétre de passifs i,
- FP(1) correspond au Fonds Propres consolidés.

Ainsi, la variable Fonds Propres globaux FP (1) peut étre décomposée strictement a partir des Fonds
Propres individuels FP!(1) (encore appelés Fonds Propres marginaux).

L'utilisation du modéle interne pour chaque périmétre de passifs i permet de caractériser le vecteur
des variables Fonds Propres marginaux et nous pouvons envisager une méthodologie de type copule
pour agréger les variables Fonds Propres marginaux.

Supposons que nous disposons, pour chaque périmetre, d’une distribution de Fonds Propres relative
a un ensemble de risques projetés a I'aide du modeéle interne. Nous pouvons sommer, scénario par
scénario, les réalisations des variables Fonds Propres, afin d’obtenir une distribution agrégée
intégrant la diversification entre périmétres. Les Fonds Propres des périmeétres de passifs associés au
scénario s sont en effet relatifs a un méme état du monde (valeur des actions, des taux etc...) et la
diversification est alors mécaniquement prise en compte.

Ceci nous permet d’écrire, pour un scénario s :

FPS(1) = Z FPis(1). (3.2)

i€eE

En notant :
- FP'$(1) les Fonds Propres en t=1 du périmétre i associés au scénario primaire s,
- FPs(1) les Fonds Propres consolidés associés au scénario primaire s.

Notons que la notion de copule est sous-jacente a I'égalité (3.2). Les Fonds Propres de chaque
périmétre sont en effet implicitement agrégés via une copule.
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d) Problématiques d’agrégation entre risques

Dans le cas d’une agrégation entres risques, a périmetre(s) de passifs fixé(s), la décomposition des
Fonds Propres globaux mise en exergue dans la partie précédente est rarement assurée. En effet,
I'apparition d’effets croisés entre facteurs de risque dans le profil de la fonction Fonds Propres
économigues compromet cette stricte séparation.

Plus précisément, nous avons généralement, en considérant un ensemble N de risques :

thZXi.

iEN

Avec:
- X lavariable de risque global telle que : X = FP(0) — D.FP(1).
- X; lavariable de risque associée au risque i telle que : X; = FP;(0) — D. FP(1), en précisant
que nous avons ici : FP;(0) = FP(0).

Nous pouvons mettre en évidence la présence d’effets croisés entre facteurs de risque a partir d’'une
forme paramétrique, calibrée sur base d’un échantillon de Fonds Propres économiques.

Supposons que nous disposons d’une distribution de Fonds Propres ou les taux (notés « int ») et les
actions (notées «eq») sont stochastiques, les autres risques neutralisés. Aprés calibrage et
validation de la forme paramétrique (cf annexe B.3), nous sommes amenés a écrire,
schématiquement, les Fonds Propres comme suit :

Eléments non pris en compte dans la FS

e ~ pmmm———— pmmm—————

2 2 3 i i 21
Fp(l) :iAO,O + Al,O'geq + AQ,O'geq’i+ AO,l'gint + AO,Z'gint + AO,3'gint + Ai,l’;geq 'gint :+ Ai,zi'geq 'gint :

1
N R L L e e el ML SR —————————————— R T T ’ N o

Effets croisés

‘ Contribution marginale « actions » ‘ Contribution marginale « taux »

Dés lors, une composante au titre des effets croisés apparait, rendant impossible une agrégation de
type copule comme dans le cas de périmetres de passifs, étudié précédemment. Par ailleurs, ces
éléments ne sont pas pris en compte dans I'agrégation Formule Standard, ce qui met en évidence les
limites d’une telle agrégation.

Notons également que la forme paramétrique souligne le caractére non-affine des Fonds Propres
économiques, hypothése requise pour une agrégation des risques de type Formule Standard.

Nous pouvons comparer les approches d’agrégation SdS*° et Formule Standard en procédant comme
suit :
- Etape 1- Calcul du besoin en capital (actions, taux), noté C(cq ins), €n effectuant un SdS ou
les actions et les taux sont stochastiques.

9|1 est également possible de recourir & I'une des méthodes alternatives au SdS présentées dans la partie I-C-3-
b).
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- Etape 2- Calcul des besoins en capital au titre des risques actions et taux, notés
respectivement C,, et C;,y;.

- Etape 3 - Extraction du coefficient de corrélation, permettant, a partir d’'une agrégation de
type Formule Standard des besoins en capital élémentaires d’obtenir le capital global issu de
la projection SdS (actions, taux), c’est-a-dire :

oo imt = Cleq,int) — Cezq - Ciznt
eamt 2Ceinnt

La mise en ceuvre de ces différents calculs permet de comparer les méthodologies d’agrégation. En
pratique, nous observons que la corrélation extraite ci-dessus est trés éloignée de celle insérée, en
amont, dans le générateur de scénarios économiques, ce qui met en échec, en toute rigueur,
I’agrégation Formule Standard, les hypothéses requises n’étant pas vérifiées.

Afin de mettre en évidence la présence des non-linéarités et des effets croisés entre facteurs de
risque, Devineau et Loisel [4] proposent une méthodologie alternative d’agrégation, consistant, a
I'aide d’une forme paramétrique, a distinguer trois composantes de risque :

- Lerisque de taux d’intérét,

- Lerisque actions,

- Lerisque au titre des effets croisés entre les facteurs de risque actions et taux.

Nous ne détaillons pas la méthodologie employée mais ce type de raisonnement sera repris pour
traiter la problématique d’allocation du capital sur des risques.

Dans le cadre des Modéles Internes Partiels, les sections suivantes visent a articuler les
méthodologies de type Formule Standard et simulatoire.

D. Problématiques d’agrégation des risques sous Solvabilité 11

Les modéles internes soulevent différentes problématiques, notamment :

- Dans le cadre d'une Formule Standard Entity Specific, comment répercuter dans
I'architecture des risques Formule Standard une corrélation Entity Specific entre des risques
appartenant a des modules différents ?

- Dans le cadre des Modeles Internes Partiels, comment agréger des capitaux obtenus par des
méthodologies différentes : approche chocs/facteurs vs approche simulatoire ?

- Lorsque le modéle interne permet de simuler des risques appartenant a des modules de
risque différents, comment tenir compte du caractére Entity Specific de I'agrégation entre les
capitaux élémentaires de modules différents, non explicite dans la Formule Standard ?

- Comment agréger des risques relatifs a différents périmétres de passifs lorsque les
méthodologies de calcul des capitaux et d’agrégation des risques different ?
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Nous allons apporter des solutions a I’ensemble des problématiques évoquées ci-dessus. Il parait
délicat de proposer des méthodologies adaptées a chaque situation. Néanmoins, les méthodes mises
a disposition permettent, en les combinant, de traiter I’'ensemble des cas de figures.

Nous nous intéressons dans la suite au cas d’'un modeéle interne de type Modéle Interne Partiel. Les
problématiques liées au cas Formule Standard Entity Specific sont aisément résolues a I'aide des
méthodologies présentées.

E. Techniques d’agrégation des risques

Apres avoir présenté les différentes architectures des risques possibles, nous décrirons les méthodes
proposées par le CEIOPS, permettant d’articuler les résultats du modele interne et ceux fournis par
I'application d’une méthodologie de type Formule Standard. Afin de traiter les problématiques
posées par les modeles internes projetant des risques de modules différents, une adaptation des
méthodologies et la mise en place d’une démarche alternative seront nécessaires.

1 Vocabulaire et architectures des risques

Nous avons présenté I'architecture des risques Formule Standard, suggérant une agrégation des
risques en deux étapes. D’autres architectures des risques sont envisageables et seront
indispensables pour traiter certaines problématiques d’agrégation des risques.

Comme illustré par la figure 3.3, nous distinguons dans la suite les trois architectures suivantes :

- L’architecture « rateau » : les risques élémentaires sont placés en « rateau ». L’agrégation
des risques est alors réalisée en une étape, a partir d’'une matrice de corrélation globale.

- L'architecture standard : il s’agit de I'architecture de la Formule Standard donnée
précédemment (cf figure 3.1), intégrant deux niveaux d’agrégation. Plus généralement, nous
dénommons « architecture standard » tout architecture sous-entendant une agrégation des
risques en deux étapes.

- L'architecture a trois niveaux intégrant des sous-modulesde risque : il s’agit d’une
architecture a trois niveaux d’agrégation, spécifique au cas Modéle Interne Partiel. Au sein
de chaque module de risque, les risques quantifiés par une méthodologie identique sont
regroupés en un sous-module de risque. Nous distinguons un sous-module regroupant les
risques non-modélisés, nommeés risques Hors-MIP, et un sous-module regroupant les risques
modélisés, nommés risques MIP. Cette architecture ajoute un niveau d’agrégation a
I'architecture standard.
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Architecture rateau : 1 niveau d’'agrégation.
BCSR
Mktint Mkteq Lifemolt Lifelapse N LPmm&Res
i | Risque Risque de Risque de Risque de primes et
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Architecture standard : 2 niveaux d’agrégation.

. Sous-modulesquantifiéspar une
~ approche detype Formule Standard
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méthodologie simulatoire.
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Figure 3.3 - Comparaison d’architectures des risques.

Nous avons clarifié précédemment ce qu’était une méthodologie de calcul des capitaux élémentaires
de type Formule Standard et une agrégation des capitaux de type Formule Standard. Par souci de
simplicité, nous employons dans la suite de cette partie Il les termes « méthodologie Formule
Standard » ou encore « agrégation des risques Formule Standard », en se souvenant qu’il peut s’agir
de calculs de type Formule Standard Entity Specific pour les risques non modélisés.

2. Techniques proposées par le CEIOPS

Dans le Consultation Paper n° 65 (CP 65), le CEIOPS propose I'arbre de décision suivant, relatif au
choix de techniques d’agrégation des risques :
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Figure 3.4 - arbre de décision.

Ainsi, lorsqu’un Modeéle Interne Partiel est utilisé, le recours a I'une des méthodes d’agrégation
proposées par le CEIOPS s’impose, sauf dans des cas tres particuliers ou ces méthodes ne sont pas
applicables. La compagnie peut dans ce dernier cas utiliser sa propre technique d’agrégation, a
condition gu’elle prouve que les techniques d’agrégation détaillées dans les mesures de niveau 3 ne
sont pas applicables dans son cas.

Dans le CP 65, trois techniques permettant d’articuler les résultats fournis par le modele interne et
les résultats issus de la Formule Standard sont présentées :

- Laméthode « Two world scenario » ,

- Laméthode « Consistent Standard Formula Replication » (notée CSFR),

- Laméthode « Indirect application of the Standard Formula Integration ».

Nous présentons chacune de ces méthodes et leur mise en application. Notons que les différentes
méthodes proposées, employées telles quelles, permettent d’articuler les résultats du modéle
interne et ceux de la Formule Standard au sein d’'un méme module de risque et pour un unique
périmeétre de passifs.

Introduisons les notations suivantes :
- Ry, pmyp 'ensemble des risques projetés du module de risque m ,
- Ry porsmip '€nsemble des risques du module de risque m quantifiés par la méthodologie
Formule Standard,
- Chyrsmip le capital agrégé du sous-module Hors-MIP du module m,
- Cyip le capital agrégé du sous-module MIP du module m.

Nous allégeons les notations en désignant a présent par p7'; le coefficient de corrélation entre les

capitaux i et j au sein du module m. Il peut s’agir d’'une corrélation entre capitaux élémentaires,
entre sous-capitaux agrégés, mais aussi entre un risque élémentaire et un sous-module de risque par
exemple.
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a) Méthode « Two world scenario »

La méthode « Two world scenario » fait I’hypothése de corrélation parfaite entre le capital issu du
modele interne et le capital relatif aux risques quantifiés par la Formule Standard. Le capital
consolidé correspond alors a la somme du capital Hors-MIP, calculé par agrégation Formule Standard
des capitaux relatifs aux risques non modélisés, et du capital MIP, issu du modéle interne.

Cette méthode requiert donc le calcul du capital agrégé du sous-module Hors-MIP, réalisé comme
suit :

PZ,’}-CL' G

Clorsmip = \/ Z

Le SCR du module m est alors calculé a partir de la relation : SCR,,, = Cilsrspip + Chpip-

SN o
(. )ERM HorsmIP

Cette technique est appropriée dans le cas d’une intégration de risques peu significatifs sur
I’exigence de capital finale, lorsque I'un des résultats prédomine par rapport a 'autre.

Elle présente I'avantage d’étre aisée a mettre en ceuvre et s'applique a tous les types de Modeles
Internes Partiels. En revanche, elle ne prend pas en compte les phénoménes de dépendance et peut
donc s’avérer trop conservatrice lorsqu’il existe des bénéfices de diversification significatifs entre le
sous-module MIP et le sous module Hors-MIP. Notons que cette méthode peut, au contraire, ne pas
étre suffisamment prudente dans le cas de phénomenes de contagion entre risques.

b) Méthode « Consistent Standard Formula Replication »(CSFR)

Présentation de la méthodologie

La méthodologie proposée repose sur une architecture des risques a trois niveaux. Elle permet de
déduire de la Formule Standard un unique coefficient de corrélation permettant d’agréger le sous-
module MIP et le sous-module Hors-MIP. Dans un premier temps, des calculs Formule Standard,
aussi bien sur les risques Hors-MIP que sur les risques MIP, sont menés afin de déterminer le
coefficient de corrélation entre le sous-module Hors-MIP et le sous-module MIP. L’application de
cette méthode requiert donc le calcul Formule Standard des capitaux au titre de chaque risque
modélisé. Le résultat du modele interne (capital MIP) et le capital Hors-MIP sont ensuite agrégés au
moyen du coefficient de corrélation évoqué.

Introduisons les notations suivantes :
- C/ le capital Formule Standard relatif au risque i,
- Cys le capital consolidé des risques MIP déterminé a partir d’'une agrégation Formule
Standard des éléments C;',
- SCR;, le SCR dumodule m, calculé a partir des capitaux Formule Standard.

Pour les risques quantifiés selon une approche Formule Standard, nous emploierons indifféremment
la notation C; ou C; pour désigner les capitaux Formule Standard.
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Nous détaillons ci-dessous les différentes étapes de calculs permettant d’obtenir le SCR du module
m.

Etape 1 - Détermination du coefficient de corrélation permettant d’agréger Cyip €t Ciforspmip
- Phase 1: calcul Formule Standard du capital agrégé du sous-module MIP :

*M — m * *

m,MIP

- Phase 2: calcul du capital agrégé du sous-module Hors-MIP :

Cliorsmip = \[ Z

- Phase 3: calcul Formule Standard du capital agrégé du module m :

* m * *

- Phase 4: extraction du coefficient de corrélation permettant, a partir d’'une agrégation de
type Formule Standard entre Cy/7% et Cify,-sp1p, d€ reproduire le capital consolidé SCR;, :

p;r;-. Ci*. C}-*.

o
(. )ERM HorsmIP

£ 2 m 2 sm 2
m _ SCRm — CHorsMIP — CMIP
PMIPHorsMIP —

m *m
2CHorsMIP CMIP

Etape 2 - Détermination du capital global du module m a partir du coefficient de corrélation
déterminé en phase 4 de I'étape 1 et du résultat fourni par le modéle interne :

2 2
— m m m m m
SCRm - \/CHorsMIP + CMIP + szIP,HorsMIPCHorsMIP CMIP'

Construction d’une distribution et mise en évidence de la dépendance

Il est possible d’obtenir une distribution de Fonds Propres pour le sous-module Hors-MIP en
spécifiant une loi. Cela apparaitra trés utile lorsque nous chercherons par la suite a allouer le capital.
Pour ce faire, nous pouvons construire la distribution des Fonds Propres du sous-module Hors-MIP
en supposant, comme suggéré dans le CP 65, que :

FP(O) CI‘%T‘SMIP
D(1) 'D(1).q9955%{N(0,1)}

FP}%rsM]p(l) "~ N( ) (3.3)
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Nous pouvons ensuite mettre en évidence la dépendance entre les distributions de Fonds Propres
des sous-modules MIP et Hors-MIP en ayant recours a une copule gaussienne. Dans cet objectif, nous
retenons la corrélation déterminée en phase 4 de I'étape 1.

Les différents calculs a mettre en ceuvre en pratique sont détaillés ci-dessous.

Etape 1 - Construction de la distribution de Fonds Propres relative au sous-module Hors-MIP a partir
de I'hypothése (3.3).

Etape 2 - Insertion de la dépendance entre les distributions de Fonds Propres MIP et Hors-MIP a
I'aide d’une copule gaussienne.

- Phase 1: simulation de couples (xs,vs)s distribués selon un vecteur gaussien de lois
marginales normales standards et de coefficient de corrélation pi;p yorsmip-

- Phase 2: constitution des couples (us, v5) de loi jointe la copule gaussienne par la relation :
(us, v5) = (P (x5), d(¥5)) ol ¢ est la fonction de répartition d’une N (0,1).

- Phase 3: en omettant I'indice m pour alléger les notations, nous obtenons alors les couples
Fonds Propres associés a chaque simulation s par le biais de relation:
(FP1p (1), FPorspip (1)) = (ﬁ,;,,lp(us),Fg(}rsM,P(vs)), en notant Fig-qyp la fonction de
répartition inverse des Fonds Propres du sous-module Hors-MIP et Fyi la fonction de
répartition inverse empirique des Fonds Propres du sous-module Hors-MIP.

- Phase 4 : par somme des réalisations, simulation par simulation, nous disposons alors d’une

distribution de Fonds Propres agrégés a partir de la relation :
FPS(1) = FPSorspip (1) + FPypp(2).

c) Méthode « Indirect application of the Standard Formula
Integration »

Cette méthode vise a déduire de la Formule Standard des corrélations entre le capital Hors-MIP et les
capitaux élémentaires au titre de chacun des risques projetés. Le calcul des capitaux marginaux a
partir du modéle de projection et des capitaux Formule Standard relatifs aux risques modélisés est
donc requis.

Nous détaillons ci-dessous les différentes étapes de calculs afin d’aboutir au SCR du module m.

Soit p'Lorsmrp 1@ corrélation entre le risque i modélisé et le sous-module Hors-MIP.

Etape 1 - Dérivation des corrélations Formule Standard entre les capitaux marginaux issus du modeéle
interne et le capital du sous-module Hors-MIP.
- Phase 1: détermination des capitaux Formule Standard pour chacun des risques couverts par
le modele interne.
- Phase 2: calcul du capital Formule Standard du sous-module Hors-MIP Ciy,-spip -

Cliorsmip = \/ Z

p;r;-. Ci*. C}-*.

N
(L.)€R% HorsmIP
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- Phase 3: obtention des corrélations (p!%orsmip) par résolution de I'équation

I€Rm mIP

suivante :

SCR:n = Cl-%rsMIP + Z Ln;CL* C* +2 Z iR plr,rll'-lorsMIP' Ci*' CI-%rsMIP'
(i) ERZ, parp L&Rm mIP
La solution de cette équation n’étant pas unique, le CP 65 propose de procéder comme suit :
- Phase 3.1: calculer des corrélations entre les risques projetés et le sous-module
Hors-MIP par moyenne pondérée des coefficients de corrélation Formule Standard,
soit :
m

, m .
]ERm,HorsMIPpl'] 7

*m _ .
PiHorsmip =~ — Vi € Ry mip
J€Rm Horsmip

- Phase 3.2: ajuster proportionnellement I'ensemble de ces corrélations par un
unique coefficient k de facon a obtenir I’équation a une inconnue suivante :

SCRT*H = \[Cl-%rsMIPZ + Z pl]C* G +2k Z pl HorsMIP"* Ci*' Cl-%rsMIP ' (3'4)

P 2
(l,])GRmyMIP lERm,MIP

Etape 2 - Calcul du capital consolidé
- Phase 1 : détermination des capitaux marginaux C; , relatifs aux risques MIP. Rappelons que
ces capitaux sont obtenus en projetant uniquement le risque d’intérét et en neutralisant les
autres risques.
- Phase 2: calcul du capital a I'aide de la corrélation obtenue en phase 3.2 de I'étape 1:

{€Rym m1p

— 2 2
SCRm _\[CI'%T'SMIP +CI\TIP +2 Z plr,rll'-lorsMIP'CI-%TsMIP'Ci
avec, en notant k* la solution de I'équation (3.4) : p/"horsmip = K™ P; forsmip-
La méthode « Consistent Standard Formula Replication », comme la méthode « Indirect application
of the Standard Formula Integration », présente l'avantage de tenir compte des effets de

diversification entre les sous-modules MIP et Hors-MIP.

Adaptation de la méthodologie CSFR au cas « multi-périmétres » et « multi-modules »

Dans le cas d’'une agrégation des risques entre périmétres de passifs, notons que la méthodologie
CSFR permet d’obtenir le capital économique consolidé du module de risque m, aprés constitution
préalable des sous-modules de risque MIP et Hors-MIP consolidés.

S7



La mise en ceuvre de cette méthodologie est réalisable uniquement lorsque les risques projetés
appartiennent au méme module de risque.

En revanche, la méthode CSFR ne semble pas s’appliquer telle quelle lorsque les risques simulés
appartiennent a des modules de risque différents. Dans ce cas, I'adaptation de cette méthode est
envisageable lorsque I'agrégation des risques est réalisée pour un unique périmetre de passifs, mais
délicate lorsque I'agrégation est effectuée pour plusieurs périmétres.

Pour ces différentes raisons, nous proposons d’une part une extension de la méthode CSFR a un
ensemble de plusieurs modules, dans le cas d’une agrégation des risques d’un méme périmeétre de
passifs, et d’autre part une méthodologie alternative dans le cas d’une agrégation des risques de
plusieurs périmetres de passifs.

3. Extension des méthodologies proposées par le CEIOPS

Nous commencgons par présenter la technique de dé-modularisation/re-modularisation d’une
architecture des risques a plusieurs niveaux, permettant de répondre aux problématiques
d’agrégation des risques posées par les Modeles Internes Partiels projetant des risques de modules
différents. Cette technique répond également aux problématiques soulevées par un modeéle interne
de type Formule Standard Entity Specific lorsque la compagnie souhaite faire apparaitre des
corrélations Entity Specific entre risques de modules distincts.

L’outil mathématique de dé-modularisation/re-modularisation nous permettra de généraliser la
méthode CSFR mais aussi de proposer une méthode alternative d’agrégation, fondée également sur
le calcul de coefficients d’agrégation Entity Specific.

a) La technique de dé-modularisation/re-modularisation

Limites de I’agrégation Formule Standard

Damir Filipovic, dans son article « Multi-Level Aggregation» [7], traite des problématiques
d’agrégation des risques multi-niveaux. Son article est fondé sur le rapprochement entre une
agrégation multi-niveaux, correspondant a une architecture standard des risques, et une technique
d’agrégation fondée sur une matrice de corrélation globale ; I'agrégation est, dans ce dernier cas
réalisée en une étape a partir d’une architecture des risques en rateau.

Filipovic montre qu'’il est possible, a partir d’'une agrégation des risques en rateau, de répliquer la
valeur du capital économique obtenu a partir d’'une agrégation Formule Standard. De plus, il précise
que I'agrégation des risques en rateau est nécessairement réalisée selon les spécificités de la
compagnie, dépendant entre autres des niveaux de capitaux élémentaires. Les coefficients de
corrélation inter-modulaires sont donc Entity Specific. Ainsi, dans I'impossibilité d’utiliser une matrice
de corrélation commune a tous les acteurs du marché, I'approche proposée par la Formule Standard
perd, en toute rigueur, son caractére universel.
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La dé-modularisation/re-modularisation

Les travaux de Fillipovic permettent de passer d’une architecture standard & une architecture des
risques en rateau (dé-modularisation de la Formule Standard) et inversement d’une architecture en
rateau a une architecture standard (re-modularisation de la Formule Standard). La figure 3.5 illustre
ce principe.

ﬂodularisah

Architecture standard Architecture rateau

= £ BCSR
E MKting Mkteq Lifemort Lifejapse NLpremeRres
| - ; Risque Risque de Risque de Risque de primes et
Risque de taux action mortalité [EE réserves
N

Qularimy

Figure 3.5 - Dé-modularisation/re-modularisation de la Formule Standard.

SCR

EE = BN —

La technique de dé-modularisation/re-modularisation présente un intérét particulier pour répondre
a certaines problématiques posées par les modeéles internes de type Modeéles Internes Partiels ou
Formule Standard Entity Specific.

Nous présentons dans un premier temps I'intérét de cette technigue ainsi que son cadre d’utilisation.
La méthodologie sera exposée ensuite.

e Problématigue

Une compagnie projetant des risques appartenant a des modules de risque différents souhaite faire
apparaitre des corrélations Entity Specific entre ces différents risques et est donc confrontée au
probléeme suivant: I'architecture de la Formule Standard n’integre pas de corrélations explicites
entre risques appartenant a des modules différents. A partir d’'une approche fondée sur la dé-
modularisation/re-modularisation de la Formule Standard, il est possible de :
- dé-modulariser dans un premier temps la Formule Standard afin d’obtenir une unique
matrice de corrélation globale, puis
- substituer les corrélations implicites au modele interne (entre I'ensemble des risques
modélisés) aux corrélations Formule Standard et enfin
- re-modulariser, permettant ainsi d’obtenir un coefficient de corrélation inter-modulaire
Entity Specific.

59



La méthodologie d’obtention des coefficients d’agrégation Entity Specific est détaillée dans la partie
II1-E-4-a).

Plus généralement, aprés dé-modularisation, la compagnie peut substituer les corrélations Entity
Specific souhaitées aux corrélations Formule Standard, puis re-modulariser I'architecture rateau dans

une seconde étape.

e Méthodologie de dé-modularisation/re-modularisation

Introduisons les notations suivantes :
- Xm = (C™)icr,,le vecteur des capitaux élémentaires du module m,

- XM= (p{"})(ivj)Eern la matrice de corrélation Formule Standard permettant d’agréger les

risques élémentaires au sein du module m.

Nous présentons la méthodologie pour deux modules de risques A et B. La méthode permet, par
technique de dé-modularisation/re-modularisation d’obtenir le coefficient de corrélation Entity
Specific entre ces deux modules.

Tout d’abord, les capitaux agrégés des modules A et B sont calculés par agrégation des capitaux
élémentaires comme suit :

SCRy, = X} 5™ X,

Le capital requis pour les modules A et B est ensuite obtenu par agrégat des sous-capitaux agrégées
desmodules A et B :

SCR(4p) = \/SCRj + SCR2 + 2.pi . SCR, .SCRy ,

en rappelant que p}'z correspond au coefficient de corrélation Formule Standard permettant de
procéder a |'étape d’agrégation inter-modulaire.
Introduisons la matrice VV, composé de quatre sous-matrices :

=0y )

La matrice D correspond a I'ensemble des corrélations permettant d’agréger les risques du module A
et les risques du module B ; ces corrélations, implicites dans le cadre d’une architecture des risques
standard, deviennent explicites, grace a I’étape de dé-modularisation.

L’objectif est ici de réconcilier I'approche d’agrégation rateau avec I'approche d’agrégation Formule
Standard afin d’obtenir un capital consolidé identique.
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Nous cherchons donc a déterminer la matrice D, vérifiant :

X
J (X, X5).V. (X;‘) = \/SCRj +SCR2 + 2.p} . SCR, .SCRy . (35)

L’équation (3.5) admet une infinité de solutions. Fillipovic montre qu’il est impossible de déterminer,
en toutes généralités, une matrice D indépendante des niveaux de capitaux élémentaires. La matrice
D est donc nécessairement Entity Specific.

Il propose la formule suivante pour le calcul de la matrice D :

D=, VX5 24 X4 /X5 2B X
' I Xall?11X5 117

ou ||. || désigne la norme euclidienne.
Cette matrice est I'unique matrice satisfaisant le critére de minimisation de la norme euclidienne de

la matrice D, définie par :
ID|| = +/tr(DD").

Remarque : I'étape de dé-modularisation est réalisée a partir des corrélations proposées par la
Formule Standard. Il est ensuite possible de substituer des corrélations Entity Specific aux
corrélations Formule Standard.

Pour re-modulariser, il suffit d’inverser la relation (3.6), permettant ainsi de calculer la corrélation

entre modules pfflfs (devenue alors Entity Specific), aprés substitution des corrélations souhaitées

dans la matrice V. La relation obtenue est la suivante :

X4 Dgs. Xp

Kbt X 28

MES _
AB T

Nous illustrons ci-dessous la technique de dé-modularisation/re-modularisation a partir d’un
exemple de Modéle Interne Partiel couvrant les risques actions, taux d’intérét et mortalité/longévité.
Les modules d’intérét sont donc ici les modules de risque Marché et Souscription Vie.

61




Agrégation SCR mkt/ life
| -Corrélation :’@ - | . L
Agrégation Etape 1 : Dé-modularisation
Formule Standard -
D Scr,, |
| P - 11 1-[-1
Mortllong dis lapse  exp rev  cat
= N

Mortlong
dis

it eq prop sp  fx conc Il
int
eq

prop . .
E Matrice XMkt Tapse ] Lif Matrice V
i e Matrice ™€ it eq prop s fc conc il Mortlong dislapse exp rev cat
cone o =
il c e
L i Mkt ;
) Matrice 2 Matrice D
fx
cone
i
Mortlong
dis . )
we  Matrice D’ Matrice Ztife
rev
7 . cat
Agregation

) . Agrégation SCR mkt/ life — - '
Entity Specific 9 . MES Etape 2 : substitution des corrélations Entity
-Corrélatio "Mkt L Specific aux corrélations Formule Standard.
N

Etape 3 : Re-modularisation T me/p R
f——————— P

o

| MoMng ds lapse ep rev cat

int eq pop sp  fx  conc il

it i Mortfong dis lapse  exp rev  cat

Wortlong | i
0 ) » Matrice =M
lapse. H
= Matrice Ztife aane
bs i
o Mort1ong p% s Py moniong
dis

I Mk ES Matrice Des
® Matrice ZMktg

ill

lapse

i ) A Lif
o Matrice D’gg Matrice X'

Tev
cat

Figure 3.6 - Exemple illustratif de la méthodologie de dé-modularisation/re-modularisation.

Notons que les techniques de dé-modularisation/re-modularisation peuvent étre appliquées sur une
architecture des risques multi-niveaux autre que I'architecture standard. Il suffit de définir le socle
élémentaire sur lequel la méthodologie est appliquée : par exemple, la partie suivante présente
I'application de cette méthodologie a partir d’'une architecture intégrant les sous-modules MIP et
Hors-MIP.

b) Extension de la méthode «Consistent Standard Formula
Replication »

Nous allons généraliser cette méthodologie a un ensemble de plusieurs modules, a partir d’'une
approche de dé-modularisation et re-modularisation.

Nous supposons ici que le modeéle interne couvre des risques appartenant a des modules différents. Il
apparait alors indispensable d’intégrer I'aspect Entity Specific de I'agrégation entre les risques
projetés de modules différents, ceci dans le cadre d’une architecture a trois niveaux d’agrégation.

A titre d’exemple, supposons que le modéle interne couvre les risques actions, taux et
mortalité/longévité. Nous avons alors I'architecture suivante, aprés constitution des sous-modules :

62



b
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Figure 3.7 - lllustration de la méthode « Consistent Standard Formula Replication » étendue.

Notons que les risques de mortalité et longévité forment un unique risque, le facteur de risque sous-
jacent étant identique® : I'intérét est porté sur des valeurs faibles ou élevées du facteur de risque
modélisant les taux de mortalité, selon le risque prédominant. Cet exemple sera repris et mis en
application mais commengcons par expliquer la méthodologie de maniére générique, en listant les
différentes étapes a suivre.

Etape 1 - Application de la méthodologie « Consitent Standard Formula Replication » pour chaque
module de risque m € {4, B}.
Pour ce faire, il est nécessaire de disposer :
- d’une distribution de Fonds Propres « marginale » relative aux risques modélisés du module
de risque 4,%
- d’une distribution de Fonds Propres « marginale » relative aux risques modélisés du module
de risque B.

Les capitaux Ci3;p et CZ,p sont calculés a partir des deux distributions ci-dessus.

Nous considérons a présent que les sous-modules Hors-MIP et MIP définissent le socle élémentaire
pour I'opération de dé-modularisation puis re-modularisation.

Etape 2 - Calcul du coefficient de corrélation inter-modulaire Entity Specific entre les modules A et B.

- Phase 1: calcul de la corrélation implicite entre le sous-module MIP du module A et le sous-
module MIP du module B.

2% Nous avons en effet retenu dans la suite une modélisation en accord avec cette remarque (se référer a la note
de bas de page 46).

2| s’agit d’une distribution de Fonds Propres ot I'ensemble des risques ont été neutralisés excepté les risques
MIP du module A.
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Nous désignons par p%;5» le coefficient de corrélation implicite entre le sous-module MIP du
module A et le sous-module MIP du module B, c'est-a-dire la corrélation permettant, a partir
d’une agrégation Formule Standard, de reproduire le capital au titre de I'ensemble des
risques modélisés, noté Cy;p , SOit :

2 2

2 A B
AB __ CMIP - CMIP - CMIP

My A CE

- Phase 2 : mise en évidence du caractére Entity Specific de I'agrégation entre le module A et
le module B par dé-modularisation puis re-modularisation de I'architecture sous-modules.

- Phase 2.1 : dé-modularisation
La méthode de calcul de la matrice D reste identique a celle présentée dans la partie llI-E-3-a)

mais la dé-modularisation est ici effectuée au niveau des sous-modules et non des capitaux
élémentaires. Autrement dit, nous avons :

D=l VX5 ZA X4 /X5 2B X
' I Xall2 11X 117

X, X5

Avec, ici :
Xm = (C]\leplcl-%rsM]P)ll va{A,B}

1 m
ym — < m pMIP,HorsMIP) , VmE{A,B}.
PMIP HorsMIP 1

™ correspond dans ce cas a la matrice de corrélation permettant d’agréger les sous-
modules MIP et Hors-MIP au sein du module m. D s’interpréte comme la matrice de
corrélation entre les sous-modules du module A et les sous-modules du module B.

Dans la matrice D, nous substituons la corrélation Entity Specific calculée en phase 1 de
I’étape 2 a la corrélation induite par la dé-modularisation, nous permettant ainsi d’obtenir la
matrice D Entity Specific, notée Dgs.

- Phase 2.2 : re-modularisation afin d’obtenir le coefficient de corrélation Entity Specific
permettant d’agréger les modules A et B :

M,ES __ X;l- DES- XB

A,B
Kbt X 28 s

Nous proposons ci-dessous une illustration de cette mise en ceuvre.
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Figure 3.8 - lllustration des phases de dé-modularisation/re-modularisation - méthode CSFR étendue.

Ce type de calcul, mené pour tous les couples de modules contenant des risques projetés, permet
d’obtenir I'ensemble des coefficients inter-modulaires Entity Specific requis pour le calcul du capital
économique global.

Ainsi, au sein de chaque module de risque, la méthodologie proposée est conforme a la méthode
CSFR. Par ailleurs, la méthodologie gére I'aspect Entity Specific de la corrélation entre les sous-
module MIP des modules A et B, a I'aide de I'outil de dé-modularisation/re-modularisation.

Comme déja évoqué, l'adaptation de la méthodologie CSFR parait délicate pour gérer I'aspect
« multi-périmétres », lorsque le modéle interne couvre des risques de modules différents.

Nous présentons donc une méthodologie d’agrégation alternative a celle exposée infra et
surmontant la difficulté évoquée ci-dessus.

4, Présentation d’'une méthodologie d’agrégation alternative

Nous proposons une méthodologie alternative fondée sur une architecture des risques en rateau.
Cette méthodologie requiert le calcul de coefficients d’agrégation Entity Specific, correspondant aux
corrélations implicites au modeéle interne, et s’appuie sur la technique de dé-modularisation/
re-modularisation.
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a) Détermination de coefficients d’agrégation Entity Specific

Motivation et cadre d’utilisation

La Formule Standard repose sur des coefficients de corrélation permettant d’agréger les risques.
Dans le cas ou la compagnie utilise une méthodologie simulatoire pour quantifier certains de ses
risques, le capital économique est calculé a partir du quantile de la distribution de Fonds Propres.
Nous pouvons également disposer des capitaux marginaux en effectuant des projections marginales
ou en projetant le bilan associé au scénario quantile, dans le cas ou le profil des Fonds Propres
marginaux est strictement monotone en le facteur de risque.

Placons-nous dans le cadre suivant: nous disposons d’une distribution de Fonds Propres
économiqgues issue de la projection d’'un ensemble de risques a un an et, pour chaque risque i, du
capital élémentaire C;.

L’objectif est de déterminer les coefficients d’agrégation qui, en agrégeant les capitaux marginaux
issus du modeéle par la Formule Standard, permettent d’obtenir le capital économique issu de la
distribution de Fonds Propres.

Notons que ces coefficients d’agrégation ne correspondent pas a une corrélation linéaire entre
facteurs de risque. Il s’agit uniqguement des coefficients qui, utilisés pour I'agrégation des capitaux
stand-alone par la méthodologie Formule Standard, reproduisent la valeur du capital économique
issu du modele interne. En I'occurrence, ces coefficients peuvent étre supérieurs a un en valeur
absolue : ceci s’explique principalement par la présence d’effets croisés et non-linéarités entre
facteurs de risque, compromettant I'application d’'une agrégation Formule Standard a partir des
coefficients de corrélation linéaires. Cependant, nous parlerons indifféremment de coefficients
d’agrégation Entity Specific ou de coefficients de corrélation Entity Specific.

Ces coefficients présentent I'avantage de répliquer la diversification non-affine entre risques.

Détaillons a présent la méthodologie de calcul des coefficients d’agrégation Entity Specific, implicites
au modele interne.

Méthodologie

Nous désignons par :

- Ry;p I'ensemble des risques élémentaires projetés a I'aide du modele interne, quel que soit
le module de risque,

- My;p 'ensemble des modules contenant au moins un risque modélisé,

- pf ]5 le coefficient de corrélation standard entre les risques projetés i et j (noté
indifféremment p;”; lorsque les risques appartiennent & un méme module),

- pii® le coefficient de corrélation Entity Specific, entre les modules i et j, obtenu par dé-
modularisation puis re-modularisation de I'architecture standard.
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Nous proposons de résoudre le programme d’optimisation (P;) suivant :

(PF) = drgmind > (oy=pf)'+ D (ol -l

Pij @@.7).i#7.(i.J))ERZp @@0).i#7.(i.J))EME;p

sous les contraintes :

Curp = \/Z(i,j)eR},,,P pij G -G

(L) ERZ mip

Notons que py'5* est fonction des éléments variables p; ;.

Quelques remarques sur la forme du probléme :

- Le critére de minimisation permet de garantir I'unicité de la solution et la convergence du
probleme. Remarquons qu’il est possible de spécifier d’autres programmes d’optimisation
sous les mémes contraintes mais ce type de probléeme d’optimisation parait adapté pour
résoudre des problématiques d’agrégation multi-périmetres. Celui-ci garantit en effet
I’'obtention de coefficients proches de ceux fournis par la Formule Standard.

- La premiére contrainte garantit I’équivalence entre le capital économique calculé a partir de
la distribution de Fonds Propres et le capital qui serait calculé par méthodologie Formule
Standard a partir de I’ensemble des capitaux élémentaires relatifs aux risques projetés.

- L’ensemble de contraintes (3.7) permet de reproduire le capital économique issu du modeéle,
au sein de chaque module de risque contenant des risques modélisés.

b) Présentation de la méthodologie alternative d’agrégation

Agrégation entre risques d’'un méme périméetre

Nous proposons dans un premier temps une méthodologie d’agrégation alternative a la
méthodologie CSFR étendue, présentée précédemment. L’agrégation des risques est donc réalisée ici
pour un périmeétre de passifs.

Considérons deux modules de risque A et B et supposons que nous souhaitons agréger les risques

d’un méme périmetre de passifs.
Nous raisonnons en différentes étapes pour I'obtention du capital consolidé.
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Etape 1 - Dé-modularisation de la Formule Standard
Cette étape permet d’obtenir la matrice globale V, contenant les corrélations entre risques d’un
méme module et les corrélations implicites entre I’ensemble des risques appartenant au module A
et I'ensemble des risques appartenant au module B.

Cette dé-modularisation est Entity Specific et nécessite de connaitre les capitaux marginaux issus du
modele interne.

Etape 2 - Détermination des corrélations implicites au modéle interne par résolution du programme
d’optimisation (P,).

Etape 3 - Substitution des corrélations implicites obtenues a I’étape 2 dans la matrice V, permettant
ainsi d’obtenir la matrice de corrélation globale Entity Specific Vg .

Etape 4 - Obtention du SCR(,4 p) par re-modularisation de I'architecture rateau.

Agrégation entre périmétres de passifs

Il s’agit a présent de fournir une méthodologie permettant d’agréger les risques de plusieurs
périmetres de passifs.

Nous avons fait en sorte lors de la détermination des coefficients Entity Specific que les
corrélations « implicites MIP » obtenues soient les plus proches possibles de celles de la Formule
Standard. Nous proposons alors d’agréger les risques de plusieurs périmetres, aprés consolidation
des capitaux des périmétres, en retenant, par prudence, le coefficient de corrélation le plus élevé,
pour chaque risque. Autrement dit, en notant N I'ensemble des risques élémentaires placés en
rateau, nous retenons les corrélations suivantes pour I'étape d’agrégation entre risques :

VijeN?/i%jp; = Max (b2,

ou:
L _ P . , . . . ,
p; ;.’b" correspond au coefficient de corrélation permettant d’agréger les risques i et j du

périmetre de passifs k. Il peut s’agir d’un coefficient de corrélation Formule Standard ou
Entity Specific.

- p;j correspond au coefficient de corrélation permettant d’agréger les capitaux consolidés au
titre des risques i et j.

Pour I'étape d’agrégation inter-modulaire, nous retenons aussi le maximum entre les corrélations
des différents périmetres de passifs.

Ainsi, cette méthode parait simple a mettre en ceuvre et adaptée dans le cas d’une problématique
d’agrégation multi-périmétres dont les structures de modeéles internes sont délicates.

Elle constitue aussi une alternative a la méthode « Consistent Standard Formula Replication »
étendue.

68




Nous présentons ci-dessous une illustration de la méthodologie alternative, en considérant, a titre
d’exemple, deux « lignes de business » et les modules de risque Marché et Souscription Vie.

D Risques quantifiés par approche simulatoire C] Risques quantifiés par approche Formule Standard

’(Wl\ lob, iz G R
int Cint Cmort/lon Cmor’[/lon
Celgbl Clobz Etape 1: consolidation des capitaux élémentaires f‘ml_ o, 9
Crh Cfgbz C dis Cais
| prop prop int Qnoﬂong C|0Q CIObZ
Cae = Co*l| Cuw= Cor || mmmp o -CII_(:% = 'fpse clob _ lapse
loby lob, C;iis C oby Life lob,
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Module Souscription Vie : capitaux
Cii Qat \ des lob1 et lob2

Etape 2 : détermination des SCR des

Matrice de corrélation utilisée pour e modules Market et Life par agrégation Utilisation des corrélations Formule
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Corrélation entre les risques actions et taux de lalob 1
Figure 3.9 - Agrégation entre périmétres de passifs.

Maintenant que nous avons exposé les méthodologies d’agrégation permettant d’obtenir le capital
consolidé, nous allons pouvoir allouer ce capital.
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IV. Allocation de capital

Lorsqu’un capital économique est calculé a un niveau agrégé - pour plusieurs risques et pour une
agrégation de périmétres de passifs par exemple - il integre généralement un effet de diversification
entre les différents risques d’une part, et entre les différents périmétres de passifs d’autre part,
comme mis en évidence dans la partie précédente sur I'agrégation des risques.

Une méthode d’allocation de capital permet d’allouer les bénéfices de diversification et ainsi obtenir
des capitaux individuels dont la somme est égale au capital économique global.

L’allocation de capital permet ainsi de déterminer le volume de capital consommé par un segment de
risque, apres avoir alloué les bénéfices de diversification. Le capital alloué est un bon indicateur de
risque et présente un intérét lors du pilotage de I'activité, ou encore la détermination de limites de
risque dans un dispositif du type ORSA?, explicité ensuite.

Nous illustrons ci-dessous le principe général de I'allocation de capital, aprés agrégation des risques.

Etape 1l: agrégationdesrisques Etape2: du capitalconsolidé Cqnso

Capital global
K=Cconso
: : ! :

Capital alloué Capital alloué
segment 1 segmentn
K, Kn

Propriété visée (Full allocation ) : K = K, +... + K,
Ou K;correspond au du segmenti.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -

Figure 4.1 - Lien entre agrégation des risques et allocation du capital.

La premiére partie donne quelques généralités sur I'allocation de capital. Elle permet de spécifier le
principe de I'allocation mais aussi son enjeu dans le cadre de I'ORSA et de la prise de décision
stratégique. L'approche d’allocation retenue est ensuite décrite et le probléme d’allocation mis en
place. Nous définissons également la notion de cohérence d’une méthode d’allocation.

Nous exposons dans une seconde partie les différentes méthodes d’allocation possibles.

Enfin, les problématiques soulevées par I'allocation du capital sont décrites et étudiées, permettant
ainsi de rendre I'’ensemble des méthodes applicables et ce dans tous les cas de figures (Formule
Standard, Formule Standard Entity Specific ou Modéle Interne Partiel). Cette partie traite également
de la problématique d’allocation sur des risques et de la stabilité de I'allocation dans le temps.

?2 Own Risk and Solvency Assessment.
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A.  Allocation de capital : généralitées

1. Principes généraux d’allocation de capital

Dans le cadre de ce mémoire, nous cherchons a allouer le capital économique Solvabilité I, défini a
partir de la mesure de risque VaR et calculé au préalable a I'aide des techniques d’agrégation des
risques. L'allocation du capital sera réalisée selon les mémes étapes que celles effectuées lors de la
phase d’agrégation. Nous pourrons utiliser d’autres mesures de risque que le VaR comme criteres de
risque.

Le capital économique global, résultant de la phase d’agrégation des risques et tenant compte des
effets de diversification, pourra étre alloué selon le cas :

- Entre les différents risques,

- Entre les différents périmétres de passifs,

- Sur la maille périmétre x risque.

L’allocation de ce capital requiert généralement la mise en place de plusieurs étapes, selon
I'architecture des risques.

Pour une étape d’allocation, nous nommons segment la maille sur laquelle le capital est alloué. Ainsi,
Le terme « segment » désigne des éléments différents selon I'étape. Nous nous intéressons dans la
suite de cette partie a une étape d’allocation particuliere. Les différentes étapes permettant
d’aboutir aux capitaux alloués sur la maille souhaitée seront spécifiées lors de la mise en application
des méthodes (partie V).

Appuyons nous sur I'exemple ci-dessous afin de comprendre le principe d’allocation de capital.

Notations : —Bilan économiqueen 1 CASL  Bilan consolidé en 1
A: actif ' - Scénario 1- - Scénario correspondant au
FP : Fonds Propres quantile 0,5% -
VEP : valeur
économique des passifs. A1) = 90

S |
VEP(1)=80 posiif

()
e
o
o
8
(2]
;= =
: G & g - a l'actualisation pres, il est possible de
Bilanconsolidéen0 S
c o |
AD)= 100 ___F”p(o ~§ % -> Capital économique en 0=20 - 10 =10.
! 58
o
g Lo ) CAS2 . .
B | Bilan économiqueen 1 Bilan consolidé en 1
VEPR{0)=80 . % | - Scénario correspondant} - Scénario correspondantau
o au quantile 20,5% - o quantile 0,5% -
o1 —
= s FP(L
A1) @) A1) = 90
Surplus
VEP(1) VEP(1)= 100  négatif
- al'actualisation pres, il faut
pourgarantirla condition - o _
-on ne prend pas en compte ici I'actualisation - ~ Capital économique en 0=20 + 10 = 30.

Figure 4.2 - Allocation du capital entre deux entités.
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Nous nous intéressons a travers cet exemple a ventiler le capital consolidé (10 dans le cas 1, 30 dans
le cas 2) entre les deux entités A et B. Intuitivement, si une entité contribue largement a la valeur du
capital consolidé, il parait adéquat de lui allouer un capital élevé, reflétant son niveau de risque.

Plus précisément, le processus d’allocation de capital nécessite de calculer la contribution au risque
global de chaque segment (ici les entités A et B).

La contribution au risque sera définie a partir d’'une mesure de risque et d’une méthode
d’allocation.

2. Enjeux du processus d’allocation de capital

Il est crucial, pour une compagnie d’assurance, de parvenir a une répartition adéquate de son capital
entre les différents périmétres de passifs qui la composent mais aussi entre les différents risques
d’un méme périmetre de passifs.

Le capital alloué doit permettre de mesurer la profitabilité des produits considérés, de maniére
réaliste, afin d’atteindre les objectifs de rentabilité fixés par la direction.

L’'ORSA

L’Article 45 de la Directive Solvabilité Il [17] impose a chaque entreprise d'assurance et de
réassurance de procéder a une « évaluation interne des risques et de la solvabilité ». L’'ORSA met
donc en jeu une problématique de qualification et de quantification des risques, qui doit s’'intégrer
dans un processus stratégique plus large.

La question des besoins en capital est au coeur de I'ORSA, a travers deux exigences :

- Le calcul d’un capital économique : I'ORSA doit porter au moins sur « le besoin global de
solvabilité, compte tenu du profil de risque spécifique, des limites approuvées de tolérance
au risque et de la stratégie commerciale de I'entreprise ».

-« Le respect permanent » des exigences du premier pilier (minimum de capital requis,
capital de solvabilité requis et provisions techniques).

Il est précisé dans I’Article 45 que I'évaluation interne des risques et de la solvabilité « fait partie
intégrante de la stratégie commerciale et qu’il en est tenu systématiguement compte dans les
décisions stratégiques de I'entreprise ».

Il conviendra donc de calculer, au-dela du MCR et du SCR, un nouveau niveau de capital, qui réponde
a une exigence que la compagnie se fixe elle-méme, compte tenu de ses risques. Il complétera
éventuellement le SCR en termes de profil de risque, reposera sur les objectifs fixés par le
management et permettra un pilotage de I'activité.

Le(s) modéle(s) permettant de calculer ce capital deviendra(ont) ainsi I’élément clé du processus
ORSA. Celui-ci se déploiera a travers :
- La production d’indicateurs a destination du management, lui permettant une analyse sur
laguelle asseoir un certain nombre de décisions stratégiques,
- La détermination par le management d’objectifs en termes de solvabilité, risques, politique
commerciale et performance,
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- La déclinaison opérationnelle de ces cibles et contraintes, les objectifs fixés a un niveau
agrégé étant diffusés au sein de la compagnie.

Appétence et tolérance au risque

L’ORSA se donne pour objectif de piloter I’activité de la compagnie en fonction de son appétence et
de sa tolérance au risque. Nous définissons ces notions ci-dessous.

L’appétence au risque correspond au niveau de risque que la compagnie est préte a prendre, en
contrepartie d’un certain niveau de rendement. L’appétence au risque se définit généralement au
niveau de la compagnie (niveau agrégé).

La tolérance au risque se définit comme le niveau de risque maximal que la compagnie se fixe, a
différents niveaux de décision, en fonction de son appétence au risque.

L’allocation de capital joue donc un réle fondamental dans le cadre de 'ORSA.

3. Approche d’'allocation retenue

Introduisons certains concepts et notations associés a une étape d’allocation :
- p(X) le risque global défini a partir de la mesure de risque p,
- p(X;) le risque associé au segment i défini & partir de la mesure de risque p,*®
- p*(X;/X) la contribution au risque global du segment i, déterminée a partir de la

méthode d’allocation A et de la mesure de risque p,
- K le capital consolidé a allouer,
- K; le capital alloué au segment i,
- N I'ensemble des n segments sur lesquels le capital consolidé est alloué,
- FP;(t) les Fonds Propres du segment i, en date t,
- FP(t) les Fonds Propres globaux en date t.

Rappelons que la mesure de risque choisie pour définir les contributions au risque peut étre
différente de la VaR. De plus, I'allocation du capital économique global est réalisée en plusieurs
étapes, selon I'architecture des risques considérée pour I'agrégation des risques. Pour ces différentes
raisons, le risque global p(X) peut différer du capital consolidé K que I'on souhaite allouer. Afin que
I’ensemble du capital consolidé soit réparti, nous retenons une approche par clés de répartition pour
ventiler le capital consolidé entre les différents segments*.

[l est envisageable de mesurer le risque sur des variables homogénes a un surplus (variables
correspondant aux Fonds Propres économiques) ou sur des variables homogenes a un capital
économique (variables correspondant aux variations de Fonds Propres sur la premiére période).
Nous décrivons ci-dessous ces deux approches d’allocation.

2 le risque associé au segment i sera parfois appelé risque individuel ou encore risque stand-alone.
2| "allocation totale du capital K est garantie par la propriété « full allocation », énoncée dans la définition 4.3,
et par la forme des clés d’allocation (4.4).
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Clés sur surplus algébrigue

Dans ce cas, les variables d’intérét (notées X et X;) correspondent aux Fonds Propres en t = 1, soit:

X =FP(1),

Cette approche consiste a allouer le surplus algébrique ; la clé d’allocation est donnée par :

o p*(X;/X)
YT

Les capitaux alloués sont ensuite obtenus a partir de la relation : K; = FP;(0) + v;.S.

Clefs sur capitaux économiques

Il est également envisageable de calculer le risque sur des variables homogenes a un capital, du
type .

X = FP(0) — D(1). FP(1), (4.1)
X; = FP(0) — D(1). FP,(2). (4.2)

Les clés d’allocation sont données par :

2
p*(Xi/X)
W = ——— (4.3)
Cop(x)
Le capital alloué se calcule comme suit : K; = w;. K. 44)

Dans la suite du mémoire, nous considérons des clés sur capitaux économiques. Nous supposons
donc que les variables de risque sont données par (4.1) et (4.2). La mesure du risque sur ces variables
correspond a la consommation en capital, définie a partir de la mesure de risque p, potentiellement
différente de la VaR.

On note X la variable de risque associée au sous-ensemble S, contenu dans N. En particulier, Xy,
notée aussi X, désigne la variable de risque global.
Nous supposons dans la suite que le risque associé a tout sous-ensemble S (en particulier I'ensemble

N de tous les segments) est obtenu en sommant les risques individuels X; , soit :

Hypothese de décomposition du risque

X5=2Xi ,VSCN. (45)
ieS
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Notons que lorsqu’il s’agit de périmetres de passifs, la décomposition (4.5) est assurée. En revanche,
dans le cas ou les segments sont des risques, I'existence d’effets croisés entre facteurs de risque
compromet une telle décomposition. Les problématiques spécifiques a une allocation entre risques
seront traitées dans la partie IV-C-1.

Ainsi, la démarche générale associée a une étape d’allocation est la suivante : apres sélection d’une
mesure de risque et d’'une méthode d’allocation de capital, nous calculons les contributions au risque
a I'aide d’'une méthode d’allocation de capital. Les capitaux alloués sont alors déduits a I'aide de la
relation (4.4).

Approche d’allocation retenue
Etape 1: calcul des contributions au risque a partir d’'une méthode d’allocation de capital et d’'une
mesure de risque.
Etape 2 : allocation du capital d’intérét a partir de la relation : K; = w;. K.

Notons que dans le cadre de ce mémoire, nous allouons le capital économique Solvabilité Il mais il
est tout a fait possible d’allouer un autre capital®®, défini & partir d’une mesure de risque différente
de la VaR. L’approche par clés nous offre une flexibilité quant au capital que I’'on souhaite allouer
mais aussi concernant la mesure de risque retenue pour allouer ce capital.

Nous nous concentrons dans la suite sur le calcul des contributions au risque, différent selon la
méthode d’allocation retenue. Nous parlerons d’allocation du capital ou d’allocation du risque global.
En réalité, on s’intéresse lors de I'étape 1 a I'allocation du risque global. L’allocation du capital
d’intérét est ensuite réalisée a I'aide des clés, en étape 2.

4, Indicateurs de risque

Nous introduisons ici deux indicateurs de risque :
- La notion d’'impact marginal aura son importance pour définir les contributions au risque
associées a certaines méthodes d’allocation.
- L’indicateur Return On Risk Adjusted Capital (RORAC) permet de mesurer la rentabilité : il
interviendra dans la définition de la RORAC compatibilité, propriété de cohérence étudiée
ensuite.

a) Impact marginal

Considérons un segment i et S un sous-ensemble de N contenant i.
Nous notons :
- IM;(h,S) limpact marginal du segment i sur le risque associé a S, aprés cession d’une
fraction h du segment i.

% A titre d’exemple, I'approche retenue pour allouer un capital défini & partir d’une TVaR est similaire & celle
présentée dans ce mémoire.
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L'impact marginal IM;(h, S) est défini par :

p(Xs) — p(Xs — hX;)

Il s’agit donc du taux d’accroissement mesurant la baisse obtenue sur le risque relatif a S, apres
cession d’une fraction h du segment i. L'impact marginal permet, par exemple, en considérant
I’ensemble des segments N, d’évaluer la contribution au risque global d’'un segment particulier.

Lorsque les segments sont fractionnables, h sera pris infiniment petit. Dans le cas de segments
atomiques®®, nous considérerons: h = 1.

b) Indicateur RORAC

Le RORAC est un indicateur de rentabilité, défini comme le quotient d’un indicateur de performance
et d’un indicateur de risque, explicités ci-dessous.

Supposons temporairement que les segments sont des périmétres de passifs, afin de comprendre
I'intuition de I'indicateur RORAC, méme si ce type d’indicateur peut étre utilisé pour d’autres types
de segments (des risques par exemple).

Introduisons les notations suivantes :
- RORAC(X) le RORAC global,
- RORAC(X;) le RORAC du segment i avant allocation du capital,
- RORAC(X;/X) le RORAC du segment i post-allocation.

Nous nous intéressons par la suite a la VIF en t = 1, dans laquelle on a incorporé le résultat
non-distribué de premiére période. Celle-ci est notée VIF*(1) pour faire référence a la VIF de
I’ensemble des périmetres de passifs et VIF; (1) pour désigner la VIF du périmetre de passifs i.

En reprenant les notations employées dans la partie |, nous avons :

B
VIF*(1) = R, + E, ZS—”Ru |FR |,
1

u=2

VIF{(1) = Ry + Eq Z%. Ry |FMR],
uz2 1
ou:
- R, correspond au résultat global en date wu,
R; ,, correspond au résultat du périmeétre de passifs i en date u.

%% Une allocation par la méthode d’Euler (partie 1V-B-4) suppose des segments fractionnables tandis qu’une
allocation par la méthode marginale ou la méthode de Shapley, méthodes discretes, sous-entend que les
segments sont atomiques (parties IV-B-2 et IV-B-3).
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Nous spécifions ci-apres le calcul des « risques futurs », décrits par les éléments p(X), p(X;) et
p*(X;/X), afin de calculer la VAN correspondante et ainsi définir les RORAC associés.

Introduisons les notations suivantes :
- PM, la provision mathématique en date t, constituée pour I’'ensemble des périmetres de
passifs,
- PM; . la provision mathématique en date ¢, constituée pour le périmétre de passifs i,

- Lerisque global p(X), les risques individuels p(X;) et les contributions au risque p?(X;/X)
sont temporairement indicés par t.

Afin de décrire I’évolution du risque global, des risques stand-alone et des contributions au risque au
fil du temps, nous faisons les hypothéses suivantes, inspirées de la définition de la marge pour
risque :
PM,
X)=——x X),Vt=>0,
pe(X) =3 g po(X)

PM"t
pe(X;) = W;O % po(Xy),V t >0,

PM;
pA(Xi/X) = ——= % pl(X;/X),¥ t > O,
PM;,

Les VAN correspondantes, calculées en date initiale, s’écrivent alors :

VAN {p(X,)} = Z 8¢ pe(X3),

t=0

VAN{p(} = ) 8,9 (X)

t=0

VAN{p* (X/X)} = ) 8, pR(Xi/X).

t=0

Le RORAC global et le RORAC du segment i sont respectivement définis par :

_ E{VIF*(1)}
RORAC(X) = m,
_ E{VIFi*(l)}

Le RORAC post-allocation du segment i est défini a partir de la contribution au risque de ce segment,
calculée selon la méthode d’allocation A et la mesure de risque p 2, autrement dit:

E{VIF; (1)}
VAN {p*(Xi/X)}

RORAC(X;/X) =

%" En réalité, il faudrait tenir compte de la date de souscription des contrats afin de comparer de maniéere
pertinente des RORAC de périmétres de passifs différents.
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Nous verrons qu’a travers I'analyse de l'indicateur RORAC, il est possible, lorsque la méthode
d’allocation satisfait la propriété RORAC compatible, de piloter I'activité a partir de cet indicateur.

Par ailleurs, le calcul de l'indicateur RORAC sera mis en ceuvre et analysé dans le cadre d’une
allocation cohérente.

Notons que d’autres indicateurs de rentabilité, non développés ici, peuvent étre utilisés. Citons a
titre d’exemple I'indicateur Return On Equity (ROE) : proche de I'indicateur RORAC, le ROE rapporte
le résultat de la période au capital immobilisé pendant cette période. Ce type d’indicateur
s'interpréte comme le taux de rémunération du capital immobilisé, sur une année.

5. Mise en place du probléme d’allocation de capital

Nous appelons probléme d’allocation de capital le probléme basé sur le calcul des contributions au
risque. En réalité, nous rappelons qu'il s’agit dans un premier temps d’allouer le risque global,
correspondant a un capital défini a partir d’'une mesure de risque spécifique. Ensuite, I'allocation du
capital K est réalisée a partir des clés d’allocation.

Rappelons que N désigne I'ensemble des segments sur lesquels le risque global est alloué.
Notons A I'ensemble des mesures de risque.

Définition 4.1 - Une technique d’allocation de capital est une fonction Agy 2y : A —» R™ qui associe a
chagque mesure de risque p l'allocation unique :
[P*(X:1/X)]

2
Awa:p - ip (X2/X) |vérifiant la propriété « full allocation » : Yy p2 (Xi/X) = p(Xy).

LpAx, /0]

Aprés sélection d’une mesure de risque et d’'une méthode d’allocation, nous pouvons résoudre le
probléme d’allocation de capital ci-dessus.

6. Cohérence des méthodes d’allocation

Nous avons introduit dans la partie Il la notion de cohérence des mesures de risque. Nous allons
également spécifier certains axiomes traduisant une allocation de capital adéquate entre les
différents segments.

Tout d’abord, nous définissons la notion de RORAC compatibilité, propriété trés intéressante,
notamment pour une aide au pilotage de I'activité. Nous spécifions ensuite d’autres critéres de
cohérence permettant de définir la cohérence des méthodes d’allocation.

Définition 4.2 - Les contributions au risque {p(X;|X)};cny sont RORAC compatibles s’il existe des réels

g; > 0 vérifiant I'implication, pour tout segment i :
RORAC(X;/X) > RORAC(X) = RORAC(X + hX;) > RORAC(X), pourtout htelque:0 < h < g;.
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Une méthode d’allocation est dite RORAC compatible si elle fournit des contributions au risque
RORAC compatibles.

Ainsi, lorsque la rentabilité définie post-allocation d’un segment i est supérieure a la rentabilité
globale, il est possible d’améliorer de maniére certaine la rentabilité globale en ajoutant une part h
suffisamment petite du segment i.

L’allocation de capital réalisée a I'aide d’une méthode d’allocation RORAC compatible permet donc
d’analyser les capitaux alloués en termes de profitabilité.

En regardant maintenant la contraposée, si aprés ajout d’'une part h d’un segment i, la rentabilité se
trouve étre inférieure a la rentabilité globale, alors il ne parait pas adapté de développer cette ligne
de business.

Le graphique ci-dessous illustre la notion de RORAC compatibilité. Etant donné deux segments, la
rentabilité globale est optimale lorsque les RORAC post-allocation des deux segments sont égaux.
Dans le cas contraire, il est possible d’améliorer la rentabilité globale en ajoutant une part du
segment le plus rentable.

— Global
e Segment1l
™~ EEEE Segment 2

Rentabilité
optimale

RORAC : Indicateur de rentabilité

0% 25% 50% 75% 100%
Poids du segment 1

Figure 4.3 - lllustration de la RORAC compatibilité.

A titre d’exemple, si les segments sont des lignes de business, le RORAC nous fournit des
informations quant au développement d’une ligne de business, selon la valeur de son RORAC
comparée au RORAC global.

Une méthode d’allocation de capital doit satisfaire certaines propriétés souhaitables, définissant la
cohérence d’'une méthode d’allocation, comme spécifié ci-dessous.

Définition 4.3 - Une méthode d’allocation est cohérente si elle vérifie les propriétés suivantes :
- 1) “Full allocation” : ¥;eny p*(X;/X) = p(X)
- 2) RORAC compatibilité (définie en 4.2)
- 3) Symétrie : soient deux segments i et j: si IM;(h,S) = IM;(h,S) pour tout S € D; N D;
alors p*(X;/X) = p*(X;/X).
- & “Noundercut”: VS S N,Yics p*(Xi/X) < pCics Xi) .
- 5)“Riskless allocation” : I'allocation de capital a un segment non risqué est nulle.
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La propriété « full allocation » garantit une allocation totale du risque global entre les différents
segments. Notons que I'introduction des clés d’allocation, aprés calcul des contributions, conserve la
propriété « full allocation » : la totalité du capital consolidé est alloué aux différents segments. Nous
considérons dans la suite cette propriété comme requise ; d’ou I'introduction de la contrainte dans le
probléme d’allocation spécifié a I'aide de la définition 4.1. La méthode d’allocation utilisée devra
donc permettre d’aboutir a des contributions au risque de somme égale au risque global, avec
intégration d’un terme de normalisation si nécessaire.

La propriété de symétrie met en évidence le fait que deux segments ayant le méme impact marginal
par rapport a tout sous-ensemble doivent avoir la méme contribution au risque.

Enfin, la propriété «No undercut» stipule que I'allocation tient compte d'un bénéfice de
diversification pour tout sous-ensemble : la somme des capitaux alloués a un ensemble de segments
est inférieure au risque global supporté par ces segments. En particulier, il sera alloué a un segment
indépendant un capital plus faible que son capital stand-alone.

B. Les méthodes d’allocation de capital

Différentes méthodes d’allocation de capital sont envisageables afin d’allouer le capital sur la maille
souhaitée.

Parmi les techniques d’allocation les plus classiques présentées dans la littérature, nous trouvons :
- Laméthode proportionnelle,
- Laméthode marginale,
- Laméthode de Shapley,
- Laméthode d’Euler,
- Laméthode d’Aumann-Shapley.

Les méthodes proportionnelle et marginale reposent sur des approches d’allocation simplifiées. Les
méthodes de Shapley et d’Aumann-Shapley sont inspirées de la théorie des jeux coopératifs. Nous
verrons comment identifier un probléme d’allocation de capital entre segments de risque a un
probléme d’allocation de co(t entre joueurs.

La méthode d’Euler correspond quant a elle a une méthode « marginale continue » et met en
exergue les différents inconvénients de la méthode marginale. L'intérét sera porté sur cette
méthode, couplée a une mesure de risque TVaR ; cette méthode sera notamment mise en ceuvre sur
un cas pratique (se référer a la partie V).

Nous présentons dans cette partie chacune de ces méthodes.

1 La méthode proportionnelle

La méthode proportionnelle vise a allouer au segment i la proportion du risque global auquel il
contribue, selon la valeur de son capital stand alone, défini a partir de la mesure de risque p.

La contribution au risque du segment i associée a la mesure de risque p est donnée ci-dessous.
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Contribution au risque - méthode proportionnelle
X:
p(X;) 0.

PPTOP(Xi/X) = <0 p
l Z:jeN p(Xi)

Notons que la clé d’allocation appliquée au capital consolidé correspond a:

o =P
l ZjeNp(Xi)

Il s’agit donc bien d’une allocation proportionnelle du capital consolidé.

Cette méthode, bien gu’'intuitive et aisée a mettre en ceuvre, ne tient pas compte de I'impact
marginal de chaque segment, contrairement a la méthode marginale présentée ci-dessous.

2. La méthode marginale

La méthode marginale, parfois appelée méthode incrémentale, permet d’allouer le risque global
selon I'impact marginal de chacun des segments.

La formule des contributions au risque fournies par cette méthode est donnée ci-dessous.

Contribution au risque - méthode marginale
p(Xn) — p(Xnviy) 7 = B
N — S .
ZjeN{p(XN) _p(XN\{j})} Z:jeN”V[i(l'N)

pmarg (XL/X) —

Remarquons que le terme de normalisation X ey {p(Xn) — p(Xwj3)} permet de vérifier la propriété
«full allocation ». Nous ferons le lien entre les méthodes d’Euler et marginale dans la partie 1V-B-4-c)
et étudierons plus précisément cet aspect.

La clé appliquée au capital consolidé a donc pour expression :

_ pXn) — p(Xwvy)
Y ientp ) = p(Xmiiy)}

wj

L’inconvénient de cette méthode tient du fait qu’elle s’intéresse a la contribution marginale de
chaque segment a I'ensemble N uniquement. Il est envisageable d’examiner des contributions
marginales par rapport a des sous-ensembles de N, motivation d’une I'allocation par la méthode de
Shapley, étudiée ensuite.

Il apparait que les méthodes proportionnelle et marginale ne vérifient pas « naturellement » la

« full allocation », les termes de normalisation étant essentiels a une allocation totale du risque
global. Les méthodologies étudiées ensuite veérifient la propriété « full allocation », sans introduction
de facteurs de normalisation.
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3. La méthode de Shapley

La méthode de Shapley est une méthode discréte®® reposant sur la théorie des jeux coopératifs ; elle
est décrite précisément dans la these de Denault [2].

Cette méthode, initialement utilisée pour allouer le codt total entre joueurs, s'adapte aisément a la
résolution d’un probléme d’allocation du risque global entre segments.

a) Fondement et principe de la méthode

Un jeu coopératif consiste en la donnée :
- d’'unensemble N composé de n joueurs: N = {1, ...,n},
- d’une fonction de codt ¢ qui associe a chaque sous-ensemble S de N, nommé coalition, un
réel c(S).

Nous notons C I'ensemble des fonctions de codt.
Afin d’allouer le codt total c(N) entre les joueurs, nous introduisons le concept de fonction valeur.

Définition 4.4 - Une fonction valeur Ty : € - R™ fait correspondre a chaque fonction de codt une
unique allocation :

c*(1)
C P Ca(2)

()

Ty avec ey c*(i) = c(N).

Les éléments ¢ (i) désignent les colts alloués.

La fonction de co(t ¢ est dite sous-additive si: ¢c(S U T) < ¢(S) + ¢(T) pour toutes coalitions S et T
d’intersection vide.

En supposant la sous-additivité de la fonction de codt, les joueurs vont étre incités a former des
coalitions afin de bénéficier de la diversification.

Néanmoins, chaque joueur cherche a minimiser sa fonction de colt et adopte une stratégie en
cohérence avec cet objectif. D’'une part, le joueur refusera de participer a une coalition S si le colt
qui lui est alloué est plus élevé que son codt s'’il était indépendant (menace a I’échelle d’un individu).
A I'échelle de la coalition, les joueurs menaceront de quitter la coalition lorsque le codt alloué a
I’ensemble des joueurs est supérieur au colt global qu’ils auraient a supporter s’ils étaient en dehors
de la coalition.

Définition 4.5- L’ensemble des allocations qui évitent les contraintes évoquées ci-dessus, appelé
noyau, sont telles que :
Yies ¢®(i) < ¢(S) pour toutes les coalitions S incluses dans N.

%8 | es joueurs sont supposés indivisibles.
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Dans le cas ou c représente une mesure de risque, remarquons que le noyau est constitué de
I’ensemble des allocations satisfaisant la propriété « No undercut ».

Définition 4.6 - La valeur de Shapley c"(X;/X) du jeu (N, c) est définie par :

s=1)(n—s)!
c(i) = Z Shab)) f ) (c(8) —c(S\{iD) i eN,
SeD; n
ou s est le cardinal de S et D; I'ensemble des coalitions de N contenant i.

Denault [2] donne une condition nécessaire sous laquelle la valeur de Shapley appartient au noyau
du jeu. Cette condition parait restrictive notamment lorsque la fonction de codt désigne une mesure
de risque, comme explicité dans la partie suivante.

b) Lien avec le probléme d’allocation de capital

La méthode de Shapley peut étre appliquée a un probléme d’allocation du capital dans le cadre
suivant :

- Lessegments de risque représentent les joueurs du jeu évoqué précédemment,

- Lamesure de risque p est identifiée a la fonction de codt.

c est alors définie, pour toute coalition S incluse dans N, par :

«(5)=p (Z Xi). (4.6)

ieS

Cette méthode permet d’améliorer la méthode marginale en se dotant d’une vision marginale par
rapport a tous les sous-ensembles contenant le segment i, comme mis en évidence par la forme des
contributions au risque donnée ci-dessous.

Contribution au risque — méthode de Shapley

P (K /X) = 2 (s — 1)7!1511 —s)! ((5) = p(S\ID) = 2 (s — 1)7!;11 —s)! TGS

SeD; SeD;

Proposition 4.1 - L’allocation par la méthode de Shapley vérifie la propriété « full allocation »
suivante :

> P KIX) = ),

iEN

Nous démontrons cette proposition en annexe B-1.
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Remarquons que la méthode de Shapley est également symétrique et « riskless allocation ». En
revanche, elle n’est en générale pas RORAC compatible. De plus, la condition nécessaire citée dans la
thése de Denault ne semble pas induire, dans notre cadre, la propriété « No undercut ». En effet,
cette condition est fondée sur la propriété de sous-additivité forte?® de la fonction ¢ définie par (4.6),
propriété impliquant, pour une mesure de risque positivement homogéne, la linéarité de la mesure
de risque, ce qui exclut donc toute possibilité de diversification.

Notons que I'application de la méthode de Shapley nécessite I'évaluation du risque pour les 2™ — 1
coalitions possibles entre segments. Les temps de calculs induits peuvent étre importants,
notamment lorsque nous allouons le capital & partir de distributions de Fonds Propres®. Néanmoins,
dans un cadre gaussien, nous disposons de formules explicites pour calculer I'ensemble des éléments
intervenant dans la formule des contributions au risque et ce type de difficulté n’apparait pas. Cet
aspect est détaillé dans la partie IV-C-2.

4, La méthode d’Euler

a) Principe de la méthode

La méthode d’Euler permet d’allouer le risque global selon I'impact marginal infinitésimal de chaque
segment. Les segments sont a présent fractionnables, contrairement aux méthodes explicitées infra.
En ce sens, la méthode d’Euler est continue.

Un article de Dirk Tasche est consacré a cette méthode [13]. La notion de RORAC compatibilité y est
notamment introduite et expliquée.

L’impact marginal infinitésimal correspond a la baisse obtenue sur le risque global, en cédant, pour le
segment i, un incrément h infiniment petit. Formellement, il s’agit de : limy_,o IM;(h, N).
La méthode d’Euler alloue a chaque segment son impact marginal infinitésimal.

Introduisons les notations suivantes :
- X)) = X(uy, o uy) = X wiX;
- C,(w) = p(X(w)), pouvant étre interprétée comme une fonction de codt.

En supposant que la fonction C, est continument différentiable, la contribution au risque calculée a
partir de la méthode d’Euler est définie ci-dessous.

Contribution au risque — méthode d’Euler
p(X) — p(X — hX;) _
- =

ac,
Euler(vy. —_ P — 7; i .
o X;/x) = e 1) = ;ll_T)ré ;g%lMl(h‘ N).

2% Une fonction de co(it fortement sous-additive est telle que : ¢(S) + c(T) = ¢(S N T) + ¢(S U T), pour toutes
coalitions S et T incluses dans N.

0 peut s’agir de distributions réelles, issues de I'application d’'une méthodologie d’obtention de la situation
nette a un an, mais aussi de distributions « créées » a partir d’'une hypothése de loi.
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Nous rappelons en annexe B.2.a) au présent mémoire certains résultats fondamentaux inhérents aux
résultats de la méthode d’Euler, notamment le théoréme d’Euler.

La fonction C,, étant homogene de degré 1, I'application du théoréme d’Euler a cette fonction fournit
I'égalité :

c,(1) = Zgip (D), avec 1 =1(1,....1).

Ainsi :

n
p(X) =) pPHer(X/X),
i=1

et la propriété « full allocation » est bien vérifiée.
Nous étudions plus précisément dans la partie IV-B-4-d) les propriétés de cohérence vérifiées par la

méthode d’Euler: nous verrons que cette méthode est RORAC compatible, ce qui la rend tres
intéressante au regard des motivations évoquées (aide a la décision, pilotage etc...).

b) Déclinaison de formules explicites selon la mesure de risque

Cette partie vise a fournir des formules explicites selon la mesure de risque définissant les
contributions au risque d’Euler.

Mesure de risque écart-type

Dans le cas d’'une mesure de risque écart-type, la proposition suivante énonce la formule des
contributions au risque déterminées a partir de la méthode d’Euler.

Proposition 4.2 - Dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’'une mesure de risque
écart-type, la contribution au risque associée au segment i est de la forme :

cov(X;, X)
gEuler(x./X) = g ————=
Ox

Cette proposition est démontrée en annexe B-2-b).

Méthode d’Euler - mesure de risque écart-type
cov(X;, X
oFBuer(x,/X) =0 M.
Ox
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Mesures de distorsion et fonction de co(it

La partie Il sur les mesures de risque nous a permis d’écrire les mesures de risque VaR et TVaR sous
forme de mesures de distorsion. Ceci va nous permettre de calculer les contributions au risque
obtenues par la méthode d’Euler combinée a une mesure VaR ou TVaR.

Nous commengons par énoncer un résultat fondamental donnant I'expression de la dérivée de la
fonction quantile :

a""‘(x( ) = E[XIX@) = qa(x@)].  (47)

Pour une démonstration de ce résultat, le lecteur intéressé pourra se référer a I'article [12].
Nous rappelons que la fonction de co(t est donnée par :
C,(u) = p(XW), u € R™.

Lorsque la mesure de risque peut s’écrire comme une mesure de distorsion, la fonction de codt
associée a la mesure de risque p s’écrit :

C,(w) = fo Fly (DAG(D).

. ) ]
Calculons, en utilisant le résultat (4.7), 96

Ui

p( )—a f X(u)(t)dG(t)_f 0 X(u)(t)da(t)_f E[X:1X(w) = Fiy(8) ] dG(0).

du;

Mesure de risque VaR

Rappelons que la mesure de risque VaR est une mesure de distorsion obtenue en considérant pour G
la fonction de répartition W telle que : W(t) = 1,.,. Nous avons donc :

0 CVaR

o, ( ) = E[X |X(u) = X(u)(a)]

Finalement, la contribution d’Euler vaut :

aG
VaREuler(X /X) - aVaR (1) = E[X IX Fxl(a)]

Méthode d’Euler - mesure de risque VaR
VaREWer (X;/X) = E[X;|X = VaR,(X) ].
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En pratique, excepté dans le cas gaussien étudié ensuite, ce type de calcul est délicat a mettre en
ceuvre : concrétement, il faudrait réaliser autant de projections du risque i, conditionnelles au fait
que X est égal a sa VaR, que nous souhaitons de réalisations de la variable X; pour estimer
I'espérance conditionnelle.

Nous avons donc plutét recours a une approximation linéaire. La contribution au risque est alors
approximée par :

cov(X;, X
VaREuler(Xi/X) =~ p; + #{VQR‘X(X) - .uX}l
Ox

ou u; désigne I'espérance de X; et uy I’'espérance de X.

La valeur de la contribution au risque peut également étre approchée en considérant le taux
d’accroissement de la fonction VaR,, pour h petit :

VaR,(X) — VaR,(X — hX;)

VaREWer(X;/X) = .

Introduisons I’hypotheése suivante :
(H;) : (Xq,...,X,,) est un vecteur gaussien de loi : M(u, Z), ot u = (uq, ..., u,)" €t T est la matrice
de variance-covariance des X;.

Pour tout segment i, I'écart-type de X; est donné par :

Ci
0o =——-————.
' Go9,5%{N(0,1)}
Nous supposons dans la suite que® : y; =0, VieN. (4.8)

Néanmoins, les résultats seront exposés et démontrés sous I’nypothése générale (H).

Proposition 4.3 - Sous I'hypothése (H;), dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’'une
mesure de risque VaR, la contribution au risque associée au segment i s’écrit :

cov(X;, X
VaREuler(Xi/X) =pu; + #(VQR‘X(X) _.uX)-
Ox

Cette proposition est démontrée en annexe B-2-c).

% Cela revient & faire I'hypothése suivante : D(1). E{FP;(1)} = FP,(0), Vi€ N.
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Mesure de risque TVaR

Rappelons que la mesure de risque TVaR est une mesure de distorsion obtenue en considérant la
fonction de répartition Z d’une loi uniforme sur [a, 1].

Dans ce cas, nous avons, en reprenant I’expression de la dérivée de la fonction C, par rapport a u;
établie plus haut :

0Cryqr(u)

1
d
=| —F;} VA
6ui J;) 6ui X(u)(t)d (t)

= f E[X;1X(w) = Fyay(©) | dZ(t)
0

En posant : v = FX‘(L)(t), et en écrivant explicitement le terme E[X;|X(u) = v], il vient :

aCTaV—Z’j(“) = fR E[X;|X(w) = v]dZ (FX(u)(V))
= fR ] x%z(Fx(u)(v)) dxdF ) (v)
= fR fR xz (FX(u)(V))in,X(u)(xn v) dxdv
= E[Xiz{Fxqo (X@))}]

Donc :

dCry

. 1
3 = (OO = 1 E[Xidrg sl

Nous obtenons finalement le résultat :

ac
%(1) = E[X;|X > VaR,(X) ]
i

Méthode d’Euler - mesure de risque TVaR
TVaRE™er(X,/X) = E[X;]X > VaR,(X)].

Proposition 4.4 - Sous I'hypothése (H;), dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’'une
mesure de risque TVaR, la contribution au risque associée au segment i a pour expression :

1
TVaREWeT (X,/X) = pu; + I

cov(X;, X). fx(VaR,(X)).

Nous montrons cette proposition en annexe B-2-c).
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Le tableau ci-dessous récapitule les formules générales des contributions au risque ainsi que les
formules obtenues dans le cas gaussien, sous I’hypothese (Hs).

oEuer (x /XY = 0 cov(X;, X)
L o
Ful cov(X;, X)
VaRFuer (X,/X) = E[X,|X = VaR,(X)] VaR™ T (X X) = pi + — 5 (VaR(X) = px)
X
TVaRF™er (X;/X) = E[X;|X > VaR,(X) ] TVaRF™er (X,/X) = u; + cov(X;, X). fx(VaR, (X))

l-—a’

Figure 4.4 — Tableau récapitulatif des formules d’allocation.

Lorsque nous disposons de distributions de Fonds Propres, notons que les éléments intervenant dans
les formules d’allocation sont estimés aisément a partir des distributions.

c) Rapprochement entre méthode marginale et méthode d’Euler

La méthode d’Euler alloue le risque global selon I'impact marginal infinitésimal de chaque segment
tandis que la méthode marginale alloue le risque global selon I'impact marginal de chaque segment,
calculé pour h = 1, les segments étant atomiques.

Proposition 4.5 - Soit p une mesure de risque sous-additive et homogene de degré 1, alors:
IM;(1,N) < pFwer (X,/X).

La méthode d’Euler vérifiant la propriété « full allocation », nous avons, en sommant les membres de
I'inégalité :

Z IM,(L,N) < p(X).

ieN

Ainsi, si I'on considérait I'allocation marginale p™%"9(X;/X) = IM; (1, N), I'allocation sous-estimerait
le risque global ; autrement dit, il serait alloué moins que nécessaire aux différents segments.
La «full allocation» n’est donc pas vérifiée « naturellement» par la méthode marginale, d’ou

l'introduction du terme de normalisation X jex {p (Xn) — p(Xmgj3) -

Notons également que, contrairement a la méthode d’Euler, la méthode marginale n’est
généralement pas RORAC compatible.
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d) Cohérence de la méthode d’Euler
Nous nous intéressons ici aux propriétés de cohérence de la méthode d’Euler.
Introduisons I’hypothése suivante, pour tout périmétre de passifs i *:

H-ZS PMt—ZS PMi,t
4 “PM, “PM; o

t=0 t=0

Proposition 4.6 - La méthode d’Euler est symétrique et « riskless allocation ». Cette méthode est
RORAC compatible sous I'hypothése H,.

Les propriétés de symétrie et « riskless allocation » sont évidentes®. Nous montrons la propriété
RORAC compatible en annexe B-2-d).

Proposition 4.7 - La méthode d’Euler associée & une mesure de risque TVaR est cohérente. **
Cette proposition nous fournit la derniére propriété de cohérence requise: la propriété « No
undercut ». Ainsi, en particulier, pour chaque segment i, la contribution au risque n’excéde pas son

risque individuel. Nous montrons cette propriété en annexe B-2-d).

L’approche d’allocation « Euler-TVaR » présente donc un intérét particulier et sera considérée lors de
la mise en ceuvre des méthodes d’agrégation et d’allocation dans la partie V.

e) Mesure de la diversification et de la concentration

La méthode d’Euler est particulierement adaptée pour mesurer la diversification et la concentration
d’'un ensemble de segments de risque. Nous donnons ici certains indicateurs de diversification.

Définissons respectivement I'indice de diversification et I'indice de diversification marginal du
segment i, relatifs & la mesure de risque p, par :

= PE
v 0= Z?:1 p(X;)
1D, (X;/X) = ml;r(—g)i/)f)

% Cette hypothese est vérifiée, par exemple, lorsque les profils de liquidation des provisions mathématiques
global et individuels sont identiques.
¥ la propriété « riskless allocation » est vérifiée en supposant raisonnablement que la valeur déterministe des

Fonds Propres en t=1 du segment i est : ﬁFPL-(O).
% |’hypothése H, est nécessaire pour démontrer la propriété de RORAC compatibilité.
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Pour une mesure de risque cohérente, il est précisé dans I'article de Tasche [13] que :

- 1) Par la propriété de sous-additivité : ID,(X) < 1.

- 2)Par la propriété « No undercut » : ID, (X;/X) < 1.

- 3)Sipourunsegment i, ID,(X;/X) < ID,(X) alors il existe &; > 0 tel que
ID,(X + hX;) <ID,(X), pour tout h telque 0 < h < ¢;.

Un indicateur de diversification proche de 1 indique un risque de concentration élevé, tandis qu’un
indice de diversification faible traduit une bonne diversification entre segments.

Les indices de diversification marginaux nous renseignent plut6t sur la diversification potentielle.
Ainsi, si un segment i a un indice de diversification marginal plus faible que I'indice de diversification
global, I'ajout d’une fraction du segment i permettra d’améliorer la diversification globale, comme
explicité par 3).

5. La méthode d’Aumann-Shapley

La méthode d’Aumann-Shapley est une généralisation continue de la méthode de Shapley. Cette
méthode envisage des coalitions entre fractions de segments.

Le calcul des contributions au risque est réalisé comme suit :

Contribution au risque - méthode d’Aumann-Shapley

1acC,
ASX.X:f p
P (X /X) 7,

(u, ..., wdu.

Dans le cas d’'une mesure de risque homogene de degré 1, nous avons, en utilisant le lemme A.1 de
I'annexe B-2 :

0

aC, Cp
1 =
o, (Ddu

6ui

ac,
6ui

pAS(Xi/X)=f1 (u.---,u)du=f1 (1) = pFuer (X;/X).
0 0

Les mesures de risque présentées dans ce mémoire étant homogénes de degré 1, les méthodes
d’Euler et d’Aumann-Shapley coincident. Nous ne développons donc pas cette derniere ; celle-ci est
décrite précisément dans I'article [2].

Remarques générales sur les méthodes d’allocation

Notons que le recours aux clés d’allocation, apres calcul des contributions au risque, permet
d’aboutir a des capitaux ne vérifiant pas nécessairement les mémes propriétés de cohérence que
celles vérifiées par les contributions au risque (RORAC compatibilité, symétrie, « No undercut » et
« riskless allocation »). Il convient donc de prendre en compte cet aspect et de rester prudent lors de
la phase d’analyse des capitaux alloués.

De plus, les formules d’allocation présentées n’excluent pas I'obtention de contributions au risque
négatives, sauf lorsqu’'une méthode proportionnelle est utilisée. Il est donc possible de rencontrer
des cas ou les capitaux alloués sont négatifs: il n'est alors pas raisonnable de donner un sens
économigue a ces capitaux.
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Uniformisation des méthodes d’allocation

Les auteurs de l'article [6] proposent un cadre général permettant de comprendre les capitaux
alloués comme solutions d’un programme d’optimisation.

Il est par exemple possible de voir les contributions au risque obtenues & partir d’'une méthode
proportionnelle ainsi que les contributions au risque d’Euler, comme solutions d’'un programme
d’optimisation du méme type.

C. Les problématiques d’allocation de capital

L’allocation de capital sous Solvabilité Il souléve différentes problématiques, notamment :

- Quelle méthodologie adopter pour allouer le capital sur des risques, I'existence d’effets
croisés perturbant le cadre général d’application des méthodologies d’allocation présentées
dans la partie IV-A-3% ?

- Comment ventiler le capital entre des segments quantifiés par des méthodologies différentes
(méthodologie simulatoire ou approche chocs/facteurs)? Comment appliquer des
méthodologies type Euler/TVaR lorsque nous disposons uniquement des valeurs de capitaux
associées a chagque segment ?

- Comment garantir la stabilité de I'allocation au fil du temps, afin de rester cohérent dans le
pilotage de I'activité ?

Nous traitons dans cette partie I'ensemble des problématiques énoncées ci-dessus, I'objectif étant
tout d’abord de rendre applicable toute méthodologie d’allocation et ce, quel que soit le type de
segments envisagés (risque ou périmétre de passifs) et la méthodologie de calcul du capital
économique considérée (simulatoire ou chocs/facteurs).

Enfin, nous proposons de garantir la stabilité de I'allocation dans le temps en tenant compte des
capitaux déterminés a la date de calcul a partir d’'une méthode d’allocation, mais également des
capitaux des années antérieures, en leur affectant éventuellement des pondérations moins élevées.

Cette partie se place dans un cadre opérationnel en fournissant les outils essentiels a la mise en
ceuvre des méthodes d’allocation. Nous verrons précisément comment appliquer les méthodologies
sur un cas pratique, dans la partie V.

1 Allocation de capital sur des risques

Nous nous appuyons dans cette partie sur I'exemple des risques actions et taux d’intérét et
cherchons a allouer le capital consolidé au titre de ces deux risques, obtenu a partir d’'une
méthodologie simulatoire. Les modéles mathématiques utilisés pour la modélisation de I'indice
actions et des taux d’intérét seront donnés dans la partie V.

% L’hypothese de séparation stricte entre les variables de risques individuelles (hypothése (4.5)) n’est en effet
pas vérifiée.
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Comme déja évoqué, des termes croisés entre facteurs de risque apparaissent dans le profil de la
fonction Fonds Propres économique ce qui induit :

X # Xoq + Xint.

Ainsi, I’hypothése de séparation stricte entre variables de risque individuelles (4.5) requise pour
allouer le capital par I'une des méthodes proposées, n’est pas vérifiée.

Théoriquement, afin d’allouer le capital de maniére adéquate, il faudrait tenir compte des effets
croisés et considérer le segment « actions x taux », bien que fictif.

Devineau et Loisel [4] ont proposé une méthodologie d’agrégation alternative a celle proposée par la
Formule Standard, fondée sur le calibrage d’une forme paramétrique®. Nous nous inspirons
fortement de cette méthodologie afin de nous placer dans un cadre ou I’hypothése (3.5) est vérifiée.
La méme forme paramétrique est reprise. La méthodologie de calibrage de la forme paramétrique et
son utilisation sont détaillées en annexe B-3 au présent mémoire.

Afin d’alléger les notations, nous omettons temporairement I'argument désignant la date a laquelle
les Fonds Propres sont calculés. Il s’agit dans la suite des Fonds Propresent = 1.

Supposons que nous disposons de réalisations de la variable Fonds Propres économiques ou les
actions et les taux sont stochastiques. Il peut s’agir d’une distribution de Fonds Propres exhaustive,
obtenue a partir d’'une méthodologie SdS, mais aussi de réalisations associées a des couples de
facteurs de risques extrémes, plus plausible opérationnellement.

Aprés avoir été calibrée sur base des réalisations évoquées ci-dessus, la forme paramétrique permet
de disposer des Fonds Propres globaux :

aram — 2 2 3
FpP - AO,O + Al,O- geq + AZ,O- geq + AO,l- Eint T AO,Z- Eint + AO,3' Eint + Al,l- geq- Eint
2
+ A1,2' €eq: €int: (4'9)

Il est également possible de disposer des variables Fonds Propres marginales®’, données ci-dessous :
FPRT™ = Ay + A1 €eq + Az €2q, (4.10)

ppparam

— 2 2 3
int - AO,O + Al,O- .ueq + AZ,O- .ueq + AO,l- Eint + AO,Z' Eint + AO,3' Eint + Al,l- .ueq- Eint

+ Aq . Ueq- giznt' (411)

oU peq représente le rendement historique de I'indice actions.

% Cette méthodologie est briévement décrite dans la partie 1lI-C-2

¥ Les Fonds Propres marginaux paramétriques actions (resp. taux d’intérét) s’obtiennent en annulant I'aléa
zéro-coupon (resp. en substituant le rendement historique u., au facteur de risque &.,) dans la forme
paramétrique introduite (expression (4.9)).
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La composante Fonds Propres économiques au titre des effets croisés, correspondant aux Fonds
Propres « résiduels », s’écrit :
param __ 2 2
Fppmd - _AO,O - Al,O- Heq — AZ,O- Heq — Al,l- Heq: Eint — A1,2- Heq: €int + Al,l- €eq- €int
2
+ A1,2' Seq. Eint - (412)

Nous avons alors :
X = Xeq + Xint + Xprodl

relation autorisant I'allocation de capital entre les risques actions, taux d’intérét et « actions x taux »
par I'une des méthodes proposées, bien que le segment «actions x taux» n’ait pas de sens
économique. Toutefois, cela nécessite d’aménager lIégerement les définitions des variables de risque
globale et marginales, comme spécifié ci-dessous :

X = Ao, — FPPATa™,
X; = Ao — Fpiparaml

Ap S'interpréte comme la valeur des Fonds Propres centraux en t = 1, c'est-a-dire les Fonds
Propres valorisés en t = 1, lorsque les facteurs de risque actions et taux ont été neutralisés sur la
premiére période.

Connaissant la loi jointe des facteurs de risque actions et taux, la forme paramétrique permet de
disposer, apres simulation des facteurs de risques :
- d’une distribution exhaustive de Fonds Propres paramétriques globaux a partir de (4.9),
- d’une distribution marginale paramétrique actions en utilisant la relation (4.10),
- d’une distribution marginale paramétrique taux par le biais de la relation (4.11),
- et enfin d’une distribution marginale paramétrique « actions x taux » représentative des
effets croisés entre facteurs de risque, en ayant recours a la relation (4.12).

A partir des distributions de Fonds Propres ainsi obtenues, nous pouvons déduire :
- Le capital paramétrique global c%, ™,

- Le capital au titre du risque actions, noté C2"*™,

cparam

- Le capital au titre du risque de taux d’intérét, noté C;,

cparam

- Le capital au titre des effets croisés entre facteurs de risque actions et taux, noté C,,.,,

Nous proposons d’allouer le capital global entre les risques actions, taux et « actions x taux » a partir
des distributions de Fonds Propres issues de la forme paramétrique. Disposant de distributions
pouvant étre sommées pour I'obtention de distributions agrégées, toutes les méthodologies
d’allocation sont envisageables. A titre d’exemple, dans le cadre d’une allocation par la méthode de
Shapley, requérant le calcul de distributions agrégées deux a deux, la distribution de risque jointe
(eq, prod) est obtenue en sommant les distributions marginales actions et « actions x taux ».

Nous présentons ci-dessous une illustration de cette mise en ceuvre.
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Etapel: Etape2: allocation du capital consolidé
entre les risques actions, taux et le risque
fictif « actions x taux »

param
Cconso K — Cc[:)?]l’sim
\ ! i ‘ L
C param C_param C param ’ K K. . K wod
A T A RN al B 1 e

représentatif
des effets croisés

Figure 4.5 — Allocation de capital sur des risques, en présence d’effets croisés.

Le risque représentant les effets croisés étant fictif, il convient d’allouer dans une troisieme étape le
capital K,.,q entre les risques « réels » actions et taux. Nous pouvons par exemple envisager une
répartition proportionnelle de ce capital.

Une approche alternative consiste a calculer, a partir des capitaux marginaux actions et taux, le
coefficient d’agrégation Entity Specific entre ces deux risques® puis a allouer le capital dans le cadre
d’une configuration Formule Standard, configuration explicitée ci-dessous.*

2. Allocation de capital et Modéle Interne Partiel

a) Configurations identifiées

Nous cherchons ici a ventiler le capital consolidé entre n segments : il peut s’agir de périmétres de
passifs, de risques, de risques et périmetres de passifs simultanément etc...

Comme illustré ci-dessous dans le cas n = 3, nous distinguons trois types de configurations quant a
la méthodologie retenue pour quantifier chacun des segments :
- Laconfiguration totalement simulatoire,
- La configuration mixte, reposant sur un usage conjoint des méthodologies simulatoire et de
type Formule Standard, dans le cadre d’'un Modéle Interne Partiel,
- Laconfiguration Formule Standard.

% Se référer a la partie Il1-E-4-a) pour le calcul de ces coefficients.
% Notons gue cette méthodologie a un sens uniquement lorsque le coefficient d’agrégation Entity Specific est
compris entre -1 et 1.
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[ Segments quantifiés par une Segments quantifiés par

approche de type
C:COI’ISO

Configuration totalement simulatoire : . I .
tous les segments sont quantifiés par A A .G
méthodologie simulatoire. C, C, Cs

i i i C:COI’ISO
Configuration mixte :
un segmentest quantifié par méthodologie I } 1
simulatoire, les autres segments par une AS
méthodologie de type Formule Standard. C, L C, Cs
Configuration Formule Standard : Ceonso
une méthodologie de type Formule 1
Standard est considérée pour chaque L L .
segment. l C, l C, Cs

Figure 4.6 - Configurations identifiées.

Notons que le terme « Formule Standard » désigne tout type de segments pour lesquels nous ne
disposons pas de distribution de Fonds Propres, autrement dit des segments quantifiés par une
approche chocs/facteurs. Il peut s’agir de capitaux Formule Standard mais aussi de capitaux Entity
Specific (chocs et/ou corrélations modifiés).

Selon la configuration, nous identifions ci-dessous les problématiques d’allocation rencontrées et les
donnons les solutions envisagées.

Configuration totalement simulatoire

Nous disposons d’une distribution de Fonds Propres économiques pour chacun des segments. En
supposant I'additivité des variables de risque (hypothése (4.5) vérifiée)*’, nous pouvons sommer les
« distributions de risque » afin d’obtenir des distributions agrégées*.

A titre d’exemple, pensons a différents produits relatifs a un méme ensemble de risques et quantifiés
par une méthodologie simulatoire. Il est dans ce cas possible d’agréger les produits en sommant les
distributions.

40 Problématique d’allocation sur des risques mise a part.

! Les distributions de risque sont obtenues aisément & partir des distributions de Fonds Propres par le biais de la
relation : X; = FP;(0) — D(1)FP;(1). Nous pouvons obtenir une distribution agrégée relative a I'ensemble des
segments, pour le calcul du risque global, mais plus généralement des distributions relatives a tout
sous-ensemble S de N, permettant ainsi I'application de la méthode de Shapley.
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Considérons deux produits A et B exposés aux risques actions et baisse des taux d’intérét. La

(A,B)
X(eq,int)'

est obtenue par somme des distributions de risque individuelles des produits A et B, notées
respectivement X&,, ;.¢) €t X%y inty, SOit :

distribution de risque agrégée au niveau produits relative aux risques actions et taux, notée

(AB) _ yA B
X(eq,int) - X(eq,int) + X(eq,int)'

Cette configuration permet donc d’envisager tout type de méthodologie et mesure de risque pour
I'allocation du capital.

Configuration mixte

Nous disposons d’une distribution de Fonds Propres économiques pour certains segments. Les autres
segments sont quantifiés par une méthodologie de type Formule Standard ; notons Trg I'ensemble
de ces segments.

A titre d’exemple, rappelons que lors de I'application d’'une méthodologie d’agrégation intégrant des
sous-modules de risque (MIP et Hors-MIP), nous disposons d’une distribution uniquement pour le
sous-module de risque MIP.

L’application d’'une méthodologie type Euler associée a une mesure de risque TVaR pose alors des
difficultés et il parait nécessaire de « construire des distributions » pour les segments appartenant a
Trs. Le recours a la copule gaussienne permet ensuite de corréler les distributions.

La méthodologie proposée ci-dessous et illustrée par la figure 4.7 requiert la connaissance des
corrélations entre segments. Selon le cas et la méthodologie d’agrégation envisagée, il peut s’agir :
- des corrélations Formule Standard ou Entity Specific, ou alors
- des corrélations obtenues a I'aide des méthodologies d’agrégation proposées par le CEIOPS
(méthode Consistent Standard Formula Replication par exemple). *2

Nous proposons de mettre en place les étapes suivantes.

Etape 1 - Construction des distributions de Fonds Propres marginaux associées aux segments
appartenant a Trs. Pour ce faire, nous supposons que :

C; )
Vi € Tre.
D(1). q995%(V(0,1)) "

FP,(1) ~» v <FPi(0),

Etape 2 - Recours a la copule gaussienne afin de rendre dépendantes les distributions de Fonds
Propres des différents segments. Soit S la taille des distributions de Fonds Propres. En répétant S fois
les phases 1, 2 et 3 ci-dessous, associées a la simulation s, nous obtenons des distributions de Fonds
Propres corrélées.

42 Lorsque les segments sont des périmétres de passifs, il est également envisageable d’estimer les corrélations
entre variables, apres réalisation de chocs conjoints sur les risques d’intérét.
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- Phase 1: simulation d’un vecteur gaussien Y, de loi N'(0,¥) ol ¥ désigne la matrice de
corrélation entre les variables FP;(1) , en rappelant que : Y; = CZ,, avec C la décomposition
triangulaire inférieure de Cholesky qui vérifie : CC' = W et Z; un vecteur gaussien issu d’une
loi V" (0, I). Nous désignons par y; ; les réalisations du vecteur Y;.

- Phase 2: conversion des réalisations gaussiennes en réalisation uniformes comme suit :
Uis = ¢(yi,s)lv leN.

- Phase 3: obtention du n-uplet (FP$(1),..,FPs(1)) par le biais de la
relation: (FP$(1),...,FPs (1)) = (F1_1(ui,s)n Fn‘l(unvs)), ol F7! désigne linverse

(empirique ou théorique) de la fonction de répartition du segment i.

Nous disposons a présent de distributions pour chacun des segments et pouvons appliquer les
méthodologies d’allocation dans le cadre d’une configuration totalement simulatoire.
Notons que I'application de I'étape 2 ne modifie pas les lois marginales.

Configuration mixte : illustration de la méthode « construction d’'une distribution »
1
'rToutes les méthodologies d’allocation sont

- Certaines méthodologies d’allocation sont

1
1
1
CCOI’ISO : Cconso
Exler i 1 -
i .| 1 1 [ T 1
EAC X b ¢ 1 A AL EAS
Cl C2 C3 : Cl CZ C3
1
Scé;arm — 75 : 75 510 3% :ce;ar io
D v 761 1 .. 761 1260 155 )
s & 763 H 763 195 o ow :
4 £ 710 T 0 109 y 126 4
o . i
5w 7| Construction de L 1120 128 .
.- 9 D 1211 141 6
o H i
741 ) | 1231 164
75 | 7
A =l parla méthode X 117 " !
9 § 746 il 1173 124 9
3 " 1003 128
0 2 671 1 10
1 = 736 I 1189 149 11
(%2}
2 775 1 1300 159
12 0 i o o
13 736 H 123 13
- 1
1
1
H

Figure 4.7 - Construction de distributions de Fonds Propres corrélés dans le cadre d’une configuration mixte.

Configuration Formule Standard

Nous disposons uniquement des capitaux stand-alone associés a chagque segment. Certaines
méthodologies et mesure de risque sont donc inapplicables.

Comme suggéré a plusieurs reprises dans les documents du CEIOPS, nous nous plagons dans un cadre
gaussien en supposant que :

(Xll an) e N(OIZ)I

C.

¥ r ch ment i, I'écart- nné par ;. ————.
ou pour chaque segment i, I'écart-type est donné pa P ETITET
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Les corrélations permettant de caractériser la matrice de variance-covariance X correspondent aux
coefficients de corrélation Formule Standard ou & des coefficients d’agrégation Entity Specific®.

Nous disposons dans ce cadre de formules explicites pour le calcul des contributions au risque,
quelles que soient la méthode et la mesure de risque envisagées.

3. Stabilité de I'allocation dans le temps

Le calcul des capitaux alloués est réalisé a un instant donné et refléte la consommation en capital des
différents segments a cet instant. Pour des raisons de cohérence évidentes, il est souhaitable que
Iallocation de capital satisfasse des propriétés de stabilité au cours du temps lorsque la compagnie
désire conserver un « Business Model » stable sur une période.

Tout d’abord, il est nécessaire de fixer la maille sur laquelle la stabilité est souhaitée : dans le cadre
d’une allocation entre périmétres de passifs et risques, il peut étre souhaitable d’observer une
stabilité au niveau de la granularité des passifs, mais aussi au niveau des risques ou encore sur la
maille risque x périmétre de passifs.

Introduisons les notations suivantes :
- T I'année de calcul des capitaux alloués*
- N I'ensemble des segments sur lesquels la stabilité est souhaitée,
- M le nombre d’années sur lesquelles la stabilité est souhaitée,
- b”‘twiT le poids du capital post-allocation du segment i dans le capital global associé a
I'année T, défini ensuite,
- brutgT |e capital associé au segment i, calculé I'année T & partir du couple (4, p),
- wf le poids retenu I'année ¢, aprés prise en considération du critére de stabilité.

brut ,,T est défini par :
brut T
brut T — K;
! K

Nous proposons une méthode fondée sur la résolution d’un programme d’optimisation ; les poids
obtenus tiennent compte de ceux fournis par la méthode d’allocation A I'année T mais aussi des
poids des années antérieures.

“ par exemple, supposons que nous disposons d’une distribution de Fonds Propres relative aux risques actions
et taux d’intérét. Il est dans ce cas nécessaire de calculer le coefficient d’agrégation Entity Specific entre les
risques actions et taux afin de pouvoir allouer le capital entre ces deux risques (sauf si I'on considére la
méthodologie proposée dans la section 1V-C-1).

“ On suppose que I'allocation du capital est réalisée chaque année.
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Plus précisément, aprés avoir fixé les pondérations p, telles que X.7_r_,; p. = 1, nous résolvons le
programme d’optimisation (P,) suivant :

(wT) _Argmm Z [ptZ(wit—wz‘)z +pTZ bmtwiT—wf)z
ieN ieN

sous contrainte :

Zw{‘=l

ieN

La contrainte permet de conserver la propriété « full allocation ».
L'introduction des pondérations p, vise a accorder plus ou moins d’importance aux différentes
années : il parait judicieux de considérer des pondérations plus élevées pour les années récentes.

Nous notons K/ le capital effectivement alloué au segment i, aprés résolution préalable du
programme (Py).

La résolution du programme (P,) nous fournit les éléments w! a partir desquels les capitaux retenus
sont calculés comme spécifié ci-dessous :
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V. Mise en ceuvre des méthodes d’agrégation des risques et
d’allocation de capital

Cette partie vise a mettre en ceuvre les techniques d’agrégation des risques et d’allocation de capital
présentées dans les parties précédentes, sur un exemple soulevant la plupart des problématiques
évoquées.

Le cas pratique repose sur deux périmeétres de passifs au sein d’une entité Vie ; ces périmetres sont
exposés aux risques de Marché et de Souscription Vie.

Nous commengons par présenter brievement les modules de risque Marché et Souscription Vie ainsi
que les périmétres de passifs et donnons les modéles mathématiques considérés pour la projection
de certains risques. Nous nous concentrons ensuite sur les étapes d’agrégation et d’allocation a
mettre en ceuvre pour chacun des périmetres de passifs, mais aussi au niveau de I'agrégat des
périmetres de passifs.

A. Présentation des modules de risque Marché et Souscription Vie

Rappelons que la détermination du capital économique Formule Standard repose sur le calcul de
besoins en capital élémentaires, puis a leur agrégation a I'aide de matrices de corrélation.

Nous décrivons ici les risques élémentaires des modules de risque Marché et Souscription Vie. Les
différents calculs a réaliser pour I'obtention des capitaux (coefficients de chocs, méthodologie de
calcul etc ...) sont précisés dans les QIS5 (cf [15]).

1 Le module de risque Marché

Le module de risque Marché intégre les risques suivants :

- Lerisque actions : il s’agit du risque a la baisse du niveau des actions.

- Le risque de taux d’intérét: ce risque est engendré par la variation (a la hausse ou a la
baisse) de la courbe des taux d’intérét.

- Lerisque immobilier : ce risque est dd a une chute des marchés immobiliers.

- Le risque de devise: ce risque est engendré par un changement du niveau des taux de
change.

- Le risque de spread : ce risque provient d’'un choc a la baisse de I'actif net suite a des
variations de spread de crédit.

- Lerisque de concentration : il s’agit du risque de défaut potentiellement aggravé du fait de la
concentration des titres sur certains émetteurs.

- Lerisque d'illiquidité : ce risque est engendré par la diminution de la prime d'ililliquidité.

La Formule Standard propose d’agréger les besoins en capital élémentaires du module de risque

Marché a partir de la matrice de corrélation suivante, en remarquant que les corrélations sont
différentes selon le sens du risque de taux d’intérét (a la baisse ou a la hausse des taux) :
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Marché Actions Taux Immobilier Concentration Illiquidité Devise Spread

50%(down)/

Actions 100% 75% 0% 0% 25% 75%
0%(up)
50%(down)/ o 50%(down)/ o o o 50%(down)/
Taux e 100% e 0% 0% 25% K
0,
Immobilier 75% 50%(down)/ 549, 0% 0% 25% 50%
0%(up)
Concentration 0% 0% 0% 100% 0% 0% 0%
Miquidité 0% 0% 0% 0% 100% 0% -50%
Devise 25% 25% 25% 0% 0% 100% 25%
0,
Spread 75% )Y 50% 0% -50% 25% 100%
0%(up)

Figure 5.1 - Module de risque Marché : matrice de corrélation Formule Standard.

2. Le module de risque Souscription Vie

Le module de risque Souscription Vie regroupe I'ensemble des risques élémentaires provenant de la
souscription des contrats d’assurance vie, c’est a dire :
- Lerisque de mortalité : il s’agit du risque d’augmentation des provisions techniques di a une
augmentation des taux de mortalité.
- Lerisque de longévité : il s’agit du risque d’augmentation des provisions techniques di a une
baisse des taux de mortalité.
- Le risque invalidité (noté ensuite Incap/Inval): il s’agit du risque d’augmentation des
provisions techniques d( & une détérioration de I'état de santé des assurés.
- Lerisque de rachats : ce risque est engendré par la variation des taux de rachat, de résiliation
et de réduction de couverture.
- Lerisque de frais : ce risque est d0 a la variation des frais de gestion des contrats d’assurance
vie.
- Lerisque de révision : ce risque provient de la révision du montant des rentes.
- Le risque catastrophe (noté ensuite Cat) : ce risque est engendré par les événements de
mortalité extrémes qui ne sont pas capturés dans le risque de mortalité. Il concerne
uniguement les contrats exposés a la hausse des taux de mortalité.

Le tableau ci-dessous précise, dans le cadre d’une agrégation Formule Standard, la matrice de
corrélation utilisée pour I'agrégation des besoins en capital élémentaires du module Souscription Vie.

Souscription Vie  Mortalité Longévité Incap/inval Rachats Frais Révision Cat
Mortalité 100% -25% 25% 0% 25% 0% 25%
Longévité -25% 100% 0% 25% 25% 25% 0%
Incap/inval 25% 0% 100% 0% 50% 0% 25%
Rachats 0% 25% 0% 100% 50% 0% 25%
Frais 25% 25% 50% 50% 100% 50% 25%
Révision 0% 25% 0% 0% 50% 100% 0%
Cat 25% 0% 25% 25% 25% 0% 100%

Figure 5.2 - Module de risque Souscription Vie : matrice de corrélation Formule Standard.
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Le coefficient de corrélation inter-modulaire entre les modules Marché et Souscription Vie vaut 25%.

B. Présentation des périmetres de passifs

Nous examinons dans la suite le cas d’une entité Vie ayant deux types d’activités :
- une activité d’Epargne : les contrats souscrits sont des contrats Epargne classiques, sans taux
minimum garanti,
- une activité de Prévoyance : il S’agit de contrats temporaires décés®.

Les méthodologies de calcul du capital économique different selon I'activité, comme précisé ci-
dessous.

L’entité Vie utilise un Modéle Interne Partiel uniqguement sur son activité d’Epargne. Ce modéle
couvre les risques de taux d’intérét, d’actions et de mortalité/longévité. Les risques de mortalité et
longévité forment un unique risque pour le périmétre Epargne. Nous avons en effet choisi une
modélisation intégrant un unique facteur de risque* ; les risques de mortalité et longévité reposent
donc dans notre cas sur un méme aléa. Les autres risques de I'Epargne ainsi que I'ensemble des
risques de la Prévoyance sont calculés en Formule Standard, comme illustré ci-dessous.

[ Entité Vie ]

Epargne Prévoyance

Methodologie simulatoire
pour les risques :
e Tous les risques sont

“Actions e,

“Mortalité et longévité guantifies par
l'approche Formule

Meéthodologie Formule Standard.

Standard pour les autres

risges

Figure 5.3 - Illustration du cas pratigque.

Nous cherchons dans ce cadre a réaliser les calculs suivants :
- Calcul puis allocation du capital consolidé de I'activité Epargne,
- Calcul puis allocation du capital consolidé de I'activité Prévoyance,
- Calcul puis allocation du capital de I’entité Vie au niveau consolidé (Epargne, Prévoyance).

** Ce type de contrat assure, en cas de décés de I'assuré, le versement d’un capital décés aux ayants droits du
contrat.

“® Notons qu'il serait envisageable de considérer, en plus d’une composante nationale (mise en évidence par le
modeéle de Lee-Carter contraint), une composante idiosyncratique : le modéle de mortalité reposerait dans ce
cas sur plusieurs aléas.
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Dans un premier temps, il convient de donner quelques éléments sur les modeles mathématiques
utilisés pour le périmétre Epargne, d’une part pour projeter les risques actions, taux d’intérét et
mortalité sur la premiére période en univers monde-réel, d’autre part pour valoriser les postes du
bilan en t = 1, en univers risque-neutre.

C. Modélisation des risques actions, taux et mortalité

Nous notons dans cette partie P la probabilité historique et Q la probabilité risque neutre.

1. Modélisation de l'indice actions

Nous utilisons un mouvement brownien géométrique pour modéliser I'indice actions aussi bien en
univers monde-réel qu’en univers risque-neutre.

Introduisons les notations suivantes :
of¥st la volatilité historique,
o™ la volatilité implicite,
- 1 le taux sans risque instantané,
- qF laprime de risque,
- (BE). un mouvement brownien standard sous P,
- (Bf), un mouvement brownien standard sous Q.

La dynamique de I'indice actions en univers monde-réel est donnée ci-dessous.

Modéle actions — univers monde-réel (1°® année de projection)
ds .
S—: = (r; +q°)dt+ ot dBE.

En univers risque-neutre, I'indice actions est modélisé comme suit :

Modéle actions — univers risque-neutre (t > 1)
ds;
St

=1, dt + o™ dBE.
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2. Modélisation des taux d’intérét

Nous spécifions les modéles de taux utilisés afin de projeter les taux d’intérét nominaux en univers
monde-réel pendant la premiére période et en univers risque-neutre pour les horizons t > 1.

a) Diffusion des taux d’'intérét en univers monde-réel
Notons P(¢t, T) le prix vu de la date t d’un zéro coupon de date de maturité T.

Les taux d’intérét sont modélisés a partir du modeéle Heath-Jarrow-Morton (HIM) a un facteur et
volatilité linéaire. L'expression de la diffusion des prix zéros-coupons sous P est la suivante :

Modéle de taux d’intérét — univers monde-réel (1*"® année de projection)

% — (r(t) — q(2). o hist (¢, T)) dt + ohist(t, T)dBL{.

Oou:
- (BF); est un mouvement brownien standard sous P.
- Leprocessus q est la prime de risque et est supposé borné,
- Lavolatilité historique o™t (¢, T) s’exprime comme suit : ™St (¢, T) = o™t (T — ¢).

Le lecteur intéressé par une présentation plus détaillée du modele HIM pourra se référer a I'ouvrage
[19].

b) Diffusion des taux d'intérét en univers risque-neutre

En univers risque-neutre, les taux d’intérét instantanés sont modélisés grace au modéle de Hull et
White a un facteur.

La diffusion prend la forme suivante, sous Q :

Modéle de taux d’intérét — univers risque-neutre (t > 1)
dry = (6(t) — ary)dt + c"™PdB].,

ou
- le coefficient de retour a la moyenne a et la volatilité implicite ¢ sont des constantes a
estimer,
- (E’,{)t est un mouvement brownien standard sous Q,
- lafonction 6(t) est calculée a partir de la structure par termes des taux d’intérét a la date de
calcul.

Une présentation détaillée de ce modeéle est faite dans I'ouvrage [18].
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Corrélations entre variables économiques

Les générateurs de scénarios économiques permettent de corréler les différentes variables
économiques par le biais des mouvements browniens intervenant dans les équations de diffusion.
Nous tenons compte ici des corrélations suivantes :

e lacorrélation entre les risques actions et taux d’intérét en univers monde-réel, notée pfY :
celle-ci correspond a la corrélation entre les risques actions et taux proposée par la Formule
Standard.

e lacorrélation entre les risques actions et taux d’intérét en univers risque-neutre, notée pgY :
cette corrélation est calibrée a partir d’historiques de données, conformément aux
guidances MCEV*'.

Ces corrélations vérifient :
e dBl.dBE = pfVdt.
e dB!.dBF = pRldt.

Remarque : les modeles considérés pour valoriser les postes du bilan du périmétre Prévoyance, en
t = 0 sont similaires aux modéles risque-neutre employés pour le périmétre Epargne.

3. Modélisation des taux de mortalité

Le modele de Lee-Carter est couramment utilisé pour la modélisation des taux de mortalité.
Néanmoins, I'une de ses principales limites est qu’il ne permet pas de projeter des taux de mortalité
suffisamment volatiles pour mener une analyse conservatrice du risque de mortalité relativement
proche des exigences de la réglementation Solvabilité II.

Le modele de Lee-Carter contraint permet d’améliorer le modeéle de Lee-Carter par I'ajout d’une
contrainte supplémentaire réconciliant les volatilités historiques et les « volatilités modele » des taux
d’évolution de la mortalité.*®

Nous donnons ci-dessous la dynamique des taux de mortalité instantanés sans s’attarder sur le
processus de calibrage du modeéle.

Modélisation des taux de mortalité instantanés

In{u(x, )} = ay + Brke,
kiy1 = ke + ¢ + o€, e~ N(0,1).

- u(x,t) désigne le taux de mortalité instantané a I'age x et I'année t,
- les éléments a,, By, k¢, ¢ et ¢ sont des parametres a estimer.

“” Market Consistent Embedded Value.
“8 Cette approche a été développée par la cellule Recherche et Développement du cabinet Milliman France et
fera I’objet de publications ultérieures.
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o est calibré de telle sorte a reproduire I'écart-type des taux d’évolution de la mortalité historiques.
La méthode d’estimation des autres paramétres est similaire a celle du modele Lee Carter
« standard », ce qui permet de conserver I'espérance des logarithmes des taux de mortalité
instantanés donnée par le modele de Lee Carter « standard ».

D. Présentation des données

Calcul du capital agrégé (spread,illiquidité) et extraction de corrélations

Nous considérons dans la suite que les risques spread et illiquidité forment un unique risque®. Ces
risques sont agrégés au préalable a partir du coefficient de corrélation Formule Standard. Le risque
(spread,illiquidité) est ensuite agrégé avec les autres risques du module Marché a partir des
corrélations induites par un calcul Formule Standard, en utilisant une méthode du type Consistent
Standard Formula Replication. Pour le périmétre Epargne, certaines corrélations Formule Standard
sont alors modifiées, comme spécifié ci-dessous.

Corrélation induite entre le risque actions et le

. S 81%
risque (spread,illiquidité)

Corrélation induite entre le risque immobilier et le

. L 54%
risque (spread,illiquidité)

Figure 5.4 - Extraction des corrélations entre le risque (spread,illiquidité) et les risques actions et immobilier.

Les autres corrélations permettant d’agréger les risques de Marché du périmetre Epargne ne sont
pas modifiées.

Le capital au titre du risque illiquidité du périmétre Prévoyance étant initialement nul, les
corrélations Formule Standard restent identiques pour ce périmetre.

Afin d’agréger les risques de Marché des périmétres Epargne et Prévoyance, nous considérons par
prudence le maximum entre les corrélations des deux périmetres.

“S En effet, afin d’interpréter les capitaux alloués, il parait adéquat de regrouper ces deux risques. De plus, le
capital illiquidité est tres faible par rapport aux autres capitaux et donc trés sujet a des variations au niveau du
capital alloué.
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Présentation des données

Les tableaux ci-dessous présentent les données utilisées dans la suite :

en t=0

Risque

Capitaux
marginaux

Risque
Capitaux
marginaux

Fonds Propres

Périmetre Prévoyance

149,45

Module de risque Marché

Actions

34,27

Mortalité

9,69

Taux up

24,90

Module de risque Souscription Vie

Longévité

0

Taux down Immobilier  Concentration Devise
0 9,04 0 0

Incap/inval Rachats Frais Révision
0 18,57 2,92 0

Spread/
illiquidité

11,09

Catastrophe

311,91

Figure 5.5 - Données relatives au périmétre de passifs Prévoyance (en M€).

Périmétre Epargne

Fonds Propres
en t=0

63 700

Module de risque Marché

Risque

Actions

Taux up Taux down Immobilier Concentration Devise Spread/illiquidité|
el 14 143 1749 0 3575 0 0 9137
marginaux
Méthodologie MIP MIP Fs Fs Fs Fs
considérée
Risque Actions Taux up Taux down
Capitaux
marginaux FS 15 367 2369 0
associés
Module de risque Souscription Vie
Risque Mortalité Longévité Incap/inval Rachats Frais Révision Catastrophe
Rl 1371 0 0 9539 411 0 0
marginaux
Méthodologie MIP MIP Fs FS Fs Fs FS
considérée
Risque Mortalité Longévité
Capitaux
marginaux FS 920 0
associés

Résultats du modele interne

Capital MIP 14922
Marché
Capital MIP
. . 1
Souscription Vie A&y
Capital MIP 14 239
global

Figure 5.6 - Données relatives au périmetre de passifs Epargne (en ME).
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Obtention de la distribution de Fonds Propres économigues (actions,taux,mortalité/longévité) du
périmétre Epargne

Nous donnons le principe général de calcul de la distribution de Fonds Propres économiques relative
aux risques actions, taux d’'intérét et mortalité/longévité du périmetre Epargne.

Dans un premier temps, des tables de scénarios de mortalité sont générées a partir du modéle de
Lee-Carter contraint pour différentes valeurs de I'innovation. Pour chaque table de scénarios de
mortalité®®, nous associons ensuite une table de scénarios économiques, ce qui permet de
dynamiser, a I'aide d’un modéle ALM, les trois risques sur la premiére période, et ainsi obtenir une
distribution de Fonds Propres jointe (actions, taux d’intérét, mortalité/longévité).

Le calibrage d’'une forme paramétrique polynomiale (comme présenté en annexe B-3) permet de
disposer des deux distributions de Fonds Propres distinctes (actions,taux) et mortalité/longévité> et
ainsi déterminer les éléments suivants :

- le capital MIP Marché, calculé a partir de la distribution jointe (actions,taux),

- le capital MIP Souscription Vie, calculé a partir de la distribution mortalité/longévité.

Par soucis de clarté, nous adaptons légérement certaines notations présentées dans les parties
précédentes, en désignant par :
- Cl.j le capital avant allocation du risque (ou agrégat de risques, ou sous-module de risque, ou
module de risque) i et du périmetre de passifs (ou agrégat de périmetres de passifs ) j,
- Kij le capital post-allocation du risque (ou agrégat de risques, ou sous-module de risque, ou
module de risque) i et du périmetre de passifs (ou agrégat de périmetres de passifs) j.
P (resp. pf
sous-modules de risque, ou modules de risque) i et j du périmétre de passifs k.

) la corrélation Formule Standard (resp. Entity Specific) entre les risques (ou

E. Agrégation des risques

1. Agrégation des risques du périmetre Prévoyance

Il s’agit de mener les deux étapes d’agrégation intra-modulaire puis inter-modulaire a partir des
coefficients de corrélation proposés par la Formule Standard.

Les résultats obtenus a I'issue de I'étape d’agrégation sont données dans le tableau ci-dessous.

% Chague table de mortalité contient les taux de mortalité par age et par année de projection.

*! | "aléa relatif au risque de mortalité peut étre résumé a Iaide d’un unique facteur de risque, comme spécifié dans la forme
du modeéle de Lee-Carter. Ainsi, en reprenant la forme paramétrique (6.8), les Fonds Propres économiques en date 1
s'écrivent en fonction des facteurs de risque actions, taux et mortalité comme suit :

— ieq lint olmort
f(ge‘I’gint’ gmort) - Zieq+iint+imort5dAieqviintvimort eq “int “mort’
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Agrégation des risques Formule Standard

prev

Capital Marcheé : C,,,. 55,98
prev

Capital Souscription Vie : CLife 320,42
Capital Prévoyance : C’(’;ﬁ:’tyme) 338,78

Figure 5.7 - Résultats de I'étape d’agrégation des risques du périmétre Prévoyance (en M€).

2. Agrégation des risques du périmetre Epargne

Afin d’agréger les risques du périmétre Epargne, nous employons la méthodologie « Consistent
Standard Formula Replication étendue » présentée dans la partie IlI-E-3. Cette méthodologie est
appliquée aux modules de risque Marché et Souscription Vie.

Rappelons que les risques élémentaires d’'un méme module sont regroupés dans des sous-modules
MIP et Hors-MIP selon la méthodologie de calcul du capital économique qui leur est associée.

La premiere étape d’agrégation permet le calcul des capitaux au titre des sous-modules MIP et Hors-
MIP de Marché et Vie. L’étape suivante consiste a agréger, au sein d’'un méme module, les sous-
modules MIP et Hors-MIP, et ainsi obtenir les capitaux agrégés des modules Marché et Souscription
Vie. Ceux-ci sont ensuite agrégés a partir du coefficient de corrélation inter-modulaire Entity Specific
obtenu a I'aide d’'une approche de dé-modularisation puis re-modularisation de I'architecture des
risques intégrant des sous-modules.

Le tableau ci-dessous présente les résultats obtenus :

Capital sous-module MIP de Marché : C;fktM”, 14 222

a z . ()
Capital sous-module Hors-MIP de Marché : CﬂfktHorleP 11 472
Capital Marché : Cj;,, 24 853
Capital so odule MIP de Souscription Vie CLifeMlP 1371

Capital sous-module Hors-MIP de Souscription Vie :
ep 9 751
CLifeHorleP

ipti ie: C;¥ 9861
28 890

Corrélation Entity Specific entre le sous-module MIP et le
<. ESep 86,97%
sous module Hors-MIP de Marché : py. v o yrerorsmip

y op
sous module Hors-MIP de Souscription Vie : 1,05%
ES.ep
PLifeMIP LifeHorsMIP

Coefficient d'agrégation inter-modulaire Entity Specific :
o ESep o 24,42%

PykeLife

Figure 5.8 - Résultats de I'étape d’agrégation des risques du périmétre Epargne — méthode CSFR (en M€).

%2 Ce coefficient d’agrégation est déterminé en phase 2.2 de I'étape 2 de la méthode CSFR étendue (cf partie I1I-
E-3-b))

110



Nous présentons également les résultats obtenus a l'aide de la méthodologie d’agrégation
alternative (Figure 5.9); ces résultats sont trés proches de ceux issus de la méthode Consistent
Standard Formula Replication. L’écart relatif entre les capitaux Epargne est en effet inférieur a 0,11%,
ce qui conforte I'adéquation de la méthode alternative, au vue des exigences réglementaires.

Capital Marché : Cj;,, 24 889
Capital Souscription Vie : Ci’lf’fe 9 861
Capital Epargne : C‘("f,kmfe) 28 921

Corrélation Entity Specific entre actions et taux : pf;'fft -1,69%

Coefficient d'agrégation inter-modulaire Entity Specific :
ES.ep 24,39%

Py Life

Figure 5.9 - Résultats de I'étape d’agrégation des risques du périmetre Epargne — méthode alternative (en M€).

3. Agrégation des risques des périmetres Epargne et Prévoyance

L’agrégation des risques au niveau consolidé (Epargne, Prévoyance) est réalisée a partir de la
méthodologie d’agrégation alternative présentée dans la partie Ill-E-4. La dé-modularisation de
I'architecture standard puis la re-modularisation de I'architecture rateau sont appliquées au
périmeétre Epargne.

Aprés consolidation des capitaux, a risque fixé, (par somme des capitaux élémentaires des
périmetres Epargne et Prévoyance), I'agrégation des risques est réalisée prudemment au sein de
chaque module, en considérant pour chaque risque le maximum entre le coefficient Formule
Standard et le coefficient d’agrégation du périmetre Epargne (Formule Standard ou Entity Specific
selon les risques).

De la méme maniere, le coefficient retenu pour agréger les capitaux des modules de risque Marché
et Souscription Vie est conservateur, celui-ci étant le maximum entre le coefficient proposé par la
Formule Standard et le coefficient Entity Specific calculé sur le périmétre Epargne.

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Capital Marché Consolidé : C,(;Zf're”)

Capital Souscription Vie Consolidé : Cﬁf””’)

Capital (Epargne,Prévoyance) : Cgfgﬁﬁl)

Corrélation Entity Specific entre actions et taux :
ESep _FSprev 0%

ES =
peq,int = Max peq,int‘ peq,int

Coefficient d'agrégation intermodulaire Entity

e . _MES - ES.ep FSprev
Specific : pyjeyire = Max (pMkt,Life‘pMkt,Life)

25%

Figure 5.10 - Résultats de I'étape d’agrégation des risques au niveau consolidé (Epargne,Prévoyance) (en ME).
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F. Allocation du capital

Nous considérons la méthode d’Euler et la mesure de risque TVaR pour I'allocation des capitaux
consolidés obtenus lors de la phase d’agrégation des risques. Comme déja évoqué, cette approche
respecte certaines propriétés de cohérence et parait donc adéquate.

Rappelons que chaque étape d’allocation requiert d’allouer, dans une premiere étape, le risque
global relatif & I'agrégat de segments sur lesquels I'allocation est réalisée. Le recours aux clés
d’allocation permet ensuite d’allouer le capital d’intérét. Seuls les capitaux alloués seront stipulés.

Pour chaque périmétre de passifs, nous donnons dans les rubriques suivantes les étapes a mener afin
d’allouer le capital sur la maille risque. Nous cherchons ensuite a allouer le capital consolidé
(Epargne,Prévoyance), sur la maille « périmetre de passifs x risque ».

Nous rappelons ci-dessous les formules utiles pour I'allocation du capital a partir d’une approche
Euler-TVaR :

Formule générale Cas gaussien

Calcul des
contributions au TVaRF¥er (X,/X) = E[X;|X > VaR,(X)] TVaRE¥er (X,/X) =

— cov(X;, X). fx (VaR, (X))

risque

Figure 5.11 - Formule des contributions au risque dans le cadre d’une allocation « Euler-TVaR ».

1. Allocation du capital consolidé Prévoyance

Rappelons que I'ensemble des risques des modules Marché et Souscription Vie ont été quantifiés et
agrégés par la Formule Standard.

Il s’agit d’une configuration Formule Standard, aussi bien pour I'allocation du capital entre modules
(Etape 1) que pour I'allocation du capital au sein des modules (Etape 2). En se placant dans le cadre
d’une configuration Formule Standard (cf partie IV-C-2), nous disposons de formules explicites pour
le calcul du risque global et son allocation par la méthode d’Euler-TVaR, comme spécifié dans le
tableau 5.11.

L’allocation du capital consolidé est réalisée en deux étapes :

- Etape 1- Allocation du capital consolidé Prévoyance entre les segments « risque de Marché »
et « risque de Souscription Vie » a partir du coefficient de corrélation linéaire (25%) et des
capitaux consolidés Marché et Souscription Vie.

- Etape 2 - Allocation du capital Marché issu de I’étape 1 au sein du module de risque Marché,
a partir des corrélations Formule Standard entre risques élémentaires de ce module, et
allocation du capital Souscription Vie issu de I’étape 1 par une méthode analogue.
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Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous :

Périmetre Prévoyance - Capitaux alloués sur la maille risque - méthode d'Euler - mesure de risque TVaR

Capital alloué au
module derisque

z . pprev
Marché : Ky,

Spread/

Actions Taux Immobilier Concentration Devise e g
illiquidité

12,14 4,45 2,61 0 0 3,29 22,49

Capital alloué au
module derisque

Mortalité  Longévité Incap/inval Rachats Frais Révision Catastrophe Souscription Vie :
Klife
2,64 0 0 5,61 0,83 0 307,21 316,29

Figure 5.12 - Résultats issus de I'allocation du capital du périmétre Prévoyance (en M€).

2. Allocation du capital consolidé Epargne

Le capital Epargne est alloué en trois étapes, dans le cadre d’une architecture intégrant des sous-
modules de risque :

- Etape 1 - Allocation du capital consolidé Epargne entre les segments « risque de Marché » et
« risque de Souscription Vie » - nous nous plagons dans le cadre d’une configuration Formule
Standard et considérons la corrélation Entity Specific entre les deux modules (24,42%).

- Etape 2 - Allocation du capital Marché issu de I'étape 1 entre les sous-modules MIP et Hors-
MIP, dans le cadre d’une configuration mixte. Nous disposons de la corrélation entre ces
sous-modules et pouvons construire une distribution pour le sous-module Hors-MIP, puis
corréler les distributions a I'aide d’'une copule. La méme démarche est menée pour
I'allocation du capital Souscription Vie entre sous-modules.

- Etape 3- Allocation au sein des différents sous-modules de risque dans le cadre d’une
configuration Formule Standard. Notons que I'allocation du capital du sous-module MIP de
Marché requiert le calcul du coefficient d’agrégation Entity Specific entre les risques actions
et taux d’intérét.
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Les résultats associés a chacune des étapes sont donnés ci-dessous :

Périmetres Epargne - Capitaux alloués sur la maille risque - méthode d'Euler - mesure de risque TVaR

Capital alloué au module de risque Marché : K:fkt

Capital alloué au sous-module MIP de

4. 1oP
Marche : Ky e

. 7 - ep
Capital alloué au sous-module Hors-MIP de Marché : K. ...

Immobilier Concentration Devise Spread/illiquidité

14 451 191 2039 0 0 6772

Capital alloué au module de risque Souscription Vie : Ki’i’/e

5437

Capital alloué au
sous-module MIP
de Souscription

in - KEP
Vie: KLifeMlP

Capital alloué au sous-module Hors-MIP de Souscription Vie : Kif/e,,orsm,,

Mortalité/
Longévité

1908 0 3450 79 0 0

Incap/inval Rachats Révision Catastrophe

Figure 5.13 - Résultats issus de I'allocation du capital Epargne sur la maille risque (en M€).

3. Allocation du capital consolidé (Epargne,Prévoyance) et calcul
d’indicateurs de rentabilité

L’allocation du capital consolidé (Epargne,Prévoyance) est réalisée en trois étapes, selon les mémes
étapes que celles retenues pour agréger les risques :

- Etape 1- Allocation du capital consolidé entre les segments « risque de Marché consolidé »
et «risque de Souscription Vie consolidé » dans le cadre d’une configuration Formule
Standard, en rappelant que le coefficient de corrélation considéré est Entity Specific.
Cependant, notons que celui-ci est égal a 25%.

- Etape 2 - Allocation au sein du module de risque Marché consolidé en considérant la matrice
de corrélation Entity Specific® et allocation au sein du module Souscription Vie consolidé &
partir des corrélations Formule Standard.

Nous disposons, a l'issue de cette étape des capitaux élémentaires consolidés (actions,
mortalité...).

>3 En réalité, la corrélation actions/taux considérée vaut 0%, donc il s’agit de la matrice de corrélation Formule
Standard.
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- Etape 3 - Pour chaque capital risque consolidé, nous proposons de recourir a des clés simples
pour I'allocation du capital entre les périmétres de passifs Epargne et Prévoyance. Dans cet
objectif, pour chaque risque élémentaire R des modules de risque Marché et Souscription
Vie, nous effectuons les calculs suivants :

Cr" ( )
ep —__ R ep,prev
KR - Cep + Cprev x CR '
R R

prev
CR

prev _ (ep,prev)
K? x CY .

- nep prev
Cy” +Cy

Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus.

Périmétres Epargne et Prévoyance - Capitaux alloués sur la maille périmétre x risque - méthode d'Euler - mesure de risque TVaR

Capital alloué au module
de risque Marché
consolidé

Spread/
illiquidité

Actions Taux Immobilier Concentration Devise

Epargne
RS 23543

Prévoyance 31,46 1,67 6,55 0 0 9,47

Capital alloué au module
de risque Souscription
Vie consolidé

Mortalité/

e Incap/inval REES Frais Révision Catastrophe
Longévité

Epargne

5559

Prévoyance 0,85 0 10,21 0,92 0 54,87

Figure 5.14 - Résultats issus de I'allocation du capital consolidé (Epargne,Prévoyance) sur la maille périmétre x
risque (en M€).

Nous pouvons nous intéresser au calcul du RORAC des périmétres Epargne et Prévoyance afin de
comprendre I'enjeu d’'une démarche d’allocation de capital. L’ensemble des définitions relatives a cet
indicateur et a la propriété RORAC compatible sont présentées dans la partie 1V-A-4.

Rappelons que le RORAC post-allocation rapporte la valeur actualisée des résultats futurs a la valeur
actuelle des « risques alloués ». Cet indicateur s’interpréte donc, d’une certaine maniére, comme un
taux de rendement moyen du capital défini a partir de la mesure de risque p, sur une période
donnée.

Les résultats obtenus sont les suivants :

Indicateur de rentabilité :
RORAC
Périmetre Epargne 17%
Périmetre Prévoyance 9%

Figure 5.15 - Calcul des RORAC des périmétres Epargne et Prévoyance.
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La méthode d’Euler associée a une mesure de risque TVaR étant RORAC compatible, les résultats
obtenus peuvent étre analysés de la fagon suivante : n’étant pas a I'équilibre (17%>9%), la rentabilité
globale de I'entité Vie peut étre améliorée en développant I'activité Epargne. Néanmoins, d’autres
criteres entrent en jeu pour la prise de décision stratégique. Cet indicateur reste tout de méme
robuste.
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Conclusion

Tout d’abord, nous avons apporté dans ce mémoire des solutions aux problématiques d’agrégation
des risques soulevées par les modéles internes.

D’une part, nous avons proposé une méthodologie généralisant la technique « Consistent Standard
Formula Replication », mentionnée dans le Consultation Paper n° 65 du CEIOPS, et permettant
d’articuler les résultats du modéle et ceux issus d’'une approche de type Formule Standard. La
méthodologie présentée permet en effet d’étendre I'approche du CEIOPS au cas d’'un modéle interne
projetant des risques appartenant a des modules différents, ceci pour un unique périmetre de
passifs.

Par ailleurs, nous avons proposé une méthodologie d’agrégation alternative rendant possible
I'agrégation des risques de plusieurs périmetres de passifs utilisant des méthodologies différentes,
lorsque le modele interne projette des risques de modules distincts.

L’ensemble des travaux menés s’appuient essentiellement sur l'outil mathématique de dé-
modularisation/re-modularisation d’une architecture des risques a plusieurs niveaux, et également
sur le calcul de coefficients d’agrégation Entity Specific, implicites au modéle interne.

De plus, nous avons mené une analyse théorique détaillée des méthodes d’allocation de capital
présentées dans la littérature. Les travaux réalisés ont permis d’identifier une méthode paraissant
particulierement adaptée : il s’agit de la méthode d’Euler, associée a la mesure de risque TVaR. La
méthode d’Euler est en effet cohérente, et vérifie donc, en particulier, la propriété de RORAC
compatibilité. Allouer le capital & partir de cette méthode rend ainsi possible la construction
d’indicateurs de rentabilité analysables en termes de profitabilité, ce qui permet de piloter I'activité
d’assurance. Nous avons démontré les formules explicites de calcul des contributions au risque
associées a cette méthode, et également dérivé des formules d’allocation dans un cadre gaussien,
hypothése fréquemment spécifiée dans les documents du CEIOPS.

Par ailleurs, comme pour I'agrégation des risques, I'allocation de capital sous Solvabilité Il pose
certaines difficultés telles que I'allocation de capital sur des risques, mais aussi I'allocation de capital
sur des segments de risque (risques ou périmétres de passifs) pour lesquels nous ne disposons pas de
distributions de Fonds Propres économiques.

Enfin, pour des raisons de cohérences évidentes, il est nécessaire de conserver des capitaux alloués
stables au fil du temps.

Nous avons donc proposé dans ce mémoire des méthodologies adaptées répondant aux différentes
problématiques évoquées ci-dessus.

Ainsi, I'ensemble des méthodologies fournies dans ce mémoire, permettent, dans le cadre du
dispositif Solvabilité II, I'agrégation des risques et I'allocation de capital quelle que soit I'approche
retenue pour le calcul du capital économique : Formule Standard, Formule Standard Entity Specific
ou Modele Interne Partiel.

Ces méthodologies ont été testées numériqguement sur un cas pratique, en retenant la méthode
d’Euler-TVaR pour I'étape d’allocation de capital, ce qui a permis de construire des indicateurs de
rentabilité robustes.
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Nous avons évoqué l'importance de I'allocation de capital dans le cadre de I'ORSA, dispositif
permettant I’évaluation interne des risques et de la solvabilité. L'allocation de capital s’integre en
effet dans le processus ORSA a travers la détermination de limites de risque et de budgets de risque.
Dans ce contexte, nous avons présenté I'indicateur RORAC en tant qu’indicateur de rentabilité long
terme et prospectif, celui-ci intégrant les résultats futurs et les capitaux futurs alloués jusqu’a
extinction des passifs. Il serait souhaitable de généraliser la définition de cet indicateur afin de
calculer des indicateurs RORAC a court et moyen terme. Ceci permettrait d’intégrer a I'analyse un
suivi dans le temps des indicateurs et de s’assurer, a posteriori, de la propriété RORAC compatible
par exemple.

Par ailleurs, les compagnies devront tester et analyser plusieurs méthodes d’allocation de capital afin
de comprendre les différents risques auxquels elles sont exposées et la maniere dont ils contribuent
au risque global, ce qui leur permettra d’avoir une gestion efficace de leur capital.
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VI. Annexes

A.  Agrégation des risques

1 Annexe 1 - Distributions elliptiques

La famille des distributions elliptiques partage les propriétés essentielles des lois normales tout en
permettant de modéliser la dépendance des extrémes et d’autres formes de dépendances non
gaussiennes.

Définition A.1 - Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. S'il existe u € R™ et ¥ une matrice
définie positive de dimensionn x n tels que la fonction caractéristique ¢x_, de X —u est une
fonction de la forme quadratiquet'.X.t, i.e. @x_,(t) = ¢(t'.Z.t), alors on dit que X a une
distribution elliptique.

On note alors X~E, (1, Z, ¢).

La fonction ¢ est appelée générateur caractéristique de la distribution.

Propriétés :

- Les marginales X;,X5, ..., X,, d’un vecteur elliptique X = (X4, ..., X;,)’ sont elliptiques et de
méme générateur caractéristique.

- Toute combinaison affine ,Y = ay, + X7, a;. X; des marginales d’un vecteur elliptique est
elliptigue de méme générateur caractéristique.

- Notons X;,X,,... X, (resp. ¥) les marginales (resp. la variable Y) centrées réduites. Les
variables X, X,,...,X, et Y sont elliptiques et de méme générateur. Elles sont donc
identiqguement distribuées.

- En dimension 1, la famille des distributions elliptiques correspond exactement a celle des
distributions symétriques.

2. Annexe 2 - Démonstration de la formule d’agrégation
Nous démontrons dans cette annexe la formule d’agrégation énoncée dans la partie 111-C-2-b).

Proposition 3-1 - Supposons que le vecteur aléatoire (g;);cy Soit elliptique et que la distribution de
Fonds Propres économiques en t=1 soit affine en les ¢; i.e. de la forme FP(1) = ag + Xy @i
aveca; E R* Vi €N,

Nous avons, pour toute mesure de risque homogéne de degré 1 et invariante par translation p,
définissant le capital économique par: C = E[FP(1)] — p [FP(1)], la formule suivante
d’agrégation :

C= Z sg(ai,aj)pi'j(]i C]
(i.))eN?
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Preuve

Nous supposons que les variables FP(1) et & ont des moments d’ordre 2 finis. Calculons dans un
premier temps la variance de FP(1) :

2 — 2 2
Opp(1) = Z a;o; + 2 Z pi,ja;a;o; ;.
(i,j)enz (i,j))eN2i#j,i<j

Soit M une variable aléatoire d’espérance u,, et d'écart-type a),. Nous désignerons dans cette
annexe par M la variable M centrée réduite, c’est-a-dire :

- M-
M= Km
oM

La mesure de risque p, est invariante par translation et positivement homogéne donc :

Pa(M) = py + o p(M).

Par conséquent :

Pa[FP(1)] = prp(ry + po(FPQD)). \[Z alof +2 z pi ja;a;0; 0; . (6.1)

ieN (i,j))eN2i#j,i<j

Dans le cas d’'une queue de distribution extréme (a = 0,5%), la valeur de pa(FP(l)) de la
distribution standardisée est négative. Ainsi :

po[FP(1)] = UEp(1)

- Jza?@z{pa[ﬁ’ﬁ)]}zﬂ S pyaced FPDNe o5 (o PO

ieN (i,))eN2,i+j,i<j

Sous les hypothéses de la proposition, les lois standardisées des variables FP(1) et & sont
identiques, donc :

pa[FP)] = pa(&).
Détaillons le calcul des capitaux marginaux. Nous avons :
C; =E(ap+a;.&) — palag + a;. ).
Le facteur g; est centré et p, est invariante par translation, ce qui permet d’obtenir :

Ci = —pala;. ).
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Par conséquent, en utilisant la symétrie de ¢; et le fait que & a méme loi que FP(1), il vient :
- sia; £0:C = —palan &) = ai.pi_o(—&) = a;.pa (&) = a;.01.po (&) = a;01. po[FP(D)],
- sia; 2 0:C = —palai. &) = —a;. pa(&;) = —a;0. pa[FP(D)].

Autrement dit :
C; = —sg(ay).a;.0;. pa[FP(D)].

Ainsi, en regardant I'expression de p, [FP(1)] établie en (6.1), nous avons :

po[FP(1)] = HUrp(1) — \[Z Ciz +2 Z Sg(ail aj)Pi,jCi G.

ieN (i,j)eNzZi=ji<j

Ce qui conduit au capital global C ci-dessous :

C= Z sg(ai,aj)pi'j(]i C]
(i.))eN?

B.  Allocation de capital

1. Annexe 1 - Méthode de Shapley
Cette annexe vise a démontrer la proposition 4.1, énoncée dans la partie IV-B-3-b).

Proposition 4.1 - L’allocation par la méthode de Shapley vérifie la propriété « full allocation »
suivante :

> 0 ESX) = p(K).

iEN
avec .
- (n —s)!
porrmy = > ET N (i ptam)
SeD;

Preuve
Nous avons :

sh (s =D (n—s)!
Y o=y Y ——— (1) = p(Xsn2))
iEN iEN SeD;

— D! (n—s)! —D!(n—s)!
=S S TRy - S EERE T ) 62)
{EN SeD; {EN SeD;
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Posons :

—DI(n—s)!
Azzz(s )nfn s) p(Xs),

iEN SeD;
et
(s =D (n—-s)
B = z z o p(Xs\iiy)-
iEN SeD; )

(s—1)!(n—-s)!
n!

Pour une coalition S fixée, les termes p(Xs) dans I'expression de A apparaissent s fois.

Ainsi, il est possible de réécrire A comme suit, en rappelant que s correspond au cardinal de S :

— 1! (n—s)! I(n—s)!
A= sGs )n!(" N o) = y (”n! D o xs).

SCN/1<ssn SCN/1<ssn

SoitS" € Ntelques'<n—1,avecs’lecardinal de S'.

En notant “S’ le complémentaire de S’ dans I’ensemble N, nous pouvons écrire :

vje S S =" u{iHD\{}

Ily adonc | 5’| = (n — s") maniéres d’écrire S’ & partir d’un sous-ensemble de N auquel on te un
élément.

Effectuons le changement de variable s’ = s — 1 puis utilisons les remarques ci-dessus. B s'écrit
alors :

B = Z (n—s")s''n—s"—1)! p(Xer).

n!
S'€N/1ss'sn-1

Finalement :
(n—s")1s"
B= ) Tl

S'€N/1ss'sn-1

Ainsi, a partir des expressions de A et B substituées dans (6.2), il vient :

Z pSM(Xi/X)
iEN
B s'(n—s)! (n—s)s'!
- Z n! p(Xs) = Z n! p (XSV)
SEN/1ss<n ScN/1<s'<n—1
sl(n —s)! n! (n — n)! (n—s")1s"
= ) TR e ) - ) T p(X)
SCN/1<ssn-1 S'€N/1ss'sn-1

122



Nous obtenons finalement :

> oM XS = p(K).

iIEN
La propriété « full allocation» est donc vérifiée dans le cas d’une allocation par la méthode de

Shapley.

2. Annexe 2 - Méthode d’Euler

a) Théoréme d’Euler

Apres avoir donné quelques éléments sur les mesures de risque homogénes, nous énongons le
théoréme d’Euler.

Soit U un ouvert de R™ et u un élément de U.

Définition A.2 - Une fonction f: U —» R est homogéene de degré t si pour tout h > 0 tel que
hu € Uona: f(hu) = h*f(u).

Lemme A.1-Si f esthomogene de degré t alors fg—l(f) est homogene de degré t — 1.

Théoréme (d’Euler) A.1-Si f : U — R est une fonction continument différentiable, alors :
ar(uw)

laui'

f homogene dedegrét < 7f(u) =X, u

Nous définissons tout d’abord la sous-additivité d’une fonction, avant d’énoncer un corollaire utile
pour démontrer la propriété « No undercut », dans le cas d’une allocation de type « Euler-TVaR ».

Définition A.3-Soit f : U — R. On dit que f est sous-additive si elle vérifie :
fu+v) < fw)+fw), VuveUavecu+vel.

Corollaire A.1 - Soit f : U — R une fonction continument différentiable homogéne de degré 1,
alors:

af(u+v)<f(u), VuvelUavecu+vel.

f sous-additive & Y7, u; oy
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b) Mesure de risque écart-type - démonstration de la formule des
contributions au risque

Nous démontrons dans cette annexe la proposition 4.2 énoncée dans la partie 1V-B-4-b).

Proposition 4.2 - Dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’'une mesure de risque
écart-type, la contribution au risque associée au segment i est de la forme :

cov(X;, X)
gEuler(x./X) = g ————=
Ox

Preuve

Rappelons que la mesure de risque écart-type étant homogéne, nous avons :

0

O.Euler(Xi/X) — 5

Co (1),
U;

avec .
C(,(u) = 0 (Z uin').
ieN

Pour une variable aléatoire M, nous notons indifféremment V(M) ou ¢ sa variance.
Raisonnons pour i = 1. Nous avons :

=0 |u V(X)) +V Z wX; |+ 2uycov| Xy, Z wX; |.

JEN,j#1 JEN,j=1

En dérivant par rapport a u,, nous obtenons :

ac, 2u, V(X)) + ZCOU(XLZjeNj:tl quj)
W(U) =0
1

2\/u12V(X1) + V(ZjeN,j:tl quj) + 2u1C0V(X1:ZjeN,j¢1quj)
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Au point (1, ....,1), nous avons :

aCc V(Xl) + Cov(XlleeN,j:thj)

—1)=0
\/V(X1) + V(ZjeN,j:tl Xj) + ZCOV(XLZjeN,j:tl Xj)

Juy

— 9 CO"(XijeNXj) — 0 cov(Xy,X)

JVEjen X)) o

Ainsi :

cov(Xy, X
oEuler(x /X) =0 ﬁ.

Ox
Par symétrie, nous avons pour tout segment i :

cov(X;, X)
gEuler(x./X) = g ————=
Ox

c) Mesures de risque VaR et TVaR - démonstration des formules
d’allocation dans le cas gaussien

Cette annexe vise a déterminer des formules explicites dans le cas gaussien lorsque les mesures de
risque VaR ou TVaR sont considérées.

Cadre gaussien : hypothéses

(H3) Supposons que (Xj,...,X,) est un vecteur gaussien de loi N (u,X), ou I'écart-type de X; est
donné par :

Ci
o= —m—4m——
Y 99,500V (0,1)}

Notons p = (pii)ij la matrice des coefficients de corrélation linéaire entre les X;.

Introduisons aussi la notation : o = (o4, ..., 6,)".

Rappelons que :

Xzle

ieN

125



Ainsi, I'espérance et la variance de X sont données par :

Ux = Zﬂil

ieN
o2 =0a'.p.o.

Remarque : (X;,X) est un vecteur gaussien. En effet, pour i fixé, étant donnés a et B des réels,
a.X;+p.X= (a+ﬂ).Xi+ﬂ.Zj¢in suit une loi normale en tant que combinaison linéaire
d’éléments du vecteur gaussien (X4, ..., X,,).

Mesure de risque VaR

Proposition 3.3 - Sous I'hypothése (Hs), dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’une
mesure de risque VaR, la contribution au risque associée au segment i s’écrit :

cov(X;, X
VaREuleT(Xi/X) =u; + %(VaRa(X) — Ux).
X

Preuve

Rappelons que dans le cas d’une mesure de risque VaR, la contribution au risque obtenue par la
méthode d’Euler prend la forme suivante :

Etant dans le cas gaussien, I'espérance conditionnelle E(X;|X) coincide avec la projection de X; sur
I'espace vectoriel engendré par (1,X), notée X.

Ainsi :

R cov(X;, X)
EX|X)=X=p; + J—J(X — ly).
X

Nous disposons alors de la formule explicite suivante :

cov(X;, X
VaRFUer (Xi/X) = p; + % (VaRa(X) = ).
X
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Mesure de risque TVaR

Proposition 3.4 - Sous I'hypothése (Hs), dans le cas d’une allocation par la méthode d’Euler et d’une
mesure de risque TVaR, la contribution au risque associée au segment i a pour expression :

1
TVaREWeT (X,/X) = pu; + I

cov(X;, X). fx(VaR,(X)).

Preuve

Rappelons que dans le cas d’'une mesure de risque TVaR, la contribution au risque obtenue par la
méthode d’Euler s’écrit :

TVaREMer(X,/X) = E(X;|X > VaR,(X)).

Comme (X;, X) est un vecteur gaussien, nous avons :

cov(X;,X)
2

2
(X —ux), of — M) (6.3)

Xi|X ~ v (ﬂi + 2
Ox Ox

En effet, la densité conditionnelle s’écrit :

1 P
_ frxGex) (21)~det(K) 12 2y—m) KT y-m)
in|X=x(xi) - fx(x) = » _(x_M%()z ,
(O'X \/271) e 20x

ou:
o y=0(x,x),
o m= (u;pux),
e K estla matrice de variance-covariance du vecteur (X;, X).

Apres simplifications, nous obtenons (6.3).

Posons :

cov(X;, X)
My = y; "'—ZL(X—HX)
Ox

, 'espérance conditionnelle de X.

Montrons tout d’abord que :

1 +oo
B > Var ()] = 1 | ED = 5] f (O
VaR (X
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Nous avons :

E[Xilxsvar,0]
P(X > VaR, (X))

E[Xl-IX > VaRa(X)] =
On utilise le théoréme de transfert et le théoréme de Fubini :

1
E[XLIX > VaRa(X)] = mf f X ﬂx>VaRa(X)f(Xi,X) (xl',X)dxl'dx
R YR

1 +oo
= 1— f f X f(Xi/X=x)(xi)fX(X)dxidx
@ Jyarq(x) /R
+ 00

1
= K[ xfomen G drax
— A Jyar,(x) R

= fm fx(x).E[X;1X = x] dx

1—alyar,x)

= | Mep@ax

1l-a VaRg(X)
1 to cov(X;, X)
=1 (f {uﬁ—;(x—ux) -fx(x)dx)
— & \Jyar,(x) Ox
Ainsi :
cov(X;, X) 1 [cov(X; X) +oo
E[X;|1X > VaR,(X)] = p; — 21 ux + < 21 x x. fx(x) dx
Ox l-a Ox VaRg(X)
cov(X;, X) cov(X;, X)
=~ 75— % TVaR,(X). (6.4)
Ox Ox
Or:
1
TVaR(X) = ux + 7——0% * fx(VaRa(X)). (6.5)

(6.4) et (6.5) nous permettent donc d’obtenir, apres simplification des termes #W, la formule
X

explicite suivante :

cov(X;, X). fx(VaR,(X)).

1
TVaREWeT (X,/X) = pu; + I
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d) Cohérence de la méthode d’Euler

Propriété RORAC compatible

Nous montrons ici la proposition 4.6 énoncée dans la partie 1V-B-4-d).

Rappelons I’hypothése requise pour démontrer que la méthode d’Euler est RORAC compatible :

PM;
(H,) : Z 8. —— Z 8. —— Lt pour tout périmetre de passifs i.
t=0 PMlO

Proposition 4.6 - La méthode d’Euler est symétrique et « riskless allocation ». Cette méthode est
RORAC compatible sous I'hypothése (H,).

Preuve de la RORAC compatibilité

Rappelons la définition de la RORAC compatibilité et I'expression des RORAC.

Définition 4.2 - Les contributions au risque {p(X;|X)};cny sont RORAC compatibles s’il existe des réels
g; > 0 vérifiant I'implication, pour tout segment i :

RORAC(X;/X) > RORAC(X) = RORAC(X + hX;) > RORAC(X), pour tout h tel que: 0 < h < ;.
(6.6)

Avec:
RORAC(X;/X) = 0 PMi¢
VANy{p (Xi/X)} (X /X) Zt>0 Ot 7 PM;,
E(VIF* E(VIF*
RORAC(X) = WIF) - -

VANo{p(X)} po(X) Xis0 6¢ 5115 |

Introduisons les notations :

__ _ E(VIF?)
RORAC(X;/X) = ml
___ _EWIF)
RORAC(X) = —p(X) .

En rappelant que nous retenons les notations : p(X) = po(X) et p*(X;/X) = pl(X;/X).

Sous I'’hypothése (H,), montrer I'implication (6.6) revient a montrer que :
RORAC(X;/X) > RORAC(X) = RORAC(X + hX;) > RORAC(X).

Nous montrons ci-dessous la contraposée.
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Pour un segment i fixé, supposons que pour tout &; > 0, il existe h tel que :
RORAC(X + hX;) < RORAC(X).

Montrons alors que : RORAC(X;/X) < RORAC(X).
Nous avons :

E(VIF*) + hE(VIFi*)
p(X + hX;)

RORAC(X + hX;) =

Ainsi :

p(X){EWIF*) + hE(VIF])}
E(VIF*)

RORAC(X + hX;) < RORAC(X) & p(X + hX;) =

p(X +hX:) —pX) _ p(X).E(VIF)
= >
h =~ EWIF?)

(6.7)

La méthode d’Euler fournit la contribution associée au segment i suivante :

X+aX;))—pX
pEuler (X, /X) = Iirrgp( ;) pX)
a—

Comme l'inégalité (6.7) est vraie pour h aussi petit que souhaité, on a en particulier :

i p(X +aX;)—pX)  pX).E(VIF)
im >
a—0 a E(VIF*)

Etant donné que :
E(VIF;)

lim p(X + aXi) _ P(X)
a-0 a

RORAC(X;/X) =

ona:

E(VIF})
p(X).E(VIF})
E(VIF*)

RORAC(X;/X) <

Donc: RORAC(X;/X) < RORAC(X).

Ainsi, la méthode d’Euler est RORAC compatible sous I’hypothése H,.
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Propriété « No undercut »

Démontrons la proposition 4.7 énoncée dans la partie 1V-B-4-d).
Proposition 4.7 - La méthode d’Euler associée a une mesure de risque TVaR est cohérente.
Preuve de la propriété « No undercut »

L’application du corollaire A.1 en considérant les vecteurs :

e u=(0,..010..0) (1alai-eme position) et

e vayantcomme composantes v; = 1 —u;,
nous donne, dans le cas d’'une mesure de risque sous-additive et homogene de degré 1 (en
particulier pour la TVaR) : pf*em(X,/X) < p(X;), i=1,...n.

Si I'on considére maintenant, pour une coalition S fixée, la décomposition: Xy = X5 + Xy , ON
obtient : pF¥er (X,/X) < p(Xs).

Et comme les contributions d’Euler-TVaR sont « additives » (linéarité de I'espérance) dans le sens
ou:

pEuler(XS/X) — Z pEuler(Xi/X)]

iES

alors,

> pPUer(X/X) < p(X).

iES

La propriété « No undercut » est donc bien vérifiée.
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3. Annexe 3 - Calibrage et utilisation d’'une forme paramétrique

Cette annexe décrit la méthodologie de calibrage d’'une forme paramétrique ainsi que son cadre
d’utilisation.

a) Cadre et motivation

Disposant de réalisations de la variable Fonds Propres économiques en t=1, notée ici FP, il peut étre
utile de calibrer une forme paramétriqgue permettant d’exprimer les Fonds Propres globaux en
fonction des facteurs de risques.

Notons n le nombre de risques projetés sur la premiére période.

Nous considérons dans la suite la forme paramétrique suivante, généralement adéquate pour
répliquer la structure des Fonds Propres :

fe)= D Ay e 69

(i1,nin)€E

oul I'ensemble E représente un sous-ensemble® de {(iy, ..., i,)eN™/: iy + -+ i, < d}.
Notons FPP"a™ = f(g,,...,&,) lavariable « Fonds Propres estimés par la forme paramétrique ».

La forme paramétrique, une fois calibrée, peut étre exploitée pour :
- simuler une distribution de Fonds Propres. Connaissant la loi jointe des facteurs de risques
(loi du vecteur (eq,...,&,)) intervenant dans le polyndme, nous pouvons en effet
« construire » la distribution exhaustive des Fonds Propres.
- mettre en évidence les effets croisés et non-linéarités entre facteurs de risque et ainsi
proposer une méthode alternative d’agrégation ou d’allocation de capital.
- étudier la robustesse d’estimation du capital économique en « bootstrapant ».

Supposons que nous disposons de M réalisations de la variable Fonds Propres économiques relative
a un ensemble de risques stochastiques (les autres risques sont neutralisés). Considérons par
exemple les risques actions et taux afin d’expliquer la méthodologie. Les Fonds Propres en date 1
dépendent alors de deux aléas : I'aléa relatif au risque actions ., et I'aléa relatif au risque de taux

Eint-

b) Méthodologie

Etape 1 - Choix des termes intervenant dans la forme paramétrique

Pour sélectionner les termes intervenant dans la forme paramétrique, nous pouvons :
- Etudier les profils marginaux et les effets croisés entre facteurs de risque.
- Réaliser des tests de significativité des parametres.

. . . — S i i
> Le sous-ensemble E correspond & un choix de variables explicatives parmi les éléments &t gt

132



Supposons, a titre illustratif et pour plus de lisibilité, que cette étape nous conduise a retenir la forme
paramétrique suivante :

aram — 2 2 3
FpP - AO,O + Al,O- geq + AZ,O- geq + AO,l- Eint T AO,Z' Eint + AO,3' Eint + Al,l- geq- Eint

2
+ A1,2- geq' Eint

Etape 2 - Calibrage de la forme paramétrique
La résolution du programme d’optimisation ci-dessous permet d’estimer les paramétres de la forme
paramétrique :

Résolution du programme d’optimisation :
Argming ¥M_ (FP™ — FpmPeram)?,

Avec :
- A= (4;;) le vecteur des paramétres,
- FP™ la valeur des Fonds Propres globaux issus du modeéle de projection, associée au
scénario m,
- FP™P™ |3 valeur des Fonds Propres paramétriques globaux associée au scénario m,
fonction de A.

Notons A = (/Tl\,) la solution du programme d’optimisation ci-dessus.

Etape 3 - Validation de la forme paramétrique
L’exploitation de la forme paramétrique requiert une étape de validation.
Dans cet objectif, il s’agit de mener les analyses suivantes :

- Analyse graphique : le tracé des QQ-plots entre Fonds Propres globaux issus du modéle de
projection et Fonds Propres globaux paramétriques permet de visualiser la bonne ou
mauvaise adéquation.

- Analyse numérique : réaliser des tests de Kolmogorov afin de valider I'adéquation des lois
entre les Fonds Propres globaux et les Fonds Propres paramétriques globaux.

- Analyse des écarts entre capitaux : vérifier que les écarts entre les capitaux paramétriques
globaux et marginaux et les capitaux issus du modele de projection sont faibles.

Etape 4 - Création d’un échantillon de Fonds Propres a I'aide de la forme paramétrique
Aprés avoir calibré et validé la forme paramétrique, nous pouvons exprimer les Fonds Propres
paramétriques explicitement en fonction des variables ., et ;,, , comme spécifié ci-dessous:

aram — 4 1 I o2 i = o2 = o3 i
FpP - AO,O + Al,O- geq + AZ,O- geq + AO,l- Eint T AO,Z' Eint + AO,3' Eint + Al,l- geq- Eint

i 2
+ A1,2- €eq- €int-
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[l est alors possible de créer un échantillon de Fonds Propres économiques de taille S.
La valeur des Fonds Propres associée a la simulation s est obtenue, aprés simulation du couple

(&s.eq: € ine ), & partir de la relation :

sparam _ i ' i 2 i i 2 i 3 1
FP - AO,O + Al,O- gs,eq + AZ,O- gs,eq + AO,l- Es.int + AO,Z' Es.int + AO,3' Esint + Al,l- gs,eq- Es.int

i 2
+ A1,2- gs,eq' gs,int'
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