Université Claude Bernard - Lyon 1
INSTITUT DE SCIENCE FINANCIERE ET D'ASSURANCES

Mémoire présenté
devant I'Institut de Science Financiére et d’Assurances
pour l'obtention du dipléme d’Actuaire de I'Université de Lyon

le 25 Juin 2013

Par : Marion GREMILLET MG ST RESREL B w s reiussell i
Titre: Provisionnement non-vie : la méthode Reversible JumpP Markov Chain Monte
Carlo

Confidentialité : X NON OOQUI(Durée :O1an 0O2ans) i

Membres du jury de I'Institut des Actuaires Entreprise :
M. David DUBQIS L S
M. Pierre THEROND ACTUARIS International

Membres du jury 1.5.F.A.
Mme Flavia BARSOTTI
M. Alexis BIENVENUE

M. Areski COUSIN

Mme Diana DOROBANTU
Mme Anne EYRAUD-LOISEL
M. Nicolas LEBOISNE

M. Stephane LOISEL

Mille  Esterina MASIELLO
Mme Véronigue MAUME-DESCHAMPS
Frédéric PLANCHET

me Beéatrice REY-FOURNIER
Fierre RIBEREAU
Christian-Yann ROBERT
Didier RULLIERE

Pierre THEROND

z

===

Secrétariat
Mme  Marie-Claude MOUCHON

Bibliothéque :
Mmea  Patricia BARTOLO

Signature du responsable entreprise

Iﬂgnatu re du candidat
¢!

M. Pierre MIEHE

Invité :

Autorisation de mise en ligne sur
un site de diffusion de documents
actuariels {(aprés expiration de
I'éventuel délai de confidentialité)

.-"I I\/(-///{

50 Avenue Tony Garnier
BY366 Lyon Caedex 07

=Tl e el ¥ AT WPy



ACTUARIS

.................. INT E RNATIO NAL e
CONTENU

REOSUIME ..eueeeeereveeureererereuesesnusessasisssssessssssssssessassssssssssssessssssssssesssssssssssssssessssesssssessssesssssssnssens 3
/1Y« X3 o o [of SN 4
REMEICICIMEINILS ....cueevereeireeireeireeireeireserssisvassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssnsssssssnsssssssns 5
120 gle Yo 17 Lot 1 {0 1 IS 6
PARTIE I: PROVISIONNEMENT EN ASSURANCE NON VIE
CHAPITRE 1 : GENERALITES ....outuituitieiieireireirereereetetetsessesseseessssassassssssssssssssssassassassssssssssassassasssssassnnes 8
CHAPITRE 2 : FOCUS SUR LA METHODE CHAIN LADDER ....cttetttttireiretrereereereressessessessessssasassessassasans 15
CHAPITRE 3 : METHODES STOCHASTIQUES ....cceuttiieiieireirerrereereeresressesseseessessssassassessssssssssassassassassasans 19
PARTIE Il : LA METHODE RIMCMC
CHAPITRE 1 : PREREQUIS STATISTIQUES ....cuetuierereireirecrereereereressessessesssssssssssssessassssssssssassassassassasans 26
CHAPITRE 2 : L'ALGORITHIME RIMUCIMIC ...cuurieereenreenireanisesecsesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssnssssnses 30
PARTIE Il : EXTENSIONS DE LA METHODE
CHAPITRE 1 : MODELISATION DES EXCLUSIONS ET DES VALEURS NEGATIVES ...cccctuvereireirecrecrecennens 42
CHAPITRE 2 : EXTENSIONS DE LA QUEUE DE DISTRIBUTION....ccteetetteteereerereerecrecseceeseessssasassassassasans 45
CHAPITRE 3 : OUVERTURE VERS LA VOLATILITE A UN AN..uetreireireirecrereereereresrecsessssssssssssssssassassasans 49

PARTIE IV : APPLICATIONS DE LA METHODE ET DE SES EXTENSIONS

CHAPITRE 1 : COMPARAISONS DE LA METHODE RIMCMC CLASSIQUE AUX METHODES
TRADITIONNELLES .....oueeiiiiiiiieccceeitiettininssansssesessss s ssaasssesessss s sassssssesssss s ssssssasssesssssssssnnssanenssssnns 54

CHAPITRE 2 : COMPARAISONS DE LA METHODE RIMCMC AVEC LES EXTENSIONS SUR LA QUEUE DE
[ I 2 1= 10 1T N 57

CHAPITRE 3 : COMPARAISONS DE LA METHODE RIMCMC AVEC LE CALIBRAGE DE SOLVABILITE I11..65

(000 1 Lol (111 Lo S 71
1271 oo Tlo T 1 - 72
ANNEXES

2 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET



ACTUARIS

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ INTERNATIONAL s

RESUME

Mots clés : assurance IARD, réserves, provisions non-vie, IBNR, provisionnement stochastique, distribution des
provisions, Chain Ladder, Mack, Bootstrap, Metropolis-Hastings, Gibbs, modéles Bayesien, Poisson sur-dispersé,
chaine de Markov, Monte Carlo, RIMCMC, queue de distribution, Value-at-Risk, Tail Value-at-Risk,volatilité a un
an, Solvabilité Il.

Les organismes assureurs non vie sont de plus en plus amenés a utiliser des modéles de provisionnement
stochastiques. En effet, la mise en place progressive de I'Enterprise Risk Management en général, ainsi que le
cadre de la directive « Solvabilité Il » en particulier, incitent les assureurs a évaluer I'incertitude et le risque liés
aux estimations des réserves, ces derniéres représentant une part importante de leur bilan. L’objet de ce
mémoire est d’étudier et de mettre en application un modéle novateur d’évaluation stochastique des provisions,
basé sur I'analyse de triangles de liquidations de sinistres : le modéle Reversible Jump Markov Chain Monte
Carlo (RIMCMC), et de le comparer aux méthodologies stochastiques usuelles appliquées aux triangles.

Les deux principales ruptures par rapport aux modéles conventionnels sont : d’une part, qu’elle est basée sur
des triangles incrémentaux (par opposition aux cumulés), et surtout qu’elle opére un découpage automatisé
(« troncature verticale ») du triangle en deux parties, avec un modele adapté pour chacune d’elles. Ainsi, la
meéthodologie applique un modeéle fortement paramétré pour la partie gauche du triangle, comportant le plus
de données, et un modele paramétrique a seulement deux paramétres, pour la partie droite du triangle qui
comporte le moins de données.

Basée sur le papier de Verrall et Wiithrich (2012), la méthodologie présentée dans ce mémoire propose des
extensions a la méthode originelle, permettant de s’affranchir de ses principales limites, et notamment la
gestion des incréments nuls et négatifs. De plus, pour permettre d’utiliser RIMCMC pour le calibrage du risque
de réserve sous Solvabilité Il, un algorithme de calcul permettant d’évaluer I'incertitude a un an sera proposé et
testé.

Une comparaison de la méthode résultante, non seulement avec les méthodologies stochastiques usuelles,
Bootstrap, Mack, Merz et Wiithrich, mais aussi avec les calibrages proposés par la formule standard de
Solvabilité 1l, réalisée sur un panel « marché » de triangles, permet de conclure sur la robustesse de la méthode
dans les cas testés, et d’émettre un avis sur ses avantages et inconvénients principaux.
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ABSTRACT

Keywords: non-life insurance, reserves, non-life provisions, IBNR, stochastic reserving, provisions distribution,
Chain Ladder, Mack, Bootstrap, Metropolis-Hastings, Gibbs, Bayesian models, Poisson over-dispersed, Markov
chain, Monte Carlo, RIMCMC, tail distribution, Value-at-Risk, Tail Value-at-Risk, one year volatility, Solvency II.

Insurance companies are more and more often led to use stochastic reserving models for reserving. Indeed, the
growing implementation of Enterprise Risk Management, and Solvency Il directive framework in particular,
encourage insurers to evaluate uncertainty and risk linked to reserves estimates, which represents an important
weight in their balance sheet. The aim of this paper is to study and set up an innovative stochastic model for
provisions valuation, based on the claims run-off triangles analysis: the Reversible Jump Markov Chain Monte
Carlo (RIMCMC) model, and to compare it with traditional stochastic methodologies applied on triangles.

The two mains breaking points with respect to traditional models are: on the one hand, the method being based
on incremental triangles (in opposition of cumulative triangles), and, on the other hand, that it manages an
automatic split (“vertical truncation”) of the triangle into two parts, with one model adapted for each. Thus, the
methodology applies a highly parameterized model for the left part of the triangle, which contains more data,
and one parametric model with two parameters for the right part of the triangle.

Based on Verrall and Wiithrich (2012), the methodology presented in this paper proposes extensions to the
original method, which allows freeing itself from the main issues and in particular the management of negative
increments or increments equal to zero. Moreover, in order to allow the use of RIMCMC for the reserve risk
calculation under Solvency Il, an algorithm which allows evaluating the one-year uncertainty will be proposed
and tested.

A comparison of the resulting method not only with the traditional stochastic methodologies, Bootstrap, Mack
Merz and Wiithrich, but also with the calibrations proposed by the Solvency Il standard formula, performed on a
“market” triangles sample, allows us to conclude with the robustness of the method in the tested cases, as well
as its main advantages and disadvantages.
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INTRODUCTION

Les modeles de provisionnement stochastiques sont présents depuis plus de vingt ans dans le monde de
I'actuariat. Jusqu’a récemment, ils n‘ont cependant été utilisés que secondairement dans la pratique, ce qui
pourrait s’expliquer par diverses raisons, en particulier le manque de flexibilité ou de transparence de ces types
de modéles, le manque d’outils informatiques nécessaires a leur exécution ou encore la barriére que constituent
les complexités techniques et mathématiques de certains modéles. Mais c’est surtout le manque d’intérét pour
de tels modéles, provenant du fait que les méthodes traditionnelles, déterministes, suffisaient le plus souvent a
estimer le montant des provisions que les organismes assureurs devaient constituer en normes locales.

Cependant, avec I'avénement de I’Enterprise Risk Management en général, et de Solvabilité Il en particulier, les
compagnies d’assurance sont de plus en plus incitées a utiliser des modéles stochastiques d’évaluation des
risques. Ces modéles, et notamment dans le cadre du risque lié aux provisions, permettent en particulier de
réaliser une évaluation interne du capital requis, plus proche de la spécificité du risque de I'organisme assureur
que le calibrage « moyenne de marché » proposé par les autorités européennes.

Pour répondre a ce besoin croissant d’évaluation stochastique du risque de provisions, la société ACTUARIS
International réalise de maniere continue une veille sur les dernieres méthodologies publiées par les chercheurs
en actuariat, afin d’étre en mesure de les proposer dans les logiciels qu’elle développe.

C’est dans le cadre de cette veille que j'ai été amenée a réaliser des recherches sur I’'une des derniéres méthodes
publiées en provisionnement stochastique non vie : la méthode de Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo
(RIMCMC).

Le présent mémoire présente les conclusions de cette recherche, en rappelant tout d’abord, dans la partie |, les
bases du provisionnement non-vie, afin de définir le contexte d’application de la méthode. Les notions
mathématiques complémentaires, indispensables quant a la compréhension de la méthode, ainsi que la
méthode elle-méme seront détaillées pas a pas dans la partie Il. Dans la partie Ill, plusieurs extensions seront
présentées, ces dernieres permettant une application de la méthode a un plus large panel de triangles ainsi
qu’une évaluation de la volatilité a un horizon de un an, pour pouvoir appliquer RIMCMC dans le cadre des
hypothéses de la directive Solvabilité Il. Enfin, la partie IV est dédiée a des applications pratiques permettant
d’établir un comparatif des résultats obtenus par rapport aux méthodes traditionnellement employées, mais
aussi par rapport a la formule standard de Solvabilité Il.
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CHAPITRE 1 : GENERALITES

1.1 DEFINITIONS

a) Les provisions techniques

Afin d’étre en mesure d’honorer leurs engagements vis-a-vis des assurés, c’est-a-dire le reglement des déroulés
de sinistres relatifs aux contrats d’assurance et les frais afférents, les assureurs doivent constituer des
provisions comptables au passif du bilan : les provisions techniques.

Le mode calculatoire des provisions techniques différe en fonction du domaine d’activité : les méthodologies
sont en effet sensiblement différentes selon que les contrats sous-jacents sont dits d’assurance « Vie » ou

d’assurance « Non vie ».

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous concentrerons en particulier sur les provisions techniques « Non vie »,

qui peuvent étre regroupées dans trois principales catégories, comme mentionné en France par l'article R331-6
1

du Code des Assurances' :

= Les Provisions pour Primes Non Acquises (PPNA) : « provision [...] destinée a constater, pour
I’ensemble des contrats en cours, la part des primes émises et des primes restant a émettre se
rapportant a la période comprise entre la date de I'inventaire et la date de la prochaine échéance de
prime. » Cela signifie que si un contrat offre une couverture d’'un an mais est signé le 01/04/N, date a
lagquelle correspond un versement d’'une prime de montant A, la sinistralité de I'année N est couverte

par %A . Au 31/12/N I'assureur devra donc établir une PPNA de montant iA .

= Les Provisions pour Risques En Cours (PREC) : « provision [...] destinée a couvrir, pour I'ensemble des
contrats en cours, la charge des sinistres et des frais afférents aux contrats, [...] pour la part de ce colt
qui n’est pas couvert par les PPNA. » Cette provision est établie dans le but de compenser une
tarification insuffisante.

= Les Provisions pour Sinistres A Payer (PSAP) : « valeur estimative des dépenses en principal et en
frais, [...] nécessaires au réglement de tous les sinistres survenus et non payés. » Cette provision
concerne les sinistres qui sont survenus mais qui ne sont pas encore tous résolus et réglés a la date
d’inventaire.

La dénomination de « PSAP » est en fait utilisée le plus souvent abusivement comme étant liée au
provisionnement dit « dossier a dossier » réalisé par les départements indemnisation, soit selon des méthodes
forfaitaires, soit selon I'expérience de la société d’assurance. Dans le cas de cette dénomination, il convient
d’évaluer les provisions manquantes, dites Incurred But Not Reported (notées IBNR).

Les IBNR correspondent ainsi au différentiel entre les PSAP et la sinistralité finale (dite « ultime»), et

comportent eux-mémes deux sous-composantes :

! LEGIFRANCE (2012). Code des Assurances, Partie réglementaire
8 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET
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= Les Incurred But Not Enough Reserved (IBNER) : ces sinistres sont connus de |'assureur mais ont été

sujets a une inexactitude lors de I’établissement des provisions les concernant.

= Les Incurred But Not Yet Reported (IBNYR) : ces sinistres n‘ont pas été déclarés a I’assureur. Les
provisions dossier/dossier concernant ce type de sinistres sont donc inexistantes, et il convient de les
provisionner intégralement.

Le graphique suivant représente I’évolution des termes définis précédemment, pour une année de survenance,
au cours des années de développement :

Montant des

sinistres

ULTIME

PSAP

Reglements Périodes de

développement

0 1 T I

FIGURE 1 : Exemple d’évolution des différentes valeurs de référence au fil des périodes de
développement pour une date d’origine (ex. année de souscription)

Il convient naturellement de noter qu’a I'ultime, c’est-a-dire une fois que tous les reglements sont réalisés, les
courbes de réglements rejoignent celles des charges (les PSAP tombant a 0), et les IBNR sont a 0 également, car
il n’y a plus de reglement a venir.

Conformément a la directive Solvabilité | en vigueur depuis les années 70, les provisions correspondent aux
sinistres futurs non actualisés en norme comptable francaise.

L’approche Solvabilité Il présentée ci-aprés est quant a elle plus orientée « valeur économique » et integre
I’actualisation, ainsi qu’une notion complémentaire dite de « marge de risque ».

9 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET
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b) Les provisions techniques en norme « Solvabilité II » (aussi appelées « Best
Estimate »)

Dans le cadre du projet Solvabilité I, I'organisme en charge de proposer un « modele standard » d’évaluation
de la solvabilité des acteurs de I'assurance a la commission européenne, I'EIOPA (European Insurance and
Occupational Pensions Authority), a publié des spécifications assez différentes quant a I’évaluation des
provisions techniques comparativement a Solvabilité | (et a la norme frangaise).

En effet, I'estimation des réserves préconisée par I'EIOPA est basée sur le calcul d’'un montant de provisions
techniques actualisé (Best Estimate) par rapport a une courbe des taux, auquel s’ajoute une « marge de
risque », pour obtenir la provision totale Solvabilité 1.

Best Estimate

L’estimation Best Estimate des Provisions Techniques doit étre réalisée en brut de réassurance, ainsi qu’en net
de réassurance (c’est-a-dire en soustrayant la part des sinistres futurs que le réassureur s’est engagé a régler).

Pour I'estimation du Best Estimate de la part des provisions techniques cédée aux réassureurs, il convient de
considérer la probabilité de défaut de ces différents réassureurs, et d’en tenir compte dans le calcul de
I'espérance des montants réassurés (on parle de Best Estimate « cédé »).

Pour ce faire, 'EIOPA propose le calcul d’un Loss adjustment, dont la formule est basée sur une projection des
différentes probabilités de défaut sous-jacentes, fonction des notations des réassureurs, qui permet de définir
la probabilité de défaut et le taux de recouvrement de chacun. La méthode classique du calcul du Loss
Adjustment pour un réassureur A fait intervenir I'’écoulement des réserves et se calcule pour chaque année
d’origine i avec la formule suivante :

I-i

Coef_Adj;(A) = Z {éf}:}i—m X Reserves_Cédées(i) X Part;(A) X (1 — RR(A))
k=0

Jj=0

x Pd(A) x (1 — Pd(A))f‘l}

NB : le nombre de dates d’origine est ici supposé égal au nombre de périodes de développement, I.

Le premier terme fait intervenir I"’écoulement des réserves, calculées a partir du triangle complété des
réglements actualisé. Le second terme correspond au montant des réserves cédées pour 'année d’origine i. Le
terme suivant représente la part du réassureur A. Les trois derniers termes font intervenir le taux de
recouvrement (Recovery Rate) et la probabilité de défaut du réassureur (Pd).

Marge de risque

La marge de risque est calculée selon une notion de Cost of Capital : il s’agit en effet d’anticiper le colt de
I'immobilisation du capital nécessaire pour écouler le Best Estimate.

10 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET
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Si 'EIOPA n’impose pas de méthode particuliere de calcul, trois méthodes semblent aujourd’hui faire référence

sur le marché Européen :

=  L’approche proportionnelle : cette méthode consiste a projeter une partie du SCR alloué a la branche
d’assurance considérée, calculé en 0, a le faire décroitre au prorata de la décroissance des provisions
techniques au fur et a mesure du temps, puis a lui appliquer un pourcentage qui correspond au co(t

du capital et enfin a actualiser ces flux estimés ;
=  Laméthode des durations : cette méthode utilise un proxy calculé avec la duration modifiée, par

exemple la duration de Macaulay actualisée ;
= L’approche par branche : cette méthode utilise des taux directement fournis par I'EIOPA en fonction
de la branche considérée, qui sont alors appliqués au Best Estimate :

Line of
business

Risk margin
(Rate_RM}

Medical expenszes

Income protection
Workers' campensation
rotor, vehicule liability
Motor, other classes
Marine, aviation, transport
Fire and other damage
General liability

Credit and suretyship
Legal expenses

Asszistance

Miscellaneous non-life insurance

8,50%
12,00%
10,00%
5,00%
4,00%
7,50%.
5,50%
10,00%
9,50%
&,00%
7,50%
15,00%

Health business

Property business

Casualty business

Marine, aviation and transport business

17,00%
7,00%
17,00%
8,50%

FIGURE 2 : Tableau récapitulatif des pourcentages de marge de risque en fonction des branches

Réserve totale Solvabilité I

considérées

La réserve totale Solvabilité Il est alors la somme du Best Estimate net de réassurance et de la marge de risque.

11
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1.2 EVALUATION

L’estimation des Provisions Techniques (ou réserves a constituer) est basée sur I’'étude du déroulement de la
sinistralité passée de la branche étudiée : il s’agit d’'une approche basée sur |'historique.

a) Contexte

Les données passées sont traditionnellement réparties dans un triangle dit de liquidation. Pour cela, les
notations suivantes sont introduites :

= jladate d’origine. La date d’origine peut correspondre a la date de souscription, la date de
déclaration ou la date de survenance du sinistre. Dans la plupart des cas c’est la date de survenance
du sinistre qui est utilisée (c’est notamment le cas pour la norme comptable frangaise) ;

= jlapériode de développement. Les périodicités de développement et d’origine peuvent étre
annuelles, semestrielles, trimestrielles ou mensuelles. Dans la suite, la périodicité de développement
sera considérée annuelle.

* X, lamesure étudiée pour la date d’origine i et |a période de développement j. Elle peut étre de

différente nature, notamment : reglement, PSAP, charge, prime, nombre de sinistres, etc.

La représentation usuelle d’un triangle de liquidation non cumulé est la suivante :

Années de développement
0 1 j |
0 Xo0 Xoa Xo,j Xo1
1 X1
Années
de [ X
survenance
X10

FIGURE 3 : Représentation d’un triangle de liquidation non cumulé

X; j correspond au reglement effectué la j™¢ année de développement pour les sinistres survenus l'année i.

Il est aussi parfois utile de travailler avec les montants cumulés. Les notations suivantes sont alors introduites :

12 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET
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Cij= Z{(:()Xi'k ce qui équivaut a la relation suivante X; ; = C; j,1 — C;;

Le montant cumulé C; ; ; correspond alors a la somme des reglements effectués les j + 1 premieres années pour

les sinistres survenus I'année i.

L’objectif du provisionnement est d’estimer la sinistralité future a partir de la sinistralité passée, c’est-a-dire
estimer I'ensemble Df = {Xi_j|i +j> I} a partir de I'ensemble D; = {Xl-,j|i +j< I}.

De maniére plus schématique, cela revient a estimer le triangle inférieur a partir du triangle supérieur :

DONNEES DU PASSE

DONNEES A ESTIMER

FIGURE 4 : Schéma représentant I’estimation des données futures a partir des données du passé

Le montant de la provision pour sinistre a payer est d’abord calculé pour chaque année d’origine en sommant
la partie inférieure du triangle qui vient d’étre estimée :

I
Z Xij
j=I-i+1
La réserve totale est ensuite obtenue en sommant les réserves estimées pour chaque année d’origine :

I
R:ZRl

i=0

b) Méthodes déterministes

Une méthode déterministe ne tient pas compte du caractére aléatoire des variables a expliquer : son but sera
donc d’évaluer I'espérance (parfois référencée comme « moyenne » ou « best estimate ») des provisions. Les
principales méthodes utilisées en déterministe (notamment en France) sont les suivantes: Chain Ladder,
Bornhuetter Ferguson (1972), ou co(it moyen.

Les avantages de ces modeles déterministes sont leur facilité d’implémentation, et la possibilité de les affiner /
corriger aisément, au moyen de lissages / exclusions de points etc.

Si I'on ne s’intéresse qu’a I'espérance des provisions, leur utilisation est naturellement recommandée.

Ils présentent également I'atout de pouvoir s’appliquer a tous types de données d’entrée : reglements,
charges, primes, nombre de sinistres, etc., pour estimer les valeurs ultimes correspondantes. L’évaluation des
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Provisions pour Primes Non Acquises peut ainsi se faire par le biais de ces méthodes, appliquées au triangle de
primes.

Par contre, elles ne donnent pas d’idée de la distribution des réserves, c’est-a-dire de l'incertitude liée a
I’estimation des provisions.

c) Méthodes stochastiques

Dans un modele stochastique, les éléments composant le triangle de liquidation sont considérés comme des
réalisations de variables aléatoires réelles. L’estimation consiste alors a choisir les distributions supposées de
ces variables aléatoires, et de les calibrer tout en évaluant le risque d’erreur de modele.

L’estimation des parametres, notamment, se base sur I'information fournie par le triangle supérieur.

Une fois le modele calibré, il est alors possible d’évaluer des informations supplémentaires sur les réserves
telles que leur variabilité ou encore leurs Value-at-Risk (comme préconisé par Solvabilité Il), Tail Value-at-Risk
ou autres mesures de risque.

Les principales méthodes stochastiques utilisées a ce jour sont :

= Le modele de Thomas Mack (1993) pour I’évaluation de I’écart-type. Il convient ensuite de
sélectionner une distribution paramétrique a deux parametres, qui sera calibrée sur la base de
I’espérance, provenant d’une analyse déterministe Chain Ladder classique, et de I'écart-type en
question ;

= Le modéle non paramétrique du Bootstrap (cf. Merz et Wiithrich 2008) : sur base des résidus de Mack,

ou selon I’hypothese de Poisson sur-dispersée.

L'objet de ce mémoire est d’étudier une toute nouvelle méthode stochastique, assez novatrice : la méthode
Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo (RIMCMC), présentant la particularité par rapport aux méthodes
ci-dessus de pouvoir s’appliquer a des données incrémentales, et de proposer un modele différent pour les
parties droites et gauches du triangle, complétant ainsi les méthodes « classiques » détaillées dans les

paragraphes ci-apres.
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CHAPITRE 2 : FOCUS SUR LA METHODE CHAIN LADDER

2.1 DEROULEMENT DE LA METHODE

La méthode Chain Ladder est une des méthodes les plus utilisées en provisionnement non-vie, et ce
notamment du fait de sa simplicité, et de la facilité d'interprétation de ses résultats.

Cette méthode, de type déterministe, est un modele de développement par cadences qui se base sur le
triangle de liquidation cumulé.

Soit C; ; le montant cumulé correspondant a I'année de survenance i et I'année de développement j.

Les ratios qui lient deux périodes de développement consécutives sont notés :

F =l Vi€ {0,..,1} etVj€{0,..,1 —1}
= C., ) s j s

La principale hypothese de la méthode est I'indépendance des facteurs de développement par rapport a
I’année d’origine des sinistres i. Il est alors possible de définir les coefficients de passage suivants :

Ci,j+1 =f] X Ci,j Vi € {0, ,I} etVJ S {0,,1 - 1}

La méthode Chain Ladder propose une estimation de ces coefficients de développement par différentes
méthodes de calcul : moyenne simple, pondérée, maximum, minimum, etc., la méthode la plus courante étant
celle de la moyenne pondérée. On obtient alors les estimateurs des coefficients de développement par la
formule suivante :

I-j-1
j =iz Gy xFi
j —j-1
Yoo Gij

Il est ensuite possible d’estimer les valeurs du triangle inférieur grace aux estimateurs :
A j-1 2 .. C
Cij=Cioillis_i f Vijtelsquei+j>1

Une fois le triangle inférieur complété, les réserves par année d’origine et la réserve totale peuvent alors étre
estimées par simple différence des éléments.
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2.2 INTERETS ET LIMITES DE LA METHODE

a) Intéréts

Le principal avantage de la méthode Chain Ladder est qu’elle n’est pas restrictive au niveau des données
d’entrée : les valeurs incrémentales négatives, notamment, sont acceptées donc elle est applicable aux
triangles de charges par exemple — en effet les provisions comportant souvent une marge de prudence, il est
fréquent pour un assureur de constater des bonis de liquidation, pouvant impliquer ces fameuses valeurs
incrémentales négatives.

Lorsque I’historique disponible sur le triangle ne permet pas d’évaluer I'ensemble des cadences, autrement dit
lorsque le déroulé des sinistres est supérieur a I'historique disponible dans le triangle, il est également possible
de compléter la méthode avec des « queues de développement», ie la projection des facteurs de
développement au-dela de la taille du triangle.

Augmenter cette période ultime consiste ainsi a estimer les données au-dela du triangle inférieur
habituellement considéré :

Années de développement Année ultime = 1+3
0 1 j | I+1 1+2 1+3
0
1
Années
de
survenance i

FIGURE 5 : Exemple de prise en compte d’une queue de développement

Afin d’estimer les valeurs complémentaires du triangle inférieur, il faut définir autant de nouveaux facteurs de
développement que nécessaire. N’ayant pas de données réelles pour les calculer dans la queue de
développement, I'une des possibilités traditionnellement utilisée par les actuaires consiste a régresser une
courbe de référence dépendant de la période j sur les facteurs connus, puis d’en déduire les facteurs de
développement futurs.

Il s’agit ainsi de sélectionner la courbe ou fonction qui s’ajustera au mieux aux coefficients de développement
estimés du triangle supérieur, puis d’estimer les parametres de ladite fonction, par exemple par la méthode
des moindres carrés. Les fonctions les plus couramment utilisées sont: la fonction puissance inverse, la
fonction exponentielle, la fonction puissance et la fonction de Weibull. Une fois que les paramétres de la
fonction choisie ont été estimés, il est alors possible de calculer les facteurs de développement manquants et
de projeter le triangle inférieur au-dela de I’historique disponible.
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L’autre avantage de Chain Ladder est qu’elle permet d’appliquer les méthodes de Mack (1993) et de Merz et
Woithrich (2008) afin d’estimer les erreurs standards des réserves correspondantes. Si la méthode de Mack est
utilisée depuis de nombreuses années pour estimer la volatilité totale dite « a I'ultime », celle de Merz et
Withrich (2008), plus récente, vise a estimer les erreurs standards des réserves a horizon d’une année,
conformément aux préconisations du projet Solvabilité 1l. Ces méthodes se basent sur les résultats de Chain
Ladder, sans supposer que les réserves suivent une loi de distribution en particulier : il conviendra ensuite a
I'expert de sélectionner la fonction de distribution qui lui semble s’ajuster le mieux.

b) Limites

La simplicité de mise en place de la méthode Chain Ladder est certes un atout majeur mais il ne faut pas oublier
I'hypothese fondamentale sur laquelle elle repose : I'existence de coefficients de passage entre les C;; et
C;j+1- Cela suppose qu’elle ne prévoit pas d’ « effet diagonale » des valeurs : la progression des reglements
cumulés est supposée identique, quelle que soit I'année d’origine. Cette hypothése est facilement vérifiable
graphiquement : pour chaque période de développementj, il faut s’assurer que les points (Ci‘j,Ci‘jH) sont

sensiblement alignés.

2.4
2.3 4 —— Ratics
29 y= 00420+ 2,18 [ =045
2.1 4
s
T 21

1.9
1.6 4
1.7
1.6
U U U U U U U U T T U U T
O1F1995 011999 0172000 01,2001 Q172002 01,2003 0172004 01,2005 0172006 012007 0172008 0172009 0172010
i

FIGURE 6 : Vérification des hypothéses sur un triangle de la BNB pour le passage de la période de
développement 1 a la période de développement 2

1.544 —&— Ratios
1.52 1 ¥ = 0.00308 + 1 44 | =026
1.5
= 48]
L
1.46 ]
1.44 4

1.42

u u u T u u u u u u u
OILAS99T 01993 011925 011997 0171999 012001 012003 0172005  01/2007 012008 0172011
i

FIGURE 7 : Vérification des hypothéses sur le triangle de Merz & Wiithrich (2012) pour le passage de la
période de développement 1 a la période de développement 2

Bien que le R? ne soit pas trés proche de 1 nous pouvons observer que les points sont globalement alignés,
notamment pour le triangle de la BNB. Certains triangles, en revanche, ne permettent pas de dégager de droite
générale et ainsi I'application de la méthode de Chain Ladder sans ajustement pourrait étre remise en cause

dans ces cas précis.
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L’autre limite de Chain Ladder concerne I'estimation des coefficients de passage et en particulier le dernier

paramétre f; qui n’est estimé qu’a I'aide de deux données : Co -1 €t Cy; . Et ce, d’autant plus que, le modéle
étant multiplicatif, cette erreur d’estimation peut présenter une distorsion importante du résultat final.
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CHAPITRE 3 : METHODES STOCHASTIQUES

Dans ce chapitre, nous analyserons deux méthodes de modélisation stochastique, toutes deux basées sur Chain
Ladder et qui sont fréquemment utilisées dans le cadre du provisionnement non vie. La premiéere est une
méthode paramétrique qui se base sur une loi dont I'évaluation des parameétres est analytique : Thomas Mack,
tandis que la seconde est une méthode non paramétrique : le Bootstrap.

3.1 METHODE PARAMETRIQUE

a) Choix de la loi

Deux fonctions sont majoritairement utilisées pour modéliser les provisions techniques non vie : la loi normale
et la loi log normale. La « formule standard » proposée par I'EIOPA pour le projet Solvabilité Il étant basée sur
la loi log-normale, c’est cette derniere qui tend a devenir un standard de marché.

Ci-dessous, nous rappelons les particularités de chacune de ces lois.

= Loinormale:

Supposons que la variable X suit une loi normale de moyenne u et d’écart type o.

(x—p)?
. o 1 -
La fonction de densité de X est alors : f(x) = Wik 22
o

Le graphique suivant représente la distribution d’une loi normale de moyenne p = 200 000 et d’écart type
o =80000:

70 x10E-6
6,0 x10E-6
S0 x10E-6
40%10E6
20 x10E-6
2,0x10E-6
10 x10E-6

001080
1200 000 1250 000 1300 000 1350 000 1400 000 1 450 000 1500 000 1350000 1 600 000 1 650 000 1 700 000

FIGURE 8 : graphique représentant la fonction de répartition de la loi normale

= Loilog-normale :
Supposons maintenant que la variable Y suive une loi log-normale de moyenne m et d’écart typev. Cela

2
signifie que la variable aléatoire In(Y) suit la loi normale suivante In(Y)~N (4, 02) avecv? = |In (% + 1) et

m = In(u) — 1/2_2
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Le graphique suivant représente la fonction de distribution de la loi log-normale de moyenne m = 200 000 et
d’écart type v = 80 000 :

a0 =10E5
5.0 X108
4,0 x10E-&
3.0 x10E6
2.0 x10E6
1.0x10E85 4
0,0 =10 " T T T T T T T i y T T T T 1
4] 50000 TG00 150 000 200000 250000 300 000 350000 400000 450 000 500000 550000 S00 000 &S0 000 FOO 000 FEO 000 SO0 000

FIGURE 9 : graphique représentant la fonction de répartition de la loi log-normale

Le tableau suivant regroupe les estimations de la Value-at-Risk et de la Tail Value-at-Risk a 99.5 % pour chaque

fonction :
Loi normale Loi log normale
VaR 99.5 % 406 066 500 924
TVaR 99.5 % 431 356 569 650

TABLE 1 : Tableau récapitulant les VaR et Tail VaR obtenues pour chaque fonction avec les mémes
paramétres

L’écart entre les valeurs obtenues avec ces deux fonctions est important : la loi log normale conduit a une VaR
19 % plus grande que celle obtenue avec la loi normale ; la Tail VaR obtenue avec la loi log normale est quant a
elle 24 % plus élevée que celle de la loi normale.

Le choix de la distribution a donc une importance fondamentale dans I’évaluation de l'incertitude liée au
risque, et le risque d’erreur lié au choix de cette distribution n’est souvent pas considéré, ce qui constitue le
principal inconvénient des méthodes paramétriques.

b) Estimation des parametres de la loi

Une fois le choix de la fonction effectué, il est nécessaire d’estimer les parameétres de la loi : sa moyenne ainsi
gue sa volatilité.

=  Moyenne:

Afin de rester dans la continuité de cette partie, il est classique de retenir I'estimation des réserves par la
méthode de Chain Ladder comme moyenne de la distribution.

= Ecart type : méthode de Thomas Mack

Cette méthode permet d’évaluer la volatilité de I’estimation des réserves par la méthode de Chain Ladder.

Ce modele (Mack 1993) repose sur plusieurs hypotheéses :

20 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET



ACTUARIS

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ INTERNATIONAL wwssssssssns

o Hypothése 1:V iy # i, Vj=0,..,1I lesvariables C;, ; et C;, ; sont indépendantes. Cette
hypothese illustre I'indépendance des années d’origine.

o Hypothese2:Vj =0,..,] —1 3f; telque Vi=0,...,I E(Cijia|Cips -, Cij) = £iCij.
Cette hypothese implique I'existence de coefficients de passage entre chaque année de
développement.

o Hypothése3:¥j=0,..,1—1 30; telque Vi =0,...] Var(Cij,1|Cip, ... Cij) =
Ci_]-a]?. Cette derniere hypothese fait référence a la volatilité interne du triangle, désignée par
ag; pour 'année de développement j.

Il est ensuite possible de définir un estimateur sans biais de 0]-2 grace a la formule suivante :Vj =0, ..., — 2

2
A2 1 I-j-1 Cij+1 2
g = z:izo Ci.j( y f}

I-j-1 Cij

o . i el 8.5 _ 0l . .
Puis 87, peut étre estimé par |'égalité suivante :f = &’—Ztant que 6;_3 > 6y,
1-2 I-1

Oj—2
~2

Cette égalité méne 3 la formule suivante : 67, = min( ,min(67 5, 6,2_2)>

0j-3

Sous ces trois hypotheses, nous pouvons alors appliquer le théoreme de T. Mack qui permet d’estimer les
volatilités des réserves (notée « mse » pour Mean Square Error) pour chaque année d’origine :

I-1 ~2 1 1
mse(R;) = C? Z Lt =——
(R) = ¢ & fP\Cy o T2 G
j=1=ilJ J k=0 "k.j
Ou CA‘i,,_i correspond a la derniéere diagonale du triangle supérieur donc CA‘i‘,_i = C;;_; etles CA‘U correspondent

aux valeurs estimées du triangle inférieur.

En s’appuyant a nouveau sur les trois hypotheses, il est aussi possible d’estimer |'erreur standard de la
provision totale grace a la seconde formule de T. Mack :

I

1
mse(R) = Z mde(R;) +C;; Z Cij
i=1

j=it1

Apreés le choix de la fonction de distribution, le calcul de la moyenne et I’estimation de la volatilité des réserves,
il est possible de calculer les Value-at-Risk et Tail Value-at-Risk pour différents niveaux de risque.

Le principal inconvénient de la méthode de T. Mack est qu’elle n’est pas facilement interprétable. De plus, dans
le cas de données irrégulieres, cette méthode s’avére assez peu robuste et peut mener a des résultats
aberrants.

3.2 METHODE NON PARAMETRIQUE : LE BOOTSTRAP

La méthode du Bootstrap (cf. Merz et Withrich 2008) est plus facilement interprétable et plus robuste, et
surtout ne nécessite pas d’hypothese a réaliser sur la distribution sous-jacente.
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Comme son nom l'indique (idée de « s’auto hisser en utilisant ses lacets »), cette méthode permet, a partir
d’un échantillon initial, de simuler N nouveaux échantillons de méme taille que I’échantillon de départ. C'est
pourquoi, le Bootstrap est aussi vu comme une méthode de « ré-échantillonnage ».

Dans le cas du provisionnement, I’échantillon initial est le triangle supérieur des reglements et le but est
d’estimer un intervalle de confiance de I'estimation de la Provision Technique totale.

L'hypothese fondamentale du Bootstrap est que les éléments de I’échantillon sont indépendants et
identiquement distribués (iid). Or cette hypothése n’est pas vérifiée par les reglements incrémentaux qui ne
sont pas mutuellement indépendants. Pour cela, I"échantillonnage ne va pas se faire sur les incréments mais
sur les résidus de Pearson calculés a partir de ces données.

Les notations utilisées dans la suite sont présentées ci-dessous :

= Reéglementincrémental prédit pour I'année d’origine i et I'année de développement j :)A(,-J-

= Reéglement cumulé prédit pour I'année d’origine i et I'année de développementj : f,-‘]-

* Résidus de Pearson calculé pour I'année d’origine i et 'année de développement j : r;;

= Nouveau résidus de Pearson calculé aprés ré-échantillonnage pour I'année d’origine i et I'année de

développement j : 17;

a) Prédiction du triangle supérieur

Dans un premier temps, il est nécessaire d’estimer le triangle supérieur obtenu avec la sélection faite des
coefficients de passage. Pour cela, nous repartons de la derniére diagonale cumulée du triangle initial puis nous
appliquons les coefficients de passage afin d’estimer la partie supérieure gauche du triangle.

Pour la derniére diagonale, nous appliquons la formule suivante :
Vi= 0, ,I Ci,I—i = Ci,l—i

Pour les autres termes du triangle supérieur gauche, nous utilisons les coefficients de passage utilisés a
I'inverse par rapport au développement du triangle inférieur dans Chain Ladder :

Cijsr

fi

A partir du triangle des réglements cumulés prédits, il est possible de prédire le triangle des reglements

Vi+j<I C; =

incrémentaux. La premiéere colonne des montants incrémentaux est égale a la premiere colonne des montants

cumulés :Vi=0,..,I X;o=Cyp
Puis les montants incrémentaux restants du triangle supérieur sont calculés par la formule suivante :

VO<i+j<I Xi,jz éi,j_ci,i—l
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b) Calcul des résidus de Pearson

Les résidus de Pearson « bruts», sans ajustement, correspondent a la différence entre les montants
incrémentaux du triangle supérieur d’origine et les montants incrémentaux du triangle supérieur prédit divisée
par la racine carrée du montant incrémental prédit correspondant :

L Xij —
Vitj<I nj=——>
Xij
Les résidus des deux extrémités de la diagonale (7, ; et77 ) sont nuls par construction et non i.i.d : Actuaris
International a ainsi choisi de les exclure par défaut du ré-échantillonnage, a I'inverse des publications anglo-
saxonnes qui les retiennent systématiquement.

Il est aussi possible d’ajuster les résidus de Pearson en corrigeant chaque terme par le nombre de degrés de
liberté. Pour ce faire, chaque résidu est multiplié par le facteur suivant :

DoF = |——
o B—p

1(1+1)

Ou B correspond au nombre de résidus non exclus, dans le cas présent : B = -2

Et p correspond au nombre de paramétres, dans le cas présent : p = 2] — 1

c) Mécanisme du Bootstrap

A chaque itération du Bootstrap, le triangle de résidus de Pearson est ré-échantillonné : pour chaque cellule un
tirage aléatoire avec remise est effectué parmi les valeurs des résidus non exclus. De ce fait, une méme valeur
peut se retrouver plusieurs fois dans le triangle.

De nouveaux triangles supérieurs de montants incrémentaux sont alors calculés a chaque itération. Chaque
terme est estimé par la formule suivante :

-~ -~

Vl+]SI XZIZT':]X Xl‘]+Xl‘]

Pour chaque itération, a partir du triangle incrémental supérieur, il est possible de calculer le triangle cumulé
supérieur correspondant et de le développer en utilisant la méthode classique de Chain Ladder. Ceci permet
alors d’obtenir un vecteur de réserves par année de survenance ainsi que la réserve totale pour chaque
itération.

Les échantillons ainsi obtenus permettent de construire une courbe de distribution des réserves :

mm _ Deiemnmc ]
0

84?3214 8509701 8546]88 8582 676 86191& 8655651 8692138 8?28 &25 8765113 8801 &0 8838087 8874575 8911062 8947549 8984037 9020524 90570]1
Lttimate

(&) [} s

Probakility (%)

FIGURE 10 : Exemple de fonction de répartition des réserves obtenues avec le Bootstrap
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En utilisant cette distribution probabiliste, il est non seulement possible de calculer la moyenne des réserves
mais aussi différentes mesures de risque telles que I'écart type, les VaR et TVaR pour les niveaux de risque
souhaités.

Les deux méthodes précédemment détaillées présentent des inconvénients communs puisqu’ils reposent tous
deux non seulement sur les hypotheses sous-jacentes de Chain Ladder mais aussi sur les montants cumulés. Le
fait de devoir s’appliquer sur les montants cumulés présente notamment I'inconvénient suivant : pour les
triangles comportant des incréments inconnus pour les années de survenance les plus anciennes Al, ..., Ax, il
n’est pas possible de calculer les valeurs cumulées dans la partie droite du triangle pour les lignes 1 a x, or ces
derniéres sont capitales pour I’évaluation des facteurs de développement a droite du triangle.

A l'inverse, les méthodes basées sur des incréments peuvent s’appliquer sur la partie droite du triangle, les
données correspondantes étant disponibles car correspondant a des exercices comptables récents.

La méthode RIMCMC présentée dans les parties suivantes s’affranchit des hypothéses de Chain Ladder et est
basée sur les montants incrémentaux, ce qui en fait une méthode stochastique novatrice.
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CHAPITRE 1 : PREREQUIS STATISTIQUES

1.1 NOTIONS BAYESIENNES

a) Définitions

Dans cette partie, les principales notions d’une approche Bayesienne (Bayes et Price (1763)) seront rappelées
ainsi que quelques définitions fondamentales.

Soit x un évenement. La connaissance initiale dont on dispose est p(x), elle est appelée distribution a priori.
On note y une observation de cet événement. On note alors f(y|x) la vraisemblance de y sachant x.

Enfin, on définit la probabilité a posteriori de x par p(x|y). Cette densité représente I'information obtenue de
I'observation y pour le parameétre réellement observé x.

b) Théoréeme de Bayes

Afin d’estimer la distribution a posteriori de la variable x connaissant I'observation y, le théoréme de Bayes
fournit la formule suivante :

p(xly) = L&PPC)
fo

f(y) représente la fonction de densité de I'observation y. La valeur de cette fonction étant indépendante de x,
I’expression simplifiée suivante est souvent utilisée :

p(xly) < f(ylx)p(x)

Ou le signe « signifie que la distribution a posteriori de x est proportionnelle au produit de la vraisemblance de
y sachant x et de la distribution a priori de x.

1.2 ALGORITHME DE METROPOLIS HASTINGS

a) Contexte

L’algorithme de Metropolis Hastings (1970) est une Chaine de Markov dite de Monte Carlo, dont 'objet est
d’obtenir une réalisation d’échantillons aléatoires a partir d’une distribution dont I’échantillonnage direct est
difficile.

Soit f la densité de la loi cible.

On définit une loi de proposition, aussi appelée loi instrumentale, g(y|x) qui permettra de proposer une
nouvelle valeur a partir de la valeur de la chaine de Markov a I'état précédent. Cette loi définit un tirage
aléatoire sur 'univers des valeurs (2.

La nouvelle valeur proposée est alors « acceptée » ou « rejetée » a I'aide de I’élaboration d’une probabilité

d’acceptation.
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Une des caractéristiques principales de I'algorithme de Metropolis Hastings est qu’il ne nécessite pas la

connaissance exacte de la loi cible f mais sa connaissance a une constante multiplicative pres.

b) Algorithme de Metropolis Hastings a une dimension

Dans cette partie, le déroulement de I'algorithme de Metropolis Hastings est décrit pas a pas.
Chaque simulation de I'algorithme sera représentée par I'exposant (©)
(1) Initialisation de I’algorithme avec une valeur x(®)

(2) Proposition d’une nouvelle valeur y & partir de I'ancienne valeur x(® en utilisant la densité de proposition
a(v[x®)

(3) Calcul de la probabilité d’acceptation a partir de la formule suivante :

(. f q(x“>|y)}
(t) — = P
a(x®.y) ’"m{l'f(x“))q(mx(ﬂ)

(4) Deux cas sont alors possible

On accepte la nouvelle simulation : On rejette la nouvelle simulation :

Etablir x(¢t*D:=y Etablir x+D:=x®

L’algorithme est réitéré a partir de I’étape (2).

c) Remarques

Dans le cas particulier d’une fonction de proposition symétrique :

q(xly) = qyIx)

La probabilité d’acceptation peut alors s’écrire de la maniere suivante :

f» }
fx®)

Par exemple si la loi de proposition est une loi normale centrée en x®) Ty~ N(x(t), 02) alors I'expression de

a(x(t),y) = min {1,

sa fonction de densité est :

® 1 =9
x)) = e 202
aOl®) ==
On aaussi:
2
1 (x(t)_y)
®) = T 202
X e
aOb) ==

or (x® = y)” = (y = x©)” donc g (y[x®) = q(x]y)

Le second ratio calculé dans la probabilité d’acceptation peut alors étre supprimé.

La deuxiéme remarque concerne le choix de la variance de la loi de proposition. En effet, son choix est tres
important. Deux caractéristiques fondamentales en découlent :
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= Sil’on choisit une variance faible : les valeurs simulées seront proches des valeurs de départ, la
probabilité d’acceptation sera par conséquent, proche de 1. La distribution stationnaire sera plus
rapidement atteinte.

= Sil’on choisit une variance grande : I'espace des valeurs sera plus largement parcouru. Il faut que la
chaine représente un bon mélange des valeurs de I’échantillonnage : c’est ce qui est appelé un « good
mixing ». Un bon mélange impliquera un temps de convergence vers la distribution stationnaire plus
long.

Il est difficile de maximiser ces deux objectifs a la fois. Il faut prendre un bon compromis pour la variance pour
que les valeurs proposées soient proches des valeurs précédentes et pas trop grande pour que la probabilité
d’acceptation soit proche de 1.

Par ailleurs, il est en général pertinent d’ignorer les premiers échantillons générés par I'algorithme, qui
correspondent a une période appelée Burn-in, afin d’effectuer les calculs de mesure de risque sur les
échantillons suivant cette période.

Comme vu précédemment, le choix de la loi de proposition g a donc un impact sur la rapidité de convergence,
et donc sur le Burn-in.

1.3 RE-ECHANTILLONNAGE DE GIBBS

a) Contexte

Le ré-échantillonnage de Gibbs (Casella et George 1992) est une méthode Markov Chain Monte Carlo qui
consiste a obtenir des échantillons aléatoires a partir d’'une distribution aléatoire multivariée.

Il est tres utile lorsque le ré-échantillonnage direct n’est pas possible. Il permet d’obtenir une approximation de
la distribution jointe de I'ensemble des variables.

Il se base sur le rafraichissement de certains parametres conditionnellement a I'ensemble du reste des
parameétres.

Le rafraichissement des parametres s’effectue au fur et a mesure, en tenant compte des nouvelles valeurs des
premiers parameétres qui ont été rafraichis.

b) Algorithme de Gibbs

Soit X = {x4,x,, ..., x;} le vecteur initial dont on souhaite obtenir plusieurs échantillons afin d’en estimer la
distribution.

On introduit les notations suivantes pour définir les valeurs du t®™€ échantillon du vecteur X :
XO ={x,0, 2,0, x,©®)

On définit I’ensemble suivant : X_, = {Xq, X3, ..., Xg_1, X41, -, X1} QUi correspond a I'ensemble des éléments
du vecteur excepté la valeur x; .

Le rafraichissement de la valeur x;, dépendra ainsi du vecteur X_; .
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v représente la simulation t de

Le déroulement du ré-échantillonnage de Gibbs est le suivant (I’exposant
I'algorithme) :
(1) Le vecteur X est initialisé :
XO = {x, @, x,© _ x ©)
(2) La valeur de chaque élément du vecteur X est rafraichie grace a la probabilité conditionnelle suivante :
xk(t+1) ~ p(xk(t+1)|x1(t+1)'xz(t+1)' 'xk—l(t+1)'xk+1(t)' ---»xl(t))

A la fin de cette étape, un nouveau vecteur X ¢+ = {x, 4D 5, ¢+1) 1y +D} est ainsi obtenu.

(3) L'étape (2) est réitérée afin d’obtenir autant d’échantillons souhaités du vecteur X : les X® avec
t=0,..,N ou N estlenombre d’itérations.

Cet algorithme permet de rafraichir les valeurs du vecteur une par une en utilisant les nouvelles valeurs des
éléments précédents qui viennent d’étre ré-échantillonnés.

c) Remarques

Les échantillons ainsi obtenus permettent d’approximer la densité jointe de toutes les variables.

Il est aussi possible d’approximer la distribution marginale d’'un sous ensemble en considérant simplement les
échantillons qui concernent ce sous ensemble des variables.

L’espérance de chaque variable peut étre obtenue en effectuant une moyenne sur tous les échantillons.

Le ré-échantillonnage de Gibbs nous fournissant une distribution d’un vecteur de variables aléatoires, il est
aussi possible d’utiliser d’autres mesures de risque telles que I'écart type, les Value-at-Risk et Tail-Value-at-Risk
a différents niveaux de risques.

Tout comme pour |'algorithme de Metropolis-Hastings, il est en général pertinent d’ignorer les premiers
échantillons générés par I'algorithme, de Burn-in. Ceci se justifie par le fait que la distribution stationnaire de la
chaine de Markov générée correspond a la distribution jointe des variables, et que cette distribution peut
prendre du temps avant d’étre atteinte.
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CHAPITRE 2 : L’ALGORITHME RJMCMC

2.1 CONTEXTE ET APPROCHE

a) Présentation du contexte initial

Comme pour toute méthode de provisionnement, le point de départ est un triangle supérieur initial, noté
D, ={X;i+j<1,0<i<I0<j<I}parlasuite.

X;j correspond au montant incrémental pour I'année de survenance i et la j®™¢ année de développement.

C'est ce triangle incrémental qui constituera la source des données servant de base aux projections,
contrairement aux méthodes usuelles (Chain Ladder, Bootstrap, Bornhuetter-Ferguson etc.) qui sont, elles,
basées sur des données cumulées, comme vu précédemment.

Cela permet d’appliquer la méthode notamment lorsque les données incrémentales en haut a gauche du
triangle (c’est-a-dire celles correspondant aux exercices comptables les plus anciens) sont manquantes.

Le but de la méthode est d’obtenir une distribution des provisions pour chaque année de survenance ainsi que
pour les provisions totales. Pour ce faire, il faut dans un premier temps estimer le triangle inférieur, noté

Df ={X;i+j>10<i<0<j<I}

Le modeéle de Verrall et Withrich (2012) repose sur I'existence de parametres spécifiques pour chaque ligne y;
et des paramétres pour chaque colonne y;. Les montants incrémentaux sont alors supposés indépendants et

chaque incréments suit une loi de Poisson sur-dispersée avec les parametres suivants :

(fo)-rr (2
@ @

@ étant le parametre de sur dispersion de la loi.
Les spécificités des lois de Poisson sur-dispersées menent aux propriétés suivantes :
E[Xij] =pyjet VaT[Xij] = Quy;

9 = {Ug, ., ) Vo, - V1, @} représente alors le vecteur de paramétres nécessaires afin d’estimer le triangle
inférieur.
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b) Hypothéses du modéle

Dans cette partie, les différentes hypothéses concernant les distributions de chacun des parameétres sont
présentées.

= Concernant les parameétres des lignes ;, il est admis que ces paramétres sont mutuellement
indépendants et identiquement distribués selon la loi gamma suivante :

) s
vi€{0,..,I} u; ~ F(s,E)

4

s et m; sont des parametres a priori dont le calcul est expliqué dans la section suivante de ce mémoire.

= Laseconde hypothese établit I'existence de deux modeéles afin d’estimer le vecteur des parametres
des colonnes (¥, ..., ¥;)- Jusqu’a un certain indice de troncature, les paramétres des colonnes sont
indépendants et suivent une loi Gamma, et a partir de cet indice de troncature, une décroissance
exponentielle est utilisée pour estimer les parametres des colonnes. Soit k I'indice de troncature :

v
Vj €{0,...k—1} y;~ F(”’Z)
J

vj €k, ... I} v; = exp(a — jB)

L'utilisation de la fonction exponentielle pour modéliser la queue de distribution implique I’estimation des deux
parametres a et 8. Pour cela, une hypotheése est faite sur les distributions a priori de ces paramétres :

a~N(a,c?) et B~N(b, %)

v,¢;, 0 and T sont des parametres a priori, positifs et a et b sont des parametres a priori, réels. Le choix de ces

estimateurs est décrit dans la section suivante.

Comme détaillé dans le Chapitre 2 de la partie lll, il est possible d’utiliser une autre fonction a deux parameétres

plutét que la fonction exponentielle.

Le vecteur de paramétres initial 9 = (g, .., i1, Yo, > V1> @) peut alors étre remplacé par un nouveau vecteur a
estimer: 6, = (@, B, Uos -+ » U1y Vor = Viee1, P)-

Il est alors possible d’exprimer la densité jointe des données (Xl-‘]-) , et du vecteur de parametres 6, :

(L.N)€efo,...1}
fe ((Xi,j)(i‘j)e{o‘___‘l}z' 9k) = fx ((Xi,j)(i‘j)e{o‘m‘l}z ek) Pi (6x)
Ou
Xij
HiVio
HiYj ( )
— — 9
fi ((Xi'j)(i,j)e{o,...,l}z 9") - 1_[ e v Xij
(i,))€{0,...1}2 <—> !
%
Et
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1
S
i (6) Huf‘le m L Densité a priori de I'ensemble des
i=0 o~ =
Hi~ T'(s,20)
k-1 "
g y - ,
X H}/}"le cjtd L Densité a priori de I'ensemble des
j=0 ~T(v,~
v~ Tw.2)
@)
X ——(a— o - .
P ™ 252 (@ —a) Densité a priori du paramétre
a~N(a,o?)

1
—_— _ 2
Xexp{ 272 & b)} Densité a priori du parametre

B~N(b,7?)

2.2 FONCTIONNEMENT DE L’ALGORITHME

A partir du papier de Verrall et Withrich (2012), nous allons résumer dans cette partie les différentes étapes de
I"algorithme de RIMCMC.

a) Initialisation de I’algorithme

Les parameétres des lignes et des colonnes sont dans un premier temps estimés par la méthode du maximum de
vraisemblance. lls sont ensuite normalisés de sorte que la somme des parametres des colonnes est égale a 1.
Ce choix n’a pas d’'impact dans la suite des calculs. Avec cette convention, les parametres des colonnes peuvent
étre assimilés a des cadences de développement et les parametres des lignes peuvent étre considérés comme
les montants ultimes prédits.

A partir de ces estimateurs, plusieurs parametres a priori peuvent étre calculés avec le maximum de
vraisemblance (une autre approche acceptable mais moins précise pourrait étre I'approche des moindres
carrés de De Vylder) :

_ , MLE
m; = W

_ o MLE
G =7

Ces parameétres a priori sont utilisés dans les distributions des paramétres des lignes et des colonnes :

) s
vi€{0,..,I} w~T (S'E)

L

v
vje{0,.., k—1} Y ~F<v,;>
j
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Les parametres s et v refletent I'incertitude a priori associée aux estimateurs des paramétres des lignes et des
colonnes respectivement.

IIs doivent étre choisis de maniére a refléter au mieux l'incertitude liée aux estimations a priori. Par exemple,
les coefficients de variation suivants peuvent étre alloués : 10% pour les parametres des lignes et 100% pour
les paramétres des colonnes. Il semble plus convenable de choisir une incertitude plus grande pour les
parametres des colonnes puisque I'effet de lissage n’est pas pris en compte dans I'estimation a priori des y;.

Une fois que I'initialisation est faite, nous pouvons nous concentrer sur la récursivité de I'algorithme.

b) Déroulement de I’algorithme

Supposons que le calcul des parameétres a I'état t est terminé. A partir de ce point, et en se basant sur le
principe de la chaine de Markov, les calculs de I'état t + 1 peuvent étre effectués.

La méthode d’origine de Verrall et Withrich (2012) fait intervenir les étapes suivantes :

Etape A : le choix d’un nouvel indice de troncature

Un nouvel indice de troncature k* est choisi a partir de 'indice de troncature précédent k. Pour ce faire, la
distribution de probabilité discréte suivante est utilisée :

vk® e {2,..,1 -1} q(k*=k® —1k®) = q(k* = k® + 1|k®) = q(k* = k®|k®) =%

q(k* = 1|k(t) — 1) =§ q(k* = 2|k(t) — 1) =%

q(k* = 1|k(t) = 1) =§ q(k* =]— 1|k(t) = 1) =%

Cette distribution implique qu'’il est possible de « sauter » d’'un modéle a un modele voisin. Cela signifie que la
dimension du vecteur de parametres peut changer d’une unité ou rester inchangée.

L'initialisation de cet indice de troncature est aléatoire et peut par exemple correspondre a la période de
développement centrale du triangle. Cette initialisation n’a pas d’impact sur les résultats finaux puisque
I'algorithme va lui-méme tester toutes les valeurs possibles pour I'indice de troncature.

Etape B : Mise a jour de ’ensemble des paramétres lorsque k* = k®
Sik* = k® alors I'égalité suivante est immédiatement établie kD = (©,

L’échantillonnage par blocs de Metropolis Hastings est ensuite utilisé afin de mettre a jour chaque parameétre. Il
se décompose en trois étapes :

=  Lamise a jour des parameétres des lignes (ugt), ...,u}t)) par I'application du ré-échantillonnage de

Gibbs. Conditionnellement aux autres parameétres, ils sont mutuellement indépendants et suivent des

post
(t+1) post S
(s ()

i

lois gamma :
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. post .
ou Sipost =5+ izj':oXij et (L) — i y iy y®
3

mii

Nous remarquons que la mise a jour des parametres des lignes ; fait intervenir les valeurs des paramétres des

, s 1 t . L4z -
colonnes de I'état précédent, yj( ), comme ces derniers n’ont pas encore été mis a jour.

= Lamise ajour des parameétres des colonnes (y((,t), ...,yf‘t(),)_l) par I'application du ré-échantillonnage

de Gibbs. Conditionnellement aux autres parametres, ils sont mutuellement indépendants et suivent

v post
(t+1) _ post [ ©
i F<vj '<Cj)- )

J

des lois gamma :

2

. post .
. __post __ 1 olI- v v 1 l-j  (t+1)
Ou v; _v+;Zj:0Xi]' et (C_]> —C—j+;2i:0,u.
]

Nous remarquons que la mise a jour des parametres des colonnes y; fait intervenir les valeurs des parametres

des lignes, mais de I'état actuel, y.(tﬂ)

i, comme ces derniers ont déja été mis a jour.

* Lamise ajour de (a®, B®) par I'application de I'algorithme de Metropolis Hastings. De nouvelles
valeurs sont proposées pour ce vecteur grace a la génération aléatoire d’une distribution gaussienne

(a*,B)~N ((ZES)Z)

Ou X représente la matrice de variance covariance. Pour plus de simplicité, nous considérons que @ et 8 sont

Var, 0
T =
( 0 Var[;>

Une probabilité d’acceptation est ensuite calculée en utilisant la formule générale de Green (1995) :

fla',8 % q ((«©,69)|(@, )
f@®,50) x q((a", )], §©))

bi-variée :

indépendants :

a(t »*) =min| 1,

Les derniers termes correspondent a la densité de proposition. Ici, ces termes utilisent la densité de la loi
. . .z . . .2 ;.
gaussienne bi-variée qui est une fonction paire”. Nous pouvons donc écrire (preuve en annexe 3) :

q((@®,59)|@, ) = q (@@, £)|(«®, )

La probabilité d’acceptation peut donc étre écrite comme :

a(t =x) = min (1, fla’p) )

fla®, p®)

La densité f est proportionnelle a :

2 . . e .
Voir annexe 3 pour la preuve de la simplification
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: —expla-jR T — 0 U adll 1 1 2
rap ] |e 07 (expla — BN | x exp{- = (a - @} x ewn {-— (8~ b)?]
j=k®

Deux cas sont ensuite possibles :

o Siles valeurs proposées sont acceptées, il est établi que : (a+V, Bt+V) = (a*, B*)

o Siles valeurs proposées sont rejetées, il est établi que : (@D, gt+D) = (a®, g®)

Ces trois étapes fournissent I'ensemble des parameétres mis a jour :

t+1 t+1 (t+1) t+1) t+1
®(t+1) = (k(t+1): 9,5(t+1))) = (k(t+1); (a(t+1)' B(t+1)' .u'(() )' Ry ')/0( ) --;V,E(t+1))_1)>

Etape C : Cas pour lesquels k* # k®

Ils correspondent aux cas pour lesquels la dimension du vecteur de paramétres change. Le seul parametre a
considérer est le parametre de la colonne qui est supposé sauter d’'un modele a 'autre.

» Casl:k®W <1 et k*=k® +1
Cela signifie que le parametre de colonney ( auitte la queue de distribution et rejoint la partie gauche du
vecteur des paramétres des colonnes.

L’'ensemble des autres parameétres ne sont pas mis a jour et restent égaux a leur valeur de I'état précédent.
Une nouvelle valeur est proposée pour le parametre qui passe d’'un modeéle a l'autre :

* * U*
ro~r (v ' exp(a® — k(f)[i’(f)}>
La probabilité d’acceptation suivante est ensuite calculée :
v

t). *
[ )Vk(t) Xi® Ck(t)

o

e (V*(t)) 7 I F(V) ( k(t))
I
|

= v *
k(t)yk(t)

a(t »*) =mini 1, GNG) -
Y

A
@ Vr®

Ty i) e Mo

Deux cas sont possibles :

o Silavaleur proposée est acceptée, il est établi que :yf{t(f)l) = Y;(t)

o Silavaleur proposée est rejetée, il est établi que :yg(f)l) = YS():), ce qui signifie que c’est la

valeur de I'état précédent dans la chaine de Markov qui est conservée.

= Cas2:k®>1 et k' =k® -1

Cela signifie que le paramétre de colonne y,g) quitte la partie gauche du vecteur des parametres des colonnes

et rejoint la queue de distribution.
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L'ensemble des autres paramétres ne sont pas mis a jour et restent égaux a leur valeur de I'état précédent.
Une nouvelle valeur est proposée pour le parametre qui passe d’un modele a l'autre :

Vie = exp(a® — k*p®)

La probabilité d’acceptation suivante est calculée :

v \
* * )
ool o] G oy |
T e | T ™
alt »*) =minq 1, _0[ w0y 0 Xlk*J (L)v v ®
B G O A i
{ Tw) )
Deux cas sont ensuite possibles :
= Silavaleur proposée est acceptée, il est établi que : y(t”) =V
(t+1) _

=  Silavaleur proposée est rejetée, il est établique : y,.. " = yf), ce qui signifie que c’est la valeur

de I'état précédent dans la chaine de Markov qui est conservée.

Une fois que toutes ces étapes ont été effectuées, nous obtenons un nouveau vecteur de parameétres :
_ (t+1)
0(t+1) (k(t+1) 0 (t+1))

Remarque : Utilisation de la probabilité d’acceptation

Lorsque I'on définit une probabilité d’acceptation a(x— t) il faut décider si la valeur proposée est acceptée ou
rejetée.

Pour ce faire, nous procédons a un tirage aléatoire d’une loi uniforme sur l'intervalle [0,1]. Notons x la
réalisation de ce tirage aléatoire : x ~ U[0,1]

Les états suivants sont alors définis :
Six < a(x— t) alors on accepte la valeur proposée ;

Six > a(x— t) alors on rejette la valeur proposée.

Le schéma ci-dessous récapitule I’'ensemble des étapes qui permettent de passer de I'étatt a I'étatt + 1 de la
chaine de Markov.
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FIGURE 11 : Fonctionnement du coeur de I'algorithme de RIMCMC
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2.3 IMPACT DU NOMBRE DE SIMULATIONS

L'implémentation de la méthode dans le logiciel de provisionnement non-vie d’Actuaris International® a permis
de facilement tester la méthode avec différentes graines aléatoires pour différents générateurs aléatoires : le
congruentiel (générateur le plus couramment utilisé mais avec une période proche de 2731) et le Mersenne
Twister (avec une période importante, de 2419937-1).

a) Etude du nombre de simulations nécessaire

Les résultats qui suivent correspondent a I’'exemple de données réelles (« Real data example ») utilisé dans le
papier de Verrall et Withrich (2012).

L'algorithme a été lancé dix fois avec différentes graines aléatoires, et ce pour différents nombres de
simulations : 10 000, 100 000, 500 000, 1 000 000, 2 000 000.

Pour la série des 10 000 simulations, le Burn-in a été fixé a 2 000 mais pour les autres séries, il était fixé a
20 000.

Les résultats de cette étude, en particulier les moyennes, les coefficients de variations ainsi que la VaR 99,5 %
des réserves obtenues sont récapitulés dans les graphiques ci-dessous :

1490000

1480000

e
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“»

1470000
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L ]
1460000
L ]

-

1450000 *

>
1440000
>
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FIGURE 12 : Moyennes des réserves (axe des ordonnées) obtenues pour différents nombres de
simulations (axe des abscisses)

* IBNRS™
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FIGURE 13 : Coefficients de variations (axe des ordonnées) des réserves obtenus pour différents

nombres de simulations (axe des abscisses)

Sur les figures 12 et 13, deux points ont été rajoutés : V&W 1 qui correspond aux valeurs fournies par Verrall et

Waiithrich dans leur premier papier sur la méthode RIMCMC et V&W 2 correspond aux valeurs fournies par les

mémes auteurs dans leur second papier sur RIMCMC. Les premiers résultats ont été calculés sur 1 000 000 de

simulations et les seconds résultats ont été calculés sur 500 000.
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FIGURE 14 : VaR 99,5 % (axe des ordonnées) des réserves obtenues pour différents nombres de
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Nous observons une convergence rapide des résultats. Ceci est particulierement remarquable lorsque le

nombre de simulations varie de 10 000 a 500 000. Au-dela de 500 000 simulations, augmenter le nombre de
simulations a un impact plus minime sur la convergence.

Cette tendance a été aussi observée sur d’autres triangles du marché que nous avons étudiés. Il semblerait que
500 000 simulations soient un bon compromis entre vitesse et précision de calcul.

b) Choix du burn-in

L’autre aspect important des simulations concerne le Burn-in. Pour aider I'expert dans le choix de la limite de
cette zone, le graphique représentant I'évolution de l'indice de troncature au fil des simulations peut étre
étudié :

g

o S0 000 100 Q00 150 0oty 200 000 250 000 B00 QO B50 OO0 400 Q) 450 Qo0

FIGURE 15 : Evolution de la valeur de I'indice de troncature au fil des simulations

La barre verticale rouge représente la fin de la zone de Burn-in. Dans certains cas, le placement de cette barre
peut se révéler délicat. Il est donc recommandé de considérer le graphique de |’évolution de Il'indice de
troncature puisqu’il reflete assez bien la stabilité de l'algorithme : placer la fin de Burn-in a partir de la
simulation ou la distribution de k se stabilise semble alors pertinent.

Aprés avoir détaillé le fonctionnement de base de la méthode RIMCMC, nous mettrons en place, dans la partie
suivante, différentes extensions de la méthode qui ont été nécessaires :

- afin de pouvoir s’affranchir des limites de la méthode, et ainsi I'appliquer a un plus large panel de triangles ;

- pour pouvoir réaliser le calcul de la volatilité a un an, ce qui permet ainsi d’utiliser RIMCMC pour calculer le
risque de réserve sous I’hypothese de travail de la norme européenne Solvabilité II.
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CHAPITRE 1 : MODELISATION DES EXCLUSIONS ET DES VALEURS NEGATIVES

Les incréments négatifs ou égaux a zéros représentent une des principales limites des modeles de Poisson sur-
dispersés. Or ce type de montants incrémentaux est souvent rencontré, notamment dans les triangles de
charges. Dans ce chapitre, nous proposons des solutions a ces problémes afin de pouvoir appliquer I'algorithme
RIMCMC a n’importe quel triangle d’entrée.

1.1 EXCLUSION DE VALEURS

Le but de cette section est de proposer une méthodologie qui permet d’exclure certaines valeurs des données
initiales. Il est en effet souvent utile de ne pas tenir compte de certaines cellules des données d’entrée qui ne
sont pas représentatives de la poids pour chaque montant du triangle initial.

Le triangle suivant représente les poids pour chaque cellule du triangle :

WO,O W0’1 WO,I
W10 W11 Wii-1

Wi-1,0
Wio

FIGURE 16: Triangle représentant les poids de chacune des cellules du triangle initial

Les valeurs des termes w; ; peuvent étre 1 si le montant correspondant n’est pas exclu ou O si le montant est a

exclure des calculs.

Ces poids sont utilisés dans chaque formule ou les montants initiaux X; ; sont impliqués : chaque X; ; est alors
remplacé par le produit w; ;X; ;. Ainsi, si la valeur du poids est 1, il n’y aura pas de changement dans les
formules. Inversement, si le poids est égal a 0, le montant correspondant n’aura pas d’'impact dans les formules
de l'algorithme.

Nous calculons ensuite les fonctions indicatrices pour chaque ligne et pour chaque colonne entiéeres. Si toutes
les cellules d’une ligne ou d’une colonne sont exclues, alors la fonction indicatrice de la ligne ou colonne
correspondante sera égale a 0.

Soit wc; la fonction indicatrice de la colonne j. Si 'ensemble des cellules de la colonne j sont exclues, alors la

colonne j sera a exclure des calculs. Si Vi w;; = 0 alors wc; = 0, sinon la colonne j est inclue et w¢; = 1.

Soit wr; la fonction indicatrice de la ligne i. Si I'ensemble des cellules de la ligne i sont exclues, alors la ligne i
sera a exclure des calculs. Si Vj w;; = 0 alors wr; = 0, sinon la ligne i est inclue et wr; = 1.
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A chaque fois qu’une somme sur les lignes est calculée, chaque terme de la somme est multiplié par wr;. Par
exemple, les sommes suivantes sont modifiées :

Lo u? devient X1_q wru®.

i
A chaque fois qu’un produit sur les lignes est effectué, une puissance est rajoutée a chaque facteur. Par
exemple, les produits suivants sont modifiés :

e () ” | e 7 (o)
M., | k | devient [T k
l Ol ”Et)y;(:()r) 0 | o ”Et)yl((t()t) Vi o |

le 7 (%) ¢ ] 7 ()

De la méme maniere, des changements sont effectués sur les formules qui font intervenir les colonnes. C'est-a-

* * Wr'j
[ o o) |r W o uofe ]
|

dire que pour les calculs de sommes ou produits sur les colonnes, les fonctions indicatrices w¢; sont utilisées en

tant que facteur ou exposant en fonction du cas.

Cas des sommes sur les lignes ou les colonnes égales a zéros :

L'une des principales limites des distributions de Poisson sur-dispersées est que les sommes des montants
incrémentaux pour chaque ligne et chaque colonne du triangle initial doivent étre différentes de zéro.

Il est alors possible de généraliser la méthodologie d’exclusion présentée ci-dessus a des colonnes ou lignes
pour résoudre le probleme. Si une colonne ou ligne ne contient que des incréments égaux a zéro, nous
I’excluons automatiquement des calculs et établissons I'indicatrice correspondante égale a zéro. Ceci permet
de pouvoir appliquer la méthode sur tout type de triangle, méme ceux contenant des sommes d’incréments
égaux a zéros (ces zéros n"apportant pas d’information aux autres colonnes du modéle).

1.3 MODELISATION DES VALEURS NEGATIVES

a) Limite des modeéles de Poisson sur-dispersés

Non seulement les montants incrémentaux nuls peuvent poser des problemes lors de I'utilisation de modeéles
de Poisson sur-dispersés, mais les montants incrémentaux négatifs représentent aussi une limite non
négligeable de ces modeles. En effet, I'utilisation des modeles de Poisson sur-dispersés nécessite aussi que la
somme des montants incrémentaux du triangle d’entrée, pour chaque période de développement et pour
chaque date d’origine, soit strictement positive.

L'une des solutions pourrait consister a exclure les incréments négatifs du modéle. Mais les sinistres seraient
alors sous-estimés puisque les incréments négatifs seraient modélisés comme des points égaux a zéro ; ce qui
ne représente pas la réalité. Nous avons donc d{ trouver une alternative.

La méthodologie que nous proposons d’utiliser s’appuie sur I'ouvrage de Kunkler (2006).

43 Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET



ACTUARIS

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ INTERNATIONAL wwssssssssns
b) Calcul de la probabilité d’acceptation et du pseudo triangle

Pour chaque colonne (année de développement), les valeurs sont réparties dans deux ensembles :

= Le premier ensemble contient les valeurs incrémentales strictement négatives de la colonne j
considérée :Slg_) = {X,-_]- [o<i<I-jet X;; < 0}. Soit n;_) le nombre de valeurs contenues dans
I’ensemble Slg_) ;

= Le second ensemble contient les valeurs incrémentales positives ou nulles de la colonne j considérée :

S}Jr) = {X,-_]- [o<i<I-jet X;j= 0}. Soit n]m le nombre de valeurs contenues dans I'ensemble
)
S

Pour chaque colonne, il est alors possible de calculer ce que nous introduisons comme la probabilité d’étre
négatif. Cette probabilité correspond au ratio entre le nombre de valeurs négatives et le nombre total de
valeurs contenues dans la colonne :

()
_ n;
vo<sj<], p} ) = ﬁ représente la probabilité d’étre négatif pour la colonne j.
n: +n:
] ]

Cette probabilité est alors calculée pour chaque colonne.

A partir du triangle d’entrée, il est possible de calculer le pseudo triangle qui est composé des valeurs absolues
du triangle initial.

Soit P, = {|Xi,j|; i+j<1,0<i<I0<j<I}cepseudo triangle.

c) Méthodologie

Nous pouvons alors appliquer I'algorithme de RIMCMC sur le pseudo triangle comme toutes les valeurs
incrémentales sont positives dans ce triangle.

Soient )?fj ,

appliqué RIMCMC au pseudo triangle P;.

i+j>1,0<i<10<j<1Ilesmontants estimés pour la partie inférieure du triangle apres avoir

A chaque itération, afin de tenir compte des valeurs négatives présentes dans le triangle d’entrée, nous
appliquons la probabilité d’étre négatif calculée par la formule présentée précédemment.

Pour ce faire, nous utilisons des distributions de Bernoulli de paramétres p}_). Pour chaque montant du
triangle inférieur, un nombre aléatoire est généré : égal a 1 avec la probabilitépj(._) et égal a 0 avec la

probabilité 1 — p}_). Soit t; ; le nombre aléatoire généré pour la cellule de la ligne i et colonne j.
La formule suivante est ensuite appliquée :

~ ~P

Xy =(D%xX;; pouri+j>10<i<[0<j<I

Cette méthodologie permet de prendre en compte toutes les informations contenues dans le triangle supérieur
et de reproduire les valeurs négatives dans le triangle estimé.

Les deux extensions présentées dans cette section permettent de pouvoir appliquer l'algorithme de RIMCMC
sur plus de triangles, en particulier les triangles qui ont des valeurs incrémentales négatives ou nulles. Ces
améliorations nous ont permis d’appliquer la méthodologie a des triangles représentatifs du marché dans la
partie IV de ce mémoire.
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CHAPITRE 2 : EXTENSIONS DE LA QUEUE DE DISTRIBUTION

L'un des principaux avantages reconnus de la méthode RIMCMC est qu’elle ne nécessite pas de procédure
manuelle d’un expert puisque I'algorithme lui-méme teste I'ensemble des valeurs possibles de I'indice de
troncature et choisit automatiquement la valeur qui s’adapte le mieux aux données.

Néanmoins, limiter la queue de distribution a une fonction exponentielle pour la partie droite du triangle
semble quelque peu restrictif ; de nombreuses autres fonctions pourraient étre plus adaptées dans certains
cas.

C'est ce que nous proposons d’étudier dans ce chapitre en introduisant une mesure de risque qui permet
d’évaluer la qualité du lissage pour chaque fonction utilisée.

2.1 CHOIX DE DIFFERENTES FONCTIONS POUR LA QUEUE DE DISTRIBUTION

Cette section est dédiée aux tests d’autres fonctions que la fonction exponentielle pour modéliser la queue de
distribution. En effet, il semblerait pertinent de comparer cette fonction avec les fonctions puissance,
puissance inverse et Weibull.

a) Parallele entre Chain Ladder et RJMCMC

Nous proposons de baser notre travail sur les lissages traditionnellement utilisés pour estimer les facteurs de
développement dans Chain Ladder. Il est en effet possible de construire un paralléle entre les formules des
facteurs de développement de Chain Ladder et les paramétres des colonnes de RIMCMC.

La principale différence est que la méthode de Chain Ladder est basée sur les montants cumulés alors que
RIMCMC se base sur les montants incrémentaux.

Afin d’illustrer ce parallélisme, nous introduisons les notations suivantes :
Soit U; le montant ultime pour I'année de survenance i
Soit C; ; le montant cumulé pour I'année de survenance i et la j*™¢ année de développement

Soit f; le facteur de développement qui permet de passer de I'année de développementj — 1 a I'année de

développement j, avec f, = 1

Nous construisons maintenant une comparaison entre les estimations des montants cumulés par les deux
méthodes.

Avec la méthode de Chain Ladder, le montant cumulé de l'année de survenance i et de l'année de
développement j est estimé par :

CAi']' :Xi,[] XfO X Xf}

Avec les hypothéses de la méthode RIMCMC, le montant incrémental de I'année de survenance i et I'lannée de
développement j est estimé par :

Xy =U; Xy;
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L’estimation du montant cumulé associé est alors :

éi,j =U; X Z Yn
Il est ensuite possible d’établir I'égalité entre ces deux estimations, nous obtenons alors :
Jj
Xiog X fo X .. X f; = Uixz)/n
n=0
Or X; o X fo = U; X ¥y, nous pouvons donc simplifier et éliminer le terme U;. La formule ci-dessus devient :
Jj
Yo X fi X .. X fj :Zy”
n=0
Qui peut s’écrire :
j-1 Jj
fi % z Yn = z ¥n
n=0 n=0

Nous pouvons enfin conclure que y; = (f] -1) x Zfl;t ¥n pourj > 0.

Ce qui signifie que y; est proportionnel a (f] — 1) a un facteur multiplicatif pres g(j), g étant une fonction
discrete croissante de [1,2, ... ,I] dans [a, 1], 0 < a < 1. Pour des valeurs élevées de j (ce qui correspond a la

partie droite du triangle), g(j) est en général proche de 1 et donc y; est approximable par (f] — 1).

b) Choix des fonctions

A partir de la conclusion précédente, nous proposons d’utiliser les lissages de courbes traditionnellement
employés dans Chain Ladder avec les modifications suivantes :

= Fonction exponentielle : Vj € {k, ..., I} y; = exp(a — jB), qui est la fonction choisie par Verrall et
Withrich (2012)

=  Fonction puissance : Vj € {k, ..., I} y; = a —1

= Fonction puissance inverse : Vj € {k, ..., I} ¥; :j%

1
l_e—axjﬂ

*  Fonction Weibull : Vj € {k, ..., I} Y=
Ou «a et 8 sont des nombres reels.

Ces fonctions présentent le méme comportement en considération des hypotheses du modéle. Elles sont
décroissantes en j, convexes et leur limite lorsque j — +oo est égale a 0.

Pour chaque fonction, nous devons choisir des valeurs a priori pour les deux parametres a et 8. Ces valeurs a
priori n"ont pas d’impact sur les résultats finaux comme le but de I'algorithme de Metropolis Hastings (utilisé
dans RIMCMC pour estimer ces parameétres) est de converger vers les vrais estimateurs, mais un bon choix de
ces valeurs permettrait d’accélérer la convergence.

Nous avons retenu les valeurs suivantes :

=  Fonction exponentielle:a = —1andb = 0.5
= Fonction puissance:a =1.5andb = 0.5
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= Fonction puissanceinverse :a=0.5and b =1.5
= Fonction Weibull:a=1andb = 0.5

2.2 CALCUL DU COEFFICIENT DE DETERMINATION AJUSTE POUR LES DIFFERENTES
FONCTIONS

a) Coefficient de détermination

Le but est d’exécuter I'algorithme une fois pour chaque fonction. Dans notre cas, nous I’exécutons quatre fois,
en changeant la fonction de la queue de distribution a chaque exécution. Pour chacune des fonctions, il est
possible de calculer le coefficient de détermination ajusté correspondant. Pour ce faire, deux termes doivent
d’abord étre calculés.

= Le premier terme peut étre calculé des I'initialisation de I'algorithme puisqu’il fait intervenir
uniquement le triangle d’entrée.

Ce terme est appelé Total Sum of Squares et il consiste a évaluer la variabilité du triangle de données initial. Il
se calcule en effectuant la somme des différences au carré entre chaque montant et la moyenne des
montants :

I I-i
—\2
SSrotar = ZZ(XU _X)

i=0 j=0
Ou X représente la moyenne de I’ensemble des montants incrémentaux contenus dans le triangle d’entrée. Ce
dernier est calculé avec la formule suivante :
I I-i
Yico Xjz0Xi)

10+ 1)
—7z

=

= Le second terme nécessaire pour le calcul du coefficient de détermination ajusté est appelé Residual
Sum of Squares. Il consiste a évaluer la variabilité de I'estimation des résidus. Il est égal a la somme
des écarts au carré entre chaque résidu et le montant initial. Il doit alors étre calculé a chaque
itération :

I I-
® § § (t)
SResuiual — X ])

i=0 j=0

. ot " ;. ..
Oou Xi(].) correspond aux montants attendus du triangle supérieur. Pour le calcul du coefficient de
détermination, seule la moyenne des montants attendus est nécessaire. Nous utiliserons donc la formule

suivante pour estimer le triangle supérieur :

PO L ,® ©
Xi, ‘ul y]

Le coefficient de détermination fait intervenir le ratio entre la Total Sum of Squares et la Residual Sum of
Squares :
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Ss(f)

Residual

R2Y =1
SSTotal

b) Coefficient de détermination ajusté

Le principal défaut du coefficient de détermination est qu’il ne tient pas compte du nombre de parametres. De
ce fait, plus le nombre de parameétres est élevé, meilleur est le coefficient de détermination, alors que I'erreur
liée a I'estimation des parametres est plus importante. Il est donc nécessaire d’ajuster ce coefficient afin de
prendre en compte le nombre de paramétres :

2 O _ N0) n—1
R2;" =1-(1-R )x—n_p@_l

Ou n désigne la taille de I'échantillon : n = _(1+1)2(1+2)
Le terme p(® correspond au nombre de paramétres ; cette valeur varie donc & chaque simulation en fonction
de la valeur de I'indice de troncature : p® = k® + 2 + ]

Le coefficient de détermination ajusté étant estimé a chaque itération, nous obtenons une distribution de cet
indicateur. Il est alors possible de calculer la moyenne, I’écart type ainsi que de nombreuses autres mesures de
risque pour ce coefficient de détermination ajusté.

Le but de cette méthodologie est d’aider I'expert a choisir la fonction qui lisse le mieux les données. Ceci peut
étre fait en suivant des regles simples comme par exemple : plus le coefficient de détermination ajusté est
proche de 1, plus la fonction lisse correctement les données. Il semble alors pertinent d’établir une
comparaison entre les moyennes des coefficients de détermination ajustés obtenues pour chaque fonction afin
de sélectionner la fonction donc I'indice est le plus proche de 1.
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CHAPITRE 3 : OUVERTURE VERS LA VOLATILITE A UN AN

Le calcul des capitaux préconisé par la Directive européenne Solvabilité Il se base sur I’évaluation de la volatilité
a horizon un an. Or, a ce stade, RIMCMC est une méthodologie qui permet d’évaluer la volatilité a I'ultime.
Dans ce chapitre, nous allons donc proposer une extension de I'algorithme afin d’estimer la volatilité a un an,
en nous appuyant notamment sur le papier de Diers (2010).

3.1 CONTEXTE

Dans un premier temps, nous allons rappeler I'origine de I’estimation de la volatilité a horizon une année.

a) Bilan et Compte de Résultat

Le bilan d’'une société d’assurance, et notamment I'étude de I'actif et du passif de cette derniére, donne une
image détaillée de son état de solvabilité. a la date d’inventaire. Les principaux éléments constitutifs du bilan
sont les biens et les créances a I'actif, les dettes et engagements (en particulier les provisions techniques) au
passif. La différence de ces deux composantes constitue les capitaux propres qui sont aussi inscrits au passif :
ces derniers garantissent notamment la solvabilité future de I'entreprise, méme si cette derniére subit une
perte durant I'année n+1.

Considérons une compagnie d’assurance au 31/12/n, son bilan peut alors se schématiser de maniére simpliste
par les postes suivants :

ACTIF PASSIF
Placements Capitaux propres : Capital, Réserves et Résultat
de I'exercice
Réassurance : part dans les provisions Provisions Techniques
techniques
Créances et autres actifs Dettes et autres passifs

TABLE 2 : Exemple de bilan simplifié d’une compagnie d’assurance

Le compte de résultat en n+1, permettant de relier le bilan n au bilan n+1, récapitule les flux qui ont eu lieu au
cours de I'année n+1. Le compte de résultat spécifique au déroulement des sinistres, plus connu sous le nom
de Claims Development Results et noté CDR par la suite, est la base de |'estimation de la volatilité a un an.

En effet, a la fin de I'année n+1, le CDR représente le compte de résultat propre au déroulement des sinistres, il
prend donc en compte :

=  Lesreglements des sinistres au cours de I'lannée n+1 ;
=  Lavariation des provisions techniques au cours de I’année n+1, notées PT ;

Or, en provisionnement non-vie, nous utilisons le déroulement des triangles afin d’estimer les provisions
futures. A la fin de I'année n+1, nous disposons d’une année de données supplémentaire : I’estimation des
provisions techniques a la fin de I'année n+1 se base donc sur un triangle qui contient une diagonale de plus
que le triangle utilisée pour I'estimation de I'lannée n.
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Pour une année de survenance i fixée, le CDR; correspondant peut s’écrire sous la forme suivante :

— D D+1
CDR; = (PTH, — PTHL) = (Cinva = Cin)
Ou PT}}1 correspond aux estimations des provisions a la fin de I'lannée n, pour I’'année de survenance i, c’est-a-
dire sur le triangle composé de D diagonales.

PTL-ljjff1 correspond aux estimations des provisions a la fin de I'année n+1, pour I'année de survenance i, c’est-a-
dire sur le triangle composé de D + 1 diagonales.

La différence des montants cumulés C; ;.1 — C;,, correspond au montant incrémental X; ;1.

L’égalité ci-dessus est souvent notée de maniere différente, en particulier dans le papier de Merz et Wiithrich
(2008) :

CDR; = PT), = (Cinsr = Cin + PTHEY) = PTO + Cin — (PTHRY + Cinaa) = €5 — CH
Oou CAil_), correspond a I'estimation de 'ultime a partir du triangle comprenant D diagonales et (fl-f’,“ correspond
a I'estimation de 'ultime a partir du triangle comprenant D + 1 diagonales.

La méthode de Merz et Withrich (2008), qui est une évolution de la méthode de Mack, consiste a estimer le
terme MSEP(CDR;) (Mean Square Error Prediction) afin d’évaluer la volatilité a un an des réserves calculées
par Chain Ladder.

b) Conséquences : calcul de la VaR 99,5 %

Le QIS 5 (test quantitatif d'impact n°5) de I'EIOPA préconise une évaluation de la volatilité du résultat a un an.
Pour déterminer cette volatilité, le seuil de confiance qui sert d’hypothése de travail est fixé a 99,5 % et la
mesure de risque choisie est la Value-at-Risk. Ce capital nécessaire, consolidé au niveau de la compagnie et
intégrant I'ensemble des risques, est connu sous le nom de SCR (Solvency Capital Requirement). Nous nous
intéressons ici a la sous-composante du SCR, liée au risque de réserve, que nous noterons par simplification
SCR par la suite. Ainsi, pour le SCR réserve (correspondant au risque de réserve et donc a la volatilité du CDR),
dans le pire scénario sur les 200 considérés, le CDR est négatif et tout le capital « réserve » de la compagnie est
écoulé, on a alors I’égalité suivante SCR = —CDR.

Notons VaR, (X) la Value-at-Risk de la variable X pour le quantile a.
Quelques propriétés mathématiques, utiles pour la suite, sont rappelées ci-apreés :

= Pour toute fonction g strictement croissante et continue a gauche : VaR,(g(X)) = g(VaR, (X)) ;

= Pour toute fonction g strictement décroissante et continue a droite : VaR,(g(X)) = g(VaR_,(X)) ;

* Lafonction VaR est invariante par translation : VaR (X + ¢) = VaR (X) + ¢, pour toute constante
C;

= Lafonction VaR est homogéne : VaR(c - X) = ¢ VaR,(X) pour toute constante c;

Pour une illustration plus concréte, placons nous au 31/12/n. Le but est de calculer le SCR, c’est-a-dire
d’estimer le CDR de I'année n+1 et en particulier la VaR 99,5 % de ce montant, qui correspond au pire scénario
sur les 200 considérés.

Nous pouvons établir les égalités suivantes :
SCR = VaRyg59,(—CDR) = —VaR, 55, (CDR)
Appliquons alors cette Value-at-Risk a la formule détaillée précédemment, pour une année d’origine i :
~VaRy 50,(CDR) = VaRgg 5o, (Xime1 + PTHYY = PT,)

Qui peut s’écrire :
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SCR = VaRog sy, (Xins1 + PTORY) — PTS,

Xins1 + PTif’ntll correspond a I'estimation de la premiere diagonale du triangle inférieur a laquelle est ajoutée
I'estimation des autres diagonales du triangle inférieur, mais basée sur le triangle comportant D + 1
diagonales.

C'est de cette égalité que nous partirons, pour la détermination de la volatilité a un an, en utilisant la
méthodologie « Actuary in the Box » détaillée ci-apres.

3.2 « ACTUARY IN THE BoOX »

Cette méthodologie est celle habituellement utilisée pour estimer la volatilité a horizon un an dans la méthode
stochastique du Bootstrap, comme expliqué dans le papier de Diers (2010) mais aussi dans le mémoire de
Menard (2009). Nous proposerons une application de cette méme méthodologie a I'algorithme de RIMCMC.

a) Application classique : le Bootstrap

L'idée de base sous-jacente a la méthodologie « Actuary in the box » consiste a évaluer la premiere diagonale
du triangle inférieur par la méthode du Bootstrap, puis a chaque simulation, les diagonales restantes du
triangle inférieur sont complétées par un nouveau Bootstrap qui se base sur le triangle a D + 1 diagonales. Pas
a pas, elle consiste au sein d’'une méme simulation a :

= Estimer la premiére diagonale avec la méthode du Bootstrap ;

= Construire le triangle qui contient D + 1 diagonales : le triangle initial auquel est rajoutée la diagonale
qui vient d’étre estimée ;

= Sur le triangle a D + 1 diagonales, appliquer un nouveau Bootstrap, avec autant de simulations que
nécessaire, afin d’estimer les diagonales restantes du triangle inférieur. A chaque itération de ce
Bootstrap, calculer les réserves correspondantes ;

= Stocker la moyenne des réserves obtenues.

Ces étapes sont a réitérer pour le nombre de simulations choisi. A |a fin de ce Bootstrap, il est alors possible de
calculer la « moyenne des moyennes » des réserves obtenues pour obtenir un estimateur des réserves.

Il est aussi possible d’appliquer plusieurs mesures de risque sur la distribution des moyennes des réserves
finale telles que I'écart type ou les Value-at-Risk et Tail Value-at-Risk.

L'inconvénient de I« Actuary in the box » est que cette méthode est tres couteuse en temps de calcul. C'est
pour cette raison, qu’en pratique, I'application de « Actuary in the box » au Bootstrap ne fait pas intervenir les
simulations dans les simulations mais utilise une approximation. En effet, |’espérance données par le Bootstrap
peut étre approchée par la méthode Chain Ladder. Dans ce cadre, |'estimation de la premiére diagonale est
établie par le Bootstrap mais le reste des diagonales du triangle inférieur est estimé par Chain Ladder, dont les
coefficients de développement auront été calculés sur le triangle a D + 1 diagonales. Cette approximation
courante présente I'avantage de minimiser drastiquement les temps de calcul, le nombre de simulations requis
n’étant pas de N? mais de N. Dans le cas de N = 100 000, I'approximation permet de ne simuler que
100 000 Boostrap (qui tourne en quelques secondes sur le logiciel d’Actuaris International®), 13 ou les

simulation dans les simulations en imposeraient 10 000 000 000 soit environ 28 heures de calcul.

* IBNRS™
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b) Nouvelle application proposée : méthode RJMCMC

Dans le papier officiel de Verrall et Wathrich (2012), la volatilité a un an n’est pas évoquée, ce qui nous a
amené a étudier une méthodologie applicable a RIMCMC. Dans cette partie, nous proposons ainsi I’application
de la méthode « Actuary in the box » a I'algorithme RIMCMC.

Le fonctionnement d’origine consisterait a appliquer un nouvel algorithme RIMCMC a chaque simulation,
lorsqu’un nouveau triangle avec D + 1 diagonales aura au préalable été estimé par RIMCMC. Le schéma ci-
dessous décrit les différentes étapes de la méthode « Actuary in the box » appliquée a I'algorithme RIMCMC :

Années de développement

%1
I VAN ol
y. 7 ‘ ¢
:> - :> /’ :
S ———
Simulation de la Une distribution de la A chaque pas de Cestla  Une distribution
premiére diagonale par premiere diagonale est I'algorithme : le moyenne  des moyennes
RJMCMC a partir du obtenue. Les nouveaux triangle est complété des des réserves est
triangle a D diagonales. triangles possedent par I'application d’un réserves ainsi obtenue,
alorsD + 1 nouveau RIMCMC sur obtenues grace alaquelle
diaganales. le trianglea D + 1 qui est une estimation
diagonales. conservée delaréserve
totale est
calculée

FIGURE 17 : Schéma décrivant le fonctionnement de la méthode « Actuary in the box » appliquée a
I'algorithme RIMCMC

En théorie donc, la méthode d’origine nécessiterait un nombre important de simulations (le fameux probleme
des simulations dans les simulations évoqué précédemment), ce qui implique des temps de calculs trés longs.
Pour la mise en application du Chapitre 3 de la partie IV, nous avons donc fait la méme hypothése que pour le
Bootstrap, et nous avons ainsi utilisé I'approximation de Chain Ladder pour estimer les diagonales restantes a
partir du triangle a D + 1 diagonales (I’écart sur les études réalisées et présentées en partie IV étant inférieur a
1%). Cette hypothése nous a permis de pouvoir étudier cette nouvelle méthodologie sur un large panel de
triangles, a un co(t de temps réduit.
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PARTIE IV :
APPLICATIONS DE LA
METHODE ET DE SES
EXTENSIONS
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CHAPITRE 1 : COMPARAISONS DE LA METHODE RJMCMC CLASSIQUE AUX
METHODES TRADITIONNELLES

Grace aux améliorations présentées dans le chapitre 1 de la partie Ill, nous avons pu appliquer I'algorithme de
RIMCMC a un ensemble de triangles anonymes du marché belge fournis par la Banque Nationale Belge

(superviseur belge), sans limitations liées a la méthode, puisque méme les triangles présentant des incréments
négatifs ou nuls ont pu étre traités.

RIMCMC a ainsi été exécuté sur 17 triangles de reglements, numérotés de A a Q et disponibles en annexe,
provenant des branches suivantes : RC Auto, RC Générale, Protection juridique et Incendie.

RIMCMC a été lancé pour chacun de ces triangles ; les moyennes des réserves et les coefficients de variations

sont récapitulés dans les graphiques ci-dessous. Les résultats obtenus avec I’algorithme RIMCMC sont ensuite
comparés aux méthodes traditionnelles de Chain Ladder / Mack et du Bootstrap.

1.1 MOYE

NNES DES RESERVES

Afin de comparer les méthodes entre elles, nous avons tracé les résultats des moyennes des trois méthodes.

L'axe des abscisses correspond aux différents triangles et I'axe des ordonnées représente, pour chacun des
triangles, les écarts (en pourcentage) de chaque méthode par rapport a la moyenne des trois méthodes.
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FIGURE 18 : Comparaison des moyennes des réserves obtenues

Mémoire ISFA 2013 - Marion GREMILLET




ACTUARIS

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ INTERNATIONAL swwosssssesses
En considérant I’échelle de I'axe vertical, nous constatons que les résultats d’évaluation des moyennes sont

assez similaires pour les différentes méthodes, I'écart maximal observé étant 10% entre RIMCMC et le

Bootstrap pour le triangle L. Ceci peut s’expliquer par des résidus de Pearson anormalement grands qui, lors du
ré-échantillonnage peuvent mener a des réserves importantes du Bootstrap.

1.2 COEFFICIENTS DE VARIATIONS DES RESERVES

Considérons maintenant les coefficients de variations des réserves obtenus avec les différentes méthodes.
Nous avons fait le choix de représenter les coefficients de variations plutot que I'écart type directement
puisqu’il nous parait plus pertinent de tenir compte de la valeur de la moyenne associée a un certain écart
type. Le coefficient de variations se calcule en effectuant le ratio entre la moyenne et I'écart type.
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FIGURE 19 : Coefficients de variations des réserves

Nous pouvons constater que pour I’'ensemble des triangles, les coefficients de variations des réserves estimées
avec l'algorithme de RIMCMC sont inférieurs a ceux calculés avec le Bootstrap. C'est aussi vrai lorsque I'on
compare avec les résultats de Chain Ladder / Mack, excepté pour le triangle E.

Cette observation semble assez intuitive puisque I'algorithme RIMCMC utilise deux modéles différents : un
pour la partie droite et un autre pour la partie gauche du triangle, ces modeles étant adaptés a la quantité de
données disponible. Ceci explique que la volatilité soit réduite par rapport aux autres méthodes pour lesquelles
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un seul et unique modele est appliqué sur tout le triangle, ce qui augmente le risque d’incertitude, en
particulier pour la queue de distribution.

En conclusion, sans ajustement manuel nécessaire :

=  Laméthode RIMCMC méne a des moyennes similaires a celles obtenues avec les méthodes
traditionnelles, et toujours robustes ;

= Les coefficients de variations obtenus avec RIMCMC sont en général inférieurs a ceux obtenus avec
Mack ou le Bootstrap.
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CHAPITRE 2 : COMPARAISONS DE LA METHODE RJMCMC AVEC LES
EXTENSIONS SUR LA QUEUE DE DISTRIBUTION

Dans ce chapitre, les méthodes précédemment décrites’ sont testées sur deux exemples de données réelles.
Nous comparons les résultats obtenus avec les différentes fonctions paramétriques pour la queue de
distribution. L'algorithme de RIMCMC a été utilisé quatre fois : une fois pour chaque fonction. Nous avons
utilisé 500 000 simulations suite aux conclusions de I’étude sur I'impact du nombre de simulations®. D’autre
part, comme montré précédemment, il est possible que des graines aléatoires différentes peuvent mener a des
résultats finaux différents. Nous avons donc choisi, pour les exemples suivants, de calculer la moyenne de cing
exécutions, chacune de 500 000 simulations.

2.1 EXEMPLE DE R. VERRALL ET M. WUTHRICH

Pour ce premier exemple, nous choisissons d’appliquer les extensions de ce mémoire a I'exemple réel fourni
par Verrall et Withrich (2012), fourni en annexe.

a) Indice de troncature

L'utilisation de différentes queues de distribution implique que dans certains cas, I'indice de troncature ne
converge pas vers la méme valeur.

Il est possible de constater que la fonction exponentielle et la fonction puissance ont un comportement
semblable par rapport au choix de l'indice de troncature, tandis que la fonction puissance inverse et la fonction
Weibull se comportent de la méme maniére mais différemment des deux premieres fonctions.

B b-L0
Ll 00
T T30
T L
£ LY

H EHLlS H m [

] H i . 5 i T 8 9 * n ] ] 4 1§ 1 7 ] 1] > 1 0 H 3 4 5 1 i 3 9 » 1 1 B I 14 i w n » k] 3
Fonction Exponentielle Fonction Puissance
o E L
B -0
- 90
T30 1500
T H T H
£l 300
[l - m

Fonction Puissance inverse Fonction Weibull

FIGURE 20: Distribution de I'indice de troncature pour les différentes fonctions
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Concernant les fonctions exponentielle et puissance, I'indice de troncature semble se stabiliser pour la valeur
k =7, alors que pour les fonctions puissance inverse et Weibull, la plus grande probabilité est obtenue pour
k =10.

b) Réserves

Il est alors possible de calculer la moyenne, I'écart type et le coefficient de variations des réserves pour chaque

fonction.
Moyenne Ecart type Coefficient de
variations
Exponentielle 1476 794 54 840 3,71%
Puissance 1470727 55 889 3,80%
Puissance inverse 1485 757 52 608 3,54%
Weibull 1460 584 55 260 3,78%

TABLE 3: Moyennes, écarts types et coefficients de variations des réserves obtenus avec les différentes
fonctions de queue de distribution

Les résultats sont assez proches, bien que la fonction puissance inverse donne la plus haute estimation de la
moyenne alors que la fonction Weibull en fournit la plus petite estimation, ceci s’explique par la structure des
fonctions. Quant a I’écart type, la qualité du lissage semble étre le point qui impacte le plus les résultats.

c) Comportement des fonctions

Afin d’illustrer le comportement des fonctions, nous avons estimé les moyennes des parameétres a et § pour
chaque fonction. Nous avons ensuite construit I’évolution de chacune des courbes en fonction de I’évolution de
I'indice de colonne j.
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FIGURE 21: Graphique représentant les évolutions de chaque fonction pour différentes valeurs de j

Le graphique a été tracé pour différentes valeurs de j variant de 7 a 21 puisque le plus petit indice de
troncature est k = 7. La fonction puissance inverse et la fonction Weibull ont des comportements assez
proches, ce qui confirme la tendance observée précédemment concernant le choix de I'indice de troncature.
Inversement, les fonctions puissance et exponentielle sont proches |'une de |'autre, en particulier pour
j =7,..10. La fonction puissance inverse est toujours supérieures aux autres fonctions, ce qui explique
pourquoi la plus grande moyenne des réserves est obtenue avec cette fonction.

d) Etude comparative : coefficient de variations et coefficient de détermination
ajusté

Afin de choisir la meilleure fonction pour lisser la partie droite des données, nous avons construit une
comparaison entre le coefficient de variations, qui est égal au ratio de I"écart type par la moyenne ; et la
moyenne de 1 — Rﬁdj. Nous avons alors pu étudier une éventuelle corrélation entre ces valeurs.
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FIGURE 22 : Graphique représentant le coefficient de variations et 1 — R;;; pour chaque fonction

Les moyennes des coefficients de détermination sont trés proches, ce qui est normal étant donné que le calcul
est effectué sur 'ensemble du triangle et non pas uniquement sur la partie droite. C'est pourquoi, il ne faut pas
comparer les Rgdj de maniere absolue mais bien de fagon relative. Les Rédj calculés lorsque la queue de
distribution est modélisée par la fonction exponentielle ou puissance sont légérement plus grands que ceux
calculés lorsque la fonction utilisée est la puissance inverse ou Weibull, d’environ 0,02 %. Dans cette exemple,
cela signifie que la fonction exponentielle est celle qui lisse le mieux les données comme le coefficient de
détermination ajusté est le plus grand pour cette fonction.

En considérant le coefficient de détermination, nous pouvons distinguer deux groupes de lissage : la fonction
puissance inverse et la fonction Weibull d’'une part, la fonction exponentielle et puissance d’autre part. La
moyenne de k étant différente pour ces deux groupes de fonctions et le coefficient de détermination étant
dépendant du nombre de paramétres, il est assez intuitif d’obtenir des résultats différents pour ce dernier.

Ce graphique peut aider I’expert a choisir la fonction la plus adaptée pour lisser la partie droite des parametres
des colonnes. La fonction qui présente le meilleur coefficient de détermination ajusté (le plus proche de 1) et le
plus petit coefficient de variations des réserves est la meilleure fonction a utiliser.

Pour cet exemple, il est difficile d’établir des différences entre toutes les fonctions parce qu’elles sont tres
proches les unes des autres, en particulier concernant les valeurs des Réd]-. Nous pouvons alors nous

concentrer sur les valeurs des coefficients de variations qui est le plus petit pour la fonction puissance inverse ;
cette fonction semblerait donc étre un choix logique pour I’étude considérée.
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2.2 EXEMPLE DE LA BANQUE NATIONALE BELGE

Pour le second exemple, nous avons choisi d’utiliser un portefeuille de données réelles fourni par la Banque
Nationale Belge. Ce triangle, disponible en annexe, a été sélectionné parmi ceux de la branche RC Auto, il est
basé sur 14 années d’historique.

a) Indice de troncature

Encore une fois, nous observons que les fonctions exponentielle et puissance ont un comportement similaire
quant au choix de l'indice de troncature. Inversement, les résultats obtenus avec les fonctions puissance
inverse et Weibull sont proches mais assez différents des deux autres fonctions.
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FIGURE 23 : Distribution de I'indice de troncature pour les différentes fonctions

Les comportements observés dans cet exemple different quelque peu de ceux observés pour le premier
exemple. En effet, les fonctions exponentielle et puissance présentent la plus grande probabilité pour I'indice
de troncature k = 3, alors qu’avec les fonctions puissance inverse et Weibull, I'indice de troncature qui
apparait le plus souvent est k = 2.

b) Réserves

Considérons maintenant les moyennes, écarts types et coefficients de variations des réserves obtenus avec les
différentes fonctions.
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Moyenne Ecart type Coefficient de
variations
Exponentielle 17 735 033 1534723 8,65%
Puissance 17 620910 1528 349 8,67%
Puissance inverse 18 342 090 1479 051 8,06%
Weibull 18 169 488 1515 304 8,34%

TABLE 4 : Moyennes, écarts types et coefficients de variations des réserves obtenus avec les différentes
fonctions de queue de distribution

Le plus petit coefficient de variations est obtenu avec la fonction puissance inverse, alors que la valeur la plus
élevée pour cette mesure est obtenue avec la fonction exponentielle. Quant aux réserves, elles sont assez
proches bien que la moyenne des réserves calculées avec la fonction puissance inverse est plus grande que
celles obtenues avec les autres fonctions. Elle est notamment 4% plus grande que celle calculée avec la

fonction puissance.

c) Comportement des fonctions

Comme pour I'exemple 1, nous avons estimé ici les moyennes des parameétres a et § pour chaque fonction.
Nous avons ainsi pu dessiner les courbes suivantes :
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FIGURE 24 : Graphique représentant les évolutions de chaque fonction pour différentes valeurs de j
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Pour cet exemple, le plus petit indice de troncature observé est k = 2, donc sur ce graphique j varie de 2 a 14.
Encore une fois, les différences de comportement entre le groupe des fonctions puissance inverse et Weibull et
le groupe des fonctions puissance et exponentielle justifie les différents indices de troncature obtenus
précédemment. La fonction puissance inverse est la courbe la plus prudente étant donné qu’elle présente les
valeurs les plus élevées. Cela explique pourquoi la moyenne la plus élevée est obtenue avec cette fonction.

d) Etude comparative : coefficient de variations et coefficient de détermination
ajusté

Dans cette partie, nous comparons les valeurs obtenues pour les coefficients de variations de réserves et celles
obtenues pour les coefficients de détermination ajustés.
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FIGURE 25 : Graphique représentant le coefficient de variations et 1 — Rﬁdl- pour chaque fonction

Dans cet exemple, la fonction puissance inverse est celle qui présente le coefficient de détermination le plus
proche de 1, bien que la moyenne du Réd]- calculé avec la fonction Weibull soit juste 0,01 % plus petite. La
fonction puissance semble étre celle qui lisse le moins bien les données comme elle présente la plus petite
moyenne pour le coefficient de détermination ajusté. Pour cet exemple, une corrélation négative entre les
coefficients de détermination ajustés et les coefficients de variations des réserves est observée.

Pour cet exemple, le choix de la fonction la plus adaptée est assez facile comme la fonction puissance inverse
présente a la fois le Rfldj le plus élevé et le plus petit coefficient de variations des réserves.
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2.3 ETUDE DES DIFFERENTES FONCTIONS POUR LA QUEUE DE DISTRIBUTION

Afin de faire des tests sur un ensemble complet de données réelles, nous avons appliqué la méthodologie,
développée dans le Chapitre 2 de la partie Ill, sur les 17 triangles fournis par le superviseur belge. Le but est
d’identifier quelle fonction, avec le coefficient de détermination ajusté le plus élevé, apparait le plus de fois.
Nous avons donc compté combien de fois chacune des fonctions semblait étre le meilleur choix pour chaque
triangle.

Nous avons récapitulé les occurrences que nous avons obtenues dans le tableau suivant :

Fonction utilisée Occurrences sur les 17 triangles
Exponentielle 7
Puissance 0
Puissance Inverse 8
Weibull 2

TABLE 5 : Nombre de fois ou chaque fonction a présenté le meilleur coefficient de détermination ajusté

Nous pouvons constater que pour la plupart des triangles considérés, la fonction qui présente le coefficient de
détermination le plus proche de 1 est la fonction puissance inverse. La fonction exponentielle arrive en
deuxieme position avec simplement une occurrence de moins que la fonction puissance inverse. La fonction
Weibull n’est apparue que trois fois en tant que meilleure modélisation de la queue de distribution. Enfin, il
semble que la fonction puissance est celle qui lisse le moins bien la partie droite des parametres de colonnes
comme elle n’a présenté, pour aucun triangle, le meilleur coefficient de détermination ajusté.
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CHAPITRE 3 : COMPARAISONS DE LA METHODE RJMCMC AVEC LE
CALIBRAGE DE SOLVABILITE II

Dans cette section, nous allons comparer les estimations de la volatilité des réserves, obtenues avec différentes
méthodologies, pour les dix-sept triangles du marché Belge.

3.1 DONNEES DU QIS 5 DE L’EIOPA

En fonction de chaque branche, le QIS 5 de I'EIOPA fournit directement des taux a appliquer au Best Estimate
afin d’obtenir une estimation de I’écart type ainsi que de la VaR 99,5 %.

Pour le calcul de I'écart type, I'EIOPA fournit les taux suivants, spécifiques a chaque branche et basés sur une

pondération entre les résultats du Bootstrap et de Mack :

Standard deviation calculation per lob Standard deviation for reserve risk
Reserwe risk Sres Market USP
Motor vehicle liability 9,5% 9,5%
Motor, other classes 10,0% 10,0%
Marine, aviation, transport (MAT) 14,0% 14,0%
Fire and other property damage 11,0% 11,0%
Third-party liability 11,0% 11,0%
Credit and suretyship 19,0% 19,0%
Legal expenses 9,0% 9,0%
Assistance 11,0% 11,0%
Miscellaneous 15,0% 15,0%
Non-proportional reinsurance - property 20,0% 20,0%
Non-proportional reinsurance - casualty 20,0% 20,0%
Non-proportional reinsurance - MAT 20,0% 20,0%

FIGURE 26 : Table fournie par ’EIOPA concernant les écarts types par branche

Le Best Estimate des réserves est alors multiplié par le taux de la branche correspondante afin d’obtenir la

valeur de I’écart type.

Pour le calcul de la VaR 99,5 %, I'EIOPA fournit une formule qui permet de déduire des nouveaux coefficients.
Ces coefficients simulent I'utilisation d’une distribution log normale et se basent sur les valeurs des écarts

types :

EXp (N0,995 X \/LN(CoefEcart type2 + 1))

Coefyar 995 = -1

\/LN(CoefEcart type2 + 1)

Coefreart type €tant le coefficient correspondant fourni par I'EIOPA dans la figure 26.

No,g0s €tant le quantile d’ordre 99,5% de la loi Normale centrée réduite.
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Dans le tableau suivant, les valeurs de I’écart type et de la VaR 99,5 % par branche sont récapitulées :

Calcul de I'écart type par branche Ecart type pour le risque de VaR 99,5% pour le risque de
Yy e réserve réserve
Motor vehicle liability 9,5 % 27 %
Motor, other classes 10,0 % 29%
Marine, aviation, transport (MAT) 14,0 % 42 %
Fire and other property damage 11,0% 32%
Third-party liability 11,0 % 32%
Credit and suretyship 19,0 % 60 %
Legal expenses 9,0 % 26 %
Assistance 11,0 % 32 %
Miscellaneous 15,0 % 45 %
Non-proportional reinsurance - property 20,0 % 63 %
Non-proportional reinsurance - casualty 20,0 % 63 %
Non-proportional reinsurance - MAT 20,0 % 63 %

TABLE 6 : Tableau récapitulant les coefficients fournis par 'EIOPA pour calculer I’écart type et la VaR 99,5 %
des réserves

L'EIOPA fournit donc des taux directement applicables a I'estimation de la moyenne des réserves afin de
calculer I’écart type ainsi que la VaR 99,5 % des réserves. Ces coefficients sont basés sur I'estimation de la

volatilité a un an.

3.2 VOLATILITE A L'ULTIME

La premiere étude consiste a comparer la volatilité a l'ultime de la méthode RIMCMC avec les volatilités a
I'ultime des autres méthodes.

Quatre méthodologies vont étre comparées :

=  Mack : lamoyenne des réserves est I'estimation de Chain Ladder ; I’écart type est celui calculé par la
méthode de Mack ; et enfin la fonction utilisée pour modéliser la distribution des réserves est la
fonction log normale ;

=  Bootstrap : la moyenne, I'écart type ainsi que la distribution utilisée sont ceux estimés par la
méthodologie du Bootstrap elle-méme ;

=  RJMCMC : la moyenne, I’écart type ainsi que la distribution utilisée sont ceux estimés par la
méthodologie RIMCMC elle-méme ;
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= Solvabilité Il : la moyenne des réserves est estimée par Chain Ladder ; I'écart type et la VaR sont

estimés par des formules fournies par I'EIOPA’.

Solvabilité Il se base sur des montants actualisés. Pour plus de cohérence, nous considérons donc ici ainsi que
dans la section suivante, non pas les moyennes brutes des réserves, mais les moyennes actualisées. Pour ce
faire, les taux d’actualisation préconisés par I'EIOPA ont été appliqués aux cash flows (flux de trésorerie) futurs
pour chacune des méthodes. Nous nous basons aussi sur des triangles hors inflation.

Plusieurs mesures de risque ont été ensuite calculées : I'écart type et la VaR 99,5 %. En annexe 4, figurent les
détails des résultats concernant les estimations des espérances, écarts types et VaR 99,5 % pour chaque
méthode et chaque triangle traité.

Les résultats numériques de cette étude sont détaillés dans I'annexe 4.

Le graphique ci-dessous représente les capitaux correspondant au risque de réserve, hors effet de
diversification, qu’une compagnie d’assurance devrait inscrire au passif de son bilan, en fonction de la méthode
de calcul utilisée. Ces capitaux se calculent par la différence entre la VaR 99,5 % des réserves et leur moyenne,
comme démontré précédemment8 ; ils sont ici représentés en pourcentage de I'espérance des réserves.
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FIGURE 27 : graphique représentant les capitaux en pourcentage des réserves pour I’ensemble des triangles
étudiés

7 European Insurance and Occupational Pensions Authority
® Partie Il / Chapitre 3 /3.1
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Pour treize des dix-sept triangles étudiés, I'estimation des capitaux par la méthode RIMCMC est inférieure a
I'estimation de Solvabilité Il. Les résultats de RIMCMC aménent également toujours a des estimations des
capitaux plus faibles que par la méthode du Bootstrap, c’est aussi le cas par rapport a la méthode de Mack,
excepté pour deux des triangles.

Le tableau suivant représente les capitaux (en pourcentage de la moyenne des réserves) obtenus en moyenne
sur les dix-sept triangles, pour chacune des méthodes. Sur la seconde ligne, une comparaison est faite avec les
capitaux obtenus par Solvabilité II.

Mack Bootstrap RJIMCMC Solvabilité Il
Capitaux 31% 31% 21% 28 %
Moyennes des réserves
Ecarts par rapport a +9% +9% -25% _
Solvabilité Il

TABLE 7 : tableau représentant les capitaux obtenus en moyenne sur les dix-sept triangles pour les
différentes méthodes

D’aprés ce tableau récapitulant les résultats sur I'ensemble des triangles représentatifs du marché Belge, la
méthode RIMCMC permettrait d’économiser 25 % de capital par rapport a I'application directe des coefficients
fournis par 'EIOPA. Les méthodes de Mack et du Bootstrap étant assez proches et menant a une estimation 9
% plus élevée que Solvabilité II.

Cependant, ceci peut s’expliquer par le fait que Solvabilité 1l estime une volatilité a horizon un an seulement.
Alors que dans cette étude, la méthode de Mack, du Bootstrap et de RIMCMC évalue la volatilité a I'ultime, qui
est un majorant de la volatilité a un an. C'est pour cette raison que, dans la partie suivante, nous avons établi
les mémes calculs que précédemment tout en se basant sur les méthodologies permettant d’évaluer la
volatilité a un an.

3.3 VOLATILITE A HORIZON UN AN

Chacune des méthodes précédemment étudiée possede une extension qui permet d’évaluer la volatilité a
horizon un an :

- Pour la méthode de Mack (1993), c’est I’évolution apportée par Merz et Withrich (2008) qui permet
d’évaluer la volatilité a un an a partir de Chain Ladder ;

- Pour le Bootstrap, I'application de la méthode « Actuary in the box » permet d’estimer cette volatilité. Pour la
mise en pratique dans cette section, nous avons utilisé I'Tapproximation de Chain Ladder au lieu d’appliquer les
simulations dans les simulations ;
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Pour RIMCMC enfin, nous avons mis en application les extensions proposées précédemment’ : I'« Actuary in
the box ». De méme que pour le Bootstrap, nous avons fait I'approximation simplificatrice correspondant a
utiliser Chain Ladder pour I'estimation du Best Estimate en n+1.

Les résultats de cette étude sont détaillés dans I'annexe 5.

Le graphique ci-dessous représente les capitaux obtenus grace a ces méthodes d’évaluation a un an :
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FIGURE 28 : graphique représentant les capitaux en pourcentage des réserves pour I’ensemble des triangles

étudiés

Sur ce graphique, la courbe correspondant a Solvabilité Il est identique a celle de la figure 27, ce qui est
cohérent puisque I"évaluation de la moyenne des réserves par Chain Ladder ne varie pas lorsque |'on passe en
volatilité a un an. Par contre, I'ensemble des autres courbes présente des capitaux plus petits que ceux évalués
a l'ultime : la volatilité a horizon une année est plus faible que la volatilité a I'ultime. Il n’y a ainsi plus que trois
des dix-sept triangles pour lesquels I’évaluation des capitaux par Solvabilité Il est inférieure a celle de RIMCMC.

® Partie Il / Chapitre 3/ 3.2
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Le tableau ci-dessous récapitule les moyennes des capitaux sur I'ensemble des triangles, ils sont exprimés en
pourcentage des moyennes des réserves.

Merz & Withrich Bootstrap RIMCMC Solvabilité Il
Capitaux 23 % 20% 16 % 28 %
Moyennes des réserves
Ecarts par rapport a -20% -29% -42 % _
Solvabilité Il

TABLE 8 : tableau représentant les capitaux obtenus en moyenne sur les dix-sept triangles pour les
différentes méthodes

Lorsque I'on compare ces capitaux qui tiennent compte de la volatilité a un an, nous remarquons que
I’économie de capital réalisée grace a la méthode RIMCMC est encore plus importante : -42 % en moyenne par
rapport a 'application du calibrage standard de Solvabilité Il. Les capitaux constitués avec le Bootstrap arrivent
en seconde position, avec une économie de 29 % tandis que la méthode de Merz et Wiithrich représente une
économie de 20%.
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CONCLUSION

Nous ne sommes qu’au début de I'utilisation pratique de la méthode de RIMCMLC : s’il est ainsi peut-étre un peu
tét pour émettre un jugement définitif sur son intérét, il semble en tous cas qu’elle donne des résultats tout a
fait cohérents, sans nécessiter de paramétrage préalable.

Il s’agit d’une méthode novatrice, qui n’est pas basée sur Chain Ladder et permet donc de s’affranchir des
limites de cette méthode, tout en permettant d’évaluer directement la distribution compléte de sinistralité : elle
semble donc prometteuse dans un cadre réglementaire ou les instances européennes incitent les organismes
assureurs a évaluer de plus en plus I'incertitude liée a leurs engagements.

Manifestement, cette méthodologie présente certains inconvénients : elle repose sur une distribution de Poisson
sur-dispersée. Cependant, les extensions proposées dans ce mémoire concernant le traitement des incréments
négatifs ou nuls permettent de contourner la principale limite des modéles de Poisson sur-dispersés.

Dans ce mémoire, nous avons aussi testé I'utilisation d’autres fonctions paramétriques pour la partie droite du
triangle : nous avons souvent observé que la fonction puissance inverse donne de meilleurs résultats que la
décroissance exponentielle utilisée dans le papier original de Verrall et Wiithrich.

Enfin, la derniere évolution apportée a la méthode est I’évaluation de la volatilité a horizon une année et sa
comparaison aux calculs découlant de Solvabilité Il. Lors de la mise en application de cette méthodologie, nous
avons constaté que RIMCMC permet une économie substantielle de capitaux, pouvant s’expliquer de maniére
intuitive par la nature de la méthode, appliquant des modeéles adaptés a droite et a gauche du triangle.

Il est évidemment trop t6t pour affirmer que cette méthode est une véritable alternative a Chain Ladder : a ce
stade, elle est assez nouvelle et n’a pas encore été intensivement testée par les compagnies d’assurance.

Néanmoins, les résultats obtenus en appliquant I’algorithme a un panel de triangles représentatif du marché
belge nous sont apparus encourageants. Il nous reste néanmoins a appliquer la méthode a un nombre plus
grand de triangles, et a vérifier que I’hypothése simplificatrice réalisée sur la volatilité a 1 an, bien que similaire
a celle communément réalisée sur Chain Ladder, n’implique pas de distorsion significative des résultats. Enfin,
nous prévoyons de mettre RIMCMC a I’épreuve de I'analyse rétrospective (« Backtesting »), ce qui permettra de
conclure sur sa stabilité dans le temps.
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ANNEXE 1 : EXEMPLE DE VERRALL ET WUTHRICH
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
0 136 367 59390 18031 13757 12591 9511 10613 10947 14 640 4967 9221 5953 6942 3594 3464 3280 2530 433 1491 894 2108 1413
1 143135 69523 21331 18166 15104 13410 15194 14721 12354 9083 9649 8254 6984 4218 6 669 2753 2503 3891 1372 1402 1672
2 146 469 73290 22224 15080 15785 12589 27961 16 505 10320 12852 8940 9027 4052 4336 2955 6672 2411 4356 1707 2193
3 158 518 73610 24624 19841 16214 17950 12080 16914 12862 14094 12028 6659 9111 8113 6426 3378 3202 5785 2708
4 158 633 65824 25340 17879 17779 18093 16734 20694 11511 8813 13200 13949 9399 5141 5162 5865 2082 3430
5 153 215 71859 24614 18065 17541 21822 17675 16447 12182 16129 12467 8285 4905 8428 2668 1517 3263
6 153 185 62514 19910 19775 17365 18239 13093 15636 14740 18535 19887 10766 10989 6 560 6183 3010
7 150 974 66571 24855 18073 18963 20361 18194 18688 16 250 20410 24203 9603 8991 13309 6535
8 141432 63586 20321 15976 18783 16963 19225 16359 17893 8091 10392 8754 8693 6045
9 141554 65956 23087 1979% 22145 21470 27245 25583 20029 14 840 9973 12614 7478
10 141 899 64258 23353 17 200 16025 17436 23785 20398 18687 13833 11289 12459
11 145 037 70090 25843 19487 20067 23594 18213 23298 11452 13592 13327
12 135739 68260 28177 17838 27486 21476 24579 16298 12245 12785
13 135 350 74195 26675 20490 19 866 16 891 11969 14893 15814
14 132 847 70745 24310 22012 20563 15652 15218 16454
15 135 951 69499 24412 20762 15747 13831 20672
16 131151 62484 21730 18837 13123 14709
17 130 188 60074 23324 12529 16 653
18 118 505 56117 18230 13956
19 118 842 58829 22201
20 121011 64 845
21 132 116

75

Tableau représentant I’exemple des réglements incrémentaux utilisé par Verrall et Wathrich dans leurs papiers
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ANNEXE 2 : EXEMPLE DE LA BNB

AG

TUARIS

INTERNATIONA

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 136 367 59 390 18031 13757 12591 9511 10613 10947 14 640 4967 9221 5953 6942 3594
1 143 135 69523 21331 18 166 15104 13 410 15194 14721 12354 9083 9649 8254 6984 4218
2 146 469 73290 22224 15080 15785 12 589 27 961 16 505 10320 12 852 8940 9027 4052 4336
3 158 518 73610 24 624 19841 16 214 17 950 12 080 16914 12 862 14 094 12 028 6 659 9111 8113
4 158 633 65 824 25 340 17 879 17779 18 093 16 734 20 694 11511 8813 13 200 13949 9399 5141
5 153 215 71859 24614 18 065 17 541 21822 17 675 16 447 12 182 16 129 12 467 8285 4905 8428
6 153 185 62514 19910 19775 17 365 18 239 13093 15636 14 740 18 535 19 887 10 766 10989 6 560
7 150974 66 571 24 855 18073 18 963 20 361 18 194 18 688 16 250 20410 24203 9603 8991 13 309
8 141432 63 586 20321 15976 18783 16 963 19 225 16 359 17 893 8091 10392 8754 8693 6 045
9 141554 65 956 23087 1979 22 145 21470 27 245 25583 20029 14 840 9973 12614 7478
10 141 899 64 258 23 353 17 200 16 025 17 436 23785 20398 18 687 13833 11289 12 459
11 145037 70 090 25 843 19 487 20067 23594 18 213 23298 11452 13 592 13327
12 135739 68 260 28177 17 838 27 486 21476 24579 16 298 12 245 12785
13 135350 74 195 26 675 20490 19 866 16 891 11969 14 893 15814

76

Tableau représentant I'exemple réel des réglements incrémentaux fourni par la BNB
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ANNEXE 3 : PREUVE DE LA SIMPLIFICATION DANS PARTIE 2 / CHAPITRE 2 / 2.2

Dans cette annexe, nous détaillons la preuve de I'égalité :
q((@®,59)|(@, ) = q (@@, £)|(«®,5))

Cette preuve est similaire a celle proposée dans le cas uni dimensionnel, mais étendue au cas bi-varié.

Rappelons le contexte : il s’agit de rafraichir le couple (a(t), ,B(t)) grace a la loi de proposition normale bi-variée

g (%) 2)

suivante :

Ou X représente la matrice de variance covariance :

Var, 0
Y=
( 0 Varﬁ>

Nous pouvons alors écrire la formule de la densité conditionnelle de proposition :

1
Var,

P
(a(t),[;(t))) «exp| —3 (@ - a® g — W) |

q((@.p)

Aprées développement du terme de I’exponentielle, nous obtenons la formule simplifiée suivante :

0 g 1((@-a®)’ (8 -p9)
(a(),ﬁ()))ocexp _E< Var, + Var,

q ((a*,lf*)

L’évaluation de cette fonction en (a®, V) s’écrit :

0 _ o)’ O _ p+)?
q((a(t),ﬂ(t))|(a*,ﬂ*)) « exp _1(((1() a) +(I;() B) )

2 Var, Varg

or(a® —a)’ = (¢" —a®)” et (B© — p7)" = (6" = p©)” donc

(a(t),ﬁ(w)) =g ((a(f>,ﬁ(f>)|(a*,ﬁ*))

Ainsi, le deuxieme terme qui intervient dans la probabilité d’acceptation peut se simplifier.

q ()
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ANNEXE 4 : RESULTATS AVEC VOLATILITE A L'ULTIME

Dans cette annexe, nous récapitulons les détails des résultats obtenus lors de I'application des méthodes avec
volatilité a l'ultime. Le premier tableau représente les moyennes des réserves, le second les écarts types et
enfin le dernier tableau fournit les résultats de la VaR 99,5%.

Chain Ladder Bootstrap RIMCMC
Triangle A 46 677 750 46 523 015 46 874 233
Triangle B 69 488 720 69 537 934 68 957 305
Triangle C 8 435 595 8215337 8463471
Triangle D 52278 371 52515192 52 318 941
Triangle E 27 215 361 27 095 373 26374772
Triangle F 42 633 969 42 706 278 42 643 231
Triangle G 187 591 858 190 186 506 189 375 829
Triangle H 104 805 800 105 950 892 104 890 365
Triangle | 51763 419 52 490 250 52 474 076
Triangle J 78 522 047 80412 409 77 567 231
Triangle K 46 650 469 47 842 438 45 894 027
Triangle L 94 646 432 99313 310 89337 459
Triangle M 53464 121 51309 854 53596 424
Triangle N 72 192 202 69 658 891 70 896 805
Triangle O 16 013 584 16 388 528 16 068 878
Triangle P 131316376 131 210 265 132217 760
Triangle Q 279 760 282 280 130 247 279 829 035

Moyennes des réserves obtenues avec chaque méthode pour les différents triangles
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ACTUARIS

INTERNATIONAL wsvessssssssnsns

Mack Bootstrap RIMCMC Solvabilité Il
Triangle A 5313 709 3878 081 3491909 4 434 386
Triangle B 2707 819 2679984 2 480 837 6 601 428
Triangle C 1212 580 1114796 946 436 801 382
Triangle D 2 868 867 2900 508 2650410 4 966 445
Triangle E 2729135 3238758 2 830 007 2993 690
Triangle F 4705 744 3897 839 3598 091 4 689 737
Triangle G 5889 164 5127 153 5424 074 16 883 267
Triangle H 4 937 340 4178 317 3531106 9432522
Triangle | 2 824 164 2 600 745 2 144 994 4 658 708
Triangle J 8 464 280 5397 347 4 054 790 7 066 984
Triangle K 5867 274 5727 334 3670699 5131552
Triangle L 27 333139 20 596 300 13012 186 10411 108
Triangle M 18 524 298 10922 439 6 226 067 5881 053
Triangle N 23 076 500 16 069 140 8841769 7941 142
Triangle O 1940 902 1617478 1306 562 1521290
Triangle P 18 305 202 10 940 703 10 120 996 12 475 056
Triangle Q 11088 134 11 755 453 11178 996 26 577 227
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ACTUARIS

INTERNATIONAL

Mack Bootstrap RIMCMC Solvabilité Il
Triangle A 59 636 326 57 982 610 56 554 987 59 342 458
Triangle B 87 298 822 76 738 795 75 549 033 88342 549
Triangle C 10 742 307 11 652 353 11081 676 10 724 359
Triangle D 66 503 577 60 720 175 59 371796 66 462 651
Triangle E 34612 177 36 026 018 34700418 35899 198
Triangle F 56218 242 54 338 136 52 288 052 56 237 553
Triangle G 238 183 397 203 996 715 203 801 152 235560 268
Triangle H 131476 131 117 197 468 114 287 581 131 605 298
Triangle | 66 022 693 59 580 307 58 134 853 64 999 649
Triangle J 96 841 623 95 262 416 88214 668 98 600 624
Triangle K 65 535 120 65 354 581 55 848 106 61 535 631
Triangle L 138 816 284 168 079 866 130 003 699 124 846 075
Triangle M 77 963 100 91 380 362 72 056 178 70523 373
Triangle N 102 661 255 121703 112 96 999 008 95227 182
Triangle O 20 440 293 21182 488 19 725 553 20358 423
Triangle P 168 248 349 162 083 398 160 864 384 166 945 417
Triangle Q 355619 635 312038 410 310035 281 355 665 443
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ANNEXE 5 : RESULTATS AVEC VOLATILITE A UN AN

ACTUARIS

INTERNATIONAL sseessssssssnsss

Dans cette annexe, nous récapitulons les détails des résultats obtenus lors de I'application des méthodes avec

volatilité a horizon une année. Le premier tableau représente les moyennes des réserves, le second les écarts

types et enfin le dernier tableau fournit les résultats de la VaR 99,5%.

Chain Ladder Bootstrap RIMCMC
Triangle A 46 677 750 46 629 152 46 082 741
Triangle B 69 488 720 69 502 203 69 289 621
Triangle C 8 435 595 8 365 587 8 469 599
Triangle D 52278371 52 363 022 52291539
Triangle E 27 215 361 27 148 614 26717 321
Triangle F 42 633 969 42 686 650 42 675 117
Triangle G 187 591 858 188 714 693 188 882 525
Triangle H 104 805 800 105 286 522 105177 118
Triangle | 51763 419 52 048 314 52272128
Triangle J 78 522 047 79 321792 78 325 814
Triangle K 46 650 469 47 117 006 47 152 121
Triangle L 94 646 432 97 000 069 92917 671
Triangle M 53464 121 51 488 884 53 459 240
Triangle N 72192 202 70 326 763 71 284 456
Triangle O 16 013 584 16 210 741 16 115 407
Triangle P 131 316 376 131281424 131 959 642
Triangle Q 279 760 282 279 887 079 279777 766

Moyennes des réserves obtenues avec chaque méthode pour les différents triangles
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ACTUARIS

INTERNATIONAL wsvessssssssnsns

Mack Bootstrap RIMCMC Solvabilité Il
Triangle A 3145 094 2 548 666 2200515 4 434 386
Triangle B 1851 689 1833886 1733466 6 601 428
Triangle C 601 003 741 632 655 701 801 382
Triangle D 1671128 2058 864 1933899 4 966 445
Triangle E 2366 635 2507 209 2229090 2993 690
Triangle F 4394071 3431226 3195210 4 689 737
Triangle G 4447 290 3740742 4 076 851 16 883 267
Triangle H 4305 528 3226 802 2896710 9432522
Triangle | 2253451 2027613 1763594 4 658 708
Triangle J 8 059 430 4192 639 3261785 7 066 984
Triangle K 3182903 3560671 2888241 5131552
Triangle L 17 019 894 12 983 125 10578 773 10411 108
Triangle M 9432211 7 562 764 7 082 669 5881053
Triangle N 13 605 261 9957 920 9173599 7941 142
Triangle O 1295623 1230938 1057 743 1521290
Triangle P 12 115 836 7170189 6 908 454 12 475 056
Triangle Q 6 508 081 7712321 7 453 576 26 577 227
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ACTUARIS

INTERNATIONAL

Mack Bootstrap RIMCMC Solvabilité Il
Triangle A 55387 989 54 858 738 52 110 258 59 342 458
Triangle B 74398 539 74598 622 73 840 548 88342 549
Triangle C 10 106 859 10970 306 10 298 154 10 724 359
Triangle D 60 119 012 58 388 826 57 398 386 66 462 651
Triangle E 33905 797 34262 619 33116 223 35899 198
Triangle F 55 265 293 53 483 906 51119572 56 237 553
Triangle G 199 346 593 198 792 371 199 691 274 235560 268
Triangle H 116 400 761 114 090 728 112 885 117 131 605 298
Triangle | 57 848 018 57 737 438 56 945 883 64 999 649
Triangle J 101 679 730 91167 557 87 112 984 98 600 624
Triangle K 55473 330 58 486 501 55273223 61 535 631
Triangle L 147 489 373 141 330 189 127 014 660 124 846 075
Triangle M 82 652 036 80 889 595 75 127 535 70523 373
Triangle N 114 788 386 103 963 730 99 704 383 95227 182
Triangle O 19 653 190 20 153 540 19 176 375 20358 423
Triangle P 165 757 390 153 022 830 152 029 608 166 945 417
Triangle Q 296 953 678 301776 673 300 093 439 355 665 443
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