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Exercice 1 Manipulation de ’estimateur de Kaplan-Meier.

Soit un échantillon de n individus i.i.d. de durée de vie T1,...,T,. Chaque observation ¢ est
soumise & censure a droite C;, supposée indépendante et non-informative. On observe (Y;, D;) pour
chaque i, ou Y, =T; ANC; et D; = Lir<c;y- On note S la fonction de survie de T et G celle de C.

1. En notant Hy (t) =P (Y >¢,D=1) et H(t) =P (Y > t), montrer que

dS(t)  dHy (1)
S(t—)  H(t-)

2. Retrouver a partir de cette expression, I'estimateur non-paramétrique de Nelson-Aalen pour
la fonction de hasard cumulée A (t).

3. Rappeler I'expression de la fonction de hasard h (t), de la fonction de hasard cumulée A (t) et
de la fonction de survie d’une loi discrete. En déduire 'expression de I'estimateur de Kaplan-
Meier de la fonction de survie.

4. En suivant un raisonnement similaire avec H; (t) = P(Y >¢,D=1|Y > L) et H(t) =
P(L <t<Y|Y > L), donner 'expression de I'estimateur de Kaplan-Meier avec troncature a
gauche L indépendante (7" indépendant de (L, C) et C' indépendant de L).

5. En utilisant directement ’expression de la premiere question, exprimer ’estimateur de Kaplan-
Meier sous la forme d’une somme faisant intervenir ’estimateur de G.

Réponse de 'exercice 1.

1. On a

H(t)=PY >t)=P(T >t,C >1t)
=5M)G(1)

et comme C I T

H(t)=E|
=k []1{T>t}E [ﬂ{CZT}‘TH
E|
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On écrit alors

D’ou le résultat.

. Par définition,
¢ t
A = — ds (t) _ dH, (t)
o S(t—) o H(t-)

Puisque les quantités Y; et D; sont observées, les estimateurs empiriques de H; (t) et H (t)
sont donnés par

~

1o ~ 1o
Hy(t) = — > Dilly,spy et H (1) = - > Ly
i=1 i=1

Naturellement, I’estimateur de Nelson-Aalen apparait en remplagant H; (t) et H (t) par leur
estimateur, i.e.

[TdH (1)
0 ﬁ(t—)

1 zn: Dillyy, <y
n =1 lf(i@—)

At) =

n

Dillyy <y
i=1 Z?zl Liv;>viy
n l)i

PR |
v, <t £ej=1 {Y;=Yi}

. En temps discret, la fonction de hasard est définie par

P(T =t)

ht) =gy

et la fonction de hasard cumulée est

At) = h(s).

s<t

La fonction de survie s’écrit

st =] -n(s)=][1-AA(s)).

s<t s<t

On retrouve ainsi ’expression de 'estimateur de Kaplan-Meier

S =TI (1-28m)

Yi<t

—H(l— D )
Y <t Z?zl H{YjZYi}



4. On a immédiatement

P(T >t,C >t L<t)
P(Y > L)

H(t)=P(L<t<Y[Y>L)=

P(L < t)

=560 5y

En conditionnant par T' et par indépendance avec L

~E[gronliosny sy

1t = P(Y > L)
_E [(Lgr-pyG(T—)P(L <T)]
B P(Y > L)
On écrit alors )
dH, (t) = mG(t—)P(L <t)dS(t).

Ainsi, on montre que
dHy (t)  dS (1)

H(t—) S(t-)

En considérant les estimateurs empiriques de Hj (t) et H (t), on en déduit l'estimateur de
Kaplan-Meier en présence de troncature a gauche tel que

S(t) = 1— =5 . .
};It < 21 H{Lismst}>

dH, (1)
G (t—)’

Ainsi en intégrant, il est possible d’exprimer I'estimateur de Kaplan-Meier sous la forme

5. On écrit

ds ()

n

~ 1 D;
S(t)=— ~— ﬂ{th}
; G (Yi-)

=> Winlysy.

i=1

On remarque que 'estimateur de Kaplan-Meier attribue des poids W; , aux observations qui
ne sont pas censurées. On peut montrer que ces poids en présence de censure s’écrivent, en
ordonnant les valeurs de Y, Y(;) < ... <Y{,), et avec Dy la valeur associée a Y;

n pa—
Cette expression sous forme de somme est commode car elle permet de fournir un estimateur

pour les quantités du type ¥, = E[¢ (T')] avec ¢ une fonction intégrable (on parle d’intégrales
Kaplan-Meier)

i=1

3



Exercice 2 Variance de ’estimateur de Kaplan-Meier.

Soit un échantillon de n individus i.i.d. de durée de vie T1,...,T,. Chaque observation ¢ est
soumise a censure a droite Cj, supposée indépendante et non-informative. On observe (Y;, D;) pour
chaque i, ou Y; =T; ANCj et D; = Lyr<ciy- On note S la fonction de survie de T et G celle de C.

On rappelle que 'estimateur de Kaplan-Meier vérifie

\/ﬁ(§—s)L>U,

n—oo

avec U un processus gaussien centrée de variance-covariance

plont) =550 [ S(Z)S(G”(u)
1. Onnote H; (t) =P (Y >t,D =1) et H(t) =P (Y > t). Puisque

dS(t)  dH (1)
S(t-) H(t-)’

donner un estimateur de la variance de S (¢).

2. En notant Y(;) la statistique d’ordre i des Y et Dy, la valeur de D associée, réécrire cet
estimateur de la variance et vérifier qu’il correspond a l'estimateur de Greenwood.

3. Proposer un intervalle de confiance de niveau « pour 'estimateur de Kaplan-Meier.

. o . S+ . .
4. Déterminer la distribution asymptotique de p; = ¥, puis en déduire 'estimateur de

S (t)

sa variance (de type Greenwood).

Réponse de l’exercice 2.

1. La variance asymptotique de ’estimateur de Kaplan-Meier s’écrit

. LdS(u
Var (S (t)) - S(t)2/0 sw(c:)(w
N t dH1 (u)
=50 |
En remplagant H; (t) et H (t) par leur estimateur empirique

~

1 & ~ 1
Hy(t) = o ZDz’]l{th} et H(t) = o Zﬂ{th} ;
i=1 =1



on obtient 'estimateur suivant
— S#? [t adH
Var (S(t)) :_S( ) / _ 1/\(“)
o H

1 Z”: Dilly,<y
nonim 1 (Zh Lyony) (S Tev)

n2

s n Dillgy,<iy

2. En notant Y(;) la statistique d’ordre i des Y et Dy la valeur de D associée, ainsi que 77 le
nombre d’individus a risque juste avant la date 7(;) et dj;) le nombre de déces a cette date, on
obtient

Var (§ (t)) — 51 — 512y (1),

e (11— i)

On reconnait 'estimateur de Greenwood (qui est consistant).

3. On obtient un intervalle de confiance asymptotique d’ordre o pour l'estimateur de Kaplan-

Meier
S (-e"(1-5)v®). 50 (1+e" (1-5)7®)] .

avec ¢ la fonction de répartition d’un loi normale centrée réduite.

4. En remarquant que

R D; dfi
Pt = H <l—n >: H (1_)’
it <Y; <t+1 2= Lviyy) it <Y <t+1 ")

on en déduit facilement que

U dfy
Var () = b} —
i:t<3%:<t+1 (T[ﬂ - d[i}) i)

Exercice 3 Modele a risques concurrents.

Soit T" la durée de vie d’un individu que 1'on suppose soumise a K causes de sortie (ex : causes
de déces). On définit la fonction de hasard spécifique au risque i

. 1
h(l)(t):Allitrgoﬂﬁl’(t<T§t+At,V:i|T>t) :

ol V est la variable aléatoire qui désigne la cause de sortie.

1. Donner 'expression de :

— la fonction de hasard h (associée & T) en fonction des h(®) ;
— la fonction de survie S (associée & T') en fonction des h() ;



— la fonction d’incidence cumulée F (t) =P (T <t,V =1);
— le taux de déces entre les dates t et t + 1 pour la cause V = 1.

. On introduit les durées de vie latentes par cause T1,T5,...,Tx. Exprimer S (t) en fonc-
tion des fonctions de survie de chacune des lois latentes en faisant I’hypothése qu’elles sont
indépendantes. Que peut-on en déduire s’agissant de ’expression des taux de hasard de cha-
cune de ces lois latentes ?

. Ennotant Sipy | 7) (t1, .., tx) la fonction de survie jointe de 71, T3, . . ., Tk et sans supposer
que ces lois sont nécessairement indépendantes, montrer que

1 0S(y,..1) (t1, - tK)

hO (1) = - S (t) ot;

t1,.. b=t

. Pour K = 2, nous faisons a présent I’hypothese que les durées de vie latentes sont corrélées
et reliées par la fonction de survie jointe

1
STl,TQ (tl,tg) = (1 + 6 ()\1t1 + )\th)) 0,
avec A, A2, 0 > 0. Fournir 'expression de la fonction de hasard h(® (t) pour i = 1,2, puis
celle de FO) (t).
. On se place a présent dans un cadre d’estimation non-paramétrique avec censure a droite

indépendante (C indépendant de T" et de V'), similaire & celui de I'exercice 1 (méme notation
et par simplicité on utilise désormais la notation 7T; pour la loi du durée de l'individu 7).

On souhaite proposer un estimateur non-paramétrique pour F® (t). En notant Hl(i) (t) =
PY >t,D=1,V =i)et H(t) =P (Y > t), montrer que

dFO (1) aH (1)

S(t-)  H(t—)’

Conclure en suivant des raisonnements similaires & ceux de 'exercice 1.

Réponse de exercice 3.

1. La fonction de hasard s’obtient par

La fonction de survie s’écrit

S (1) = exp (- /0 " du) — exp (-22: /O e (u)du) |

La fonction d’incidence cumulée s’écrit
. t . t . K u .
FO) (1) = / 1O () S (u) du / B (wyexp [~ 3 / B (s)ds | du.
0 0 , 0
Le taux de déces est
gV =Pt <T<t+1,V=4T >t

R () S (wydu  FO (14 1) — FO (1)
N S (t) N S (t)




2. On a T = min;—1,__ g (T;). Par conséquent sous 'hypothese d’indépendance, la fonction de
survie s’écrit en fonction des fonctions de survie des lois marginales S; (¢)

K K
Sy =[[P@>t)=][Ss ®.
i=1 =1

On montre également sous cette hypothese que

i#i

FO () =P (Tz <t,T; < min (Tj)>

=E [H{Tiﬁt}E [H{Tigmin#i(Tj)}mH
t
— [1I8 s wau,
0 ji
avec f; la densité de T;.
Dans ces conditions, la fonction de hasard spécifique au risque i s’écrit

. 1
R (1) = lim CP(t<T<t+ALV =ilT>1)

= lim iAtq(i)
At—0 A=
1 dF® (1) 1
= = S fi (¢
S(t) dt S(t)gsj()f()

_ fi®)
Si (t)

avec h; la fonction de hasard de T;.

= h; (1)

3. On écrit que (avec des notations évidentes)

OS(ry,.. i) (t1y -+ s tK)
ot;

t1,...,tg=t
o )
= _fz' (t)/ / dF(T17---7Ti—17Ti+17---7TK)\T1' (tl,...,ti_l,ti+1,...,t[(’t)
t t
dF© (t)
- dt

D’ou le résultat.

4. En reprenant le résultat précédent et comme S (t) = S(1, 1, (¢,¢) , on a pour i = 1,2

B () = — 1 95, 1) (11, t2) _ \;
S(t) Ot et (LH O+ A2))
et
FO (t) —/t A (14 0u (A1 + A2)) 7 du
" Jo (T+0u(M + A2)) L+ A2

_ M (1= (0t + ) 7F).



5. On écrit

H (t)=E (LyrseviylicsT]
=E [Lirsrv=nE [Licsmy|T, V]]
=E[

Lirstv—nG (T—)]
_/Oog(u_)dF@ (w).

On a donc directement par les mémes calculs que I'exercice 1

Un premier résultat (avec les mémes notations) est que

FO( ZWz nllgy=iy Ly, <oy
i=1

On a également
~(; 1 &
Y (t) = - > Dilly,siv—iy-
i=1

Un second résultat s’obtient en considérant ’estimateur de Kaplan-Meier pour S tel que

FO () = - i S (t— ﬁl(t_)
1 " D;S (Y;— )H{Y<tV =i}
= H(Y;—)
" D;S (V=) Ly, <tv;—i}

B Z Zk 1 H{Yk>Y}

"\ D;S (V=) Lyy,—y

En ordonnant sur les valeurs de Y;, on obtient

s 2 Dygley iy
FO@t) =3 n_{-i]l}S(Ym—)'
vt 7



