Résoldion d’equatiosdifférentiellesstochatiques
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Le schémad’Euler pou leséquations différentiellesordinaires
a'(t) = f((t)), z(0) donre, 6y

congste atronquerle déweloppemen de Taylor au premierordre pour obterir une
approximation dextn+1 apartirdecelledez;,. Onsaiteneffet que

z(t) = z(s) —I—/s 7' (u) du = z(s) —I—/S f(z(u)) du

Onapprachealorsl’int égralepar

tnt1
/t F(@(w) du = F(2(tn))(tnsr — tn) == Ra.

Celadomedoncle schénad’approximationsuivart : onfixe N etonconsidére
lespointst, = n.T/N pourn € {0,1,..., N}. Ondéfinitla suite =¥ par

N N N N
Ty = ‘T(O)’ Tpt1 = Ty + f(xn )'(tTH—l - tn)
— Tracerde cettemanierela solution del’équation

3/2
) = 2), x0)=1 @
sur |0, 5]. Compareraurésutat théoique.
A la maniéredesphysiciens on écrit souvent’équation (1) sousla forme

dz(t) = f(z(t))dt, z(0) donné 3)

On peutconsidére qu’une équation équationdéteministede cetype reprégntele
compotement« mayen» debeawcoupde systemephysques Lorsquel’on s'inté-
resseaunedesciption plusfine, on estsouwentobligé d’ajouterun « bruit », c’est-
a-dire la résulantedetoutes les petitesperturbationslocalesqui vienrentparagter
le phéromeneétudié. En partiaulier, il estcommunémenadmisquel’@volution du
coursd’uneaction suitI'équationsuivante :

dS; = aSydt + bSydB;, So donné (4)



Ici, B estunmouvementbrownienordinaire.L’écriture d B, devrait doncreprégn-
ter la dérivée du mouvementbrownien ... dort on saitqu’elle n'existe pas! Pour
donrer un sensmathématige a cetteéquation queles physicenssavert justifier,
onlaréécit dela maniéresuivante:

t t
Sy — So = a/ Sydr + b/ S,dB,. (5)
0 0

La derriereintégaleestcequel’'on appdle uneintégale stoctastiqie parrapport
au mouvemern brownien. On admet(ce seradémoriré dansle coursultérieure-
ment)quela soluiion de cette équaion est

Sy = Soexp((a — %bQ)t +bBy). (6)

Onprerd dorénavart a = 3/2, Sy = 1 etb = 3. Onadmetalors aus$ que E[S;]
estsolutionde (2).

Le butdeceTPestd’ exhiberlesdifficultésqui apparaisgntrapidementorsque
I'on manipue cetobjet. Sanssavoir ce qu’ed cetteintégrale stoctastigie, on voit
guedu point de vue informatiqueon esttentéde remphlcerdB aupointt = t,
soitparB;, ., — By, ouparB;, — By,_,, aveclacorvention B;_, = 0.

Onseplace dars tout ce qui suit surunesubdvision fixe de [0, 1] depasl/N.
Dansun premie temps,on constlérela suite 7Y définie par

y(J)V = y(O)’ yvjzv—f-l = yﬁ] + ayg'(tn-kl - tn) + byﬁ](Bth - Btn)'
Parallélenent,on consickrela suitez définiepar
z(])v = y(()), Z7jzv—|—1 = ZrILV + a‘zfzv'(tn-l-l - tn) + bzfzv(Btn - Btn—l)’

— Pourla mémetrajectoire du mouvemen brownien, représente les valeurs
de S domé parl'équation (6) aux points d’abscisset,, lesvaleus dey’ et
celles de zV. Quelle sembleétrela plus correctedesdeuxsolutions appro-
chée®

— Toujours pourla mémetrajectoire de B, repréenterR, = exp(at + bBt).
De quelleappraximation, R semblet-il étrele plusproche?

— Mettreenvaleu le fait (admis) E[y"] estuneappioximation dela soluton
(2) maisque E[2"V] nel'est pas.En fait, ceciestintimemer lié aufait que
ElyY(By,., — B,)] = 0. Pourqua celaest-il vrai?

— Onveut maintenantétudier empiriguementla vitessede corvergencede ce
schémad’approxmation. On consgdére commedistarce entre I'approxima-
tion etla solution réelle I'espérane dela différencedesvaleus termindes:

d(y"™,8) = Ellyy — Srll.

Quantigé quel’on évalue parla loi forte desgrand nombres, c'est-a-dire
1 K
N - 3 Ny] J
Ellyy — Srl|] = Kh_f)nooE 2 lyg” — Sl
]:

2



oty estla j-iémeréalisation de la suite 3/ et S, la j-iéme réalisation
de St enprerantgardea que pour j donné la trajectoire du browniensoit
la mémedanslesdew cas.

PourK aussgramd quepossible,pourT” = 1, et N = 10, 100, 1000, 10000,

estimerd(y", S) etunintervallede confiarce 2 95% et montrerque

dy™,8) < c/\/ﬁ



