
Résolution d’équationsdifférentiellesstochastiques
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Le schémad’Euler pour leséquations différentiellesordinaires���������
	����������������������� donné, (1)

consisteà tronquer le développement deTaylor aupremierordrepourobtenir une
approximation de ��������� à partir decellede ��� ��� Onsaiteneffet que

��������	 ����!"�$#&% �' � � ��($�*)+(,	 ����!"�-#&%
�
' �������(����*)+(

On approchealorsl’int égralepar

% � � � �� � �������(����*)�(/.���������102�������10"354�67�102�98:	<;=0 �
Celadonnedoncle schémad’approximationsuivant : onfixe > etonconsidère

lespoints ��0?	 @ � ACB > pour @EDGFH�2�JI"� �K�K� � >EL � On définit la suite �*M0 par� MN 	<��������� � M0O354 	 � M0 #P���� M0 � � ���Q0O354�67�102� �
– Tracerdecettemanièrela solution del’équation

���R�����	TS B"U� �������5��������	VI (2)

sur W �2�YX[Z � Compareraurésultat théorique.
À la manièredesphysiciens, on écrit souventl’équation(1) sousla forme)+��������	\������������1)+�]��������� donné� (3)

On peutconsidérer qu’uneéquationéquationdéterministedecetypereprésentele
comportement« moyen» debeaucoupdesystèmesphysiques. Lorsquel’on s’inté-
resseàunedescription plusfine,onestsouventobligéd’ajouterun« bruit », c’est-
à-dire la résultantedetoutes lespetitesperturbationslocalesqui viennentparasiter
le phénomèneétudié.Enparticulier, il estcommunément admisquel’évolution du
coursd’uneaction suit l’équationsuivante :)*^ � 	<_`^ � )+�-#PaK^ � )cb � �
^ N donné� (4)

1



Ici, b estunmouvementbrownienordinaire.L’écriture )�b � devrait doncreprésen-
ter la dérivéedu mouvementbrownien ... dont on sait qu’elle n’existe pas! Pour
donner un sensmathématique à cetteéquation queles physicienssavent justifier,
on la réécrit dela manièresuivante:

^d�-6e^ N 	<_9% �N ^df])�gC#Pa$%
�
N ^df])cb=f � (5)

La dernièreintégraleestcequel’on appelle uneintégralestochastique parrapport
au mouvement brownien. On admet(ce seradémontré dansle coursultérieure-
ment)quela solution decette équation est

^d�5	h^ Ndi�j*kml ��_?6 IU a]nK�Q�o#Pa]b=�Rp � (6)

On prend dorénavant _q	 S B"U �`^ N 	rI et as	 S � On admetalors aussi que tuW ^ � Z
estsolution de(2).

Le but deceTPestd’exhiber lesdifficultésqui apparaissentrapidementlorsque
l’on manipule cetobjet.Sanssavoir cequ’est cetteintégralestochastique,on voit
quedu point de vue informatiqueon est tentéde remplacer )�b�� au point �v	w�R0
soit par b ��� � � 6Eb � � ou par b � � 67b ���Hxc� � avecla convention b ��x*� 	 � �

On seplace dans tout cequi suit surunesubdivision fixe de W �2�JI]Z depas I B > .
Dansun premier temps,on considèrela suite y M0 définie par

y MN 	 y ������� y M0O354 	 y M0 #z_ y M0 � ���10"354
67�102�-#za y M0 ��b=��� � �
6Eb=� � � �
Parallèlement,on considèrela suite { M0 définiepar

{ MN 	 y ������� { M0O354 	 { M0 #z_ { M0 � ���10"354�6E�Q0`�$#Pa { M0 ��b=� � 6Eb=���Jx*�]���
– Pour la mêmetrajectoire du mouvement brownien, représenter les valeurs

de ^ donnépar l’équation(6) auxpoints d’abscisse� 0 , lesvaleurs de y M et
celles de { Mv� Quellesembleêtrela plus correctedesdeuxsolutionsappro-
chées?

– Toujours pour la mêmetrajectoire de b|� représenter;$�}	 i�j*kml _���#~a]b=��p �
De quelleapproximation, ; semble-t-il êtrele plusproche?

– Mettreenvaleur le fait (admis) t|W y M�Z estuneapproximation dela solution
(2) maisque t|W { M Z ne l’est pas.En fait, ceci estintimement lié au fait quet|W y M0 ��b ��� � � 6Eb � � ��Z$	<� � Pourquoi celaest-il vrai?

– On veutmaintenantétudier empiriquementla vitessedeconvergencedece
schémad’approximation.On considèrecommedistanceentre l’approxima-
tion et la solution réelle, l’espérancedela différencedesvaleurs terminales:)d� y M ��^
�
	 tuW�� y M� 6�^ � � Z �
Quantité quel’on évalue parla loi forte desgrands nombres,c’est-à-dire

t|W�� y M� 6�^ � � Z�	 ��������s� I�
����� 4 � y M�� �� 6�^ �� � �
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où y M�� � est la � -ièmeréalisation de la suite y M et ^ �� la � -ièmeréalisation
de ^ � en prenant gardeà quepour � donné, la trajectoire du browniensoit
la mêmedanslesdeux cas.
Pour

�
aussi grand quepossible,pour A 	�I"� et > 	�IK�2�JIK�O�2�JIK�O�O�2�JIK�O�+�O�2�

estimer)�� y M ��^�� et un intervalledeconfianceà � X+� et montrerque)�� y M ��^
�9�&� BO� > �
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