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Introduction et notations

Ces notes de cours ont pour objectif de présenter la théorie de l’évaluation
par absence d’opportunité d’arbitrage. Nous avons essayé de travailler dans un
cadre général, à la fois en temps discret et en temps continu, tout en restant à
la porté d’un étudiant de M1 ou M2 ayant au préalable suivi un cours de calcul
stochastique et ayant des connaissances solides en probabilités.

La première partie porte sur les marchés en temps discret. Bien que celle-ci soit
d’un intérêt pratique limité, sauf en ce qui concerne le modèle de Cox-Ross-
Rubinstein qui sert couramment d’approximation au modèle en temps continu
de Black et Scholes, elle permet d’introduire les notions importantes dans un
cadre technique abordable par un étudiant de M1. Dans cette partie, on se place
sur un espace de probabilité général. La seconde partie porte sur les marchés
financiers en temps continu. On se restreint à un espace de type Brownien dans
lequel les prix sont modélisés par des processus d’Itô.

La lecture du livre [28], qui propose un traitement du même sujet dans un
cadre plus restrictif, peut venir en complément de ces notes, notamment comme
introduction au calcul stochastique.

N’étant évidemment pas possible de traiter tous les modèles couramment utili-
sés en finance de marché, nous renvoyons le lecteur intéressé à [25] et [31] pour
l’étude détaillée de nombreuses applications concrètes. Nous renvoyons égale-
ment à l’excellent ouvrage [33] qui fait très bien le lien entre mathématiques et
techniques de couverture (mais est moins complet).

Notations générales : Afin d’alléger au maximum la rédaction, nous listons
ici un certain nombres de notations qui seront utilisées tout au long de ce
document.
Tout élément x = (xi)i≤d de Rd sera identifié à un vecteur colonne de norme
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euclydienne ‖x‖. On note Rd
+ := [0,∞)d, Md l’ensemble des matrices d × d et

Md
+ lorsque les composantes sont positives. La matrice diag [x] est l’élément de

Md dont la i-ème composante diagonale est xi. La trace de M ∈ Md est noté
Trace[M ], ‖M‖ désigne sa norme euclydienne comme élément de Rd2 et M ′ sa
transposée.
On travaillera toujours sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni d’une fil-
tration F = (Ft)t≤T satisfaisant les conditions habituelles avec F0 triviale. Ici
T désignera l’ensemble {0, . . . , T} ou [0, T ], T > 0, selon que l’on travaille en
temps discret ou en temps continu. On désignera toujours par W un mouve-
ment brownien d-dimensionnel. Pour P̃ ∼ P, un sous-ensemble E de Rd ou Md

et G ⊂ F , on note Lp(E; Ω,G, P̃) l’espace des variables aléatoires G-mesurables,
admettant un moment d’ordre p ≥ 0 pour P̃, à valeurs dans E. La norme asso-
ciée est notée ‖ · ‖Lp(P̃). Le cas p =∞ correspond aux variables essentiellement
bornées, le cas p = 0 correspond aux variables aléatoires G-mesurables. On
omettra l’un des arguments s’il est clairement identifié par le contexte. On uti-
lisera aussi la notation L0

b pour désigner l’ensemble des variables aléatoires de
L0 dont la partie négative appartient L∞.
Pour une fonction régulière ϕ : (t, x) ∈ [0, T ] × Rd 7→ ϕ(t, x), on note ∇xϕ et
∇2
xϕ sa jacobienne et sa hessienne par rapport à x.
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Première partie
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discret
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Chapitre 1

Modélisation mathématique

1 Les actifs financiers

Les actifs financiers peuvent être classés en deux grandes catégories :
– L’actif sans risque : il rapporte un rendement constant connu à l’avance, i.e.

le rendement du titre entre les dates t et t+ 1 est connu à la date t. Il s’agit
en général d’une obligation émise par l’état, i.e. sans risque de défaut.

– Les actifs risqués : ils rapportent un rendement non connu à l’avance. Il s’agit
par exemple des actions, des obligations émises par des entreprises pouvant
faire défaut,...

On appelle marché parfait un marché sur lequel on peut acheter et vendre les
différents actifs sans restriction de quantité et sans payer de coût de transaction
ou taxes.

1.1 Cadre probabiliste

D’un point de vue mathématique, on se place sur un espace de probabilité
complet (Ω,F ,P) muni d’une filtration F = (Ft)t∈T où T := {0, . . . , T}, T > 0.
On suppose que F0 = {Ω, ∅} et que FT = F . Par convention, on pose F−1 = F0.
La filtration F correspond à l’information de l’agent financier.

1.2 Actif sans risque

On suppose qu’il existe un placement financier (compte épargne par exemple)
qui rapport un rendement rt ≥ 0 sur la période [t, t+ 1]. Si on place un euro en
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t, on obtient donc 1 + rt euros en t+ 1. On note

βt :=

(
t−1∏
s=0

(1 + rs)

)−1

1t≥1 + 1t=0

la valeur actuelle en 0 de 1 euro versé en t. On suppose que r = (rt)t<T est
adapté, i.e. que rt est Ft-mesurable quel que soit t < T . On parle de taux sans
risque car rt est connu à la date t, i.e. on connaît à l’avance le rendement du
placement.

On peut remarquer que β = (βt)t∈T est alors prévisible, i.e. que βt est Ft−1-
mesurable pour tout t ∈ T. Il s’agit du processus d’actualisation.

1.3 Actifs risqués

Les actifs risqués sont modélisés par un processus d-dimensionnel S = (S1
t , . . . ,

Sdt )t∈T. Il s’agit typiquement d’actions. On suppose que S est F-adapté, i.e. que
St est Ft-mesurable quel que soit t ∈ T. Autrement dit, on connaît la valeur de
S à la date t.

2 Stratégies financières et portefeuille

Une stratégie financière est un processus d’investissement dans les actifs sans
risque et risqués. On la modélise comme un processus adapté (α, φ) à valeurs
dans R×Rd. La quantité αt représente la quantité d’euros placés au taux sans
risque sur la période [t, t+1]. La quantité φit représente la quantité d’actif risqué
Si qui sera détenue sur cette même période.
Puisque (αt−1, φt−1) correspond aux placements entre t − 1 et t, la valeur du
portefeuille à la date t est :

Vt = αt−1(1 + rt−1) + 〈φt−1, St〉 .

On dit qu’une stratégie est autofinancée si ce montant est suffisant pour effectuer
le placement (αt, φt) entre t et t+ 1, i.e.

Vt = αt−1(1 + rt−1) + 〈φt−1, St〉 = αt + 〈φt, St〉 . (1)

On dira donc qu’une stratégie de portefeuille (α, φ) est autofinancée si

αt−1(1 + rt−1) + 〈φt−1, St〉 = αt + 〈φt, St〉 pour tout t ∈ T . (2)
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Ceci implique que le portefeuille actualisé vérifie

Ṽt := βtVt = βtαt + 〈φt, S̃t〉

avec
S̃t := βtSt .

Autrement dit, on doit avoir

αt = Bt

(
Ṽt − 〈φt, S̃t〉

)
avec Bt := β−1

t

ce qui implique, en utilisant (1),

Ṽt+1 = βtαt + 〈φt, S̃t+1〉 = Ṽt + 〈φt, S̃t+1 − S̃t〉 (3)

soit

Ṽt = V0 +
t−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉 (4)

ou encore

Vt = Bt

(
V0 +

t−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉

)
. (5)

Sous la condition d’autofinancement, on voit donc que la richesse V ne dépend
que de la stratégie d’investissement en actifs risqués φ qui détermine complète-
ment le montant α placé au taux sans risque. L’ensemble des stratégies A vé-
rifiant la condition d’autofinancement peut donc être décrit comme l’ensemble
des processus adaptés φ à valeurs dans Rd.

Par la suite, on notera V x,φ le portefeuille induit par la stratégie φ de valeur
initiale x, en 0, et on utilisera la notation Ṽ x,φ := βV x,φ.

Remarque 1 On peut remarquer à partir de (4) que

Ṽ y,φ = Ṽ x,φ + y − x ,

ce qui implique que
V y,φ = V x,φ + β−1 (y − x) .
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Chapitre 2

Théorèmes fondamentaux

1 Absence d’opportunité d’arbitrage et mesure risque
neutre

On appelle arbitrage une stratégie autofinancée φ telle que

V 0,φ
T ≥ 0 P− p.s. et P

[
V 0,φ
T > 0

]
> 0 .

Ceci correspond à une situation où l’on est en mesure de réaliser un profit sans
prendre aucun risque. Bien évidemment, on peut ré-écrire cette condition de
manière équivalente en remplaçant V par Ṽ .

Ṽ 0,φ
T ≥ 0 P− p.s. et P

[
Ṽ 0,φ
T > 0

]
> 0 .

On dira donc qu’il y a absence d’opportunité d’arbitrage si la condition

(AOA) : Ṽ 0,φ
T ≥ 0 P− p.s. ⇒ Ṽ 0,φ

T = 0 P− p.s. pour tout φ ∈ A

est vérifiée.

L’objet des sous-sections suivantes est de prouver le premier théorème fonda-
mentale qui est à la base de toute la théorie mathématique de l’évaluation des
produits financiers :

(AOA) est vérifiée ⇐⇒ M(S̃) 6= ∅,

oùM(S̃) désigne l’ensemble des mesures Q ∼ P telle que S̃ est une Q-martingale,
i.e.
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1. S̃t+1 ∈ L1(Q) pour tout t < T

2. EQ
[
S̃t+1 | Ft

]
= S̃t Q-p.s. pour tout t < T .

On parle de l’ensemble des mesures martingales équivalentes ou mesures risque
neutre. On va en fait montrer que l’hypothèse (AOA) permet même d’exhiber
une mesure deM(S̃) de densité dans L∞.

On notera par la suiteMb(S̃) le sous-ensemble formé par les éléments deM(S̃)
de densité dans L∞.

Afin de simplifier les preuves, on va se ramener à un modèle à une période et
considérer l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage locale

(AOAt) : 〈ξ, S̃t+1−S̃t〉 ≥ 0 P−p.s. ⇒ 〈ξ, S̃t+1−S̃t〉 = 0 P−p.s. ∀ ξ ∈ L0(Rd,Ft) .

L’hypothèse (AOAt) signifie que l’on ne peut gagner de l’argent sans prendre
de risque en faisant une opération consistant à simplement acheter des titres en
t puis à les revendre en t+ 1.

Théorème 1 Il y a équivalence entre
(i) (AOA) est vérifiée.
(ii) (AOAt) est vérifiée pour tout t = 0, . . . , T − 1.
(ii)Mb(S̃) 6= ∅.

Par la suite, on supposera toujours que

S̃t ∈ L1(P) pour tout t ∈ T . (1)

Cette hypothèse n’est pas restrictive. En effet, si ce n’est pas le cas, il suffit de
remplacer P par une nouvelle mesure équivalente de densité

e−
P
t∈T ‖S̃t‖/E

[
e−

P
t∈T ‖S̃t‖

]
.

Comme cette mesure est équivalente, elle définit les mêmes ensembles de mesure
nulle que P et la condition (AOA) reste inchangée si l’on passe à cette nouvelle
mesure.

Les sous-sections suivantes sont consacrées à la preuve du Théorème 1.

1.1 (AOA) implique (AOAt)

Cette implication est claire. En effet, s’il existe t ≤ T − 1 et ξ ∈ L0(Rd,Ft) tels
que 〈ξ, S̃t+1 − S̃t〉 ≥ 0 P − p.s. et 〈ξ, S̃t+1 − S̃t〉 6= 0 alors on contredit (AOA)
en considérant la stratégie φ ∈ A définie par φs = ξt1s=t.
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1.2 Propriété de fermeture sous (AOAt)

Dans cette sous-section, on montre que

Γ̃t :=
{
〈ξ, S̃t+1 − S̃t〉 − r : ξ ∈ L0(Rd,Ft), r ∈ L0(R+)

}
est fermé en probabilité sous l’hypothèse (AOAt) qui peut s’écrire de manière
équivalente

Γ̃t ∩ L0(R+) = {0} . (2)

Pour ce faire, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 2 Soit (ξn)n≥1 une suite dans L0(Rd,Ft). On suppose que

η0 := lim inf
n→∞

‖ξn‖ <∞ P− p.s.

Alors il existe une suite (kn)n≥1 ∈ L0(N,Ft) telle que kn → ∞ P − p.s. et
ξkn → ξ∗ P− p.s. pour une certaine variable aléatoire ξ∗ ∈ L0(Rd,Ft).

Preuve. On définit la suite (k0
n)n≥0 par k0

0 = 0 et k0
n+1 := inf{j > k0

n : | ‖ξj‖−
η0| ≤ n−1}. Il est clair que (k0

n)n≥0 est Ft-mesurable et que supn≥1 ‖ξk0
n
‖ <∞.

Ceci implique que η1 := lim infn→∞ |ξ1
n| <∞ P−p.s. Soit ε1 ∈ L0(Ft) défini par

ε = 1 si card{n ∈ N : ∃ j ≥ 1 t.q. |ξ1
k0
j
− η1| ≤ n−1} =∞ et ε1 = −1 sinon. On

définit ensuite la suite (k1
n)n≥0 par k1

0 = 0 et k1
n+1 := inf{j > k1

n : |ξ1
k0
j
− εη1| ≤

n−1}. Il est clair que (k1
n)n≥0 est Ft-mesurable et que ξ1

kn
→ ε1η1 P − p.s. On

peut donc définir ξ1
∗ := ε1η1. On construit ensuite la suite (k2

n)n≥0 de manière
similaire à partir de (ξk1

n
)n≥1 afin que (ξ2

k2
n
)n≥1 converge P−p.s. En itérant cette

procédure, on obtient la suite (kdn)n≥0 qui vérifie l’énoncé du lemme. 2

Proposition 3 Si (AOAt) est vérifiée, alors Γ̃t est fermé en probabilité.

Preuve. Comme la convergence en probabilité implique la convergence p.s.
le long d’une sous-suite, il suffit de montrer que si une suite (ξn, rn)n≥1 de
L0(Rd × R+,Ft) vérifie

Gn := 〈ξn, S̃t+1 − S̃t〉 − rn → G∗ P− p.s.

alors il existe (ξ∗, r∗) ∈ L0(Rd × R+,Ft) tel que

〈ξ∗, S̃t+1 − S̃t〉 − r∗ = G∗ . (3)
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Pour simplifier la preuve, on se place en dimension 1, i.e. d = 1. L’argument
suivant se généralise au cas d quelconque par une simple itération, voir [22].
1. Soit A := {lim infn→∞ ‖ξn‖ = ∞}. Comme A ∈ Ft, on peut construire la
suite (ξ̄n)n≥1 de L0(Rd,Ft) définie par ξ̄n = ξn1A. On a alors

〈ξ̄n, S̃t+1 − S̃t〉 − rn1A → G∗1A P− p.s.

ce qui implique que

〈ξ̂n, S̃t+1 − S̃t〉 − r̂n → 0 P− p.s.

où (ξ̂n, r̂n) = (ξn, rn)1A/(1 + ‖ξn‖). Comme lim infn→∞ ‖ξ̂n‖ = 1 < ∞ sur
A P − p.s. par construction, le Lemme 2 implique que l’on peut trouver une
suite (kn)n≥1 de L0(N,Ft) telle que 〈ξ̂kn , S̃t+1 − S̃t〉 → 〈ξ̂∗, S̃t+1 − S̃t〉 où ξ̂∗ ∈
L0(R,Ft). Comme r̂kn ≥ 0 P−p.s., on a forcément 〈ξ̂∗, S̃t+1−S̃t〉 ≥ 0. Du fait de
l’hypothèse (AOAt), qui s’écrit sous la forme (2), ceci implique que 〈ξ̂∗, S̃t+1−S̃t〉
= 0 et r̂kn → 0 P − p.s. Comme par construction |ξ̂∗| = 1 sur A, ceci montre
que S̃t+1 − S̃t = 0 sur A (on rappelle qu’ici on suppose que d = 1). On peut
donc remplacer la suite initiale (ξn, rn)n≥0 par la suite (ξ̌n, řn)n≥0 définie par
(ξ̌n, řn) = (ξn, rn)1Ac et toujours avoir

〈ξ̌n, S̃t+1 − S̃t〉 − řn → G∗ P− p.s.

avec lim infn→∞ ‖ξ̌n‖ = 1 <∞ P− p.s.
2. D’après 1., on peut maintenant supposer que lim infn→∞ ‖ξn‖ < ∞ P− p.s.
Le Lemme 2 nous permet alors de construire une suite (kn)n≥1 de L0(N,Ft)
telle que Gkn → G∗ et 〈ξkn , S̃t+1 − S̃t〉 → 〈ξ∗, S̃t+1 − S̃t〉 où ξ∗ ∈ L0(R,Ft). On
en déduit que rkn → r∗ ∈ L0(R+) et que (3) est vérifiée. 2

1.3 Existence d’une mesure martingale sous ((AOA)t)t<T

On commence par montrer que (AOAt) implique l’existence d’une mesure équi-
valente qui rend S̃ martingale entre t et t+ 1.
Pour ce faire, on utilise la propriété de fermeture de la Proposition 3 et le
théorème de Hahn-Banach, voir par exemple Théorème 1.7 dans [5], que l’on
rappelle ici.
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Théorème 4 Soit E un espace vectoriel normé. A un convexe compact de E
et B un convexe fermé de E disjoints. Alors, il existe une application linéaire
ϕ sur E telle que

sup
b∈B

ϕ(b) < inf
a∈A

ϕ(a) .

Proposition 5 Si (AOAt) est vérifiée, alors il existe Ht ∈ L∞ tel que

E
[
Ht(S̃t+1 − S̃t) | Ft

]
= 0 et Ht > 0 P− p.s.

Preuve. 1. Puisque Γ̃t est fermé en probabilité, voir Proposition 3, Γ̃t ∩L1 est
fermé dans L1. Par ailleurs, (AOAt) implique 1A /∈ Γ̃t pour tout A ∈ Ft tel
que P [A] 6= 0. L’ensemble Γ̃t étant en outre convexe, on déduit du théorème de
Hahn-Banach, Théorème 4, que, pour un tel A, on peut trouver une variable
aléatoire Y bornée telle que

sup
G∈Γ̃t∩L1

E [Y G] < E [Y 1A] .

Comme Γ̃t est un cône (qui contient nécessairement 0), ceci implique que E [Y 1A] >
0 et

sup
G∈Γ̃t∩L1

E [Y G] ≤ 0 . (4)

Par ailleurs, comme −λ1Y <0 ∈ Γ̃t ∩ L1 quel que soit λ ≥ 0, on a également

Y ≥ 0 P− p.s.

2. Soit G l’ensemble des variables aléatoires Y non nulles de L∞(R+) vérifiant
(4). On note s(Y ) := {Y 6= 0} le support de Y . On peut alors trouver Ŷ ∈ G
tel que

P
[
s(Ŷ )

]
= max{P [s(Y )] : Y ∈ G} .

En effet, si (Yn)n≥1 est une suite maximisante pour {P [s(Y )] : Y ∈ G}, alors
on peut trouver une suite (an)n≥1 de réels strictement positifs telle que

Ŷ :=
∑
n≥1

anYn
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ait pour support
s(Ŷ ) =

⋃
n≥1

s(Yn) .

On conclut en remarquant que

P

 ⋃
n≤N

s(Yn)

 ≥ P [s(YN )]→ sup{P [s(Y )] : Y ∈ G} .

3. On montre maintenant que P
[
s(Ŷ )

]
= 1. Si ce n’était pas le cas, les argu-

ments de 1. nous permettraient d’exhiber une variable aléatoire Ȳ ∈ G telle
que

sup
G∈Γ̃t∩L1

E
[
Ȳ G

]
≤ 0 < E

[
Ȳ 1s(Y )c

]
.

On aurait alors {Ȳ 6= 0} ∩ s(Ŷ )c 6= ∅ ce qui contredirait la définition de Ŷ .
4. On conclut en remarquant que, pour tout i ≤ d,

−1{E[Ht(S̃it+1−S̃it) | Ft]<0} et 1{E[Ht(S̃it+1−S̃it) | Ft]>0} appartiennent à L0(Ft) .

2

On peut maintenant montrer l’existence d’une mesure martingale équivalente.

Proposition 6 Si (AOA) est vérifiée, alors il existe Q ∼ P de densité essen-
tiellement bornée telle que S̃ est une Q-martingale.

Preuve. Pour tout t ∈ T, il existe Ht vérifiant l’énoncé de la Proposition 5. On
pose alors

H :=
∏

t≤T−1

(E [Ht | Ft+1] /E [Ht | Ft]) ,

et on définit la mesure Q par dQ/dP = H. Dire que S̃ est une Q-martingale
revient à dire que ĤS̃ est une P-martingale avec Ĥt := E [H | Ft]. Ceci se vérifie
facilement en remarquant que

Ĥt :=
∏
j≤t−1

(E [Hj | Fj+1] /E [Hj | Fj ]) ,

et en utilisant la Proposition 5. 2
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1.4 Absence d’arbitrage sous M(S̃) 6= ∅

On conclut la preuve du Théorème 1 en montrant que (iii) implique (i).

On rappelle qu’un processus ξ est une Q-martingale locale si EQ [ξt+1 | Ft] a
un sens, i.e. l’intégrale est Q-p.s. convergente, et EQ [ξt+1 | Ft] = ξt pour tout
t < T . On note L0

b l’ensemble des variables aléatoires essentiellement bornée
inférieurement.

Proposition 7 Soit Q ∈M(S̃), supposé non vide, et φ ∈ A. Alors,
(i) Ṽ 0,φ est une Q-martingale locale.
(ii) Ṽ 0,φ

T ≥ G P− p.s. où G ∈ L0
b , alors, Ṽ

0,φ
t ≥ EQ [G | Ft] P− p.s. pour tout

t ∈ T.
(iii) Si (ii) est vérifiée avec G ≥ 0 P− p.s. et P [G > 0] > 0, alors V 0,φ

0 > 0.

Preuve. Soit t ≤ T − 1. Comme φt est Ft-mesurable, on a

EQ
[
〈φt, S̃t+1 − S̃t〉 | Ft

]
= 〈φt,EQ

[
S̃t+1 − S̃t | Ft

]
〉 ,

ce qui implique la propriété (i) de martingale locale, voir (3) du Chapitre
1. Comme ceci implique que Ṽ φ

t ≥ EQ
[
Ṽ φ
t+1 | Ft

]
, pour tout t ≤ T − 1,

Ṽ 0,φ
t+1 ≥ EQ [G | Ft+1] P − p.s. implique Ṽ 0,φ

t ≥ EQ [G | Ft] P − p.s. par pas-
sage à l’espérance conditionnelle. Comme Ṽ φ

T ≥ G = EQ [G | FT ] P− p.s., une
récurrence montre (ii). L’assertion (iii) est une conséquence immédiate de (ii)
puisque G ≥ 0 P − p.s. et P [G > 0] > 0 est équivalent à G ≥ 0 P − p.s. et
Q[G > 0] > 0, car Q ∼ P, ce qui implique EQ [G] > 0. 2

Remarque 8 D’après la proposition précédente, si Ṽ 0,φ
T ≥ G P − p.s. avec

G ∈ L1(Q), alors Ṽ 0,φ est borné inférieurement par la Q-martingale X définie
par Xt := EQ [G | Ft]. Il est donc possible de définir EQ

[
Ṽ 0,φ
t

]
pour tout t ∈ T.

Par ailleurs, une simple récurrence sur la propriété de martingale locale de Ṽ 0,φ

montre que Ṽ 0,φ
0 ≥ EQ

[
Ṽ 0,φ
t

]
pour tout t ∈ T. Ceci montre que Ṽ 0,φ

t ∈ L1(Q)

pour tout t ∈ T, autrement dit, Ṽ 0,φ est une Q-martingale.

2 Couverture des options européennes

Dans cette section, on s’intéresse l’évaluation et à la couverture d’une option
européenne, i.e. un produit financier qui paie un montant aléatoire G ∈ L0 à la
date T , appelée maturité. On parle également d’actif contingent européen.
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La question est de savoir quel prix, appelé également prime, doit être versé à la
date 0 par l’acheteur.

Il est naturel de considérer les notions de prix suivantes :

1. On dit qu’un prix p est viable pour l’option G si l’achat ou la vente de cette
option à ce prix n’introduit pas d’arbitrage sur le marché, i.e. si

6 ∃ φ ∈ A et ε ∈ {−1, 1} t.q. V εp,φ
T − ε G ∈ L0(R+) \ {0} . (5)

2. On dit qu’un prix p permet de sur-couvrir G si

∃ φ ∈ A t.q. V p,φ
T −G ∈ L0(R+) . (6)

3. Enfin, on dit que p est le prix de sur-réplication de G si

p = p(G) := inf{x ∈ R : ∃ φ ∈ A t.q. V x,φ
T −G ∈ L0(R+)} . (7)

On commence par donner une caractérisation des options qui peuvent être cou-
vertes en partant d’une richesse négative. Pour des raisons techniques, on se
restreint à la classe des options G ∈ L0 tel que βTG− appartient à l’ensemble
LS des variables aléatoires Y ∈ L0 vérifiant

|Y | ≤ c0
Y +

d∑
i=1

ciY S̃
i
T P− p.s. (8)

pour certaines constantes réelles c0
Y , . . . , c

d
Y pouvant dépendre de Y .

Théorème 9 SiM(S̃) 6= ∅, alors les deux ensembles suivants

Γ :=
{
G ∈ L0 : βTG

− ∈ LS , ∃ φ ∈ A t.q. V 0,φ
T ≥ G

}
Θ :=

{
G ∈ L0 : βTG

− ∈ LS , sup
Q∈M(S̃)

EQ [βTG] ≤ 0

}

sont égaux. Par ailleurs,{
G ∈ L0 : ∃ φ ∈ A t.q. V 0,φ

T ≥ G
}

est fermé en probabilité.
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Remarque 10 On déduit de la Remarque 1 du Chapitre 1 que p(G−β−1
T x) ≤ 0

implique que, pour tout ε > 0, il existe φ ∈ A tel que V ε,φ
T −(G−β−1

T x) ∈ L0(R+)
où encore Ṽ ε,φ

T − G̃ + x ∈ L0(R+), i.e. Ṽ x+ε,φ
T − G̃ ∈ L0(R+). Ceci implique

que p(G) ≤ x. Caractériser Γ revient donc à caractériser l’ensemble des actifs
contingents sur-réplicables à partir d’une richesse x quelconque donnée.

Afin de prouver ce théorème, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 11 Supposons que (AOA) soit vérifiée. Si φ ∈ A vérifie

T−1∑
s=t

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉 = 0 P− p.s.

alors

〈φt, S̃t+1 − S̃t〉 = 0 P− p.s.

Preuve. Sur A := {〈φt, S̃t+1 − S̃t〉 > 0}, on a

T−1∑
s=t+1

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉 = −〈φt, S̃t+1 − S̃t〉 < 0 .

Comme A ∈ Ft+1, φ̂ défini par φ̂s = −φs1A1s≥t+1 appartient à A. Or

Ṽ 0,φ̂
T ≥ 0 , P

[
Ṽ 0,φ̂
T > 0

]
= P [A] ,

ce qui implique P [A] = 0 sous (AOA). On montre de même que {〈φt, S̃t+1−
S̃t〉 < 0} est de mesure nulle. 2

Preuve du Théorème 9. 1. On commence par montrer par induction que
Γ est fermé en probabilité. Pour s < t, on note Γs,t l’ensemble des variables
aléatoires G ∈ L0 telles que

∃φ ∈ A t.q. φ = 0 sur T \ [s, t[ et V 0,φ
T −G ∈ L0(R+) .

D’après la Proposition 3 et le Théorème 1, on sait que ΓT−1,T est fermé en
probabilité. On suppose que Γt,T est fermé en probabilité pour 1 ≤ t ≤ T − 1
et on montre qu’alors Γt−1,T est également fermé en probabilité. Soit (Gn)n
une suite dans Γt−1,T qui converge en probabilité vers G∗. Quitte à passer à une
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sous-suite, on peut supposer que la convergence à lieu au sens p.s. Soit (φn, rn)n
une suite dans A× L0(R+) telle que φns = 0 pour s < t− 1 et

Ṽ 0,φn

T − rn = βTGn P− p.s.

Pour simplifier, on continue la preuve dans le cas d = 1. On reprend les argu-
ments de la preuve de la Proposition 3. Soit A := {lim infn→∞ ‖φnt−1‖ = ∞}.
On note (φ̂n, r̂n, Ĝn) := ((φn, rn, Gn)1A/(1 + ‖φnt−1‖)n. Quitte à passer à une
sous-suite aléatoire, on peut supposer que (φ̂nt−1)n converge p.s. vers un élément
φ̂∗t−1 de L0(Ft), voir Lemme 2. Ceci implique que Ĝn−〈φ̂nt−1, S̃t−S̃t−1〉 converge
en probabilité vers −〈φ̂∗t−1, S̃t − S̃t−1〉. Comme

T−1∑
s=t

〈φ̂ns , S̃s+1 − S̃s〉 − r̂n = βT Ĝn − 〈φ̂nt−1, S̃t − S̃t−1〉 P− p.s.

et que Γt,T est fermé par hypothèse, on en déduit qu’il existe φ̌∗ ∈ A et r∗ ∈
L0(R+) tel que

T−1∑
s=t

〈φ̌∗s, S̃s+1 − S̃s〉 − r̂∗ = −〈φ̂∗t−1, S̃t − S̃t−1〉 P− p.s.

Puisque (AOA) est vérifiée, voir Théorème 1, on a nécessairement r∗ = 0 P−p.s.
et donc

T−1∑
s=t

〈φ̌∗s, S̃s+1 − S̃s〉 = −〈φ̂∗t−1, S̃t − S̃t−1〉 P− p.s.

D’après le Lemme 11, on doit alors avoir 〈φ̂∗t−1, S̃t − S̃t−1〉 = 0 P− p.s. Par les
mêmes arguments que ceux déjà utilisés pour prouver la Proposition 3, on peut
alors se ramener au cas où P [A] = 0. La propriété de fermeture de Γt−1,T est
alors obtenu utilisant le Lemme 2 et la propriété de fermeture de Γt,T comme
ci-dessus.
2. Le fait que Γ ⊂ Θ découle de la Proposition 7. Il reste à montrer l’inclusion
inverse par contradiction. Supposons qu’il existe Ĝ ∈ Θ \Γ. Alors Ĝ ∈ Θ \Γ0,T .
D’après la condition (8), βT Ĝ ∈ L1(Q) pour une mesure Q ∈M(S̃). Par ailleurs,
comme Γ0,T étant fermé en probabilité, la restriction Γ̃1 à L1(Q) de {βTG : G ∈
Γ0,T } est fermée dans L1(Q). Comme Γ0,T est convexe, on déduit du Théorème
4 qu’il existe Y ∈ L∞ tel que

sup
G∈Γ̃1

EQ [Y G] < EQ
[
Y βT Ĝ

]
.
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En notant H la densité de Q par rapport à P, on obtient

sup
G∈Γ̃1

E [HYG] < E
[
HY βT Ĝ

]
.

Par les mêmes arguments que ceux déjà employés dans la preuve de la Propo-
sition 5, on vérifie que Ĥ := HY/E [HY ] est la densité d’une mesure Q̂ absolu-
ment continue par rapport à P qui rend S̃ martingale. On remarque maintenant
que pour ε ∈ (0, 1) la densité Hε := (εH+(1−ε)Ĥ) est celle d’une mesure équi-
valent Qε ∈ M(S̃). D’après l’inégalité précédente, on peut prendre ε ∈ (0, 1)
tel que

sup
G∈Γ̃1

E [HεG] < E
[
HεβT Ĝ

]
.

Comme 0 ∈ Γ̃1, ceci contredit le fait que Ĝ ∈ Θ. 2

Comme conséquence immédiate du résultat précédent, on obtient la caractéri-
sation suivante du prix de sur-réplication et de l’ensemble des prix viables.

Théorème 12 Soit G ∈ L0 tel que βTG− ∈ LS. SiM(S̃) 6= ∅, alors

p(G) := sup
Q∈M(S̃)

EQ [βTG] . (9)

Par ailleurs, si βT |G| ∈ LS alors :
(i) l’ensemble des prix viables est donné par l’intérieur relatif de [−p(−G), p(G)].
(ii) p(G) = −p(−G) ⇔ ∃ φ ∈ A t.q. V p(G),φ

T = G P− p.s.

Remarque 13 Lorsqu’il existe (p, φ) ∈ R × A t.q. V p,φ
T = G P − p.s., on dit

que l’option G est atteignable ou réplicable.

Preuve du Théorème 12. La première assertion est une conséquence im-
médiate du Théorème 9, de la Remarque 10 et de la Remarque 8. L’assertion
(i) découle de (ii) et de (9). L’implication p(G) = −p(−G) ⇐ ∃ φ ∈ A t.q.
V
p(G),φ
T = G P − p.s. est évidente. On montre sa réciproque. On suppose donc

que p := p(G) = −p(−G). Alors, il existe φ+ et φ− dans A tels que V p,φ+

T ≥ G
et V −p,φ−T ≥ −G. Si l’une de ces deux inégalités est stricte sur un ensemble
A de mesure non nulle, on a alors V p,φ+

T + V
−p,φ−
T ∈ L0(R+) \ {0}. Comme

V
p,φ+

T + V
−p,φ−
T = V

0,φ++φ−
T , ceci contredirait l’hypothèse d’AOA. 2
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On conclut cette section par une description de la stratégie de couverture d’une
option dans le cas où p(G) = −p(−G).

Proposition 14 On suppose queM(S̃) 6= ∅, que S̃t ∈ L2(P) pour tout t ∈ T et
que G ∈ L0 vérifie |G| ∈ LS et p(G) = −p(−G). Soit Q un élément deM(S̃) à
densité bornée. Alors, V p(G),φ̂

T = G P− p.s. quel que soit φ̂ vérifiant l’induction
rétrograde

Ṽt := EQ
[
Ṽt+1 | Ft

]
, φ̂t ∈ St(S̃,Q) t ≤ T − 1

avec ṼT = βTG et St(S̃,Q) défini comme l’ensemble des variables aléatoires
Ft-mesurables pour lesquelles

〈φ̂t,EQ
[(
S̃t+1 − S̃t

)(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
〉 = EQ

[
Ṽt+1

(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
P− p.s.

pour tout i = 1, . . . , d.

Preuve. D’après le Théorème 12, il existe φ̂ ∈ A tel que VT := V
p(G),φ̂
T = G.

On note Ṽ = βTV
p(G),φ̂. On a ṼT = βTG et la Remarque 8 implique que la

récurrence sur Ṽ est bien vérifiée. En outre, comme S̃ est une martingale sous
Q,

EQ
[
Ṽt+1

(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
= EQ

[
Ṽt

(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
+ EQ

[
〈φ̂t, S̃t+1 − S̃t〉

(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
= 〈φ̂t,EQ

[(
S̃t+1 − S̃t

)(
S̃it+1 − S̃it

)
| Ft

]
〉

pour tout i = 1, . . . , d. Par ailleurs, si φ̄ est un autre élément de A tel que
φ̄t ∈ St(S̃,Q) pour tout t ≤ T − 1, on a, pour tout t ≤ T − 1,

EQ
[∣∣∣〈φ̂t − φ̄t, S̃t+1 − S̃t〉

∣∣∣2 | Ft]
= (φ̂t − φ̄t)′EQ

[
(S̃t+1 − S̃t)(S̃t+1 − S̃t)′ | Ft

]
(φ̂t − φ̄t)

= 0

car

φ̂′t EQ
[
(S̃t+1 − S̃t)(S̃t+1 − S̃t)′ | Ft

]
= φ̄′t EQ

[
(S̃t+1 − S̃t)(S̃t+1 − S̃t)′ | Ft

]
= EQ

[
Ṽt+1

(
S̃t+1 − S̃t

)′
| Ft

]
.

Ceci implique que 〈φ̂t − φ̄t, S̃t+1 − S̃t〉 = 0 P− p.s. On en déduit que V p(G),φ̂ =
V p(G),φ̄ P− p.s. 2
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3 Marchés complets

On dit que le marché est un marché complet si, pour tout G ∈ L0 vérifiant
|G| ∈ LS , il existe (p, φ) ∈ R × A tel que V p,φ

T = G P − p.s. Dans le cas
contraire, on dit que le marché est un marché incomplet.

Le Théorème 12 nous permet de donner une caractérisation précise de la com-
plétude du marché en terme deM(S̃).

Théorème 15 On suppose que M(S̃) 6= ∅. Alors, le marché est complet si et
seulement siM(S̃) est un singleton.

Preuve. Si M(S̃) est un singleton la complétude est une conséquence des
assertions (9) et (ii) du Théorème 12. On suppose maintenant que le marché
est complet. On déduit alors de (9) et (ii) du Théorème 12 que

sup
Q∈M(S̃)

EQ [βTG] = inf
Q∈M(S̃)

EQ [βTG] ∀ G ∈ L0 t.q. |G| ∈ LS . (10)

Supposons queM(S̃) contienne deux éléments de densité H1 et H2 différente.
On peut supposer que G = 1H1>H2 n’est pas P− p.s. nul. Alors,

E
[
H1βTG

]
> E

[
H2βTG

]
,

ce qui contredit (10). 2

Remarque 16 On déduit du Théorème 12 et du résultat précédent que l’unique
prix viable sur un marché complet est EQ [βTG] où Q est l’unique mesure équi-
valente qui rend martingale S̃.

Comme corollaires du Théorème 15, on obtient les théorèmes de représentation
suivants.

Corollaire 17 (Théorème de représentation des martingales) On suppose que
M(S̃) = {Q}. Alors, toute Q-martingale M admet une représentation sous la
forme :

Mt = M0 +
t−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉

pour un φ ∈ A.
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Preuve. On commence par considérer le cas où |MT | ≤ n, n ≥ 1, de sorte que
MT ∈ LS . D’après le Théorème 15, il existe φ ∈ A et x ∈ R tel que

MT = x+
T−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉 .

Supposons que

Mt+1 = x+
t∑

s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉

pour un t < T . Alors, par passage à l’espérance conditionnelle sous Q sachant
Ft, on obtient

Mt = x+
t−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉+ 〈φt,EQ
[
S̃t+1 − S̃t | Ft

]
〉

= x+
t−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉 .

On déduit donc d’une récurrence que cette représentation est valable pour tout
t ∈ T. En particulier, M0 = x.
On considère maintenant le cas général. Etant donné M , on pose Mn

t :=
EQ[MT ∨(−n)∧n|Ft], n ≥ 1. D’après ce qui précède, on sait qu’il existe φn ∈ A
tel que ṼMn

0 ,φ
n

T = Mn
T . Comme MT ∈ L1(Q), le théorème de convergence domi-

née implique que Mn
0 → M0 quand n → ∞. En particulier Mn

T −Mn
0 ∈ βTΓ.

Comme ce dernier est fermé pour la convergence en probabilité (Théorème 9) et
que Mn

T −Mn
0 →MT −M0 quand n→∞, on en déduit que MT −M0 ∈ βTΓ.

On a également −(Mn
T −Mn

0 ) ∈ βTΓ, et les mêmes arguments que ci-dessus
impliquent donc que −(MT −M0) ∈ βTΓ. On conclut en répétant les arguments
utilisés dans la preuve du Théorème 12. 2

Corollaire 18 (Théorème de représentation) On suppose que M(S̃) = {Q}.
Alors, tout G ∈ L1(Q) admet une représentation sous la forme :

G = EQ [G] +
T−1∑
s=0

〈φs, S̃s+1 − S̃s〉

pour un φ ∈ A.
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Preuve. Il suffit d’appliquer le Corollaire 17 à la martingale (EQ [G | Ft])t∈T.
2

On conclut cette section en montrant que si le marché est complet, alors, pour
tout t < T , la loi de St+1 sachant Ft est concentrée sur au plus d + 1 points
(aléatoires).

Proposition 19 Supposons queM(S̃) = {Q}, alors, pour tout t < T , il existe
d+ 1 vecteurs aléatoires ξ1, . . . , ξd+1 ∈ L0(Rd;Ft) tels que

d+1∑
j=1

P
[
S̃t+1 − S̃t = ξj | Ft

]
= 1 , P− p.s.

Preuve. Supposons que cette propriété ne soit pas vérifiée pour un t < T .
Alors, il existe un ensemble A ∈ Ft tel que Q[A] > 0, d+ 2 variables aléatoires
ζ1, . . . , ζd+2 ∈ L0(Rd;Ft) et η ∈ L0((0,∞);Ft) tels que

P [Bj | Ft] > 0 ∀ j ≤ d+ 2 sur A

où Bj := {‖(S̃t+1 − S̃t) − ζj‖ ≤ η} ∩ A et les Bj sont disjoints. Les vecteurs
(Q[Bj | Ft],EQ

[
(S̃t+1 − S̃t)′1Bj | Ft

]
), j = 1, . . . , d + 2, ne pouvant être li-

néairement indépendants, il existe d + 2 variables aléatoires a1, . . . , ad+2 de
L0(R;Ft), non Q-p.s. nulles sur A, telles que

d+2∑
j=1

aj

(
Q[Bj | Ft] , EQ

[
(S̃t+1 − S̃t)1Bj | Ft

])
= 0 Q-p.s.

Après avoir éventuellement normalisé les aj , on peut supposer que chacun est
essentiellement borné par 1/(2d+ 4) Q-p.s. On définit alors

H̄ := 1 + 1A
d+2∑
j=1

aj1Bj .

On a alors EQ [H̄ | Ft] = 1, H̄ > 0 Q-p.s. et, comme S̃ est une Q-martingale,

EQ
[
H̄(S̃t+1 − S̃t) | Ft

]
= 0 .

Ceci implique que la mesure Q̄ de densité H̄ par rapport à Q est également un
élément deM(S̃), ce qui contredit l’hypothèse de la Proposition. 2
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4 Extensions à certains marchés imparfaits

4.1 Contraintes de portefeuille

On considère maintenant un marché sur lequel les agents financiers ne peuvent
vendre et acheter librement n’importe quelle quantité d’actifs. Plus précisément,
on impose une contrainte de portefeuille de la forme

φt ∈ K P− p.s. pour tout t ∈ T

où K est un cône convexe fermé de Rd. On note AK l’ensemble des processus
de A vérifiant cette condition.

Exemple 20 1. K = Rd : pas de contrainte
2. K = Rd

+ : aucun actif ne peut être vendu à découvert
3. K = Rd−1 × {0} : l’actif d ne peut être échangé.

Les arguments précédents s’étendent pour l’essentiel à ce cadre sans la moindre
modification. En particulier le Théorème 1 s’écrit sous la forme suivante.

Théorème 21 Il y a équivalence entre
(i) (AOAK) est vérifiée.
(ii) (AOAKt ) est vérifiée pour tout t = 0, . . . , T − 1.
(ii) HKb (S̃) 6= ∅.

Ici, (AOAK) et (AOAKt ) sont définis comme (AOA) et (AOAt) mais en rempla-
çant A par AK , et HKb (S̃) désigne l’ensemble des variables aléatoires H de L∞

d’espérance égale à 1 vérifiant

sup
ξ∈L∞(K;Ft)

E
[
H〈ξ, S̃t+1 − S̃t〉

]
≤ 0 pour tout t < T .

Exemple 22 1. K = Rd : HKb (S̃) est l’ensemble des densités des mesures de
Mb(S̃).
2. K = Rd

+ : HKb (S̃) est l’ensemble des densités des mesures Q ∼ P telles que
S̃ est une Q-surmartingale et dQ/dP ∈ L∞.
3. K = Rd−1 × {0} : HKb (S̃) est l’ensemble des densités des mesures Q ∼ P
telles que (S̃1, . . . , S̃d−1) est une Q-martingale et dQ/dP ∈ L∞.
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Les résultats de la Section 2 s’étendent de la même manière. On peut définir le
prix de sur-réplication comme

pK(G) := inf{x ∈ R : ∃ φ ∈ AK t.q. V x,φ
T −G ∈ L0(R+)}

et obtenir la caractérisation suivante.

Théorème 23 Si HKb (S̃) 6= ∅, alors les deux ensembles suivants

ΓK := {G ∈ L∞ : pK(G) ≤ 0}

ΘK :=

{
G ∈ L∞ : sup

H∈HKb (S̃)

E [HβTG] ≤ 0

}

sont égaux et {
G ∈ L0 : pK(G) ≤ 0

}
est fermé en probabilité.

Corollaire 24 Soit G ∈ L∞. Si HKb (S̃) 6= ∅, alors

pK(G) = sup
H∈HKb (S̃)

E [HβTG] .

Exemple (Exercice). On considère un marché financier à une période où sont
échangés un actif sans risque et un actif risqué. On note par R = 1 + r le
rendement de l’actif sans risque (i.e. 1 euro placé en début de période rapporte
R euros à la fin de la période). L’incertitude sur le rendement de l’actif risqué
est décrite par un arbre binomial : il y a deux états du monde possibles ω1 et
ω2 de probabilité strictement positive. Le rendement de l’actif risqué est donné
par :

S1(ω1)
S0

= u et
S1(ω2)
S0

= d ,

où u > d > 0 sont deux réels donnés.
On dit ici qu’il n’existe pas d’arbitrage si pour tout θ ≥ 0,

θ(S1 −RS0) ∈ (R+)2 =⇒ θ(S1 −RS0) = 0 .

On désigne par NA+ cette condition d’absence d’arbitrage.
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1. Donner l’interprétation économique de la condition NA+.
2. Montrer que si la condition NA+ est vérifiée, alors d < R.
3. En déduire qu’il existe un réel π tel que :

0 < π < 1 et π u + (1− π) d ≤ R .

4. Donner une interprétation de π en terme de probabilité neutre au risque.
5. Réciproquement, supposons qu’il existe un réel π vérifiant les conditions de
la question 3. Montrer que la condition NA+ est alors vérifiée.
6. Donner un exemple de marché financier compatible avec NA+, dans lequel il
y aurait un arbitrage au sens de la définition usuelle.

4.2 Information imparfaite

Dans certaines situations, les agents ne sont pas en mesure de passer leurs ordres
de manière instantanée, il y a un décalage entre le moment où la décision est
prise et celui ou l’ordre est effectivement passé. Ceci implique que la stratégie de
l’agent n’est pas basée sur toute l’information disponible au moment ou l’ordre
est passé. D’un point de vue mathématique, cela revient à considérer qu’elle est
adaptée à une filtration G = (Gt)t∈T qui est plus petite que F.

On est alors amené à supposer que φ est un élément de AG, l’espace des pro-
cessus G-adaptés à valeurs dans Rd.

Les arguments précédents s’étendent immédiatement à ce cadre. Il suffit de
remplacer M(S̃) par l’espace MG(S̃) des mesures de probabilité Q ∼ P telle
que S̄Q := (EQ

[
S̃t | Gt

]
)t∈T est une Q-martingale, voir [23] pour plus de détails.

Puisque S est F-adapté, on retrouve les résultats des sections précédentes lorsque
G = F, où de manière plus générale F ⊂ G.

4.3 Coûts de transaction proportionnels (exercice)

On suppose qu’il n’y a qu’un actif risqué S et que le taux sans risque est nul,
r ≡ 0. On suppose maintenant que les achats et ventes d’actif risqué sont sou-
mis à un coût de transaction proportionnel au montant transféré de coefficient
λ ≥ 0. Ces coûts sont payés en numéraire (argent). On modélise la richesse
comme un processus bi-dimensionnel V = (V 0, V 1), V 0 désigne le montant de
numéraire (resp. d’actif risqué) détenu. On note Mn (resp. Ln) le montant cu-
mulé des achats (resp. des ventes) d’actifs S contre du numéraire entre 0 et n.
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Ces processus doivent être F-adaptés. On suppose que S est strictement positif
P-p.s.
a. Ecrire le nombre d’unités de S détenues entre n et n + 1 en fonction de V 1

n

et Sn.
b. En déduire la dynamique de la richesse.
c. SoitK l’ensemble des portefeuilles de la forme x = (x1, x2) tels que l’on puisse
liquider la position x2 en actif risqué S de sorte que le nouveau portefeuille ainsi
obtenu soit de la forme (y, 0) avec y ≥ 0. Déterminer K en fonction de λ. On
appelle cet ensemble la région de solvabilité.
d. On note Z l’ensemble des processus F-adaptés Z = (Z1, Z2) à valeurs dans
(0,∞)2 tels que (Z1, Z2S) est une (F,P)-martingale à valeurs dans Ko =
{(z1, z2) : x1z1 + x2z2 ≥ 0 ∀ (x1, x2) ∈ K} (polaire positif de K au sens
de l’analyse convexe). Montrer que 〈Z, V 〉 est une (F,P)-martingale.
e. Montrer que Z1V 1 + Z2V 2 est une sur-martingale.
f. On dit qu’il n’y a pas d’arbitrage dans ce modèle à l’horizon N si on ne peut
pas trouver (L,M) F-adapté tel que la richesse VN obtenue en N en partant
d’une dotation initiale nulle et en suivant la stratégie (L,M) vérifie VN ∈ Rd

+

et P(VN 6= 0) > 0. Montrer qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage si Z 6= ∅.
g. Comment modéliseriez-vous une option européenne de maturité N dans ce
modèle ? Que devrait vérifier une dotation initiale x permettant de couvrir une
telle option ?

4.4 Coûts de transaction fixes (exercice)

On considère un marché financier à une période, composé d’un actif sans risque
B et d’un actif risqué S. L’actif sans risque vaut B0 = 1 en 0 et B1 = (1 + r)
en 1 où r ≥ 0 est une constante, taux sans risque. L’actif risqué vaut S0 = 1 en
0 et son prix en 1, S1, est une variable alétoire pouvant prendre les valeurs uS0

ou dS0, chacune avec probabilité 0.5, où u > d sont deux constantes.
Une stratégie de portefeuille consiste à former en 0 un portefeuille contenant
θ ∈ R unités de l’actif risqué puis à solder cette position en actif risqué à la date
1. Si θ ≥ 0, il s’agit d’un achat en 0 puis d’une revente en 1. Si θ ≤ 0, il s’agit
d’une vente puis d’un rachat. Comme d’habitude le solde de la richesse initiale
non utilisé dans l’opération d’achat ou vente de l’actif risqué est emprunté ou
placé au taux sans risque.
On suppose que chaque transaction sur l’actif risqué fait l’objet d’un coût de
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transaction fixe c > 0 payé au moment de l’opération, i.e. chaque opération
d’achat ou vente de l’actif risqué coûte immédiatement c en plus du “coût” de
l’achat ou de la vente |θS|. On note V x,θ

1 la valeur du portefeuille en 1 après
avoir soldé la position en actif risqué associé à la stratégie θ, et dont la valeur
initiale est x ∈ R en 0 avant toute opération d’achat ou vente.
Dans ce modèle, on dit qu’il n’y a pas d’arbitrage si il n’existe pas θ ∈ R tel
que P

[
V 0,θ

1 ≥ 0
]

= 1 et P
[
V 0,θ

1 > 0
]
> 0.

1. Montrer que V x,θ
1 = θS1 + (x− θS0 − c1θ 6=0)(1 + r)− c1θ 6=0.

2. Montrer qu’il n’y a pas d’arbitrage si 1 + r ∈ [d, u].

3. On veut maintenant montrer la réciproque, i.e. 1 + r ∈ [d, u] s’il n’y a pas
d’arbitrage.

– On suppose que 1 + r < d. Montrer que l’on peut trouver θ > 0 tel que
d− 1− r > (2 + r)c/θ. En déduire qu’il existe un arbitrage.

– On suppose que 1 + r > u. Montrer que l’on peut trouver θ < 0 tel que
θ(u− 1− r) > (2 + r)c. En déduire qu’il existe un arbitrage.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur u, d et r pour l’absence
d’opportunité d’arbitrage.

On suppose à partir de maintenant que 1 + r ∈ [d, u].

5. On cherche maintenant à trouver une mesure de probabilité Q telle que
EQ[V 0,θ

1 /(1 + r)] ≤ 0 pour tout θ ∈ R.

(a) En utilisant la notation q := Q(S1 = uS0) = 1−Q(S1 = dS0), écrire
EQ[V 0,θ

1 ] pour θ ∈ R.

(b) En déduire que l’on doit avoir θS0(qu + (1 − q)d − (1 + r)) ≤ (2 +
r)c1θ 6=0 pour tout θ ∈ R.

(c) En déduire que qu+ (1− q)d = 1 + r.

(d) En déduire qu’il n’existe qu’une mesure de probabilité Q telle que
EQ[V 0,θ

1 /(1 + r)] ≤ 0 pour θ ∈ R. L’expliciter.

(e) A quelle condition cette mesure est-elle équivalente à P ?

6. Soit une option européenne payant le payoff aléatoire G défini par G =
G(u) ∈ R si S1 = uS0 et G = G(d) ∈ R si S1 = dS0. On suppose que
G(u) 6= G(d).

(a) On pose p+ := EQ[G/(1 + r)] + c(1 + 1/(1 + r)). Montrer qu’il existe
θ ∈ R tel que P

[
V p+,θ

1 = G
]

= 1.
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(b) On pose p− := EQ[−G/(1+r)]+c(1+1/(1+r)). Montrer qu’il existe
θ ∈ R tel que P

[
V p−,θ

1 = −G
]

= 1.

(c) Quelle est la fourchette de prix viables pour G dans ce modèle ?
Justifiez brièvement.
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Chapitre 3

Options américaines en marché
complet

Une option américaine est un titre financier permettant à son acheteur de re-
cevoir un montant Gt à une date t qu’il choisit, date d’exercice, avant une date
T fixée à l’avance, appelée maturité.
Du point de vue mathématique, l’option est modélisée par un processus G =
(Gt)t∈T F-adapté. Par la suite, on fixe un tel processus et on suppose que

Gt ∈ L1(P) pour tout t ∈ T .

L’objet de cette section est de caractériser le prix d’achat de l’option américaine
G quand le marché est complet et sans arbitrage, i.e.M(S̃) = {Q}. Pour cela,
on a besoin d’introduire la notion d’enveloppe de Snell.

1 Sur-martingale et enveloppe de Snell

On rappelle qu’un processus F-adapté ξ est une Q-surmartingale si
1. ξ−t+1 ∈ L1(Q)
2. EQ [ξt+1 | Ft] ≤ ξt Q-p.s.
pour tout t < T .

Remarque 1 Si ξ est une Q-martingale, alors, on montre facilement par ré-
currence que

EQ [ξt | Fs] ≤ ξs Q-p.s. pour tout s ≤ t ≤ T .
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On commence par donner une décomposition générale des surmartingales, ap-
pelée décomposition de Doob-Meyer.

Théorème 2 (Décomposition de Doob-Meyer) Si Y est une Q-surmartingale,
alors il existe une Q-martingale M et un processus croissant prévisible A nul en
0 tels que Y = M −A Q-p.s. Cette décomposition est unique.

Preuve. On pose (M0, A0) = (Y0, 0) puis on définit (Mt, At)1≤t≤T par la ré-
currence

Mt+1 = Mt + Yt+1 − EQ [Yt+1 | Ft] , At+1 = At + Yt − EQ [Yt+1 | Ft] .

Ce couple vérifie l’énoncé du théorème. 2

Par la suite, on va montrer que le prix de l’option américaine G correspond
simplement à la valeur en 0 de l’enveloppe de Snell de

G̃ := (βtGt)t∈T ,

dont on rappelle la définition.

Définition 3 On appelle enveloppe de Snell de G̃ sous Q la plus petite Q-
surmartingale Y telle que Y ≥ G̃ Q-p.s.

Proposition 4 L’enveloppe de Snell de G̃ est l’unique processus défini par la
propriété de programmation dynamique

Yt = max
{
G̃t , EQ [Yt+1 | Ft]

}
t < T , (1)

et la condition terminale

YT = G̃T . (2)

Preuve. D’après (1), on a bien Yt ≥ EQ [Yt+1 | Ft] pour tout t < T . Par
ailleurs, une simple récurrence basée sur le fait que G̃ est un processus intégrable
montre que Y l’est aussi. Donc, Y est une Q-surmartingale. En outre, (1)-(2)
implique que Y ≥ G̃ Q-p.s. Par définition de l’enveloppe de Snell Ȳ de G̃, on
a donc Y ≥ Ȳ Q-p.s. On montre maintenant l’inégalité inverse. Tout d’abord,
YT = G̃T ≤ ȲT Q-p.s. Supposons maintenant que Yt+1 ≤ Ȳt+1 Q-p.s. pour un
t ≤ T − 1. D’après (1)

Yt = max
{
G̃t , EQ [Yt+1 | Ft]

}
≤ max

{
Ȳt , EQ [Ȳt+1 | Ft

]}
= Ȳt

car Ȳ est une Q-surmartingale. La preuve est complétée par une simple récur-
rence. 2
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2 Enveloppe de Snell et arrêt optimal

On montre maintenant que Y est associé à un problème d’arrêt optimal.

On rappelle qu’un (F,T)-temps d’arrêt est une variable aléatoire τ à valeurs
dans T tel que {τ = t} ∈ Ft pour tout t ∈ T.

Pour t ∈ T, on notera Tt l’ensemble des (F,T)-temps d’arrêt p.s. supérieurs ou
égaux à t.

Remarque 5 Si τ ∈ T0 alors il est clair que {τ ≤ t} ∈ Ft pour tout t ∈ T.

Remarque 6 Soit ξ une Q-martingale et τ ∈ T0. Alors le processus arrêté
ξτ := (ξt∧τ )t∈T est une Q-martingale. En effet,

ξτt = ξt1τ≥t +
∑
s<t

ξs1τ=s t ∈ T ,

ce qui montre que ξτ est bien intégrable. En outre, en utilisant la Remarque 5
et la propriété de martingale de ξ, ceci implique également que

EQ [ξτt+1 | Ft
]

= EQ

ξt+11τ>t +
∑
s≤t

ξs1τ=s | Ft


= EQ [ξt+1 | Ft] 1τ>t +

∑
s≤t

ξs1τ=s

= ξt1τ>t +
∑
s≤t

ξs1τ=s = ξτt ∀ t < T .

En particulier, ceci implique que ξ0 = ξτ0 = EQ [ξt∧τ ] = EQ [ξT∧τ ] = EQ [ξτ ]
pour tout t ∈ T.
On montre de même que si ξ est une Q-surmartingale, alors ξτ := (ξt∧τ )t∈T est
une Q-surmartingale.

On commence par montrer que le processus Y devient une martingale s’il est
correctement arrêté.

Proposition 7 Soit

τ̂ := inf{t ∈ T : Yt = G̃t} . (3)

Le processus Y τ̂ := (Yt∧τ̂ )t∈T est une Q-martingale.
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Preuve. On a déjà remarqué que Y est bien intégrable. Par les mêmes ar-
guments que ceux utilisés dans la Remarque 6, on en déduit que Y τ̂ est bien
intégrable. Soit t < T . On a alors

Y τ̂
t+1 − Y τ̂

t = (Yt+1 − Yt)1τ̂≥t+1

et

Yt = EQ [Yt+1 | Ft] sur {τ̂ ≥ t+ 1} ∈ Ft

par définition de Y . Ceci combiné à la Remarque 5 implique que

EQ
[
Y τ̂
t+1 − Y τ̂

t | Ft
]

= EQ [Yt+1 − Yt | Ft] 1τ̂≥t+1 = 0 .

2

On donne maintenant la caractérisation de Y en terme de problème d’arrêt
optimal.

Proposition 8 On a

Y0 = sup
τ∈T0

EQ
[
G̃τ

]
= EQ

[
G̃τ̂

]
.

Preuve. Comme Y est une surmartingale et domine G̃, on déduit de la Propo-
sition 7 que

Y0 = EQ
[
G̃τ̂

]
≥ sup

τ∈T0
EQ [Yτ ] ≥ sup

τ∈T0
EQ
[
G̃τ

]
.

Puisque τ̂ ∈ T0, le résultat en découle. 2

3 Prix et stratégie de couverture

Puisque l’option peut être exercée à tout moment, le prix de couverture sans
risque, ou prix de sur-réplication, est maintenant défini par

pUS(G) := inf{x ∈ R : ∃ φ ∈ A t.q. V x,φ
t −Gt ∈ L0(R+) ∀ t ∈ T} . (4)

On commence par caractériser ce prix en terme d’enveloppe de Snell de G̃.
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Théorème 9 Soit Y le processus défini dans la Proposition 4 et M la martin-
gale intervenant dans la décomposition de Doob-Meyer de Y du Théorème 2.
On a alors : pUS(G) = Y0. Par ailleurs, la stratégie de couverture optimale as-
sociée à pUS(G) coïncide avec la stratégie de couverture de l’option européenne
de payoff β−1

T MT .

Preuve. On note p = Y0 = M0 pour alléger les notations.
1. On montre tout d’abord que p ≥ pUS(G). Pour cela, on commence par déduire
du Théorème 15 et de la Remarque 8 du Chapitre 1 qu’il existe φ ∈ A tel que
Ṽ p,φ
T = MT Q-p.s. et Ṽ p,φ est une Q-martingale. Comme M est également

une Q-martingale, ceci implique que Ṽ p,φ = M ≥ Y Q-p.s., voir Théorème
2. Comme Y ≥ G̃ Q-p.s., ceci implique que V p,φ ≥ G Q-p.s. et donc que
p ≥ pUS(G).
2. On montre maintenant que p ≤ pUS(G). Soit x > pUS(G). On peut alors
trouver φ ∈ A tel que Ṽ x,φ ≥ G̃ Q-p.s. D’après la Remarque 8 du Chapitre
1, Ṽ x,φ est alors une Q-surmartingale. Comme elle domine G̃, elle domine, par
définition, l’enveloppe de Snell Y de G̃. En particulier, on doit donc avoir x > p.
Comme x > pUS(G) est arbitraire, ceci montre le résultat recherché.
3. Puisque 1. et 2. montrent que p = pUS(G), la stratégie de sur-réplication se
déduit des arguments donnés en 1. 2

Remarque 10 Puisque, d’après la Proposition 7, Y τ̂ est une Q-martingale,
elle coïncide nécessairement avec M τ̂ . Par ailleurs, la Remarque 8 du Chapitre
1 implique que si (p, φ) ∈ R × A est tel que Ṽ p,φ

T = MT Q-p.s. alors Ṽ p,φ est
une Q-martingale et donc Ṽ p,φ = M Q-p.s. Ceci implique (Ṽ p,φ)τ̂ = Y τ̂ = M τ̂

Q-p.s.

On caractérise maintenant l’ensemble des prix viables pour l’option américaine.
La décision d’exercice ou non de l’option à une date t donnée par le vendeur
pouvant dépendre de toute l’information dont il dispose à cette date, c’est un
évènement Ft-mesurable. Ceci conduit naturellement à modéliser cette décision
d’exercice comme un (F,T)-temps d’arrêt.

On dit que le prix p est un prix viable pour l’option américaine si

1. 6 ∃ φ ∈ A t.q. V x,φ
τ −Gτ ∈ L0(R+) \ {0} pour tout τ ∈ T0

2. 6 ∃ (φ, τ) ∈ A× T0 t.q. V −x,φτ +Gτ ∈ L0(R+) \ {0}.
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La première assertion implique qu’il n’y a pas d’arbitrage possible pour le ven-
deur, la seconde qu’il n’y a pas d’arbitrage possible pour l’acheteur.

Corollaire 11 L’unique prix viable est pUS(G).

Preuve. On pose x := pUS(G) pour alléger les notations.
1. On commence par montrer que pUS(G) est viable.
1.a. On vérifie tout d’abord la condition 1. de la viabilité. Soit φ ∈ A. Si
V x,φ
T −GT ∈ L0(R+), alors la Remarque 8 du Chapitre 1 implique que Ṽ x,φ est

une martingale. Soit τ̂ le temps d’arrêt défini dans (3). D’après la Remarque 6
et la Proposition 7, (Ṽ x,φ

t∧τ̂ −Yt∧τ̂ )t∈T est une Q-martingale. Comme Yτ̂ = G̃τ̂ , la
Remarque 6 implique que 0 = EQ

[
Ṽ x,φ
τ̂ − Yτ̂

]
= EQ

[
Ṽ x,φ
τ̂ − G̃τ̂

]
. Ceci implique

que l’on ne peut avoir V x,φ
τ̂ −Gτ̂ ∈ L0(R+) \ {0}.

1.b. On vérifie maintenant la condition 2. Supposons qu’il existe (φ, τ) ∈ A×T0

t.q. V −x,φτ +Gτ ∈ L0(R+) \ {0}. Alors, des arguments similaires à ceux utilisés
ci-dessus implique que −x+ EQ [Gτ ] > 0. Ceci contredit la Proposition 8.
2. On montre maintenant que c’est l’unique prix viable. Soit p un prix.
2.a. Supposons que p > pUS(G). Soit φ la stratégie de couverture de l’option G
donnée par le Théorème 9. D’après l’équation de la richesse (4), on a V p,φ =
V x,φ + β−1(p− x). Comme, d’après le Théorème 9, V x,φ

t ≥ Gt pour tout t ∈ T
Q-p.s., on en déduit V p,φ

τ > Gτ Q-p.s. pour tout τ ∈ T0. Ceci montre que p
contredit 1. de la définition de la viabilité.
2.b. Supposons que p < pUS(G). Soit φ la stratégie de couverture de l’option G
donnée par le Théorème 9. D’après l’équation de la richesse (4), on a V −p,−φ =
V −x,−φ − β−1(p − x) = −V x,φ + β−1(x − p). Par ailleurs, on déduit de la
Remarque 10 que G̃τ̂ = Ṽ x,φ

τ̂ ce qui implique que V −p,−φτ̂ +Gτ̂ ∈ L0(R+) \ {0}
ce qui contredit 2. de la définition de la viabilité. 2

4 Stratégie d’exercice optimale

Les argments présentés dans la section précédente se généralisent facilement au
cas d’une vente de l’option amériaine G à un temps t ∈ T quelconque. Dans ce
cas, l’unique prix viable est β−1

t Yt.
L’acheteur initial n’a donc aucun intérêt à exercer son option avant le temps
d’arrêt τ̂ défini dans (3) puisque dans ce cas il recevrait la valeur d’exercice Gt
qui est strictement inférieure à la valeur de continuation β−1

t Yt sur {t < τ̂}. Il
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n’a pas non plus intérêt à l’exercer après τ̂ . En effet, on sait que M ≥ Y alors
que Mτ̂ = G̃τ̂ d’après la Remarque 10. La même remarque montre que si l’on
suit la stratégie de couverture φ̂ du Theorem 9 entre τ̂ et T , on peut constituer
un portefeuille de valeur β−1M sur cet intervalle. Ce portefeuille ayant une plus
grande valeur que le prix de revente Y , il est toujours préférable de le constituer
plutôt que de conserver l’option.
Ceci montre que, de manière rationnelle, le vendeur doit exercer son option au
temps τ̂ .

Excercice 12 (Absence d’exercice anticipé pour le call américain sans dividi-
dendes)
On considère un actif financier S de prix St à la date t. Un call américain est
un contrat par lequel le vendeur s’engage à livrer S à un prix K (strike) fixé
à l’avance à une date t inférieure à T si l’acheteur exerce son option en t. On
note Ct le prix à la date t du call européen de maturité T et de strike K et Cat
le prix du call américain correspondant.
a. Montrer que Cat ≥ Ct.
b. On suppose que P [ST > K] > 0 et que P [ST < K] > 0. Montrer qu’en l’ab-
sence d’opportunités d’arbitrage Ct > [St −KBt]+.
c. Montrer qu’il vaut toujours mieux vendre une option américaine plutôt que
de l’exercer.
d. En déduire que Cat = Ct.
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Chapitre 4

Modèle de Cox-Ross-Rubinstein

Le modèle de Cox, Ross et Rubinstein est un modèle d’arbre binomial à un
seul actif risqué. A chaque période, celui ne peut évoluer que de deux manières
différentes. Bien que très restrictif, ce modèle sert souvent d’approximation au
modèle en temps continu de Black et Scholès qui sera présenté ci-après.

1 Le modèle

Etant donnés deux réels distincts d < u vérifiant ud = 1, on considère l’espace
Ω = {ω = (ω1, . . . , ωT ) ∈ {d, u}T } muni de la mesure de probabilité P définie
par

P [ω] = pNT (ω)(1− p)T−NT (ω) , ω ∈ Ω

où p est un réel de (0, 1) et

Nt(ω) =
t∑

j=1

1wj=u , 1 ≤ t ≤ T ,

de sorte que NT (ω) est le nombre de composantes de ω égales à u. On utilisera
la convention N0 = 0.

On suppose que le taux d’intérêt sans risque est constant et égal à r > 0. L’actif
risqué est modélisé par le processus S défini par

St(ω) := S0e
btuNt(ω)dt−Nt(ω) , t ∈ T

avec b ∈ R.

La filtration F est la filtration engendrée par S, i.e. Ft = σ(Sr, r ≤ t).
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2 (AOA) et évaluation d’options (exercice)

1. Montrer que, dans ce modèle, la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage
est équivalente à

deb < 1 + r < ueb . (1)

2. Montrer que sous la condition (1) il existe une unique mesure Q dansM(S̃)
et qu’elle est donnée par

Q[ω] = qNT (ω)(1− q)T−NT (ω) , ω ∈ Ω (2)

avec

q :=
1 + r − ebd
ebu− ebd

. (3)

3. On se donne une option européenne G ∈ L0(FT ). Donner l’algorithme de
calcul de son prix et de la stratégie de couverture.

4. Reprendre la question précédente pour une option américaine G = (Gt)t∈T ∈
L0(F).

3 Passage à la limite

Le modèle de Cox-Ross-Rubinstein est souvent utilisé comme approximation en
temps discret du modèle de Black et Scholès, modèle en temps continu qui sera
présenté ci-après.
On fixe un horizon de temps T et on considère une suite de modèles à n périodes,
n ≥ 1. Ceci revient à considérer un pas de temps T/n qui tend vers 0. On
considère alors la suite de modèles (Mn)n définis comme dans la Section 1 avec
(r, b, d, u) remplacés par

rn := erT/n − 1 , bn = b
T

n
, dn := e−σn et un := eσn

où σn := σ
√
T/n, r, b ∈ R et σ > 0.

La condition (1) de la Section 2 est bien vérifiée pour n suffisamment grand,
de sorte que T/n devienne négligeable par rapport

√
T/n. Pour chaque modèle

45



Mn, il existe donc une unique mesure risque neutre Qn définie comme dans (2)
et (3). Sous cette mesure ST a la même loi que

S0e
bT+σ

q
T
n

Pn
k=1 Z

n
k

sous P où (Znk )k≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs
dans {−1, 1} vérifiant

P [Znk = 1] = qn :=
1 + rn − ebndn
ebnun − ebndn

.

Si G = g(ST ) est une option européenne, son prix dans le modèle Mn s’écrit
donc

pn(G) = E
[
e−rT g

(
S0e

bT+
q
T
n

Pn
k=1 Z

n
k

)]
.

Le passage à la limite lorsque n→∞ est justifié par la proposition suivante.

Proposition 1 La suite σ
√

T
n

∑n
k=1 Z

n
k tend en loi vers (r − b− σ2

2 )T + σWT

où WT est une gaussienne centrée de variance T .

Ceci implique immédiatement que

pn(G) −→ E
[
e−rT g

(
S0e

(r−σ
2

2
)T+σWT

)]
pour tout fonction g continue bornée. On verra dans le Chapitre 8, que ce prix
coïncide avec celui de l’option g(ST ) dans le modèle de Black et Scholès associé
au taux sans risque r et la volatilié σ.

Preuve de la Proposition 1. On note Xn := σ
√

T
n

∑n
k=1 Z

n
k et ψn sa fonction

caractéristique sous P. Par indépendance des Znk , on obtient que

ψn(t) = (fn(t))n ,

où

fn(t) := E
[
e
itσ

q
T
n
Zn1

]
= e

itσ
q
T
n qn + e

−itσ
q
T
n (1− qn) .

Il suffit alors de montrer que cette suite de fonctions caractéristiques converge
vers celle d’une gaussienne de moyenne m = (r − b − σ2

2 )T et de variance
v = σ2T . Pour cela, on montre que

fn(t) = 1 +
1
n

(
imt− vt2/2

)
+ o(

1
n

) .
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2

Nous renvoyons à [18] et [27] pour une analyse de la convergence des options
barrières et américaines. Pour une approche très générale et pour plus de réfé-
rences sur le sujet, nous renvoyons à [35].
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Chapitre 5

Compléments (exercices)

1 Modèle de taux de Ho et Lee

On considère un marché financier en temps discret construit sur un espace de
probabilité fini (Ω,F ,P) dans lequel les flux ne sont échangés qu’aux dates
1, 2, . . . , T ∗ où T ∗ est un entier strictement positif. Par la suite, on notera T =
{1, . . . , T ∗} et on munit (Ω,F) d’une filtration F = (Ft)t∈T supposée complète
et vérifiant F0 = {Ω, ∅}, FT ∗ = F .

On suppose qu’il existe un processus adapté strictement positif r et un actif
financier, appelé actif sans risque, tel que 1 euro investi à la date t rapporte
1 + rt euros à la date t + 1. Par la suite, on considérera le processus B defini
par

Bt :=
t−1∏
j=0

(1 + rj) , t ≤ T ∗ .

Un zéro coupon de maturité T ≤ T ∗ et de nominal 1 est un produit financier
qui paie à son acheteur un unique flux de 1 en T . On note Pt(T ) son prix à la
date t ≤ T .
On suppose que, pour chaque T ≤ T ∗, il existe des processus adaptés strictement
positifs u(T ) et d(T ) tels que

P
[{
Pt+1(T ) = ut(T )

Pt(T )
Pt(t+ 1)

}
∪
{
Pt+1(T ) = dt(T )

Pt(T )
Pt(t+ 1)

}]
= 1

∀ 0 ≤ t < T ,

ut(T ) > dt(T ) P− p.s. , ∀ 0 ≤ t < T − 1 .
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On notera p le processus adapté défini par

pt := P [Pt+1(T ) = ut(T )Pt(T )/Pt(t+ 1) | Ft] ,

et on supposera qu’il est à valeurs dans ]0, 1[ si t < T − 1.

1. Que vaut PT (T ) ? Montrer que nécessairement ut(t+1) = dt(t+1) = 1 P−p.s.
pour tout t < T ∗. Par convention, on notera maintenant Pt(T ) := Bt/BT si
t > T .

2. On appelle stratégie financière φ = (φ(1), . . . , φ(T ∗)) un processus adapté à
valeurs dans RT ∗ . Ici, φt(T ) correspond au montant investi dans le zéro coupon
de maturité T entre t et t+ 1. On note V x,φ la richesse associée à une dotation
initiale x ∈ R et à une stratégie d’investissement φ. Donner la dynamique de la
richesse V x,φ sous la condition d’autofinancement.

3. Soit t < T ≤ T ∗.
a. Montrer que Pt(t+ 1) = Bt/Bt+1 = (1 + rt)−1.
b. Rappeler la notion d’absence d’opportunité d’arbitrage.
c. Soit t < T−1. Montrer que P [dt(T ) > 1] = 1 implique Pt+1(T ) > Pt(T )Bt+1/Bt

P−p.s. En déduire qu’il existe alors un arbitrage (on exhibera la stratégie d’ar-
bitrage).
d. Reprendre la question précédente en supposant seulement que P [dt(T ) ≥ 1] >
0.
e. Montrer que l’on ne peut pas non plus avoir P [ut(T ) ≤ 1] > 0 pour t < T −1.
f. En déduire une condition sur u et d nécessaire à l’absence d’opportunité
d’arbitrage.

4. On suppose maintenant que ut(T ) > 1 > dt(T ) P−p.s. pour tout t < T ≤ T ∗.
a. Montrer que, pour tout T ≤ T ∗, il existe un unique processus adapté q(T ) à
valeurs dans ]0, 1[ tel que

qt(T )ut(T )
1

Pt(t+ 1)
+ (1− qt(T ))dt(T )

1
Pt(t+ 1)

=
Bt+1

Bt
P− p.s. , ∀ t < T .

b. Soit H le processus défini sur T par

Ht(T ∗) :=
t−1∏
j=0

(
qj(T ∗)
pj(T ∗)

1Aj(T ∗) +
(1− qj(T ∗))
1− pj(T ∗)

1Acj(T ∗)

)
où Aj(T ) := {Pj+1(T ) = uj(T )Pj(T )/Pj(j + 1)}. Montrer que H(T ∗) est une
P-martingale sur T.
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c. Soit Q la mesure de densité HT ∗(T ∗) par rapport à P. Montrer qu’il s’agit
bien d’une mesure de probabilité équivalente à P.
d. Montrer que Q est l’unique mesure de probabilité sous laquelle B−1P (T ∗)
est une martingale.
e. En déduire qu’en l’absence d’opportunité d’arbitrage B−1P (T ) est une Q-
martingale pour tout T ≤ T ∗ et que

qt(T ∗)ut(T ) + (1− qt(T ∗))dt(T ) = 1 P− p.s. , ∀ t < T ≤ T ∗ .

5. On suppose à partir de maintenant que ut(T ) = U(T−t) et dt(T ) = D(T−t),
où U et D sont des fonctions déterministes, et on définit la suite de variables
aléatoires (ξt(δ)) par

ξt+1(δ) := U(δ)1At(t+δ) +D(δ)1Act (t+δ) , t < T ∗ , δ ≤ T ∗ − t ,

de sorte que

Pt(T ) = ξt(T − t+ 1)
Pt−1(T )
Pt−1(t)

.

a. Montrer que

t−1∏
j=0

Pj(j + 1) = P0(t)
t−1∏
j=1

ξj(t+ 1− j) , t ≤ T ∗

b. En déduire que

Pt(T ) =
P0(T )
P0(t)

∏t
j=1 ξj(T − j + 1)∏t−1
j=1 ξj(t− j + 1)

, t ≤ T ≤ T ∗ .

c. Que vaut rt en fonction de ξ et P0 ?

Correction

1. PT (T ) = 1 puisque c’est le prix en T de l’actif payant 1 immédiatement.
On a de même Pt+1(t + 1) = 1 = Pt(t + 1)/Pt(t + 1) ce qui implique que
ut(t+ 1) = dt(t+ 1) = 1 nécessairement.
2. Si V x,φ

t est la richesse en t, la condition d’autofinancement implique que

V x,φ
t = 〈φt , diag [Pt]

−1 Pt〉+
(
V x,φ
t − 〈φt , 1〉

)
B−1
t Bt
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où 〈·, ·, 〉 est le produit scalaire sur RT ∗ et 1 = (1, . . . , 1), et

V x,φ
t+1 = 〈φt , diag [Pt]

−1 Pt+1〉 +
(
V x,φ
t − 〈φt , 1〉

)
B−1
t Bt+1

= 〈φt , diag [Pt]
−1 Pt+1〉 +

(
V x,φ
t − 〈φt , 1〉

)
(1 + rt) .

avec V x,φ
0 = x.

3.a. L’achat en t du zéro coupon de maturité t+1 coûte Pt(t+1) en t et rapporte
1 en t+1. Le placement au taux sans risque du montant (1+rt)−1 sur la période
[t, t+ 1] coûte (1 + rt)−1 en t et rapport 1 en t+ 1. En l’absence d’arbitrage, on
doit donc avoir Pt(t+ 1) = (1 + rt)−1 où (1 + rt) = Bt+1/Bt.
3.b. Voir cours pour la définition de l’absence d’opportunité d’arbitrage.
3.c. Soit t < T . Si dt(T ) > 1 P − p.s. alors ut(T ) > dt(T ) > 1 P − p.s. ce qui
implique que Pt+1(T ) > Pt(T )/Pt(t + 1) = Pt(T )Bt+1/Bt d’après la question
précédente. On peut alors effectuer l’arbitrage suivant : on achète en t le zéro-
coupon de maturité T et on le revend en t + 1. L’achat est financé par un
emprunt en t au taux sans risque rt remboursé en t + 1. Le coût net initial en
t est nul, le gain en t+ 1 est Pt+1(T )− Pt(T )(1 + rt) > 0.
3.d. La variable dt(T ) est Ft mesurable. On note A := {dt(T ) ≥ 1}. Sur A, la
condition ut(T ) > dt(T ) P−p.s. implique que ut(T ) > dt(T ) ≥ 1. Si A se réalise
à la date t, on peut reprendre la stratégie précédente. Quelle que soit l’évolution
du prix la stratégie rapporte un gain positif. Ce gain est strictement positif si
Pt+1(T ) = ut(T ) Pt(T )

Pt+1(t+1) ce qui arrive avec probabilité strictement positive.
3.e. On utilise la stratégie opposée de celle utilisée dans 3.d. sur l’évènement
{ut(T ) ≤ 1}.
3.f. D’après les deux dernières questions, l’absence d’opportunité d’arbitrage
implique que P [ut ≤ 1] + P [dt ≥ 1] = 0 soit ut(T ) > 1 > dt(T ) P− p.s.
4.a. Si ut(T ) > 1 > dt(T ), alors qt(T ) := (1 − dt(T ))/(ut(T ) − dt(T )) ∈ (0, 1)
P−p.s. vérifie ut(T )qt(T )+dt(T )(1−qt(T )) = 1. Comme d’après 3.a., Pt(t+1) =
Bt/Bt+1, on obtient le résultat attendu.
4.b. On a pour t+ 1 ≤ T ∗

E [Ht+1(T ∗) | Ft] = Ht(T ∗)E
[
qt(T ∗)
pt(T ∗)

1At(T ∗) +
1− qt(T ∗)
1− pt(T ∗)

1Act (T ∗) | Ft
]

= Ht(T ∗)
qt(T ∗)
pt(T ∗)

P [At(T ∗) | Ft] +
1− qt(T ∗)
1− pt(T ∗)

P [Act(T
∗) | Ft]

= Ht(T ∗)
qt(T ∗)
pt(T ∗)

pt(T ∗) +
1− qt(T ∗)
1− pt(T ∗)

(1− pt(T ∗))

= Ht(T ∗) .
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Une récurrence donne le résultat (l’espace de probabilité étant fini, il n’y a pas
de problème d’intégrabilité).
4.c. Comme H0(T ∗) := E [H1(T ∗)] = 1 = E [HT ∗(T ∗)] d’après la question pré-
cédente, et que HT ∗(T ∗) > 0, il s’agit bien d’une mesure de probabilité équiva-
lente.
4.d. D’après 1., pour t + 1 = T ∗, on a B−1

t+1Pt+1(T ∗) = B−1
t+1Pt(T

∗)/Pt(T ∗) =
B−1
t+1 = B−1

t Pt(T ∗) d’après 3.a. La propriété de martingale est donc automatique
entre T ∗ − 1 et T ∗.
D’après la question 4.a., on a pour t+ 1 < T ∗

EQ [B−1
t+1Pt+1(T ∗) | Ft

]
(Ht(T ∗)Bt+1)−1 Pt(T ∗)

Pt(t+ 1)
E
[
HT ∗(T ∗)

(
ut(T ∗)1At(T ∗) + dt(T ∗)1Act (T ∗)

)
| Ft

]
.

Comme H(T ∗) est une P-martingale, (u, d) est F-adapté et At(T ∗) est Ft+1-
mesurable, on en déduit

EQ [B−1
t+1Pt+1(T ∗) | Ft

]
= (Ht(T ∗)Bt+1)−1 Pt(T ∗)

Pt(t+ 1)
E
[
Ht+1(T ∗)

(
ut(T ∗)1At(T ∗) + dt(T ∗)1Act (T ∗)

)
| Ft

]
= (Ht(T ∗)Bt+1)−1 Pt(T ∗)

Pt(t+ 1)
Ht(T ∗)

E
[
qt(T ∗)
pt(T ∗)

ut(T ∗)1At(T ∗) +
1− qt(T ∗)
1− pt(T ∗)

dt(T ∗)1Act (T ∗) | Ft
]

= B−1
t+1

Pt(T ∗)
Pt(t+ 1)

(qt(T ∗)ut(T ∗) + (1− qt(T ∗))dt(T ∗))

et on conclut en utilisant 4.a. L’unicité provient de l’unicité de la solution de
l’équation de la question 4.a. et du raisonnement précédent.
e. En l’absence d’opportunité d’arbitrage, il doit exister une mesure martingale
équivalente. Comme seule Q rend B−1P (T ∗) martingale, c’est forcément celle-ci.
L’équation se déduit des arguments de 4.d.
5.a. On a Pj(j + 1) = ξj(t− j)Pj(t)/Pj+1(t) d’où

t−1∏
j=0

Pj(j + 1) =
t−1∏
j=0

ξj(t− j)Pj(t)/Pj+1(t) =
P0(t)
Pt(t)

t−1∏
j=1

ξj(t+ 1− j)

or Pt(t) = 1. On peut changer les indices dans le produit car ξt−1(1) = 1.
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5.b. On développe la formule de récurrence

Pt(T ) = ξt(T − t+ 1)
ξt−1(T − (t− 1) + 1)Pt−2(T )/Pt−2(t− 1)

Pt−1(t)

= ξt(T − t+ 1)
ξt−1(T − (t− 1) + 1)Pt−2(T )

Pt−1(t)Pt−2(t− 1)

= ξt(T − t+ 1)ξt−1(T − (t− 1) + 1)
ξt−2(T − (t− 2) + 1)Pt−3(T )
Pt−1(t)Pt−2(t− 1)Pt−3(t− 2)

= P0(T )

t∏
j=1

ξj(T − j + 1)

t∏
j=1

Pj−1(j)

et on conlut par la question précédente.
5.c. On sait d’après 3.a. que rt = Pt(t+1)−1−1. La question précédente implique
que

rt =
P0(t)

P0(t+ 1)

t∏
j=1

ξj(t− j + 1)

t∏
j=1

ξj(t+ 1− j + 1)

.

2 Minimisation du risque quadratique de couverture

On considère un marché financier en temps discret sur un espace de probabilité
fini (Ω,F ,P) muni d’une filtration F := (Ft)t=1,...,T complète telle que F0 est
triviale et FT = F . On suppose qu’il y a un seul actif risqué S et que le taux sans
risque est r constant. On note βt := (1 + r)−t. On note S̃ := βS. On suppose
qu’il n’existe qu’une mesure martingale équivalente Q et on note H := dQ/dP.
On note A l’ensemble des processus adaptés (à valeur réelle). On note V x,φ la
valeur du portefeuille vérifiant V x,φ

0 = x où φ ∈ A est tel que φt représente le
nombre d’unités de S détenues entre t et t+ 1.
Etant donnée une variable aléatoire G, on définit, pour tout ω ∈ Ω, la fonction
`(·, G(ω)) : x ∈ R 7→ `(x,G(ω)) = ([G(ω)−x]+)2 où [z]+ := max{z, 0} pour z ∈
R. Etant donné p ∈ R, on définit enfin u : φ ∈ A 7→ u(φ) := E

[
`(V p,φ

T , G(ω))
]
.

1. Rappeler la dynamique de la richesse actualisée Ṽ x,φ en terme de S̃.

2. Peut-on faire des arbitrages sur ce marché ?
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3. Montrer que p ≥ EQ[βTG] ⇔ ∃ φ ∈ A tel que u(φ) = 0.

4. On définit maintenant, pour tout ω ∈ Ω, ˜̀(y,G(ω)) := supx∈R (yx− `(x,G(ω))).
Montrer que si y ≤ 0 alors ˜̀(y,G) = I(y,G)y−`(I(y,G), G) où I(y,G(ω)) :=
y/2 +G(ω).

5. On note Y := βTH. Montrer que u(φ) ≥ λp− E
[
˜̀(λY,G)

]
=: v(λ) pour

tout φ ∈ A et λ ≤ 0.

6. On suppose qu’il existe λ̂ < 0 tel que v(λ̂) = supλ<0 v(λ). Montrer que
EQ
[
βT ˜̀′(λ̂Y,G)

]
= p où ˜̀′(y,G) := ∂ ˜̀(y,G)/∂y = I(y,G).

7. En déduire qu’il existe φ̂ qui minimise u sur A et qu’il vérifie V p,φ̂
T =

G− |λ̂|Y/2. Un tel λ̂ < 0 peut-il exister si p ≥ EQ[βTG] ?

3 Théorème de Kreps-Yan, Ω fini

On note xj la j-ème composante d’un vecteur x de Rd. Soit C un ensemble
convexe fermé de Rd tel que :
(i) λx ∈ C si λ ≥ 0 et x ∈ C.
(ii) (−∞, 0]d ⊂ C.
(iii) C ∩ [0,∞)d = {0}
On note ei le i-ème vecteur de la base canonique de Rd (i.e. sa i-ème composante
vaut 1 et les autres 0).

1. Montrer que, pour tout i ≤ d, il existe Yi ∈ Rd tel que supx∈C〈x, Yi〉 <
〈ei, Yi〉.

2. En utilisant (i), montrer que supx∈C〈x, Yi〉 = 0 < 〈ei, Yi〉.

3. En déduire Y i
i > 0 et montrer que Yi ∈ [0,∞)d (utiliser (ii)).

4. En déduire qu’il existe Y ∈ (0,∞)d tel que 〈x, Y 〉 ≤ 0 pour tout x ∈ C.

5. Interpréter ce résultat en finance (que représente C, Y ?).

4 Option américaine callable

Pour éviter tout problème d’intégrabilité, on suppose ici que Ω est fini. On
considère un marché financier composé d’un actif sans risque, de rendement
par période nul, r = 0, et d’un actif risqué dont le prix S = (St)t≤T est un
processus adapté. On suppose que S est une martingale sous P et que le marché
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est complet, i.e. toute variable aléatoire X admet la représentation X = E [X]+∑T−1
t=0 φt(St+1− St) pour une processus φ ∈ A, l’espace des processus à valeurs

réelles adaptés.
Par la suite, étant donnés x ∈ R et φ ∈ A, on note V x,φ le processus de
portefeuille associé : V x,φ

s := x+
∑s−1

t=0 φt(St+1 − St), s ≤ T .
On note T l’ensemble des temps d’arrêt à valeurs dans {0, . . . , T}. Etant donnés
τ, θ ∈ T , on note G(τ, θ) := `τ1τ≤θ+Lθ1τ>θ où `, L sont deux processus adaptés
à valeurs réelles vérifiant `t ≤ Lt P− p.s. pour tout t ≤ T .

1. Etant donnés θ, τ ∈ T , on définit Y θ et Xτ par

Y θ
T = G(T, θ) , Y θ

t = max{G(t, θ) , E
[
Y θ
t+1 | Ft

]
} t ≤ T − 1 ,

Xτ
T = G(τ, T ) , Xτ

t = min{G(τ, t) , E
[
Xτ
t+1 | Ft

]
} t ≤ T − 1 .

(a) Caractériser Y θ et Xτ en terme d’enveloppes de Snell de processus
à préciser.

(b) Montrer qu’il existe deux martingales M θ et N τ , ainsi que deux
processus prévisibles croissants Aθ et Bτ vérifiant Aθ0 = Bτ

0 = 0 tels
que Y θ = M θ −Aθ et Xτ = N τ +Bτ .

(c) Montrer que Xτ
θ ≤ Y θ

τ P− p.s. et en déduire que Xτ
t∧ϑ ≤ Y θ

t∧ϑ pour
tout t ≤ T , où ϑ := τ ∧ θ.

2. Soit l’option américaine callable de payoff G. Ici, τ s’interprète comme la
date d’exercice de l’option par l’acheteur, et θ comme la date de rachat de
l’option par le vendeur. Si τ ≤ θ, l’acheteur reçoit du vendeur le montant
`τ à la date τ . Si τ > θ, i.e. le vendeur rachète l’option avant qu’elle ne
soit exercée, l’acheteur reçoit du vendeur le montant Lθ à la date θ. On
suppose que l’option est vendue à la date 0 au prix p.

(a) Montrer que si p > y0 := infθ∈T Y θ
0 alors le vendeur peut réaliser un

arbitrage (quelle que soit la stratégie d’exercice de l’acheteur).

(b) Montrer que si p < x0 := supτ∈T Xτ
0 alors l’acheteur peut réaliser

un arbitrage (quelle que soit la stratégie de rachat du vendeur).

3. On définit maintenant le processus Z par

ZT = `T , Zt = min {Lt , max{`t , E [Zt+1 | Ft]}} t ≤ T − 1 .

On note τ̂ := inf{t ≥ 0 : Zt = `t}, θ̂ := inf{t ≥ 0 : Zt = Lt} ∧ T et
ϑ̂ := τ̂ ∧ θ̂.
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(a) Montrer que (Zt∧θ̂)t≤T est une sur-martingale minorée par le proces-
sus (G(t, θ̂))t≤T et que (Zt∧τ̂ )t≤T est une sous-martingale majorée
par le processus (G(τ̂ , t))t≤T .

(b) En déduire que Y θ̂
t∧ϑ̂ = Zt∧ϑ̂ = X τ̂

t∧ϑ̂ P− p.s. pour tout t ≤ T .
4. On peut maintenant calculer le prix compatible avant l’absence d’arbitrage

et les stratégies de couverture et d’exercice.

(a) Montrer que si l’option est échangée en 0 au prix Z0 alors ni le
vendeur ni l’acheteur ne peuvent réaliser un arbitrage.

(b) Montrer qu’il existe une martingale M̄ et un processus prévisible Ā,
nul en 0, tels que Z = M̄ + Ā, Āt∧τ̂ ≥ 0 P− p.s. et Āt∧θ̂ ≤ 0 P− p.s.
pour tout t ≤ T .

(c) Montrer qu’il est rationnel pour le vendeur de racheter l’option au
temps θ̂ (si elle n’a pas encore été exercée) et caractériser la straté-
gie de couverture de l’option en fonction de la représentation de M̄
comme intégrale stochastique par rapport à S

(d) Quelle est la date d’exercice optimale pour l’acheteur ? (justifier briè-
vement)

5 Options swing

On se place sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni d’une filtration F =
(Ft)t=0,...,T satisfaisant les conditions habituelles, et telle que F0 est triviale.
Ici, T ∈ N \ {0}. Pour éviter tout problème d’intégrabilité, on suppose que
Ω est fini. On considère un marché financier composé d’un actif sans risque,
de rendement par période nul (i.e. r = 0), et d’un actif risqué dont le prix
S = (St)t≤T est un processus adapté. On suppose que S est une martingale
sous P et que le marché est complet, i.e. toute variable aléatoire X admet la
représentation X = E [X] +

∑T−1
t=0 φt(St+1 − St) pour une processus φ ∈ A,

l’espace des processus à valeurs réelles adaptés.
Par la suite, étant donnés x ∈ R et φ ∈ A, on note V x,φ le processus de
portefeuille associé : V x,φ

s := x+
∑s−1

t=0 φt(St+1 − St), s ≤ T .
Soit G un processus adapté à valeur positive. Une option swing de payoff G à
au plus N dates d’exercice (2 ≤ N ≤ T ) est une option de type américain qui
peut être exercée N fois avant T . A chaque date d’exercice τ , l’acheteur recoit
le payoff Gτ . Il ne peut cependant pas exercer deux fois à la même date.
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Afin de modéliser la stratégie d’exercice de l’acheteur, on définit l’ensemble T N

des N -uplets de temps d’arrêt (τN , . . . , τ1) à valeur dans {0, . . . , T} tels que

τi+1 < τi P− p.s. et τi+1 ≤ T − i pour tout i < N .

Ceci signifie que l’écart entre deux temps d’arrêt est d’au moins 1. On interprète
τ1 comme le dernier exercice, τ2 comme l’avant dernier, etc.... L’indice i signifie
qu’il reste i exercices y compris celui en question. Par ailleurs, le payoff étant
positif, il est évident qu’il est sous-optimal d’avoir plus de i exercices restant
après T − i.

1. Soit Y 1 le processus définit par

Y 1
T = GT

Y 1
t = max

{
Gt , E

[
Y 1
t+1 | Ft

]}
si t < T .

(a) Quelle est l’interprétation financière de Y 1
t ?

(b) Quelle est l’interprétation financière de τ̃1 := inf{t ≥ 0 | Y 1
t = Gt} ?

On définit maintenant la suite (Y n)1≤n≤N comme suit : Y 1 est définit comme
dans la question précédente et, pour 1 ≤ n ≤ N ,

Y n+1
t = Y n

t si T − n < t ≤ T (1)

Y n+1
t = max

{
Gt + E

[
Y n
t+1 | Ft

]
, E
[
Y n+1
t+1 | Ft

]}
si t ≤ T − n .(2)

2. On étudie maintenant la propriété de sur-martingale des Y n.

(a) Montrer que Y n est processus positif, pour tout n ≤ N .

(b) Montrer que (Y n+1
t∧(T−n+1))t≤T est une surmartingale pour tout 0 ≤

n ≤ N (aide : écrire la différence entre t et t+ 1 et distinguer le cas
t ≤ T − n de son complémentaire).

(c) En utilisant (1) et la question précédente, montrer que

Y n+1
T−n+1 = Y n

T−n+1 ≥ E
[
Y n
T−n+2 | FT−n+1

]
= E

[
Y n+1
T−n+2 | FT−n+1

]
pour 2 ≤ n ≤ N .

(d) Utiliser une récurrence pour en déduire que Y n est une surmartingale
sur [0, T ] pour tout 1 ≤ n ≤ N .
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3. Etant donné ν := (τN , . . . , τ1) ∈ T N , on définit

Cνs :=
1∑

i=N

Gτi1τi≤s s ≤ T .

(a) Donner une interprétation financière de V x,φ−Cν , pour x ∈ R, φ ∈ A
et ν ∈ T N .

(b) Montrer qu’il existe φ ∈ A tel V Y N0 ,φ
τN −CντN ≥ E

[
Y N−1
τN+1 | FτN

]
quel

que soit ν := (τN , . . . , τ1) ∈ T N (aide : se rappeler que τN ≤ T−N+1
par définition).

(c) En déduire qu’il existe φ̄ ∈ A tel V Y N0 ,φ̄
τN+1−CντN+1 ≥ Y

N−1
τN+1−GτN−11{τN−1=τN+1}

et V Y N0 ,φ̄
τN−1 −CντN−1

≥ E
[
Y N−2
τN−1+1 | FτN−1

]
, quel que soit ν := (τN , . . . , τ1) ∈

T N .

(d) Montrer par récurrence qu’il existe φ̂ ∈ A tel V Y N0 ,φ̂
τk+1 − Cντk+1

≥
E
[
Y k
τk+1+1 | Fτk+1

]
pour tout k < N , quel que soit ν := (τN , . . . , τ1) ∈

T N .

(e) En déduire que

Y N
0 ≥ pN := inf{x ≥ 0 : ∃ φ ∈ A t.q. V x,φ

s −Cνs ≥ 0 ∀ s ≤ T , ∀ ν ∈ T N} .

4. Soit ν̂ := (τ̂N , . . . , τ̂1) le N -uplets de temps d’arrêt définit par

τ̂1 := inf{t > τ̂2 | Y 1
t = Gt}

τ̂n := inf{t > τ̂n+1 | Y n
t = Gt + E

[
Y n−1
t+1 | Ft

]
1t<T } si 2 ≤ n ≤ N

τ̂N+1 := −1 ,

avec la convention inf ∅ = +∞.

(a) En utilisant le fait que G ≥ 0, montrer que τ̂n ≤ T −n+ 1 pour tout
1 ≤ n ≤ N .

(b) Montrer que (Y n
t∧τ̂n)t≤T est une martingale, pour tout 1 ≤ n ≤ N .

(c) Soit φ ∈ A et x ∈ R tels que V x,φ
s ≥ C ν̂s pour tout s ≤ T .

i. Montrer que

V x,φ
τ̂1
≥ C ν̂τ̂1 = C ν̂τ̂1−1 +Gτ̂1 = C ν̂τ̂2 + Y 1

τ̂1

58



ii. En déduire que

V x,φ
τ̂2
≥ C ν̂τ̂2 + E

[
Y 1
τ̂2+1 | Fτ̂2

]
≥ C ν̂τ̂3 + Y 2

τ̂2 .

iii. Déduire d’une récurrence que V x,φ
0 ≥ Y N

0 .

5. En utilisant les questions précédentes, montrer que Y N
0 = pN .

6. Décrire la stratégie de couverture en fonction des représentions des parties
martingales des Y n.

7. Quelle est à votre avis la stratégie d’exercice optimale pour l’acheteur de
l’option swing ? Expliquer brièvement pourquoi.
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Deuxième partie

Marchés financiers en temps
continu : Principes généraux
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Chapitre 6

AOA et évaluation d’options
dans un modèle d’Itô

A partir de maintenant, on travaille sur un espace de probabilité complet
(Ω,F ,P) supportant un mouvement brownien standard n-dimensionnel W =
(W 1, . . . ,Wn). On note F = (Ft)t∈T la filtration naturelle engendrée par W ,
complétée. Ici, T = [0, T ] où T > 0. On suppose que FT = F , i.e. tout l’aléa est
généré par W .

1 Actifs financiers, stratégies et portefeuilles

1.1 Actifs financiers

Le taux sans risque est modélisé par un processus F-prévisible r = (rt)t∈T, i.e. rt
est Ft−-mesurable pour tout t ∈ T. Un euro placé sur une intervalle dt rapporte
un rendement rtdt. Autrement dit, un euro placé à la date s rapporte à la date
t > s la somme e

R t
s rudu. Ceci conduit à introduire le processus d’actualisation

β défini par

βt := e−
R t
0 rudu , t ∈ T .

On supposera par la suite que

sup
t∈T
|rt| <∞ P− p.s.

On suppose que l’on dispose en outre de d actifs risqués modélisés par un
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processus S = (S1, . . . , Sd) vérifiant

St = S0 +
∫ t

0
bsds+

∫ t

0
σsdWs , t ∈ T . (1)

Ici, S0 ∈ Rd
+ est fixé, (b, σ) est un processus prévisible à valeurs dans Rd×Md,n.

Un tel processus est bien défini dès que∫ T

0

(
‖bt‖+ ‖σt‖2

)
dt <∞ P− p.s. (2)

On parle de processus d’Itô . On rappelle que la représentation précédente est
unique (voir [24]).

Proposition 1 Soient (bi, σi), i = 1, 2, deux processus prévisibles à valeurs
dans Rd ×Md,n vérifiant chacun∫ T

0

(
‖bit‖+ ‖σit‖2

)
dt <∞ P− p.s.

Si P− p.s. pour tout t ∈ T∫ t

0
b1sds+

∫ t

0
σ1
sdWs =

∫ t

0
b2sds+

∫ t

0
σ2
sdWs

alors

(b1, σ1) = (b2, σ2) dt× dP−p.p.

Par la suite, on utilisera la notation

S̃ = βS

pour désigner le processus de prix des actifs risqués actualisé. On peut remarquer
qu’une simple application du Lemme d’Itô implique que

S̃t = S0 +
∫ t

0
(b̃s − rsS̃s)ds+

∫ t

0
σ̃sdWs , t ∈ T (3)

où (b̃, σ̃) = β(b, σ).
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1.2 Stratégies et portefeuilles

Une stratégie financière est un processus F-prévisible (α, φ) à valeurs dans R×
Rd. Pour chaque i ≤ d et t ∈ T, φit représente la quantité d’actifs risqués Si

détenus dans le portefeuille et αt la somme placée au taux sans risque.

La somme αt placée au taux sans risque rapporte un rendement instantané
αtrtdt. La somme φitSit placée en actif Si induit un gain lié à la variation du
cours de l’actif égal à φitdSit .

Par similitude avec les modèles en temps discret, on dira que la stratégie est
autofinancée si la variation instantanée de la richesse V ne dépend que de la
variation de cours des actifs risqués et du rendement du montant αt placé au
taux sans risque :

dVt = rtαtdt+ φ′tdSt

Comme la valeur du portefeuille s’écrit

Vt = αt + 〈φt, St〉

on doit avoir

αt = Vt − 〈φt, St〉 ,

ce qui implique que

dVt = (rtVt + 〈φt, bt − rtSt〉) dt+ φ′tσtdWt . (4)

Par ailleurs, on déduit du Lemme d’Itô que la richesse actualisée Ṽ = βV évolue
alors selon l’équation

dṼt = 〈φt, b̃t − rtS̃t〉dt+ φ′tσ̃tdWt = φ′tdS̃t . (5)

Par la suite, on notera V x,φ (resp. Ṽ x,φ) le portefeuille (resp. actualisé) associé
à une stratégie φ et valant x en 0.

De manière à pouvoir donner un sens aux équations (4) et (5), on se restreindra
aux processus φ tels que∫ T

0

(
‖〈φt, bt〉‖+ ‖〈φt, St〉‖+ ‖φ′tσt‖2

)
dt < ∞ P− p.s. ,
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on rappelle que r est P− p.s. borné. Enfin, afin d’éviter des stratégies de type
doubling strategies qui peuvent conduire à des arbitrages si l’on est prêt à s’en-
detter “infiniment”, nous imposons une condition d’admissibilité de type condi-
tion de non-banqueroute :

Ṽ 0,φ
t ≥ −c0

φ −
d∑
i=1

ciφS̃
i
t P− p.s. pour tout t ∈ T (6)

où c0
φ, . . . , c

d
φ sont des constantes pouvant dépendre de φ.

On dira qu’une stratégie φ est admissible si elle vérifie les deux conditions pré-
cédentes et on notera A l’ensemble des stratégies admissibles.

Remarque 2 La condition (6) implique que

P

[
∀ q ∈ Q ∩ T : Ṽ 0,φ

q ≥ −c0
φ −

d∑
i=1

ciφS̃
i
q

]
= 1 .

Comme Ṽ 0,φ et S̃ sont des processus P − p.s. continus, voir le Corollaire du
Théorème 30 du Chapitre IV de [36], elle est donc équivalente à

Ṽ 0,φ
t ≥ −c0

φ −
d∑
i=1

ciφS̃
i
t pour tout t ∈ T P− p.s.

2 Absence d’opportunité d’arbitrage

On dira qu’il y a absence d’opportunité d’arbitrage si la condition

(AOA) : ∀ φ ∈ A, V 0,φ
T ≥ 0 P− p.s. ⇒ V 0,φ

T = 0 P− p.s.

est vérifiée.

2.1 Condition nécessaire

On commence par étudier une condition nécessaire qui caractérise l’absence
d’opportunité d’arbitrage par l’existence d’une prime de risque.

Théorème 3 Si (AOA) est vérifiée, alors il existe un processus F-prévisible λ
tel que

σλ = b− rS dt× dP−p.p.

Ce processus est appelé prime de risque.
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La preuve de ce théorème repose sur la propriété selon laquelle le rendement
instantané d’un portefeuille sans risque, i.e. tel que φ′σ = 0, est nécessairement
égal à r.

Proposition 4 Si (AOA) est vérifiée, alors il n’existe pas de processus φ ∈ A
tel que

φ′σ = 0 dt× dP−p.p. et P
[∫ T

0
1{φ′t(bt−rtSt)>0}dt > 0

]
> 0 .

Preuve. Supposons au contraire qu’il existe un processus φ ∈ A tel que

φ′σ = 0 dt× dP−p.p. et P
[∫ T

0
1{φ′t(bt−rtSt)>0}dt > 0

]
> 0 .

On pose alors φ̄ = φ1{φ′t(bt−rtSt)>0}. D’après (5),

Ṽ 0,φ̄
t =

∫ t

0
φ′t(b̃t − rtS̃t)1{φ′t(bt−rtSt)>0}ds ≥ 0

et P
[
Ṽ 0,φ
T > 0

]
. Comme φ̄ ∈ A, ceci contredit l’hypothèse (AOA). 2

Afin de compléter la preuve du Théorème 3 on fait maintenant appel au Lemme
de Farkas.

Lemme 5 (Lemme de Farkas) Soit (a,A) ∈ Rd×Md,n. S’il n’existe pas x ∈ Rd

tel que x′A = 0 et x′a > 0, alors il existe y ∈ Rn tel que a = Ay. Par ailleurs,
y peut être choisi de manière mesurable par rapport à (a,A).

Preuve. Soit ξ1, . . . , ξn les vecteurs colonne de A. L’hypothèse signifie que
Vect{ξ1, . . . , ξn}⊥ ⊂ Vect{a}⊥ ce qui implique que a ∈ Vect{ξ1, . . . , ξn}. Il
existe donc y ∈ Rn tel que a = Ay. Quitte à se ramener à une base orthogonale
de Vect{ξ1, . . . , ξn} par une procédure de Gram-Schmidt, on peut supposer que
les ξi sont déjà orthogonaux. On obtient alors yi = 〈a, ξi〉/‖ξi‖2 si ξi 6= 0, yi = 0
sinon. 2

Preuve du Théorème 3. D’après la Proposition 4, on a dt × dP-p.p. x′σt =
0 implique x′(bt − rtSt) = 0. D’après le Lemme 5, ceci implique qu’il existe
λt tel que (bt − rtSt) = σtλt dt × dP-p.p. Comme λ peut être contruit de
manière mesurable par rapport à (b − rS, σ), il peut être choisi de manière à
être prévisible. 2

Remarque 6 1. Si n = d et σt est inversible alors λt = σ−1
t (bt − rtSt).

2. Si σ′tσt est inversible alors λt = (σ′tσt)
−1σ′t(bt − rtSt).
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2.2 Condition suffisante

On donne maintenant une condition suffisante qui repose sur l’existence d’une
prime de risque λ suffisamment “intégrable”, voir la définition dans le Théorème
3.

Contrairement à ce que nous avons vu en temps discret, il n’est pas toujours
possible d’exhiber un élément de M(S̃), l’ensemble des mesures Q ∼ P telles
que S̃ est une Q-martingale1. Autrement dit, il n’existe pas toujours unemesure
martingale équivalente et on est en général amené à considérer un ensemble de
mesures plus gros : l’ensembleMloc(S̃) des mesures Q ∼ P telles que S̃ est une
Q-martingale locale, , i.e. il existe une suite de F-temps d’arrêt2 (τk)k≥1 telle
que τk →∞ Q-p.s et (S̃t∧τk)t∈T est une Q-martingale, pour tout k ≥ 1.
On parle de l’ensemble des mesures martingales locales équivalentes.

Théorème 7 S’il existe une prime de risque λ telle que la solution H de l’équa-
tion

Ht = 1−
∫ t

0
Hsλ

′
sdWs

soit une P-martingale, alors la mesure équivalente Q de densité HT appartient
àMloc(S̃).
Si Ṽ x,φ est borné inférieurement par une Q-martingale, alors Ṽ x,φ est une Q-
surmartingale, (x, φ) ∈ R×A. C’est le cas en particulier si Q ∈M(S̃) et (AOA)
est alors vérifiée.

Remarque 8 En appliquant le Lemme d’Itô, on vérifie que le processus H du
Théorème 7 est donné par

Ht = e−
1
2

R t
0 ‖λs‖

2ds−
R t
0 λ
′
sdWs .

Dire que H est une martingale est alors équivalent à dire que E [HT ] = 1. Une
condition suffisante assurant ce résultat est la condition de Novikov

E
[
e

1
2

R t
0 ‖λs‖

2ds
]
<∞ ,

1On rappelle que X est une P-surmartingale si pour tout s ≤ t ≤ T : X−t ∈ L1(P)

et E [Xt | Fs] ≤ Xs P − p.s. Le processus X est une P-martingale si X et −X sont des
surmartingales.

2On rappelle qu’un F-temps d’arrêt τ est une variable aléatoire positive telle que {τ ≤
t} ∈ Ft pour tout t ∈ T.

66



voir Proposition 5.12 dans [24]. Elle est en particulier vérifiée si λ est essentiel-
lement borné.

La preuve du Théorème 7 repose sur le Théorème de Girsanov et quelques
lemmes techniques.

Théorème 9 (Théorème de Girsanov) Soit ξ un processus adapté P − p.s. de
carré intégrable tel que la solution H de l’équation

Ht = 1−
∫ t

0
Hsξ

′
sdWs

soit une P-martingale, alors le processus W Q̄ défini par

W Q̄ = W +
∫ ·

0
ξsds

est un mouvement Brownien sous la mesure Q̄ de densité HT .

Preuve. Voir Théorème 5.1 dans [24]. 2

On énonce maintenant deux résultats techniques.

Lemme 10 Si φ est P− p.s. de carré intégrable et W̄ est un mouvement brow-
nien n-dimensionnel sous une mesure Q̄ ∼ P, alors le processus X défini par

Xt =
∫ t

0
ξ′sdW̄s , t ∈ T ,

est une Q̄-martingale locale.

Preuve. Voir la Proposition 2.24 dans [24]. 2

Théorème 11 (Arrêt borné) Soient Q̄ ∼ P et X une Q̄-surmartingale. Si τ1 et
τ2 sont deux temps d’arrêts essentiellement bornés tels que τ1 ≤ τ2 Q̄-p.s., alors

EQ̄[Xτ2 | Fτ1 ] ≤ Xτ1 .

En particulier, si τ est un temps d’arrêt, alors le processus arrêté (Xt∧τ )t∈T est
une Q̄-surmartingale.

Preuve. Comme la filtration est browienne, toute les martingales sont conti-
nues, voir Corollaire 1 du chapitre IV dans [36]. La première assertion provient
alors du Théorème 16 du chapitre I de [36]. La seconde en est une conséquence
immédiate. 2
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Remarque 12 Le résultat précédent s’applique également aux martingales
puisque X est une martingale si et seulement si X et −X sont des surmar-
tingales.

Lemme 13 Soient Q̄ ∼ P, X une Q̄-martingale locale et M une Q̄-martingale
telle que X ≥M ∀ t ∈ T P-p.p. Alors, X est une Q̄-surmartingale.

Preuve. Soit (τk)k≥1 une suite de temps d’arrêt telle que τk → ∞ Q-p.s et
(Xt∧τk)t∈T est une Q̄-martingale, pour tout k ≥ 1. Pour tout k ≥ 1, on a,
d’après le Théorème 11,

EQ̄[Xt∧τk −Mt∧τk | Fs] = Xs∧τk −Ms∧τk .

Comme X −M ≥ 0 et (X,M)·∧τk → (X,M) Q̄-p.s., on déduit du Lemme de
Fatou que

EQ̄[Xt −Mt | Fs] ≤ Xs −Ms .

On conclut en rappelant que M est une Q̄-martingale. 2

Preuve du Théorème 7. Le Théorème 9 implique que WQ défini par

WQ = W +
∫ ·

0
λsds

est un mouvement Brownien sous la mesure équivalente Q de densité HT .
D’après (3), on a

S̃t = S0 +
∫ t

0
σ̃sdW

Q
s , t ∈ T

et la condition (2) impliquent que S̃ est une Q-martingale locale. D’après (5),
la dynamique de la richesse actualisé s’écrit alors

Ṽ 0,φ
t =

∫ t

0
φ′sσ̃sdW

Q
s .

Les Lemmes 10 et 13 implique que la richesse actualisée est une Q-surmartingale
si elle est bornée inférieurement par une Q-martingale. Etant donnée la condi-
tion d’admissibilité (6) et la Remarque 2, c’est le cas si Q ∈M(S̃). Ceci implique
que EQ

[
Ṽ 0,φ
T

]
≤ 0 et donc que Ṽ 0,φ

T = 0 P−p.s. si Ṽ 0,φ
T ≥ 0 P−p.s. La condition

(AOA) et donc vérifiée. 2
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2.3 Condition nécessaire et suffisante

En général la condition (AOA) n’est pas suffisante pour obtenir l’existence d’une
mesure de M(S̃) et il est nécessaire de considérer une condition plus forte,
portant sur une notion d’arbitrage plus faible. La condition la plus naturelle est
celle du no free-lunch with vanishing risk proposée par [13].

On dit que la condition (NFLVR) est vérifiée s’il n’existe pas de suite (φn)n≥1

de A telle que
1. (V 0,φn

T )− → 0 en norme L∞

2. V 0,φn
T → f P− p.s. où f ∈ L0(R+) \ {0}.

Cette hypothèse signifie qu’il n’est pas possible de construire une suite de por-
tefeuilles dont la valeur terminale tend uniformément vers 0 et qui à la limite
conduit à un arbitrage. Autrement dit, il n’est pas possible de s’approcher aussi
près que l’ont veut d’une situation d’arbitrage.

Théorème 14 ([13]) (NFLVR) ⇔ Mloc(S̃) 6= ∅.

Remarque 15 Il est clair que (NFLVR) implique qu’il n’y a pas d’arbitrage
si l’on se restreint aux stratégies φ ∈ A telles que Ṽ φ est borné inferieurement
par une constante cφ. On appellera par la suite Ab cet ensemble de stratégies et
(AOAb) la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage dans cette classe. En
particulier, si φ ∈ Ab alors Ṽ 0,φ est une sur-martingale sous Q quelle que soit
Q ∈Mloc(S̃).

La proposition suivante permet de faire le lien entreMloc(S̃) etM(S̃).

Proposition 16 Soit Q ∈Mloc(S̃) telle que EQ
[
supt∈T ‖S̃t‖

]
<∞, alors Q ∈

M(S̃).

Preuve. Comme chaque composante de S̃ (resp. −S̃) est bornée inférieure-
ment par la martingale (−EQ

[
sups∈T ‖S̃s‖ | Ft)t∈T

]
, le Lemme 13 implique

que chaque composante de S̃ (resp. −S̃) est une Q-surmartingale. 2

3 Evaluation d’options européennes

Comme dans la section précédente, on se restreint aux stratégies dans Ab.
Comme dans les modèles à temps discret, il existe deux notions de prix na-
turelles :
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1. On dit qu’un prix p est viable pour l’option G si l’achat ou la vente de cette
option à ce prix n’introduit pas d’arbitrage sur le marché, i.e. si

6 ∃ φ ∈ Ab et ε ∈ {−1, 1} t.q. V εp,φ
T − ε G ∈ L0(R+) \ {0} . (7)

2. On dit que p est le prix de sur-réplication de G si

p = p(G) := inf{x ∈ R : ∃ φ ∈ Ab t.q. V x,φ
T −G ∈ L0(R+)} . (8)

Contrairement au temps discret, il est difficile ici de travailler avec la classe
des actifs contingents dans LS . Par la suite, on se restreint donc à la classe des
options G ∈ L0 tel que G̃− appartient à l’ensemble L∞ des variables aléatoires
essentiellement bornées.

Théorème 17 ([16]) Supposons que Mloc(S̃) 6= ∅ alors, pour tout G ∈ L0 tel
que G̃− ∈ L∞,

p(G) = sup
Q∈Mloc(S̃)

EQ [βTG] .

Par ailleurs, il existe φ ∈ A tel que V p(G),φ
T ≥ G P− p.s. si p(G) <∞.

Ce théorème permet de décrire l’ensemble des prix viables.

Corollaire 18 Supposons que Mloc(S̃) 6= ∅ alors, pour tout G ∈ L∞, l’en-
semble des prix viables est donné par l’intérieure relatif de [−p(−G), p(G)].
En outre, il existe φ ∈ Ab tel que V

p(G),φ
T = G P − p.s. si et seulement si

−p(−G) = p(G).

Preuve. Ce résultat découle du Théorème 17 par des arguments similaires à
ceux utilisés pour prouver le Théorème 12 du Chapitre 1. 2

4 Caractérisation des marchés complets

On dira que le marché est un marché complet si pour tout G ∈ L0 tel que
|G| ∈ L∞, il existe un couple (p, φ) ∈ R×Ab tel que V p,φ

T = G P− p.s. Dans ce
cas, on dit que G est atteignable ou réplicable.
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4.1 Approche générale

Comme pour les marchés en temps discret, la complétude est caractérisée par
l’unicité d’une mesure martingale (locale).

Théorème 19 Supposons que Mloc(S̃) 6= ∅. Alors le marché est complet si et
seulement siMloc(S̃) est réduit à un singleton.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du Théorème 17 et du Corollaire
18. 2

Le théorème précédent permet de montrer que, si Q est l’unique mesure martin-
gale locale et si S̃ est une vraie Q-martingale, alors les Q-martingales admettent
une représentation en terme de S̃. Pour le montrer, on fait appel au Théorème
de représentation des martingales.

Théorème 20 (Représentation des martingales) Si M est une P-martingale,
alors il existe ξ prévisible et P− p.s. de carré intégrable tel que

M = M0 −
∫ ·

0
ξ′sdWs .

Si H ∈ L1(P) vérifie H > 0 P − p.s., alors il existe ξ prévisible et P − p.s. de
carré intégrable tel que

H = E [H] e−
1
2

R ·
0 ‖ξs‖

2ds−
R ·
0 ξ
′
sdWs .

Preuve. Voir Corollaires 3 et 4 p156 du Chapitre IV de [36]. 2

Corollaire 21 On suppose queMloc(S̃) =M(S̃) = {Q}. Alors,
(i) il existe une prime de risque associée à Q vérifiant les conditions du Théo-
rème 7,
(ii) toute Q-martingale M vérifiant |MT | ∈ LS admet la représentation M =
ṼM0,φ pour un φ ∈ A,
(iii) ṼM0,φ est une Q-martingale pour tout pour φ ∈ A et p ∈ R tels que
|Ṽ p,φ
T | ∈ LS.

Preuve. (i) On poseHT la densité de Q par rapport à P. Soit ξ le processus pré-
visible intervenant dans la représentation de HT donnée par le Théorème (20).
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Alors, H := (Ht)t∈T défini par Ht = E [HT | Ft] est une martingale (martingale
locale positive telle que E [HT ] = H0 = 1) vérifiant

Ht = 1−
∫ t

0
Hsξ

′
sdWs .

Dire que S̃ est une Q-martingale est équivalent à dire que HS̃ est une P-
martingale. Or le Lemme d’Itô et (3) impliquent que

(HS̃)t = S0 +
∫ t

0
Hs(b̃s − rsS̃s − σ̃sξs)ds+

∫ t

0
(Hsσ̃s −HsS̃tξ

′
s)dWs .

On déduit alors de la Proposition 1 et du Théorème 20 que ξ est bien une prime
de risque associée à Q vérifiant les conditions du Théorème 7.
(ii) D’après le Théorème 19, le Théorème 17 et le Corollaire 18 , il existe
φ ∈ A tel que MT = ṼM0,φ

T . Comme d’après le Théorème 7, ṼM0,φ est une
Q-surmartingale, on en déduit que Mt = EQ [MT | Ft] = EQ

[
ṼM0,φ
T | Ft

]
≤

ṼM0,φ
t P−p.s. Mais comme EQ

[
Mt − ṼM0,φ

t

]
≥M0−M0 = 0, ceci montre que

Mt = ṼM0,φ
t P − p.s. pour tout t ≤ T . C’est donc P − p.s. vrai pour tout les

rationnels de T. Or, VM0,φ est continu et M aussi, de part la représentation du
Théorème 20. L’égalité est donc P− p.s. vraie pour tout t ∈ T.
(iii) La dernière assertion se montre de la même manière. 2

4.2 Cas d’une volatilité inversible

On donne maintenant une condition suffisante qui porte plus explicitement sur
les processus r, b et σ et qui est en général facilement vérifiable en pratique. Le
cadre présenté ci-dessous permet également d’étendre la propriété de représen-
tation du Corollaire 21 à une plus large classe de martingales.

On suppose dans cette sous-section qu’il existe une prime de risque λ telle que
la solution H de l’équation

Ht = 1−
∫ t

0
Hsλ

′
sdWs

soit une P-martingale.

On note Q la mesure équivalente de densité HT . D’après le Théorème 9, le
processus

WQ = W +
∫ ·

0
λsds
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est un mouvement Brownien sous Q ∈Mloc(S̃), voir le Théorème 7.

Rappelons que la dynamique de la richesse actualisée s’écrit en terme de WQ

Ṽ 0,φ
t =

∫ t

0
φ′sσ̃sdW

Q
s . (9)

On suppose en outre que

S0. Q ∈M(S̃),
S1. σ̃t est inversible pour tout t ∈ T P− p.s.,
S2. Son inverse (σ̃t)−1 est bornée uniformément sur [0, T ] P− p.s.

Remarque 22 Si λ vérifie la condition de Novikov, voir Remark 8, alors H
est bien une P-martingale. C’est en partuclier le cas si λ est bornée. Si en
outre, EQ

[∫ T
0 ‖σ̃t‖

2dt
]
< ∞ alors S0 est vérifié. C’est le cas si HT ∈ L2 et

E
[∫ T

0 ‖σ̃t‖
4dt
]
<∞.

Proposition 23 Sous les conditions S0, S1 et S2, le marché. Tout G tel que
G̃− ∈ LS s’écrit comme la valuer terminale d’un portefeuille issu de 0 et associé
à une stratégie de A. En outre, si M est une Q-martingale vérifiant

Mt ≥ −c0
M −

d∑
i=1

ciM S̃
i
t P− p.s. pour tout t ∈ T

pour certaines constantes réelles c0
M , · · · , cdM , alors il existe φ ∈ A tel que

ṼM0,φ = M P− p.s.

Preuve. Soit G tel que |G̃| ∈ LS . Comme S̃ est une martingale sous Q, G̃
∈ L1(Q). Le processus M := (EQ

[
G̃ | Ft

]
)t∈T est donc une Q-martingale qui

en outre vérifie

Mt ≥ −c0
G −

d∑
i=1

ciGS̃
i
t P− p.s. pour tout t ∈ T

pour certaines constantes réelles c0
G, · · · , cdG. Par ailleurs, le Théorème 20 im-

plique qu’il est possible d’écrire M sous la forme

M = EQ
[
G̃
]

+
∫ ·

0
ξ′sdW

Q
s
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pour un certain processus prévisible ξ P − p.s. de carré intégrable. On déduit
alors de (9) que le processus φ := (ξ′(σ̃)−1)′ vérifie

Ṽ EQ[G̃],φ = EQ
[
G̃T

]
+
∫ ·

0
φ′sσ̃sdW

Q
s = EQ

[
G̃T

]
+
∫ ·

0
ξ′sdW

Q
s = M

ainsi que la condition d’admissibilité pour A. Enfin, comme ξ est P − p.s. de
carré intégrable et (σ̃)−1 est bornée uniformément sur [0, T ] P− p.s., on vérifie
bien que φ est P− p.s. de carré intégrable. 2

5 Options américaines en marchés complets

On donne ici la formulation duale du prix de couverture des options améri-
caines en marchés complets. C’est la contre-partie en temps continu du résultat
démontré en temps discret dans le Chapitre 3.

On suppose que

S0’. {Q} =M(S̃) =Mloc(S̃),
S1. σ̃t est inversible pour tout t ∈ T P− p.s.,
S2. Son inverse (σ̃t)−1 est bornée uniformément sur [0, T ] P− p.s.

de sorte qu’il existe une prime de risque associée à Q vérifiant les conditions du
Théorème 7, voir Corollaire 21.

Une option américaine est modélisée par un processus G = (Gt)t∈T. Pour sim-
plifier, on le supposera continu. On suppose également que

EQ
[
sup
t∈T
|G̃t|

]
<∞ , |G̃| ≤ c0

G +
d∑
i=1

ciGS̃
i P− p.s. (10)

où G̃ = βG et c0
G, . . . , c

d
G sont des constantes réelles.

Comme dans le Chapitre 3, on dit que le prix p est un prix viable pour l’option
américaine si

1. 6 ∃ φ ∈ A t.q. V x,φ
τ −Gτ ∈ L0(R+) \ {0} pour tout τ ∈ T0

2. 6 ∃ (φ, τ) ∈ A× T0 t.q. V −x,φτ +Gτ ∈ L0(R+) \ {0}.
où Tt désigne l’ensemble des temps d’arrêt à valeurs dans [t, T ], t ∈ T.

Comme dans les marchés en temps discret, il n’y a qu’un prix viable en marché
complet et il admet une représentation en terme de problème d’arrêt optimal.
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Théorème 24 Sous S0’, S1 et S2, l’unique prix viable est donné par

p(G) := inf
{
p ∈ R : ∃ φ ∈ A t.q. V p,φ

t ≥ Gt ∀ t ∈ T , P− p.s.
}

= sup
τ∈T0

EQ
[
G̃τ

]
=: Y0 .

La preuve est sensiblement plus technique que celle présentée en temps discret
dans le Chapitre 3 mais suit essentiellement les mêmes idées. On la découpe
en plusieurs propositions. Certains résultats techniques intermédiaires, qui dé-
passent largement le cadre de ces notes, seront admis. Par la suite on travaille
toujours sous S0’, S1 et S2.

On montre tout d’abord que p(G) ≥ Y0.

Proposition 25 On a p(G) ≥ Y0.

Preuve. Si p ∈ R et φ ∈ A sont tels que V p,φ ≥ G P − p.s., alors on déduit
de S0’, (10), du Théorème 7 et du Théorème 11 que p ≥ EQ

[
Ṽ p,φ
τ

]
≥ EQ

[
G̃τ

]
pour tout τ ∈ T0. Ceci implique que p(G) ≥ Y0. 2

A ϑ ∈ T0 fixé, on définit maintenant Ȳϑ par3

Ȳϑ := ess sup
τ∈Tϑ

EQ
[
G̃τ | Fϑ

]
,

où Tϑ est l’ensemble des temps d’arrêt de T0 P− p.s. plus grands que ϑ.

On commence par montrer que (Ȳϑ, ϑ ∈ T0) vérifie le principe de programmation
dynamique.

Proposition 26 (Programmation dynamique) Pour tout ϑ ∈ T0 et θ ∈ Tϑ, on
a P− p.s.

Ȳϑ = ess sup
τ∈Tϑ

EQ
[
Ȳθ1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ

]
.

Par ailleurs, Ȳϑ ≥ G̃ϑ P− p.s.
3L’essentiel sup (esssup ) d’une famille de variables aléatoires réelles est la plus petite va-

riable aléatoire P−p.s. plus grande que chaque élément de la famille. Si on prenait simplement
le sup, la fonction ainsi définie pourrait ne pas être mesurable, et donc ne pas être une variable
aléatoire.
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Preuve. Tout d’abord, il est clair que ϑ ∈ Tϑ, ce qui implique que Ȳϑ ≥
EQ
[
G̃ϑ | Fϑ

]
= G̃ϑ et que

G̃τ∧θ = G̃θ1τ>θ + G̃τ1τ≤θ ≤ Ȳθ1τ>θ + G̃τ1τ≤θ

d’où

Ȳϑ ≤ ess sup
τ∈Tϑ

EQ
[
Ȳθ1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ

]
.

Il faut maintenant montrer l’inégalité opposée. On remarque tout d’abord que
la famille F := {Jµ := EQ

[
G̃µ | Fθ

]
: µ ∈ Tθ} est filtrante dans le sens où, si

µ1, µ2 ∈ Tθ, alors il existe µ3 ∈ Tθ tel que Jµ3 ≥ max{Jµ1 ,Jµ2} P− p.s. Il suffit
de prendre µ3 = µ11A + µ21Ac où A := {Jµ1 ≥ Jµ2} ∈ Fθ. Ceci implique qu’il
existe une suite (µn)n de Tθ telle que

lim
n→∞

↑ Jµn = ess sup
µ∈Tθ

Jµ P− p.s. ,

voir [32]. Par convergence monotone, on obtient alors

EQ
[
Ȳθ1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ

]
= EQ

[
lim
n→∞

↑ EQ [Gµn | Fθ] 1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ
]

= lim
n→∞

↑ EQ
[
EQ [Gµn | Fθ] 1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ

]
= lim

n→∞
↑ EQ

[
G̃µn1τ>θ + G̃τ1τ≤θ | Fϑ

]
.

Comme µn1τ>θ + τ1τ≤θ ∈ Tϑ, ceci implique l’inégalité recherchée. 2

Il reste à montrer que p(G) ≤ Y0. Pour cela, on admet, voir [26], qu’il existe une
Q-surmartingale Y continue à droite qui aggrège Ȳ au sens où Yτ = Ȳτ P− p.s.
pour tout τ ∈ T0, et on utilise le théorème de décomposition des surmartingales.

Théorème 27 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit X une Q-surmartingale
continue à droite telle que la famille {Xτ , τ ∈ T0} soit uniformément intégrable.
Alors, il existe une Q-martingale M et un processus croissant A nul en 0 tels
que X = M −A.

Corollaire 28 On a p(G) ≤ Y0.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 23, de la Pro-
position 26 et du Théorème 27. En effet, la condition (10) et le Théorème 11
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impliquent que Y ≥ −c0
G −

∑d
i=1 c

i
GS̃

i P− p.s. Il suffit alors de représenter par
un processus de portefeuille ṼM0,φ la martingale M ≥ Y intervenant dans la
décomposition de Doob-Meyer de Y et d’utiliser le fait que Y = M −A ≥ G̃ ce
qui implique que M ≥ G̃ puisque A est croissant et nul en 0. Ceci montre que
p(G) ≤M0 = Y0. 2

L’unicité du prix viable découle des résultats précédents et des arguments déjà
utilisés dans les modèles en temps discret.

Remarque 29 On peut montrer que

τ̂ := inf
{
t ∈ T : Yt = G̃t

}
est optimal au sens où

p(G) = Y0 = EQ
[
G̃τ̂

]
,

voir [26]. Ceci implique en particulier que (Yt∧τ̂ )t∈T est une Q-martingale.

Comme en temps discret, on peut également montrer que la seule stratégie
d’exercice rationnelle pour l’acheteur consiste à exercer l’option au temps τ̂ .

6 Gestion optimale de portefeuille en marchés com-
plets

On aborde dans cette section le problème de gestion optimale de portefeuille
dans le cadre d’un marché complet. On suppose qu’il existe une prime de risque
λ vérifiant les conditions du Théorème 7. On note

Ht = e−
1
2

R t
0 ‖λs‖

2ds−
R t
0 λ
′
sdWs

de sorte que le processus WQ défini par

WQ = W +
∫ ·

0
λsds

est un mouvement Brownien sous la mesure Q ∈ Mloc(S̃) de densité HT , voir
la Remarque 8.
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6.1 Maximisation d’utilité

On considère un agent financier dont les préférences sont modélisées par une
fonction d’utilité U , i.e. une fonction concave et croissante. On suppose que

U1. la fermeture de dom(U) = R+,
U2. U est C2, strictement croissante et strictement concave,
U3. limx↘0∇U(x) = +∞ et limx↗∞∇U(x) = 0 (Conditions d’Inada).
L’objectif de l’agent est de maximiser l’espérance sous P de l’utilité de sa richesse
terminale, i.e. étant donnée sa richesse initial x > 0, fixée, résoudre le problème
d’optimisation :

u(x) := sup
φ∈AU

E
[
U(V x,φ

T )
]

(11)

où

AU :=
{
φ ∈ A : V x,φ ≥ 0 P− p.s. et U(V x,φ

T )− ∈ L1(P)
}
.

On montre dans cette section, comment l’utilisation de techniques de dualité
permet une résolution rapide et “explicite” de ce problème.
Pour ce faire, nous aurons besoin de résultat sur la transformation de Fenchel
d’une fonction concave.

Exercice (Transformée de Fenchel4) Soit f une fonction convexe semi-continue
inférieurement de R dans R ∪ {∞}. On note f∗ sa transformée de Fenchel :

f∗(y) := sup
x∈R

(xy − f(x)) , y ∈ R .

Soit C := {(x, y) ∈ R × (R ∪ {∞}) : y ≥ f(x)} . Etant donné (α, p, q) ∈ R3,
on définit

F(α,p,q) := {(x, y) ∈ R× (R ∪ {∞}) : px+ qy ≤ α}

et D := {(α, p, q) ∈ R3 : C ⊂ F(α,p,q)}.
– Montrer que C est convexe et fermé.
– En utilisant le théorême de séparation de Hahn-Banach, montrer que C :=⋂

(α,p,q)∈D F(α,p,q).
– Montrer que C ⊂ F(α,p,q) ssi px+qy−χC(x, y) ≤ α où χC(x, y) = 01(x,y)∈C+
∞1(x,y)/∈C

4Voir [38]

78



– En déduire que C ⊂ F(α,p,q) ssi χ∗C(p, q) ≤ α.
– En déduire que C =

⋂
(p,q)∈R2{(x, y) ∈ R× (R∪{∞}) : px+ qy ≤ χ∗C(p, q)}

– Calculer χ∗C(p, q) en fonction de f∗.
– En déduire que {(x, y) ∈ R × (R ∪ {∞}) : y ≥ (f∗)∗(x)} = C et que

(f∗)∗ = f .

Exercice (Transformation de Fenchel pour une fonction concave)
Soit U une fonction de R+ dans R ∪ {−∞}, strictement concave, croissante et
C1 sur son domaine. On note

Ū(y) := sup
x∈R

(U(x)− xy) , y ∈ R .

On suppose que U vérifie les conditions U1, U2 et U3 ci-dessus.
– Montrer que Ū est la transformée de Fenchel d’une fonction convexe à déter-

miner en fonction de U .
– Monter que le domaine de Ū contient (0,∞). A quelle condition contient-il

également le point 0 ?
– Montrer que Ū est convexe.
– Montrer que infy∈R(Ū(y) + xy) = U(x).
– Calculer Ū en fonction de U et I := (U ′)−1.
– En utilisant le résultat précédent et la concavité de U montrer que Ū est C1

sur l’intérieur de son domaine et que Ū ′ = −I
– Caculer les transformées de Fenchel associées aux fonctions concaves : ln(x)

et xγ pour γ ∈ (0, 1).

Afin de résoudre le problème de gestion optimale, on commence donc par intro-
duire la transformée de Fenchel Ū associée à la fonction concave U :

Ū(y) := sup
x∈dom(U)

(U(x)− xy) . (12)

La condition U3 implique que cette fonction est bien définie sur (0,∞) et finie
en 0 si et seulement si U est bornée. Par ailleurs, les conditions U2 et U3
impliquent que l’optimum dans le problème (12) est atteint en l’unique point
x̂(y) > 0 vérifiant ∇U(x̂(y)) = y. On a donc

Ū(y) := U(I(y))− I(y)y où I(y) := (∇U)−1(y) . (13)

Soit y > 0 et φ ∈ AU . D’après (12), on a

U(V x,φ
T ) ≤ Ū(yβTHT ) + V x,φ

T yβTHT ,
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ce qui, d’après la dernière assertion du Théorème 7, implique

E
[
U(V x,φ

T )
]
≤ E

[
Ū(yβTHT )

]
+ xy .

On en conclut que

sup
φ∈AU

E
[
U(V x,φ

T )
]
≤ inf

y>0

(
E
[
Ū(yβTHT )

]
+ xy

)
. (14)

En utilisant le Lemme suivant, on va montrer qu’on a en fait égalité.

Lemme 30 Si EQ [βT I(yβTHT )] < ∞ pour tout y ∈ (0,∞), alors il existe un
unique ŷ > 0 tel que

EQ [βT I(ŷβTHT )] = x . (15)

Preuve. Les conditions U2 et U3 impliquent que P−p.s. l’image de (0,∞) par
y 7→ I(yβTHT ) contient (0,∞) et que cette application est P − p.s. continue
et strictement décroissante. En utilisant le théorème de convergence monotone,
on vérifie alors que y ∈ (0,∞) 7→ EQ [βT I(yβTHT )] est continue, strictement
décroissante et que l’image de (0,∞) par cette application contient (0,∞). 2

D’après le Lemme précédent et (13), on a

E
[
U(V̂ )

]
= E

[
Ū(ŷβTHT )

]
+ xŷ avec V̂ := I(ŷβTHT ) .

Or, (15) et le Théorème 17 impliquent qu’il existe φ̂ ∈ A tel que V x,φ̂
T = V̂ .

L’inéquation (14) permet alors de conclure que φ̂ est une stratégie optimale.
On vérifie bien que φ̂ ∈ AU en utilisant l’inégalité Ū(y) ≥ U(1)− y et (13). On
peut donc énoncer le théorème d’existence suivant.

Théorème 31 Sous les conditions du Lemme 30, il existe une stratégie de ges-
tion optimale φ̂ et la valeur terminale du portefeuille optimal vérifie

V x,φ̂
T = I(ŷβTHT )

où ŷ est l’unique solution de

EQ [βT I(ŷβTHT )] = x .
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Par ailleurs, d’après (5), on doit avoir

Ṽ x,φ̂
T = x+

∫ T

0
φ̂′tσ̃tdW

Q
t

et la condition EQ
[
Ṽ x,φ̂
T

]
= x implique que la Q-surmartingale Ṽ x,φ̂ est une

Q-martingale.

Excercice 32 Calculer la stratégie de gestion optimale quand σ est inversible
dt× dP-p.p. et :
1. U(x) = ln(x) (Utilité logarithmique).
2. U(x) = xγ, γ ∈ (0, 1), (Utilité puissance).

6.2 Prix d’indifférence

Lorsque le marché est incomplet, le prix d’une option G ∈ L0(FT ) n’est plus
défini de manière unique. Une façon de sélectionner un prix dans la fourchette
de prix viables est de considérer le prix d’indifférence qui a été introduit pour
la première fois par Hodges et Neuberger. L’idée est la suivante. On considère
tout d’abord le problème de maximisation d’utilité précédent :

u(x; 0) := sup
φ

E
[
U(V x,φ

T )
]
.

Puis, on considère le même problème lorsque l’agent vend l’option G au prix
p. Dans ce cas, sa richesse est augmentée de p en 0 et diminuée de G en T . Il
résout alors le problème :

u(x+ p; 1) := sup
φ

E
[
U(V x+p,φ

T −G)
]
.

Le prix d’indifférence pI est défini par

pI := inf{p ∈ R : u(x+ p; 1) ≥ u(x; 0)} .

Il est facile de vérifier que pI = p(G) = −p(−G) si le marché est complet et
|G| ∈ LS . D’une manière générale, on a toujours pI ≤ p(G) si G− ∈ LS .

On peut également définir une notion de prix marginal d’utilité ou prix de Davis
comme le prix pD auquel l’agent est indifférent entre ne pas vendre l’option et
en vendre une quantité infinitésimale :

∂

∂q
u(x+ qpD; q) = 0
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où

u(x+ p; q) := sup
φ

E
[
U(V x+p,φ

T − qG)
]
.

La théorie générale de la dualité en marchés incomplets est trop compliquée
pour être traitée ici, et de peu d’utilité pratique. Toutefois, les problèmes de
gestion optimale en marchés incomplets peuvent être abordés à travers leur lien
avec les équations aux dérivées partielles dans les modèles markoviens, voir la
Section 4 du Chapitre 7.

6.3 Minimisation de l’erreur de couverture

On suppose maintenant que l’on veut couvrir une option de payoff aléatoire
G ∈ L0(R+) \ {0} à partir d’une richesse initial x > 0 strictement inférieure
au prix de couverture p := EQ [βTG]. On utilise un critère de perte de la forme
`((G− V x,φ

T )+) dont on cherche à minimiser l’espérance :

inf
φ∈A+(x)

E
[
`((G− V x,φ

T )+)
]

(16)

oùA+(x) est la restriction deA aux éléments φ tels que V x,φ
T ≥ 0. Ici, la fonction

de perte ` est C1 strictement convexe croissante définie sur R+, nulle en 0 et
telle que `′(+∞) =∞, `′(0+) = 0. Comme dans la sous-section précédente, on
notera I := (∇`)−1.

Théorème 33 Il existe une solution optimale φ̂ au problème (16) qui vérifie

V x,φ̂
T = ϕ̂

où

ϕ̂ := 1G>0

(
1− I(ĉβTHT )

G
∧ 1
)

avec ĉ > 0 tel que

EQ
[
βTV

x,φ̂
T

]
= x .

Preuve. 1. Tout d’abord, on peut remarquer que

E
[
`((G− V x,φ

T )+)
]

= E
[
`(G(1− ϕφ))

]
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où ϕφ := [(V x,φ
T /G) ∧ 1]1G>0 vérifie nécessairement EQ [βTϕφG] ≤ x. Réci-

proquement, si ϕ ∈ L0([0, 1]) vérifie la contrainte précédente, alors ϕG peut
être atteint par un portefeuille financier admissible partant de la richesse ini-
tiale x, voir les sections précédentes. Le problème initial est donc équivalent au
problème

inf
ϕ∈L0([0,1])

E [`((1− ϕ)G)] (17)

sous la contrainte EQ [βTϕG] ≤ x.

2. On vérifie maintenant qu’il existe une solution ϕ̂ à ce problème en utilisant
le lemme technique suivant.

Lemme 34 Soit (Xn)n une suite de variable aléatoires uniformément bornées
dans L1(P). Alors, il existe une suite (X̄n)n et X̄ de L1(P) tels que X̄n → X̄

P-p.s. et
X̄n ∈ conv (Xk, k ≥ n) P-p.s.

pour tout n ≥ 1.

Comme ϕ 7→ E [`(G(1− ϕ))] est convexe, on déduit du Lemme précédent qu’il
existe une suite minimisante (ϕn)n qui converge P-p.s. vers un élément ϕ̂ de
L0([0, 1]). On conclut alors en utilisant le Lemme de Fatou et le fait que ` ≥ 0.

3. A ϕ ∈ L0([0, 1]) et ε ∈ [0, 1], on associe

ϕε := εϕ+ (1− ε)ϕ̂

et on définit
Fϕ(ε) := E [`((1− ϕε)G)] .

Il est facile de vérifier par des arguments de convergence monotone que la dérivée
à droite en 0 de Fϕ existe et vérifie

∇Fϕ(0+) = E [∇`((1− ϕ̂)G)(ϕ̂− ϕ)G] .

Comme Fϕ est bien évidemment convexe, dire que ϕ̂ est optimal, revient à dire
que ∇Fϕ(0+) ≥ 0 quel que soit ϕ ∈ L0([0, 1]). Ceci revient à dire que ϕ̂ vérifie

EQϕ̂ [ϕ̂] ≥ EQϕ̂ [ϕ] (18)
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quel que soit ϕ ∈ L0([0, 1]) tel que

EQG [ϕ] ≤ α := EQG [ϕ̂] (19)

où Qϕ̂ et QG sont les mesures associées aux densités

dQϕ̂

dP
= ∇`((1− ϕ̂)G)G/E [∇`((1− ϕ̂)G)G]

dQG

dQ
= βTG/EQ [βTG]

Mais ceci peut s’interpréter en terme de test aléatoire : il s’agit de tester l’hy-
pothèse Qϕ̂ contre l’hypothèse QG au niveau α. D’après le Lemme de Ney-
man et Pearson5, le test optimal ϕ̂ vaut 0 si dQϕ̂/dP < c dQG/dP et 1 si
dQϕ̂/dP > c dQG/dP, pour une certaine constante c à calculer à partir du ni-
veau du test. Sur {G = 0}, aucune des deux conditions ci-dessus n’est vérifiée,
on peut donc choisir ϕ̂ = 0. Par ailleurs, on doit avoir ϕ̂ < 1 si G > 0 car
∇`(0) = 0 et le contraire impliquerait une contradiction. Ceci implique que l’on
se trouve toujours dans la région dQϕ̂/dQG ≤ c sur {G > 0}. Ceci conduit à la
définition de ϕ̂ donnée dans l’énoncé du théorème. Il reste à montrer que l’on
peut trouver ĉ > 0 vérifiant (19) mais ceci se fait en reprenant des arguments de
convergence monotone déjà utilisés dans la preuve du Lemme 30 et en utilisant
le fait que x < p. 2

5Lemme de Neyman et Pearson Si P0 et P1 sont deux mesures de probabilité absolument
continues par rapport à une mesure de référence Q et si α ∈]0, 1[, alors une solution au
problème

sup
n

EP1 [ξ] : ξ ∈ L0([0, 1]), EP0 [ξ] ≤ α
o
,

est donnée par
ξ̂ := 1 dP1

dQ >â
dP0
dQ

+ γ̂1 dP1
dQ =â

dP0
dQ

où
â := inf


a > 0 : P0

»
dP1

dQ
> a

dP0

dQ

–
≤ α

ff
et γ̂ ∈ [0, 1] est tel que EP0

h
ξ̂
i

= α.
Ici ξ est un test aléatoire de l’hypothèse Hyp0 : P0 contre Hyp1 : P1. Pour la réalisation

ξ(ω) = p, on accepte Hyp0 avec probabilité 1−p. EP0 [ξ] correspond à la probabilité de rejeter
Hyp0 alors que Hyp0 est vrai (risque de première espèce), et EP1 [ξ] correspond à la probabilité
de rejeter Hyp0 alors que Hyp0 est effectivement faux (puissance du test). ξ̂ est un test UPP
au seuil α.
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6.4 Maximisation du ratio de succès

On cherche maintenant à maximiser le ratio de succès défini par

Rx,φ :=
V x,φ
T

G
1
V x,φT <G

+ 1
V x,φT ≥G

avec 0 ≤ x < x̄ := EQ [βTG] où {Q} =M(S̃). Montrez que le probème

sup
φ∈A+(x)

E
[
Rx,φ

]
est équivalent à (même valeur et lien entre les optima s’ils existent)

sup
{

E [ξ] : ξ ∈ L0([0, 1]), EQG [ξ] ≤ x/x̄
}
,

où QG est la mesure absolument continue par rapport à Q définie par dQG/dQ =
βTG/x̄. En utilisant le Lemme de Neyman et Pearson (ci-dessus), trouvez la
solution ξ̂ du second problème et en déduire la stratégie optimale φ̂ du premier.

7 Remarque sur les modèles avec dividendes

Dans certains modèles, on suppose que les actifs S paient un dividende dont la
valeur cumulée est modélisée par un processus prévisible cadlag C. Dans ce cas,
la dynamique des actifs risqués s’écrit

St = S0 +
∫ t

0
bsds+

∫ t

0
σsdWs − Ct , t ∈ T ,

car la valeur du dividende payé doit venir diminuer la valeur de l’actif sous peine
d’arbitrage.

Si l’on détient une quantité φit d’actif i à l’instant t, on reçoit alors un dividende
égal à φitdCit sur la période [t, t+ dt]. La dynamique de la richesse s’écrit donc

dVt = [rt (Vt − 〈φt, St〉)] dt+ φ′tdCt + φ′tdSt ,

voir la Section 1.2. Ceci implique que

dVt = (rtVt + 〈φt, bt − rtSt〉) dt+ φ′tσtdWt .

Autrement dit, la présence du dividende ne change pas la dynamique de la
richesse. Si l’on note Z̃ := S̃ + C̃, on a alors

Z̃t = S0 +
∫ t

0
(b̃s − rsS̃s)ds+

∫ t

0
σ̃sdWs , t ∈ T ,
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et

dṼt =
(
〈φt, b̃t − rtS̃t〉

)
dt+ φ′tσ̃tdWt = φ′tdZ̃t .

Tout se passe donc comme si l’on investissait dans l’actif Z̃ et non dans S̃. Les
résultats présentés précédemment restent donc valables si l’on remplaceM(S̃)
(resp. Mloc(S̃)) par l’ensemble des mesures équivalentes sous lesquelles Z̃ est
une martingale (resp. locale). Dans ce cas, il faut également remplacer S̃ par Z̃
dans la définition de LS , etc...
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Chapitre 7

Evaluation et gestion par EDP

L’objectif de ce chapitre est de présenter le lien entre les problèmes d’évaluation
d’actifs contingents ou de gestion de portefeuille et les Equations aux Dérivées
Partielles (EDP).

1 Modèle markovien

On travaille toujours sur un espace de probabilité complet (Ω,F ,P) supportant
un mouvement brownien standard n-dimensionnelW = (W 1, . . . ,Wn). On note
F = (Ft)t∈T la filtration naturelle engendrée par W , complétée, T := [0, T ] où
T > 0, et FT = F .

On considère un marché où le taux court sans risque r et les actifs risqués S =
(S1, . . . , Sd) évoluent sur [0, T ] selon la dynamique

rt = r0 +
∫ t

0
b(ru, Su)du+

∫ t

0
a(ru, Su)dWu

St = s0 +
∫ t

0
diag [Su]µ(ru, Su)du+

∫ t

0
diag [Su]σ(ru, Su)dWu . (1)

Ici, (b, a, µ, σ) est une fonction de R1+d dans R ×M1,n × Rd ×Md,n continue,
s0 ∈ (0,∞)d et r0 > 0.

Dans ce chapitre, on supposera toujours que (3) admet une solution forte unique
quelle que soit la condition initiale γ0 = (t0, r0, s0) ∈ [0, T ) × (0,∞)1+d. Sous
ces conditions, le modèle est markovien. Ce processus vérifie même la propriété
de Markov forte. Par ailleurs, sa loi conditionnelle admet une version régulière,
voir Théorème 3.19 p 307 dans [24]
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Pour simplifier la présentation, on supposera également que r > 0 P− p.s. quel
que soit sa condition initiale r0 > 0.

On peut remarquer que le processus de prix actualisé S̃ évolue alors selon la
dynamique :

S̃t = s0 +
∫ t

0
diag

[
S̃u

]
(µ(ru, Su)− ru) du+

∫ t

0
diag

[
S̃u

]
σ(ru, Su)dWu , (2)

voir (3) du Chapitre 6.

2 Formule de Feynman-Kac et options européennes

On suppose dans cette section qu’il existe une mesure martingale équivalente
Q ∈Mloc(S̃) et un Q-mouvement brownien WQ tel que

WQ = W +
∫ ·

0
λ(ru, Su)du

où λ est une application de R1+d dans Rn telle que

µ(r, S)− r = σ(r, S)λ(r, S) .

On a alors

rt = r0 +
∫ t

0
(b− aλ)(ru, Su)du+

∫ t

0
a(ru, Su)dWQ

u

St = s0 +
∫ t

0
ruSudu+

∫ t

0
diag [Su]σ(ru, Su)dWQ

u , t ∈ T . (3)

D’après les résultats du Chapitre 6, le marché n’admet pas d’arbitrage.

Soit g une application de R1+d dans R+. D’après les résultats du Chapitre 6,

p(0, r0, s0) := EQ
[
e−

R T
0 rudsg(rT , ST )

]
(4)

est un prix viable à la date 0 pour l’option de payoff g(rT , ST ) en T . Comme
(r, S) est un processus de Markov fort, le prix à l’instant τ ∈ T0 est donné par

EQ
[
e−

R T
τ rsdsg(rT , ST ) | Fτ

]
= EQ

[
e−

R T
τ rsdsg(rT , ST ) | (rτ , Sτ )

]
P− p.s.

Comme on peut trouver une version régulière de la loi conditionnelle de (rs, Ss)s≥t
sachant (rt, St), cela implique qu’il existe une fonction mesurable p sur T×R1+d

telle que

p(τ, rτ , Sτ ) = EQ
[
e−

R T
τ rudug(rT , ST ) | (rτ , Sτ )

]
P− p.s.
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On a alors, pour tout temps d’arrêt τ ∈ T0,

p(0, r0, s0) := EQ
[
e−

R τ
0 rudu EQ

[
e−

R T
τ rudug(rT , ST ) | Fτ

]]
= EQ

[
e−

R τ
0 rudu p(τ, rτ , Sτ )

]
. (5)

C’est ce que l’on appelle le principe de programmation dynamique.

C’est ce principe qui est à la base de la caractérisation suivante de p en terme
d’EDP.

Théorème 1 (Feynman-Kac) Supposons que p soit C1,2([0, T )× (0,∞)1+d) ∩
C0,0((0, T ]× (0,∞)1+d). Alors, p est solution sur [0, T )× (0,∞)1+d de

rp− Lp = 0 (6)

où

Lp := ∇tp+ (∇(r,s)p) β +
1
2

Trace
[
ΓΓ′ (∇2

(r,s) p)
]

avec

β(r, s) :=

(
(b− aλ)(r, s)

sr

)
, Γ(r, s) :=

(
a(r, s)

diag [s]σ(r, s)

)
,

avec condition terminale

p(T, ·) = g(·) sur (0,∞)1+d . (7)

Preuve. La condition terminale est évidente puisque p est continue. Soient
γ0 := (t0, r0, s0) ∈ (0, T )× (0,∞)1+d et (rγ0 , Sγ0) la solution de (3) partant de
la condition initiale (r0, s0) en t0. Soit θ le premier temps de sortie du processus
(t, rγ0 , Sγ0)t d’un voisinage ouvert de γ0 contenu dans (0, T ) × (0,∞)1+d sur
lequel les dérivées spécifiées dans l’énoncé du Théorème sont bornées. Soit h > 0.
Le Lemme d’Itô combiné à (5) et (3) implique alors que

p(t0, r0, s0)

= EQ

[
p(t0, r0, s0) +

∫ θ∧(t0+h)

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv(−rγ0u p+ Lp)(u, rγ0u , Sγ0u )du

]

+EQ

[∫ θ∧(t0+h)

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv ∇rp(u, rγ0u , Sγ0u )a(rγ0u , S

γ0
u )dWQ

u

]

+EQ

[∫ θ∧(t0+h)

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv ∇sp(u, rγ0u , Sγ0u )diag [Sγ0u ]σ(rγ0u , S

γ0
u )dWQ

u

]
.
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De part notre localisation, les deux intégrales stochastiques sont des Q-martingales.
On a donc

0 = EQ

[∫ θ∧(t0+h)

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv(−rγ0u p+ Lp)p(u, rγ0u , Sγ0u )du

]
. (8)

Par ailleurs, comme θ est strictement positif et le processus (u, rγ0u , S
γ0
u )u est

continu, on déduit du théorème des valeurs intermédiaires que

lim
h→0

1
h

∫ θ∧(t0+h)

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv(−rγ0u p+ Lp)p(u, rγ0u , Sγ0u )du

= (−r0p+ Lp)p(t0, r0, s0) , P− p.s.

En outre, comme θ ∧ (t0 + h) − t0 ≤ h et Lp est borné sur le voisinage consi-
déré, par continuité des fonctionnelles impliquées, on déduit du Théorème de
convergence dominée et du résultat précédent qu’en divisant (8) par h puis en
faisant tendre h vers 0 on obtient (−r0p+ Lp)(t0, r0, s0) = 0. 2

Réciproquement, si w est solution régulière de (6)-(7), alors on peut montrer
que w = p. C’est ce qu’on appelle un théorème de vérification.

Théorème 2 (Vérification) Supposons que w soit une solution C1,2([0, T ) ×
(0,∞)1+d) ∩ C0,0((0, T ]× (0,∞)1+d) de (6)-(7). Si, quelle que soit la condition
initiale γ0 = (t0, r0, s0) ∈ [0, T )× (0,∞)1+d,

EQ

[
sup

t∈[t0,T ]
e
−

R t
t0
r
γ0
v dv |w (t, rγ0t , S

γ0
t )|

]
< ∞ , (9)

alors, w = p sur [0, T ]× (0,∞)1+d.

Preuve. Soient γ0 := (t0, r0, s0) ∈ (0, T ) × (0,∞)1+d et (rγ0 , Sγ0) la solution
de (3) partant de la condition initiale (r0, s0) en t0. Soit θn le temps de sortie
du processus (t, rγ0 , Sγ0)t de la boule de centre (t0, r0, s0) et de rayon n, n ≥ 1.
Le Lemme d’Itô combiné à (3) et (6) implique que

w(t0, r0, s0) = e
−

R T∧θn
t0

r
γ0
v dv

w
(
T ∧ θn, rγ0T∧θn , S

γ0
T∧θn

)
+

∫ T∧θn

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv ∇rw(u, rγ0u , S

γ0
u )a(rγ0u , S

γ0
u )dWQ

u

+
∫ T∧θn

t0

e
−

R u
t0
r
γ0
v dv ∇sw(u, rγ0u , S

γ0
u )diag [Sγ0u ]σ(rγ0u , S

γ0
u )dWQ

u .
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Du fait de notre localisation, les termes intervenant dans les deux intégrales
stochastiques sont bornés. On en déduit que

w(t0, r0, s0) = EQ
[
e
−

R T∧θn
t0

r
γ0
v dv

w
(
T ∧ θn, rγ0T∧θn , S

γ0
T∧θn

)]
.

Par continuité des processus, il est clair que θn → ∞ P − p.s. En utilisant la
condition (9) et de nouveau la continuité des processus, on déduit du Théorème
de convergence dominée que

EQ
[
e
−

R T∧θn
t0

r
γ0
v dv

w
(
T ∧ θn, rγ0T∧θn , S

γ0
T∧θn

)]
→ EQ

[
e
−

R T
t0
r
γ0
v dv

w
(
T, rγ0T , S

γ0
T

)]
.

Etant donnée la condition au bord (7) et l’équation précédente, ceci implique
que

w(t0, r0, s0) = EQ
[
e
−

R T
t0
r
γ0
v dv

g
(
rγ0T , S

γ0
T

)]
= p(t0, r0, s0) .

2

3 Inéquations variationnelles et options américaines

On se place sous les conditions de la Section 2. L’option américaine associée à
g est le produit financier qui paie g(rτ , Sτ ) au temps τ ∈ T0 d’exercice. D’après
la Section 5 du Chapitre 6, le prix est lié à la quantité

sup
τ∈T0

EQ
[
e−

R τ
0 rsdsg(rτ , Sτ )

]
.

On va procéder par théorème de vérification et montrer que cette quantité (et
donc le prix) est liée à l’équation aux dérivées partielles sous forme variationnelle

Hw := min {rw − Lw , w − g} = 0 , (10)

où L est défini comme dans le Théorème 1.
Etant donnée une fonction w, on note Cw l’ensemble

Cw := {(t, r, s) ∈ T× (0,∞)1+d : w(t, r, s) > g(r, s)} .

Si w est le prix de l’option, il découle des arguments développés dans la Section
5 du Chapitre 6 que l’option n’est pas exercée tant que (s, rs, Ss) appartient à
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Cw. On appelle cet ensemble la région de continuation et son complémentaire
la région d’exercice.

Afin de simplifier la présentation, on va supposer qu’il existe une solution
C1,2((0, T )× (0,∞)1+d) au problème variationnel. Cette hypothèse est rareme-
ment vérifiée mais le résultat suivant peut être généralisé sous des hypothèses
moins restrictives.

Théorème 3 (Vérification) Supposons que w soit une solution C1,2((0, T ) ×
(0,∞)1+d) ∩ C0,0((0, T ]× (0,∞)1+d) de (10)-(7). Si

EQ

[
sup
t∈[0,T ]

e−
R t
0 rvdv |w (t, rt, St)|

]
< ∞ , (11)

alors
w(0, r0, s0) = sup

τ∈T0
EQ
[
e−

R τ
0 rsdsg(rτ , Sτ )

]
où (r, S) est la solution de (1) partant de (r0, s0) en 0.

Preuve. Soit τ̂ le temps de sortie du domaine Cw. Par construction, ce temps
est borné par T . Par les mêmes arguments que ceux employés pour démontrer
le Théorème 2, on a

w(0, r0, s0) = EQ
[
e−

R τ̂
0 rsdsg(rτ̂ , Sτ̂ )

]
,

alors que pour tout τ ∈ T0

w(0, r0, s0) ≥ EQ
[
e−

R τ
0 rsdsg(rτ , Sτ )

]
.

2

4 Equations de H.-J.-B. et gestion optimale de por-
tefeuille

On se place dans le cadre de la Section 6 du Chapitre 6. Toutefois, on remplace
l’ensemble des stratégies de portefeuille AU par le sous-ensemble AK des élé-
ments de AU à valeurs dans K ⊂ Rd. Cet ensemble permet de tenir compte
de contraintes de portefeuille ou de certaines incomplétudes du marché, voir la
Section 4.1 du Chapitre 1.
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CommeAK peut dépendre des conditions initiales du modèle, γ0 := (t0, r0, s0) ∈
T× (0,∞)d, et de la richesse initiale v0, on le notera Aγ0,v0K par la suite.

On définit
u(t0, r0, s0, v0) := sup

φ∈Aγ0,v0K

E
[
U(V γ0,v0,φ

T )
]

où V γ0,v0,φ est le processus de portefeuille associé à la stratégie φ débutant en
t0 pour le marché (rγ0 , Sγ0) et vérifiant V γ0,v0,φ

t0
= v0.

On commence par énoncer un principe de programmation dynamique.

Proposition 4 (Programmation dynamique) Si u est continue, alors pour tout
τ ∈ Tt0,

u(t0, r0, s0, v0) = sup
φ∈Aγ0,v0K

E
[
u
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
.

Preuve. On note

J(t0, r0, s0, v0;φ) := E
[
U(V γ0,v0,φ

T )
]

pour φ ∈ Aγ0,v0K . Soient (γn)n = (tn, rn, sn, vn)n une suite de points et (Bn)n
une suite de partitions de dom(u) telle que (tn, rn, sn, vn) soit le centre de la
boule Bn. Soit ε > 0. Comme u est continue, on peut définir la suite de sorte
que

|u− u(tn, rn, sn, vn)| ≤ ε sur Bn ∀ n . (12)

Par ailleurs, on peut toujours trouver φn ∈ Aγn,vnK tel que

|J(tn, rn, sn, vn;φn)− u(tn, rn, sn, vn)| ≤ ε sur Bn ∀ n . (13)

Etant donné φ ∈ Aγ0,v0K , on définit φ̄ par

φ̄t := φt1t<τ + 1t≥τ
∑
n

φnt 1An

où An := {
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)
∈ Bn}. On vérifie facilement que φ̄ ∈ Aγ0,v0K . Le

modèle étant markovien et les processus continus, on a alors, pour φ ∈ Aγ0,v0K ,

u(t0, r0, s0, v0) ≥ E
[
U(V γ0,v0,φ̄

T )
]

= E
[
E
[
U(V γ0,v0,φ̄

T ) | Fτ
]]

= E
[
J
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ ; φ̄

)]
≥ E

[
u
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
− 2ε .
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Ceci implique que

u(t0, r0, s0, v0) ≥ sup
φ∈Aγ0,v0K

E
[
u
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
− 2ε .

Comme ε est arbitraire, on a donc

u(t0, r0, s0, v0) ≥ sup
φ∈Aγ0,v0K

E
[
u
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
.

L’inégalité réciproque provient de l’équation

u(t0, r0, s0, v0) = sup
φ∈Aγ0,v0K

E
[
J
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ ;φ

)]
que l’on obtient en utilisant le caractère markovien du modèle. 2

Ce principe de programmation dynamique permet de caractériser u comme
solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Belman

−Lw − sup
q∈K
Hqw = 0 (14)

où

Lw := ∇tw + (∇(r,s)w) β +
1
2

Trace
[
ΓΓ′ (∇2

(r,s) w)
]

avec

β(r, s) :=

(
b(r, s)
sµ(r, s)

)
, Γ(r, s) :=

(
a(r, s)

diag [s]σ(r, s)

)
,

et

Hqw = (rv + q′(sµ− rs))(∇vw) +
1
2

(∇2
vw)‖q′σ‖2 + (∇r∇vw) aσ′q

+ (∇s∇vw) diag [s]σσ′q .

Pour simplifier, on se restreint au cas où K est compact.

Théorème 5 On suppose queK est compact. Si u est continue et u ∈ C1,2([0, T )×
(0,∞)2+d) alors u est solution sur [0, T )×(0,∞)1+d de (14) avec pour condition
au bord u(T, r, s, v) = U(v) sur (0,∞)2+d.
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Preuve. On montre tout d’abord que

−Lu− sup
q∈K
Hqu ≥ 0 .

Soit φ le processus constant égal à q ∈ K et τ le temps de sortie de (t, rγ0t , S
γ0
t ,

V γ0,v0,φ
t )t d’un voisinage de (γ0, v0) contenu dans [0, T )× (0,∞)2+d. D’après la

Proposition 4, on a, pour h > 0,

u(t0, r0, s0, v0) ≥ E
[
u
(
τ, rγ0τ∧t+h, S

γ0
τ∧t+h, V

γ0,v0,φ
τ∧t+h

)]
.

Par les mêmes arguments que ceux employés dans la preuve du Théorème 1, on
obtient alors

−Lu−Hqu ≥ 0 .

Le résultat recherché provient alors du caractère arbitraire de q ∈ K.
On montre maintenant l’autre inégalité. Si en (t0, r0, s0, v0)

−Lu− sup
q∈K
Hqu > 0

alors, d’après nos hypothèses de continuité et de compacité, ceci reste vrai pour
la fonction

w(t, r, s, v) = u(t, r, s, v) + ‖(t, r, s, v)− (t0, r0, s0, v0)‖2

sur un voisinage ouvert V de (t0, r0, s0, v0) de rayon κ > 0. Soit φ ∈ Aγ0,v0K et
τ le temps de sortie de

(
t, rγ0t , S

γ0
t , V

γ0,v0,φ
t

)
de ce voisinage. En appliquant le

lemme d’Itô à w, on obtient alors

u(t0, r0, s0, v0) = w(t0, r0, s0, v0)

≥ E
[
w
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
≥ E

[
u
(
τ, rγ0τ , S

γ0
τ , V

γ0,v0,φ
τ

)]
+ κ

ce qui contredit la Proposition 4 puisque φ ∈ Aγ0,v0K est arbitraire. 2

Remarque 6 Comme dans les Sections 2 et 3, on peut énoncer un théo-
rème de vérification pour ce type de problème. Il faut alors supposer qu’il
existe une solution régulière w à l’équation (14) vérifiant la condition termi-
nale w(T, ·) = U(·) et telle que l’on puisse trouver une fonction mesurable q̂
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vérifiant Hq̂w = supq∈K Hqw. Sous certaines hypothèses supplémentaires sur φ̂
et w (par exemple que l’on puisse définir une stratégie admissible à partir de
q̂, etc..), on peut montrer que w = u. Dans ce cas le contrôle optimal est tel
que φ̂ = q̂(·, rγ0 , Sγ0 , V γ0,v0,φ̂). On parle de contrôle markovien. Ceci est laissé
en exercice.

Remarque 7 On peut traiter de la même manière les problèmes du type

sup
φ

E
[
U(V γ0,v0,φ

T − g(ST ))
]

où g(ST ) est le payoff d’une option européenne. Ceci permet une estimation
numérique des prix d’indifférence et de Davis, voir la Section 6.2 du Chapitre
6.
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Chapitre 8

Modélisation de la volatilité

1 Modèle de Black et Scholes

1.1 Le modèle

Le modèle de Black et Scholès correspond, dans sa version multidimentionnelle,
au modèle présenté dans le Chapitre 6 dans le cas où (1) s’écrit

St = S0 +
∫ t

0
diag [Ss]µds+

∫ t

0
diag [Ss]σdWs , t ∈ T (1)

où µ ∈ Rd et σ ∈Md,n sont des constantes fixées.
On vérifie alors facilement que

sup
t∈T

E [‖St‖p] <∞ ∀ p ≥ 1 ,

de sorte que la condition (2) du Chapitre 6 est bien vérifiée.

On suppose en outre que le taux sans risque r est une constante positive.

En appliquant le Lemme d’Itô, on vérifie que chaque composante Si de S est
donnée par

Sit = Si0e
(µi− 1

2
‖σi‖2)t+〈σi,Wt〉 , t ∈ T (2)

où σi désigne la i-ème ligne de la matrice σ. Ceci implique que

S̃it = Si0e
(µi−r− 1

2
‖σi‖2)t+〈σi,Wt〉 (3)
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1.2 AOA et complétude

Le résultat suivant montre que l’on peut toujours supposer que n ≥ d dès que
l’hypothèse (AOA) est vérifiée.

Proposition 1 Si (AOA) est vérifiée alors

∃ z ∈ Rd t.q. z′σ = 0 ⇒ 〈z, µ− r1d〉 = 0

où 1d = (1, . . . , 1) ∈ Rd.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 4 du Chapitre 6.
2

En effet, si d > n, quitte à changer l’ordre de numérotation des actifs risqués, la
matrice σ̂ formée par les d−n dernières lignes de σ peut s’écrire comme σ̂ = Aσ̄

où A est une matrice de Md−n,n et σ̄ est la matrice formée par les n premières
lignes de σ. La proposition précédente implique alors que µ̂−r1n−d = A(µ̄−r1d)
où µ̂ est le vecteur de Rd−n formé des n − d dernières composantes de µ et µ̄
est le vecteur de Rn formé de ses n premières composantes. Si φ ∈ A, on vérifie
alors que

φ̄ =

(
In A′

0 0

)
φ

est un élément de A tel que φ̄i = 0 pour tout i > n et tel que V x,φ = V x,φ̄ quel
que soit x ∈ R. Autrement dit, il y a au moins d−n actifs qui sont redondants.

A partir de maintenant, on supposera donc que d ≤ n . D’après les arguments
déjà utilisés précédemment, on peut supposer que {z ∈ Rd : z′σ = 0} = {0}.
Ceci implique que σσ′ est inversible. On pose alors λ := σ′(σσ′)−1(µ− r1d) et
vérifie que sous la mesure Q ∼ P de densité

H = e−
1
2
‖λ‖2T−λWT

S̃ est une martingale et le processus WQ défini par

WQ
t = Wt + λt , t ∈ T

est un Q-mouvement Brownien, voir les Théorèmes 7 et 9 du Chapitre 6. Ceci
conduit à énoncer la “réciproque” de la Proposition 1.
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Proposition 2 Si d ≤ n et

∃ z ∈ Rd t.q. z′σ = 0 ⇒ 〈z, µ− r1d〉 = 0

alors (AOA) est vérifiée.

Enfin, on peut montrer que le marché est complet seulement dans le cas où
d = n.

Proposition 3 Supposons que d ≤ n et que σσ′ soit inversible. Alors le marché
est complet si et seulement si d = n.

Preuve. Si d = n, la complétude du marché se montre en suivant la preuve de
Proposition 23 du Chapitre 6. Si d < n, alors il existe z ∈ Rn tel que ‖z‖ = 1
et σz = 0. Tout λ ∈ Rn de la forme λ := σ′(σσ′)−1(µ − r1d) + κz avec κ ∈ R
définit alors une prime de risque vérifiant les conditions du Théorème 7. Ceci
montre queM(S̃) ne peut être réduit à un singleton. On conclut en utilisant le
Théorème 19. 2

1.3 Options européennes dans le cas complet

Dans cette section, on suppose que

1. d = n,
2. σ est inversible.
Il résulte alors des résultats de la Section 1.2 que le marché est complet et sans
arbitrage. On note Q l’unique élément deM(S̃). Sa densité est donnée par

H = e−
1
2
‖λ‖2T−λWT .

On rappelle que le processus WQ défini par

WQ
t = Wt + λt , t ∈ T

est un Q-mouvement Brownien. On remarque que S peut s’écrire en terme de
WQ sous la forme

S̃t = S0 +
∫ t

0
diag

[
S̃s

]
σdWQ

s , t ∈ T . (4)

D’après le Théorème 17 et le Corollaire 18 du Chapitre 6, l’unique prix viable
pour une option G ∈ L2

b(P) est donné par le prix de sur-réplication

p(G) = EQ [e−rTG] . (5)
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Si G = g(ST )1 pour une fonction mesurable g de Rd dans R, on a alors

p(G) = EQ [e−rT g(ST )
]

= E
[
e−rT g

((
S0e

(r−‖σi‖2)T+〈σi,NT 〉
)
i=1,...,d

)]
où σi est la i-ème ligne de σ et N désigne une gaussienne de loi N (0, T Id) sous
P.

Le problème d’évaluation se ramène donc au calcul de l’espérance d’une fonction
déterministe d’un vecteur gaussien qu’il est très souvent possible de calculer en
pratique, voir la Section 1.5.

On passe maintenant au problème de la couverture.

Proposition 4 Supposons que la fonction réelle u définie sur [0, T ]× Rd
+ par

u(t, x) = EQ
[
e−r(T−t)g(ST ) | St = x

]
soit C1,2

b . Alors, la stratégie de couverture φ de l’option g(ST ) est donnée par

φt = ∇u(t, St)′ , t ∈ T . (6)

Preuve. La formule d’Itô appliquée à (e−rtu(t, St))t∈T implique que

e−rT g(S(T )) = e−rTu(T, ST )

= u(0, S0) +
∫ T

0
vsds

+
∫ T

0
e−rs∇u(s, Ss)diag [Ss]σdWQ

s P− p.s.

où v est un processus prévisible. Comme (e−rtu(t, St))t∈T est par construction
une martingale, on déduit de la Proposition 1 et du Théorème 20 du Chapitre
6 que v = 0 dt× dP-p.p. Donc,

e−rT g(S(T )) = EQ [e−rT g(ST )
]

+
∫ T

0
∇u(s, Ss)diag

[
S̃s

]
σdWQ

s P− p.s.

Or, en notant p := EQ [e−rT g(ST )
]
et en désignant par φ le processus défini

dans (6), on a

Ṽ p,φ
T = p+

∫ T

0
φ′sdiag

[
S̃s

]
σdWQ

s

= p+
∫ T

0
∇u(s, Ss)diag

[
S̃s

]
σdWQ

s

1On dit que g est le payoff de l’option.
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d’après (4) et (5) du Chapitre 6. 2

1.4 Erreur de couverture discrète : rebalancement à pas constants

En pratique, il est évidemment impossible de rebalancer le portefeuille en temps
continu, ce qui engendre une erreur de couverture. Dans cette section, nous ana-
lysons l’erreur L2 engendrée par un rebalancement à pas de temps régulièrement
espacés ti := iT/n, i = 0, . . . , N .

On suppose donc que le trader veut couvrir une option de payoff g (supposée
lipschitz et presque partout dérivable) dans le modèle de Black et Scholes, en
suivant une stratégie de delta-hedging discrète, i.e. sa tratégie de couverture est
donnée par

φ̂t = ∇u(ti, Sti)
′ pour t ∈ [ti, ti+1) .

La valeur de son portefeuille en T est

V p,φ̂
T = erT

(
p+

∫ T

0
φ̂′sdiag

[
S̃s

]
σdWQ

s

)
.

D’après la section précédente et l’isométrie d’Itô, l’erreur de couverture L2(Q)
s’écrit donc

ErrN := erT
∥∥∥e−rT g(ST )− Ṽ p,φ̂

T

∥∥∥
L2(Q)

= erT
∥∥∥∥∫ T

0
(φs − φ̂s)′diag

[
S̃s

]
σdWQ

s

∥∥∥∥
L2(Q)

= erTEQ
[∫ T

0

∥∥∥(φs − φ̂s)′diag
[
S̃s

]
σ
∥∥∥2
ds

] 1
2

.

Soit

e−2rTErr2N ≤ 2
N−1∑
i=0

EQ
[∫ ti+1

ti

∥∥∥(φ′sdiag
[
S̃s

]
− φ′tidiag

[
S̃ti

]
)σ
∥∥∥2
ds

]
+ 2BN

≤ 2
N−1∑
i=0

EQ
[∫ ti+1

ti

‖ψs − ψti‖
2 ds

]
+ 2BN

où ψs := φ′sdiag
[
S̃s

]
σ et

BN :=
N−1∑
i=0

EQ
[∫ ti+1

ti

∥∥∥φ′ti(diag [S̃ti]− diag
[
S̃s

]
)σ
∥∥∥2
ds

]
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On remarque maintenant que

u(t, St) = EQ
[
e−r(T−t)g(ST ) | Ft

]
implique (en dérivant de part et d’autre par rapport à la valeur initiale de S et
en inversant dérivation et espérance) que

e−rt∇u(t, St)diag [St] diag [S0]−1 = EQ
[
e−rT∇g(ST )diag [ST ] diag [S0]−1 | Ft

]
.

On en déduit que le processus donné par le terme de droite est une martin-
gale de carré intégrable. Autrement dit (ψt)t≤T est une Q-martingale de carré
intégrable. En particulier, il existe η de carré intégrable tel que

ψt = ψ0 +
∫ t

0
η′sdW

Q
s , t ≤ T ,

ce qui a pour conséquence que

EQ
[∫ ti+1

ti

‖ψs − ψti‖
2 ds

]
= EQ

[∫ ti+1

ti

∫ s

ti

‖ηv‖2 dvds
]

≤ T

N
EQ
[∫ ti+1

ti

‖ηv‖2 dv
]
.

On en déduit que

e−2rTErr2N ≤ 2T
N

EQ
[∫ T

0
‖ηv‖2 dv

]
+ 2BN .

Il reste à étudier le terme BN . On a

BN ≤ C max
i≤N−1

EQ
[
‖φti |

4
] 1

2 EQ

[
sup

s∈[ti,ti+1]

∥∥∥S̃ti − diag
[
S̃s

]∣∣∣4] 1
2

où C > 0 est une constante indépendante de N . On vérifie facilement par les ar-

guments déjà utilisés précédemment que maxi≤N−1 EQ
[
‖φti |

4
] 1

2
<∞. Il est par

ailleurs standard de montrer que maxi≤N−1 EQ
[
sups∈[ti,ti+1]

∥∥∥S̃ti − diag
[
S̃s

]∣∣∣4] 1
2

≤

C̄/N où C̄ > 0 est une constante indépendante de N .
On obtient finalement,

Err2N ≤ Ĉ/
√
N ,

où Ĉ > 0 est une constante indépendante de N .
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Autrement dit, l’erreur Errn est de l’ordre de 1√
N
. Toutefois, elle dépend de la

régularité de ψ à travers EQ
[∫ T

0 ‖ηv‖
2 dv

] 1
2 . Ce dernier terme est intimement

lié au gamma ∇2u du prix de l’option (appliquer Itô sur ∇u).

On peut en déduire une borne similaire sur l’erreur calculée sous P, mais c’est
un peu plus technique.

Par ailleurs, ce résultat se généralise à des modèles de diffusion plus généraux
en utilisant des arguments très similaire, mais qui font intervenir le processus
tangent de S.

Enfin, cette erreur de couverture peut être améliorée en mettant en place une
stratégie de type gamma neutre.

1.5 Exemples d’évaluation de produits dérivés (exercices)

On utilise dans cette section, les notations de la section précédente. Nous ren-
voyons à [28] pour de nombreux autres exercices, voir également [24] et [31].

Excercice 5 (Call et put européens). On suppose que d = 1 et on considère
l’option de payoff g(x) = [x−K]+ où K > 0 est appelé strike. Cette option est
appelée call européen. Montrer que le prix pcall de l’option s’écrit

pcall = e−rT
∫ ∞
−∞

[S0e
(r− 1

2
σ2)T+σ

√
Tx −K]+f(x)dx

=
∫ ∞
−d2

(
S0e
− 1

2
σ2T+σ

√
Tx − e−rTK

)
f(x)dx

où f est la densité de la loi N (0, 1) et

d2 :=
ln(S0/K) + (r − 1

2σ
2)T

σ
√
T

.

En déduire que
pcall = S0F (d1)− e−rTKF (d2)

où F est la fonction de répartition de N (0, 1) et

d1 = d2 + σ
√
T .

On considère maintenant le payoff ḡ(x) = [K − x]+. On parle alors de put
européen. Soit pput le prix du put. Montrer que

pput = pcall + e−rTK − S0 .
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Cette relation est appelée parité call-put.

Excercice 6 (EDP de Black et Scholes). On se place dans le cadre de l’exercice
précédent. On note p(t, x) le prix du call à la date t si St = x. Vérifier que p
est solution de

∇tp(t, x) + rx∇xp(t, x) +
1
2
σ2x2∇2

xp(t, x) = rp(t, x)

p(T, x) = [x−K]+ .

Excercice 7 On suppose que d = 1. Calculer le prix et la couverture des options
de payoff :
1. Option digitale : g(x) = 1x≥K , K > 0.
2. Option Butterfly : g(x) = (x −K + a)1K−a≤x<K + (a + K − x)1K<x≤K+a,
K > a > 0.
3. Option Straddle : g(x) = (K − x)1x≤K+a + (x−K − 2a)1K+a<x, K, a > 0.

Excercice 8 (Option barrière). On veut calculer le prix p d’une option de
payoff [ST − K]+1{τ>T} où τ := inf{t ≥ 0 : St < B} avec K,B > 0 deux
constantes.
1. Introduire la mesure martingale associée au modèle de Black et Scholes. On
notera WQ le mouvement brownien associé.
2. Trouver une mesure Q̄ ∼ Q telle que W̄ défini par W̄t := WQ

t + t(r−σ2/2)/σ
soit un mouvement brownien sous Q̄.
3. Ecrire S et H := dQ̄/dQ en fonction de W̄ . Montrer que

p = e−rTEQ̄ [H−1[ST −K]+1{τ>T}
]
.

4. Montrer que {τ > T , ST ≥ K} = {mint∈[0,T ] W̄t ≥ B̄ , W̄T ≥ K̄} où B̄, K̄
sont des réels à définir.
5. On calcule maintenant la loi jointe de mint∈[0,T ] W̄t et W̄T sous Q̄. Par la
suite, on se donne a, b ∈ R.
– Soit θa := inf{t ≥ 0 : W̄t = a} le temps d’atteinte de a < 0. Montrer que

Q̄
[

min
t∈[0,T ]

W̄t ≤ a , W̄T ≥ b
]

= Q̄
[
θa ≤ T , W̄T ≥ b

]
= Q̄

[
θa ≤ T , W̄T − W̄θa ≥ b− a

]
.
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– En utilisant le fait que θa est Fθa−mesurable et que W̄T∨θa − W̄θa est indé-
pendant de Fθa et de même loi que W̄θa − W̄T∨θa, montrer que

Q̄
[

min
t∈[0,T ]

W̄t ≤ a , W̄T ≥ b
]

= Q̄
[
θa ≤ T , W̄T ≤ 2a− b

]
– En déduire que, si a < 0 et b ≥ a, alors

Q̄
[

min
t∈[0,T ]

W̄t ≤ a , W̄T ≥ b
]

= Q̄
[
W̄T ≤ 2a− b

]
.

– En déduire Q̄
[
mint∈[0,T ] W̄t ≤ a | W̄T = b

]
ainsi que la densité f de (mint∈[0,T ] W̄t, W̄T )

quand b ≥ a.
– Que peut-on dire si a ≥ 0 ?
– Que peut-on dire si b < a ?
6. Déduire de la question 3 que le prix de l’option barrière est donné par∫

R

∫
R
ψ(a, b)f(a, b)dadb

pour une certaine fonction ψ à déterminer.
7. Faire le calcul.

Excercice 9 On suppose que d = 1. Calculer le prix et la couverture des options
de payoff :
1. Option digitale : g(x) = 1x≥K , K > 0.
2. Option Butterfly : g(x) = (x −K + a)1K−a≤x<K + (a + K − x)1K<x≤K+a,
K > a > 0.
3. Option Straddle : g(x) = (K − x)1x≤K+a + (x−K − 2a)1K+a<x, K, a > 0.

Excercice 10 (Swap) On suppose que d = 1. Un swap est un produit par lequel
deux personnes, A et B, échangent des flux (appelés jambes). A paie un flux fixe
ρ (jambe fixe) et B paie en échange un flux variable V (jambe variable). Au
moment de la signature du contrat les valeurs des deux jambes sont égales. Il
faut donc calculer ρ, appelé taux swap, tel que la valeur en 0 de la jambe fixe
soit égale à celle de la jambe variable. On suppose que les dates de paiement
sont 0 < t1 < . . . < tk = T et que le flux de la jambe variable à la date ti est
Vti = [Sti −K]+, où K > 0. Calculer le taux swap ρ.

Excercice 11 (Option spread). On se place dans le modèle de Black et Scholes
de dimension 2 et on considère l’option de payoff g(ST ) = [S1

T −S2
T ]+. On parle

de call sur spread . Soit
H̄ := S̃2

T /S
2
0 .
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Montrer que EQ [H] = 1. Soit Q̄ la mesure équivalente à Q de densité H̄ par
rapport à Q. Montrer que le prix de l’option est

p := S2
0 EQ̄

[[
S1
T /S

2
T − 1

]+]
.

En utilisant le théorème de Girsanov, exhiber un Q̄-mouvement Brownien et
écrire S1

T /S
2
T en fonction de celui-ci. Déduire de l’Exercice 5 une formule fermée

pour la valeur du call spread.

Excercice 12 (Contrat forward sur taux de change). On considère un modèle
dans lequel deux marchés co-existent. Le taux sans risque sur le marché domes-
tique est r. On note r le taux sans risque (constant) sur le marché domestique.
Le taux sans risque sur le marché étranger est rf . On suppose qu’une unité de
monnaie étrangère vaut S unités de monnaie domestique, où S suit l’équation
(1) correspondant à d = n = 1 et σ > 0. On suppose qu’il n’y a pas pas d’arbi-
trage. On considère un contrat qui paie en T une unité de monnaie étrangère.
Que vaut se contrat en monnaie domestique à la date 0 si la prime est payée en
0 ? Si la prime est payée en 0, en T ? Quelle relation existe-t-il entre r, rf et
S0 en l’absence d’arbitrage.

Excercice 13 (Décomposition de payoff) On considère un marché formé d’un
actif risqué de prix St à la date t ≤ T et d’un actif sans risque évoluant selon la
dynamique Bt = ert, t ≤ T , où r ∈ R+. On suppose qu’il n’y a pas d’arbitrage.
1. Soit l’instrument financier de flux final :

min(max(ST ,K1),K2) avec K1 < K2 ∈ R .

Tracer le payoff de cet instrument. Décomposer son prix à l’aide de zéro-coupons
et de calls bien choisis.
2. Une chooser option est une option qui donne le droit à son détenteur de
choisir en T0 entre un call et un put sur S de prix d’exercice K et de maturité
T > T0. Montrer que cette option est une combinaison appropriée d’un call et
d’un put.

Excercice 14 (Call sur Forward) Dans le cadre du modèle de Black-Scholes
(taux d’intérêt constant r, actif risqué de processus de prix défini par dSt =
St(rdt + σdWt), W étant un mouvement brownien sous la probabilité neutre
au risque Q), on note par {Ft, t ∈ [0, T ]} le prix du contrat forward sur S de
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maturité θ > 0 donnée, i.e. qui paie Sθ−m en θ. Sachant que sa valeur est nulle
en t = 0, que vaut m ? Utiliser la formule de Black et Scholes pour donner le
prix d’un call européen sur F de maturité donnée T ∈ [0, θ] et de prix d’exercice
K > 0 (i.e. défini par le paiement (FT −K)+ à la maturité T ).

2 Modèles à volatilité locale

Si le modèle de Black et Scholes présenté dans le paragraphe précédent est
si populaire c’est qu’il permet de calculer un grand nombre de prix d’options
européennes classiques. Cependant, l’hypothèse de volatilité constante n’est pas
cohérente avec les prix observés sur le marché.
Plus précisément, supposons que le taux sans risque r soit fixe et que l’on observe
les prix Ci de call européens de maturité Ti et de strike Ki, i = 1, . . . , I, écrits
sur le même sous-jacent S de prix spot S0 aujourd’hui. On doit alors avoir

Ci = BS(0, S0,Ki, Ti, σ) pour tout i = 1, . . . , I

où σ est la volatilité et BS(t, x,K, T, σ) est le prix dans le modèle de Black et
Scholes d’une option d’achat sur S à la date t de maturité T et de strike K si
St = x.
En particulier, on peut retrouver le paramètre de volatilité σ en inversant par
rapport à cette variable la formule de Black et Scholes, voir l’Exercice 5 du
Chapitre 8, i.e. chercher σ tel que

Ci = BS(0, S0,Ki, Ti, σ) .

On appelle volatilité implicite la solution σimp(Ti,Ki) de cette équation. Dans
le modèle de Black et Scholes, la volatilité implicite ne doit évidemment pas
dépendre de i. Or, ceci n’est pas vérifié en pratique. Typiquement, on observe
que, pour une même maturité, la volatilé implicite est non constante en fonction
du strike. Elle a souvent une forme en U que l’on appelle smile.

Une première solution pour résoudre ce problème est de considérer des modèles
à volatilité locale. On suppose alors que σ dépend de t et de St, i.e.

dSt/St = rdt+ σ(t, St)dWt

où W est un mouvement brownien sous une mesure risque neutre Q.
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Dans ce cas, il est nécessaire de calibrer la volatilité, i.e. chercher la fonction
de volatilité locale σ telle que les prix théoriques Vg des options cotées sur le
marché coïncident avec les prix observés. En général, on se base sur les prix de
produits très liquides comme les calls.

2.1 Formule de Dupire et EDP d’évaluation en strike et matu-
rité

On admet à partir de maintenant que la loi de Sτ sachant St = x > 0 admet
une densité régulière f(τ, y; s, x) sous Q pour t < τ ≤ T .

Equation de Fokker-Planck

On montre le résultat par un argument formel (mais que l’on peut rendre
rigoureux...). Soit g ∈ C∞b à support compact contenu dans (0,∞). Alors
(v(s, Ss) := EQ [g(ST ) | Fs])s≤T est une martingale. Ceci implique que, pour
tout t ≤ τ < τ + ε ≤ T ,

EQ [v(τ + ε, Sτ+ε)− v(τ, Sτ ) | St = x] = 0 .

Comme f est régulière et g ∈ C∞b , v est régulière. Le Lemme d’Itô implique
alors que ∫ τ+ε

τ

∫
Lv(s, y)f(s, y; t, x)dyds = 0 ,

où

Lv := ∇tv + r∇sv +
1
2
σ(t, s)2s2∇2

s v .

Si on suppose que σ est borné, on vérifie que

lim
y→0

v(s, y) = lim
x→0

g(x) = 0 et lim
y→∞

v(s, y) = lim
x→∞

g(x) = 0

puisque le support de g est compact et contenu dans (0,∞). En intégrant par
parties, on obtient alors

0 =
∫ (

[v(s, y)f(s, y; t, x)]τ+ε
τ −

∫ τ+ε

τ
v(s, y)∇τf(s, y; t, x)ds

)
dy

−
∫ τ+ε

τ

∫
(v(s, y)∇y(ryf(s, y; t, x))) dyds

+
∫ τ+ε

τ

∫ (
1
2
v(s, y)∇2

y(σ
2(s, y)y2f(s, y; t, x))

)
dyds .
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On remarque maintenant que∫
[v(s, y)f(s, y; t, x)]τ+ε

τ dy =
∫

(v(τ + ε, y)f(τ + ε, y; t, x)− v(τ, y)f(τ, y; t, x)) dy

= v(t, x)− v(t, x) = 0 .

On obtient alors en divisant par ε l’équation précédente et en faisant tendre ce
paramètre vers 0 que :

0 =
∫
v(τ, y)

(
∇τf(τ, y; t, x) +∇y(ryf(τ, y; t, x))− 1

2
∇2
y(σ

2(τ, y)y2f(τ, y; t, x))
)
dy .

En faisant maintenant tendre τ → T , on obient que v(τ, y) → g(y), et donc,
avec un peu de régularité,

0 =
∫
g(y)

(
∇τf(T, y; t, x) +∇y(ryf(T, y; t, x))− 1

2
∇2
y(σ

2(T, y)y2f(T, y; t, x))
)
dy .

Comme g est quelconque, ceci implique que f est solution de l’équation de
Fokker-Planck (7) ci-dessous, encore appelée équation de Kolmogorov forward.

Proposition 15 Soient (t, x) ∈ [0,∞)×(0,∞). Si (σ, f(·; t, x)) ∈ C1,2((t,∞)×
(0,∞)) alors f(·; t, x) vérifie

∇τf(T, y; t, x) = −∇y(ryf(T, y; t, x)) +
1
2
∇2
y(σ

2(T, y)y2f(T, y; t, x)) (7)

sur (t,∞)× (0,∞).

Equation et formule de Dupire

Si g est maintenant le payoff d’un call européenne de maturité τ , strike K et
de prix ΠC(0, x; τ,K), on doit avoir

ΠC(0, x; τ,K) = e−rτ
∫ ∞
K

(y −K)f(τ, y; 0, x)dy .

Si ΠC est régulière en ses deux dernières variables, on a alors, en dérivant puis
en utilisant (7),

∇τΠC(0, x; τ,K) = −rΠC(0, x; τ,K) + e−rτ
∫ ∞

0
(y −K)+∇τf(τ, y; 0, x)dy

= −rΠC(0, x; τ,K)

+ e−rτ
∫ ∞

0
(y −K)+ (−∇y(ryf(τ, y; 0, x))) dy

+ e−rτ
∫ ∞

0
(y −K)+

(
1
2
∇2
y(σ

2(τ, y)y2f(τ, y; 0, x))
)
dy .
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En intégrant par parties, on obtient alors

∇τΠC(0, x; τ,K) = −re−rτ
∫ ∞

0
(y −K)1y≥Kf(τ, y; 0, x)dy

+ e−rτ
∫ ∞

0
ry1y≥Kf(τ, y; 0, x)dy

+ e−rτ
(∫ ∞

0
δK(y)

1
2
σ2(τ, y)y2f(τ, y; 0, x)

)
dy

= −rK∇KΠC(0, x; τ,K) +
1
2
σ2(τ,K)K2∇2

KΠC(0, x; τ,K)

car

∇KΠC(0, x; τ,K) =
∫

1y≥Kf(τ, y; 0, x)dy

∇2
KΠC(0, x; τ,K) =

∫
δK(y)f(τ, y; 0, x))dy .

Si le prix ΠC(0, x; τ,K) est suffisamment régulier en (τ,K), il vérifie donc
l’équation de Dupire.

Proposition 16 Sous les conditions de la Proposition 15, ΠC(0, x; ·) vérifie

∇τΠC(0, x; τ,K) = −rK∇KΠC(0, x; τ,K) +
1
2
σ2(τ,K)K2∇2

KΠC(0, x; τ,K)
(8)

pour (τ,K) ∈ (0, T ] × (0,∞) avec condition initiale ΠC(0, x; 0,K) = [x −K]+

en τ = 0 et condition au bord ΠC(0, x; τ, 0) = x pour tout τ ∈ [0, T ].

Cette équation à deux conséquence importantes :

1. On peut calculer en résolvant (8) les prix des calls pour toutes les maturités τ
et strike K d’un seul coup. Ceci est très important d’un point de vue numérique
pour la calibration !

2. La volatilité locale σ doit nécessairement satisfaire la formule de Dupire :

σ2(τ,K) = 2
∇τΠC(0, x; τ,K) + rK∇KΠC(0, x; τ,K)

K2∇2
KΠC(0, x; τ,K)

. (9)

Si l’on disposait des prix des calls pour toutes les valeurs de (τ,K) sur (0, T ]×
(0,∞), on pourrait donc calculer la fonction de volatilité locale permettant
de rendre compte de ces prix. En pratique, on ne connait les prix des calls
que pour certaines maturités et strikes. Il n’est donc pas possible d’estimer
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les dérivées intervenant dans la formule précédente. La seule manière d’utiliser
celle-ci consiste à interpoler les prix observés par rapport aux maturités et
strikes, par des splines, puis à en déduire les dérivées associées. Le problème est
que bien évidemment la nappe de volatilité locale ainsi obtenue, i.e. la fonction
(t, x) 7→ σ(t, x), dépend largement du mode d’interpolation retenu. En général,
elle se révèle très instable.

Remarque 17 (Extensions possibles)Une preuve purement probabiliste de
(8) peut être trouvée dans [21]. La preuve est basée sur des techniques d’in-
version de temps pour les EDS. Ce papier traite en outre des diffusions avec
sauts pour lesquelles un résultat similaire est valable. On y trouvera également
deux extensions (options digitales sur deux sous-jacents et option barrière). Voir
également [34].

2.2 Calibration de la nappe de volatilité à partir d’un nombre
fini de call

Une autre approche consiste à rechercher une nappe de volatilité (t, x) 7→ σ(t, x)
pour laquelle

Πi(σ) := e−rTiEQ [[STi −Ki]+
]

= Ci pour tout i = 1, . . . , I .

En pratique, on est amené à considérer une forme paramétrique particulière de
σ : σ(a), a ∈ A ⊂ RM . Dans ce cas, le problème précédent peut ne pas avoir de
solution. On cherche alors à trouver la solution de

min
I∑
i=1

ωi|Πi(σ(a))− Ci|2 ,

où ωi est un poids strictement positif et Ci est un proxy du prix de marché
(moyenne de la fourchette bid/ask ou prix de la dernière transaction en général).

Il existe plusieurs choix naturels de poids :
1. Les poids peuvent être utilisés pour donner plus d’importance aux options
liquides.
2. Ils peuvent également servir à donner autant d’importance aux options hors
de la monnaie pour lesquelles Ci est petit qu’à celles dans la monnaie pour
lesquelles Ci est grand. Une façon de procéder consiste par exemple à choisir
ωi = 1/Ci, ce qui revient à calculer une erreur relative.
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3. Ils peuvent tenir compte du niveau de précision recherché sur chaque couple
maturité/strike en fonction de la fourchette bid/ask. Si on note Cbi et C

a
i les prix

à la vente et à l’achat de l’option, il est important que l’erreur de calibration
ne dépasse pas l’écart Cai − Cbi . Il est alors naturel d’utiliser les poids ωi =
1/(Cai − Cbi ).
4. Une autre approche consiste à poser ωi = 1/(Vega(Ki, Ti, σimp(Ti,Ki)))2

où Vega est la dérivée du prix de Black et Scholes par rapport à la volatilité.
Un développement à l’ordre 1 montre alors que ceci revient essentiellement à
regarder l’erreur en terme de volatilités implicite.

Toutefois, cette approche seule conduit à des résultats instables par rapport aux
données initiales et en général à des nappes de volatilités très irrégulières. Afin
de corriger ces problèmes, il est nécessaire d’imposer un terme de pénalité dont
l’objectif est de stabiliser la solution et d’en assurer une certaine régularité.

Régularisation de Tikhonov

Dans [11], voir également les références données dans ce papier, il est proposé
d’utiliser une pénalisation de Tikhonov

min

(
I∑
i=1

ωi|Πi(σ(a))− Ci|2
)

+ α1‖σ(a)− σ(a0)‖2H + α2‖∇σ(a)−∇σ(a0)‖2H

où ωi est un poids strictement positif, α1, α2 > 0 sont fixés et

‖h‖2H :=
∫ T

0

∫ ∞
0
|h(t, x)|2dxdt .

Le premier terme de pénalisation permet de stabiliser la solution, le second en
assure la régularité.

Afin de minimiser cette quantité, il est naturel d’utiliser une méthode de gra-
dient. Le calcul du gradient du terme de pénalisation dépend de la paramé-
trisation retenue et n’est pas difficile en général. Le problème est d’estimer le
gradient du terme

∑I
i=1 ωi|Πi(σ(a))− Ci|2, i.e.

2
I∑
i=1

ωi∇aΠi(σ(a)) (Πi(σ(a))− Ci) . (10)

Différences finies
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A a ∈ A fixé, on peut calculer tous les Πi(σ(a)) en résolvant (8). Ceci permet
d’estimer ∇aΠi(σ(a)) numériquement et ainsi d’obtenir une estimation numé-
rique du gradient (10).

Approche par arbre

Dans [11], l’auteur propose d’estimer (Πi(σ(a)))i≤I en utilisant un schéma de
discrétisation de (8) par arbre trinomial et de calculer (∇aΠi(σ(a)))i≤I en
dérivant la solution du schéma numérique par rapport au paramètre a, i.e.
(Πi(σ(a)))i≤I est estimé par (Π̃i(σ(a)))i≤I et (∇aΠi(σ(a)))i≤I par (∇aΠ̃i(σ(a)))i≤I
qui est obtenu en dérivant les coefficients dans le schéma de discrétisation asso-
cié à (Π̃i(σ(a)))i≤I . Ici a représente l’ensemble des volatilités locales à chaque
noeud de l’arbre. Ceci permet de mettre en oeuvre un méthode de gradient pour
résoudre le problème approché

min

(
I∑
i=1

ωi|Π̃i(σ(a))− Ci|2
)

+ α1‖σ(a)− σ(a0)‖2H + α2‖∇σ(a)−∇σ(a0)‖2H .

Les volatilités locales à chaque noeud sont ensuite interpolées par des splines
pour donner une nappe de volatilité sur tout l’espace.

Régularisation par “entropie”

Dans [2], les auteurs proposent de chercher les paramètres a vérifiant

Πi(σ(a)) = Ci ∀ i ≤ I

qui minimizent

Ea
[∫ T

0
η(σ(a)2

s − σ2
0)ds

]
où Ea est l’espérance sous la loi de S si sa volatilité est donnée par σ(a), σ0

est une constante, et η est une fonction positive, coercive, strictement convexe,
atteignant son minimum 0. Typiquement, η(y) = y2. Ceci conduit à optimiser,
sous λ ∈ RI et a ∈ A, le Lagrangien

V (0, S0;λ, σ(a)) := Ea
[
−
∫ T

0
η(σ(a)2

s − σ2
0)ds

]
+

I∑
i=1

λi(Πi(σ(a))− Ci) .

On cherche alors la solution du problème

inf
λ∈RI

sup
a∈A

V (0, S0;λ, σ(a)) . (11)
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Lorsque {σ(a), a ∈ A} est l’ensemble des processus de la forme σ(t, St) à valeur
dans un ensemble de la forme [σmin, σmax], on peut justifier par un argument de
type programmation dynamique, voir Chapitre 7, que le max est atteint dans

W (0, S0;λ) := sup
a∈A

V (0, S0;λ, σ(a))

et que la fonctionW , étendue à des conditions initiales quelconques, est solution
sur [0, T )× (0,∞) de

∇tW + r∇xxW + sup
σmin≤z≤σmax

(
1
2
z2x2∇2

xW − ertη(z2 − σ2
0)
)

= rW −
I∑
i=1

λiδTi(t)([x−Ki]+ − erTiCi) (12)

avec condition terminale W (T, ·) = 0 si Ti < T pour tout i ≤ I.

Si λ̂ atteint le minimum de W , la solution σ(a) du problème initial est donc
formellement donnée par

σ̂(t, x) := arg max
σmin≤z≤σmax

(
1
2
z2x2∇2

xW (·, λ̂)− ertη(z2 − σ2
0)
)

que l’on calcule en fonction de x2∇2
xW , η et σ2

0.

Pour trouver la solution λ̂ au problème de minimisation de W , on montre que
W est continument différentiable en λ et que sa dérivée W i par rapport à λi

est solution de

∇tW i + r∇xxW i +
1
2
σ̂(t, x)2x2∇2

xW
i = rW i − δTi(t)([x−Ki]+ − erTiCi) (13)

avec condition terminale W (T, ·) = 0 si Ti < T .

La résolution du problème (11) peut donc être menée en itérant les deux étapes
suivantes :
- Calcul de σ̂ par résolution de (12)
- Estimation du gradient de W par résolution de (13) et utilisation d’un pas de
descente de gradient pour minimiser W .

Cette approche donne de bons résultats en terme de calibration. Malheureuse-
ment, aucun critère n’impose de régularité sur σ̂ et les nappes de volatilité ainsi
obtenues sont généralement très irrégulières.
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3 Modèles à volatilité stochastique

3.1 Impact d’une erreur sur la spécification de la volatilité

On suppose ici que la vraie volatilité σ est un processus prévisible de carré
intégrable :

St = S0 +
∫ t

0
Ssrds+

∫ t

0
SsσsdWs , t ∈ T . (14)

Supposons que le trader évalue le prix v d’une option de payoff g et de maturité
T en fixant σt = σ̄(t, St), une fonction de volatilité locale. D’après les résultats
du Chapitre 7, si v est suffisamment régulière, elle vérifie

∇tv(t, x) + rx∇xv(t, x) +
1
2
σ̄(t, x)2x2∇2

xv(t, x) = rv(t, x)

v(T, x) = g .

Par ailleurs, la stratégie de couverture consiste alors à détenir un nombre d’ac-
tions φt = ∇xv(t, St) à la date t. On note V = V v(0,S0),φ. D’après le Lemme
d’Itô et l’équation précédente, la dynamique de Z := V − v(·, S) est donnée
par :

dZt = rVtdt−
(
∇tv(t, St) + rSt∇xv(t, St) +

1
2
σ2
t S

2
t∇2

xv(t, St)
)
dt

= rVtdt−
(
rv(t, St) +

1
2

(σ2
t − σ̄(t, St)2)S2

t∇2
xv(t, St)

)
dt

=
(
rZt +

1
2

(σ̄(t, St)2 − σ2
t )S

2
t∇2

xv(t, St)
)
dt .

Comme v(T, ST ) = g(ST ), l’erreur de couverture est donc donnée par

ZT = VT − v(T, ST ) =
1
2

∫ T

0
er(T−t)(σ̄(t, St)2 − σ2

t )S
2
t∇2

xv(t, St)dt .

Autrement dit :
1. si ∇2

xv ≥ 0, une sur-estimation de la volatilité assure un gain, une sous-
estimation assure une perte.
2. le contraire est évidemment vrai si ∇2

xv ≤ 0.
3. si ∇2

xv(t, St) ≈ 0, la couverture est peu sensible à la volatilité réalisée. C’est
ce qu’on appelle une couverture en gamma neutre.
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3.2 Sur-réplication lorsque la volatilité n’est pas couvrable

D’après la sous-section précédente, on ne peut être sûr de couvrir l’option que
si v est convexe quand σ̄(t, St)2 − σ2

t ≥ 0 et concave autrement.
Intuitivement, le prix de sur-réplication p devrait donc être solution de l’équa-
tion de Black-Scholes-Barenblatt

∇tp(t, x) + rx∇xp(t, x) +
1
2
σ̂(t, x)2x2∇2

xp(t, x) = rp(t, x)

p(T, x) = g (15)

où σ̂(t, x)2 = supt,ω σ2
t si ∇2

xp(t, x) ≥ 0 et σ̂(t, x)2 = inft,ω σ2
t sinon.

Lorsque σ = σ(Y ) ≥ 0 où Y est un processus d’Itô de la forme

dYt = btdt+ a1
tdW

1
t + a2

tdW
2
t

avec a2
t ≥ ε > 0 dt× dP-a.e. et S est de la forme

dSt = Ssrdt+ Stσ(Yt)dW 1
t

on peut effectivement montrer que le prix de sur-réplication vérifie (15), au
moins dans un sens faible, avec

σ̂(t, x)2 = sup
y
σ(y)1∇2

xp(t,x)≥0 + inf
y
σ(y)1∇2

xp(t,x)<0

lorsque la fermeture de {σ(y); y ∈ R} est contenue dans (0,∞).

Lorsque la fermeture de {σ(y); y ∈ R} est R+ ∪ {∞}, on obtient juste une
propriété de sur-solution dont on déduit cependant que ∇2

xp(t, x) ≤ 0, i.e. le
prix est concave en x, et que

rp(t, x)−∇tp(t, x)− rx∇xp(t, x) ≥ 0 , p(T, ·) ≥ g .

La propriété de concavité implique que p(T, ·) ≥ G où G dénote l’enveloppe
concave de g. L’inéquation implique que t 7→ e−rtp(t, xert) est décroissante en
t, d’où

p(t, xert) ≥ e−r(T−t)p(T, xrT ) ≥ e−r(T−t)G(xrT ) .

Ceci implique que p(t, x) ≥ e−r(T−t)G(xer(T−t)). Comme G est concave et au-
dessus de g, il est alors facile de vérifier qu’une stratégie buy-and-hold consistant
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à détenir exactement une quantité ∆ ∈ −∂(−G(xer(T−t))) d’actifs risqués per-
met de couvrir l’option2

er(T−t)
(
e−r(T−t)G(xer(T−t))−∆x

)
+ ∆ST = G(xer(T−t))− er(T−t)∆x+ ∆ST

≥ G(ST ) ≥ g(ST ) .

Il en résulte que
p(t, x) = e−r(T−t)G(xer(T−t))

et que la stratégie de couverture est de type buy-and-hold, i.e. le nombre d’ac-
tions détenues dans le portefeuille de couverture est constant.

3.3 Couverture à l’aide d’options liquides et trading de la vo-
latilité

Une manière naturelle de se couvrir contre les évolutions de la volatilité consiste
à acheter ou vendre de manière dynamique des options liquides (typiquement
des calls ou des puts).
Pour simplifier, supposons que l’on veuille couvrir une option europénne de
payoff G, de maturité T et telle que G est σ(Ws, s ≤ T )-mesurable où W est
un mouvement brownien de dimension 2. On suppose que l’on ne dispose que
d’un sous-jacent S de dynamique (on suppose le taux sans risque r nul pour
simplifier)

dSt = σ(St, Yt)dWt (16)

dYt = γ(St, Yt)dt+ β(St, Yt)dWt

où les fonctions σ, γ et β sont mesurables et telles qu’une solution forte existe
pour le système précédent, quelles que soient les conditions initiales.
Ici, le processus Y ne correspond pas a-priori à un actif négociable, ce qui rend
le marché a-priori incomplet, et impossible une couverture parfaite de G, en
général.
On suppose maintenant que l’on peut également traiter une option vanille de
payoff g(ST ′) où T ′ ≥ T . On note p(t, s, y) le prix de cette option à la date t si
(St, Yt) = (s, y) et on suppose p ∈ C1,2.

2Pour une fonction convexe f , on note ∂f(y) son sous-gradient en y, i.e. l’ensemble des
q ∈ R tels que f(x) ≥ f(y) + q(x− y) pour tout x ∈ R
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On peut alors former un portefeuille V x,φ où φ1
t (resp. φ2

t ) denote le nombre
d’unités de S (resp. de p) détenues en t. Sa dynamique est donnée par

dV x,φ
t = φ1

tdSt + φ2
tdp(t, St, Yt) .

Si la dynamique (16) correspond à la mesure risque neutre Q sous laquelle p est
calculé (i.e. W est un Q-mouvement brownien), on obtient alors :

dV x,φ
t =

(
φ1
tσ(St, Yt) + φ2

t (∇sp(t, St, Yt)σ(St, Yt) +∇yp(t, St, Yt)β(St, Yt))
)
dWt

puisque p(t, St, Yt) doit être une Q-martingale (locale).
Par ailleurs, si G est Q-intégrable, il admet une représentation de la forme

G = EQ[g] +
∫ T

0
ζsdWs .

Pour couvrir cette option, il suffit alors de trouver φ = (φ1, φ2) ∈ A tel que,
dt× dP− a.e.,

φ1
tσ(St, Yt) + φ2

t (∇sp(t, St, Yt)σ(St, Yt) +∇yp(t, St, Yt)β(St, Yt)) = ζt

sur [0, T ]. La question principale est donc de savoir si l’on est ou non capable
d’inverser ce système. En pratique, c’est généralement le cas à partir du moment
où les atifs ne sont pas redondants.

Tout se passe comme si l’on pouvait “traiter” indirectement Y à travers une
combinaison d’options liquides et de sous-jacent. Une telle stratégie permet donc
également de prendre des positions indirectes sur le processus de volatilité.

On pourra consulter [12] pour des résultats généraux et une condition suffisante
facile à vérifier sur le modèle.

3.4 Couverture statique approchée et semi-statique par calls et
puts, application aux swaps de variance

L’objet de cette section est de montrer comment l’on peut couvrir une option
vanille à partir de positions statiques sur des calls et puts de même maturité.

Décomposition de payoff sur une base de calls et puts

Soit une option vanille de payoff g(ST ) où ST est une variable aléatoire réelle
positive quelconque représentant la valeur terminale d’un actif sous-jacent. On
a alors le résultat suivant :
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Lemme 18 Si g admet des dérivées au sens des distributions jusqu’à l’ordre 2,
alors, pour tout κ ≥ 0 tel que g est dérivable en κ, on a

g(ST ) = g(κ) + g′(κ)
[
(ST − κ)+ − (κ− ST )+

]
+

∫ κ

0
g
′′
(K)(K − ST )+dK +

∫ ∞
κ

g
′′
(K)(ST −K)+dK .

Preuve. On note δ la masse de Dirac en 0. On

g(ST ) =
∫ κ

0
g(K)δ(ST −K)dK +

∫ ∞
κ

g(K)δ(ST −K)dK .

En intégrant par parties, on obtient alors∫ κ

0
g(K)δ(ST −K)dK = g(κ)1ST<κ −

∫ κ

0
g′(K)1ST<KdK

où ∫ κ

0
g′(K)1ST<KdK = g′(κ)(κ− ST )+ −

∫ κ

0
g
′′
(K)(K − ST )+dK .

On procède de la même manière pour le second terme dans la première équa-
tion. 2

Cette formule s’interprète facilement. Le terme g(κ) correspond à une position
en cash. Le second terme est une position position sur le sous-jacent et en cash,
de part la parité call-put. Les deux derniers termes correspondent à des positions
d’un niveau g′′(K)dK sur des calls et puts de strike K.

Par absence d’opportunité d’arbitrage (et en supposant un peu d’intégrabilité
sur les différentes quantités...), ceci implique en particulier que la valeur v0 du
contrat de payoff g(ST ) est donnée par

v0 = g(κ) + g′(κ) [S0 − κ] +
∫ κ

0
g
′′
(K)P0(K,T )dK +

∫ ∞
κ

g
′′
(K)C0(K,T )dK

où P0(K,T ) et C0(K,T ) sont les prix des puts et calls de strikeK et de maturité
T sur S. Si l’on dispose déjà d’un pricer efficace pour ces quantités, il suffit donc
de l’utiliser pour estimer les deux intégrales.

En pratique, cette formule n’est évidemment pas applicable telle qu’elle pour
la couverture puisque tous les strikes ne sont pas liquides, mais elle suggère
d’approximer le payoff g par une somme pondérée de calls et puts liquides et
qui l’approchent au mieux.
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Supposons par exemple que les calls de strike Ki, i = 1, . . . , I, soient liquides.
On cherche les poids c, ω0, ω := (ωi)i≤I qui minimisent

E [` (∆(c, ω0, ω, ST ))]

où ` est une fonction de perte choisie (par exemple `(x) = x2 ou `(x) = (x+)2),
et

∆(c, ω0, ω, ST ) := g(ST )− V (c, ω0, ω, ST )

est l’erreur de couverture si

V (c, ω0, ω, ST ) := c+ ω0ST +
I∑
i=1

ωi(ST −Ki)+

est la valeur terminale du portefeuille de couverture statique. Ici, on utilise
la parité call-put pour se ramener à ne considérer que des calls, du cash c et
une position sur le sous-jacent. Evidemment, si v0 est le prix de l’option g(ST ),
l’optimisation se fait sous la contrainte que le coût de la couverture soit inférieur
à v0.

L’intérêt de cette approche est double : 1. elle ne dépend pas de la dynamique
de S, seul le problème d’optimisation dépend de la loi de ST ; 2. Lorsque l’on
connaît la dynamique de S, on peut compléter cette approche par une cou-
verture partielle de l’erreur résiduelle ∆(c, ω0, ω, ST ). Même pour des modèles
simples, cette dernière approche de couverture semi-statique peut s’avérer très
performante. En effet, toute couverture dynamique est en pratique approchée
puisque le rebalancement du portefeuille en temps continu est impossible. Par
ailleurs, ceci est coûteux à cause des frictions (coûts de transaction). Plus la po-
sition à couvrir est “petite” et plus le coût de couverture, et l’erreur associée, est
“faible”. On a donc tout intérêt à couvrir la majeur partie du payoff de manière
statique.

Application aux swaps de variance

Un swap de variance sur un sous-jacent S est un produit d’échange d’un jambe
variable de la forme

JnT :=
1
T

n∑
k=1

(
ln

Stk
Stk−1

)2
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contre une prime fixe κ. Ici les tk forment une suite strictement croissance de
[0, T ] et tn = T .
Ce genre de produit est actuellement très à la mode car il permet de s’exposer
(ou se couvrir) directement sur les variations de la variance réalisée, sans avoir
à se positionner sur le marché des options, voir Section 3.3.

Si la dynamique de S est de la forme (sous une mesure risque neutre Q donnée
et en supposant le taux sans risque nul pour simplifier)

dSt = StσtdWt

alors le Lemme d’Itô implique que

JnT =
1
T

n∑
k=1

(
−1

2

∫ tk

tk−1

σ2
t dt+

∫ tk

tk−1

σtdWt

)2

=
1
T

n∑
k=1

(
−
∫ tk

tk−1

(Zkt σ
2
t − σ2

t )dt+ 2
∫ tk

tk−1

Zkt σtdWt

)
avec

Zkt := −1
2

∫ t

tk−1

σ2
sds+

∫ t

tk−1

σsdWs sur [tk−1, tk] .

Si on fait tendre le pas de temps vers 0, i.e. n→∞, on obtient alors

JnT ∼ JT :=
1
T

∫ T

0
σ2
t dt .

En effet, si par exemple
∫ T

0 σ4
t dt ∈ L2 alors (en notant C > 0 une constante

générique indépendante de n)∥∥∥∥∥
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

Zkt σ
2
t dt

∥∥∥∥∥
L1

≤ C max
k

sup
t∈[tk−1,tk]

∥∥∥Zkt ∥∥∥
L2

où ∥∥∥Zkt ∥∥∥2

L2
≤ C

(√
tk − tk−1 + tk − tk−1

)
.

De la même manière, on montre facilement que cette hypothèse implique que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

∫ tk

tk−1

Zkt σtdWt

∥∥∥∥∥
L2

→ 0 .
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A partir de maintenant, on supposera donc que le payoff de la jambe variable
est JT au lieu de JnT . A la vue de la discussion précédente, l’erreur de couverture
JT − JnT est faible pour une division suffisamment fine de [0, T ].

On observe maintenant que

ln
(
ST
S0

)
= −1

2

∫ T

0
σ2
t dt+

∫ T

0
σtdWt ,

d’où

JT = − 2
T

ln
(
ST
S0

)
+
∫ T

0

2
TSt

dSt .

Au dernier terme près (portefeuille dynamique sur S), la jambe variable est
donc essentiellement une position short sur un “log-contract” de payoff ln

(
ST
S0

)
sur S. Comme un tel contrat n’existe pas, il faut le couvrir dynamiquement ou
en utilisant l’approche par couverture semi-statique de la Section 3.4, c’est ce
qui est fait en pratique.

L’approche de la Section 3.4 permet aussi dans certain cas d’évaluer rapidement
la jambe variable. En effet, on a d’après le Lemme 18 appliquée à κ = S0

ln
(
ST
S0

)
=

1
S0

[
(ST − S0)+ − (S0 − ST )+

]
−

∫ S0

0

1
K2

(K − ST )+dK −
∫ ∞
S0

1
K2

(ST −K)+dK

=
ST − S0

S0
−
∫ S0

0

1
K2

(K − ST )+dK −
∫ ∞
S0

1
K2

(ST −K)+dK .

Sous de bonnes hypothèses d’intégrabilité, ceci implique que la valeur v0 du
contrat de payoff ln

(
ST
S0

)
est donnée par

v0 = −
∫ S0

0

1
K2

P0(K,T )dK −
∫ ∞
S0

1
K2

C0(K,T )dK

où P0(K,T ) et C0(K,T ) sont les prix des puts et calls de strikeK et de maturité
T sur S. Si l’on dispose déjà d’un pricer efficace pour ces quantités, il suffit donc
de l’utiliser pour estimer les deux intégrales.

Nous renvoyons à [33] pour une analyse détaillée de ce type de produits et
d’autres produits liés.
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4 Exemples de modèles

4.1 Modèle CEV et processus de Bessel

Le modèle CEV (appelé également modèle de Cox) est un modèle à volatilité
locale de la forme σt = σSρt , i.e.

dSt = µStdt+ σSρt dWt (17)

où σ > 0 et 0 ≤ ρ < 1 sont des paramètres fixes. Le terme CEV signifie
“Constant Elasticity Variance” et ce nom provient de la propriété

(∂σSρt /∂St)St/σS
ρ
t = ρ .

Autrement dit, l’élasticité de la volatilité en terme de S est constante, égale
à ρ/σ. Dans ce modèle, σt/St = σSρ−1

t est décroissant en fonction de St : la
variance conditionnelle du taux de rendement est décroissante en fonction du
sous-jacent, ce qui semble correspondre à un certains nombre d’études portant
sur la dynamique des prix des actions.

L’existence d’un tel processus a notamment été t́udiée par [15]. Comme pour le
modèle CIR, voir Section 3 du Chapitre 9, il s’agit essentiellement d’un processus
de Bessel carré correctement transformé. On rappelle qu’un Bessel carré de
dimension d ∈ N correspond au carré de la norme euclidienne d’un mouvement
brownien d-dimensionnel, voir ci-dessous. Ici, on a besoin de considérer des
processus de Bessel carré Xδ de dimension δ ∈ R non entière définis comme
suit :

Définition 19 Soit δ ∈ R et x > 0. On appelle processus de Bessel carré de
dimension δ issu de x, l’unique solution forte Xδ,x de l’équation :

Zt = x+ 2
∫ t

0

√
|Zs|dŴs + δt , t ≥ 0 , (18)

où Ŵ est un mouvement Brownien de dimension 1.

On remarque que, pour δ ∈ N, si W est mouvement Brownien de dimension δ
alors ρ := ‖W‖ vérifie

ρ2
t = 2

δ∑
i=1

∫ t

0
W i
sdW

i
s + δt .
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Pour δ ≥ 1, on vérifie que ρ > 0 dt×dP-a.e. ce qui permet de définir le processus

Ŵ :=
δ∑
i=1

∫ ·
0

(W i
s/ρs)dW

i
s

qui est un mouvement Brownien (calculer le crochet). Par ailleurs, ρ2 est solution
de

ρ2
t = 2

∫ t

0
ρsdŴs + δt .

On retrouve bien la définition précédente.

En ce qui concerne l’unicité d’une solution, on utilise le résultat suivant (voir
Théorème 3.5 du Chapitre IX de [37])

Théorème 20 Soit b et a deux fonctions boréliennes de R dans R telle que b
est Lipschitz et

|a(x)− a(y)|2 ≤ ϕ(|x− y|)

où ϕ vérifie
∫∞

0+ dz/ϕ(z) = ∞. Soit W un mouvement brownien de dimension
1. Alors, l’EDS

Zt = Z0 +
∫ t

0
b(Zs)ds+

∫ t

0
a(Zs)dWs

a au plus une solution.

Pour conclure sur l’existence d’une solution forte à (18), i.e. un processus Z
vérifiant (18) à W fixé :
1. On a montré l’existence d’une solution faible, i.e. l’existence d’un couple
(Z, Ŵ ) vérifiant (18).
2. On a montrer qu’à W fixé, cette équation admet au plus une solution. On
parle d’unicité trajectorielle.
3. On utilise alors le résultat bien connu : s’il existe une solution faible et s’il y
a unicité trajectorielle, alors il y a existence forte.

Le cas général découle des résultats d’existence d’une solution faible que l’on
peut trouver dans [37].

Remarque 21 Il est clair que si δ = 0 alors le point 0 est un point d’absorption.
Pour 0 < δ < 2, on peut montrer qu’il s’agit d’un point de reflection, et que 0
n’est jamais atteint ssi δ ≥ 2. Voir [37].
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On peut maintenant construire le processus S. Tout d’abord, on considère le

processus X := Xδ,x avec x := S
2

2−δ
0 et on appelle ζ le premier temps de passage

de X en 0. Etant donnés ν > 0 et δ < 2, on considère le changement de temps

τ
(δ,ν)
t :=

σ2

2ν(2− δ)
(1− e−2νt/(2−δ)) .

On définit Y ν,δ par

Yt := eνt
(
X
τ
(δ,ν)
t ∧ζ

)1−δ/2
. (19)

Pour poursuivre, on a besoin de la formule de changement de temps (voir [37]).

Théorème 22 Soit W un mouvement Brownien de dimension 1. Soit α un
processus positif adapté strictement croissant et absolument continu tel que α0 =
0 et E [αt] <∞ pour tout t ≥ 0. Alors, pour tout processus ξ prévisible, P− p.s.
de carré intégrable, ∫ αt

0
ξsdWs =

∫ t

0
ξαs

√
α′sdW̃s

où α′ est la densité de α, W̃ est défini par

W̃t =
∫ αt

0

√
csdWs

et c est défini par cαt := (α
′
t)
−1.

En utilisant la formule d’Itô ainsi que la formule de changement de temps pré-
cédente, on obtient alors que Y ν,δ vérifie

dY ν,δ
t =

 νY ν,δ
t dt+ σ

(
Y ν,δ
t

) 1−δ
2−δ

dW
(ν,δ)
t sur τ (δ,ν)

t ≤ ζ

0 sur τ (δ,ν)
t > ζ

où W (ν,δ) est le mouvement Brownien défini par

W
(ν,δ)
t =

∫ τ
(δ,ν)
t

0

2− δ√
σ2 − 2ν(2− δ)s

dWs .

Si maintenant on pose δρ := (1− 2ρ)/(1− ρ), on peut vérifier que Y µ,δρ est so-
lution faible de (17). D’après le Théorème 20 et les commentaires qui le suivent,
il existe donc une solution forte à (17).
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On note que δρ < 1, ce qui implique que la probabilité que S touche 0 n’est pas
nulle, voir Remarque 21. C’est un défaut de ce modèle.

La représentation (19) permet d’obtenir la loi du processus comme transfor-
mation de la loi d’un chi-2 décentré. Ceci permet en particulier d’obtenir des
formules d’évaluation quasi-explicites pour certains payoffs simples comme le
call ou le put, voir [15].

4.2 Modèle d’Heston

Le modèle d’Heston ([20]) est un modèle à volatilité stochastique de la forme

dSt = µStdt+ σtStdW
1
t

dσ2
t = a(b− σ2

t )dt+ γσtdZt

où Z =
√
ρW 1 +

√
1− ρW 2 avec ρ ∈ [0, 1], a, b > 0. Autrement dit, σ2 est un

processus CIR, voir Section 3 du Chapitre 9. On peut noter que e−abtσ2
t suit une

dynamique similaire au processus S du modèle CEV de la section précédente.
Il est donc également lié à un processus de Bessel carré.

Ce modèle (très populaire) permet de rendre compte de différents types de
corrélation entre le sous-jacent et sa volatilité, selon la valeur de ρ et le signe
de γ. Ce dernier paramètre permet également de contrôler la volatilité de la
volatilité (Vo-Vol).
Ici a est appelé vitesse de retour à la moyenne et b la volatilité de long terme. Ce
modèle produit un smile symétrique lorsque le paramètre de corrèlation ρ est
nul. La volatilité de la volatilité contrôle la pente du skew (plus grande quand
γ augmente). Une corrélation négative produit un skew négatif (pente négative
du smile) et déplace le centre de gravité du skew vers la droite. Le phénomène
inverse apparait pour une corrélation positive. On peut noter que la probabilité
que la volatilité s’annule est positive si 2ab < γ2.

Dans ce modèle, on peut obtenir des formes quasi-explicites pour le prix d’un
call et autres options simples qui peuvent être calculés par méthode d’inversion
de transformée de Fourrier rapide. Le calcul de la transformée de Fourier se fait
comme suit :
On pose µ = 0, ce qui revient à travailler sous la mesure risque neutre. On
fait ensuite le changement de variable X = ln(S). On calcule ψ(t, x, v; θ) :=
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E
[
eiθXT | (Xt, σ

2
t ) = (x, v)

]
. Pour ce faire, on utilise le théorème de Feynman-

Kac (Théorème 1 du Chapitre 7) pour écrire que ψ (si elle est régulière) doit
vérifier :

∇tψ + Lψ = 0

où L est le générateur de la diffusion (X,σ2), avec la condition terminale
ψ(T, x, v; θ) := eiθx. On cherche ensuite une forme particulière de solution sous
la forme

ψ(t, x, v; θ) = eC(t,T ;θ)+D(t,T ;θ)v+iθx

pour des fonctions à valeurs complexes à définir. En remplaçant dans l’EDP
précédente, on obtient une formule explicite pour C et D. Un argument de
vérification, voir Chapitre 7, permet de conclure. Nous renvoyons à [20] pour la
forme explicite.

4.3 Modèle d’Heston à sauts de Bates

Le modèle d’Heston à sauts de [3] reprend le modèle d’Heston mais ajoute un
processus de saut pur J , indépendant de W , dans la dynamique dS/S :

dSt = µStdt+ σtStdW
1
t + StdJt

Le processus de saut J est un processus de Poisson composé dont l’intensité
est constante et dont la taille des sauts est gaussienne. L’avantage de cette
approche est que, conditionnellement au processus de saut, on connait déjà
la fonction caractéristique de ST . Il suffit donc d’en faire le produit avec la
partie correspondant aux sauts. On gagne donc en flexibilité sans perdre en
tractabilité.

Ce modèle corrige un défaut du modèle d’Heston qui permet de rendre compte
du skew pour les grandes maturités mais pas pour les petites. L’introduction
de sauts permet d’augmenter le risque sur une petite échelle de temps et ainsi
d’augmenter le skew des petites maturités. Par contre, le phénomène de moyen-
nisation des sauts sur le long terme rend leur impact faible sur les options de
maturíte grande. On peut donc calibrer séparément le skew à court terme (par
les sauts) et celui à long terme (par la corrélation entre les deux mouvements
browniens).
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4.4 Modèle SABR

Le modèle SABR introduit par [19] est de la forme

dSt = αtS
β
t dW

1
t

dαt = ναtdZt

avec Z = ρW 1 +
√

1− ρ2W 2, ρ ∈ [0, 1], β ∈ [1
2 , 1].

Un premier avantage de ce modèle est qu’il est possible d’obtenir une bonne
approximation de la volatilité implicite directement à partir des paramètres,
voir [19] pour la formule (compliquée). Ceci permet une calibration rapide. Il
est par ailleurs facile de reproduire des smiles très prononcés.

Sur cette même formule, on peut noter que la volatilité implicite se déplace
(au premier ordre) dans le même sens que l’actif S, ce qui correspond à ce que
l’on observe sur le marché. Ce modèle a d’ailleurs été introduit pour palier à
un défaut des modèles à volatilité locale qui ont tendance à reproduire l’effet
inverse, voir de nouveau [19] pour le cas où la volatilité locale ne dépend pas
du temps.

Par contre, la probabilité que S touche 0 n’est pas nulle dès que β < 1.

4.5 Autres modèles de diffusion à volatilité stochastique...

Evidemment, on peut rafiner et mélanger tous ces modèles (à condition que le
processus associé existe...). Il ne faut cependant pas perdre de vue qu’il faut
tout de même être capable de le calibrer facilement et que plus le nombre de
paramètres est grand et plus la calibration risque d’être instable.

4.6 Variance swap market models

Comme pour les modèles de taux, voir Section 4 du Chapitre 9, l’objectif de
ce type de modèle est de rendre compte de la stucture par terme des swaps
de variance en la modélisant directement, puis d’en déduire une dynamique
du sous-jacent, cette dernière pouvant par ailleurs être utilisée pour évaluer et
couvrir tout autre produit un peu élaboré.

Comme dans le modèle HJM, voir Section 4 du Chapitre 9, on modélise di-
rectement les processus de prix V (T ) := (Vt(T ))t≤T ∗ des “variances swap” de

128



payoff
∫ T

0 σ2
t dt de différentes maturités T ≤ T ∗ (on oublie la division par T ). En

pratique, on modélise la variance forward v(T ) := (vt(T ))t≤T ∗ définie comme

vt(T ) :=
∂

∂T
Vt(T )

de sorte que

Vt(T ) =
∫ T

t
vt(s)ds (20)

puisque par contruction Vt(t) = 0.

Notons que, si les V (T ) sont négociables, il en est essentiellement de même des
v(T ) (au moins en tant que limites de différences de produits négociables). Il
est donc raisonnable de supposer qu’il s’agit de martingales sous une mesure
risque neutre Q donnée.

On passe ensuite à une paramétrisation en temps à maturité

ut(x) := vt(t+ x) .

La modélisation de type HJM consiste alors à supposer une dynamique de la
forme

dut(x) = bt(x)dt+ at(x)dWt

où W est de dimension d et b(x) et a(x) sont prévisibles et de carré intégrable.
Ceci implique, en supposant ci-dessous toutes les quantités bien définies, que

dvt(T ) = dut(T − t) = (bt(T − t)−∇xut(T − t)) dt+ at(T − t)dWt

en suivant les arguments de la preuve de la Proposition 6 du Chapitre 9. Puisque
les v(T ) doivent être des martingales, on en déduit la condition de drift de type
HJM

bt(T − t) = ∇xut(T − t) dt× dP− a.e.

Autrement dit, u doit vérifier

dut(x) = ∇xut(x)dt+ at(x)dWt

et la modélisation ne porte que sur la volatilité a.
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Pour reconstituer un processus de prix, on peut choisir un processus prévisible
ρ à valeurs dans [−1, 1]d telle que ‖ρt‖ = 1 pour tout t ≤ T ∗. On défini ensuite
le Q-mouvement brownien B par

Bt :=
∫ t

0
ρsdWs

et on défini S par

dSt = St
√
ut(0)dBt . (21)

Dans ce modèle, la volatilité est
√
u(0) et on a bien

EQ
[∫ T

t
us(0)ds | Ft

]
= EQ

[∫ T

t
vs(s)ds | Ft

]
=
∫ T

t
vt(s)ds = Vt(T )

puisque v(s) est un martingale pour tout s ≤ T ∗ et en utilisant (20). Autrement
dit le modèle de prix (21) est automatiquement compatible avec les prix des
swaps de variance.

5 Evaluation par FFT

On a vu dans les sections précédente qu’il est souvent possible de calculer la
transformée de Fourier de ST . Il reste à utiliser cette transformée de Fourier
pour calculer le prix d’option.

On utilise ici les idées proposées dans [7] qui permettent d’en déduire la trans-
formée de Fourier du call.

Première approche

Soit CT (k) le prix d’un call de maturité T et de strike ek. On note qT la densité
de ln(ST ) et φT sa transformée de Fourier. On a alors

φT (θ) =
∫
eiθxqT (x)dx et CT (k) =

∫
k
(ex − ek)qT (x)dx .

Comme CT n’est pas intégrable (constante quand k → −∞), on va plutôt
travailler avec cT (k) := eαkCT (k) pour un α > 0. Ceci permet de rendre CT
intégrable sur l’orthant positif.
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On note alors que la transformée de Fourier de cT vérifie

ψT (θ) :=
∫
eiθkcT (k)dk

=
∫
eiθk

∫
k
eαk(ex − ek)qT (x)dxdk

=
∫
eiθkqT (x)

∫ x

−∞
(ex+αk − e(1+α)k)dkdx

=
φT (θ − (α+ 1)i)

α2 + α− θ2 + i(2α+ 1)θ
.

Afin de s’assurer que ψT est bien défini, il faut maintenant s’assurer que cT est
bien intégrable sur l’orthant négatif. Ceci revient à supposer que ψT (0) < ∞,
i.e. φT (−(α+ 1)i) <∞ ou encore E

[
S1+α
T

]
<∞. Ceci impose évidemment une

restriction sur α en fonction des paramètres du modèle, mais celle-ci peut être
calculée explicitement puisque φT est connue.

Pour retrouver le prix du call, il suffit maintenant d’inverser la transformation

CT (k) =
e−αk

π

∫ ∞
0

e−iθkψT (θ)dθ .

Afin d’assurer une certaine stabilité au voisinage de 0, il faut choisir α le plus
grand possible (sous la contrainte indiquée ci-dessus). Il est également possible
de contrôler l’erreur de troncature de l’intégrale en remarquant que ψT (θ) se
comporte en 1/θ2 pour θ grand ce qui implique que CT (k)− e−αk

π

∫ θ̄
0 e
−iθkψT (θ)dθ

est au plus de l’ordre de 1/θ̄.

En pratique, on utilise une technique de type Fast Fourier Transform pour
calculer l’intégrale en différents point k d’un seul coup et rapidement. Ceci
est très avantageux lors de procédures de calibration au cours desquelles il est
nécessaire de recalculer des prix théoriques pour différentes valeurs de strike.
La méthode consiste dans un premier temps à discrétiser l’intégrale

CT (k) ∼ e−αk

π

N∑
n=1

e−iθnkψT (θn)∆θ

où ∆θ := θ̄/N , N > 1 et θn := (n− 1)∆θ.
On procède ensuite à une discrétisation en strike autours 0, en posant k` :=
−k̄ + (`− 1)∆k pour 1 ≤ ` ≤ N , avec k̄ > 0 et ∆k := 2k̄/(N − 1) de sorte que
k0 = −k̄ et kN = k̄.
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Ceci implique que

CT (k`) ∼
e−αk`

π

N∑
n=1

e−i(n−1)(`−1)∆θ∆keik̄θnψT (θn)∆θ .

On choisit enfin les paramètres de sorte que ∆θ∆k = 2π/N , ce qui donne

CT (k`) ∼
e−αk`

π

N∑
n=1

e−i
2π
N

(n−1)(`−1)eik̄θnψT (θn)∆θ .

On est ainsi ramené à un calcul du type

f` =
N∑
n=1

e−i
2π
N

(n−1)(`−1)gn , ` = 1, . . . , N .

Pour ce type de problèmes il existe des algorithmes permettant le calcul de tous
les f` en O(N lnN), voir [9].

Autres pénalisations possibles

On peut noter que la multiplication par e−αk n’a servit qu’à assurer l’intégra-
bilité de la fonction à intégrer et qu’en pratique, le choix de α est assez difficile.
On peut cependant utiliser d’autres approches. Par exemple, on peut considérer
la transformation c̃σ̂0

T (k) = CT (k)− BSσ̂0
T (k) où BSσ̂0

T (k) est le prix du call de
maturité T et de strike ek calculé pour un niveau de volatilité σ̂0 correspondant
à la volatilité implicite à la monnaie.

Il est facile de vérifier que c̃σ̂0
T (k) est bien de carré intégrable dès qu’il existe

α > 0 tel que E
[
S1+α
T

]
< ∞. Enfin, on obtient par un calcul analogue à celui

développé ci-dessus que

1
2π

∫
eiθkc̃σ̂0

T (k)dk =
φT (θ − i)− φσ̂0

T (θ − i)
−θ2 + iθ

où
φσ̂0
T (k) :=

1
2π

∫
eiθkBSσ̂0

T (k)dθ = e−
σ2T

2
(θ2+iθ) .

Dans presque tous les modèles utilisés en pratique, l’expression ci-dessus décroit
plus vite que toute puissance de θ quand sa partie réelle tend vers l’infini. La
convergence de l’intégrale est donc rapide.
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Chapitre 9

Modèles de taux

On présente dans ce chapitre les principaux modèles de taux en temps continu.
L’objectif final est de donner un prix aux obligations zéro-coupon ou d’évaluer
des options sur actions dans des modèles à taux d’intérêt stochastiques.

Comme dans le Chapitre 6, on travaille sur un espace de probabilité complet
(Ω,F ,P) supportant un mouvement brownien standard n-dimensionnel W =
(W 1, . . . ,Wn). On note F = (Ft)t∈T la filtration naturelle engendrée par W ,
complétée. Ici, T = [0, T ] où T > 0. On suppose que FT = F .

1 Généralités

Comme dans le Chapitre 6, on considère un marché comportant un placement
sans risque au taux sans risque r, qui est supposé F-adapté et P−p.s. borné, et
on note β le processus d’actualisation. Comme il s’agit d’un taux de rendement
instantané, on parle également de taux court .

1.1 Zéro-coupon et AOA

On suppose que l’on dispose en outre de zéro-coupons de maturités τ ≤ T , i.e.
de produits financiers qui permettent à leur acheteur de recevoir 1 euro en τ .
On notera Bt(τ) le prix du zéro-coupon de maturité τ en t ≤ T . Par convention,
on posera

Bt(τ) := βτ/βt = e
R t
τ rsds si t ≥ τ . (1)
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Ceci revient à dire qu’une fois le paiement de 1 euro reçu en τ , ce montant est
placé au taux sans risque. On notera

B̃(τ) := βB(τ) .

On supposera par la suite qu’il existe un processus (b(·),Γ(·)) = (bt(·),Γt(·))t∈T

F-prévisible à valeurs dans l’espace des fonctions mesurables définies sur [0, T ]
et à valeurs dans R×M1,n tel que, pour tout τ ≤ T , B(τ) vérifie

dBt(τ) = Bt(τ)bt(τ)dt+Bt(τ)Γt(τ)dWt .

D’après les résultats du Chapitre 6, nous savons qu’afin d’assurer l’absence
d’opportunité d’arbitrage, obtenu en investissant dans un nombre fini de zéro-
coupons, il est nécessaire que, pour chaque N -uplet U := (τ1, . . . , τN ) ∈ [0, T ]N ,
il existe une mesure équivalente QU qui rende martingale (locale) les prix actua-
lisés des zéro-coupons correspondant B̃(τ1), . . . , B̃(τN ), N ≥ 1. Si l’on suppose
en outre que, pour N suffisamment grand (plus grand que d), la matrice de vo-
latilité σ des actifs est de rang d, alors la prime de risque associée à ce N -uplet
est unique. Le fait d’ajouter des éléments au N -uplet ne peut pas la modifier.
Cela revient à dire qu’il existe une mesure équivalente Q qui rend simultané-
ment martingale (locale) tous les prix actualisés des zéro-coupons. Par la suite,
on fera donc l’hypothèse suivante :

∃ Q ∼ P : B̃(τ) est une Q-martingale quel que soit τ ≤ T . (2)

Comme Bτ (τ) = 1, un prix viable pour B(τ) est alors donné par

Bt(τ) = EQ
[
e−

R τ
t rsds | Ft

]
, t ≤ τ ≤ T . (3)

On supposera en outre que

∃ un Q-mouvement brownien WQ t.q. dB̃t(τ) = B̃t(τ)Γt(τ)dWQ
t t ≤ τ (4)

pour tout τ ≤ T . On peut noter que la convention (1) implique que

Γ(τ) = 0 sur [τ, T ] dt× dP−p.p. (5)
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1.2 Courbe des taux spot

On appelle taux sans risque de maturité τ à la date t le taux de rendement
Rt(τ) à composition continue fixé à la date t qui correspond à une opération
sans risque rapportant 1 euro en τ . Comme acheter une unité de B(τ) à la date
t rapporte 1 euro en τ , il doit vérifier

Bt(τ) = e−Rt(τ)(τ−t) . (6)

On appelle courbe des taux à l’instant t, la fonction

τ ∈ [t, T ] 7→ Rt(τ) .

1.3 Courbe de taux forward

On appelle zéro-coupon forward fixé à la date t d’échéance τ1 ≥ t et de maturité
τ2 ≥ τ1, un produit dont le prix est fixé en t, qui est effectivement livré en τ1 et
qui livrera à son acheteur 1 euro en τ2. En l’absence d’opportunité d’arbitrage,
son prix Bt(τ1, τ2) est donné par

Bt(τ1, τ2) = Bt(τ2)/Bt(τ1) . (7)

En, particulier, il est clair que Bt(t, τ2) = Bt(τ2).

On appelle taux forward fixé à la date t d’échéance τ1 ≥ t et de maturité
τ2 ≥ τ1 le taux de rendement Rt(τ1, τ2) à composition continue fixé à la date
t qui correspond à une opération sans risque consistant à placer une certaine
somme d’argent en τ1 de manière à recevoir 1 euro en τ2. Comme acheter une
unité de Bt(τ1, τ2) à la date t correspond à cette opération, il doit vérifier

Bt(τ1, τ2) = e−Rt(τ1,τ2)(τ2−τ1) . (8)

On appelle courbe des taux forward à l’instant t d’échéance τ1, la fonction

τ2 ∈ [τ1, T ] 7→ Rt(τ1, τ2) .

Le taux court forward, ou taux forward instantané, ft(τ1) est la limite du taux
forward quand la maturité τ2 tend vers l’échéance τ1, i.e.

ft(τ1) := lim
τ2→τ1

Rt(τ1, τ2) = lim
τ2→τ1

(
− ln (Bt(τ1, τ2))

(τ2 − τ1)

)
,
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en supposant que cette limite est bien définie. Si c’est le cas, on a alors, d’après
(7),

ft(τ) = −∇τ ln (Bt(τ)) , (9)

de sorte que

Bt(τ) = e−
R τ
t ft(u)du et Rt(τ) =

1
τ

∫ τ

t
ft(u)du . (10)

Par ailleurs, il est naturel d’identifier le taux court comme un taux forward dont
l’échéance est immédiate, i.e.

rt = ft(t) = lim
τ→t

ft(τ) . (11)

2 Modèle de Vasicek

2.1 Le modèle

On considère un premier modèle dans lequel le taux court r est de la forme

rt = r0 +
∫ t

0
as(bs − rs)ds+

∫ t

0
σsdW

Q
s , t ≤ T (12)

où (a, b, σ) est une fonction déterministe positive bornée à valeur dans R+ ×
R+ × (M1,n \ {0}), inft≥0 at > 0.

Le coefficient b s’interprète comme une tendance alors que le coefficient a est
une force de rappel. Plus a est grand et plus r aura tendance à se rapprocher
rapidement de b s’il s’en éloigne du fait de chocs liés à la partie brownienne
σsdWs.

On vérifie facilement que

rt = r0e
−

R t
0 audu +

∫ t

0
e−

R t
s auduasbsds+

∫ t

0
e−

R t
s auduσsdWs , t ≤ T (13)

en appliquant le Lemme d’Itô et la Proposition 1 du Chapitre 6.
En particulier, si a et b sont constants, on a

rt = r0e
−at + b

(
1− e−at

)
+
∫ t

0
e−a(t−s)σsdWs , t ≤ T . (14)

Dans tous les cas, il est clair que r est un processus gaussien sous Q et que

rt ∼ N (mrt , vrt) sous Q
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avec

mrt := r0e
−

R t
0 audu +

∫ t

0
e−

R t
s auduasbsds

vrt :=
∫ t

0
e−2

R t
s auduσ2

sds .

2.2 Prix du zéro-coupon et courbe des taux

La formule d’intégration par parties pour les intégrales stochastiques, voir [36],
implique que

I(t, τ) :=
∫ τ

t
rsds

= rt

∫ τ

t
e−

R s
t aududs+

∫ τ

t

∫ τ

u
e−

R s
u avdvbudsdu+

∫ τ

t

∫ τ

u
e−

R s
u avdvσudsdW

Q
u .

Conditionnellement à Ft, I(t, τ) est donc une variable aléatoire gaussienne

I(t, τ) | Ft ∼ N (m(t, τ), v(t, τ)) sous Q

avec

m(t, τ) := rt

∫ τ

t
e−

R s
t aududs+

∫ τ

t

∫ τ

u
e−

R s
u avdvbudsdu

v(t, τ) :=
∫ τ

t
(
∫ τ

u
e−

R s
u avdvds)2σ2

udu .

Connaissant la transfomée de Laplace d’une gaussienne, on en déduit que le
prix du zéro-coupon dans ce modèle peut s’écrire

Bt(τ) = EQ
[
e−

R τ
t rsds | Ft

]
= e−m(t,τ)+ 1

2
v(t,τ) , t ≤ τ ≤ T . (15)

Lorsque a, b et σ sont constants, on obtient alors une formule explicite.

Proposition 1 Si a, b et σ sont constants alors pour tout t ≤ τ ≤ T :

Bt(τ) = e−R∞(τ−t)+(R∞−rt) 1−e−a(τ−t)
a

− σ2

4a3
(1−e−a(τ−t))2

où

R∞ = b− σ2

2a2
.
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Par ailleurs, pour tout t ≤ τ ≤ T la fonction Γ est donnée par

Γt(τ) = σ
1− e−a(τ−t)

a
,

et la courbe des taux vérifie

Rt(τ) = R∞ − (R∞ − rt)
1− e−a(τ−t)

a(τ − t)
+

σ2

4a3(τ − t)
(1− e−a(τ−t))2 . (16)

Preuve. La formule obtenue pour B se déduit de (15) par un calcul direct.
La fonction Γ s’obtient en applicant le Lemme d’Itô à B et en utilisant (1). La
forme de la courbe des taux se déduit de (6). 2

On peut remarquer que Rt(τ)→ R∞ quand τ →∞. La quantité R∞ peut donc
s’interpréter comme un taux long.

C’est le caractère explicite de ce modèle qui le rend populaire. Cependant il a
plusieurs défauts :
(a) Tout d’abord, les taux sont gaussiens et peuvent donc prendre des valeurs
négatives avec probabilité non nulle.
(b) Par ailleurs, d’un point de vue pratique, il est naturel de fixer le taux court
spot r0 et le taux long R∞ en fonction des données de marché. Ceci implique
qu’il ne reste que deux paramètres pour expliquer toute la courbe de taux, ce qui
est peu. En particulier, comme a > 0, (16) implique que ce modèle ne permet
pas de reproduire des courbes des taux de type inversé où le taux court spot r0

est plus grand que le taux long R∞ et il existe τ > 0 tel que R0(τ) ∈ (R∞, r0).
Afin de palier à ce défaut, il est nécessaire de considérer des paramètres non-
constants.
(c) Le seul paramètre aléatoire expliquant l’évolution de la courbe des taux est r
et la déformation induite par l’évolution de r est essentiellement une translation.

3 Modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

3.1 Le modèle

Dans ce modèle, le taux de rendement instantané est modélisé par un processus
racine carré de la forme

rt = r0 +
∫ t

0
a(b− rs)ds+

∫ t

0

√
rsσdW

Q
s (17)
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où a, r0, b > 0 et σ ∈M1,n \ {0}.
On peut noter que la fonction x 7→

√
x n’étant pas Lipschitzienne, l’existence

d’une solution à (17) ne se déduit pas des résultats classiques d’existence. Il
est toutefois possible de montrer que r est bien défini, quitte à changer de
mouvement brownien. Pour b suffisamment grand, on vérifie également que r
est toujours strictement positif.

Proposition 2 Soit X0 > 0. Alors, il existe un mouvement brownien W̄Q sous
Q pour lequel il existe une solution à l’équation

Xt = X0 +
∫ t

0
a(b−Xs)ds+

∫ t

0

√
XsσdW̄

Q
s , t ≤ T . (18)

En outre, X > 0 sur [0, T ] P− p.s. si b ≥ 1
2aTrace(σσ′) > 0.

Preuve. On se restreint au cas b = σ2/(4a), le cas général fait l’objet de
l’exercice ci-dessous. Soit Y la solution de l’équation

Yt =
√
X0 −

∫ t

0

1
2
aYsds+

∫ t

0

1
2
σ dWQ

s . (19)

Le processus W̄Q défini par

W̄Q
t =

∫ t

0

(
1{Ys≥0} − 1{Ys<0}

)
dWQ

s

est alors également un mouvement brownien sous Q et on vérifie que le processus
X défini par Xt := Y 2

t est solution de l’équation (18) pour b = σ2/(4a). On
suppose maintenant α := 2ab

σσ′ > 1 et on pose

∀x > 0, s(x) =
∫ x

1
y−αeαy/bdy .

Pour k, n ∈ N∗ tels que 1/n ≤ x0 ≤ k, on pose

τkn = inf{t ≥ 0, Xt /∈]1/n, k[} , τk = inf{t ≥ 0, Xt ≥ k} .

On peut vérifier en utilisant (19), qui implique que Y est un processus gaus-
sien, et le lien entre X et Y que Q

[
τkn < +∞

]
= 1 pour tout 1/n ≤ x0 ≤ k.

Un calcul direct montre également que s′′(x) = −α (b−x)
bx s′(x). En appliquant

le Lemme d’Itô à s(X), on en déduit que EQ
[
s
(
Xτkn

)]
= s(x0). En calcu-

lant limn→+∞ s(1/n), on vérifie alors que limn→+∞Q
[
Xτkn

= 1/n
]

= 0 et que
Q [∀t ≤ τk, Xt > 0] = 1 en utilisant le lemme de Borel Cantelli. Ceci permet de
conclure que Q [∀t ≥ 0, Xt > 0] = 1. 2
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Excercice 3 L’objet de cet exercice est de montrer l’existence d’un processus
vérifiant (17) dans le cas où b 6= σ2/(4a). Soit Y un processus de Bessel carré
de dimension δ := 4ab/σ2, voir Définition 19 du Chapitre 8. En utilisant le
Théorème 22 du Chapitre 8, trouver Y0 tel que Ȳ défini par Ȳt := e−atYσ2

4a
(eat−1)

vérifie (17) pour un mouvement brownien bien choisi.

3.2 Prix du zéro-coupon et courbe des taux

Comme dans le modèle précédent, il est possible de calculer explicitement le
prix d’un zéro-coupon.

Proposition 4 On pose γ := σσ′ et on suppose que b > 1
2aγ > 0. Pour tout

t ≤ T , la transformée de Laplace de rt sous Q est donnée par

φrt(λ) = (2λL(t) + 1)−2ab/γe
−λL(t)ζ(t,r0)

2λL(t)+1

où L(t) = (γ/4a)(1− e−at) et ζ(t, x) = 4xae−at/(γ(1− e−at)).
Par ailleurs, on a pour t ≤ τ ≤ T

Bt(τ) = At(τ)e−rtCt(τ)

où

At(τ) :=

(
2ρe

ρ+a
2

(τ−t)

(ρ+ a)(eρ(τ−t) − 1) + 2ρ

) 2ab
γ

Ct(τ) :=
2(eρ(τ−t) − 1)

(ρ+ a)(eρ(τ−t) − 1) + 2ρ

ρ :=
√
a2 + 2γ .

Preuve. En appliquant le Lemme d’Itô à (F (t− s, rs))s≤t où

F (t, x) := (2λL(t) + 1)−2ab/γe
−λL(t)ζ(t,x)

2λL(t)+1

on vérifie qu’il s’agit d’une Q-martingale. Comme F (0, rt) = e−λrt , on a bien
EQ [e−λrt] = F (t, r0). La formule pour B(τ) se vérifie de la même manière, on
vérifie que (B̃t(τ))t≤τ est bien une Q-martingale satisfaisant Bτ (τ) = 1 et on
conclut en utilisant (15). 2

On en déduit la forme de la courbe des taux :
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Proposition 5 On pose γ := σσ′ et on suppose que b > 1
2aγ > 0. Alors, pour

tout t < τ ≤ T ,

Rt(τ) = − ln(Bt(τ))/(τ − t) = − ln(At(τ))
τ − t

+ rt
Ct(τ)
τ − t

= Rt(∞) + rt
Ct(τ)
τ − t

+Gt(τ) (20)

où

Gt(τ) :=
2ab

γ(τ − t)

(
− ln(2ρ) + ln((ρ+ a)(1− e−ρ(τ−t)) + 2ρe−ρ(τ−t))

)
Rt(∞) := lim

τ→∞
Rt(τ) =

ab(ρ− a)
γ

.

Ce modèle s’avère plus flexible que le modèle de Vasicek. D’après (20), le taux
dépend d’une fonctionnelle du taux court et du taux long, ce dernier pouvant
être calé sur les données de marché.
Toutefois, le taux instantané n’est plus gaussien ce qui rend son implémentation
plus difficile (on pourra consulter [1] et [17] pour des techniques de simulation
du taux r). En outre, comme dans le modèle de Vasicek, seul r explique les
déformations aléatoires de la courbe des taux et ces déformations sont essen-
tiellement des translations.

3.3 Simulation exacte (exercice)

On considère le processus de Cox Ingersoll Ross (CIR) Xx de dimension 1 défini
sur [0, T ] par

Xx
t = x+

∫ t

0
a(b−Xx

s )ds+ σ

∫ t

0

√
Xx
s dWs

où x, a, b, σ > 0. On suppose que ab ≥ σ2/2 ce qui implique que Xx > 0 P−p.s.

Par la suite on se donne π := {0 = t0 < t1 < . . . < ti < . . . < tn = T} une
partition de [0, T ].

1. On utilise les notations de la Proposition 4. Quelle est la transformée de
Laplace φY xt de Y x

t := Xx
t /L(t) ?

2. On suppose que 4ab/σ2 =: k ∈ N.
2.1. Soit N une gaussienne de variance 1 et de moyenne m. Calculer la densité
fN2 de N2 et sa transformée de Laplace φN2 .
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2.2. En déduire une méthode de simulation des accroissements (Xx
ti+1
−Xx

ti)i<n
lorsque 4ab/σ2 est un entier.

3. On considère maintenant le cas où 4ab/σ2 est un réel strictement positif
quelconque.
3.1. Soient α > 0, β > 0 et

fα,β(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx1x>0 ,

la densité de la loi GammaG(α, β), où Γ est la fonction Gamma. Comment simu-
ler une variable aléatoire (U, V ) de loi uniforme surD := {(u, v) ∈ (0,∞)2 : 0 ≤
u ≤

√
fα,β(v/u)} quand α > 1 ? On commencera par montrer queD est contenu

dans un rectangle ∆.

3.2. On suppose α > 1. Soit (U, V ) une variable aléatoire uniformément distri-
buée sur D. Quelle est la loi de V/U ?

3.3. Déduire des questions précédentes une méthode de simulation de copies
i.i.d. de loi G(α, β) quand α > 1. Donner le coût moyen d’un tirage en fonction
du volume |D| de D.

3.4. Que faire quand α = 1 ?

3.5. On rappelle que, pour tout α > 0 et β > 0, la transformée de Laplace de
la loi G(α, β) est donnée par

φα,β(y) = (1 + y/β)−α y ≥ 0 .

Soit ν > 0, M une variables aléatoire de loi de Poisson de paramètre p > 0 et
(χν+i)i≥0 une suite de variables aléatoires indépendantes (et indépendantes de
M) telle que χν+i ∼ G((ν+i)/2, 1/2) pour chaque i ≥ 0. Calculer la transformée
de Laplace φν+M de χν+M :=

∑
i≥0 χν+i1i=M .

3.6. Comment simuler des copies i.i.d. de χν+M ?

3.7. Déduire des questions précédentes un mode de simulation des accroisse-
ments (Xx

ti+1
−Xx

ti)i<n.

Remarque : En pratique cette méthode est assez coûteuse numériquement.
Lorsque le pas de temps est petit, on préfèrera discrétiser l’EDS associée à Xx

en adaptant l’approche par schéma d’Euler (voir à ce sujet les travaux récents
de [1]).
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4 Approche de Heath, Jarrow et Morton

L’approche de Heath, Jarrow et Morton consiste à modéliser directement la
courbe de taux forward instantanés.

4.1 Dynamique du taux court forward et du zéro-coupon

Dans le modèle de Heath, Jarrow et Morton, on suppose que la courbe des taux
courts forward vérifie

ft(τ) = f0(τ) +
∫ t

0
αu(τ)du+

∫ t

0
σu(τ)dWQ

u pour tout τ ≤ T , (21)

où (α(·), σ(·)) = (αt(·), σt(·))t∈T est un processus F-prévisible à valeurs dans
l’espace des fonctions mesurables définies sur [0, T ] et à valeurs dans R×M1,n

tel que∫ t

0
|αu(τ)|du+

∫ t

0
‖σu(τ)‖2du < ∞ P− p.s. pour tout τ ≤ T .

Le gros avantage de ce modèle est qu’il repose sur la donnée de la courbe de
taux courts forward à l’instant initial, τ 7→ f0(τ). Il est donc facile de calibrer
parfaitement cette courbe.

On caractérise maintenant la dynamique des prix des zéro-coupons dans ce
modèle.

Proposition 6 Pour tout τ ≤ T , la dynamique de B(τ) est donnée sur [0, τ ]
par

dBt(τ) = Bt(τ)
(
rt − ᾱt(τ) +

1
2
‖σ̄t(τ)‖2

)
dt−Bt(τ)σ̄t(τ)dWQ

t

où

(ᾱt(τ), σ̄t(τ)) =
∫ τ

t
(αt(u), σt(u))du .

Preuve. D’après (10), (21) et le Lemme d’Itô, on a

− ln(Bt(τ)) =
∫ τ

t
ft(u)du

=
∫ τ

t
f0(u)du+

∫ τ

t

(∫ t

0
αv(u)dv +

∫ t

0
σv(u)dWQ

v

)
du .
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En utilisant deux fois la version stochastique du Théorème de Fubini, voir [36]
Théorème IV.45, on obtient

− ln(Bt(τ)) =
∫ τ

0
f0(u)du+

∫ t

0
ᾱv(τ)dv +

∫ t

0
σ̄v(τ)dWQ

v

−
∫ t

0
f0(u)du−

∫ t

0

∫ t

v
αv(u)dudv +

∫ t

0

(∫ t

v
σv(u)du

)
dWQ

v

=
∫ τ

0
f0(u)du+

∫ t

0
ᾱv(τ)dv +

∫ t

0
σ̄v(τ)dWQ

v

−
∫ t

0
f0(u)du−

∫ t

0

(∫ u

0
αv(u)dv +

∫ u

0
σv(u)dWQ

v

)
du .

On déduit alors de (10), (11) et (21) que

− ln(Bt(τ)) = − ln(B0(τ))−
∫ t

0
rudu+

∫ t

0
ᾱv(τ)dv +

∫ t

0
σ̄v(τ)dWQ

v . (22)

On conclut en utilisant le Lemme d’Itô. 2

Sous l’hypothèse (4), on déduit de la proposition précédente une condition sur
(α, σ) :

ᾱt(τ) =
1
2
‖σ̄t(τ)‖2 dt× dP-p.p. sur [0, τ ] ∀ τ ≤ T .

Ceci, combiné à (9) et (22) et à la version stochastique du Théorème de Fubini,
conduit à la caractérisation suivant de la dynamique de B et f .

Proposition 7 Sous l’hypothèse (4), on a nécessairement :

Bt(τ) = B0(τ)e
R t
0 (rs− 1

2
‖σ̄s(τ)‖2)ds−

R t
0 σ̄s(τ)dWQ

s

ft(τ) = f0(τ) +
∫ t

0
σs(τ)σ̄s(τ)′ds+

∫ t

0
σs(τ)dWQ

s

rt = f0(t) +
∫ t

0
σs(t)σ̄s(t)′ds+

∫ t

0
σs(t)dWQ

s

sur [0, τ ], pour tout τ ≤ T .

Corollaire 8 Sous l’hypothèse (4), on a pour tout θ ≥ 0

dBt(t+ θ) = (Bt(t+ θ)rt +∇θBt(t+ θ)) dt−Bt(t+ θ)σ̄t(t+ θ)dWQ
t

dRt(t+ θ) =
(

1
2θ
‖σ̄t(t+ θ)‖2 +∇τRt(t+ τ, t+ θ)|τ=0

)
dt+

1
θ
σ̄t(t+ θ)dWQ

t

dft(t+ θ) =
(
∇θft(t+ θ) + σt(t+ θ)σ̄t(t+ θ)′

)
dt+ σt(t+ θ)dWQ

t

drt = ∇θft(t+ θ)|θ=0
dt+ σt(t)dW

Q
t
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sur [0, T − θ].

Preuve. On remarque tout d’abord que pour s ≤ t

Bt(t+ θ) = Bt(s+ θ) +
∫ t

s
∇θBt(u+ θ)du

= Bt(s+ θ) +
∫ t

s
∇θ
(
Bu(u+ θ) +

∫ t

u
dBv(u+ θ)

)
du .

En utilisant la version stochastique du Théorème de Fubini, on vérifie ensuite
que

Ats :=
∫ t

s
∇θ
∫ t

u
dBv(u+ θ)du

=
∫ t

s

(∫ t

u
∇θ(Bv(u+ θ)rv)dv −

∫ t

u
∇θ(Bv(u+ θ)σ̄v(u+ θ))dWQ

v

)
du

=
∫ t

s

∫ v

s
∇θ(Bv(u+ θ)rv)du dv −

∫ t

s

∫ v

s
∇θ(Bv(u+ θ)σ̄v(u+ θ))du dWQ

v

=
∫ t

s
(Bv(v + θ)rv −Bv(s+ θ)rv) dv

−
∫ t

s
(Bv(v + θ)σ̄v(v + θ)−Bv(s+ θ)σ̄v(s+ θ)) dWQ

v

=
∫ t

s
Bv(v + θ)rvdv −

∫ t

s
Bv(v + θ)σ̄v(v + θ)dWQ

v

+ Bs(s+ θ)−Bt(s+ θ)

ce qui, étant donnée l’équation précédente, conduit au premier résultat recher-
ché. On procède de la même manière pour obtenir la dynamique de ft(t+ θ).
Comme θRt(t + θ) = − ln(Bt(t + θ)), on déduit de la dynamique de Bt(t + θ)
que

dRt(t+ θ) =
1
θ

(
−rt +

1
2
‖σ̄t(t+ θ)‖2 −∇θ ln(Bt(t+ θ))

)
dt+

1
θ
σ̄t(t+ θ)dWQ

t .

Or

∇τ ln(Bt(t+ θ)) = ∇θ
(
−
∫ t+θ

t
ft(u)du

)
= −ft(t+ θ)

et

ft(t+ θ)− rt = − lim
τ→0

(∇τ ln(Bt(t+ θ + τ))−∇τ ln(Bt(t+ τ)))

= lim
τ→0
∇τ ln(Bt(t+ τ, t+ θ + τ))

= θ∇τRt(t+ τ, t+ θ)|τ=0
.
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2

On observe que, si σ est déterministe, alors Bt(τ) est lognormal. Il est alors
facile de calculer des dérivés simples sur B (call, put, etc...). Par ailleurs, une
dépendance non triviale de σ en τ permet de reproduire des déformations (non
triviales) de la courbe des taux si n > 1. De même, la dynamique de r est
gaussienne et on peut facilement calculer la prime de swaps et autres produits
dérivés simples ayant r comme sous-jacent. Bien entendu, l’aspect gaussien de
r est une limite au modèle, puisque les taux peuvent alors être négatifs. Pour
remédier à cela, on peut supposer que σ dépend de f . Toutefois, comme ft est de
dimension infini, l’existence d’une solution à (21) est plus problématique dans
ce cas, si la dépendance n’est pas triviale. On renvoie au Chapitre 13.1 de [31]
pour des références sur ce sujet.

4.2 Exemples de paramétrisation

Volatilité constante

Si σ est constante alors, d’après la Proposition 7,

rt = f0(t) +
t2

2
‖σ‖2ds+ σWQ

t

et l’égalité Bt(τ) = EQ
[
e−

R τ
t rsds

]
implique que

Bt(τ) =
B0(τ)
B0(t)

e−(τ−t)(rt−f0(t)+ 1
2
‖σ‖2t(τ−t)) .

Dans ce cas, la dynamique du prix du zéro coupon est entièrement donnée par
celle du taux court r et des constantes correspondants à l’état du marché en 0.

Modèles à facteurs

On suppose maintenant que

ft(τ) = b(t, τ) + a(τ − t)′Ft

où b, a sont des processus déterministes à valeurs dans R et Rκ, κ ≥ 1, réguliers
par rapport à leur première variable, et F est adapté à valeurs dans Rκ donné
par

Ft = F0 +
∫ t

0
Dsds+

∫ t

0
VsdW

Q
s
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où D et Γ sont prévisibles vérifiant les conditions usuelles.
Dans ce cas, la dynamique de f est donnée par

dft(τ) =
(
∇tb(t, τ)−∇ta(τ − t)′Ft + a(τ − t)′Dt

)
dt+ a(τ − t)′VtdWQ

t .

D’après la Proposition 7, on doit avoir

∇tb(t, τ)−∇ta(τ − t)′Ft + a(τ − t)′Dt = σt(τ)σ̄t(τ)′

a(τ − t)′Vt = σt(τ) . (23)

A partir de maintenant, on suppose que σt(τ) s’écrit σ(Ft, τ − t) et on pose
A(τ − t) =

∫ τ−t
0 a(s)ds, ce qui implique que

σ̄(Ft, τ − t) = A(τ − t)′Vt .

En utilisant (23), on obtient alors

∇tb(t, τ)−∇ta(τ − t)′Ft + a(τ − t)′Dt = a(τ − t)′VtV ′tA(τ − t) . (24)

Comme cette équation doit être vérifiée pour tout t ≤ τ ≤ T , en considérant un
nombre suffisamment grand de maturités différentes τ , on obtient un système
d’équations d’inconnues Dt et VtV ′t que l’on peut s’attendre à pouvoir inverser.
Si c’est le cas, ces deux quantités sont nécessairement des fonctions affines de
Ft. Les coefficients obtenus ne peuvent alors pas dépendre de τ .
On suppose que c’est le cas et qu’ils admettent une écriture de la forme :

VtV
′
t = αFt + βt

Dt = φt − ΓFt

où les matrices α et β sont nécessairement symétriques par symétrie de VtV ′t .
En utilisant (24), on obtient alors

a(τ − t)′βtA(τ − t) = ∇tb(t, τ)−
(
∇ta(τ − t)′ + a(τ − t)′Γ

)
Ft

− a(τ − t)′αFtA(τ − t) + a(τ − t)′φt .

Comme seul F est aléatoire, on a nécessairement(
∇ta(τ − t)′ + a(τ − t)′Γ

)
Ft + a(τ − t)′αFtA(τ − t) = 0

ce qui implique que

∇A(x) = ∇A(0)− Γ′A(x)− 1
2

Trace[αA(x)A(x)′] .

C’est une équation de Riccati de dimension κ. En général, on ne peut pas
résoudre cette équation analytiquement, sauf dans le cas κ = 1.
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5 Mesure forward neutre

5.1 Motivation et définition de la mesure forward neutre

Supposons que l’on veuille calculer le prix d’un call de maturité τ1 sur un zéro-
coupon de maturité τ2 ≥ τ1 :

p := EQ
[
e−

R τ1
0 rsds[Bτ1(τ2)−K]+

]
.

L’idée du passage à la mesure forward neutre est de considérer Qτ1 ∼ Q définie
par

dQτ1

dQ
:=

e−
R τ1
0 rsds

EQ
[
e−

R τ1
0 rsds

] =
βτ1

B0(τ1)
.

On peut alors ré-écrire p comme

p = B0(τ1)EQτ1
[
[Bτ1(τ2)−K]+

]
.

Comme dQτ1
dQ est une variable aléatoire strictement positive et intégrable, on

déduit du théorème de représentation des martingales qu’il existe un processus
prévisible λ p.s. de carré intégrable tel que

dQτ1

dQ
= e−

1
2

R τ1
0 ‖λs‖2ds+

R τ1
0 λ′sdW

Q
s

et le théorème de Girsanov implique que

WQτ1 := WQ −
∫ ·

0
λsds

est un Qτ1 mouvement brownien. Une fois le λ explicité, on peut alors ré-écrire
Bτ1(τ2) en fonction de WQτ1 .
Par exemple, dans le modèle de Vasicek, si a, b et σ sont constants, les calculs
de la Section 2.2 conduisent à∫ τ1

0
rsds = r0

∫ τ1

0
e−sads+

∫ τ1

0

∫ τ1

u
e−(s−u)abdsdu

+
∫ τ1

0

1
a

[
1− e−(τ1−u)a

]
σdWQ

u .
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Par identification, on en déduit que λ′u = − 1
a

[
1− e−(τ1−u)a

]
σ, ce qui implique

que

rt = r0e
−at + b[e−at − 1] +

∫ t

0
e−a(t−s)σdWQ

s

= r0e
−at + b[e−at − 1]− 1

a

∫ t

0
e−a(t−s)σσ′

[
1− e−(τ1−s)a

]
ds

+
∫ t

0
e−a(t−s)σdW

Qτ1
s .

Dans le modèle de HJM, le Corollaire 8 et la Proposition 7 impliquent que
λ′u = −σ̄u(τ1).
De manière plus générale, on remarque que

1 = Bτ1(τ1) = B0(τ1)e
R τ1
0 rsdse−

1
2

R τ1
0 ‖Γs(τ1)‖2ds+

R τ1
0 Γs(τ1)dWQ

s

ce qui implique que λ′ = Γ(τ1).

5.2 Propriété de martingale du zéro-coupon forward

En utilisant le fait que B̃(τ2) est une Q-martingale et que

B(τ1)B(τ1, τ2) = B(τ2) , (25)

on observe que

EQτ1 [Bt(τ1, τ2) | Fs] =
EQ [βτ1Bt(τ1, τ2) | Fs]

EQ [βτ1 | Fs]

=
EQ [βtBt(τ1)Bt(τ1, τ2) | Fs]

βsBs(τ1)

=
EQ [βtBt(τ2) | Fs]

βsBs(τ1)

=
βsBs(τ2)
βsBs(τ1)

= Bs(τ1, τ2) .

Proposition 9 Pour tout τ1 ≤ τ2, B(τ1, τ2) est une Qτ1-martingale.

Ceci combiné à (25) permet de trouver la dynamique de B(τ1, τ2) sous Qτ1 . Par
exemple, dans le modèle HJM, on déduit de la Proposition 6 que

dBt(τ1, τ2) = Bt(τ1, τ2) (σ̄t(τ1)− σ̄t(τ2)) dWQτ1
t (26)
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5.3 Propriété de martingale du taux Libor forward

Le taux LIBOR (London Interbak Offer Rate) est un taux à intérêts simples
payé en fin de période. On note Lt(τ) le taux d’emprunt à la date t pour un
remboursement en τ . Pour un emprunt d’un euro à la date t, on rembourse
donc 1 + (τ − t)Lt(τ) euros en τ . Si Bt(τ) est le prix d’un zéro coupon en t de
maturité τ sur ce taux, on doit donc avoir

Bt(τ) = (1 + (τ − t)Lt(τ))−1 .

Par la suite, on notera Lt(τ1, τ2) la valeur à la date t du taux LIBOR forward
pour un emprunt en τ1 de maturité τ2. On a également

Bt(τ1, τ2) = (1 + (τ2 − τ1)Lt(τ1, τ2))−1 . (27)

En particulier,

(τ2 − τ1)Lt(τ1, τ2)Bt(τ2) = Bt(τ1)−Bt(τ2) ,

ce qui implique que L(τ1, τ2)B(τ2)β doit être une Q-martingale. On en déduit
que

EQτ2 [Lt(τ1, τ2) | Fs] =
EQ [βτ2Lt(τ1, τ2) | Fs]

EQ [βτ2 | Fs]

=
EQ [βtBt(τ2)Lt(τ1, τ2) | Fs]

βsBs(τ2)

=
βsBs(τ2)Ls(τ1, τ2)

βsBs(τ2)
= Ls(τ1, τ2) .

Proposition 10 Pour tout τ1 ≤ τ2, L(τ1, τ2) est une Qτ2-martingale.

Ceci combiné à (27) permet de trouver la dynamique de L(τ1, τ2) sous Qτ2 . Par
exemple, dans le modèle HJM, on déduit de (26) que

dLt(τ1, τ2) =
σ̄t(τ2)− σ̄t(τ1)

(τ2 − τ1)Bt(τ1, τ2)
dW

Qτ2
t

où encore

dL̄t(τ1, τ2) = L̄t(τ1, τ2) (σ̄t(τ2)− σ̄t(τ1)) dWQτ2
t

avec L̄(τ1, τ2) := 1 + (τ2 − τ1)L(τ1, τ2).
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6 Quelques produits dérivés de taux

6.1 Call sur obligation

On considère une obligation payant un coupon ci (connu à l’avance) aux dates
ti, i = 1, . . . , κ, de maturité tκ. Le dernier flux cκ comprend à la fois le coupon
payé en tκ et le remboursement du nominal. La valeur de l’obligation en t < tκ

est donnée par
Ot =

∑
ti≥t

Bt(ti)ci .

La valeur en 0 d’un call de date d’exercice t sur l’obligation et de strike K est

C0 = EQ
[
e−

R t
0 rsds[Ot −K]+

]
.

Dans de nombreux modèles, Ot est de type lognormal lorsqu’il n’y a qu’une date
de paiement de coupon κ = 1, ce qui revient en fait à supposer que l’obligation
est un zéro-coupon. Dans ce cas, on obtient de manière classique une formule
explicite pour C0.

On suppose maintenant que le prix du zéro coupon Bt(s), s ≥ t, est décroissant
par rapport au taux spot rt. On met en évidence cette dépendance en notant
Bt(s) = b(t, rt, s) où on suppose que b est une fonction déterministe. Ce type
décriture est valable dans la pluspart des modèles simples (voir les section pré-
cédentes). De même, on note Ot = o(t, rt) et on suppose qu’il existe r̂ tel que
o(t, r̂) = K. Dans ce cas, on définit les constantes

Ki := b(t, r̂, ti)

de sorte que
K =

∑
ti≥t

Kici

et
[Ot −K]+ =

∑
ti≥t

ci[Bt(ti)−Ki]+ .

Sous les hypothèses précédentes, on est donc ramené à évaluer une somme de
calls sur zéro-coupons.
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6.2 Swap de taux

Un swap de taux est composé de deux jambes associées à des flux payés à des
dates t1 < . . . < tκ fixées à l’avance (on note t0 := 0) :

- la jambe fixe est payée par l’acheteur. A chaque date ti+1 celui-ci paie un
montant Nρ(ti+1 − ti). N est le nominal et ρ un taux fixé à l’avance, appelé
taux swap.

- la jambe variable est reçue par l’acheteur. A chaque date ti+1 celui-ci reçoit
un montant NLti(ti+1)((ti+1 − ti), où Lti(ti+1) est un taux variable à intérêts
simples pour la période [ti, ti+1], connu en ti.

Au moment de la création du swap, le taux swap est choisi de manière ce que
les deux jambes aient la même valeur, i.e.

0 =
κ−1∑
i=0

EQ
[
e−

R ti+1
0 rsds(ti+1 − ti) (ρ− Lti(ti+1))

]

=
κ−1∑
i=0

B0(ti+1)(ti+1 − ti)ρ− EQ
[
e−

R ti+1
0 rsds(ti+1 − ti)Lti(ti+1)

]
.

En utilisant l’identité

(ti+1 − ti)Lti(ti+1) = Bti(ti+1)−1 − 1 ,

on remarque, en prenant l’espérance conditionnelle à Fti dans la partie de droite
de l’équation précédente, que

EQ
[
e−

R ti+1
0 rsds(ti+1 − ti)Lti(ti+1)

]
= EQ

[
Bti(ti+1)e−

R ti
0 rsds

(
Bti(ti+1)−1 − 1

)]
= EQ

[
e−

R ti
0 rsds

]
− EQ

[
e−

R ti
0 rsdsBti(ti+1)

]
= B0(ti)−B0(ti+1) ,

ce qui implique que

ρ =
1−B0(tκ)∑κ−1

i=0 B0(ti+1)(ti+1 − ti)
.
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6.3 Swaption

Un swaption est une option permettant de rentrer dans un swap de taux à une
date t fixée à un taux swap ρ fixé à l’avance. Sa valeur en 0 est donc

V0 = EQ

e− R t
0 rsds

 ∑
ti+1≥t

EQ
[
e−

R ti+1
t rsdsN(ti+1 − ti)(Lti(ti+1)− ρ) | Ft

]+ .

Ceci s’écrit également, voir les calculs de la Section 6.2,

V0 = NEQ

e− R t
0 rsds

 ∑
ti+1≥t

(Bt(ti)− (1 + ρ(ti+1 − ti))Bt(ti+1))

+ ,

et nous ramène à caculer le prix d’un call sur obligation versant des coupons.

6.4 Cap et floor

Un cap est un produit qui paie la différence positive entre les intérêts simples
liés à un taux variable et un taux fixé à l’avance. Si N est le nominal, Lti(ti+1)
le taux variable pour la période [ti, ti+1] et ρ le taux fixe, le paiement à la date
ti+1 est

N(ti+1 − ti)[Lti(ti+1)− ρ]+ .

Ce paiement est effectué aux dates t1 < . . . < tκ. Le prix à la date t0 := 0 est
donc donné par

κ−1∑
i=0

EQ
[
e−

R ti+1
0 rsdsN(ti+1 − ti)[Lti(ti+1)− ρ]+

]
.

On parle de caplet lorsqu’il n’y a qu’une date de paiement, i.e. un cap est une
somme de caplets. On parle de floor (resp. de floorlet) lorsque le paiement en
ti+1 est N(ti+1 − ti)[ρ− Lti(ti+1)]+.

Lorsque Lti(ti+1) est gaussien ou lognormal sous Qti+1 , le prix est explicite
(même type de formules que pour les calls et puts dans le modèle de Black et
Scholes).

On peut remarquer qu’acheter un cap et vendre un floor de taux fixe ρ revient
à acheter un swap.
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Chapitre 10

Modèles avec risque de défaut

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’évaluation de produits de taux en présence
de risque de défaut1. Plus précisément, on cherche à évaluer des titres financiers,
typiquement un zéro-coupon, émis par une firme qui peut faire défaut, i.e. ne
pas être en mesure d’honorer ses engagements.

Le temps aléatoire θ à partir duquel la firme fait défaut est appelé temps de
défaut. Par convention, on posera toujours θ = ∞ si ce temps est plus grand
que T .

Par la suite, on supposera qu’il existe une mesure risque neutre Q ∼ P sous
laquelle les actifs financiers actualisés au taux sans risque r sont des martingales,
voir le Chapitre 6. On notera WQ un mouvement brownien sous Q.

1 Modèles de la firme (ou modèles structurels)

1.1 Modèle de Merton

L’objectif de ce modèle est d’évaluer un zéro-coupon de maturité T , i.e. qui paie
1 en T .
Dans ce modèle, on suppose que la firme fait défaut quand la valeur de la firme
en T , FT , passe sous le niveau de la dette, ici 1, en T . Autrement dit

θ = T1FT<1 +∞1FT≥1 .

Si la firme fait défaut en T , l’acheteur de l’obligation reçoit la valeur de la firme
FT en T au lieu de 1. Il reçoit donc : X := FT ∧ 1.

1Nous renvoyons à [4] pour de nombreux développements sur le sujet.
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Le prix du titre est donc, voir Chapitre 6,

Bd
0 (T ) = EQ

[
e−

R T
0 rsds (FT ∧ 1)

]
.

Dans ce modèle, on suppose en outre que r est constant et que la valeur de la
firme évolue selon la dynamique

Ft = F0 +
∫ t

0
Fs(r − κ)ds+

∫ t

0
FsσdW

Q
s , t ∈ T ,

où F0, σ > 0 et κ ≥ 0 est un taux de dividende fixe. On a alors

Bd
0 (T ) = e−rT

(∫ α

−∞
F0e

(r−κ−σ2/2)T+σ
√
Tx 1√

2π
e−x

2/2dx+
∫ ∞
α

1√
2π
e−x

2/2dx

)
où

α =
ln(1/F0)− (r − κ− σ2/2)T

σ
√
T

,

qui se calcule explicitement en fonction de la fonction Φ de répartition de la loi
N (0, 1).

On peut en déduire une valeur du spread de taux implicite, i.e. de l’écart entre
le taux de rendement constant rd de cette obligation si l’entreprise ne faisait
pas défaut et le taux sans risque. En effet, le taux de rendement rd d’un titre
valant p en 0 et versant 1 en T doit vérifier p = e−r

dT , i.e.

rd = − ln(p)/T .

Le spread par rapport au taux sans risque est donc

spreadd := rd − r = − ln(p)/T − r .

Dans ce modèle, on peut vérifier que le spread est strictement positif et qu’il
tend vers 0 (resp. ∞) quand T tend vers 0 si F0 > 1 (resp. si F0 < 1).

1.2 Modèle de Black and Cox

Le modèle de Black et Cox repose sur la même idée que le modèle de Merton
sauf que l’on suppose que la firme fait défaut dès que sa valeur passe sous la
valeur d’un processus L défini par

Lt = L0e
γt ,
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avec γ, L0 > 0, où si la valeur de la firme en T est inférieure à un niveau K > 0.
On a alors

θ := θ̂1θ̂<T + T1VT<K +∞1{θ̂>T , FT≥K}

où
θ̂ := inf {t ∈ T : Ft < Lt}

avec la convention usuelle inf ∅ =∞. Dans le cas où l’entreprise fait défaut, on
reçoit un recovery proportionnel à la valeur de la firme ζ1Fθ au temps θ si θ < T

et ζ2FT si θ = T , ζ1, ζ2 ≥ 0.

Le prix du zéro coupon risqué s’écrit donc

Bd
0 (T ) = EQ

[
e−

R T
0 rsds (1θ>T + ζ2FT1θ=T ) + e−

R θ
0 rsdsζ1Fθ1θ<T

]
.

Lorsque r est constant, un calcul explicite peut être effectué en utilisant le
Corollaire 3 ci-dessous. La formule étant relativement longue, nous ne la donnons
pas ici, voir p73 dans [4].

Comme dans la section précédente, on obtient un spread strictement positif dès
que ζ1, ζ2,K, LT < 1 et γ > r.

1.3 Remarques générales

On peut émettre deux critiques principales sur ces modèles :

1. La dynamique de la valeur de la firme est simpliste et il n’y a aucune raison
pour qu’elle soit observable.

2. Ces modèles produisent des primes de risque qui sont souvent plus faibles que
celles observées sur le marché lorsque l’on s’approche de la maturité (proches
de 0). Ceci pourrait s’expliquer par le fait que le temps de défaut est un temps
d’arrêt prévisible.2 Autrement dit, il existe une suite d’“évènements” qui an-
noncent le défaut et celui-ci n’est pas une surprise. Il n’est donc pas “attendu”
si l’on est proche de la maturité et que la valeur de la firme est suffisamment éle-
vée. Pour remédier à ce problème, on peut ajouter des sauts dans la dynamique
de F .

2On dit qu’un temps d’arrêt θ est prévisible, s’il existe une suite de temps d’arrêt (θn)n

telle que θn → θ P− p.s. et θn < θ P− p.s. sur {θ > 0}.
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1.4 Rappels sur la loi du maximum d’un brownien drifté

On commence par étudier la loi du minimum d’un mouvement brownien condi-
tionné par sa valeur terminale.

Lemme 1 Soit WQ un Q-mouvement brownien unidimensionelle. Alors pour
tout a ≤ 0, b ≥ a et h > 0

Q
[

min
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a | W

Q
h = b

]
= e−

2
h
a(a−b) .

Preuve. Soit θa := inf{t ≥ 0 : WQ
t = a} , le temps d’atteinte de a par WQ.

On a alors,

Q
[

min
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a , W

Q
h ≥ b

]
= Q

[
θa ≤ h , WQ

h ≥ b
]

= Q
[
θa ≤ h , WQ

h −W
Q
θa
≥ b− a

]
.

Comme θa est Fθa−mesurable et que Wh∨θa −Wθa est indépendant de Fθa par
la propriété de Markov forte du mouvement brownien, on obtient

Q
[

min
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a , W

Q
h ≥ b

]
= Q

[
θa ≤ h , WQ

h −Wθa ≤ a− b
]

= Q
[
θa ≤ h , WQ

h ≤ 2a− b
]

carWQ
h∨θa−W

Q
θa

etWQ
θa
−Wh∨θa ont la même loi (propriété de symétrie). Comme

2a− b ≤ a, on a donc

Q
[

min
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a , W

Q
h ≥ b

]
= Q

[
WQ
h ≤ 2a− b

]
.

Finalement, comme

Q
[

min
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a | W

Q
h = b

]
=

∂
∂bQ

[
mint∈[0,h]W

Q
t ≤ a , W

Q
h ≤ b

]
∂
∂bQ

[
WQ
h ≤ b

] ,

un calcul direct donne le résultat. 2

Puisque −WQ est également un Q-mouvement brownien et queWQ
h ∼ N (0,

√
h)

sous Q, on déduit du Lemme 1 la loi du max et du min d’un mouvement
brownien par un calcul d’intégration direct.
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Corollaire 2 SoitWQ un Q-mouvement brownien unidimensionelle. Alors pour
tout a ∈ R et h > 0

Q
[

max
t∈[0,h]

WQ
t ≤ a

]
= Q

[
|WQ

h | ≤ a
]

=
(

Φ(a/
√
h)− Φ(−a/

√
h)
)
1a≥0 .

Par ailleurs, maxt∈[0,h]W
Q
t =

en loi −mint∈[0,h]W
Q
t .

On peut maintenant considérer le cas d’un brownien drifté.

Corollaire 3 SoitWQ un Q-mouvement brownien unidimensionelle et Y défini
par Yt = y0 + νt + ηWQ

t , η > 0, y0, ν ∈ R. Alors, pour tout a ≤ 0, b ≥ a et
h > 0

Q
[

min
t∈[0,h]

Yt ≥ a , Yh ≥ b
]

= Φ
(
−ba + ya0 + νh

η
√
h

)
− e−2 ν

η2
ya0 Φ

(
−ba − ya0 + νh

η
√
h

)
et

Q
[

min
t∈[0,h]

Yt ≤ a
]

= Φ
(
−ya0 − νh
η
√
h

)
+ e
−2 ν

η2
ya0 Φ

(
−ya0 + νh

η
√
h

)
où ya0 := y0 − a et ba = b− a.

Preuve. Par un changement de mesure, voir Théorème 9 du Chapitre 6, on se
ramène à considérer le cas où X := (Y − y0)/η est un mouvement brownien. Le
résultat découle alors du Lemme 1 et du Corollaire 2 par des calculs d’intégration
directs. 2

Excercice 4 (Loi du temps d’atteinte)
Soit B un Mouvement Brownien Standard. Etant donné un réel a ≥ 0 on note
Ta := inf{t ≥ 0 : Bt = a}.
a. Montrer que Ta est un temps d’arrêt dans la filtration naturelle F = (Ft)t≥0

de B. (i.e. {Ta ≤ t} ∈ Ft pour tout t ≥ 0).
b. Par la suite on fixe λ > 0. Soit M défini par Mt = exp

(
λBt − λ2t/2

)
. On

admet que pour tout n ≥ 1 (Mt∧Tna )t≥0 est une martingale où Tna = Ta ∧ n.
Calculer E[MTna ].
c. Montrer que MTna ≤ e

λa

d. Montrer que sur {Ta =∞}, MTna → 0 quand n→∞.
e. Que se passe-t-il sur {Ta <∞} ?
f. En déduire que E[1Ta<∞e−λ

2Ta/2] = e−λa.
g. En déduire que P[Ta <∞] = 1 et que E[e−λ

2Ta/2] = e−λa.
h. Que dire si a < 0 ?
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2 Approche (réduite) par fonction de hasard

Cette approche consiste à modéliser la probabilité conditionnelle du défaut sa-
chant l’information courante : Pt := Q[θ ≤ t | Ft]. Ici, Q est une mesure risque
neutre pour le marché, θ est le temps de défaut et F est une filtration par rapport
à laquelle le taux sans risque r est prévisible, la filtration de l’agent financier
pouvant être plus grande. Pour simplifier, on supposera en outre que P admet
une intensité prévisible p, i.e.

P =
∫ ·

0
psds ,

et que
Pt < 1 pour tout t < T P− p.s.

Cette dernière condition signifie simplement que l’information donnée par F
n’est pas suffisante pour être sûr que le défaut a déjà eu lieu. Elle implique en
particulier que θ n’est pas un F-temps d’arrêt. Ceci permet de rendre éventuel-
lement compte d’un effet de “surprise” au moment du défaut.

2.1 Cas du défaut indépendant du taux sans risque

On note Bd
0 (τ) la valeur du zéro-coupon avec défaut de maturité τ en 0. On

suppose que le recovery R, constant, est payé en τ en cas de défaut. On a alors

Bd
0 (τ) = EQ

[
e−

R τ
0 rsds(1θ>τ +R1θ≤τ )

]
.

Si l’on suppose que θ est indépendant de F, alors P est déterministe et

Bd
0 (τ) = EQ

[
e−

R τ
0 rsds

]
EQ [1− (1−R)1θ≤τ ] = B0(τ) (1− (1−R)Pτ ) . (1)

Nous allons maintenant ré-écrire cette identité en fonction de la fonction de
hasard Γ de θ. Elle est définie par :

Γt := − ln(1− Pt)

de sorte que

1− Pt = e−Γt = e−
R t
0 γsds

où

γt =
∂

∂t
Γt =

pt
1− Pt

.
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On peut noter que

γt = lim
h↘0

1
h

Pt+h
1− Pt

= lim
h↘0

1
h

Q[θ ≤ t+ h | (θ > t) ∨ Ft] .

Autrement dit, γ, appelé taux de hasard, ou intensité de défaut, s’interprète à
la date t comme la probabilité que le défaut survienne entre t et t+ dt sachant
qu’il n’est pas survenu avant t.

L’équation (1) devient alors

Bd
0 (τ) = B0(τ)

(
e−

R τ
0 γsds +R(1− e−

R τ
0 γsds)

)
.

Lorsque R = 0 et r est déterministe, ceci s’écrit simplement

Bd
0 (τ) = e−

R τ
0 (rs+γs)ds .

Le “taux” γ peut donc s’interpréter comme un spread de taux : le rendement,
avant défaut, de l’obligation risquée doit être plus élevé que le taux sans risque
de manière à rémunérer le risque lié au défaut.
Dans le cas où 0 ≤ R < 1, on peut également écrire

Bd
0 (τ) = e−

R τ
0 (rs+κs)ds

avec

κs := γs −
1
τ

ln
(

1 +R(e
R τ
0 γsds − 1)

)
.

Autrement dit, la présence d’un recovery non nul vient diminuer le spread de
taux.

D’un point de vue pratique, si l’on connaît le recovery R, on peut déduire le
taux de hasard γ à partir du spread observé sur le marché.

Remarque 5 On peut remarquer que, si U est une variable de loi uniforme
sur [0, 1] sous Q, alors la variable aléatoire

inf{t ≥ 0 : − ln(1− U) ≤
∫ t

0
γsds}

a la même moi que θ sous Q. Ceci fournit une manière naturelle de simuler θ.
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2.2 Défaut non indépendant

On se place maintenant dans le cadre général où θ et F ne sont plus indépen-
dants. Dans ce cas, P n’est plus déterministe.

Zéro-coupon risqué

En reprenant les arguments de la section précédente, on obtient que la valeur
du zéro-coupon avec défaut de maturité τ en 0 et de recovery R, constant, est

Bd
0 (τ) = EQ

[
e−

R τ
0 rsds(1θ>τ +R1θ≤τ )

]
= EQ

[
e−

R τ
0 rsdsEQ [1θ>τ +R1θ≤τ | Fτ ]

]
= EQ

[
e−

R τ
0 rsds(1− (1−R)Pτ )

]
.

Si l’on suppose en outre qu’il existe un processus γ P− p.s. intégrable tel que

Γt := − ln(1− Pt) =
∫ t

0
γsds

alors

Bd
0 (τ) = EQ

[
e−

R τ
0 (rs+γs)ds + e−

R τ
0 rsdsR(1− e−

R τ
0 γsds)

]
.

Si R = 0, on retrouve l’interprétation de γ comme un spread de taux, mais,
cette fois-ci, aléatoire.

Obligation risquée

On suppose maintenant que le titre paie un coupon Cti ∈ L∞(R+;Fti) aux
temps 0 < t1 < . . . < ti < . . . < tk ≤ τ jusqu’au temps de défaut, et 1 en τ si le
défaut n’est pas survenu. On modélise le recovery par un processus F-prévisible
R borné : l’acheteur du titre reçoit Rθ en θ si θ ≤ τ . D’après les résultats
précédents, le prix du titre est

EQ
[
e−

R τ
0 (rs+γs)ds

]
+

k∑
i=1

EQ
[
e−

R ti
0 (rs+γs)dsCti

]
+ EQ

[∫ τ

0
e−

R s
0 (ru+γu)duRsγsds

]
,

où le dernier terme est obtenu en utilisant le lemme suivant.

Lemme 6 Sous les conditions précédentes, on a

EQ [ζθ1θ≤τ ] = EQ
[∫ τ

0
e−Γsζsγsds

]
pour tout processus F-prévisible ζ borné.
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Preuve. Tout d’abord, il est clair que dPt = e−Γtγtdt. Il faut donc montrer que

EQ [ζθ1θ≤τ ] = EQ
[∫ τ

0
ζspsds

]
.

Puisque ζ est prévisible, il suffit de montrer le résultat pour des processus de la
forme

ζ =
J−1∑
j=1

ξj1(sj ,sj+1]

où (sj)1≤j≤J est suite croissante de [0, τ ] et ξj ∈ L∞(Fsj ) pour tout j ≤ J , puis
d’étendre le résultat par approximation. Dans ce cas, on a

EQ [ζθ1θ≤τ ] = EQ

J−1∑
j=1

ξjEQ [1sj<θ≤sj+1
| Fsj

] = EQ

J−1∑
j=1

ξj

∫ sj+1

sj

psds


= EQ

[∫ τ

0
ζspsds

]
.

2

3 Approche par processus de Cox (franchissement de
barrière)

Dans cette approche, on modélise le temps de défaut par le premier temps où
un processus croissant F-adapté Λ franchit une barrière Θ de loi exponentielle
de paramètre 1 indépendante de F :

θ := inf{t ∈ [0, T ] : Λt ≥ Θ} .

On remarque alors que {θ > t} = {Λt < Θ}, pour tout t ∈ [0, T ], de sorte que,
par indépendance de Θ et F,

Q[θ > t | Ft] = Q[Λt < Θ | Ft] = e−Λt .

On retrouve donc la modélisation de la Section 2.2 :

Pt := Q[θ ≤ t | Ft] = 1− e−Λt

ce qui implique que Γ := − ln(1− P ) = Λ.
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Réciproquement, si P = 1− e−Λ et si Θ est une loi exponentielle de paramètre
1 alors la variable aléatoire

inf{t ∈ [0, T ] : Λt ≥ Θ}

admet Pt comme fonction de répartition conditionnellement à Ft. Autrement
dit l’approche de la Section 2.2 et celle par processus de Cox sont équivalentes.
L’avantage de cette dernière est qu’elle procure une manière naturelle de simuler
le temps de défaut conditionnellement à (r,R).

4 Modèle de Heath-Jarrow-Morton avec défaut

On se place dans le cadre du modèle de la Section 4 du Chapitre 9, i.e. le taux
forward sans risque instantanné suit la dynamique du modèle de Heath-Jarrow-
Morton. En particulier, le prix du zéro-coupon sans risque suit la dynamique
donnée dans la Proposition 6 du Chapitre 9 sous la mesure risque neutre Q.

4.1 Courbe de taux forward risqué

Cette fois-ci, on modélise directement la courbe de taux forward risqué, associé
à une classe de titre obligataire présentant un risque de défaut. On suppose que
le taux forward risqué instantané fd(τ) de maturité τ ≤ T suit la dynamique

fd
t (τ) = fd

t (τ) +
∫ t

0
αd
s (τ)ds+

∫ t

0
σd
s (τ)dWQ

s , t ≤ T ,

où (αd, σd) vérifient les mêmes hypothèses que (α, σ) dans la Section 4 du
Chapitre 9.

On note Bd(τ) la valeur d’un zéro-coupon soumis à défaut sans recovery, i.e.
qui paie 1 en τ si et seulement si il n’y a pas eu défaut. On note θ le temps de
défaut.

La valeur du zéro-coupon soumis à défaut est donc donnée par

Bd
t (τ) = e−

R T
t fd

t (u)du1θ>t , t ≤ T ,

autrement dit

Bd
t (τ) = Bt(τ)e−

R T
t st(u)du1θ>t , t ≤ T ,
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où
sd(τ) := fd(τ)− f(τ)

est le spread de taux forward instantané. On interprètera le processus sd défini
par

sd
t := lim

τ↘t
sd
t (τ)

comme le spread de taux court, si cette limite à un sens.

4.2 Dynamique du zéro-coupon risqué sous la mesure risque
neutre et intensité de défaut

Par les mêmes arguments que ceux employés dans la Section 4 du Chapitre 9,
on obtient une expression explicite de la dynamique de Bd :

dBd
t (τ) = Bd

t (τ)
(
rt + sd

t − ᾱd
t (τ) +

1
2
‖σ̄d

t (τ)‖2
)
dt−Bd

t (τ)σ̄d
t (τ)dWQ

t

− Bd
t−(τ)dHt

où

(ᾱd
t (τ), σ̄d

t (τ)) =
∫ τ

t
(αd

t (u), σd
t (u))du

et
Ht := 1t≥θ .

Le processus H modélise le saut à zéro de Bd au moment du défaut.

On suppose maintenant qu’il existe un processus prévisible positif λ P − p.s.
intégrable tel que

MQ := H· −
∫ ·

0
1θ>sλsds

est une Q-martingale. On a alors :

Q[θ ≤ t+ dt | (θ > t) ∨ Ft] =
EQ [Ht+dt −Ht | Ft]

EQ [1θ>t | Ft]
≈
∫ t+dt

t
λsds .

Le processus λ correspondant donc au taux de hasard de la Section 2.

Par ailleurs, la dynamique précédente se ré-écrit en fonction de λ sous la forme

dBd
t (τ) = Bd

t (τ)
(
rt + sd

t − ᾱd
t (τ) +

1
2
‖σ̄d

t (τ)‖2 − λt
)
dt

− Bd
t (τ)σ̄d

t (τ)dWQ
t −Bd

t−(τ)dMQ
t .
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Un calcul direct montre alors que B̃d ne peut être une Q-martingale locale que
si

sd − ᾱd(τ) +
1
2
‖σ̄d(τ)‖2 = λ dQ× dt-p.p. sur [0, θ) .

Autrement dit, si l’on suppose que ᾱd(τ) = 1
2‖σ̄

d(τ)‖2 dQ × dt a.e. , on peut
identifier l’intensité de défaut λ au spread de taux instantanné sd. Ceci est
cohérent avec les modèles des sections précédentes.

5 Modèles de migration du risque de crédit

On suppose maintenant qu’il existe κ classes de titres risqués, regroupés par
classes de notation (credit rating). A l’intérieur de chaque classe, on suppose
que le risque de défaut est le même et, pour un titre donné, on modélise le
passage d’une classe à l’autre par une chaine de Markov C, Ct = i signifiant
que le titre est dans la classe i. La classe κ correspond à la situation de défaut.
L’instant de défaut peut alors s’écrire sous la forme

θ = inf{t ∈ [0, T ] : Ct = κ} .

Il est naturel de modéliser l’évolution du processus C comme une chaîne de Mar-
kov. Pour simplifier, supposons qu’elle évolue en temps discret sur des périodes
de longueur 1. On décrit l’évolution de la chaîne par sa matrice de transition
(éventuellement aléatoire) dont les probabilités de transition conditionnellement
à un processus Y fixé (P [Ct+1 = j | Ct = i, Y ])i,j≤κ sont déterministes et don-
nées par

Πt(Y ) =


π11
t (Y ) π12

t (Y ) . . . π1κ
t (Y )

··· ··· ··· ···
π

(κ−1)1
t (Y ) π

(κ−1)2
t (Y ) . . . π

(κ−1)κ
t (Y )

0 0 0 1

 .

On suppose en outre que C est encore une chaîne de Markov sous la mesure
risque neutre Q de matrice de transition (Q [Ct+1 = j | Ct = i, Y ])i,j≤κdéterministe
conditionnellement à Y

ΠQ
t (Y ) =


πQ11
t (Y ) πQ12

t (Y ) . . . πQ1κ
t (Y )

··· ··· ··· ···
π

Q(κ−1)1
t (Y ) π

Q(κ−1)2
t (Y ) . . . π

Q(κ−1)κ
t (Y )

0 0 0 1

 .
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Sous Q la probabilité de faire défaut avant τ sachant Y est donc donnée par

Q [Cτ = κ | Y ] = (
τ−1∏
t=0

ΠQ
t (Y ))C0κ .

Si le temps de défaut θ est indépendant du taux spot sans risque r condition-
nellement à Y , le prix du zéro coupon risqué s’écrit donc

Bd
0 (τ) = EQ

[
e−

R τ
0 rsds1Cτ<κ

]
= EQ

[
EQ
[
e−

R τ
0 rsds | Y

](
1− (

τ−1∏
t=0

ΠQ
t (Y ))C0κ

)]
.

En particulier, si ΠQ est déterministe, ne dépendant pas de Y , on obtient :

Bd
0 (τ) = B0(τ)

(
1− (

τ−1∏
t=0

ΠQ
t )C0κ

)
.

Une dernière hypothèse simplificatrice consiste à supposer qu’il existe un pro-
cessus déterministe α = (α1, . . . , ακ) tel que

πQij
t = αi(t)πijt si j 6= i .

Dans ce cas, l’équation précédente écrite pour les maturités allant de 1 à τ

conduit à un système permettant de retrouver α en fonction de Π et des prix de
marché des zéro-coupons risqués de maturités différentes. Il reste alors à estimer
les probabilités de transition sous P ce qui peut être fait par des méthodes
statistiques classiques si on les suppose constante en temps. Cependant, il faut
bien noter que les hypothèses faites ci-dessus sont très simplificatrices et qu’en
général, rien ne garantit que le système décrit ci-dessus ait une solution α telle
que les matrices (αi(t)πijt )ij soient effectivement des probabilités de transition.

6 Exemple de produits dérivés

6.1 Option sur défaut

Soit Od(t) le prix d’une obligation soumise à risque de défaut. On note θ le temps
de défaut. Une option sur défaut de maturité τ sur le titre Od (de maturité
plus grande que τ) et de valeur faciale L est un titre payant à son acheteur
[L−Od(θ)]+1θ≤τ au moment de défaut θ. La valeur Od(θ) dépend du recovery.
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Dans certains cas, le temps de défaut correspond en fait à un évènement plus
général que le défaut stricto sensus (on parle d’“évènement de crédit” au sens
large). Dans ce cas, Od(θ) peut être non nul même en l’absence de recovery.

Dans certains cas, la valeur faciale L est remplacée par un pourcentage de la
valeur O(θ) de la même obligation lorsque le risque défaut est nul (pour un
zéro coupon, on prendra par exemple la valeur d’un zéro coupon sans risque de
défaut de même maturité et même valeur faciale).

Le paiement peut enfin être de la forme [Od(θ−)−Od(θ)]+1θ≤τ , i.e. on perçoit
une compensation liée à la perte de valeur du titre au moment du défaut.

6.2 Swap de défaut (CDS)

Un CDS (Credit Default Swap) est un swap sur obligation risquée. Pour sim-
plifier, on considère un CDS sur le titre Od de la section précédente. L’acheteur
paie alors à certaines dates t1 < t2 < . . . < tκ une prime ρ si le défaut n’a pas
encore eu lieu. En échange, le vendeur verse à l’acheteur un montant L−Od(θ)
au moment du défaut si celui-ci survient avant la date τ de maturité du swap.
Comme pour les swaps standards, la prime ρ est calculée de manière à ce que
la valeur du swap soit égale à 0 au moment de sa création.

Là encore, le paiement au moment du défaut peut être de la forme O(θ)−Od(θ)
ou Od(θ−)−Od(θ) selon les produits.

6.3 Total Return Swap (TRS)

On parle également de Total Rate of Return Swap (TROR). Le “payeur” verse
tous les rendements associés à un sous-jacent (ici une obligation risquée), y
compris le gain/perte en capital. En échange, le “receveur” paie une prime ρ
à des dates fixées à l’avance. Dès que le défaut survient, le contrat se termine
et plus aucun flux n’est payé mais le receveur doit alors payé la différence de
valeur entre le prix de l’obligation au moment du défaut et son prix à l’origine
du contrat. De manière plus synthétique, si cj sont des coupons versés par le
titre aux dates sj et la prime est payée aux dates ti, le flux à la date t du point
de vue du receveur est :∑

j

cj1θ>sj1t=sj + [Od(θ)−Od(0)]1t=θ − ρ
∑
i

1θ>ti1t=ti .
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Chapitre 11

Autres exercices

1 Modèle de Vasicek à coefficients constants et call
sur zéro-coupon

On considère un espace de probabilité (Ω,F ,P) supportant un P-mouvement
brownien W . On note F = (Ft)t≤T la filtration naturelle de W complétée et on
suppose que FT = F .
On considère un marché financier dans lequel le taux sans risque r évolue selon
la dynamique :

rt = r0 +
∫ t

0
a(b− rs)ds+

∫ t

0
σdWs , t ≤ T (1)

où r0, a, b, σ sont des constantes strictement positives. On suppose que le marché
est complet et que l’unique mesure risque neutre est P.
1. Montrer en utilisant le Lemme d’Itô que

rt = r0e
−at + b

(
1− e−at

)
+
∫ t

0
e−a(t−s)σdWs .

2. On suppose que le prix Pt à la date t du zéro-coupon de nominal 1 et de
maturité T , i.e. le produit qui paie 1 en T et aucun flux avant, est une fonction
p ∈ C1,2 du temps et de r : Pt = p(t, rt). Montrer que p est solution de

∂tp(t, r) + a(b− r)∂rp(t, r) +
1
2
σ2∂2

rrp(t, r) = rp(t, r) sur [0, T )× R

p(T, ·) = 1 . (2)
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3. On cherche une solution de (2) sous la forme p(t, r) = em(t)−n(t)r. Montrer
que m et n doivent alors satisfaire

∂tn(t) = an(t)− 1 , ∂tm(t) = abn(t)− 1
2
σ2n2(t)

n(T ) = 0 , m(T ) = 0 . (3)

4. Montrer que la solution de (3) est donnée par

n(t) =
1
a

(
1− e−a(T−t)

)
, m(t) =

σ2

2

∫ T

t
n2(u)du− ab

∫ T

t
n(u)du .

5. Soit τ ∈ (0, T ) et Qτ ∼ P la mesure de densité Hτ par rapport à P où

Hτ := e−
R τ
0 rsds/P0(τ) .

On admettra que
Hτ := e−

1
2

R τ
0 λ2

sds+
R τ
0 λsdWs

avec
λs = −1

a

(
1− e−a(τ−s)

)
σ

a. Calculer eτ := E[rτ ] et vτ :=Var[rτ ].
b. Donner la loi de ln(Pτ ) sous Qτ en fonction de m,n, eτ , vτ et de Λ(τ) :=∫ τ

0 e
−a(τ−s)λ(s)ds (on introduira un Qτ -mouvement brownien W τ construit en

utilisant le théorème de Girsanov).
6. On veut calculer le prix à la date 0, C0(τ,K), d’un call européen de maturité
τ et de strike K écrit sur le zéro-coupon de maturité T .
a. Montrer que

C0(τ,K) = P0(τ)EQτ [[Pτ (T )−K]+
]
.

b. Déduire des questions précédentes une formule de type Black et Scholes pour
C0(τ,K).

Correction
1. Utilisation directe d’Itô + unicité de la solution car coefficients Lipschitz.
2. On a p(t, rt) = E

[
e−

R T
t rsds | rt

]
. L’équation est une conséquence du théo-

rème de Feynman-Kac. On pouvait également dire que le processus de prix
actualisé (e−

R t
0 rsdsp(t, rt)t≤T est nécessairement une martingale (locale) et uti-

liser le lemme d’Itô pour calculer le terme en dt.
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3. Il suffit de remplacer et de considérer les cas r = 0 dans l’équation obtenue.
4. C’est évident...
5.a. D’après 1., on a

eτ = r0e
−aτ + b(1− e−aτ )

puisque le processus intervenant dans l’intégrale d’Itô est borné (i.e. l’intégrale
est d’espérance nulle). Par ailleurs, par l’isométrie d’Itô,

ϑτ = E

[(∫ τ

0
e−a(τ−s)σdWs

)2
]

= σ2

∫ τ

0
e−2a(τ−s)ds = (2a)−1σ2(1− e−2aτ ) .

5.b. On a

ln(Pτ ) = m(τ)− n(τ)rτ = m(τ)− n(τ)
(
eτ +

∫ τ

0
e−a(τ−s)σdWQ

s + σΛ(τ)
)

où WQ = W −
∫ ·

0 λsds est un Q-mouvement brownien. On en déduit que ln(Pτ )
a une distribution gaussienne de moyenne eQ

τ := m(τ) − n(τ) (eτ + σΛ(τ)) et
de variance ϑQ

τ := n(τ)2ϑτ .
6. a. On a

C0(τ,K) = E
[
e−

R τ
0 rsds[Pτ (T )−K]+

]
= P0(τ)E

[
Hτ [Pτ (T )−K]+

]
= P0(τ)EQτ [[Pτ (T )−K]+

]
.

6.b. D’après la question précédente ln(Pτ (T )) a la même loi sous Qτ que eQ
τ +√

ϑQ
τ /τWQ

τ . Soit γ = (eQ
τ + ϑQ

τ /2)/τ .
On peut écrire

C0(τ,K) = P0(τ)eγτEQτ [e−γτ [Pτ (T )−K]+
]

où le terme

EQτ [e−γτ [Pτ (T )−K]+
]

peut être calculé en utilisant la formule de Black et Scholes pour le strike K, la

maturité τ , le taux sans risque γ, la volatilité
√
ϑQ
τ /τ et le spot P0(τ).
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2 Option asiatique : moyenne géométrique

On considère un marché financier constitué d’un actif sans risque, de taux d’in-
térêt r ≥ 0, et d’un actif risqué S dont la dynamique est définie par le modèle
de Black et Scholes :

dSt
St

= bdt+ σdW o
t , S0 > 0

où b ∈ R, σ > 0 sont des paramètres donnés, et W o est un mouvement Brow-
nien sur l’espace probabilisé (Ω,F ,P) muni de la filtration (Ft)t≥0 satisfaisant
les conditions habituelles. Une option asiatique sur la moyenne géométrique
continue est définie par la payoff à la maturité T > 0 :

G :=
(
ST −K

)+ où ST = exp
(

1
T

∫ T

0
log (St)dt

)
.

1. Soit Q la probabilité risque-neutre et W le mouvement brownien associé
par le théorême de Girsanov. Ecrire la densité de Q et W en fonction de
W o.

2. Montrer que
∫ T

0 Wtdt =
∫ T

0 (T − t)dWt.

3. Montrer que

S̄T = S̄0e
r̄T− 1

2

R T
0 σ̄(t)2dt+

R T
0 σ̄(t)dWt ,

où

S̄0 = S0e
−σ2T/12, r̄ =

r

2
, σ̄(t) = σ

(
1− t

T

)
.

4. En déduire la distribution sous Q de la variable aléatoire ST .

5. Donner la formule explicite de prix de non arbitrage p0 à la date 0 de
l’option asiatique géométrique ci-dessus.

6. Expliciter comment construire le portefeuille de couverture de cette op-
tion.

3 Option asiatique : moyenne arithmétique

On considère le même modèle que dans l’Exercice précédent sauf que l’on sup-
pose que le processus de volatilité (σt)t≥0 est aléatoire, strictement positif, et
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que σt et σ−1
t sont bornés uniformément en (t, ω). On s’intéresse à l’évalua-

tion et la couverture de l’option asiatique définie par le paiement à la maturité
T > 0 :

G = (YT −K)+ où YT =
∫ T

0
Sug(u)du

et g : [0, T ] −→ R est une fonction (déterministe) continue donnée. On notera
par Q la probabilité risque-neutre, W le mouvement brownien sous Q obtenu
à partir de W o, et par EQ

t = EQ[.|Ft] l’opérateur d’espérance conditionnelle
associé.

1. (a) Vérifier que

EQ
t

[
e−r(T−t)YT

]
= θ̂(t)St + e−r(T−t)

∫ t

0
g(u)Sudu,

où θ̂ : [0, T ] −→ R est une fonction déterministe à déterminer.

(b) On considère la stratégie de portefeuille autofinancée qui consiste à
détenir θ̂(t) unités de l’actif risqué à chaque date t ∈ [0, T ], et on note
par Xt la valeur de ce portefeuille à la date t. Donner la dynamique
du processus X̃ défini par X̃t = e−rtXt pour t ∈ [0, T ] en fonction
de W .

(c) Avec la notation S̃t = e−rtSt, t ∈ [0, T ], montrer que

θ̂(0)S0 +
∫ T

0
θ̂(u)dS̃u = e−rTYT .

Donner l’interprétation financière de θ̂(t) et de θ̂(0)S0.

(d) En déduire l’existence d’un capital initial X̂0 tel que X̂t := ertX̂0 +
ert
∫ t

0 θ̂(u)dS̃u vérifie

e−rT X̂T = X̂0 +
∫ T

0
θ̂(u)dS̃u = e−rT (YT −K) .

2. On note Zt := bXt
St
, t ∈ [0, T ].

(a) Montrer que

EQ [e−rTG] = S0EQ̂ [Z+
T

]
où Q̂ est une mesure de probabilité équivalente à Q que l’on déter-
minera.
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(b) Ecrire la dynamique du mouvement Brownien B associé à Q̂ par le
théorême de Girsanov.

(c) En appliquant la formule d’Itô, déterminer la dynamique du proces-
sus Zt = bXt

St
, t ∈ [0, T ] en fonction de B.

(d) On suppose que (σt)t est constant égal à σ. Utiliser la représentation
obtenue en (a) pour proposer une EDP d’évaluation de l’option ne
faisant intervenir que le temps, une variable z et θ̂.

3. On suppose désormais que g(t) = 1 pour tout t ∈ [0, T ] et que le processus
de volatilité est constant : σt = σ > 0 pour tout t ≥ 0. On note K = e−k

et on introduit la double transformée de Laplace :

L(λ, µ) :=
∫∫

EQ
[
e−rt(Yt − e−k)+

]
e−µte−λkdkdt pour λ, µ > 0.

(a) Montrer que

L(λ, µ) =
1

µλ(1 + λ)
EQ
[
e−rθY 1+λ

θ

]
où θ est une variable aléatoire indépendante du mouvement brownien
W et de distribution exponentielle de paramètre µ, i.e. P[θ ≤ t] =
(1− e−µt)1R+(t).

(b) Vérifier que pour tout t ≥ 0 :

S1+λ
t = S1+λ

0 e(1+λ)(r+σ2

2
λ)tLt où Lt := e(1+λ)σWt− 1

2
(1+λ)2σ2t.

(c) Vérifier que R définie par dR := LtdQ est une mesure de probabilité
équivalente à Q sur Ft pour tout t ≥ 0, et donner la distribution du
mouvement brownien W sous R.

(d) Montrer que

L(λ, µ) =
S

(1+λ)
0

λ(1 + λ)
ER

[∫ ∞
0

e−βtξ1+λ
t dt

]
où ξt :=

Yt
St
, t ≥ 0,

et β := r + µ− (1 + λ)(r + σ2

2 λ).

(e) Ecrire la dynamique de ξ et en déduire que ξ est un processus de
Markov.
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(f) On admet que la fonction

f(ξ0) := ER

[∫ ∞
0

e−βuξ1+λ
u du

]
est de classe C2. En utilisant la formule d’Itô, trouver une équation
différentielle ordinaire linéaire dont f est solution.

(g) En admettant que vous sachiez résoudre l’équation précédente et que
vous ayez à votre disposition un logiciel d’inversion de la transformée
de Laplace, proposer une méthode pour calculer numériquement le
prix de l’option asiatique.

4 Gamma hedging et rebalancement discret

On se place sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni d’une filtration F =
(Ft)t∈[0,∞) satisfaisant les conditions habituelles, et telle que F0 est triviale.
Ici, T > 0. Soit W un mouvemement brownien sur cet espace. On considère
un marché financier composé d’un actif sans risque, de rendement nul, et d’un
actif risqué dont le prix S = (St)t≥0 est l’unique solution forte de

St = S0 +
∫ t

0
Ssσ(Ss)dWs t ≥ 0 .

Ici a : x ∈ [0,∞) → a(x) := xσ(x) ∈ [0,∞) est supposée uniformément
lipschtiz. Par la suite, on note L l’opérateur de Dynkin associé à cette EDS, i.e.

Lϕ(t, x) :=
∂

∂t
ϕ(t, x) +

1
2
a(x)2 ∂

2

∂x2
ϕ(t, x)

pour toute fonction ϕ ∈ C1,2.
On note A l’espace des processus prévisibles φ tels que E

[∫ T
0 |φsa(Ss)|2ds

]
<∞

pour tout T > 0, et, on suppose que, pour tout T > 0 et toute variable aléatoire
FT -mesurable X telle que E

[
|X|2

]
< ∞, il existe φ ∈ A tel que V E[X],φ

T = X

P− p.s. où V x,φ
t := x+

∫ t
0 φsdSs, t ≥ 0, (x, φ) ∈ R×A.

1. Estimations a-priori :

(a) Montrer que, pour tout T > 0 et p ≥ 1, il existe une constante
CT,p > 0 telle que E

[
supt≤T |St|p

]
≤ CT,p.

(b) Montrer que S est une martingale sous P.
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2. Soit G une fonction borélienne à croissance polynomiale et T2 > 0.

(a) Justifier l’existence d’une fonction g de [0, T2] × [0,∞) dans R telle
que g(t, St) = E [G(ST2) | Ft] P− p.s. si t ≤ T2.

(b) Quelle EDP doit être satisfaite par g si celle-ci est régulière ? (justifier
brièvement).

(c) On suppose que E
[∫ T2

0

∣∣ ∂
∂xg(t, St)a(St)

∣∣2 dt] < ∞. Quel est le prix
de l’option de payoff G(ST2) payé en T2 compatible avec l’absence
d’opportunité d’arbitrage ? Exprimer la stratégie de couverture de
l’option en fonction des dérivées de g et de a.

3. On considère maintenant une autre fonction borélienne F à croissance
polynomiale et 0 < T1 < T2. On suppose que g ∈ C1,2

b ([0, T1] × [0,∞)).1

Etant donnés x ∈ R, φ, α ∈ A, on note

V x,φ,α
t := x+

∫ t

0
φsdSs +

∫ t

0
αsdg(s, Ss) t ∈ [0, T1] .

On suppose qu’il existe φ̄, ᾱ ∈ A tels que

0 = φ̄t + ᾱt
∂

∂x
g(t, St)−

∂

∂x
f(t, St) (4)

= ᾱt
∂2

∂x2
g(t, St)−

∂2

∂x2
f(t, St) P− p.s. ∀ t < T1 , (5)

où f ∈ C1,2([0, T1)× [0,∞)) vérifie f(t, St) = E [F (ST1) | Ft] P−p.s. pour
tout t ≤ T1.

(a) Donner une interprétation financière de V x,φ̄,ᾱ.

(b) Trouver x̄ ∈ R tel que V̄ := V x̄,φ̄,ᾱ vérifie V̄T1 = F (ST1).

4. Soit n ∈ N \ {0} et ti := iT1/n, i ≤ n. On note ηt := max{ti, i ≤
n t.q. ti ≤ t}, i.e. ηt = ti si t ∈ [ti, ti+1), t ≥ 0. A partir de mainte-
nant, on considère la stratégie constante par morceaux (φ̃, α̃) définie par
(φ̃t, α̃t) := (φ̄ηt , ᾱηt), t ≤ T1. On note Ṽ := V x̄,φ̃,α̃. Pour simplifier on sup-
pose en outre que g et f sont C∞ à dérivées bornées et que le processus
ᾱ est essentiellement borné.2

1Le b signifie que les dérivées sont bornées sur l’intervalle considéré.
2même si c’est peu réaliste
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(a) En utilisant (4), montrer que

ṼT1 − F (ST1)

=
∫ T1

0
ᾱηt

(
∂

∂x
g(t, St)−

∂

∂x
g(ηt, Sηt)

)
a(St)dWt

−
∫ T1

0

(
∂

∂x
f(t, St)−

∂

∂x
f(ηt, Sηt)

)
a(St)dWt

=
∫ T1

0
Ata(St)dWt

où At :=
∫ t
ηt
Bsa(Ss)dWs +

∫ t
ηt
Csds avec

Bs := ᾱηs
∂2

∂x2
g(s, Ss)−

∂2

∂x2
f(s, Ss)

Cs := ᾱηsL
[
∂

∂x
g(s, Ss)

]
− L

[
∂

∂x
f(s, Ss)

]
.

(b) Montrer en utilisant (4) à nouveau que

Bs :=
∫ s

ηs

(
ᾱηs

∂3

∂x3
g(u, Su)− ∂3

∂x3
f(u, Su)

)
a(Su)dWu

+
∫ s

ηs

(
ᾱηsL

[
∂2

∂x2
g(u, Su)

]
− L

[
∂2

∂x2
f(u, Su)

])
du .

(c) Montrer qu’il existe C > 0 tel que E
[
|Bs|2

]
≤ C/n pour tout s ≤ T1.

(d) En déduire qu’il existe C > 0 tel que E
[
|At|2

]
≤ C/n2 pour tout

t ≤ T1.

(e) En déduire qu’il existe C > 0 tel que E
[
|ṼT1 − F (ST1)|2

] 1
2 ≤ C/n.

5. Peut-on arriver à un résultat similaire dans un modèle à volatilité sto-
chastique ? Si oui, expliquer brièvement comment procéder et notamment
combien d’options liquides il faut avoir à sa disposition.

5 Couverture sous contrainte de portefeuille

On considère un marché financier sur lequel le taux sans risque est nul (r = 0)
et ne supportant qu’un seul actif risqué S. On suppose en outre qu’il existe
une unique probabilité risque neutre Q. La filtration sous-jacente est engendrée
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par un Q-mouvement Brownien W univarié et est notée (Ft)t≥0. Sous cette
probabilité neutre au risque Q, la dynamique de l’actif risqué S est donnée par

St = S0 +
∫ t

0
SsσsdWs t ≤ T,

où σ est un processus réel prévisible P-p.s. strictement positif et tel qu’il existe
C > 0 vérifiant |σ|+ |σ−1| ≤ C dt× dP-p.p. sur [0, T ].
On s’intéresse au problème de couverture d’un payoff modélisé par une variable
aléatoire bornée G payé en T , sous la contrainte que le nombre d’actifs risqués
détenus à chaque date appartienne à [−m,M ] où M,m > 0. On note A l’en-
semble des processus prévisibles à valeurs dans [−m,M ]. Etant donnés x ∈ R
et φ ∈ A, on note

V x,φ
t := x+

∫ t

0
φsdSs

le processus de richesse associé.
Soit U l’ensemble des processus prévisibles réels ν tels qu’il existe C > 0 (pou-
vant dépendre de ν) vérifiant |ν| ≤ C dt × dP-p.p. sur [0, T ]. Pour u ∈ R, on
note δ(u) := u+M + u−m où u+ = max{u, 0}, u− = max{0,−u}. Enfin, étant
donné ν ∈ U , on défini Qν ∼ P et Y ν par

dQν

dP
:= e−

1
2

R T
0 |νs/σs|

2ds+
R T
0 (νs/σs)dWs , Y ν

t :=
∫ t

0
Ssδ(νs)ds t ≤ T .

1. On fixe x ∈ R et (φ, ν) ∈ A×U . Ecrire la dynamique de V x,φ en fonction
du mouvement Brownien W ν associé à W sous Qν .

2. Montrer que, pour tout x ∈ R et (φ, ν) ∈ A × U , V x,φ − Y ν est une
surmartingale sous Qν .

3. On note

p := inf{x ∈ R : ∃φ ∈ A t.q. V x,φ
T ≥ G P−p.s.}

le prix de sur-réplication sous contrainte de portefeuille. Montrer que

p ≥ p̄ := sup
ν∈U

EQν [G− Y ν
T ] .

On admet à partir de maintenant qu’il existe un processus P défini par

Pt := esssup
ν∈U

EQν [G− (Y ν
T − Y ν

t ) | Ft] t ≤ T

tel que Zν := P − Y ν est une sur-martingale sous Qν pour tout ν ∈ U .
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4. Par la suite on note par 0 le processus ν ∈ U défini par ν = 0 sur [0, T ].
Justifier pourquoi l’on peut écrire Z0 = M0−A0 oùM0 est une martingale
sous Q et A0 est un processus croissant nul en 0.

5. Justifier pourquoi il existe une processus prévisible ψ0 vérifiant
∫ T

0 |ψ
0
s |2ds <

∞ P-p.s. tel que M0
t = Z0

0 +
∫ t

0 ψ
0
sdSs pour t ∈ [0, T ].

6. Montrer que

Zνt = Pt−Y ν
t = P0 +

∫ t

0
Ss(ψ0

sνs−δ(νs))ds+
∫ t

0
ψ0
sSsσsdW

ν
s −A0

t t ≤ T

où W ν est le mouvement Brownien associé à W sous Qν , ν ∈ U .

7. En déduire en utilisant le fait que Zν = P − Y ν est une sur-martingale
sous Qν pour tout ν ∈ U que∫ T

0
Ss(ψ0

sνs − δ(νs))ds ≤ A0
T ∀ ν ∈ U .

8. En déduire par un argument formel que ψ0 ∈ [−m,M ] dt× dP-p.p.

9. En utilisant le fait que P = Z0 = M0−A0, montrer que P0 +
∫ T

0 ψ0
sdSs ≥

G P-p.s.

10. En déduire que P0 = p̄ ≤ p.
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