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Introduction et notations

Ces notes de cours ont pour objectif de présenter la théorie de I’évaluation
par absence d’opportunité d’arbitrage. Nous avons essayé de travailler dans un
cadre général, a la fois en temps discret et en temps continu, tout en restant a
la porté d’un étudiant de M1 ou M2 ayant au préalable suivi un cours de calcul

stochastique et ayant des connaissances solides en probabilités.

La premiére partie porte sur les marchés en temps discret. Bien que celle-ci soit
d’un intérét pratique limité, sauf en ce qui concerne le modéle de Cox-Ross-
Rubinstein qui sert couramment d’approximation au modéle en temps continu
de Black et Scholes, elle permet d’introduire les notions importantes dans un
cadre technique abordable par un étudiant de M1. Dans cette partie, on se place
sur un espace de probabilité général. La seconde partie porte sur les marchés
financiers en temps continu. On se restreint & un espace de type Brownien dans

lequel les prix sont modélisés par des processus d’Ito.

La lecture du livre [28], qui propose un traitement du méme sujet dans un
cadre plus restrictif, peut venir en complément de ces notes, notamment comme

introduction au calcul stochastique.

N’étant évidemment pas possible de traiter tous les modeéles couramment utili-
sés en finance de marché, nous renvoyons le lecteur intéressé a [25] et [31] pour
I’étude détaillée de nombreuses applications concrétes. Nous renvoyons égale-
ment & l'excellent ouvrage [33]| qui fait trés bien le lien entre mathématiques et

techniques de couverture (mais est moins complet).

Notations générales : Afin d’alléger au maximum la rédaction, nous listons
ici un certain nombres de notations qui seront utilisées tout au long de ce
document.

Tout élément x = (l'i)igd de R? sera identifié & un vecteur colonne de norme



euclydienne ||z||. On note R% := [0, 00)¢, M¢ I'ensemble des matrices d x d et
Mi lorsque les composantes sont positives. La matrice diag [z] est I’élément de
M? dont la i-éme composante diagonale est z'. La trace de M € M? est noté
Trace[M], ||M]| désigne sa norme euclydienne comme élément de R et M’ sa
transposée.

On travaillera toujours sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une fil-
tration F = (F;)i<T satisfaisant les conditions habituelles avec Fy triviale. Ici
T désignera l'ensemble {0,...,T} ou [0,T], T" > 0, selon que l'on travaille en
temps discret ou en temps continu. On désignera toujours par W un mouve-
ment brownien d-dimensionnel. Pour P ~ P, un sous-ensemble E de R¢ ou M?
et G C F, on note LP(E;Q, G, I@) I’espace des variables aléatoires G-mesurables,
admettant un moment d’ordre p > 0 pour P, a valeurs dans E. La norme asso-
ciée est notée || - || Lo(p)- Le cas p = oo correspond aux variables essenticllement
bornées, le cas p = 0 correspond aux variables aléatoires G-mesurables. On
omettra I'un des arguments s’il est clairement identifié par le contexte. On uti-
lisera aussi la notation Lg pour désigner I’ensemble des variables aléatoires de
L? dont la partie négative appartient L.

Pour une fonction réguliére ¢ : (t,z) € [0,T] x R? — ¢(t, ), on note V¢ et

pr sa jacobienne et sa hessienne par rapport a zx.
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Chapitre 1

Modélisation mathématique

1 Les actifs financiers

Les actifs financiers peuvent étre classés en deux grandes catégories :

— L’actif sans risque : il rapporte un rendement constant connu a l’avance, i.e.
le rendement du titre entre les dates ¢ et ¢t + 1 est connu & la date t. Il s’agit
en général d’une obligation émise par 1’état, i.e. sans risque de défaut.

— Les actifs risqués : ils rapportent un rendement non connu & ’avance. Il s’agit
par exemple des actions, des obligations émises par des entreprises pouvant

faire défaut,...

On appelle marché parfait un marché sur lequel on peut acheter et vendre les
différents actifs sans restriction de quantité et sans payer de cotit de transaction

ou taxes.

1.1 Cadre probabiliste

D’un point de vue mathématique, on se place sur un espace de probabilité
complet (€2, F,P) muni d’'une filtration F = (F;)ier ou T :={0,..., T}, T > 0.
On suppose que Fy = {2, 0} et que Fp = F. Par convention, on pose F_1 = Fy.

La filtration [F correspond a 'information de ’agent financier.

1.2 Actif sans risque

On suppose qu’il existe un placement financier (compte épargne par exemple)

qui rapport un rendement r; > 0 sur la période [t, ¢+ 1]. Si on place un euro en
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t, on obtient donc 1 + 7 euros en ¢t + 1. On note

t—1 -1
By = <H(1 + 7’5)> 1i>1 + 1i=o

s=0
la valeur actuelle en 0 de 1 euro versé en t. On suppose que r = (r¢)i<7 est
adapté, i.e. que 1 est Fi-mesurable quel que soit ¢ < T'. On parle de taux sans
risque car r; est connu & la date ¢, i.e. on connait a I'avance le rendement du

placement.

On peut remarquer que 3 = (f;)ter est alors prévisible, i.e. que By est Fi_1-

mesurable pour tout ¢t € T. Il s’agit du processus d’actualisation.

1.3 Actifs risqués

Les actifs risqués sont modélisés par un processus d-dimensionnel S = (S},. ..,
Std)te']r. Il s’agit typiquement d’actions. On suppose que S est F-adapté, i.e. que
Sy est Fi-mesurable quel que soit ¢t € T. Autrement dit, on connait la valeur de
S a la date t.

2 Stratégies financiéres et portefeuille

Une stratégie financiére est un processus d’investissement dans les actifs sans
risque et risqués. On la modélise comme un processus adapté (o, ¢) a valeurs
dans R x R?. La quantité oy représente la quantité d’euros placés au taux sans
risque sur la période [t,¢+1]. La quantité ¢} représente la quantité d’actif risqué
S% qui sera détenue sur cette méme période.

Puisque (oy—1,¢¢—1) correspond aux placements entre ¢t — 1 et ¢, la valeur du

portefeuille & la date ¢ est :
Vi=ai1(1+7ri-1) + (P11, St) -

On dit qu’une stratégie est autofinancée si ce montant est suffisant pour effectuer

le placement (o, ¢;) entre t et ¢ + 1, i.e.
Vi=ai1(1+71e-1) + (P11, 5) = au + (¢, St) - (1)
On dira donc qu’une stratégie de portefeuille (o, @) est autofinancée si

ar—1(14+ri—1) + (be—1, St) = o + (¢, S¢) pour tout t € T . (2)

14



Ceci implique que le portefeuille actualisé vérifie

Vi i= BiVi = Bray + (¢, Si)

avec

gt = ﬁtSt .

Autrement dit, on doit avoir
ap = Bt (‘Z& — <¢t7‘§t>> avec Bt = ﬁt_l

ce qui implique, en utilisant (1),

Vit1 = Bray + (b1, Se1) = Vi + (¢, Se41 — St (3)
soit
Vi=Vo+ ) (658541 — 5 (4)
s=0
Oou encore

t—1
V;ﬁ = Bt (‘/0 + Z<¢57 gs—i—l - §5>> . (5)
s=0

Sous la condition d’autofinancement, on voit donc que la richesse V' ne dépend
que de la stratégie d’investissement en actifs risqués ¢ qui détermine compléte-
ment le montant « placé au taux sans risque. L’ensemble des stratégies A vé-
rifiant la condition d’autofinancement peut donc étre décrit comme 1’ensemble

des processus adaptés ¢ a valeurs dans R%.

Par la suite, on notera V®? le portefeuille induit par la stratégie ¢ de valeur

initiale x, en 0, et on utilisera la notation Vo = BV 9.
Remarque 1 On peut remarquer & partir de (4) que
Vy7¢:‘~/x7¢+y_x’

ce qui implique que
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Chapitre 2

Théorémes fondamentaux

1 Absence d’opportunité d’arbitrage et mesure risque

neutre
On appelle arbitrage une stratégie autofinancée ¢ telle que
VE? = 0P —ps. et PV >0]>0.

Ceci correspond & une situation ot ’on est en mesure de réaliser un profit sans
prendre aucun risque. Bien évidemment, on peut ré-écrire cette condition de

maniére équivalente en remplacant V' par V.
VR? > 0P —ps. et PV >0]>0.
On dira donc qu’il y a absence d’opportunité d’arbitrage si la condition
. 10,0 70,0 _
(AOA) : V' *>0P—ps. = V¥ =0P—ps. pour tout ¢ € A

est vérifiée.

L’objet des sous-sections suivantes est de prouver le premier théoréme fonda-
mentale qui est & la base de toute la théorie mathématique de I’évaluation des

produits financiers :
(AOA) est vérifite <= M(S) # 0,

ou M(S ) désigne ’ensemble des mesures Q ~ P telle que S est une Q-martingale,

i.e.
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1. S;41 € LY(Q) pour tout t < T
2. EQ [5’t+1 | .’Ft} = S’t Q-p.s. pour tout t < T.

On parle de 'ensemble des mesures martingales équivalentes ou mesures risque

neutre. On va en fait montrer que 'hypothése (AOA) permet méme d’exhiber

une mesure de M(S) de densité dans L>.

On notera par la suite M, (S) le sous-ensemble formé par les éléments de M (.S)

de densité dans L°°.

Afin de simplifier les preuves, on va se ramener 4 un modeéle a une période et

considérer 'hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage locale
(AOAy) : (€,8141—S5;) > 0P—ps. = (£,5,41—85;) = 0P—p.s. V¢ € LY(RE, F) .

L’hypothése (AOA;) signifie que I'on ne peut gagner de I'argent sans prendre
de risque en faisant une opération consistant & simplement acheter des titres en

t puis a les revendre en ¢ + 1.

Théoréme 1 Il y a équivalence entre

(i) (AOA) est vérifiée.

(ii) (AOA:) est vérifiée pour tout t =0,...,T — 1.
(i1) My(S) # 0.

Par la suite, on supposera toujours que

Sy € LY(P) pour tout t € T . (1)

Cette hypothése n’est pas restrictive. En effet, si ce n’est pas le cas, il suffit de

remplacer P par une nouvelle mesure équivalente de densité

e Zteqr ||§t||/E [6_ Zte'Jr ||§t||] .

Comme cette mesure est équivalente, elle définit les mémes ensembles de mesure
nulle que P et la condition (AOA) reste inchangée si 'on passe a cette nouvelle

mesure.

Les sous-sections suivantes sont consacrées & la preuve du Théoréme 1.

1.1 (AOA) implique (AOA,)

Cette implication est claire. En effet, s'il existe t < T — 1 et & € LO(R?, F) tels
que (€,Si41 — S) > 0P —p.s. et (€, 541 — S;) # 0 alors on contredit (AOA)
en considérant la stratégie ¢ € A définie par ¢ = &15—;.
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1.2 Propriété de fermeture sous (AOA,)
Dans cette sous-section, on montre que
Iy := {<§, S1=8)—r : £ LXRLF), re LO(RJr)}

est fermé en probabilité sous I'hypothése (AOA;) qui peut s’écrire de maniére

équivalente
LN LO(Ry) = {0} . (2)
Pour ce faire, on va utiliser le lemme suivant.
Lemme 2 Soit (&,)n>1 une suite dans L°(R%, F;). On suppose que
n° == liminf ||&,]| < co P — p.s.
n—00

Alors il existe une suite (kp)p>1 € LY(N, ) telle que k, — oo P — p.s. et
&, — & P — p.s. pour une certaine variable aléatoire &, € LY(RY, F).

Preuve. On définit la suite (kQ),>0 par kJ = 0 et k9,1 :=inf{j > kY : | ||&]—
1] <n~'} Mest clair que (kf))n>0 est F-mesurable et que sup,,s; [[€xo || < oo.
Ceci implique que ! := liminf,, . |£}| < 0o P—p.s. Soit €' € LO(F;) défini par
e=1lsicard{neN : 35>1t.q. |§;0 —nt| <n71} = oo et ¢! = —1 sinon. On
définit ensuite la suite (kL)n>0 par ki — Oet k) yy :=inf{j >k, : [£o—en'| <
n~1}. 1 est clair que (k}),>0 est Fi-mesurable et que §,};n — elnpl P _ p.s. On

peut donc définir £} := elnl. On construit ensuite la suite (k2),>0 de maniére

similaire & partir de (§x1 ),>1 afin que (5,%2 Jn>1 converge P—p.s. En itérant cette

procédure, on obtient la suite (k%),>¢ qui vérifie ’énoncé du lemme. O
Proposition 3 Si (AOA;) est vérifiée, alors T, est fermé en probabilité.

Preuve. Comme la convergence en probabilité implique la convergence p.s.
le long d’une sous-suite, il suffit de montrer que si une suite (&,,r,)n>1 de
LO(R? x Ry, F;) vérifie

Gy = (&, §t+1 — g,g) —rp — Gy P—ps.
alors il existe (&,74) € LO(R? x Ry, F}) tel que
<§*, §t+1 — §t> — Ty = G* . (3)
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Pour simplifier la preuve, on se place en dimension 1, i.e. d = 1. L’argument
suivant se généralise au cas d quelconque par une simple itération, voir [22].

1. Soit A := {liminf, ., ||€n]] = o0}. Comme A € F;, on peut construire la
suite (&,)n>1 de LY(RY, F;) définie par &, = £,14. On a alors

(gna S’tJrl - gt) - rn]-A - G*]-A P— p.s.
ce qui implique que
<£n7 Sip1—S) =7y — 0 P—ps.

ou (€n,7n) = (n,70)1a/(1 + [|€a]]). Comme liminf, .o [|Ea]| = 1 < oo sur
A P — p.s. par construction, le Lemme 2 implique que 'on peut trouver une
suite (kp)n>1 de LO(N, ) telle que <£knw§t+1 — S}) — <§;,§t+1 — S’t> oi &, €
LO(R, ;). Comme #,, > 0 P—p.s., on a forcément (£,, S;11—5;) > 0. Du fait de
I'hypothése (AOA;), qui s’écrit sous la forme (2), ceci implique que <€*, Sy —5})
= 0 et 7y, — 0 P — p.s. Comme par construction |f*| = 1 sur A, ceci montre
que S}H — S =0sur A (on rappelle qu’ici on suppose que d = 1). On peut
donc remplacer la suite initiale (&,,7,)n>0 par la suite (gn,fn)nzo définie par

(€nyTn) = (€n,7n)14c et toujours avoir
<£’I’L’ gt-‘rl - §t> - fn — G* P — p.S.

avec liminf,, oo [|€n]| =1 < 00 P — p.s.

2. D’aprés 1., on peut maintenant supposer que liminf, o ||€,]] < 0o P — p.s.
Le Lemme 2 nous permet alors de construire une suite (ky),>1 de LY(N,F;)
telle que G, — Gy et (€, Sit1 — St) — (&, Sir1 — St) ou & € LO(R, F;). On
en déduit que 7, — 7 € L°(Ry) et que (3) est vérifice. 0

1.3 Existence d’une mesure martingale sous ((AOA),;);<r

On commence par montrer que (AOA;) implique l'existence d’une mesure équi-
valente qui rend S martingale entre ¢ et ¢ + 1.

Pour ce faire, on utilise la propriété de fermeture de la Proposition 3 et le
théoréme de Hahn-Banach, voir par exemple Théoréme 1.7 dans [5], que 1'on

rappelle ici.
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Théoréme 4 Soit E un espace vectoriel normé. A un convexe compact de E
et B un convexe fermé de E disjoints. Alors, il existe une application linéaire

p sur E telle que

sup p(b) < inf p(a) .
beB acA

Proposition 5 Si (AOA;) est vérifiée, alors il existe Hy € L tel que

E [Ht(gtJrl — gt) | Fil =0 e H >0 P—p.s.

Preuve. 1. Puisque I, est fermé en probabilité, voir Proposition 3, L, N LY est
fermé dans L!. Par ailleurs, (AOA;) implique 14 ¢ I'; pour tout A € F; tel
que P[A] # 0. L’ensemble T'; étant en outre convexe, on déduit du théoréme de
Hahn-Banach, Théoréme 4, que, pour un tel A, on peut trouver une variable

aléatoire Y bornée telle que

sup E[YG]<E[Y14].
GelnLt

Comme Ty est un cone (qui contient nécessairement 0), ceci implique que E [Y'1 4] >
0 et

sup E[YG] <O0. (4)
GeftﬂLl

Par ailleurs, comme —\1ly o € Iy N L' quel que soit A > 0, on a également
Y>0P—ps.

2. Soit G l'ensemble des variables aléatoires Y non nulles de L*°(R;) vérifiant
(4). On note 5(Y) := {Y # 0} le support de Y. On peut alors trouver ¥ € G
tel que

P {s(f/)] =max{P[s(Y)] : Y €G}.

En effet, si (Y,,)n>1 est une suite maximisante pour {P[s(Y)] : Y € G}, alors

on peut trouver une suite (an)p>1 de réels strictement positifs telle que

Y = Z anYn
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ait pour support

On conclut en remarquant que

P U s(Yn)| > Pls(Yn)] = sup{P[s(Y)] : Y € G}.
n<N

~

3. On montre maintenant que P |:S(Y):| = 1. Si ce n’était pas le cas, les argu-
ments de 1. nous permettraient d’exhiber une variable aléatoire Y € G telle

que

sup E[YG] <0<E[Yigyy] .
GelnL!

On aurait alors {Y # 0} N's(Y)® # 0 ce qui contredirait la définition de Y.

4. On conclut en remarquant que, pour tout ¢ < d,

. . . . i y T.0
_1{E[Ht(S§+1—S§) | Fi]<0} et 1{E[Ht(5;+1—8,§) | 7]>0} appartiennent & L°(F) .

O

On peut maintenant montrer I’existence d’une mesure martingale équivalente.

Proposition 6 Si (AOA) est vérifiée, alors il existe Q ~ P de densité essen-

tiellement bornée telle que S est une Q-martingale.

Preuve. Pour tout t € T, il existe H; vérifiant I’énoncé de la Proposition 5. On
pose alors

H:= H (E[H | Fenal JE[He | F)
t<T—1

et on définit la mesure Q par dQ/dP = H. Dire que S est une Q-martingale
revient & dire que HS est une P-martingale avec H; := E [H | F]. Ceci se vérifie

facilement en remarquant que

He:= 11 B[H; | F] /EH; | F)
j<i-1

et en utilisant la Proposition 5. O
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1.4 Absence d’arbitrage sous M(S) # ()

On conclut la preuve du Théoréme 1 en montrant que (iii) implique (i).

On rappelle qu'un processus ¢ est une Q-martingale locale si EQ [&41 | Fi] a
un sens, i.e. I'intégrale est Q-p.s. convergente, et EQ [¢,41 | Fi] = & pour tout
t < T. On note Lg I’ensemble des variables aléatoires essentiellement bornée

inférieurement.

Proposition 7 Soit Q € M(S), supposé non vide, et ¢ € A. Alors,

(i) VO? est une Q-martingale locale.

(i1) Vrﬁ’d’ >GP—p.s. ot G e LY, alors, {/tO,¢ >EQ[G | F] P — p.s. pour tout
teT.

(i1i) Si (ii) est vérifiée avec G > 0 P — p.s. et P[G > 0] > 0, alors VOO’(]5 > 0.

Preuve. Soit t < T — 1. Comme ¢; est Fy-mesurable, on a
E® [(¢1, Ser1 = S0) | o] = (01, E® [Sevs = S0 | ) |

ce qui implique la propriété (i) de martingale locale, voir (3) du Chapitre
1. Comme ceci implique que ‘7t¢ > EC [Vtﬁl ’ft], pour tout t < T — 1,
f/t(jrdl) > EQ[G | Fiy1] P — p.s. implique V,* > EQ[G | F] P — p.s. par pas-
sage & 'espérance conditionnelle. Comme f/j? >G=FEQ[G | Fr] P —ps., une
récurrence montre (ii). L’assertion (iii) est une conséquence immédiate de (ii)
puisque G > 0 P — p.s. et P[G > 0] > 0 est équivalent & G > 0 P — p.s. et

Q[G > 0] > 0, car Q ~ P, ce qui implique E? [G] > 0. 0

Remarque 8 D’aprés la proposition précédente, si ‘779#’ > G P — p.s. avec
G € L'(Q), alors V7 est borné inférieurement par la Q-martingale X définie
par X; := EQ[G | F]. Il est donc possible de définir EQ [f/to’ﬂ pour tout ¢ € T.

Par ailleurs, une simple récurrence sur la propriété de martingale locale de V0@
montre que ‘700’¢ > EQ [Vto"ﬁ] pour tout ¢t € T. Ceci montre que V;O’qﬁ € LY(Q)

pour tout ¢ € T, autrement dit, V% est une Q-martingale.
2 Couverture des options européennes

Dans cette section, on s’intéresse 1’évaluation et a la couverture d’une option
européenne, i.e. un produit financier qui paie un montant aléatoire G € L? a la

date T, appelée maturité. On parle également d’actif contingent européen.
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La question est de savoir quel prix, appelé également prime, doit étre versé a la

date 0 par ’acheteur.

Il est naturel de considérer les notions de prix suivantes :

1. On dit qu’un prix p est viable pour I'option G si I'achat ou la vente de cette

option a ce prix n’introduit pas d’arbitrage sur le marché, i.e. si
BoecAetee{-1,1} tq VFP?—eGeL'(Ry)\{0}. (5)
2. On dit qu’un prix p permet de sur-couvrir G si
Jpe A tq VE—GeL'R,). (6)
3. Enfin, on dit que p est le priz de sur-réplication de G si

p=p(GQ):=inf{z R : Ipe A tq. Vi?—-GeL'(Ry)}. (7)

On commence par donner une caractérisation des options qui peuvent étre cou-
vertes en partant d’une richesse négative. Pour des raisons techniques, on se
restreint a la classe des options G € L tel que frG~ appartient & l’ensemble

Lg des variables aléatoires Y € LY vérifiant
d . ~ .
V| < & +> Sh P-ps. (8)
i=1

pour certaines constantes réelles c%),, ceey cg, pouvant dépendre de Y.

Théoréme 9 Si M(S) # 0, alors les deuz ensembles suivants

r o= {Gel': g6 eLs,3o€Atg V¥ =G}
0 = {GGLO : prG~ € Lg, sup EQWTG]<0}
QeM(S)

sont égaux. Par ailleurs,
{GeLO . Joec Aty V79’¢2G}

est fermé en probabilité.
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Remarque 10 On déduit de la Remarque 1 du Chapitre 1 que p(G— 3 1x) <0
implique que, pour tout € > 0, il existe ¢ € A tel que V;’¢—(G—B:Fl$) c LO(Ry)
ol encore f/;’¢ —G+xe LRy), ie. V%HE@ — G e L°R,). Ceci implique
que p(G) < z. Caractériser I' revient donc & caractériser I'ensemble des actifs

contingents sur-réplicables & partir d’une richesse  quelconque donnée.
Afin de prouver ce théoréme, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 11 Supposons que (AOA) soit vérifiée. Si ¢ € A vérifie

T-1 ~ ~
D (pe Ser1—8) =0 P—p.s.

s=t

alors
(b1, Sit1 — St) =0 P— p.s.

Preuve. Sur A := {{(¢,S;41 — S;) > 0}, on a

T-1

Z <¢57‘§s+1 - gs> - _<¢t7'§t+1 - §t> <0.
s=t+1

Comme A € Fiy1, c;AS défini par gzgs = —¢s1415>¢41 appartient & A. Or
=0, ~0,¢
V2t =0, P|VR0 >0 =Pla]

ce qui implique P[A] = 0 sous (AOA). On montre de méme que {(¢;, Sir1—

St) < 0} est de mesure nulle. O

Preuve du Théoréme 9. 1. On commence par montrer par induction que
I' est fermé en probabilité. Pour s < ¢, on note I'y; ’ensemble des variables

aléatoires G € LC telles que
pe Atq ¢=0sur T\[s,t[ et V! — G e LO(Ry) .

D’aprés la Proposition 3 et le Théoreme 1, on sait que I'r—_; 7 est fermé en
probabilité. On suppose que I'; 7 est fermé en probabilité pour 1 <t < T —1
et on montre qu’alors I';_; 7 est également fermé en probabilité. Soit (Gy,),

une suite dans I';_; 7 qui converge en probabilité vers G. Quitte & passer a une
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sous-suite, on peut supposer que la convergence a lieu au sens p.s. Soit (¢™, ry, )n
une suite dans A x LY(R) telle que ¢7 = 0 pour s <t — 1 et

‘7:,9’(;5" —7rn = 0rG, P—p.s.

Pour simplifier, on continue la preuve dans le cas d = 1. On reprend les argu-
ments de la preuve de la Proposition 3. Soit A := {liminf,, . |[¢]" ;| = oo}.
On note (¢, 7n, Gn) == ((¢", 7, Gp)1a/(1 + ||¢7 1|)n. Quitte & passer & une
sous-suite aléatoire, on peut supposer que (7 ), converge p.s. vers un élément
QASZ‘_l de L°(F;), voir Lemme 2. Ceci implique que G — (qgg_l, Sy —S;_1) converge
en probabilité vers —(gigf_l, Sy — S;_1). Comme

T—1

> (¢, Sas1 — 85) — = BrGn — (371, S — Sim1) P—pis.

s=t
et que I'y 7 est fermé par hypothése, on en déduit qu’il existe e Aetr, €
LO(R4) tel que

T—1
D (85 Se1 = 8o) = = — (91,80 = Si-1) P-ps.
s=t
Puisque (AOA) est vérifiée, voir Théoréme 1, on a nécessairement r, = 0 P—p.s.

et donc
Z@BZ, Sor1— Ss) = —(¢7_1, 5 — Si-1) P—ps.

D’aprés le Lemme 11, on doit alors avoir <q§;[1, Sy — S;_1) =0 P —p.s. Par les
mémes arguments que ceux déja utilisés pour prouver la Proposition 3, on peut
alors se ramener au cas ot P [A] = 0. La propriété de fermeture de I';_; 7 est
alors obtenu utilisant le Lemme 2 et la propriété de fermeture de I'y 7 comme
ci-dessus.

2. Le fait que I' € © découle de la Proposition 7. Il reste a montrer I'inclusion
inverse par contradiction. Supposons qu’il existe Geo \T. Alors Geo® \Tor.
D’aprés la condition (8), frG € L'(Q) pour une mesure Q € M(S). Par ailleurs,
comme I'g 7 étant fermé en probabilité, la restriction 'y a L'(Q) de {37G : G €
Lo} est fermée dans L1(Q). Comme T 7 est convexe, on déduit du Théoréme
4 qu'il existe Y € L tel que

sup EQ[Y (] < E9 [YﬁTc}} .
GEfl

25



En notant H la densité de Q par rapport a P, on obtient

sup E[HYG] < E [HYﬁT@] .
GGfl

Par les mémes arguments que ceux déja employés dans la preuve de la Propo-
sition 5, on vérifie que H := HY/E[HY] est la densité d’une mesure Q absolu-

ment continue par rapport & P qui rend S martingale. On remarque maintenant
que pour ¢ € (0,1) la densité H® := (e H+(1—¢)H) est celle d'une mesure équi-

valent Q° € M(S). D’aprés l'inégalité précédente, on peut prendre € € (0, 1)

tel que
sup E[HG] < E [H%TG] .
GEf‘l
Comme 0 € Ty, ceci contredit le fait que G € ©. a

Comme conséquence immédiate du résultat précédent, on obtient la caractéri-

sation suivante du prix de sur-réplication et de ’ensemble des prix viables.
Théoréme 12 Soit G € L° tel que B7G~ € Lg. Si M(S) # 0, alors

p(G) = sup E2[3rG] . 9)
QeM(5)
Par ailleurs, si r|G| € Lg alors :
(i) Uensemble des priz viables est donné par Uintérieur relatif de [—p(—GQG), p(G)].
(ii) p(G) = —p(—G) @ T dp e A t.q VRO =GP —p.s.

Remarque 13 Lorsqu’il existe (p,¢) € R x A t.q. fo’d) =G P —p.s., on dit

que l'option G est atteignable ou réplicable.

Preuve du Théoréme 12. La premiére assertion est une conséquence im-
médiate du Théoréme 9, de la Remarque 10 et de la Remarque 8. L’assertion
(i) découle de (ii) et de (9). L’implication p(G) = —p(—G) < I ¢ € A t.q.
Vf:(G)’d) = G P — p.s. est évidente. On montre sa réciproque. On suppose donc
que p := p(G) = —p(—@). Alors, il existe ¢4 et ¢_ dans A tels que Vf:’d)* >G
et Vi P:- > —G. Si 'une de ces deux inégalités est stricte sur un ensemble
A de mesure non nulle, on a alors Vﬁ’m + VT_p’d)* € LO(R,) \ {0}. Comme

sz’(b* + VT_p’(zL = V£’¢++¢’, ceci contredirait I’hypothése d’AOA. O
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On conclut cette section par une description de la stratégie de couverture d’une

option dans le cas ou p(G) = —p(—G).

Proposition 14 On suppose que M(S) # 0, que S; € L*(P) pour tout t € T et
que G € LY vérifie |G| € Lg et p(G) = —p(—G). Soit Q un élément de M(S) a
densité bornée. Alors, fo(Gm =G P — p.s. quel que soit qg vérifiant linduction

rétrograde
V=B |Vip | R| , b es(3Q t<T-1

avec Vi = BrG et St(S,Q) défint comme [’ensemble des variables aléatoires
Fi-mesurables pour lesquelles

(¢, EQ thﬂ - gt) (~§+1 - SZ) \ ft]) =EY F/tﬂ (gfﬂ - 5‘%) | ft] P—p.s.
pour tout i =1,...,d.

Preuve. D’aprés le Théoréme 12, il existe gZ; € A tel que Vp := V;(G)’é =G.

On note V = BpVPE2 On a Vi = BrG et la Remarque 8 implique que la

récurrence sur V est bien vérifiée. En outre, comme S est une martingale sous

Q,
E® Vit (81— 81) 1 7] = B[V (8. - 8i) | 7]
+ E© [<§£tw§’t+l — 8 (§§+1 - SZ) | ft}
= <(£t,EQ [(St—&-l - gt) <§Z+1 - §Z> ’ ftb

pour tout i = 1,...,d. Par ailleurs, si ¢ est un autre élément de A tel que
o € St(g,(@) pour tout t <71 — 1, on a, pour tout t <71 — 1,

S _ 2
E® U(@f)t — @1, Ser1 — St>‘ | -7:t:|

= (b0 = GVE? [ (Se1 = 8)(Sur = S)' | 7| (e — &)
=0

car
¢} BQ | (Se1 — S1)(Sexr — Sp)' | ft} = ¢, EY [(§t+1 — S0) (S — St | ft}
~ ~ ~ !
= EC l:Vt—&—l (St+1 - St) \ ft] .

Ceci implique que @t — ¢4, Si41—S;) = 0P —p.s. On en déduit que Vr(@)é =
S O
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3 Marchés complets

On dit que le marché est un marché complet si, pour tout G € L° vérifiant
|G| € Lg, il existe (p,¢) € R x A tel que Vg?"f’ = G P — p.s. Dans le cas

contraire, on dit que le marché est un marché incomplet.

Le Théoréme 12 nous permet de donner une caractérisation précise de la com-

plétude du marché en terme de M(S).

Théoréme 15 On suppose que M(S) # (. Alors, le marché est complet si et

seulement si M(S) est un singleton.

Preuve. Si M(S’) est un singleton la complétude est une conséquence des
assertions (9) et (ii) du Théoréme 12. On suppose maintenant que le marché

est complet. On déduit alors de (9) et (ii) du Théoréme 12 que

sup EQ[BrG]= inf E9[B;G] VGeL® tq. |G|€Ls. (10)
QeM(S) QeM(S)

Supposons que M(S ) contienne deux éléments de densité H' et H? différente.

On peut supposer que G = 11 2 n'est pas P — p.s. nul. Alors,
E [H'6:G]| > E [H*BrG]
ce qui contredit (10). O

Remarque 16 On déduit du Théoréme 12 et du résultat précédent que 'unique
prix viable sur un marché complet est E2 [37G] ot Q est I'unique mesure équi-

valente qui rend martingale S.

Comme corollaires du Théoréme 15, on obtient les théorémes de représentation

suivants.

Corollaire 17 (Théoréme de représentation des martingales) On suppose que

M(S) = {Q}. Alors, toute Q-martingale M admet une représentation sous la

forme :
t—1 ) )
My = Mo+ (s, Ssi1— 5s)
s=0
pour un ¢ € A.
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Preuve. On commence par considérer le cas ou |[Mp| < n, n > 1, de sorte que
My € Lg. D’aprés le Théoréme 15, il existe ¢ € A et 2 € R tel que

N
-

Mr = z+ <¢sw§s+l_gs>-

S

Il
o

Supposons que

t
MtJrl = T+ Z<¢Sa Serl - Ss>
s=0
pour un t < T. Alors, par passage & I’espérance conditionnelle sous Q sachant
Ft, on obtient

t—1
My = z+) (¢s,S541— 85) + (66, E? | S0 — S | Fi)
s=0

t—1
= T+ Z<¢s’ Ss—‘rl - gs) .
s=0

On déduit donc d’une récurrence que cette représentation est valable pour tout
t € T. En particulier, My = z.

On considére maintenant le cas général. Etant donné M, on pose M;" :=
EQ[MrV (—n) An|F;], n > 1. D’aprés ce qui précéde, on sait qu'il existe ¢™ € A
tel que f/réw - M?%. Comme My € LY(Q), le théoréme de convergence domi-
née implique que My — My quand n — oo. En particulier M3 — Mg € Bl
Comme ce dernier est fermé pour la convergence en probabilité (Théoréme 9) et
que Mp — My — Mr — My quand n — oo, on en déduit que Mr — My € 7l
On a également — (M7 — M{) € frl', et les mémes arguments que ci-dessus
impliquent donc que —(Mp — Mj) € BrI. On conclut en répétant les arguments

utilisés dans la preuve du Théoréme 12. a

Corollaire 18 (Théoréme de représentation) On suppose que M(S) = {Q}.

Alors, tout G € L'(Q) admet une représentation sous la forme :

~
_

G = EQ [G] + <¢37 gs—l—l - §s>

S

I
<)

pour un ¢ € A.



Preuve. Il suffit d’appliquer le Corollaire 17 & la martingale (EQ [G | Fi])ser-
O

On conclut cette section en montrant que si le marché est complet, alors, pour
tout ¢t < T, la loi de S;y1 sachant F; est concentrée sur au plus d + 1 points

(aléatoires).

Proposition 19 Supposons que M(S) = {Q}, alors, pour tout t < T, il existe
d + 1 vecteurs aléatoires &1, ... ,&4.1 € LP(RY; F) tels que

d+1

ZP[StH—gt:fj | Fi| =1, P—p.s.
j=1

Preuve. Supposons que cette propriété ne soit pas vérifiée pour un t < T.
Alors, il existe un ensemble A € F; tel que Q[A] > 0, d + 2 variables aléatoires
ooy Cara € LORY Fy) et € LO((0, 00); Fy) tels que

P[Bj‘ft]>0 Vi<d+2 sur A

ot Bj := {||(Six1 — St) — ¢l < ny N A et les B; sont disjoints. Les vecteurs
(Q[B; | F,EQ [(5}“ - S’t)’lBj | ]:t}), j =1,...,d + 2, ne pouvant étre li-
néairement indépendants, il existe d + 2 variables aléatoires aq,...,aq4412 de
L°(R; ), non Q-p.s. nulles sur A, telles que

d§a’j (Q[Bj | Fi], EY [(Stﬂ - gt)lB]- | ftD =0 Q-ps.
j=1

Aprés avoir éventuellement normalisé les a;, on peut supposer que chacun est
essentiellement borné par 1/(2d 4+ 4) Q-p.s. On définit alors

- d+2
H = 14+14) ajlp, .
j=1
On a alors E? [FI | .7-}] =1, H >0 Q-p.s. et, comme S est une Q-martingale,
EQ [H(S’t—i-l - St) | fti| = 0.

Ceci implique que la mesure Q de densité H par rapport a Q est également un

élément de M(S’ ), ce qui contredit ’hypothése de la Proposition. 0
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4 Extensions a certains marchés imparfaits

4.1 Contraintes de portefeuille

On considére maintenant un marché sur lequel les agents financiers ne peuvent
vendre et acheter librement n’importe quelle quantité d’actifs. Plus précisément,

on impose une contrainte de portefeuille de la forme
¢ € K P—p.s. pourtoutt €T

ot K est un cone convexe fermé de R?. On note Ag ’ensemble des processus

de A vérifiant cette condition.

Exemple 20 1. K =R? : pas de contrainte
2. K = ]R‘i s aucun actif ne peut étre vendu a découvert
3. K =R x {0} : lactif d ne peut étre échangé.

Les arguments précédents s’étendent pour ’essentiel & ce cadre sans la moindre

modification. En particulier le Théoréme 1 s’écrit sous la forme suivante.

Théoréme 21 [l y a équivalence entre

(i) (AOAK) est vérifiée.

(i) (AOALK) est vérifiée pour tout t =0,...,T — 1.
(ii) HE (5) £ 0.

Ici, (AOAX) et (AOAK) sont définis comme (AOA) et (AOA;) mais en rempla-
cant A par Ag, et H (S) désigne 'ensemble des variables aléatoires H de L

d’espérance égale a4 1 vérifiant

sup E [H(g, §t+1 — S}}} <0 pourtoutt<T.
EEL(’O(K;]‘—t)

Exemple 22 1. K = R? : H[X(S) est Uensemble des densités des mesures de
My(S).

2. K = Ri : Hg((g) est l’ensemble des densités des mesures Q ~ P telles que
S est une Q-surmartingale et dQ/dP € L.

3. K = R4 x {0} : H(S) est I'ensemble des densités des mesures Q ~ P

telles que (Sl, e Sd_l) est une Q-martingale et dQ/dP € L.
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Les résultats de la Section 2 s’étendent de la méme maniére. On peut définir le

prix de sur-réplication comme
pr(Q):=inf{z eR : Ipec Ax t.q. V-G e LO(Ry)}
et obtenir la caractérisation suivante.

Théoréme 23 Si H{<(S) # 0, alors les deux ensembles suivants

'k = {Gel” : pr(G) <0}
O = {GELOO : sup E[HpBrG| §0}
HeHE(S)

sont égaux et

{GeL’ : pg(G) <0}
est fermé en probabilité.
Corollaire 24 Soit G € L. Si H{(S) # 0, alors

pr(G) =  suwp E[HBG) .
HeHE(S)
Exemple (Exercice). On considére un marché financier & une période ot sont
échangés un actif sans risque et un actif risqué. On note par R = 1 4+ r le
rendement de l'actif sans risque (i.e. 1 euro placé en début de période rapporte
R euros a la fin de la période). L’incertitude sur le rendement de Iactif risqué
est décrite par un arbre binomial : il y a deux états du monde possibles wy et
wo de probabilité strictement positive. Le rendement de ’actif risqué est donné

par :

Si(w) = u et S1(w2) =d

So So

ol u > d > 0 sont deux réels donnés.

On dit ici qu’il n’existe pas d’arbitrage si pour tout 6 > 0,
0(S; — RSy) € (Ry)> = #6(S1—RSy) = 0.

On désigne par NA | cette condition d’absence d’arbitrage.
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1. Donner l'interprétation économique de la condition NA .
2. Montrer que si la condition NA | est vérifiée, alors d < R.

3. En déduire qu’il existe un réel « tel que :
0O<nm<1le mu+ (1-7md<R.

4. Donner une interprétation de 7w en terme de probabilité neutre au risque.

5. Réciproquement, supposons qu’il existe un réel 7w vérifiant les conditions de
la question 3. Montrer que la condition NA est alors vérifiée.

6. Donner un exemple de marché financier compatible avec NA ., dans lequel il

y aurait un arbitrage au sens de la définition usuelle.

4.2 Information imparfaite

Dans certaines situations, les agents ne sont pas en mesure de passer leurs ordres
de maniére instantanée, il y a un décalage entre le moment ot la décision est
prise et celui ou 'ordre est effectivement passé. Ceci implique que la stratégie de
I’agent n’est pas basée sur toute I'information disponible au moment ou ’ordre
est passé. D’un point de vue mathématique, cela revient a considérer qu’elle est

adaptée a une filtration G = (G;)¢er qui est plus petite que F.

On est alors amené & supposer que ¢ est un élément de Ag, 'espace des pro-

cessus G-adaptés a valeurs dans RY.

Les arguments précédents s’étendent immédiatement a ce cadre. Il suffit de
remplacer M(S‘) par l'espace MG(S’) des mesures de probabilité Q ~ P telle
que SQ := (EQ [S’t \ Qt} )teT est une Q-martingale, voir [23] pour plus de détails.

Puisque S est F-adapté, on retrouve les résultats des sections précédentes lorsque

G =F, ou de maniére plus générale F C G.

4.3 Cotuts de transaction proportionnels (exercice)

On suppose qu’il n’y a qu'un actif risqué S et que le taux sans risque est nul,
r = 0. On suppose maintenant que les achats et ventes d’actif risqué sont sou-
mis a un coiit de transaction proportionnel au montant transféré de coeflicient
A > 0. Ces colits sont payés en numeéraire (argent). On modélise la richesse
comme un processus bi-dimensionnel V = (V0 V1) V9 désigne le montant de
numéraire (resp. d’actif risqué) détenu. On note M, (resp. L) le montant cu-

mulé des achats (resp. des ventes) d’actifs S contre du numeéraire entre 0 et n.
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Ces processus doivent étre F-adaptés. On suppose que S est strictement positif
P-p.s.

a. Ecrire le nombre d’unités de S détenues entre n et n + 1 en fonction de V!
et Sy,.

b. En déduire la dynamique de la richesse.

c. Soit K I'ensemble des portefeuilles de la forme z = (2!, 22) tels que I'on puisse

2 en actif risqué S de sorte que le nouveau portefeuille ainsi

liquider la position x
obtenu soit de la forme (y,0) avec y > 0. Déterminer K en fonction de A\. On
appelle cet ensemble la région de solvabilité.

d. On note Z I’ensemble des processus F-adaptés Z = (Z', Z?) a valeurs dans
(0,00)? tels que (Z!,Z2%S) est une (F,P)-martingale a valeurs dans K° =
{(z4,22) : 2tz + 2222 > 0 V (21,2%) € K} (polaire positif de K au sens
de lanalyse convexe). Montrer que (Z, V) est une (F,P)-martingale.

e. Montrer que Z'V! + Z2V? est une sur-martingale.

f. On dit qu’il n’y a pas d’arbitrage dans ce modéle & I’horizon N si on ne peut
pas trouver (L, M) F-adapté tel que la richesse Viy obtenue en N en partant
d’une dotation initiale nulle et en suivant la stratégie (L, M) vérifie Vy € R%
et P(Viy # 0) > 0. Montrer qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage si Z # §).

g. Comment modéliseriez-vous une option européenne de maturité N dans ce
modéle ? Que devrait vérifier une dotation initiale x permettant de couvrir une

telle option ?

4.4 Couts de transaction fixes (exercice)

On considére un marché financier & une période, composé d’un actif sans risque
B et d'un actif risqué S. L’actif sans risque vaut Byp = 1 en 0 et By = (1 + )
en 1 ot 7 > 0 est une constante, taux sans risque. L’actif risqué vaut Sy = 1 en
0 et son prix en 1, 57, est une variable alétoire pouvant prendre les valeurs u.Sy
ou dSy, chacune avec probabilité 0.5, ot u > d sont deux constantes.

Une stratégie de portefeuille consiste & former en 0 un portefeuille contenant
0 € R unités de actif risqué puis & solder cette position en actif risqué a la date
1. Si 6 > 0, il s’agit d’un achat en 0 puis d’une revente en 1. Si 6 < 0, il s’agit
d’une vente puis d’un rachat. Comme d’habitude le solde de la richesse initiale
non utilisé dans l'opération d’achat ou vente de 'actif risqué est emprunté ou
placé au taux sans risque.

On suppose que chaque transaction sur 'actif risqué fait 'objet d’un cotit de
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transaction fixe ¢ > 0 payé au moment de 'opération, i.e. chaque opération
d’achat ou vente de l'actif risqué coiite immédiatement ¢ en plus du “cott” de
I'achat ou de la vente |6S]. On note Vlz’a la valeur du portefeuille en 1 aprés
avoir soldé la position en actif risqué associé & la stratégie 6, et dont la valeur
initiale est z € R en 0 avant toute opération d’achat ou vente.

Dans ce modéle, on dit qu’il n’y a pas d’arbitrage si il n’existe pas 0 € R tel
que P [VIO’G > 0} =letP [Vlo’a > O] > 0.

1. Montrer que le’e =051+ (x — 05y — cloo)(1 + 1) — closo.
2. Montrer qu’il n’y a pas d’arbitrage si 1 +r € [d, u].
3. On veut maintenant montrer la réciproque, i.e. 1+ € [d,u] s’il n’y a pas
d’arbitrage.
— On suppose que 1+ r < d. Montrer que ’on peut trouver 6 > 0 tel que
d—1—7r>(24r)c/f. En déduire qu’il existe un arbitrage.
— On suppose que 1+ > u. Montrer que ’on peut trouver 8 < 0 tel que
O(u—1—r) > (2+7)c. En déduire qu'il existe un arbitrage.
4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur u,d et r pour ’absence
d’opportunité d’arbitrage.

On suppose a partir de maintenant que 1+ r € [d, u].

5. On cherche maintenant & trouver une mesure de probabilité Q telle que
EQ[V"’ /(1 + r)] < 0 pour tout 6 € R.

(a) En utilisant la notation ¢ := Q(S; = uSy) = 1 — Q(S1 = dSy), écrire
E@[Vlo’e] pour 0 € R.

(b) En déduire que 'on doit avoir 8Sy(qu + (1 —¢)d — (1 + 7)) < (2 +
r)clgo pour tout 6 € R.

(c¢) En déduire que qu+ (1 —q)d =1+r.

(d) En déduire qu’il n’existe qu'une mesure de probabilité Q telle que
EQ[V,>? /(1 + )] <0 pour 0 € R. L'expliciter.

(e) A quelle condition cette mesure est-elle équivalente a P ?

6. Soit une option européenne payant le payoff aléatoire G défini par G =
G(u) € Rsi S1 =uSy et G =G(d) € RsiS; = dSp. On suppose que
G(u) # G(d).

(a) On pose pt := EQ[G/(1+ )] +c(14+1/(1+7)). Montrer qu'il existe
0 € R tel que]P’{Vfﬁ’o :G} =1
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(b) On pose p~ := EQ[—G/(1+7)]+c(1+1/(1+7)). Montrer qu’il existe
6 € R tel que P [Vf"ﬁ - —G} —1.

(c) Quelle est la fourchette de prix viables pour G dans ce modéle?

Justifiez briévement.
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Chapitre 3

Options américaines en marché

complet

Une option américaine est un titre financier permettant & son acheteur de re-
cevoir un montant G; a une date ¢t qu’il choisit, date d’exercice, avant une date
T fixée a Pavance, appelée maturité.

Du point de vue mathématique, 'option est modélisée par un processus G =

(Gp)ter F-adapté. Par la suite, on fixe un tel processus et on suppose que
Gy € L*(P) pour tout teT.

L’objet de cette section est de caractériser le prix d’achat de 'option américaine

G quand le marché est complet et sans arbitrage, i.e. M(S) = {Q}. Pour cela,

on a besoin d’introduire la notion d’enveloppe de Snell.

1 Sur-martingale et enveloppe de Snell

On rappelle qu’un processus F-adapté £ est une Q-surmartingale si
1. &, € LNQ)

2. EQ (&4 | ) <& Qps.

pour tout t < T

Remarque 1 Si £ est une Q-martingale, alors, on montre facilement par ré-

currence que

EQ (& | Fs] <& Q-p.s. pour tout s <t <T .
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On commence par donner une décomposition générale des surmartingales, ap-

pelée décomposition de Doob-Meyer.

Théoréme 2 (Décomposition de Doob-Meyer) Si Y est une Q-surmartingale,
alors il existe une Q-martingale M et un processus croissant prévisible A nul en

0 tels que Y = M — A Q-p.s. Cette décomposition est unique.

Preuve. On pose (M, Ag) = (Yo,0) puis on définit (M, A¢)1<i<7 par la ré-
currence

My =My + Y —EC Vi | A, Ai =4+ Y, —E Vi | 7
Ce couple vérifie I’énoncé du théoréme. a

Par la suite, on va montrer que le prix de 'option américaine G correspond

simplement a la valeur en 0 de ’enveloppe de Snell de

G := (B:Gr)er

dont on rappelle la définition.

Définition 3 On appelle enveloppe de Snell de G sous Q la plus petite Q-
surmartingale Y telle que Y > G Q-p.s.

Proposition 4 L’enveloppe de Snell de G est l'unique processus défini par la
propriété de programmation dynamique
Y, = max{é’t L EQ Yy | ]—"t}} t<T, (1)
et la condition terminale
Yr = Gr . (2)

Preuve. D’aprés (1), on a bien Y; > EQ[Y;,; | 7] pour tout t < T. Par
ailleurs, une simple récurrence basée sur le fait que G est un processus intégrable
montre que Y lest aussi. Donc, Y est une Q-surmartingale. En outre, (1)-(2)
implique que Y > G Q-p.s. Par définition de I'enveloppe de Snell Y de G, on
a donc Y > Y Q-p.s. On montre maintenant 'inégalité inverse. Tout d’abord,
Yr = Gp < Yr Q-p.s. Supposons maintenant que Y11 < Yip1 Q-p.s. pour un
t <T —1. Dapres (1)

i = max{@t, E2 [V | ft]} Smax{Yt, E? [V | }-t]} =Y

car Y est une Q-surmartingale. La preuve est complétée par une simple récur-

rence. (]
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2 Enveloppe de Snell et arrét optimal

On montre maintenant que Y est associé a un probléme d’arrét optimal.

On rappelle qu'un (F,T)-temps d’arrét est une variable aléatoire 7 a valeurs
dans T tel que {T =t} € F; pour tout ¢t € T.

Pour ¢t € T, on notera 7; 'ensemble des (F, T)-temps d’arrét p.s. supérieurs ou
égaux a t.

Remarque 5 Si 7 € 7 alors il est clair que {7 <t} € F; pour tout ¢t € T.

Remarque 6 Soit £ une Q-martingale et 7 € 7y. Alors le processus arrété

€7 := (&nr)tet est une Q-martingale. En effet,

§ = &l + > &l teT,

s<t

ce qui montre que 7 est bien intégrable. En outre, en utilisant la Remarque 5

et la propriété de martingale de &, ceci implique également que

B (¢l | F] = EB® |Gl + Y &l |

s<t
= ]EQ [§t+1 | ft] ]—T>t + Z gs]-ﬂ-:s
s<t
= €t1T>t+Z£517‘:s:£Z Vt<T

s<t

En particulier, ceci implique que & = & = EQ [&n,] = EQ[érnr] = EQ[&]
pour tout t € T.
On montre de méme que si £ est une Q-surmartingale, alors £ := ({yar)teT €st

une Q-surmartingale.

On commence par montrer que le processus Y devient une martingale s’il est

correctement arrété.
Proposition 7 Soit

Fi=inf{teT : Y, =Gy} . (3)
Le processus Y7 := (Y;rz)seT est une Q-martingale.
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Preuve. On a déja remarqué que Y est bien intégrable. Par les mémes ar-
guments que ceux utilisés dans la Remarque 6, on en déduit que Y7 est bien
intégrable. Soit ¢ < T. On a alors

T =Y = (Y1 — V) L
et
V, =EQ[Yi, | ] sw{f>t+1}eF
par définition de Y. Ceci combiné a la Remarque 5 implique que
EQ (Y7, Y7 | 7| = E2[Yerr =Y | Fillenen = 0.

d

On donne maintenant la caractérisation de Y en terme de probléme d’arrét

optimal.
Proposition 8 On a

Yo = fél% EQ [GT} = EQ [CNJT} .

Preuve. Comme Y est une surmartingale et domine G, on déduit de la Propo-

sition 7 que

Yy = E© [éf] > sup EQ[Y;] > sup EY [GT} .
T€Ty T€Ty

Puisque 7 € 7, le résultat en découle. O

3 Prix et stratégie de couverture

Puisque l'option peut étre exercée a tout moment, le prix de couverture sans

risque, ou prix de sur-réplication, est maintenant défini par
PG =inf{z €R : 3pec A tq V-G el R)VteT}. (4)

On commence par caractériser ce prix en terme d’enveloppe de Snell de G.
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Théoréme 9 Soit Y le processus défini dans la Proposition 4 et M la martin-
gale intervenant dans la décomposition de Doob-Meyer de Y du Théoréeme 2.
On a alors : pUS(G) = Yy. Par ailleurs, la stratégie de couverture optimale as-

sociée a pY°(G) coincide avec la stratégie de couverture de l’option européenne

de payoff ﬂ;lMT.

Preuve. On note p = Yy = My pour alléger les notations.

1. On montre tout d’abord que p > pV*(G). Pour cela, on commence par déduire
du Théoréme 15 et de la Remarque 8 du Chapitre 1 qu’il existe ¢ € A tel que
fo’(b = Mp Q-p.s. et VP? est une Q-martingale. Comme M est également
une Q-martingale, ceci implique que VP® = M > Y Q-p.s., voir Théoréme
2. Comme Y > G Q-ps., ceci implique que VP? > G Q-p.s. et donc que
p>pY5(G).

2. On montre maintenant que p < pY(G). Soit > pV9(G). On peut alors
trouver ¢ € A tel que V*¢ > G Q-p.s. D’aprés la Remarque 8 du Chapitre
1, V&% est alors une @Q-surmartingale. Comme elle domine G, elle domine, par
définition, Penveloppe de Snell Y de G. En particulier, on doit donc avoir z > p.
Comme z > pU%(G) est arbitraire, ceci montre le résultat recherché.

3. Puisque 1. et 2. montrent que p = pV5(@G), la stratégie de sur-réplication se

déduit des arguments donnés en 1. a

Remarque 10 Puisque, d’aprés la Proposition 7, Y7 est une Q-martingale,
elle coincide nécessairement avec M7. Par ailleurs, la Remarque 8 du Chapitre
1 implique que si (p,¢) € R x A est tel que f/ﬁ"z’ = My Q-p.s. alors VP? est
une Q-martingale et donc V¢ = M Q-p.s. Ceci implique (f/p"p)f =Y =M"
Q-p-s.

On caractérise maintenant I’ensemble des prix viables pour 'option américaine.
La décision d’exercice ou non de 'option & une date ¢ donnée par le vendeur
pouvant dépendre de toute 'information dont il dispose & cette date, c’est un
événement Fp-mesurable. Ceci conduit naturellement 4 modéliser cette décision

d’exercice comme un (F, T)-temps d’arrét.
On dit que le prix p est un prix viable pour 'option américaine si

1. Ade Atq V% — G, e LOR,) \ {0} pour tout 7 € Tg
2. A(p, 7)€ AXT tq. Vi ™ + G, € LO(R,) \ {0}
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La premiére assertion implique qu’il n’y a pas d’arbitrage possible pour le ven-

deur, la seconde qu’il n’y a pas d’arbitrage possible pour I'acheteur.
Corollaire 11 L’unique priz viable est pU(G).

Preuve. On pose z := pUS(G) pour alléger les notations.

1. On commence par montrer que pU%(G) est viable.

l.a. On vérifie tout d’abord la condition 1. de la viabilité. Soit ¢ € A. Si
%4 Y _Gr e L°(R ), alors la Remarque 8 du Chapitre 1 implique que V9 est
une martingale. Soit 7 le temps d’arrét défini dans (3). D’aprés la Remarque 6
et la Proposition 7, (fo\’f — Yias)ter est une Q-martingale. Comme Y; = G», la
Remarque 6 implique que 0 = EQ F/f’d) — Yf—i| = EQ [f/f’d) — CN;'T] . Ceci implique
que 'on ne peut avoir V;m’ —G; € L°(Ry) \ {0}.

1.b. On vérifie maintenant la condition 2. Supposons qu'’il existe (¢, 7) € A x Ty
tq. Vi ™+ G e LOR,) \ {0}. Alors, des arguments similaires & ceux utilisés
ci-dessus implique que —z + EQ [G,] > 0. Ceci contredit la Proposition 8.

2. On montre maintenant que c’est I'unique prix viable. Soit p un prix.

2.a. Supposons que p > pUS(G). Soit ¢ la stratégie de couverture de I'option G
donnée par le Théoréme 9. D’aprés I'équation de la richesse (4), on a VP¢ =
V& + 371 (p — x). Comme, d’aprés le Théoréme 9, V;x’d) > Gy pour tout t € T
Q-p.s., on en déduit VTp’(b > G, Q-p.s. pour tout 7 € 7y. Ceci montre que p
contredit 1. de la définition de la viabilité.

2.b. Supposons que p < pU¥(G). Soit ¢ la stratégie de couverture de I'option G
donnée par le Théoréme 9. D’aprés 1’équation de la richesse (4), on a V="P~¢ =
V—r=¢ — 3 Yp — ) = —V»® 4+ 3712 — p). Par ailleurs, on déduit de la
Remarque 10 que G» = f/f’d) ce qui implique que Vf_p’_d’ + G € L°(Ry) \ {0}

ce qui contredit 2. de la définition de la viabilité. O

4 Stratégie d’exercice optimale

Les argments présentés dans la section précédente se généralisent facilement au
cas d’une vente de 'option amériaine G & un temps ¢t € T quelconque. Dans ce
cas, I'unique prix viable est 3, ly,.

L’acheteur initial n’a donc aucun intérét a exercer son option avant le temps
d’arrét 7 défini dans (3) puisque dans ce cas il recevrait la valeur d’ezercice Gy

qui est strictement inférieure a la valeur de continuation 37 'Y; sur {t < 7}. 1l
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n’a pas non plus intérét a I'exercer aprés 7. En effet, on sait que M > Y alors
que M; = G» d’aprés la Remarque 10. La méme remarque montre que si ’on
suit la stratégie de couverture qAS du Theorem 9 entre 7 et T', on peut constituer
un portefeuille de valeur 3~ "M sur cet intervalle. Ce portefeuille ayant une plus
grande valeur que le prix de revente Y, il est toujours préférable de le constituer
plutot que de conserver option.

Ceci montre que, de maniére rationnelle, le vendeur doit exercer son option au

temps 7.

Excercice 12 (Absence d’exercice anticipé pour le call américain sans dividi-
dendes)

On considére un actif financier S de prix Sy a la date t. Un call américain est
un contrat par lequel le vendeur s’engage a livrer S a un priv K (strike) fizé
a lavance a une date t inférieure a T si l'acheteur exerce son option en t. On
note Cy le priz a la date t du call européen de maturité T' et de strike K et C{
le priz du call américain correspondant.

a. Montrer que Cft > Cy.

b. On suppose que P[St > K] > 0 et que P[Sr < K| > 0. Montrer qu’en [’ab-
sence d’opportunités d’arbitrage Cy > [Sy — K By]™.

c. Montrer qu’il vaut toujours mieur vendre une option américaine plutdt que
de l’exercer.

d. En déduire que Cf = C.
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Chapitre 4

Modéle de Cox-Ross-Rubinstein

Le modéle de Cox, Ross et Rubinstein est un modéle d’arbre binomial & un
seul actif risqué. A chaque période, celui ne peut évoluer que de deux maniéres
différentes. Bien que trés restrictif, ce modéle sert souvent d’approximation au

modéle en temps continu de Black et Scholés qui sera présenté ci-apres.

1 Le modéle

Etant donnés deux réels distincts d < u vérifiant ud = 1, on considére I'espace
Q={w=("...,w") € {d,u}"} muni de la mesure de probabilité¢ P définie
par

Plw] =pNT@ (1 - p)T Ny e

ou p est un réel de (0,1) et
t
Ni(w) :lei:u L 1<t<T,
j=1

de sorte que Np(w) est le nombre de composantes de w égales & u. On utilisera

la convention Ny = 0.

On suppose que le taux d’intérét sans risque est constant et égal a r > 0. L’actif

risqué est modélisé par le processus S défini par
St(u.)) — SoebtuNt(w)dt—Nt(w) ,teT
avec b € R.

La filtration F est la filtration engendrée par S, i.e. Fy = o(Sy, r < t).

44



2 (AOA) et évaluation d’options (exercice)

1. Montrer que, dans ce modéle, la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage

est équivalente &

de® <1+7r <ue. (1)

2. Montrer que sous la condition (1) il existe une unique mesure Q dans M (S)

et qu’elle est donnée par

Qlw] = ¢V@(1 - g)T N e (2)
avec
1+7r—ebd
9= ebu —ebd (3)

3. On se donne une option européenne G € L°(Fr). Donner I'algorithme de

calcul de son prix et de la stratégie de couverture.

4. Reprendre la question précédente pour une option américaine G = (Gy)ier €
LO(F).

3 Passage a la limite

Le modéle de Cox-Ross-Rubinstein est souvent utilisé comme approximation en
temps discret du modéle de Black et Scholés, modéle en temps continu qui sera
présenté ci-apres.

On fixe un horizon de temps T et on considére une suite de modéles a n périodes,
n > 1. Ceci revient a considérer un pas de temps 7'/n qui tend vers 0. On
considére alors la suite de modéles (M"),, définis comme dans la Section 1 avec

r,b,d, u) remplacés par
(r,b,d, p P
T
rpi=e M 1 by =b= , dyi=e " et uy,i=en
n

ou oy :=0+/T/n, r,beRet o >0.

La condition (1) de la Section 2 est bien vérifiée pour n suffisamment grand,

de sorte que T'/n devienne négligeable par rapport /7 /n. Pour chaque modéle
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M™ il existe donc une unique mesure risque neutre Q" définie comme dans (2)

et (3). Sous cette mesure St a la méme loi que

So ebT+a\/§ P
sous P ot (Z}')x>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans {—1, 1} vérifiant

n 1+ 7, —ebnd,
PZ; =1] =g, :=

ebnu, — ebnd,,
Si G = g(S7) est une option européenne, son prix dans le modéle M"™ s’écrit

donc

16) =8 [or7y (5T VEEE Y]

Le passage a la limite lorsque n — oo est justifié par la proposition suivante.

Proposition 1 La suite O'\/% S op_q Zj tend en loi vers (r —b— %Q)T +oWr

ou Wr est une gaussienne centrée de variance T.

Ceci implique immeédiatement que

o2
pn(G) N ) |:6_TTg <Soe(r—2)T+aWT):|

pour tout fonction g continue bornée. On verra dans le Chapitre 8, que ce prix
coincide avec celui de 'option g(S7) dans le modéle de Black et Scholés associé

au taux sans risque r et la volatilié o.

Preuve de la Proposition 1. On note X, := 0’\/% > k1 Zi et ¢y, sa fonction

caractéristique sous PP. Par indépendance des Z7*, on obtient que

¢n(t) = (fn(t))na

folt) = E [eita\/fzy] _ eito\/%qn n e_m\/g(l )

11 suffit alors de montrer que cette suite de fonctions caractéristiques converge

. 2 .
vers celle d'une gaussienne de moyenne m = (r —b — % )T et de variance

v = o?T. Pour cela, on montre que
1. 9 1
falt) = 14 - (imt — vt*/2) + O(ﬁ) .
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O

Nous renvoyons a [18] et [27| pour une analyse de la convergence des options
barriéres et américaines. Pour une approche trés générale et pour plus de réfé-

rences sur le sujet, nous renvoyons a [35].
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Chapitre 5

Compléments (exercices)

1 Modéle de taux de Ho et Lee

On considére un marché financier en temps discret construit sur un espace de
probabilité fini (2, F,P) dans lequel les flux ne sont échangés qu’aux dates
1,2,...,7* ou T* est un entier strictement positif. Par la suite, on notera T =
{1,..., 7"} et on munit (2, F) d’une filtration F = (F;);eT supposée compléte
et vérifiant Fy = {Q,0}, Fp- = F.

On suppose qu’il existe un processus adapté strictement positif r et un actif
financier, appelé actif sans risque, tel que 1 euro investi a la date ¢ rapporte
1+ r; euros a la date t + 1. Par la suite, on considérera le processus B defini

par
t—1

By =[]0 +r) , t<T.
§=0
Un zéro coupon de maturité T < T* et de nominal 1 est un produit financier
qui paie a son acheteur un unique flux de 1 en 7'. On note P;(T') son prix a la
date t < T.
On suppose que, pour chaque T' < T il existe des processus adaptés strictement
positifs u(T") et d(T') tels que

P HPHl(T) - ut(T)PfZ(?D} U {PHl(T) - dt(T)PZZ(?UH =1

VO<t<T,

u(T) > de(T) P—ps. ,VO<t<T—-1.
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On notera p le processus adapté défini par
pe =P [P (T) =w(T)P(T)/Pe(t +1) | F]
et on supposera qu’il est & valeurs dans 0, 1] si ¢t < T — 1.

1. Que vaut Pp(T") ? Montrer que nécessairement u;(t+1) = dy(t+1) = 1 P—p.s.
pour tout ¢ < T*. Par convention, on notera maintenant P,(T") := By/Br si
t>T.

2. On appelle stratégie financiere ¢ = (¢(1),...,¢(T*)) un processus adapté a
valeurs dans R”". Ici, ¢4(T) correspond au montant investi dans le zéro coupon
de maturité T entre t et £+ 1. On note V¢ la richesse associée a une dotation
initiale x € R et & une stratégie d’investissement ¢. Donner la dynamique de la

richesse V2 sous la condition d’autofinancement.

3. Soit t < T <T™.

a. Montrer que Py(t +1) = B;/Bir1 = (1 +7,) "L

b. Rappeler la notion d’absence d’opportunité d’arbitrage.

c. Soit t < T'—1. Montrer que P [d¢(T") > 1] = 1 implique P;41(T") > P;(T")Bi4+1/ Bt
P — p.s. En déduire qu’il existe alors un arbitrage (on exhibera la stratégie d’ar-
bitrage).

d. Reprendre la question précédente en supposant seulement que P [dy(T") > 1] >
0.

e. Montrer que I’on ne peut pas non plus avoir P [u;(T") < 1] > 0 pour t < T'—1.
f. En déduire une condition sur u et d nécessaire & 1’absence d’opportunité

d’arbitrage.

4. On suppose maintenant que uy(7) > 1 > dy(T) P—p.s. pour tout t < T < T*.
a. Montrer que, pour tout 7' < T%, il existe un unique processus adapté ¢(T') a

valeurs dans |0, 1] tel que

)T s + (1= )T s = Tt Pops V< T

b. Soit H le processus défini sur T par

t—1 (T 1—a:(T*
H(T") = ]| <§j ET*;IAj(T*) + %%(Tﬂ)

=0
ou A;(T) :={Pj1(T) = u;(T)P;(T)/P;(j + 1)}. Montrer que H(T™) est une

P-martingale sur T.
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c. Soit Q la mesure de densité Hp«(T™*) par rapport a P. Montrer qu'’il s’agit
bien d’une mesure de probabilité équivalente & IP.

d. Montrer que Q est I'unique mesure de probabilité sous laquelle B~ P(T*)
est une martingale.

e. En déduire qu’en I'absence d’opportunité d’arbitrage B~'P(T) est une Q-
martingale pour tout T' < T™ et que

5. On suppose a partir de maintenant que u(7") = U(T —t) et di(T') = D(T —1t),
ou U et D sont des fonctions déterministes, et on définit la suite de variables

aléatoires (&(0)) par
€t+1(5) = U((S)]'At(t+5) + D(5)1A§(t+5) 5 t < T* 5 (5 S ,I’>|< - t 3

de sorte que

B P_1(T)
P(T)=&T —t+ 1)m :
a. Montrer que
t—1 t—1
[[PG+y =P ][gt+1-4) , t<T
=0 j=1

b. En déduire que

_ P(T) H§:1§j(T*j+1)
TRO Mgty T

P(T)

c. Que vaut r; en fonction de £ et Py ?

Correction

1. Pp(T) = 1 puisque c’est le prix en T de l'actif payant 1 immédiatement.
On a de méme P (t+1) = 1 = P(t +1)/P(t + 1) ce qui implique que
ut(t + 1) = d(t + 1) = 1 nécessairement.

2. Si Vf’d) est la richesse en t, la condition d’autofinancement implique que

Vi = (g0, ding [P P + (V= (ér, 1) BBy
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ot (-,-,) est le produit scalaire sur R”" et 1 = (1,...,1), et
VED = (r, dig[P) 7 Paa) + (V70— (0, 1) B B
= (¢, diag[P) "' Pyy) + (1/;“’¢— (b | 1>) (147 .

avec VOI’¢7 = 7.

3.a. L’achat en t du zéro coupon de maturité t+1 cotte P;(t+1) en ¢ et rapporte
1 en t+1. Le placement au taux sans risque du montant (147;)~! sur la période
[t,t+1] cotite (1+7;)~! en t et rapport 1 en ¢+ 1. En I'absence d’arbitrage, on
doit donc avoir Py(t +1) = (1 4+ 7))L ot (1 + 1) = Byy1/B;.

3.b. Voir cours pour la définition de I’absence d’opportunité d’arbitrage.

3.c. Soit t < T. Sidi(T) > 1P —p.s. alors w(T) > di(T) > 1 P — p.s. ce qui
implique que Pi1(T) > P(T)/P(t + 1) = P(T)Bi+1/B: d’apreés la question
précédente. On peut alors effectuer 'arbitrage suivant : on achéte en t le zéro-
coupon de maturité T et on le revend en ¢t + 1. L’achat est financé par un
emprunt en ¢ au taux sans risque 7 remboursé en t + 1. Le colit net initial en
t est nul, le gain en t + 1 est Pry1(T) — P(T)(1 + 1) > 0.

3.d. La variable d¢(T") est F; mesurable. On note A := {d;(T') > 1}. Sur A4, la
condition u¢(T") > di(T) P—p.s. implique que u(T") > d¢(T") > 1. Si A se réalise
a la date t, on peut reprendre la stratégie précédente. Quelle que soit I’évolution
du prix la stratégie rapporte un gain positif. Ce gain est strictement positif si
P (T) = ut(T)% ce qui arrive avec probabilité strictement positive.

Pt+1(t+1)
3.e. On utilise la stratégie opposée de celle utilisée dans 3.d. sur I’événement

{u(T) < 1}.

3.f. D’aprés les deux derniéres questions, I’absence d’opportunité d’arbitrage
implique que P [uy < 1] +P[d; > 1] = 0 soit u(T) > 1 > d¢(T) P — p.s.

da. Siu(T) > 1> de(T), alors ¢(T) := (1 — de(T))/(ue(T) — de(T)) € (0,1)
P—p.s. vérifie us(T) g (T)+de(T)(1—q:(T")) = 1. Comme d’aprés 3.a., P(t+1) =
By/By+1, on obtient le résultat attendu.

4.b.Onapourt+1<T*

a(T™) 1 —q(T” )

]E[Ht+1(T*) | ft] — H (T*)E ( *)]'At T ) + %
Y

As(rey | Fi

T P AT | Fi]
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Une récurrence donne le résultat (I’espace de probabilité étant fini, il n’y a pas
de probléme d’intégrabilité).

4.c. Comme Ho(T*) := E[H1(T%)] = 1 = E[Hp~(T%)] d’aprés la question pré-
cédente, et que Hp«(T™) > 0, il s’agit bien d’une mesure de probabilité équiva-
lente.

4.d. Dapreés 1., pour t + 1 = T*, on a By} P (T*) = B\ P(T*)/P,(T*) =
BtJrl1 = B;lPt(T*) d’aprés 3.a. La propriété de martingale est donc automatique
entre T* — 1 et T™.

D’aprés la question 4.a., on a pour t +1 < T

EY [B; )\ Pra (T7) | F]
1 P(T)

(He(T")Br+1)~ Blt+1)

IE[HT*(T*) (ut(T*)lAz(T*)—kdt( Ve T*) |ft} .

Comme H(T*) est une P-martingale, (u,d) est F-adapté et A, (T™) est Fyt1-

mesurable, on en déduit

EC B} P (T

Fi]
= (Hy(T*)By1) ™! t( ))E [Ht+1(T*) (Ut(T*)lAt(T*) + di(T™)1 g5+ ) \ ft}
P(T7) .
Pt + )Ht(T )

t T — T* %
ntT*; ut(T") L ay(re) + 1—ZtET*§dt(T )L ae(+) | .7:t:|
B Bﬁl% (@(T")u(T7) + (1 = q(T")d(T")

et on conclut en utilisant 4.a. L’unicité provient de 'unicité de la solution de
I’équation de la question 4.a. et du raisonnement précédent.

e. En 'absence d’opportunité d’arbitrage, il doit exister une mesure martingale
équivalente. Comme seule Q rend B! P(T*) martingale, c’est forcément celle-ci.
L’équation se déduit des arguments de 4.d.

5.0.0n 8 Py(j +1) = &(t — j)P5(1)/ Praa (t) dion

t—1 Po(t) t—1
117G+ H@t—y /P = gy [t +1-9)
j=0 Jj=1

or Pi(t) = 1. On peut changer les indices dans le produit car &_;(1) = 1.
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5.b. On développe la formule de récurrence

gt—l(T — (t — 1) + l)Pt_Q(T)/Pt_Q(t — 1)
P_q(t)
§e-1(T — (t = 1) +1)Po(T)
P, 1(t)P—a(t — 1)

R R R o s v

R(T) = &T—-t+1)

= LT —-t+1)

et on conlut par la question précédente.
5.c. On sait d’aprés 3.a. que ry = P;(t+1)~'—1. La question précédente implique
que
¢
[Tet-5+1
_ B =
Py(t+1)

Tt

- :
[Tet+1-5+1)
!

J

2 Minimisation du risque quadratique de couverture

On considére un marché financier en temps discret sur un espace de probabilité
fini (©, F,P) muni d’'une filtration F := (F;);=1,.. 7 compléte telle que Fy est
triviale et Fr = F. On suppose qu’il y a un seul actif risqué S et que le taux sans
risque est r constant. On note 3; := (1 +r)~t. On note S := S. On suppose
qu’il n’existe qu’une mesure martingale équivalente Q et on note H := dQ/dP.
On note A I'ensemble des processus adaptés (& valeur réelle). On note V*¢ la
valeur du portefeuille vérifiant Vox’d) =z oul ¢ € A est tel que ¢, représente le
nombre d’unités de S détenues entre ¢ et t + 1.

Etant donnée une variable aléatoire G, on définit, pour tout w € €, la fonction
(-, Gw)) 1 € R+ £(z, G(w)) = ([G(w)—2]")? ot [2]* := max{z,0} pour z €
R. Etant donné p € R, on définit enfin u : ¢ € A+ u(¢p) :=E [E(fo"b, G(w))]

1. Rappeler la dynamique de la richesse actualisée V=% en terme de S.

2. Peut-on faire des arbitrages sur ce marché ?
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Montrer que p > EQ[B7G] < 3 ¢ € A tel que u(¢) = 0.

On définit maintenant, pour tout w € Q, £(y, G(w)) = sup,cg (yz — £(z, G(W))).
Montrer que si y < 0 alors £(y, G) = I(y, Q)y—L(I(y,G),G) ou I(y, G(w)) :=
y/2+ G(w).

On note Y := frH. Montrer que u(¢) > A\p — E [E()\Y, G)} =: v(\) pour

tout p € Aet A <O0.

On suppose qu'il existe A\ < 0 tel que v(5\) = supy.o v(A). Montrer que
E2 [3:0(AY. )] = p ot Py, C) i= (s, G)/0y = 1(3.C).

En déduire qu’il existe qAS qui minimise u sur A et qu’il vérifie fo"ﬁ =
G — [A]Y/2. Un tel A < 0 peut-il exister si p > EQ[37G]?

3 Théoréme de Kreps-Yan, (2 fini

On note z7 la j-éme composante d'un vecteur x de R%. Soit C' un ensemble

convexe fermé de R? tel que :
(i) eCsiA>0etxeC.
(ii) (—o0,0]? C C.

(iil) C N[0, 00)¢ = {0}

On note e; le i-éme vecteur de la base canonique de R? (i.e. sa i-éme composante

vaut 1 et les autres 0).

1.

AN ol R o

Montrer que, pour tout i < d, il existe ¥; € R? tel que supgec(z, Vi) <
(€, Ya).

En utilisant (i), montrer que sup,cc(x,Yi) = 0 < (e;, Y;).
En déduire Y;' > 0 et montrer que Y; € [0, 00)¢ (utiliser (ii)).
En déduire qu'’il existe Y € (0,00)% tel que (z,Y) < 0 pour tout = € C.

Interpréter ce résultat en finance (que représente C, Y 7).

4 Option américaine callable

Pour éviter tout probléme d’intégrabilité, on suppose ici que 2 est fini. On

considére un marché financier composé d’'un actif sans risque, de rendement

par période nul, 7 = 0, et d'un actif risqué dont le prix S = (S;);<r est un

processus adapté. On suppose que S est une martingale sous P et que le marché
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est complet, i.e. toute variable aléatoire X admet la représentation X = E [X]+
ZtT:_Ol ¢¢(St+1 — St) pour une processus ¢ € A, I'espace des processus a valeurs
réelles adaptés.

Par la suite, étant donnés z € R et ¢ € A, on note V®? le processus de
portefeuille associé : V&% := z + Zf;é &1(Si41 — St), s <T.

On note 7 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans {0, ..., T}. Etant donnés
7,0 € T,onnote G(7,0) := {;1,<p+Lyl,;~g o ¢, L sont deux processus adaptés

a valeurs réelles vérifiant £y < Ly P — p.s. pour tout ¢t < T

1. Etant donnés 0,7 € 7, on définit Y'Y et X7 par

Y = G(T,0) | Y;f’:max{G(t,e),E[mlyft]} t<T -1,
X;=G(n,T) , X[ =min{G(r,t), E[X] | F]} t<T-1.

(a) Caractériser Y? et X7 en terme d’enveloppes de Snell de processus
a préciser.

(b) Montrer qu'il existe deux martingales M? et N7, ainsi que deux
processus prévisibles croissants A? et BT vérifiant A9 = 5 =0 tels
que Y0 =M% — A% et X" = N7 + B".

(c) Montrer que Xj < Y? P —p.s. et en déduire que X < Yg\ﬁ pour
tout t < T, ou:=7AN0.

2. Soit I'option américaine callable de payoff G. Ici, T s’interpréte comme la
date d’exercice de 'option par 'acheteur, et § comme la date de rachat de
l'option par le vendeur. Si 7 < 8, I'acheteur recoit du vendeur le montant
f. ala date 7. Si 7 > @, i.e. le vendeur rachéte 'option avant qu’elle ne
soit exercée, 'acheteur regoit du vendeur le montant Ly & la date 6. On

suppose que l'option est vendue a la date 0 au prix p.

(a) Montrer que si p > yo := infger Yoe alors le vendeur peut réaliser un

arbitrage (quelle que soit la stratégie d’exercice de 'acheteur).

(b) Montrer que si p < zg = sup,c7 X{§ alors 'acheteur peut réaliser

un arbitrage (quelle que soit la stratégie de rachat du vendeur).

3. On définit maintenant le processus Z par
ZTZZT 5 Zt:min{Lt 5 max{ft y E[Zt+1 ‘ ]:t]}} tST—]. .

=inf{t >0 : Zy =04}, 0:=inf{t >0 : Z, = L} AT et
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(a) Montrer que (Z,

sus (G(t,0))i<T et que (Zias)i<T est une sous-martingale majorée

A§)t<T est une sur-martingale minorée par le proces-

par le processus (G(7,t))i<r.
£ 1 6 _ v .
(b) En déduire que Y2 ="2,5=X] ;P—ps. pourtout t <T.
4. On peut maintenant calculer le prix compatible avant '’absence d’arbitrage
et les stratégies de couverture et d’exercice.
(a) Montrer que si l'option est échangée en 0 au prix Zp alors ni le

vendeur ni ’acheteur ne peuvent réaliser un arbitrage.

(b) Montrer qu’il existe une martingale M et un processus prévisible A,
nul en 0, tels que Z = M 4+ A, Ajp; > 0P —p.s. et At/\é <0P-—ps.
pour tout t < T

(c) Montrer qu’il est rationnel pour le vendeur de racheter I'option au
temps 0 (si elle n’a pas encore été exercée) et caractériser la straté-
gie de couverture de Ioption en fonction de la représentation de M

comme intégrale stochastique par rapport a S

(d) Quelle est la date d’exercice optimale pour I'acheteur ? (justifier brie-

vement)

5 Options swing

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration F =
(Ft)t=o,... 1 satisfaisant les conditions habituelles, et telle que Fy est triviale.
Ici, T € N\ {0}. Pour éviter tout probléme d’intégrabilité, on suppose que
Q est fini. On considére un marché financier composé d’un actif sans risque,
de rendement par période nul (i.e. r = 0), et d'un actif risqué dont le prix
S = (St)i<r est un processus adapté. On suppose que S est une martingale
sous P et que le marché est complet, i.e. toute variable aléatoire X admet la
représentation X = E[X] + ZtT:_Ol ¢¢(St+1 — Si) pour une processus ¢ € A,
I’espace des processus a valeurs réelles adaptés.

Par la suite, étant donnés z € R et ¢ € A, on note V®? le processus de
portefeuille associé : Vi? .= & + 32570 ¢;(Sp1 — St), s < T.

Soit G un processus adapté a valeur positive. Une option swing de payoff G a
au plus N dates d’exercice (2 < N < T') est une option de type américain qui
peut étre exercée N fois avant T'. A chaque date d’exercice 7, ’acheteur recoit

le payoff G-. Il ne peut cependant pas exercer deux fois & la méme date.
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Afin de modéliser la stratégie d’exercice de I’acheteur, on définit I’ensemble 7V

des N-uplets de temps d’arrét (7, ...,71) a valeur dans {0,...,T} tels que
Tit1 <7 P—ps. et 741 <T — ¢ pour tout ¢ < N.

Ceci signifie que ’écart entre deux temps d’arrét est d’au moins 1. On interpréte
71 comme le dernier exercice, 79 comme ’avant dernier, etc.... L’'indice ¢ signifie
qu’il reste i exercices y compris celui en question. Par ailleurs, le payoff étant
positif, il est évident qu’il est sous-optimal d’avoir plus de i exercices restant

aprés T — 1.

1. Soit Y le processus définit par

Y = Gr
V' = max{G,, E[V)}, | F]} sit<T.

(a) Quelle est I'interprétation financiére de Y;' ?
(b) Quelle est I'interprétation financiére de 7! := inf{t > 0 | Y,! = G} ?

On définit maintenant la suite (Y")1<,<ny comme suit : Y est définit comme

dans la question précédente et, pour 1 <n < N,

VP = v s T—n<t<T (1)
V' = max{G+E[Y1, | R E[YI | R} sit<T—n(2)

2. On étudie maintenant la propriété de sur-martingale des Y.
(a) Montrer que Y™ est processus positif, pour tout n < N.

(b) Montrer que (YtT(Lle +1))t§T est une surmartingale pour tout 0 <

n < N (aide : écrire la différence entre t et t + 1 et distinguer le cas

t < T — n de son complémentaire).

(c) En utilisant (1) et la question précédente, montrer que

Vi =Y 0 2 EYE o | Froni] =E Y7 | Frony]

pour 2 <n < N.

(d) Utiliser une récurrence pour en déduire que Y est une surmartingale
sur [0, 7] pour tout 1 <n < N.
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3. Etant donné v := (7,...,71) € TV, on définit

(a)

(b)

1
CY = Z Grlr<s s<T.
=N

Donner une interprétation financiére de V¢ —C¥ pourz € R, ¢ € A
et veTV.

Montrer qu'il existe ¢ € A tel VT};\?N’(z> -Cy, > E [Yﬁj& | ]—"TN] quel
que soit v := (7, ...,71) € TV (aide : se rappeler que 7y < T—N+1
par définition).

. . 9 s n KW@ v N-—1
En déduire qu’il existe ¢ € A tel V. i1 2 Y, Gry 1 Yy =rnt1}

- TN+l = Srn+1T
WO _ov s E([yN-2 1 ity =
et Vog i —C7, | = i1 | Fry_y | quel quesoit v = (1y,...,71) €
TN,
Mont ' il existe ¢ € A tel V2O v
ontrer par récurrence qu’il existe ¢ € el Vo,0," = C% ., >

Tk

TN,

E Y’“+1+1 | kaH} pour tout k < N, quel que soit v := (7n,...,71) €

En déduire que

YV >pyi=inf{z >0 :3pcAtq V¥-C/'>0Vs<T,YveTV}.

4. Soit v := (7n,...,71) le N-uplets de temps d’arrét définit par

TN+1

avec

(a)

(b)
()

= inf{t> % |V} =G
= inf{t > 7 |V =G +E[Y ] | F] Lier} si2<n<N
= -1,

la convention inf () = +oo.

En utilisant le fait que G > 0, montrer que 7, < T —n+ 1 pour tout
1<n<N.
Montrer que (Y},
Soit ¢ € A et x € R tels que VES > C? pour tout s < T.

)tST est une martingale, pour tout 1 < n < N.

i. Montrer que

x,¢p D D W 1
V’f_l 2 C;{l - Cljlil + Gf-l — 07152 + Y{—l

P
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ii. En déduire que
Vil 2 O+ E Vi | Fa) 2 CL + Y3,

iii. Déduire d’une récurrence que Vom’¢ > YON .
. En utilisant les questions précédentes, montrer que YON = pn.

. Décrire la stratégie de couverture en fonction des représentions des parties

martingales des Y.

. Quelle est a votre avis la stratégie d’exercice optimale pour ’acheteur de

I'option swing ? Expliquer briévement pourquoi.
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Deuxiéme partie

Marchés financiers en temps

continu : Principes généraux
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Chapitre 6

AOA et évaluation d’options

dans un modéle d’Ito

A partir de maintenant, on travaille sur un espace de probabilité complet
(Q, F,P) supportant un mouvement brownien standard n-dimensionnel W =
(WL ...,W"). On note F = (F})ser la filtration naturelle engendrée par W,
complétée. Ici, T = [0,7] ou T > 0. On suppose que Fr = F, i.e. tout l'aléa est

généré par W.

1 Actifs financiers, stratégies et portefeuilles

1.1 Actifs financiers

Le tauzx sans risque est modélisé par un processus F-prévisible r = (7¢)er, i.€. 74
est F;_-mesurable pour tout ¢ € T. Un euro placé sur une intervalle dt rapporte
un rendement r.dt. Autrement dit, un euro placé a la date s rapporte a la date
t > s la somme eJs Tudt Ceci conduit a introduire le processus d’actualisation
(B défini par

t
B i=e Jomudu peT,
On supposera par la suite que

sup |r¢] < oo P—p.s.
teT

On suppose que l'on dispose en outre de d actifs risqués modélisés par un
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processus S = (S, ..., S9) vérifiant
t t
Sy = So+/bsds+/odes ,teT. (1)
0 0

Ici, Sy € Ri est fixé, (b, o) est un processus prévisible a valeurs dans RY x M®n.,

Un tel processus est bien défini dés que

T
| e+ oy it < o0 B = s 2)

On parle de processus d’Ité . On rappelle que la représentation précédente est

unique (voir [24]).

Proposition 1 Soient (b,0%), i = 1,2, deuzx processus prévisibles & valeurs
dans R x M%™ vérifiant chacun

T
A(WWHﬂWﬁ<wP—w.

Si P — p.s. pour tout t € T

t t t t
/bgdH/ a;dWs:/ b3d5+/ o2dW,
0 0 0 0

(b, 01) = (0%, 0%) dt x dP—p.p.

alors

Par la suite, on utilisera la notation
S =pS

pour désigner le processus de prix des actifs risqués actualisé. On peut remarquer

qu’une simple application du Lemme d’It6 implique que
~ t ~ t
5 = S +/ (B — roSy)ds +/ G.dW, ,teT 3)
0 0

ou (b,5) = B(b,0).
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1.2 Stratégies et portefeuilles

Une stratégie financiére est un processus F-prévisible (a, ¢) a valeurs dans R x
R?. Pour chaque i < dett € T, #! représente la quantité d’actifs risqués S°

détenus dans le portefeuille et a; la somme placée au taux sans risque.

La somme oy placée au taux sans risque rapporte un rendement instantané
oyridt. La somme ¢;.S] placée en actif S* induit un gain lié a la variation du

cours de l'actif égal & ¢idS:.

Par similitude avec les modéles en temps discret, on dira que la stratégie est
autofinancée si la variation instantanée de la richesse V ne dépend que de la
variation de cours des actifs risqués et du rendement du montant oy placé au

taux sans risque :

dVy = mrioudt + gi),';dSt
Comme la valeur du portefeuille s’écrit

Vi = oy + (¢, St)
on doit avoir

ar = Vi —(¢t,5t)
ce qui implique que

dVi = (riVi+ (b, by — 145)) dt + ¢ordWy . (4)

Par ailleurs, on déduit du Lemme d’It6 que la richesse actualisée V = BV évolue

alors selon I’équation
df/;g = <¢t, Z)t — Tt§t>dt —|— gb;&tth = (;S;ds’t . (5)

Par la suite, on notera V%% (resp. V2:9) le portefeuille (resp. actualisé) associé

A une stratégie ¢ et valant x en 0.

De maniére & pouvoir donner un sens aux équations (4) et (5), on se restreindra

aux processus ¢ tels que

T
/O (Its be) | + (2, Se) || + [l ppoel®) dt < 0P —pis.
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on rappelle que r est P — p.s. borné. Enfin, afin d’éviter des stratégies de type
doubling strategies qui peuvent conduire & des arbitrages si ’on est prét a s’en-
detter “infiniment”, nous imposons une condition d’admissibilité de type condi-

tion de non-banqueroute :

d
Vi > —Cg - Z c;‘;sgz P —p.s. pour tout t € T (6)
i=1
ol cg, e c‘é sont des constantes pouvant dépendre de ¢.

On dira qu’une stratégie ¢ est admissible si elle vérifie les deux conditions pré-

cédentes et on notera A l’ensemble des stratégies admissibles.
Remarque 2 La condition (6) implique que
d
. 1709 0 i Q|
PVgeQNT : V)¢ >-c§-) c,Si| =1.
i=1

Comme V%% et S sont des processus P — p.s. continus, voir le Corollaire du
Théoréme 30 du Chapitre IV de [36], elle est donc équivalente a

d
Vto’¢ > —cg — Z 0;5’; pour tout t € T P — p.s.
i=1
2 Absence d’opportunité d’arbitrage
On dira qu’il y a absence d’opportunité d’arbitrage si la condition
(AOA) :V ¢ e A, V2P >0P—ps. = V2P =0P —ps.

est vérifiée.

2.1 Condition nécessaire

On commence par étudier une condition nécessaire qui caractérise 1’absence

d’opportunité d’arbitrage par ’existence d’une prime de risque.

Théoréme 3 Si (AOA) est vérifiée, alors il existe un processus F-prévisible A

tel que
cA=b—rS dt x dP—p.p.

Ce processus est appelé prime de risque.
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La preuve de ce théoréme repose sur la propriété selon laquelle le rendement
instantané d’un portefeuille sans risque, i.e. tel que ¢’c = 0, est nécessairement

égal a r.

Proposition 4 Si (AOA) est vérifiée, alors il n'existe pas de processus ¢ € A
tel que

T
gb/()' =0 dt x dP—p.p. et P |:/0 1{¢2(bt—rt5t)>0}dt > 0:| >0.

Preuve. Supposons au contraire qu’il existe un processus ¢ € A tel que
¢do=0 dt xdP—p.p. et P [/OT 1{¢Q(bﬁn5t)>0}dt > 0] >0.
On pose alors ¢ = OLig; (be—re5p)>03- D'apres (5),
f/to,qs _ /Ot @l (b — rtét)1{¢g(bt_rt5t)>0}ds >0

et P |V2? > 0|. Comme ¢ € A, ceci contredit 'hypothése (AOA). a
T

Afin de compléter la preuve du Théoréme 3 on fait maintenant appel au Lemme
de Farkas.

Lemme 5 (Lemme de Farkas) Soit (a, A) € RS x M4". Sl n’eviste pas v € RY
tel que ' A =0 et x’a > 0, alors il existe y € R™ tel que a = Ay. Par ailleurs,

y peut étre choisi de maniére mesurable par rapport a (a, A).

Preuve. Soit &1,...,&, les vecteurs colonne de A. L’hypothése signifie que
Vect{¢1, ..., &)t C Vect{a} ce qui implique que a € Vect{¢y,...,&,}. 11
existe donc y € R™ tel que a = Ay. Quitte a se ramener & une base orthogonale
de Vect{¢1,...,&,} par une procédure de Gram-Schmidt, on peut supposer que
les ¢; sont déja orthogonaux. On obtient alors y* = (a,&)/||&|1? si & # 0, y* =0

sinon. O

Preuve du Théoréme 3. D’aprés la Proposition 4, on a dt x dP-p.p. 2oy =
0 implique 2/(by — r4S;) = 0. D’aprés le Lemme 5, ceci implique qu'il existe
At tel que (by — rSy) = oAy dt x dP-p.p. Comme A\ peut étre contruit de
maniére mesurable par rapport a (b — rS,0), il peut étre choisi de maniére a

étre prévisible. O

Remarque 6 1. S5in =d et oy est inversible alors \; = o, 1(bt —1¢5¢).

2. Si gjoy est inversible alors Ay = (o}0y) Lo (by — r1Sy).
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2.2 Condition suffisante

On donne maintenant une condition suffisante qui repose sur l’existence d’une
prime de risque A suffisamment “intégrable”, voir la définition dans le Théoréme
3.

Contrairement & ce que nous avons vu en temps discret, il n’est pas toujours
possible d’exhiber un élément de M(S’), I’ensemble des mesures Q ~ P telles
que S est une Q-martingale. Autrement dit, il n’existe pas toujours une mesure
martingale équivalente et on est en général amené & considérer un ensemble de
mesures plus gros : ’ensemble ./\/1106(5’ ) des mesures Q ~ P telles que S est une
Q-martingale locale, , i.e. il existe une suite de F-temps d’arrét? (7)x>1 telle
que 7 — 00 Q-p.s et (gt/\rk)teﬂr est une Q-martingale, pour tout k > 1.

On parle de ’ensemble des mesures martingales locales équivalentes.

Théoréme 7 S’il existe une prime de risque X telle que la solution H de ’équa-

tion
t
H; =1 —/ Hs)\;dWs
0

soit une P-martingale, alors la mesure équivalente Q de densité Hr appartient

a MlOC(S).

Si VE® est borné inférieurement par une Q-martingale, alors V5® est une Q-

surmartingale, (z, ) € RxA. C’est le cas en particulier si Q € M(S) et (AOA)

est alors vérifiée.

Remarque 8 En appliquant le Lemme d’It6, on vérifie que le processus H du
Théoréme 7 est donné par
H, = o5 Jo IXslPds—[g NodWs

Dire que H est une martingale est alors équivalent a dire que E [Hp] = 1. Une

condition suffisante assurant ce résultat est la condition de Novikov

E [@%fé ||AS||2ds} < o0,

1On rappelle que X est une P-surmartingale si pour tout s < ¢t < T : X, € Ll(]P’)
et E[Xt | .7-'5] < X5 P — p.s. Le processus X est une P-martingale si X et —X sont des

surmartingales.
20n rappelle qu'un F-temps d’arrét 7 est une variable aléatoire positive telle que {r <

t} € F; pour tout ¢t € T.
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voir Proposition 5.12 dans [24]. Elle est en particulier vérifiée si A est essentiel-

lement borné.

La preuve du Théoréme 7 repose sur le Théoréme de Girsanov et quelques

lemmes techniques.

Théoréme 9 (Théoréme de Girsanov) Soit £ un processus adapté P — p.s. de

carré intégrable tel que la solution H de l’équation

t

H =1 —/ H &L dW,

0

soit une P-martingale, alors le processus wQ défini par
W =W + / £ods
0

est un mouvement Brownien sous la mesure Q de densité Hr.

Preuve. Voir Théoréme 5.1 dans [24]. O

On énonce maintenant deux résultats techniques.

Lemme 10 Si ¢ est P — p.s. de carré intégrable et W est un mouvement brow-

nien n-dimensionnel sous une mesure Q ~ P, alors le processus X défini par
t —
Xt:/ gaws ,teT,
0
est une Q-martingale locale.

Preuve. Voir la Proposition 2.24 dans [24]. O

Théoréme 11 (Arrét borné) Soient Q ~ P et X une Q-surmartingale. Si 11 et

T sont deuz temps d’arréts essentiellement bornés tels que 11 < 7o Q-p.s., alors
EOX,, | Fu] < X

En particulier, si T est un temps d’arrét, alors le processus arrété (Xynr)ter est

une Q-surmartingale.

Preuve. Comme la filtration est browienne, toute les martingales sont conti-
nues, voir Corollaire 1 du chapitre IV dans [36]. La premiére assertion provient
alors du Théoréme 16 du chapitre I de [36]. La seconde en est une conséquence

immédiate. O

67



Remarque 12 Le résultat précédent s’applique également aux martingales
puisque X est une martingale si et seulement si X et —X sont des surmar-

tingales.

Lemme 13 Soient Q ~ P, X une Q-martingale locale et M une Q-martingale
telle que X > M YV t € T P-p.p. Alors, X est une Q-surmartingale.

Preuve. Soit (7;)r>1 une suite de temps d’arrét telle que 7, — oo Q-p.s et
(Xiar, )ter est une Q-martingale, pour tout k& > 1. Pour tout k > 1, on a,

d’apreés le Théoréme 11,
H'EQ[*XVIE/\T;C - Mt/\Tk ’ fs] = XS/\Tk - MS/\Tk .

Comme X — M > 0 et (X, M).rr, — (X, M) Q-p.s., on déduit du Lemme de

Fatou que
EQ[X, — M, | FJ] < X,—M,.

On conclut en rappelant que M est une Q-martingale. O

Preuve du Théoréme 7. Le Théoréme 9 implique que W défini par

W@:W+/ \sds
0

est un mouvement Brownien sous la mesure équivalente Q de densité Hyp.
D’aprés (3), on a

t
S, = So+/5sdwg@ ,teT
0

et la condition (2) impliquent que S est une Q-martingale locale. D’apres (5),

la dynamique de la richesse actualisé s’écrit alors

t
Vi = / ¢.5,dWQ .
0

Les Lemmes 10 et 13 implique que la richesse actualisée est une Q-surmartingale
si elle est bornée inférieurement par une Q-martingale. Etant donnée la condi-
tion d’admissibilité (6) et la Remarque 2, c’est le cas si Q € M(S). Ceci implique
que EQ [f/ﬁ’d)] < 0 et donc que \N/YEW =0P—-p.s.si \N/YEW > 0 P—p.s. La condition
(AOA) et donc vérifiée. O
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2.3 Condition nécessaire et suffisante

En général la condition (AOA) n’est pas suffisante pour obtenir I'existence d’une
mesure de M(S) et il est nécessaire de considérer une condition plus forte,
portant sur une notion d’arbitrage plus faible. La condition la plus naturelle est

celle du no free-lunch with vanishing risk proposée par [13].

On dit que la condition (NFLVR) est vérifiée s’il n’existe pas de suite (¢, )n>1
de A telle que

1. (V}m”)_ — 0 en norme L*®

2.V — fP—ps. on feLO(Ry)\ {0}

Cette hypothése signifie qu’il n’est pas possible de construire une suite de por-
tefeuilles dont la valeur terminale tend uniformément vers 0 et qui & la limite
conduit & un arbitrage. Autrement dit, il n’est pas possible de s’approcher aussi

prés que 'ont veut d’une situation d’arbitrage.
Théoréme 14 (/13]) (NFLVR) < Miye(S) # 0.

Remarque 15 Il est clair que (NFLVR) implique qu’il n’y a pas d’arbitrage
si I'on se restreint aux stratégies ¢ € A telles que V¢ est borné inferieurement
par une constante cs. On appellera par la suite Ay cet ensemble de stratégies et
(AOAD) la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage dans cette classe. En
particulier, si ¢ € A, alors V09 est une sur-martingale sous Q quelle que soit

Q S Mloc(s)'

La proposition suivante permet de faire le lien entre Mo.(S) et M(S).

Proposition 16 Soit Q € My,.(S) telle que EQ {supteqr Hgt”} < 00, alors Q €
M(S).

Preuve. Comme chaque composante de S (resp. —S') est bornée inférieure-

ment par la martingale (—E? [sup,cr [|Ss]| | ft)teT], le Lemme 13 implique
que chaque composante de S (resp. —S) est une Q-surmartingale. 0
3 Evaluation d’options européennes

Comme dans la section précédente, on se restreint aux stratégies dans A.
Comme dans les modéles a temps discret, il existe deux notions de prix na-

turelles :
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1. On dit qu’un prix p est viable pour 'option G si I'achat ou la vente de cette

option a ce prix n’introduit pas d’arbitrage sur le marché, i.e. si
BoecAyetec{-1,1} tq. VP —eGeLPRy)\{0}. (7)
2. On dit que p est le priz de sur-réplication de G si

p=pG):=inf{z eR : Ipec A t.q. Vi®—GeL'(Ry)}. (8)

Contrairement au temps discret, il est difficile ici de travailler avec la classe
des actifs contingents dans Lg. Par la suite, on se restreint donc & la classe des
options G € L° tel que G~ appartient & I'ensemble L des variables aléatoires

essentiellement bornées.

Théoréme 17 ([16]) Supposons que Mioe(S) # O alors, pour tout G € L° tel
que G~ € L™,

p(G) = sup EC[5rGl.
QGMIOC(S)
Par ailleurs, il existe ¢ € A tel que VJQ(G)’QS >GP—p.s. sip(G) < oo.

Ce théoréme permet de décrire I’ensemble des prix viables.

Corollaire 18 Supposons que Moe(S) # O alors, pour tout G € L™, len-
semble des priz viables est donné par Uintérieure relatif de [—p(—GQG),p(G)].

En outre, il existe ¢ € Ay tel que V:Ig(GL(b

—p(=G) = p(G).

= G P — p.s. si et seulement si

Preuve. Ce résultat découle du Théoréme 17 par des arguments similaires &

ceux utilisés pour prouver le Théoréme 12 du Chapitre 1. O

4 Caractérisation des marchés complets

On dira que le marché est un marché complet si pour tout G € L° tel que
|G| € L, il existe un couple (p, ¢) € R x A tel que fo"ﬁ = G P —p.s. Dans ce

cas, on dit que G est atteignable ou réplicable.
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4.1 Approche générale

Comme pour les marchés en temps discret, la complétude est caractérisée par

I'unicité d’une mesure martingale (locale).

Théoréme 19 Supposons que Mloc(S') # (). Alors le marché est complet si et

seulement si Mloc(g) est réduit a un singleton.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du Théoréme 17 et du Corollaire
18. O

Le théoréme précédent permet de montrer que, si Q est 'unique mesure martin-
gale locale et si S est une vraie Q-martingale, alors les Q-martingales admettent
une représentation en terme de S. Pour le montrer, on fait appel au Théoréme

de représentation des martingales.

Théoréme 20 (Représentation des martingales) Si M est une P-martingale,

alors 1l existe & prévisible et P — p.s. de carré intégrable tel que

M = MO—/ggdWS.
0

Si H € L'(P) vérifie H > 0 P — p.s., alors il existe & prévisible et P — p.s. de

carré intégrable tel que

H = E[H]e 2 Jolelds—fyaws
Preuve. Voir Corollaires 3 et 4 p156 du Chapitre IV de [36]. 0

Corollaire 21 On suppose que Miyo(S) = M(S) = {Q}. Alors,

(i) il existe une prime de risque associée a Q vérifiant les conditions du Théo-
reme 7,

(ii) toute Q-martingale M vérifiant |Mr| € Ls admet la représentation M =
VMod pour un ¢ € A,

(117) VMosd est une Q-martingale pour tout pour ¢ € A et p € R tels que
V22| e Lg.

Preuve. (i) On pose Hr la densité de Q par rapport a P. Soit & le processus pré-

visible intervenant dans la représentation de Hr donnée par le Théoréme (20).
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Alors, H := (Hy)er défini par Hy = E[Hp | F4] est une martingale (martingale
locale positive telle que E [Hr] = Hy = 1) vérifiant

t
H, =1 —/ H,ELdW, .
0

Dire que S est une Q-martingale est équivalent a dire que H S est une P-

martingale. Or le Lemme d’It6 et (3) impliquent que

t _ B t -
(HS);, = So+ / Hy(bs — 158y — 55&4)ds + / (Hy55 — HySi€)dW, .
0 0

On déduit alors de la Proposition 1 et du Théoréme 20 que & est bien une prime
de risque associée a QQ vérifiant les conditions du Théoréme 7.

(ii) D’aprés le Théoréeme 19, le Théoréme 17 et le Corollaire 18 | il existe
¢ € A tel que My = VQ{V[‘)"b. Comme d’aprés le Théoreme 7, VM09 est une
Q-surmartingale, on en déduit que M; = EQ[Mr | 7] = EQ [VTMO’(b | .7-}} <
f/;Mo’d’ P —p.s. Mais comme EQ [Mt — f/;MO’(ﬁ] > My — My = 0, ceci montre que
M; = ‘7tM0,¢ P — p.s. pour tout ¢ < T. C’est donc P — p.s. vrai pour tout les
rationnels de T. Or, VM0:% est continu et M aussi, de part la représentation du

Théoréme 20. L’égalité est donc P — p.s. vraie pour tout ¢t € T.

(iii) La derniére assertion se montre de la méme maniére. 0

4.2 Cas d’une volatilité inversible

On donne maintenant une condition suffisante qui porte plus explicitement sur
les processus r,b et o et qui est en général facilement vérifiable en pratique. Le
cadre présenté ci-dessous permet également d’étendre la propriété de représen-

tation du Corollaire 21 & une plus large classe de martingales.

On suppose dans cette sous-section qu’il existe une prime de risque A telle que

la solution H de I’équation
t
H =1 —/ H N\ AW
0

soit une P-martingale.

On note Q la mesure équivalente de densité Hp. D’aprés le Théoréeme 9, le

processus

W@:W+/ A\sds
0
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est un mouvement Brownien sous Q € M, (S5), voir le Théoréme 7.

Rappelons que la dynamique de la richesse actualisée s’écrit en terme de W<

t
70 = / 0,5, d W (9)
0

On suppose en outre que

S0. Q € M(S),
S1. & est inversible pour tout t € T P — p.s.,

S2. Son inverse (6;)~! est bornée uniformément sur [0, 7] P — p.s.

Remarque 22 Si )\ vérifie la condition de Nowvikov, voir Remark 8, alors H
est bien une P-martingale. C’est en partuclier le cas si A est bornée. Si en
outre, EQ [fOT ||5t|]2dt] < o0 alors SO est vérifie. C'est le cas si Hy € L? et

E [fOT ||&tu4dt} < .
Proposition 23 Sous les conditions S0, S1 et S2, le marché. Tout G tel que

G~ € Lg s’écrit comme la valuer terminale d’un portefeuille issu de O et associé

a une stratégie de A. En outre, si M est une Q-martingale vérifiant
d
M, > —c& — ZC}WSZ P — p.s. pour toutt € T
i=1
pour certaines constantes réelles c[}w,'-- ,cﬁ/[, alors il existe ¢ € A tel que

VMod = M P — p.s.

Preuve. Soit G tel que |G| € Lg. Comme S est une martingale sous Q, G
€ LY(Q). Le processus M := (EQ [G | Ft} )ter est donc une Q-martingale qui

en outre vérifie

d
M; > —c&— ZCZGS’,? P—ps. pourtoutt €T
i=1

pour certaines constantes réelles c%, - ,cdg. Par ailleurs, le Théoréme 20 im-

plique qu’il est possible d’écrire M sous la forme

M = E° [éﬁ/'g;dwg@
0
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pour un certain processus prévisible £ P — p.s. de carré intégrable. On déduit

alors de (9) que le processus ¢ := (&'(5)~ 1) vérifie
vElele — |G|+ / 0,5,aW2 = E2 |Gr| + / gaw® = M
0 0

ainsi que la condition d’admissibilité pour A. Enfin, comme £ est P — p.s. de
carré intégrable et (5)~! est bornée uniformément sur [0,7] P — p.s., on vérifie

bien que ¢ est P — p.s. de carré intégrable. O

5 Options américaines en marchés complets

On donne ici la formulation duale du prix de couverture des options améri-
caines en marchés complets. C’est la contre-partie en temps continu du résultat

démontré en temps discret dans le Chapitre 3.

On suppose que
S0, {Q} = M(S) = Muec(S),
S1. & est inversible pour tout t € T P — p.s.,
S2. Son inverse (6¢)~! est bornée uniformément sur [0,7] P — p.s.
de sorte qu’il existe une prime de risque associée a Q vérifiant les conditions du
Théoréme 7, voir Corollaire 21.
Une option américaine est modélisée par un processus G = (Gy)ier. Pour sim-

plifier, on le supposera continu. On suppose également que

d
EQ [sup |C~¥t|] <oo , |G <&+ ZC’GS” P—p.s. (10)
teT P
ot G = G et cog, ey c‘é sont des constantes réelles.

Comme dans le Chapitre 3, on dit que le prix p est un prix viable pour 'option

américaine si

1. Apec Atq V&% — G, e LOR,) \ {0} pour tout 7 € T
2. A(p,7) € AXTyt.q Vi ™? + G, € LORY) \ {0}.

ou 7; désigne 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [t,T], t € T.

Comme dans les marchés en temps discret, il n’y a qu'un prix viable en marché

complet et il admet une représentation en terme de probléme d’arrét optimal.
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Théoréme 24 Sous S0’, S1 et S2, l'unique priz viable est donné par

p(G) = inf{pG]R : doe Aty V;p’d)zGt VtGT,]P)*p.S.}

= sup EQ [GT] =Y.
7€y
La preuve est sensiblement plus technique que celle présentée en temps discret
dans le Chapitre 3 mais suit essentiellement les mémes idées. On la découpe
en plusieurs propositions. Certains résultats techniques intermédiaires, qui dé-
passent largement le cadre de ces notes, seront admis. Par la suite on travaille

toujours sous S0, S1 et S2.

On montre tout d’abord que p(G) > Y.
Proposition 25 On a p(G) > Y.

Preuve. Si p € R et ¢ € A sont tels que VP? > G P — p.s., alors on déduit
de S0’, (10), du Théoréme 7 et du Théoréme 11 que p > E@ [f/f”d)] > EQ [GT}
pour tout 7 € 7. Ceci implique que p(G) > Y. O

A 9 € Ty fixé, on définit maintenant Yy par3

Yy := esssup EQ [éT ] .7:19} ,
TETY

ou 7Ty est I'ensemble des temps d’arrét de 7o P — p.s. plus grands que 9.
On commence par montrer que (Yy, ¥ € 7o) vérifie le principe de programmation

dynamique.

Proposition 26 (Programmation dynamique) Pour tout ¥ € Ty et 6 € Ty, on
alP—p.s.

Yy = esssup EQ 17917>9 + éTlrge \ fﬁ] .
T€TyY

Par ailleurs, Yy > Gy P — p.s.

3L’essentiel sup (esssup ) d’une famille de variables aléatoires réelles est la plus petite va-
riable aléatoire P—p.s. plus grande que chaque élément de la famille. Si on prenait simplement
le sup, la fonction ainsi définie pourrait ne pas étre mesurable, et donc ne pas étre une variable
aléatoire.
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Preuve. Tout d’abord, il est clair que ¥ € 7Ty, ce qui implique que Yy >
EQ [@9 | .7-]9} = Gy et que

Grno = Golrsg+ Grlrcp < Yylrog + Grlocg

Yy < esssup E© [}7917>9 + éTngg | .7:19] .
T€Ty
Il faut maintenant montrer I'inégalité opposée. On remarque tout d’abord que
la famille F := {J, := EQ [éu | ]:9] : p € Tp} est filtrante dans le sens ou, si
P, o € Ty, alors il existe uz € Ty tel que J,, > max{J,,,Ju, } P — p.s. Il suffit
de prendre p13 = p114 + prolge ot A := {Jy, > Ju,} € Fpy. Ceci implique qu'il
existe une suite (py, ), de 7y telle que

lim T.J, = esssupJ, P—ps.,
n—00 neTy

voir [32]. Par convergence monotone, on obtient alors

EQ [Vyloog+Grlrco | Fo| = E[lm 1EQ[Gy, | Fol g + Grlrsy | Fo
= lim 1E2[E2(G,, | 7o) Loy + Crlrey | 7]
= lim 1 EQ [éun17>9 +Gr1lr<p | ﬁs} :

Comme piy,1759 + 71lr<p € Ty, ceci implique I'inégalité recherchée. O

Il reste & montrer que p(G) < Yj. Pour cela, on admet, voir [26], qu'il existe une
Q-surmartingale Y continue a droite qui aggrége Y au sens ot Y; = Y, P —p.s.

pour tout 7 € 7y, et on utilise le théoréme de décomposition des surmartingales.

Théoréme 27 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit X une Q-surmartingale
continue a droite telle que la famille { X, 7 € Ty} soit uniformément intégrable.
Alors, il existe une Q-martingale M et un processus croissant A nul en 0 tels
que X =M — A.

Corollaire 28 On a p(G) < Y.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 23, de la Pro-
position 26 et du Théoréme 27. En effet, la condition (10) et le Théoréme 11
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impliquent que Y > —c% — Zle ciGS’i P — p.s. Il suffit alors de représenter par
un processus de portefeuille VM0:# ] martingale M > Y intervenant dans la
décomposition de Doob-Meyer de Y et d’utiliser le fait que Y = M — A > G ce
qui implique que M > G puisque A est croissant et nul en 0. Ceci montre que
p(G) < Mo =Y. O

L’unicité du prix viable découle des résultats précédents et des arguments déja

utilisés dans les modéles en temps discret.
Remarque 29 On peut montrer que
T o= inf{te’]T : Y}:ét}
est optimal au sens ou
(@) =Yy = E%[G] .

voir [26]. Ceci implique en particulier que (Yins)ter est une Q-martingale.

Comme en temps discret, on peut également montrer que la seule stratégie

d’exercice rationnelle pour ’acheteur consiste & exercer ’option au temps 7.

6 Gestion optimale de portefeuille en marchés com-

plets

On aborde dans cette section le probléme de gestion optimale de portefeuille
dans le cadre d’'un marché complet. On suppose qu’il existe une prime de risque

A vérifiant les conditions du Théoréme 7. On note

H, = o5 Jo IXslPds =[5 NodWs
de sorte que le processus W@ défini par

W@_W+/ A\ods
0

est un mouvement Brownien sous la mesure Q € M,.(S) de densité Hp, voir

la Remarque 8.
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6.1 Maximisation d’utilité

On considére un agent financier dont les préférences sont modélisées par une

fonction d’utilité U, i.e. une fonction concave et croissante. On suppose que

Ul. la fermeture de dom(U) = Ry,

U2. U est C?, strictement croissante et strictement concave,

U3. limg~ o VU (z) = +o00 et lim, »oo VU(x) = 0 (Conditions d’Inada).
L’objectif de 'agent est de maximiser I’espérance sous IP de I'utilité de sa richesse
terminale, i.e. étant donnée sa richesse initial x > 0, fixée, résoudre le probléme

d’optimisation :

u(z) ;== sup E [U(V;’¢)] (11)
pEAY
ou
Ay = {¢ €A : V™ >0P—ps. et U(ngf’(b)i € Ll(P)} '

On montre dans cette section, comment 1'utilisation de techniques de dualité
permet une résolution rapide et “explicite” de ce probléme.
Pour ce faire, nous aurons besoin de résultat sur la transformation de Fenchel

d’une fonction concave.

Exercice (Transformée de Fenchel*) Soit f une fonction convexe semi-continue

inférieurement de R dans R U {oo}. On note f* sa transformée de Fenchel :

fiy) = Slelg(l“y — f(z)), yeR.

Soit €' := {(z,y) € R x (RU{oo}) : y > f(x)} . Etant donné («,p,q) € R?,

on définit

Flapg ={(@,y) e Rx (RU{oc}) : pzr+qy <aj

et D:={(a,p,q) €R3 : CC Flapalt-
— Montrer que C' est convexe et fermé.

— En utilisant le théoréme de séparation de Hahn-Banach, montrer que C' :=

n(a,p,q)ED F(Q,IMI)'
— Montrer que C' C Fq,p,q) ssi pr+qy—xc(, y) < aouxo(z,y) = 01y pyec+

001z y)¢C

*Voir [38]
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— En déduire que C' C Fiqpq) ssi x5(p, q) < .

~ En déduire que C' =, yere{(z,y) € Rx (RU{oo}) : pr+qy < x5(pq)}

— Calculer x%(p, q) en fonction de f*.

— En déduire que {(z,y) € R x (RU{o0}) : y > (f*)*(x)} = C et que
(f)r=1r

Exercice (Transformation de Fenchel pour une fonction concave)
Soit U une fonction de Ry dans R U {—oc}, strictement concave, croissante et

C! sur son domaine. On note

U(y) :=sup(U(z) —zy), y € R.
z€R

On suppose que U vérifie les conditions Ul, U2 et U3 ci-dessus.

— Montrer que U est la transformée de Fenchel d’une fonction convexe & déter-
miner en fonction de U.

— Monter que le domaine de U contient (0,00). A quelle condition contient-il
également le point 07

— Montrer que U est convexe.

— Montrer que infyer(U(y) + zy) = U(z).

— Calculer U en fonction de U et I := (U’)~L.

— En utilisant le résultat précédent et la concavité de U montrer que U est C!
sur l'intérieur de son domaine et que U’ = —1I

— Caculer les transformées de Fenchel associées aux fonctions concaves : In(x)

et 27 pour v € (0,1).

Afin de résoudre le probléme de gestion optimale, on commence donc par intro-

duire la transformée de Fenchel U associée a la fonction concave U :

Uly) = E;up(U)(U(ﬂv)—ﬂfy)- (12)

La condition U3 implique que cette fonction est bien définie sur (0,00) et finie
en 0 si et seulement si U est bornée. Par ailleurs, les conditions U2 et U3
impliquent que l'optimum dans le probléme (12) est atteint en 1'unique point
z(y) > 0 vérifiant VU (Z(y)) = y. On a donc

Uly) == U(y)—Iyy ou I(y):=(VU) '(y). (13)
Soit y > 0 et ¢ € Ay. D’aprés (12), on a

U(ngf’(b) < Ul(yBrHr) + Vi yBrHr
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ce qui, d’aprés la derniére assertion du Théoréme 7, implique
E[U(WVi?)] < E[0(BrHr)] +ay.
On en conclut que

sup B [U(v;@)} < inf (B [U(yBrHr)] +ay) . (14)

En utilisant le Lemme suivant, on va montrer qu’on a en fait égalité.

Lemme 30 Si E? [BrI(yBrHr)] < oo pour tout y € (0,00), alors il existe un
unique 4§ > 0 tel que

EQ [BrI(jfrHr)] = . (15)

Preuve. Les conditions U2 et U3 impliquent que P — p.s. I'image de (0, c0) par
y — I(yBrHr) contient (0,00) et que cette application est P — p.s. continue
et strictement décroissante. En utilisant le théoréme de convergence monotone,
on vérifie alors que y € (0,00) — EQ[BrI(yBrHr)] est continue, strictement

décroissante et que I'image de (0, 00) par cette application contient (0,00). O
D’aprés le Lemme précédent et (13), on a

E(U(WV)| = E[0@8rH)] +2§ avec V= I(GrHr).
Or, (15) et le Théoréme 17 impliquent qu’il existe dA) e A tel que V}W = V.
L’inéquation (14) permet alors de conclure que qg est une stratégie optimale.
On vérifie bien que ¢ € Ay en utilisant 'inégalité U(y) > U(1) — y et (13). On

peut donc énoncer le théoréeme d’existence suivant.

Théoréme 31 Sous les conditions du Lemme 30, il existe une stratégie de ges-

tion optimale <2> et la valeur terminale du portefeuille optimal vérifie
Vi? = I(§BrHr)
ot 9§ est l'unique solution de

EQ [3rI(jBrHr)] = .
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Par ailleurs, d’aprés (5), on doit avoir

~ T ~

Vit = o+ / GG1d W2
0

et la condition E@ [V;ﬂ = x implique que la Q-surmartingale Vo9 est une

Q-martingale.

Excercice 32 Calculer la stratégie de gestion optimale quand o est inversible
dt x dP-p.p. et :

1. U(z) = In(x) (Utilité logarithmique).

2. U(x) =27, v€(0,1), (Utilité puissance).

6.2 Prix d’indifférence

Lorsque le marché est incomplet, le prix d'une option G € L°(Fr) n’est plus
défini de maniére unique. Une facon de sélectionner un prix dans la fourchette
de prix viables est de considérer le priz d’indifférence qui a été introduit pour
la premiére fois par Hodges et Neuberger. L’idée est la suivante. On considére

tout d’abord le probléme de maximisation d’utilité précédent :

u(z;0) == sng {U(Vj‘f’d))] .

Puis, on considére le méme probléme lorsque 'agent vend l'option G au prix
p. Dans ce cas, sa richesse est augmentée de p en 0 et diminuée de G en T'. 11

résout alors le probléme :

w(z +p;1) :=supE [U(V;”ﬂ)’qﬁ - G)
¢

Le prix d’indifférence p! est défini par
pli=inf{p € R : u(x +p;1) > u(x;0)} .

Il est facile de vérifier que p! = p(G) = —p(—G) si le marché est complet et
|G| € Ls. D’une maniére générale, on a toujours p! < p(G) si G~ € Lg.

On peut également définir une notion de priz marginal d’utilité ou priz de Davis
comme le prix p” auquel I’agent est indifférent entre ne pas vendre 'option et

en vendre une quantité infinitésimale :
9 D
—u(z + iq) =0
34 (z+aqp~5q)
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ou

u(z + p; q) = supE [U(Vﬁp’d’ - qG)] .

¢

La théorie générale de la dualité en marchés incomplets est trop compliquée
pour étre traitée ici, et de peu d’utilité pratique. Toutefois, les problémes de
gestion optimale en marchés incomplets peuvent étre abordés & travers leur lien
avec les équations aux dérivées partielles dans les modéles markoviens, voir la
Section 4 du Chapitre 7.
6.3 Minimisation de ’erreur de couverture

On suppose maintenant que 'on veut couvrir une option de payoff aléatoire
G € L%(R4) \ {0} a partir d'une richesse initial z > 0 strictement inférieure
au prix de couverture p := EQ [BrG]. On utilise un critére de perte de la forme

(((G=V} **Y*) dont on cherche a minimiser I'espérance :

inf E (G = V5t 16
nf (@ = vy (16)

ot A4 () est la restriction de A aux éléments ¢ tels que ngf’d) > 0. Ici, la fonction
de perte ¢ est O strictement convexe croissante définie sur R, nulle en 0 et
telle que ¢'(400) = oo, £/(0+) = 0. Comme dans la sous-section précédente, on
notera I := (V)1

Théoréme 33 [l existe une solution optimale qAS au probléme (16) qui vérifie
V;’d) — ¢
o

¢::1G>0(1I<@5THT>M)

G

avec ¢ > 0 tel que
R [ﬂTfo’ﬂ —z.
Preuve. 1. Tout d’abord, on peut remarquer que

E [ﬁ((G - V$’¢)+)} =E [K(G(l - sO‘f’))}

82



ol @? = [(ngf’qb/G) A 1]1Gso vérifie nécessairement E9 [Br¢?G] < x. Réci-
proquement, si ¢ € L%([0,1]) vérifie la contrainte précédente, alors pG peut
étre atteint par un portefeuille financier admissible partant de la richesse ini-
tiale x, voir les sections précédentes. Le probléme initial est donc équivalent au

probléme

(PeLiggoyl])E [((1 = 9)G)] (17)

sous la contrainte EQ [3r¢G] < x.

2. On vérifie maintenant qu’il existe une solution ¢ & ce probléme en utilisant

le lemme technique suivant.

Lemme 34 Soit (X,,), une suite de variable aléatoires uniformément bornées
dans LY(P). Alors, il existe une suite (X,), et X de L'(P) tels que X,, — X
P-p.s. et

X, € conv(Xg, k >n) P-p.s.
pour tout n > 1.

Comme ¢ — E[/(G(1 — ¢))] est convexe, on déduit du Lemme précédent qu'il
existe une suite minimisante (@), qui converge P-p.s. vers un élément ¢ de

L°(]0,1]). On conclut alors en utilisant le Lemme de Fatou et le fait que £ > 0.
3. A p € L°([0,1]) et € € [0,1], on associe
pe i =cp+ (1 -¢)p

et on définit
Fo(e) :=E[((1 - ¢)G)] -

I1 est facile de vérifier par des arguments de convergence monotone que la dérivée

a droite en 0 de Fy, existe et vérifie
VF,(0+) =E[VL(1 - @)G) (¢ — ¢)G] .

Comme F, est bien évidemment convexe, dire que ¢ est optimal, revient a dire

que VF,(0+) > 0 quel que soit ¢ € L([0,1]). Ceci revient a dire que ¢ vérifie

E% [g] > E% [y] (18)
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quel que soit ¢ € L2([0,1]) tel que
EY [¢] < a:=E%[g] (19)

ol Q¢ et Q¢ sont les mesures associées aux densités

d% = V(1 - @)G)G/E[VI(1~@)G)]
dc%a = BrG/E®[5rC]

Mais ceci peut s’interpréter en terme de test aléatoire : il s’agit de tester I’hy-
pothése Qg contre I'hypothése Qg au niveau «. D’aprés le Lemme de Ney-
man et Pearson®, le test optimal ¢ vaut 0 si dQy/dP < ¢ dQg/dP et 1 si
dQy/dP > ¢ dQg/dP, pour une certaine constante ¢ a calculer a partir du ni-
veau du test. Sur {G = 0}, aucune des deux conditions ci-dessus n’est vérifiée,
on peut donc choisir ¢ = 0. Par ailleurs, on doit avoir ¢ < 1 si G > 0 car
V£(0) = 0 et le contraire impliquerait une contradiction. Ceci implique que 'on
se trouve toujours dans la région dQ;/dQg < c sur {G > 0}. Ceci conduit a la
définition de ¢ donnée dans ’énoncé du théoréme. Il reste & montrer que l'on
peut trouver ¢ > 0 vérifiant (19) mais ceci se fait en reprenant des arguments de
convergence monotone déja utilisés dans la preuve du Lemme 30 et en utilisant

le fait que = < p. a

5Lemme de Neyman et Pearson Si Py et P; sont deux mesures de probabilité absolument
continues par rapport a une mesure de référence Q et si a €]0, 1], alors une solution au

probléme
sup {E™ [¢] : ¢ € L0, 1)), E® [g] <a}

est donnée par

§:= Lapy parg +Ylary _arg
Q dQ

a0 — %70
o dP, _ dP
d::inf{a>0 . Po {Té >ade?} §a}

et 4 € [0, 1] est tel que EF© [é] =a.

Ici € est un test aléatoire de I’hypothése Hypo : Po contre Hyp; : P1. Pour la réalisation
&(w) = p, on accepte Hypo avec probabilité 1 —p. EF0 [¢] correspond a la probabilité de rejeter
Hypo alors que Hypo est vrai (risque de premiére espéce), et EF! [€] correspond a la probabilité
de rejeter Hypo alors que Hypg est effectivement faux (puissance du test). é est un test UPP

au seuil a.
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6.4 Maximisation du ratio de succés

On cherche maintenant & maximiser le ratio de succés défini par

¢ V;E:QS

w’ Py—

R = Tlvﬁ’%a tlyzese

avec 0 < x < 7 := EQ[87G] ou {Q} = M(S). Montrez que le probéme

<z>es«}llﬁw)E {Rm]

est équivalent & (méme valeur et lien entre les optima s’ils existent)
sup (B[] ¢ € € 1°(0.1]), B9 [g] < o/} .

ot Q% est la mesure absolument continue par rapport a Q définie par dQ® /dQ =
BrG/z. En utilisant le Lemme de Neyman et Pearson (ci-dessus), trouvez la

solution f du second probléme et en déduire la stratégie optimale (5 du premier.

7 Remarque sur les modéles avec dividendes

Dans certains modéles, on suppose que les actifs S paient un dividende dont la
valeur cumulée est modélisée par un processus prévisible cadlag C'. Dans ce cas,

la dynamique des actifs risqués s’écrit

t t
Sy = So+/b5d8+/05dW5—Ct ,teT,
0 0

car la valeur du dividende payé doit venir diminuer la valeur de I'actif sous peine

d’arbitrage.

Si 'on détient une quantité ¢} d’actif 7 & 'instant ¢, on regoit alors un dividende

égal & ¢idC} sur la période [t,t + dt]. La dynamique de la richesse s’écrit donc
dVy = [re (Vi = (¢1, Si))] dt + ¢;dCy + ¢dS}

voir la Section 1.2. Ceci implique que
dVi = (rVi + (¢p, by — reSe)) dt + dyoedWy

Autrement dit, la présence du dividende ne change pas la dynamique de la

richesse. Si 'on note Z := S + C’, on a alors

t 3 t
Zy = 5’0+/(bs—rsSs)ds+/5des ,teT,
0 0
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et
v, = <<¢t7 by — Tt§t>> dt + ¢,5:dW; = ¢,dZ; .

Tout se passe donc comme si 'on investissait dans 'actif Z et non dans S. Les
résultats présentés précédemment restent donc valables si 'on remplace M(S )
(resp. Mioe(S)) par Iensemble des mesures équivalentes sous lesquelles Z est
une martingale (resp. locale). Dans ce cas, il faut également remplacer S par Z

dans la définition de Lg, etc...
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Chapitre 7
Evaluation et gestion par EDP

L’objectif de ce chapitre est de présenter le lien entre les problémes d’évaluation
d’actifs contingents ou de gestion de portefeuille et les Equations aux Dérivées
Partielles (EDP).

1 Modéle markovien

On travaille toujours sur un espace de probabilité complet (€2, F,P) supportant
un mouvement brownien standard n-dimensionnel W = (W', ... W™). On note
F = (Fi)ter la filtration naturelle engendrée par W, complétée, T := [0, 7] ou
T>0,et Fr =F.

On considére un marché ol le taux court sans risque r et les actifs risqués S =

(S, ..., 8% évoluent sur [0, 7] selon la dynamique
t t
T = 7o —|—/ b(ru,Su)du—l—/ a(ry, Sy)dW,y,
0 0

t t
Sp = sot [ dinglSulu(ru. S)duc+ [ ding(S.)oru S)dWa. (1)
0 0

Ici, (b, a, p,0) est une fonction de R*4 dans R x MU x R? x M%™ continue,

s0 € (0,00)% et rg > 0.

Dans ce chapitre, on supposera toujours que (3) admet une solution forte unique
quelle que soit la condition initiale vg = (to, 70, 50) € [0,7) x (0, 00)'*%. Sous
ces conditions, le modéle est markovien. Ce processus vérifie méme la propriété
de Markov forte. Par ailleurs, sa loi conditionnelle admet une version réguliére,
voir Théoréme 3.19 p 307 dans [24]
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Pour simplifier la présentation, on supposera également que r > 0 P — p.s. quel

que soit sa condition initiale rg > 0.

On peut remarquer que le processus de prix actualisé S évolue alors selon la

dynamique :

t t
S = so +/ diag [S’U} (1(7y Su) — 1) du —i—/ diag [S’u} o (T, Su)dW,, ,  (2)
0 0

voir (3) du Chapitre 6.

2 Formule de Feynman-Kac et options européennes

On suppose dans cette section qu’il existe une mesure martingale équivalente
Qe Mloc(g ) et un Q-mouvement brownien WQ tel que

we=w +/ A(ry, Sy)du
0

oll A est une application de R+ dans R™ telle que
M(T, S) —-r= O-(Ta S))\(’l", S) :
On a alors

t ¢
re = ro—i-/(b—a)\)(ru,Su)du—i—/ a(ry, Sy ) AW
0 0

S; = 59+ /Ot ruSudu + /Ot diag [Sy] o (7, Su)dW;@ ,teT. (3)
D’aprés les résultats du Chapitre 6, le marché n’admet pas d’arbitrage.
Soit g une application de R4 dans R, . D’aprés les résultats du Chapitre 6,
p(0,79,50) = E? [6_ Jo" ructs g ., ST)} (4)

est un prix viable a la date 0 pour l'option de payoff g(rp, St) en T. Comme

(r,S) est un processus de Markov fort, le prix a I'instant 7 € 7 est donné par
T T
EQ e~ /- rsds g (rp, Sp) | .7:7} = E° {eifT rsds g (rp, St) | (TT,ST)] P—p.s.

Comme on peut trouver une version réguliére de la loi conditionnelle de (75, Ss)s>¢
sachant (¢, S;), cela implique qu'il existe une fonction mesurable p sur T x R!*+¢

telle que

T
p(r,rr,S7) = EQ |/ T“d“g(rT,ST) | (TT,ST)] P —p.s.
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On a alors, pour tout temps d’arrét + € 7y,
p(0,79,50) = ET [e* Jo rudu EQ [e* I rudtt g (p, St | .7-"7”
= B2 | It p(rrs )] (5)
C’est ce que 'on appelle le principe de programmation dynamique.

C’est ce principe qui est a la base de la caractérisation suivante de p en terme
d’EDP.

Théoréme 1 (Feynman-Kac) Supposons que p soit CH2([0,T) x (0,00)'+4) N
C0((0,T] x (0,00)1%9). Alors, p est solution sur [0,T) x (0,00)' ¢ de

rp—Lp = 0 (6)
ol

1
Lp = Vip+ (Vp) §+ 5 Trace [[T' (V2 p)]

) e (b—aX)(r,s) ) e a(r, s)
Blr,s): ( sr )  Dlrs): (diag[s]a(r,s)) ’

avec condition terminale

avec

p(T,) =g() sur (0,00)"*. (7)

Preuve. La condition terminale est évidente puisque p est continue. Soient
Y0 := (to,70,50) € (0,T) x (0,00) % et (70, 87) la solution de (3) partant de
la condition initiale (79, sp) en . Soit # le premier temps de sortie du processus

(t,r70,57), d’un voisinage ouvert de g contenu dans (0,7) x (0, 00)'*?

sur
lequel les dérivées spécifiées dans I’énoncé du Théoréme sont bornées. Soit h > 0.

Le Lemme d’It6 combiné a (5) et (3) implique alors que

p(to, 70, 50)
GA(tOJ’_h) _ru T’Yodv
= EQ p(th To, 30) + / e ot (_rg()p + Ep)(ua 7“1’107 Sgo)du
to
GA(t0+h) u Y
+EQ / ¢ oW g (w0, S10)a (0, Sgo)dw;@]
to

+E¢

On(to+h) _ (¥ 270 gy
/ e I p(u, )0, S20)diag [S10] o (1), S20 VAW L | .
to
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De part notre localisation, les deux intégrales stochastiques sont des Q-martingales.
On a donc

OA(to+h) _ (¥ 270 gy
0 = E© / e " T (=rlp+ Lp)p(u, )0, S)0)du| . (8)
t

0

Par ailleurs, comme 6 est strictement positif et le processus (u,7,°,54°), est

continu, on déduit du théoréme des valeurs intermédiaires que

1 [ONtoth) e v,
/ e 0" P (=rl0p + Lp)p(u, 70, S70)du
t

0

= (_7“029 + ‘Cp)p(t()a To, SO) ) P- p-s.

En outre, comme 6 A (to + h) —to < h et Lp est borné sur le voisinage consi-
déré, par continuité des fonctionnelles impliquées, on déduit du Théoréme de
convergence dominée et du résultat précédent qu’en divisant (8) par h puis en

faisant tendre h vers 0 on obtient (—rop + Lp)(to, 70, S0) = 0. O

Réciproquement, si w est solution réguliére de (6)-(7), alors on peut montrer

que w = p. C’est ce qu'on appelle un théoréme de vérification.

Théoréme 2 (Vérification) Supposons que w soit une solution C12([0,T) x
(0,00)1*9) N C%0((0, T] x (0, 00) %) de (6)-(7). Si, quelle que soit la condition
initiale vo = (to,70,50) € [0,T) x (0,00)1+,

ot A0
22| s T | < o, )
€ 0,

alors, w = p sur [0,T] x (0,00)' .
Preuve. Soient g := (tg,70,50) € (0,T) x (0,00)'*% et (r70,57) la solution
de (3) partant de la condition initiale (g, sg) en tg. Soit 6, le temps de sortie
du processus (t, 770, 57), de la boule de centre (tg, ro, s9) et de rayon n, n > 1.
Le Lemme d’It6 combiné a (3) et (6) implique que

TAOn

70
. - ry° dv 20) Y0
w(to,r0,50) = e o w (T N On, TG, ST/\Gn)

TNOy,
— [ r0dv Y0 G0 Y0 G0 Q
+ t e 0 VT’LU(U T u )a(rua u )dW’u

sy
0

TAOn
= Ji rldy Y0 Y0\ d; Y0 Y g0 Q
+ e 't Vsw(u, )0, 5] )diag [S]°] o (r)°, Sy0)dW, .
t

0
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Du fait de notre localisation, les termes intervenant dans les deux intégrales

stochastiques sont bornés. On en déduit que
_ TAOn Y0
w(to, o, S0) = EQ [e Jig ey, (T/\On,r%o/\en,s%o/\en)] .

Par continuité des processus, il est clair que 0, — oo P — p.s. En utilisant la
condition (9) et de nouveau la continuité des processus, on déduit du Théoréme

de convergence dominée que
TNAOn, Y0 T, 70
Q - ft Ty dv Y0 Y0 Q - ft Ty dv Y0 Y0
E* [e Jt w(T/\Gn,rTAen,STwn) — E* [e Jt w(T,rT,ST) .

Etant donnée la condition au bord (7) et I’équation précédente, ceci implique

que

T 0
w(to,r0,50) = E© [6’ Jigritdvg (T%Ovs%o)} = p(to, 70, 50) -

3 Inéquations variationnelles et options américaines

On se place sous les conditions de la Section 2. L’option américaine associée a
g est le produit financier qui paie g(r-,S;) au temps 7 € 7y d’exercice. D’aprés

la Section 5 du Chapitre 6, le prix est lié & la quantité

sup B¢ e~ J5 05 (., )]
T7€TH

On va procéder par théoréme de vérification et montrer que cette quantité (et

donc le prix) est liée a I’équation aux dérivées partielles sous forme variationnelle
Hw :=min {rw —Lw, w—g} = 0, (10)

ol £ est défini comme dans le Théoréme 1.

Etant donnée une fonction w, on note C* ’ensemble
C¥ = {(t,r,s) € T x (0,00)" : w(t,rs) > g(r,s)}.

Si w est le prix de I'option, il découle des arguments développés dans la Section

5 du Chapitre 6 que l'option n’est pas exercée tant que (s,rs,Ss) appartient a
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C". On appelle cet ensemble la région de continuation et son complémentaire

la région d’exercice.

Afin de simplifier la présentation, on va supposer qu’il existe une solution
C12((0,T) x (0,00)'*%) au probléme variationnel. Cette hypothése est rareme-
ment vérifiée mais le résultat suivant peut étre généralisé sous des hypothéses

moins restrictives.

Théoréme 3 (Vérification) Supposons que w soit une solution C12((0,T) x
(0,00)1F9) N CO0((0,T] x (0,00)'*9) de (10)-(7). Si

EQ

sup e~ Jo rodv lw (t, e, Sp)|| < o0, (11)
t€[0,T]

alors

w0 = a7t .
T7€TH

ot (r,S) est la solution de (1) partant de (rg, sp) en 0.

Preuve. Soit 7 le temps de sortie du domaine C*. Par construction, ce temps
est borné par T'. Par les mémes arguments que ceux employés pour démontrer

le Théoréme 2, on a
w(0, 7, 50) = EQ [e*foT ’"Sdsg(m,Sf)} ,
alors que pour tout T € 7y

w(0,70,50) 2 B2 eI Py, 5)]

4 Equations de H.-J.-B. et gestion optimale de por-

tefeuille

On se place dans le cadre de la Section 6 du Chapitre 6. Toutefois, on remplace
I’ensemble des stratégies de portefeuille Ay par le sous-ensemble Ag des élé-
ments de Ay a valeurs dans K C R? Cet ensemble permet de tenir compte
de contraintes de portefeuille ou de certaines incomplétudes du marché, voir la
Section 4.1 du Chapitre 1.
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Comme A peut dépendre des conditions initiales du modele, vo := (¢o, 70, So) €

T x (0,00)4, et de la richesse initiale vg, on le notera A}?’”O par la suite.

On définit

wlto, ) = sup B[V
e AP0

ott V70:Y0:¢ est le processus de portefeuille associé a la stratégie ¢ débutant en

to pour le marché (r7°,87) et vérifiant Vtzo,vo«b = vp.
On commence par énoncer un principe de programmation dynamique.

Proposition 4 (Programmation dynamique) Si u est continue, alors pour tout
T €Ty,

u(to, 70, S0,v0) = sup E [u (7‘, rye. S, V”O’”O’d’)] .
PEATO0
K

Preuve. On note
J(t07 rOv SO, UO, ¢) = ]E [U(Vj’!ovv()a(b)}

pour ¢ € A", Soient (V)n = (tnsTns Sn,Vn)n une suite de points et (By),
une suite de partitions de dom(u) telle que (tn, Ty, Sn, vy) soit le centre de la
boule B,. Soit € > 0. Comme w est continue, on peut définir la suite de sorte

que
lu —u(ty,rn, Sn,vn)| <e sur B, Vn. (12)
Par ailleurs, on peut toujours trouver ¢" € A}?’U" tel que
| J(tns Ty Sns U @) — (b, Ty Snyvn)| <& sur B, Vn. (13)
Etant donné ¢ € A}, on définit ¢ par

¢t = Gilicr + lir Z ¢i'la,
n

ou A, = {(7’ r°, SO, V'YO’UO’¢) € B,}. On vérifie facilement que ¢ € A}, Le

modéle étant markovien et les processus continus, on a alors, pour ¢ € Affy(wo’
u(to,r0,50,v0) > E U(Vvo,vo,qb)]
[U V’Yomo, | F, H

s hr

E|E
— E <T 770, 870 V’YO,UO#’;(;)}
E

u (7_ ro, 500, V’YO,UOKZS)] % .

shr
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Ceci implique que

u(to, 70, S0, Vo) > sup E {u (7', r1e. S, VT'YO’”O’QS)] — 2.
pe A0

Comme ¢ est arbitraire, on a donc

u(to, 70, S0, Vo) > sup E[u (T,TZO,S;YO,VJO’”‘W)] .
PEATO0

L’inégalité réciproque provient de 1’équation

’U,(t(],’l”(), SO?”O) = sSup E |:J (7_7 TZO’S;_YO,V;_’YO,UO7¢;¢>]
peAZY0
que ’on obtient en utilisant le caractére markovien du modéle. O

Ce principe de programmation dynamique permet de caractériser u comme

solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi-Belman

—Lw — sup H'w =0 (14)
qeK
ou
1
Lw = Viw + (V. nw) B+ iTrace [FF’ (V%T’S) w)}
avec
b
ﬁ(ra 3) = (T7 8) y F(T, S) = . a(r7 8) s
sp(r, s) diag [s] o (r, 5)
et
1
Hiw = (rv+q (sp—1s))(Vow) + E(Vzw)Hq’aHQ + (V,Vyw) ao’q

+ (VsV,yw) diag[s] oo’y .
Pour simplifier, on se restreint au cas ott K est compact.

Théoréme 5 On suppose que K est compact. Siu est continue et u € 01’2([0, T)x
(0,00)2%9) alors u est solution sur [0, T) x (0,00)'*? de (14) avec pour condition
au bord u(T,r,s,v) = U(v) sur (0,00)>+.
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Preuve. On montre tout d’abord que

—Lu —supHIu>0.
geK

Soit ¢ le processus constant égal a ¢ € K et 7 le temps de sortie de (¢,7,°, S;°,
V,0*0:%), d'un voisinage de (7o, vo) contenu dans [0,T) x (0, 00)2t%. D’apres la

Proposition 4, on a, pour h > 0,

Y0 Y0 Y0,00,¢
u(to, ro, so,v0) = E [“ (Tv Trnth Sratihs Vinith )] .

Par les mémes arguments que ceux employés dans la preuve du Théoréme 1, on

obtient alors
—Lu—Hiu>0.

Le résultat recherché provient alors du caractére arbitraire de g € K.

On montre maintenant 'autre inégalité. Si en (to, ro, So, Vo)
—Lu — sup Hu > 0
geK

alors, d’aprés nos hypothéses de continuité et de compacité, ceci reste vrai pour

la fonction
w(t,r,s,v) =u(t,r,s,v)+ ||(t,rs,v) — (to, 70, So, 1)0)H2

sur un voisinage ouvert V' de (to, 0, S0, v9) de rayon x > 0. Soit ¢ € A" et

Y

7 le temps de sortie de (t, 0, S0, V;’O’vo’qs) de ce voisinage. En appliquant le

lemme d’It6 & w, on obtient alors

w(to, T, S0, Vo)
E [w (T, 7i_yoj S;YO, V;/oyvo,qﬁ)}

u(to, ro, S0, Vo)

v

Y

E [u (7_7 r;yo’ S;yo’ Vgomo#ﬁ)} K

vo

ce qui contredit la Proposition 4 puisque ¢ € A)2"™° est arbitraire. a

Remarque 6 Comme dans les Sections 2 et 3, on peut énoncer un théo-
réme de vérification pour ce type de probléme. Il faut alors supposer qu’il
existe une solution réguliére w a ’équation (14) vérifiant la condition termi-

nale w(T,-) = U(-) et telle que I'on puisse trouver une fonction mesurable ¢
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vérifiant Hiw = sup,ec g H%w. Sous certaines hypothéses supplémentaires sur gﬁ
et w (par exemple que 1'on puisse définir une stratégie admissible a partir de
g, etc..), on peut montrer que w = wu. Dans ce cas le controle optimal est tel
que (;AS = q(-, 770,57, V”O’”(”i’). On parle de contréole markovien. Ceci est laissé

en exercice.

Remarque 7 On peut traiter de la méme maniére les problémes du type

supE |U (V707 — g(Sp))]
¢

ou g(St) est le payoff d’'une option européenne. Ceci permet une estimation
numérique des prix d’indifférence et de Davis, voir la Section 6.2 du Chapitre
6.
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Chapitre 8

Modélisation de la volatilité

1 Modéle de Black et Scholes

1.1 Le modéle

Le modele de Black et Scholés correspond, dans sa version multidimentionnelle,

au modele présenté dans le Chapitre 6 dans le cas ou (1) s’écrit
t t
Sy = So +/ diag [Ss] pds —i—/ diag [Ss] odW, , t €T (1)
0 0

ot u € R% et 0 € M%" sont des constantes fixées.

On vérifie alors facilement que
supE[[[S¢[P] <o Vp=>1,
teT
de sorte que la condition (2) du Chapitre 6 est bien vérifiée.

On suppose en outre que le taux sans risque r est une constante positive.

En appliquant le Lemme d’Itd, on vérifie que chaque composante S* de S est

donnée par
§i = SielW =3l )W) e 2)
ot o désigne la i-éme ligne de la matrice o. Ceci implique que

Si = Spelr sl (3)
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1.2 AOA et complétude

Le résultat suivant montre que 'on peut toujours supposer que n > d dés que

I'hypothése (AOA) est vérifiée.

Proposition 1 Si (AOA) est vérifiée alors

JzeR? tq. 2o =0 = (zyp—1rlg) =0

ot 1g=(1,...,1) € R%

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 4 du Chapitre 6.
O

En effet, si d > n, quitte & changer I'ordre de numérotation des actifs risqués, la
matrice ¢ formée par les d —n derniéres lignes de o peut s’écrire comme & = Ac
olt A est une matrice de M4 ™" et & est la matrice formée par les n premiéres
lignes de 0. La proposition précédente implique alors que fi—r1,_4 = A(n—rly)
otl /i est le vecteur de R formé des n — d derniéres composantes de p et fi

est le vecteur de R™ formé de ses n premiéres composantes. Si ¢ € A, on vérifie

- I, A
= (e

est un élément de A tel que ¢* = 0 pour tout i > n et tel que V&9 = Ve quel

alors que

que soit x € R. Autrement dit, il y a au moins d — n actifs qui sont redondants.

A partir de maintenant, on supposera donc que d < n . D’aprés les arguments
déja utilisés précédemment, on peut supposer que {z € R? : z'o =0} = {0}.
Ceci implique que oo’ est inversible. On pose alors A := o/(00”) 71 (u — r1y) et

vérifie que sous la mesure Q ~ P de densité

H — e slAPT=-AWr

S est une martingale et le processus W défini par
W2 =W,+X\ ,teT

est un Q-mouvement Brownien, voir les Théorémes 7 et 9 du Chapitre 6. Ceci

conduit & énoncer la “réciproque” de la Proposition 1.
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Proposition 2 Sid <n et
F2zeR? tq Zo=0 = (z,p—71g) =0
alors (AOA) est vérifiée.

Enfin, on peut montrer que le marché est complet seulement dans le cas ou
d=n.

Proposition 3 Supposons que d < n et que oo’ soit inversible. Alors le marché

est complet si et seulement si d = n.

Preuve. Si d = n, la complétude du marché se montre en suivant la preuve de
Proposition 23 du Chapitre 6. Si d < n, alors il existe z € R" tel que [|z]| =1
et 0z = 0. Tout A € R™ de la forme X := o’(00’) "1 (u — r1y) + Kz avec k € R

définit alors une prime de risque vérifiant les conditions du Théoréme 7. Ceci

montre que M(S) ne peut étre réduit & un singleton. On conclut en utilisant le
Théoréme 19. O

1.3 Options européennes dans le cas complet

Dans cette section, on suppose que

1. d =n,
2. o est inversible.

Il résulte alors des résultats de la Section 1.2 que le marché est complet et sans

arbitrage. On note Q 'unique élément de M(S). Sa densité est donnée par
H = e sIAIPT-2AWr
On rappelle que le processus W@ défini par
W2=W,+Xt ,teT

est un @Q-mouvement Brownien. On remarque que S peut s’écrire en terme de

WQ sous la forme
~ t ~
Sy =S+ / diag [s} odW@ | teT. (4)
0

D’aprés le Théoréme 17 et le Corollaire 18 du Chapitre 6, 'unique prix viable

pour une option G € L% (P) est donné par le prix de sur-réplication

p(G) = EQ[eTq] . (5)
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Si G = g(St)! pour une fonction mesurable g de R? dans R, on a alors

p(G) = E¥[eg(S7)]

Y (r=llo" )T+ (0" Nr)
e (s )i )

oil o' est la i-éme ligne de o et N désigne une gaussienne de loi N'(0,7T1,) sous
P.

Le probléme d’évaluation se raméne donc au calcul de I’espérance d’une fonction
déterministe d’un vecteur gaussien qu’il est trés souvent possible de calculer en

pratique, voir la Section 1.5.

On passe maintenant au probléme de la couverture.

Proposition 4 Supposons que la fonction réelle w définie sur [0,T] x Ri par

u(t,z) = EQ|e T g(Sr) | S =z

soit C;’Z. Alors, la stratégie de couverture ¢ de l'option g(St) est donnée par
¢ = Vu(t,S) ,teT. (6)

Preuve. La formule d’It6 appliquée a (e "u(t, S;))ier implique que

e g(S(T) = e u(T, Sr)

T
= u(O,So)+/ vsds
0

T
+ / e " Vu(s, S)diag [Ss] cdWQ P — p.s.
0

olt v est un processus prévisible. Comme (e~"u(t, S;))ser est par construction
une martingale, on déduit de la Proposition 1 et du Théoréme 20 du Chapitre

6 que v = 0 dt x dP-p.p. Donc,
T
e Tg(S(T)) = EU [e—rTg(ST)] —i—/ Vu(s, Ss)diag [SS] cdW@ P—ps.
0

Or, en notant p := E@ [e_TTg(S’T)] et en désignant par ¢ le processus défini

dans (6), on a
~ T ~
VEY = p+ / didiag S, ] caw?
0

T
= p—I—/ Vu(s, Ss)diag [Ss] cdW 2
0

LOn dit que g est le payoff de 'option.
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d’aprés (4) et (5) du Chapitre 6. O

1.4 Erreur de couverture discréte : rebalancement a pas constants

En pratique, il est évidemment impossible de rebalancer le portefeuille en temps
continu, ce qui engendre une erreur de couverture. Dans cette section, nous ana-
lysons 'erreur L? engendrée par un rebalancement a pas de temps réguliérement

espacés t; ;=T /n,i=20,...,N.

On suppose donc que le trader veut couvrir une option de payoff g (supposée
lipschitz et presque partout dérivable) dans le modéle de Black et Scholes, en
suivant une stratégie de delta-hedging discréte, i.e. sa tratégie de couverture est
donnée par

qgt = Vu(t;,S;,) pour t € [ti,tit1) -

La valeur de son portefeuille en T est
. T ~
ijg,qﬁ — T (p +/ ¢ldiag [Ss} 0dWsQ> .
0

D’aprés la section précédente et 1'isométrie d’Ito, erreur de couverture L2(Q)

s’écrit donc

Erry = €71 He_TTg(ST) - f/ﬁ’(ﬁ‘

L*(Q)

erT

T
/ (95 — QZA’S)/diag {S’s} O’dWé@
0

L2(Q)
o TREQ [/OT H(st — ¢,) diag [S’s} 0H2d8] ’ .

Soit

=

-1 tit1
e 7 TEm% < 2 EQ [/
t;

7=l

(¢, diag [S} — ¢y, diag [Sti] )crH2 ds} + 2By

o

N—

1 tit1 9
2 EQ [/ lltbs — b, | ds] + 2By
0 ti

=

IN

ou s = ¢ldiag [S’s} o et

N-1

tit1
By = Z EQ [/
i=0 ti

¢}, (diag [St} — diag {5’5} )UH2 ds]
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On remarque maintenant que
u(t,s) = E® e 0g(Sp) | Fi

implique (en dérivant de part et d’autre par rapport a la valeur initiale de S et

en inversant dérivation et espérance) que
e "'Vu(t, Sy)diag [Sy] diag [So] Tt = E@ [e_rTVg(ST)diag [S7] diag [So] ™" | F

On en déduit que le processus donné par le terme de droite est une martin-
gale de carré intégrable. Autrement dit (¢;);<7 est une Q-martingale de carré

intégrable. En particulier, il existe n de carré intégrable tel que

t
¢t=wo+/ ndW2 t<T,
0

ce qui a pour conséquence que

tit1 9 tit1 s 9
EQ [ [ o=l ds] — EO [/ [ im dvds]
t; t; ti

T tit1
< 2Ee| [Tl

3

On en déduit que
2T T
e 7 TEm3, < WIEQ [/ ||ny|]2dv] + 2By .
0

Il reste & étudier le terme By. On a

sup
SG[ti,tH_l]

1
< @[ _4}2 Q
By < C max E-[[[én]"] " E

S’ti — diag [5’5}

1
4]2

ou C' > 0 est une constante indépendante de V. On vérifie facilement par les ar-

1
guments déja utilisés précédemment que max;< 1 EQ [H@i ]4] * < oo. Il est par

1
4132
| <

‘Sti — diag [S'S}

ailleurs standard de montrer que max;<ny—1 EQ [SUPse[ti,t,- ]

C/N ot C > 0 est une constante indépendante de N.

On obtient finalement,
Er < C/VN,

oit C' > 0 est une constante indépendante de N.
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Autrement dit, 'erreur Err,, est de 'ordre de \}—N Toutefois, elle dépend de la

1
régularité de 1 a travers EQ [ fOT ”77'UH2 dv} ?. Ce dernier terme est intimement

li¢ au gamma V2u du prix de I'option (appliquer Ité sur Vu).

On peut en déduire une borne similaire sur I'erreur calculée sous P, mais c’est

un peu plus technique.

Par ailleurs, ce résultat se généralise & des modéles de diffusion plus généraux
en utilisant des arguments trés similaire, mais qui font intervenir le processus

tangent de S.

Enfin, cette erreur de couverture peut étre améliorée en mettant en place une

stratégie de type gamma neutre.

1.5 Exemples d’évaluation de produits dérivés (exercices)

On utilise dans cette section, les notations de la section précédente. Nous ren-

voyons & [28] pour de nombreux autres exercices, voir également [24] et [31].

Excercice 5 (Call et put européens). On suppose que d = 1 et on considére
Poption de payoff g(z) = [v — K]t ou K > 0 est appelé strike. Cette option est
appelée call européen. Montrer que le priz p de loption s’écrit

pcall — T / [Soe(r7%¢72)T+aﬁx _ K]+f(:c)dm

—00

— / (5067%UQT+U\/T"E _ efrTK) f(x)dx
—ds

ou f est la densité de la loi N'(0,1) et
_ In(So/K) + (r — 50°)T

o

ds :

En déduire que
pll = SoF(dy) — e "T K F(dy)

ot F est la fonction de répartition de N'(0,1) et
dy =dsy + U\/T .

On considére maintenant le payoff g(z) = [K — z|T. On parle alors de put

européen. Soit pP" le priz du put. Montrer que

pput — pcall + efrTK . SO )
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Cette relation est appelée parité call-put.

Excercice 6 (EDP de Black et Scholes). On se place dans le cadre de ’exercice
précédent. On note p(t,x) le priz du call a la date t si Sy = x. Vérifier que p

est solution de

1
Vip(t, @) + raVap(t,x) + 5ot e Vop(t,x) = rp(tw)

Excercice 7 On suppose que d = 1. Calculer le priz et la couverture des options
de payoff :

1. Option digitale : g(x) = 1>k, K > 0.

2. Option Butterfly : g(z) = (x — K + a)l1k_q<ack + (0 + K — )1 gco<Kta,
K >a>0.

3. Option Straddle : g(z) = (K — 2)1y<kta + (2 — K —2a)1 g yq<s, K,a > 0.

Excercice 8 (Option barriére). On veut calculer le priz p d’une option de
payoff [St — K]+1{7>T} ou T :=inf{t >0 : S < B} avec K,B > 0 deux
constantes.

1. Introduire la mesure martingale associée au modéle de Black et Scholes. On
notera W@ le mouvement brownien associé.

2. Trouver une mesure Q ~ Q telle que W défini par Wy := WtQ +t(r—o0%/2)/o
soit un mouvement brownien sous Q.

3. Ecrire S et H := dQ/dQ en fonction de W. Montrer que
p=e"TEQ [H'[Sr — K|T1(omy] -

4. Montrer que {7 > T , Sp > K} = {minyepor W; > B, Wr > K} ou B, K
sont des réels a définir.

5. On calcule maintenant la loi jointe de minge(o 1) W, et Wr sous Q. Par la
suite, on se donne a,b € R.

~ Soit 0, :=1inf{t >0 : Wy =a} le temps d’atteinte de a < 0. Montrer que

Q| min Wy <a, Wp>b| = Q6. <T, Wr >0
te[0,7)

= Q0.<T, Wr—Wy, >b—al .
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— En utilisant le fait que 0, est Fy,—mesurable et que V_VT\/ga — Wga est indé-
pendant de Fy, et de méme loi que Wga — WT\/ea, montrer que
Q[min Wi<a, Wsz] — Qo <T, Wr<2—1
t€[0,T
— FEn déduire que, si a <0 et b > a, alors

Q[min Wi<a. Wsz} — Q[Wr<2a—1] .
te[0,7)

— En déduire Q [minte[O’T} Wi < a | Wr = b| ainsi que la densité f de (minge(o,7) Wy, Wr)
quand b > a.

- Que peut-on dire sia >0 ¢

— Que peut-on dire si b < a ?

6. Déduire de la question 8 que le prixz de [’option barriere est donné par

/R/Rw(“’ b) f(a, b)dadb

pour une certaine fonction v a déterminer.

7. Faire le calcul.

Excercice 9 On suppose que d = 1. Calculer le priz et la couverture des options
de payoff :

1. Option digitale : g(x) = 1>k, K > 0.

2. Option Butterfly : g(z) = (r — K + a)lg_g<ack + (@ + K — 7)1 xca<Kta,
K >a>0.

3. Option Straddle : g(x) = (K —x)l<kiyq + (2 — K — 2a)1g1q<q, K,a > 0.

Excercice 10 (Swap) On suppose que d = 1. Un swap est un produit par lequel
deuz personnes, A et B, échangent des flux (appelés jambes). A paie un flux fize
p (jambe fize) et B paie en échange un flux variable V' (jambe variable). Au
moment de la signature du contrat les valeurs des deux jambes sont égales. Il
faut donc calculer p, appelé taux swap, tel que la valeur en 0 de la jambe fixe
soit égale a celle de la jambe variable. On suppose que les dates de paiement
sont 0 < t1 < ...<tp =T et que le flux de la jambe variable a la date t; est
Vi, =[Sy, — KT, ou K > 0. Calculer le tauz swap p.

(3

Excercice 11 (Option spread). On se place dans le modéle de Black et Scholes
de dimension 2 et on considére Uoption de payoff g(St) = [St—SZ]T. On parle
de call sur spread . Soit

H:=52/52.
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Montrer que E? [H] = 1. Soit Q la mesure équivalente ¢ Q de densité H par

rapport & Q. Montrer que le priz de 'option est
pi=S3EQ[[s}/s7—1]1] .

En utilisant le théoréme de Girsanov, exhiber un Q-mouvement Brownien et
écrire S% / 5’% en fonction de celui-ci. Déduire de I’Exercice 5 une formule fermée

pour la valeur du call spread.

Excercice 12 (Contrat forward sur tauz de change). On considére un modéle
dans lequel deur marchés co-existent. Le tauxr sans risque sur le marché domes-
tique est r. On note r le taux sans risque (constant) sur le marché domestique.
Le tauz sans risque sur le marché étranger est rf. On suppose qu’une unité de
monnaie étrangere vaut S unités de monnaie domestique, ot S suit ’équation
(1) correspondant a d =n =1 et o > 0. On suppose qu’il n’y a pas pas d’arbi-
trage. On considére un contrat qui paie en T une unité de monnaie étrangére.
Que vaut se contrat en monnaie domestique a la date 0 si la prime est payée en
07 Si la prime est payée en 0, en T ? Quelle relation existe-t-il entre v, vy et

So en l'absence d’arbitrage.

Excercice 13 (Décomposition de payoff) On considére un marché formé d’un
actif risqué de priz S a la datet < T et d’un actif sans risque évoluant selon la
dynamique By = €', t < T, our € Ry. On suppose qu’il n’y a pas d’arbitrage.

1. Soit Uinstrument financier de fluz final :
min(max(St, K1), K2) avec Ki; < Ko €R.

Tracer le payoff de cet instrument. Décomposer son priz a ’aide de zéro-coupons
et de calls bien choisis.

2. Une chooser option est une option qui donne le droit a son détenteur de
choisir en Ty entre un call et un put sur S de prix d’exercice K et de maturité
T > Ty. Montrer que cette option est une combinaison appropriée d’un call et

d’un put.

Excercice 14 (Call sur Forward) Dans le cadre du modéle de Black-Scholes
(taux d’intérét constant r, actif risqué de processus de priz défini par dS; =
Si(rdt + odW;), W étant un mouvement brownien sous la probabilité neutre

au risque Q), on note par {F;,t € [0,T]} le priz du contrat forward sur S de
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maturité 0 > 0 donnée, i.e. qui paie Sg—m en 0. Sachant que sa valeur est nulle
ent = 0, que vaut m ? Utiliser la formule de Black et Scholes pour donner le
priz d’un call européen sur F' de maturité donnée T € [0, 0] et de priz d’exercice
K >0 (i.e. défini par le paiement (Fp — K)* a la maturité T).

2 Modéles a volatilité locale

Si le modéle de Black et Scholes présenté dans le paragraphe précédent est
si populaire c’est qu’il permet de calculer un grand nombre de prix d’options
européennes classiques. Cependant, 'hypothése de volatilité constante n’est pas
cohérente avec les prix observés sur le marché.

Plus précisément, supposons que le taux sans risque r soit fixe et que I’on observe
les prix C; de call européens de maturité T; et de strike K;, ¢ = 1,..., 1, écrits

sur le méme sous-jacent S de prix spot Sy aujourd’hui. On doit alors avoir
C; = BS(0, 50, K;,T;,0) pour tout i =1,...,1

ou o est la volatilité et BS(t,z, K, T, o) est le prix dans le modéle de Black et
Scholes d’une option d’achat sur S a la date ¢t de maturité T et de strike K si
Sy = x.

En particulier, on peut retrouver le paramétre de volatilité o en inversant par
rapport a cette variable la formule de Black et Scholes, voir I’'Exercice 5 du

Chapitre 8, i.e. chercher o tel que
C; = BS(0, S0, K;,T;,0) .

On appelle volatilité implicite la solution oim (75, K;) de cette équation. Dans
le modeéle de Black et Scholes, la volatilité implicite ne doit évidemment pas
dépendre de 7. Or, ceci n’est pas vérifié en pratique. Typiquement, on observe
que, pour une méme maturité, la volatilé implicite est non constante en fonction

du strike. Elle a souvent une forme en U que 'on appelle smile.

Une premiére solution pour résoudre ce probléme est de considérer des modéles

a wolatilité locale. On suppose alors que o dépend de t et de S, i.e.
dSt/St = rdt + O'(t, St)th

ol W est un mouvement brownien sous une mesure risque neutre Q.
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Dans ce cas, il est nécessaire de calibrer la volatilité, i.e. chercher la fonction
de volatilité locale o telle que les prix théoriques V, des options cotées sur le
marché coincident avec les prix observés. En général, on se base sur les prix de

produits trés liquides comme les calls.

2.1 Formule de Dupire et EDP d’évaluation en strike et matu-
rité

On admet & partir de maintenant que la loi de S; sachant S; = > 0 admet

une densité réguliere f(7,y;s,x) sous Q pour t <7 < T.

Equation de Fokker-Planck

On montre le résultat par un argument formel (mais que 'on peut rendre
rigoureux...). Soit g € C;° a support compact contenu dans (0,00). Alors
(v(s,Ss) := EQ[g(ST) | Fs])s<7 est une martingale. Ceci implique que, pour
tout t <7 <7+4+e<T,

EQ [U(T+€7ST+E) - U(Tv ST) | St = x] =0.

Comme f est réguliére et g € CP°, v est réguliére. Le Lemme d’It6 implique

alors que
T+€
/ /Ev(s, y)f(s,y;t,z)dyds =0,
ou
1
Lv:=Vw+1rV+ §J(t’ $)2s°V2 v .

Si on suppose que o est borné, on vérifie que

limv(s,y) = lim g(z) =0 et lim v(s,y) = lim g(z) =0

y—0 z—0 Y—00 T—00

puisque le support de g est compact et contenu dans (0,00). En intégrant par

parties, on obtient alors
o / (“’(S’y)f (s, yit,2)]7 7 = / T+EU(S,?J)VTf(S,y;t,:E)d5> dy
h / " / (v(s,y)Vy(ryf(s,y;t, x))) dyds
i /THE/(év(s’y)vi(az(s,y)ff(&y;t,x))) dyds .
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On remarque maintenant que
/ [w(s, ) f (s, st )Ty = / (o(r + e ) f(7 + 2,y t.2) — o(r, ) f(ry: t,2)) dy
= v(t,x) —v(t,z) =0.

On obtient alors en divisant par ¢ ’équation précédente et en faisant tendre ce

parameétre vers 0 que :

0 = [ o) (VoA piti) + 9, S (7 it,0) = 5V P it ) do

En faisant maintenant tendre 7 — T, on obient que v(7,y) — g(y), et donc,

avec un peu de régularité,

0 = /g(y) <V7f(T,y;t7ﬂc) + Vy(ryf(T, y;t, @) — %Vi(GQ(T, y)ny(T,y;t,x))> dy .

Comme g est quelconque, ceci implique que f est solution de 1'équation de

Fokker-Planck (7) ci-dessous, encore appelée équation de Kolmogorov forward.
Proposition 15 Soient (t,z) € [0,00) x (0,00). Si (o, f(-;t,2)) € CH2((t, 00) x
(0,00)) alors f(-;t,x) vérifie

1

sur (t,00) x (0,00).

Equation et formule de Dupire

Si g est maintenant le payoff d’un call européenne de maturité 7, strike K et

de prix I1¢(0, x; 7, K), on doit avoir

Mo(0,0:7 K) = o' / (y— K)f(r,y:0,2)dy
K

Si Il est réguliére en ses deux derniéres variables, on a alors, en dérivant puis

en utilisant (7),

VTHC(O7m;T7 K) = —THC(O,II?; T, K) + eT‘T/ (y - K)Jrva(T?y; 07:1:)dy
0
= —rlle(0,z;7, K)

+ e /Oo(y — K)" (=Vy(ryf(r,4:0,2))) dy
0

s o [T K0 (V0.0 ) dy.
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En intégrant par parties, on obtient alors
[ee]
V Ae(0,2;7, K) = 7“6_”/ (y — K)ly>i f(1,9;0,2)dy
OO0
+ 6”/ ryly>k f(7,9;0,2)dy
0
0 1
+ e (/ 6K(y)§02(7, vy f(T,y; 0,:1:)) dy
0
1
= —rKVglg(0,z;7, K) + 502(7, K)K*V311c(0, z; 7, K)
car
VKHC(Oax;Ta K) = /1y>Kf(Tvy707x>dy
VETe(0, 27, K) = / 51¢(y) f (.40, 2))dy .

Si le prix (0,257, K) est suffisamment régulier en (7, K), il vérifie donc

I’équation de Dupire.
Proposition 16 Sous les conditions de la Proposition 15, I1o(0, x;-) vérifie

1
VTHC(Ov x;T, K) = _TKVKHC(Oa LT, K) + 502(7—’ K)sz%(HC(Ov x5T, K)
(8)
pour (1, K) € (0,T] x (0,00) avec condition initiale (0, 2;0, K) = [z — K| T
en T =0 et condition au bord I1c(0,z;7,0) = = pour tout T € [0,T].

Cette équation & deux conséquence importantes :

1. On peut calculer en résolvant (8) les prix des calls pour toutes les maturités 7
et strike K d’un seul coup. Ceci est trés important d’un point de vue numeérique

pour la calibration !
2. La volatilité locale o doit nécessairement satisfaire la formule de Dupire :

2V7'HC(07$;7—3 K) +TKVKHC(03$;7_7 K)

2
K) =
(. K) K2V2115(0, 2,7, K)

9)

Si 'on disposait des prix des calls pour toutes les valeurs de (7, K') sur (0,7] x
(0,00), on pourrait donc calculer la fonction de volatilité locale permettant
de rendre compte de ces prix. En pratique, on ne connait les prix des calls

que pour certaines maturités et strikes. Il n’est donc pas possible d’estimer
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les dérivées intervenant dans la formule précédente. La seule maniére d’utiliser
celle-ci consiste & interpoler les prix observés par rapport aux maturités et
strikes, par des splines, puis & en déduire les dérivées associées. Le probléme est
que bien évidemment la nappe de volatilité locale ainsi obtenue, i.e. la fonction
(t,x) — o(t,x), dépend largement du mode d’interpolation retenu. En général,

elle se révéle trés instable.

Remarque 17 (Extensions possibles)Une preuve purement probabiliste de
(8) peut étre trouvée dans [21]. La preuve est basée sur des techniques d’in-
version de temps pour les EDS. Ce papier traite en outre des diffusions avec
sauts pour lesquelles un résultat similaire est valable. On y trouvera également
deux extensions (options digitales sur deux sous-jacents et option barriére). Voir

également [34].

2.2 Calibration de la nappe de volatilité a partir d’un nombre
fini de call

Une autre approche consiste a rechercher une nappe de volatilité (¢, z) — o(t, )

pour laquelle
(o) := e "HEQ [[St, — K;]"] =C; pour tout i =1,...,1.

En pratique, on est amené & considérer une forme paramétrique particuliére de
o:0(a),a€ AC RM . Dans ce cas, le probléme précédent peut ne pas avoir de

solution. On cherche alors a trouver la solution de
I
minZwi|Hi(U(a)) - Cif?,
i=1

ol w; est un poids strictement positif et C; est un proxy du prix de marché

(moyenne de la fourchette bid/ask ou prix de la derniére transaction en général).

Il existe plusieurs choix naturels de poids :

1. Les poids peuvent étre utilisés pour donner plus d’importance aux options
liquides.

2. Ils peuvent également servir a donner autant d’importance aux options hors
de la monnaie pour lesquelles C; est petit qu’a celles dans la monnaie pour
lesquelles C; est grand. Une fagon de procéder consiste par exemple a choisir

w; = 1/C}, ce qui revient a calculer une erreur relative.
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3. Ils peuvent tenir compte du niveau de précision recherché sur chaque couple
maturité/strike en fonction de la fourchette bid/ask. Si on note C? et C# les prix
a la vente et a ’achat de 'option, il est important que I'erreur de calibration
ne dépasse pas l'écart Cj' — C’f’. Il est alors naturel d’utiliser les poids w; =
1/(Ce - ).

4. Une autre approche consiste & poser w; = 1/(Vega(K;, T;, Timp (T, Ki)))?
ol Vega est la dérivée du prix de Black et Scholes par rapport & la volatilité.
Un développement a l'ordre 1 montre alors que ceci revient essentiellement a

regarder ’erreur en terme de volatilités implicite.

Toutefois, cette approche seule conduit & des résultats instables par rapport aux
données initiales et en général & des nappes de volatilités trés irréguliéres. Afin
de corriger ces problémes, il est nécessaire d’imposer un terme de pénalité dont

I'objectif est de stabiliser la solution et d’en assurer une certaine régularité.

Régularisation de Tikhonov

Dans [11], voir également les références données dans ce papier, il est proposé

d’utiliser une pénalisation de Tikhonov

1
min (Z willli(o(a)) — Ci|2> +aillo(a) = o(ao)llf; + a2l|Vo(a) — Vo(ao)|3
i=1

ol wj; est un poids strictement positif, aq, as > 0 sont fixés et

T e
1Rll% = /0 /0 (e, ) Pdadt

Le premier terme de pénalisation permet de stabiliser la solution, le second en

assure la régularité.

Afin de minimiser cette quantité, il est naturel d’utiliser une méthode de gra-
dient. Le calcul du gradient du terme de pénalisation dépend de la paramé-
trisation retenue et n’est pas difficile en général. Le probléme est d’estimer le
gradient du terme Zfil wiI(o(a)) — Cif?, ie.

I
QZwivaHi(J(a)) (Hi(a(a)) — CZ) . (10)
=1

Différences finies
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A a € A fixé, on peut calculer tous les II;(0(a)) en résolvant (8). Ceci permet
d’estimer V,II;(o(a)) numériquement et ainsi d’obtenir une estimation numé-

rique du gradient (10).
Approche par arbre

Dans [11], Pauteur propose d’estimer (II;(o(a)));<s en utilisant un schéma de
discrétisation de (8) par arbre trinomial et de calculer (V,II;(0(a)))i<r en
dérivant la solution du schéma numérique par rapport au paramétre a, i.e.
(I1i(0()))i<r est estime par (I1;(o(a)))i<r et (Valli(0()))ics par (VaTli(o(a)))ics
qui est obtenu en dérivant les coefficients dans le schéma de discrétisation asso-

cié a (II;(o(a)))i<s. Ici a représente 'ensemble des volatilités locales a chaque
noeud de I’arbre. Ceci permet de mettre en oeuvre un méthode de gradient pour

résoudre le probléme approché

I
min <Z wilTLi (o (a)) — CZ-]2> +aqo(a) — o(ao)||3 + a2||Va(a) — Va(ao)||% -
=1

Les volatilités locales & chaque noeud sont ensuite interpolées par des splines
pour donner une nappe de volatilité sur tout ’espace.
Régularisation par “entropie”
Dans [2], les auteurs proposent de chercher les paramétres a vérifiant
qui minimizent
T
o [ | nto@? - odyas
0

ot E® est I'espérance sous la loi de S si sa volatilité est donnée par o(a), o
est une constante, et 1 est une fonction positive, coercive, strictement convexe,
atteignant son minimum 0. Typiquement, n(y) = y?. Ceci conduit & optimiser,

sous A € R! et a € A, le Lagrangien

T I
V050 A 0(@) =B |~ [ n(ota) = o] + 3N o(a)) - ).
0 i=1
On cherche alors la solution du probléme

inf sup V(0, So: \, : 11
Jnf, sup (0, So: A, 0(a) (1)
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Lorsque {o(a), a € A} est 'ensemble des processus de la forme o(t, S;) a valeur
dans un ensemble de la forme [0in, Omaz], On peut justifier par un argument de

type programmation dynamique, voir Chapitre 7, que le max est atteint dans

W (0, Sp; A) :=sup V (0, So; A\, 0(a))
acA

et que la fonction W, étendue & des conditions initiales quelconques, est solution
sur [0,7") x (0,00) de

1
VW +rVaaW + sup <22x2V§,W — e’"tn(z2 — 03))

Omin<2<Omaz
I .
=rW = Nog,(t)([z — KT — i) (12)
i=1
avec condition terminale W(T,-) =0 si T; < T pour tout ¢ < I.
Si A atteint le minimum de W, la solution o(a) du probléme initial est donc
formellement donnée par

1 .
o(t,r) :=arg  max <2z2x2V§W(-, \) —etn(z? — a%))

Omin <Z<Omaax

que l'on calcule en fonction de x2V2W, n et 08.

Pour trouver la solution A au probléme de minimisation de W, on montre que
W est continument différentiable en A et que sa dérivée W' par rapport a \*

est solution de
. 1 . .
VW 1V W+ 26 (t, )2 VEWE = e W = 6r, () ([x — Ki]T — " TiCy) (13)

avec condition terminale W(T,-) =0si T; < T.

La résolution du probléme (11) peut donc étre menée en itérant les deux étapes
suivantes :

- Calcul de ¢ par résolution de (12)

- Estimation du gradient de W par résolution de (13) et utilisation d’un pas de

descente de gradient pour minimiser W.

Cette approche donne de bons résultats en terme de calibration. Malheureuse-
ment, aucun critére n’'impose de régularité sur & et les nappes de volatilité ainsi

obtenues sont généralement trés irréguliéres.
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3 Modéles a volatilité stochastique

3.1 Impact d’une erreur sur la spécification de la volatilité

On suppose ici que la vraie volatilité o est un processus prévisible de carré

intégrable :
t ¢
Sy = SoJr/ Ssrds+/ SsosdWy , teT. (14)
0 0

Supposons que le trader évalue le prix v d’une option de payoff g et de maturité
T en fixant oy = &(t, S;), une fonction de volatilité locale. D’aprés les résultats

du Chapitre 7, si v est suffisamment réguliére, elle vérifie

Viu(t,x) + raVyo(t, z) + %6(t,m)2x2V§v(t,x) = ru(t,x)
v(T,z) = g¢g.

Par ailleurs, la stratégie de couverture consiste alors a détenir un nombre d’ac-
tions ¢y = V,v(t, Sy) a la date t. On note V' = Vyv(0.5).¢ Dapres le Lemme
d’Ttd et 1’équation précédente, la dynamique de Z := V — v(-, S) est donnée

par :

1
dZ; = rVdt — Vtv(t,St)—FrSthv(t,St)—F2035’3V§v(t,5})> dt

= rVdt— (m(t, Sp) + %(0,52 —a(t, )% S2V2u(t, St)) dt

1
— <7~Zt + 5(c‘r(t, S¢)? — 02)SPV2u(t, St)) dt .

Comme v(T, St) = g(St), l'erreur de couverture est donc donnée par

Zp = Vi — (T, Sy) = % /0 e T0 (1,82 — )2V 20(t, Sy)dt
Autrement dit :
1. si V2 > 0, une sur-estimation de la volatilité assure un gain, une sous-
estimation assure une perte.
2. le contraire est évidemment vrai si V2v < 0.
3. si V2u(t, S¢) ~ 0, la couverture est peu sensible & la volatilité réalisée. Cest

ce qu’on appelle une couverture en gamma neutre.
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3.2 Sur-réplication lorsque la volatilité n’est pas couvrable

D’aprés la sous-section précédente, on ne peut étre siir de couvrir 'option que
si v est convexe quand 7 (t,S;)? — 02 > 0 et concave autrement.

Intuitivement, le prix de sur-réplication p devrait donc étre solution de I’équa-
tion de Black-Scholes-Barenblatt

1
Vip(t,z) + raVp(t,z) + s6(t,2)°2*Vap(t,z) = rp(t,z)

p(T,z) = g (15)

\V]

ou 6(t,x)* = sup;,, o7 si Vap(t,z) >0 et 6(t,x)? = inf;, 07 sinon.

Lorsque 0 = o(Y) > 0 o Y est un processus d’Ito de la forme
dY; = budt + ap dW} + aZdW}?
avec a% > e > 0dt x dP-a.e. et S est de la forme
dS; = Ssrdt + Syo(Yz)dW}

on peut effectivement montrer que le prix de sur-réplication vérifie (15), au

moins dans un sens faible, avec

5‘(t, :L‘)2 = Sup U(y)]-Vip(t,z)ZO + irylf U(y)1V§p(t,z)<0
Y

lorsque la fermeture de {o(y);y € R} est contenue dans (0, c0).

Lorsque la fermeture de {o(y);y € R} est Ry U {oo}, on obtient juste une
propriété de sur-solution dont on déduit cependant que V2p(t,z) < 0, i.e. le

prix est concave en z, et que
Tp(t,$) - vtp(twr) - T$pr(t,$) >0 ; p(Ta ) > g.

La propriété de concavité implique que p(T,-) > G ou G dénote I'enveloppe
concave de g. L’inéquation implique que ¢ — e "'p(t, xe™) est décroissante en
t, d’ot

p(t, xert) > e—r(T—t)p(T’ er) > G_T(T_t)G(ITT) )

Ceci implique que p(t,z) > e_T(T_t)G(xe”(T_t)). Comme G est concave et au-

dessus de g, il est alors facile de vérifier qu’'une stratégie buy-and-hold consistant
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a détenir exactement une quantité A € —9(—G(xe"T1)) d’actifs risqués per-
met de couvrir I'option?

err= (e*T(T*t)G(xeT(T*t)) — Ax) +ASy = Gze"TD) — " T=DAz + ASy
G(St) > g(ST) .

Y

Il en résulte que
p(t, 1:) _ e_T(T_t)G(l’eT(T_t))

et que la stratégie de couverture est de type buy-and-hold, i.e. le nombre d’ac-

tions détenues dans le portefeuille de couverture est constant.

3.3 Couverture a ’aide d’options liquides et trading de la vo-
latilité

Une maniére naturelle de se couvrir contre les évolutions de la volatilité consiste
a acheter ou vendre de maniére dynamique des options liquides (typiquement
des calls ou des puts).

Pour simplifier, supposons que 1’on veuille couvrir une option europénne de
payoff G, de maturité T" et telle que G est o(Ws,s < T')-mesurable ou W est
un mouvement brownien de dimension 2. On suppose que l'on ne dispose que
d’un sous-jacent S de dynamique (on suppose le taux sans risque 7 nul pour

simplifier)

dSt == U(St,YDth (16)

ol les fonctions o, v et 3 sont mesurables et telles qu'une solution forte existe
pour le systéme précédent, quelles que soient les conditions initiales.

Ici, le processus Y ne correspond pas a-priori & un actif négociable, ce qui rend
le marché a-priori incomplet, et impossible une couverture parfaite de G, en
général.

On suppose maintenant que 1’on peut également traiter une option vanille de
payoff g(S7/) o T > T. On note p(t, s,y) le prix de cette option a la date ¢ si
(S;,Y;) = (s,y) et on suppose p € C12.

2Pour une fonction convexe f, on note df(y) son sous-gradient en y, i.e. ’ensemble des
g € R tels que f(x) > f(y) + q(xz — y) pour tout z € R
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On peut alors former un portefeuille V¢ ott ¢} (resp. ¢?) denote le nombre

d’unités de S (resp. de p) détenues en t. Sa dynamique est donnée par
Vi = oLdS, + ¢Fdp(t, S, Yy) .

Si la dynamique (16) correspond a la mesure risque neutre Q sous laquelle p est

calculé (i.e. W est un Q-mouvement brownien), on obtient alors :
dv’tx’qﬁ = ((ZS%O-(SI% }/t) + (b?(vsp(tv Sta ift)o'(sta }/t> + Vyp(t7 St7 }/;f)ﬁ(sh Y;))) th
puisque p(t, St, Y;) doit étre une Q-martingale (locale).

Par ailleurs, si G est Q-intégrable, il admet une représentation de la forme

T
G =EQ AW .
[g]+/0 ¢

Pour couvrir cette option, il suffit alors de trouver ¢ = (¢!, ¢?) € A tel que,
dt x dP — a.e.,

¢%O—(St7 }/;f) + ¢t2(v8p(t7 St7 1/vt)o—(‘sta 1/vt) + Vyp(t, St7 n)ﬁ(sb }/;f)) = <t

sur [0,7]. La question principale est donc de savoir si 'on est ou non capable
d’inverser ce systéme. En pratique, c’est généralement le cas & partir du moment

ou les atifs ne sont pas redondants.

Tout se passe comme si I'on pouvait “traiter” indirectement Y & travers une
combinaison d’options liquides et de sous-jacent. Une telle stratégie permet donc

également de prendre des positions indirectes sur le processus de volatilité.

On pourra consulter [12| pour des résultats généraux et une condition suffisante

facile a vérifier sur le modéle.

3.4 Couverture statique approchée et semi-statique par calls et
puts, application aux swaps de variance

L’objet de cette section est de montrer comment I’on peut couvrir une option

vanille & partir de positions statiques sur des calls et puts de méme maturité.

Décomposition de payoff sur une base de calls et puts

Soit une option vanille de payoff g(St) ot St est une variable aléatoire réelle
positive quelconque représentant la valeur terminale d’'un actif sous-jacent. On

a alors le résultat suivant :
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Lemme 18 Si g admet des dérivées au sens des distributions jusqu’a l’ordre 2,
alors, pour tout k > 0 tel que g est dérivable en k, on a

9(Sr) = g(r)+g'(x) [(ST— k)" = (k= S1)7]

o0

4 /0 "9 () (K — Sp)tdE + / ¢ (K)(Sr — K)dK .

Preuve. On note § la masse de Dirac en 0. On

o0

oS0) = [ o(8(Sr — K)K + [ gk03(Sr — K)as
En intégrant par parties, on obtient alors
| 9087~ K)K = g5y = [ o015yl
ou
/OH g (K)lsp<xdK = g'(r)(k — Sr) " — /OR g (K)(K — Sr)"dK .

On procéde de la méme maniére pour le second terme dans la premiére équa-

tion. O

Cette formule s’interpréte facilement. Le terme g(k) correspond & une position
en cash. Le second terme est une position position sur le sous-jacent et en cash,
de part la parité call-put. Les deux derniers termes correspondent a des positions
d’un niveau ¢” (K)dK sur des calls et puts de strike K.

Par absence d’opportunité d’arbitrage (et en supposant un peu d’intégrabilité
sur les différentes quantités...), ceci implique en particulier que la valeur vy du
contrat de payoff g(St) est donnée par

[e.o]

w = g(r)+d' (k) [So— ]+ /D“g"mpo(;(,mdm | trco. 1y

ou Py(K,T) et Co(K,T) sont les prix des puts et calls de strike K et de maturité
T sur S. Sil’on dispose déja d’un pricer efficace pour ces quantités, il suffit donc

de l'utiliser pour estimer les deux intégrales.

En pratique, cette formule n’est évidemment pas applicable telle qu’elle pour
la couverture puisque tous les strikes ne sont pas liquides, mais elle suggére
d’approximer le payoff g par une somme pondérée de calls et puts liquides et

qui 'approchent au mieux.
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Supposons par exemple que les calls de strike K;, i = 1,..., 1, soient liquides.

On cherche les poids ¢, wp, w := (w;)i<s qui minimisent
E [E (A(C, wo, W, ST))]

ot £ est une fonction de perte choisie (par exemple £(z) = 22 ou £(x) = (z7)2),
et

A(C, wo, W, ST) = g(ST) - V(Ca wo, W, ST)

est lerreur de couverture si

I
V(e,wo,w, S7) 1= c+woSr + »_wi(Sr — Ki)*
i=1
est la valeur terminale du portefeuille de couverture statique. Ici, on utilise
la parité call-put pour se ramener & ne considérer que des calls, du cash c et
une position sur le sous-jacent. Evidemment, si vy est le prix de l'option ¢g(St),
I’optimisation se fait sous la contrainte que le cotlit de la couverture soit inférieur

a vg.

L’intérét de cette approche est double : 1. elle ne dépend pas de la dynamique
de S, seul le probléme d’optimisation dépend de la loi de St ; 2. Lorsque l'on
connait la dynamique de S, on peut compléter cette approche par une cou-
verture partielle de Uerreur résiduelle A(c, wp,w, St). Méme pour des modéles
simples, cette derniére approche de couverture semi-statique peut s’avérer trés
performante. En effet, toute couverture dynamique est en pratique approchée
puisque le rebalancement du portefeuille en temps continu est impossible. Par
ailleurs, ceci est cotiteux a cause des frictions (cotits de transaction). Plus la po-
sition & couvrir est “petite” et plus le cotit de couverture, et I’erreur associée, est
“faible”. On a donc tout intérét a couvrir la majeur partie du payoff de maniére

statique.

Application aux swaps de variance

Un swap de variance sur un sous-jacent S est un produit d’échange d’un jambe

1 & C
"::i 1 k
JT Tz<n5tk—1>

k=1

variable de la forme
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contre une prime fixe k. Ici les t; forment une suite strictement croissance de
[0,T] et t, =T.

Ce genre de produit est actuellement trés & la mode car il permet de s’exposer
(ou se couvrir) directement sur les variations de la variance réalisée, sans avoir

& se positionner sur le marché des options, voir Section 3.3.

Si la dynamique de S est de la forme (sous une mesure risque neutre Q donnée

et en supposant le taux sans risque nul pour simplifier)
dSt = StUtth

alors le Lemme d’It6 implique que

2
I~ 1 ™ e
Jr o= = - / oldt + / o dW,
r T ; ( 2 tp_1 ! tp_1
1 . b k _2 2 tk k
= TZ —/t (Zt Ut _Ut)dt+2/ Zt Utth

k=1 k—1 th—1

avec

Zf =—

N

t t
/ o2ds +/ osdWys sur [tg_1,t] -

te—1 tk—1

Si on fait tendre le pas de temps vers 0, i.e. n — 00, on obtient alors
1 [T,
Jp o~ Jpi=—= ordt .
’ T /0 '

En effet, si par exemple fOT ofdt € L? alors (en notant C' > 0 une constante

générique indépendante de n)

n

173
3 / ZFo2dt
lk—1 It

k=1

2t

<C max _sup

2
tE€[th—1,ts] L

ol
k
|

2
12 < C (\/tk*tk_1+tk*tk_1) .

De la méme maniére, on montre facilement que cette hypothése implique que

n

ty
Z/ Zfotth
k=1"tk-1

— 0.

L2
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A partir de maintenant, on supposera donc que le payoff de la jambe variable
est Jr au lieu de J7. A la vue de la discussion précédente, I'erreur de couverture

Jp — J} est faible pour une division suffisamment fine de [0, T7].

On observe maintenant que

In 51 = 1/T 2dt+/T d
— ) = —= o o dW
S[) 2 0 t 0 t b

2 ST 2
= _71 - P .
Jr n<50>+/0 StdSt

Au dernier terme prés (portefeuille dynamique sur S), la jambe variable est
donc essentiellement une position short sur un “log-contract” de payoff In (%)
sur S. Comme un tel contrat n’existe pas, il faut le couvrir dynamiquement ou
en utilisant I’approche par couverture semi-statique de la Section 3.4, c’est ce

qui est fait en pratique.

L’approche de la Section 3.4 permet aussi dans certain cas d’évaluer rapidement

la jambe variable. En effet, on a d’aprés le Lemme 18 appliquée & k = Sy

S 1
In (SZ;) = %[(ST_SO)+_(SO_ST)+]
Pk spytax— [T L (s - k)tax
o K? ! s K20
Sp — So So 1 < q
S Sy — (K- Sr)tdK — |  —(Sy — K)TdK .
So 0 KQ( ST) d S K2<ST ) d

Sous de bonnes hypothéses d’intégrabilité, ceci implique que la valeur vy du

contrat de payoff In (%) est donnée par

So 1 0 q
= - —Py(K, T)dK — —Co(K, T)dK
Vo /0 K2 0(K,T) s K2 oK, T)
ot Py(K,T) et Co(K,T) sont les prix des puts et calls de strike K et de maturité
T sur S. Sil’on dispose déja d’un pricer efficace pour ces quantités, il suffit donc

de T'utiliser pour estimer les deux intégrales.

Nous renvoyons a [33| pour une analyse détaillée de ce type de produits et

d’autres produits liés.
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4 Exemples de modéles

4.1 Modéle CEV et processus de Bessel

Le modeéle CEV (appelé également modéle de Cox) est un modéle a volatilité

locale de la forme oy = 0S?, i.e.
dSt = ,uStdt + O'Stdet (17)

ot o > 0et 0 < p < 1sont des paramétres fixes. Le terme CEV signifie

“Constant Elasticity Variance” et ce nom provient de la propriété
(8055/8&)5,5/03;’ =p.

Autrement dit, ’élasticité de la volatilité en terme de S est constante, égale
a p/o. Dans ce modeéle, 0,/S; = chtp*l est décroissant en fonction de S; : la
variance conditionnelle du taux de rendement est décroissante en fonction du
sous-jacent, ce qui semble correspondre & un certains nombre d’études portant

sur la dynamique des prix des actions.

L’existence d’un tel processus a notamment été fudiée par [15]. Comme pour le
modéle CIR, voir Section 3 du Chapitre 9, il s’agit essentiellement d’un processus
de Bessel carré correctement transformé. On rappelle qu'un Bessel carré de
dimension d € N correspond au carré de la norme euclidienne d’'un mouvement
brownien d-dimensionnel, voir ci-dessous. Ici, on a besoin de considérer des
processus de Bessel carré X° de dimension & € R non entiére définis comme

suit :

Définition 19 Soit § € R et x > 0. On appelle processus de Bessel carré de

dimension § issu de x, lunique solution forte X% de Uéquation :
t
Zt:x+2/ VIZJdW, +6t, t> 0, (18)
0

ou W est un mouvement Brownien de dimension 1.

On remarque que, pour § € N, si W est mouvement Brownien de dimension §

alors p := |[|W]| vérifie

6t
p? :22/ WEidW?! + ot .
i=1"0
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Pour § > 1, on vérifie que p > 0 dt x dP-a.e. ce qui permet de définir le processus
1) . ) ‘
Wi S [ Wilp)aw;
i=170

qui est un mouvement Brownien (calculer le crochet). Par ailleurs, p? est solution
de

t
p?:2/ psAWs + 0t .
0

On retrouve bien la définition précédente.

En ce qui concerne 'unicité d’une solution, on utilise le résultat suivant (voir
Théoréme 3.5 du Chapitre IX de [37])

Théoréme 20 Soit b et a deuz fonctions boréliennes de R dans R telle que b

est Lipschitz et

2

la(z) —a(y)]” < ez —yl)

ol @ vérifie fooi dz/p(z) = oo. Soit W un mouvement brownien de dimension
1. Alors, 'EDS

t t
Zy = Zy +/ b(Zs)ds + / a(Zs)dWy
0 0

a au plus une solution.

Pour conclure sur l'existence d’une solution forte a (18), i.e. un processus Z
vérifiant (18) & W fixé :

1. On a montré l'existence d’'une solution faible, i.e. 'existence d’un couple
(Z, W) vérifiant (18).

2. On a montrer qu’a W fixé, cette équation admet au plus une solution. On
parle d’unicité trajectorielle.

3. On utilise alors le résultat bien connu : s’il existe une solution faible et §’il y

a unicité trajectorielle, alors il y a existence forte.
Le cas général découle des résultats d’existence d’une solution faible que I'on

peut trouver dans [37].

Remarque 21 Il est clair que si = 0 alors le point 0 est un point d’absorption.
Pour 0 < § < 2, on peut montrer qu’il s’agit d’'un point de reflection, et que 0

n’est jamais atteint ssi ¢ > 2. Voir [37].
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On peut maintenant construire le processus S. Tout d’abord, on considére le

2
processus X := X% avec z := SOQ_‘S et on appelle ¢ le premier temps de passage

de X en 0. Etant donnés v > 0 et § < 2, on considére le changement de temps

2
() . o 1- e—2ut/(2—5)) _

Tt 20(2 — 0)
On définit Y9 par

v, el’t (X )175/2
t = Tt((s,y)/\c .

(19)
Pour poursuivre, on a besoin de la formule de changement de temps (voir [37]).

Théoréme 22 Soit W un mouvement Brownien de dimension 1. Soit o un
processus positif adapté strictement croissant et absolument continu tel que cg =

0 et E[ay] < oo pour tout t > 0. Alors, pour tout processus § prévisible, P — p.s.

at t N
EsdWy = / Eaa\/ s dWs
o= [ e

ot o est la densité de a, W oest défini par

de carré intégrable,

~ at
W, = / JEdW,
0

et ¢ est défini par co, = (ay) L.

En utilisant la formule d’Itd ainsi que la formule de changement de temps pré-

cédente, on obtient alors que Y vérifie

1-5
0 sur Tt(d’”) > ¢

ott W9 est le mouvement Brownien défini par

(6,v)

Tt 2—-90

W) = d
¢ 0 Vo2 —2v(2-6)s

Si maintenant on pose d, := (1 —2p)/(1 — p), on peut vérifier que Y% est so-
lution faible de (17). D’aprés le Théoréme 20 et les commentaires qui le suivent,

il existe donc une solution forte a (17).
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On note que ¢, < 1, ce qui implique que la probabilité que S touche 0 n’est pas

nulle, voir Remarque 21. C’est un défaut de ce modéle.

La représentation (19) permet d’obtenir la loi du processus comme transfor-
mation de la loi d’un chi-2 décentré. Ceci permet en particulier d’obtenir des
formules d’évaluation quasi-explicites pour certains payoffs simples comme le

call ou le put, voir [15].

4.2 Modéle d’Heston

Le modéle d’Heston ([20]) est un modéle a volatilité stochastique de la forme

dS; = pSidt + 0ySidW}
do? = a(b—o?)dt +yo.dZ

ou Z = \/pwl + /1= pW? avec p € [0,1], a,b > 0. Autrement dit, 0% est un
processus CIR, voir Section 3 du Chapitre 9. On peut noter que e‘“b’fat2 suit une
dynamique similaire au processus S du modéle CEV de la section précédente.

Il est donc également lié & un processus de Bessel carré.

Ce modeéle (trés populaire) permet de rendre compte de différents types de
corrélation entre le sous-jacent et sa volatilité, selon la valeur de p et le signe
de 7. Ce dernier paramétre permet également de controler la volatilité de la
volatilité (Vo-Vol).

Ici a est appelé vitesse de retour & la moyenne et b la volatilité de long terme. Ce
modéle produit un smile symétrique lorsque le paramétre de corrélation p est
nul. La volatilité de la volatilité controle la pente du skew (plus grande quand
~ augmente). Une corrélation négative produit un skew négatif (pente négative
du smile) et déplace le centre de gravité du skew vers la droite. Le phénoméne
inverse apparait pour une corrélation positive. On peut noter que la probabilité

que la volatilité s’annule est positive si 2ab < 2.

Dans ce modéle, on peut obtenir des formes quasi-explicites pour le prix d’un
call et autres options simples qui peuvent étre calculés par méthode d’inversion
de transformée de Fourrier rapide. Le calcul de la transformée de Fourier se fait
comme suit :

On pose p = 0, ce qui revient & travailler sous la mesure risque neutre. On

fait ensuite le changement de variable X = In(S). On calcule ¥(t,z,v;0) :=
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E [e?XT | (X, 07) = (z,v)]. Pour ce faire, on utilise le théoréme de Feynman-
Kac (Théoréme 1 du Chapitre 7) pour écrire que v (si elle est réguliére) doit
vérifier :

Vo + L =0

oit L est le générateur de la diffusion (X,0?), avec la condition terminale
(T, z,v;0) = ¢ On cherche ensuite une forme particuliére de solution sous

la forme
b(t,z,v;0) = cCTi0)+D(E,T30)v+i0z

pour des fonctions & valeurs complexes & définir. En remplacant dans 'EDP
précédente, on obtient une formule explicite pour C' et D. Un argument de
vérification, voir Chapitre 7, permet de conclure. Nous renvoyons a [20] pour la

forme explicite.

4.3 Modéle d’Heston a sauts de Bates

Le modéle d’Heston a sauts de [3] reprend le modéle d’Heston mais ajoute un

processus de saut pur J, indépendant de W, dans la dynamique dS/S :
dS; = uSidt + o SedW}! + SpdJ;

Le processus de saut J est un processus de Poisson composé dont l'intensité
est constante et dont la taille des sauts est gaussienne. L’avantage de cette
approche est que, conditionnellement au processus de saut, on connait déja
la fonction caractéristique de St. Il suffit donc d’en faire le produit avec la
partie correspondant aux sauts. On gagne donc en flexibilité sans perdre en

tractabilité.

Ce modéle corrige un défaut du modeéle d’Heston qui permet de rendre compte
du skew pour les grandes maturités mais pas pour les petites. L’introduction
de sauts permet d’augmenter le risque sur une petite échelle de temps et ainsi
d’augmenter le skew des petites maturités. Par contre, le phénomeéne de moyen-
nisation des sauts sur le long terme rend leur impact faible sur les options de
maturife grande. On peut donc calibrer séparément le skew & court terme (par
les sauts) et celui a long terme (par la corrélation entre les deux mouvements

browniens).

127



4.4 Modéle SABR

Le modeéle SABR introduit par [19] est de la forme

dSy = aSPdw}
doy = vopdZ;

avec Z = pW' + /1 —p?W?2 pe[0,1], B € [35,1].

Un premier avantage de ce modéle est qu’il est possible d’obtenir une bonne
approximation de la volatilité implicite directement a partir des paramétres,
voir [19] pour la formule (compliquée). Ceci permet une calibration rapide. Il

est par ailleurs facile de reproduire des smiles trés prononcés.

Sur cette méme formule, on peut noter que la volatilité implicite se déplace
(au premier ordre) dans le méme sens que actif S, ce qui correspond a ce que
I’on observe sur le marché. Ce modele a d’ailleurs été introduit pour palier a
un défaut des modeles & volatilité locale qui ont tendance a reproduire 1'effet
inverse, voir de nouveau [19] pour le cas ou la volatilité locale ne dépend pas

du temps.

Par contre, la probabilité que S touche 0 n’est pas nulle dés que g < 1.

4.5 Autres modéles de diffusion a volatilité stochastique...

Evidemment, on peut rafiner et mélanger tous ces modéles (a condition que le
processus associé existe...). Il ne faut cependant pas perdre de vue qu’il faut
tout de méme étre capable de le calibrer facilement et que plus le nombre de

paramétres est grand et plus la calibration risque d’étre instable.

4.6 Variance swap market models

Comme pour les modéles de taux, voir Section 4 du Chapitre 9, I'objectif de
ce type de modéle est de rendre compte de la stucture par terme des swaps
de variance en la modélisant directement, puis d’en déduire une dynamique
du sous-jacent, cette derniére pouvant par ailleurs étre utilisée pour évaluer et

couvrir tout autre produit un peu élaboré.

Comme dans le modéle HJIM, voir Section 4 du Chapitre 9, on modélise di-

rectement les processus de prix V(T') := (Vi(T))i<7+ des “variances swap” de
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payoff fOT o2dt de différentes maturités 7 < T* (on oublie la division par T'). En

pratique, on modélise la variance forward v(T') := (v4(T))<7+ définie comme

w(T) = S Vi(T)

de sorte que

T
Vt(T):/t vy(s)ds (20)

puisque par contruction V;(t) = 0.

Notons que, si les V(7T') sont négociables, il en est essentiellement de méme des
v(T') (au moins en tant que limites de différences de produits négociables). 11
est donc raisonnable de supposer qu’il s’agit de martingales sous une mesure

risque neutre Q donnée.
On passe ensuite & une paramétrisation en temps a maturité
ug(x) == v (t + x) .

La modélisation de type HIM consiste alors a supposer une dynamique de la

forme

dug(x) = by(x)dt + ar(x)dWy

ou W est de dimension d et b(x) et a(z) sont prévisibles et de carré intégrable.

Ceci implique, en supposant ci-dessous toutes les quantités bien définies, que
dvt(T) = dut(T — t) = (bt(T — t) - qut(T — t)) dt + at(T — t)th

en suivant les arguments de la preuve de la Proposition 6 du Chapitre 9. Puisque
les v(T') doivent étre des martingales, on en déduit la condition de drift de type
HIM

bi(T —t) = Vyu(T —t) dt x dP — a.e.

Autrement dit, u doit vérifier
dug(x) = Vau(z)dt + ag(x)dWy

et la modélisation ne porte que sur la volatilité a.
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Pour reconstituer un processus de prix, on peut choisir un processus prévisible
p & valeurs dans [—1,1]% telle que ||p¢|| = 1 pour tout ¢+ < T*. On défini ensuite

le Q-mouvement brownien B par

t
B; = / psdWs
0
et on défini S par

dSt = St\/ Ut(O)dBt . (21)

Dans ce modéle, la volatilité est y/u(0) et on a bien

EQ [/tTus(O)ds|.7-'t] _ g° [/tTvS(s)ds|.7:t] :/tTvt(s)ds:Vt(T)

puisque v(s) est un martingale pour tout s < T* et en utilisant (20). Autrement
dit le modeéle de prix (21) est automatiquement compatible avec les prix des

swaps de variance.

5 Evaluation par FFT

On a vu dans les sections précédente qu’il est souvent possible de calculer la
transformée de Fourier de St. Il reste & utiliser cette transformée de Fourier

pour calculer le prix d’option.

On utilise ici les idées proposées dans |7] qui permettent d’en déduire la trans-

formée de Fourier du call.

Premiére approche

Soit O7(k) le prix d’un call de maturité T et de strike e¥. On note gr la densité

de In(St) et ¢r sa transformée de Fourier. On a alors
or(0) = /ewqu(:c)dx et Cr(k) = /(ex — M) gr(z)da .
k

Comme C7 n’est pas intégrable (constante quand k — —o0), on va plutot
travailler avec cr(k) := e**Cr(k) pour un a > 0. Ceci permet de rendre Cr

intégrable sur 'orthant positif.
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On note alors que la transformée de Fourier de ¢y vérifie
Yr(0) = / e e (k)dk
= /ewk/keak(ex — M qr(z)dzdk
_ /ewqu(x) /x (emtok _ (He)k) gy

—0o0

¢r(0 — (a+1)i)
a?+a—02+i2a+1)0°

Afin de s’assurer que 17 est bien défini, il faut maintenant s’assurer que cr est
bien intégrable sur I'orthant négatif. Ceci revient a supposer que ¥ (0) < oo,
L.e. ¢r(—(a+1)i) < oo ou encore E [S}T] < co. Ceci impose évidemment une
restriction sur « en fonction des paramétres du modéle, mais celle-ci peut étre

calculée explicitement puisque ¢ est connue.

Pour retrouver le prix du call, il suffit maintenant d’inverser la transformation

e—ak

Cr(k) = /0 h e %y (9)db .

™

Afin d’assurer une certaine stabilité au voisinage de 0, il faut choisir « le plus
grand possible (sous la contrainte indiquée ci-dessus). Il est également possible
de controler 'erreur de troncature de I'intégrale en remarquant que ¢r(6) se

efak

=8[9 iRy (0)d6

comporte en 1/62 pour 6 grand ce qui implique que C(k)—
est au plus de I'ordre de 1/6.

En pratique, on utilise une technique de type Fast Fourier Transform pour
calculer l'intégrale en différents point k d’un seul coup et rapidement. Ceci
est trés avantageux lors de procédures de calibration au cours desquelles il est
nécessaire de recalculer des prix théoriques pour différentes valeurs de strike.

La méthode consiste dans un premier temps a discrétiser I'intégrale

—ak N

> e pp(0,) 09
T
n=1

e

Cr(k) ~

oit Ag:=0/N, N >1et 0, :=(n—1)A,.

On procede ensuite a une discrétisation en strike autours 0, en posant ky :=
—k+ (0 —=1)Ap pour 1 <€ < N, avec k > 0 et Ay := 2k/(N — 1) de sorte que
koz—];?etk]v:];.
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Ceci implique que

efakg N ) =
Crke) ~ —— Y e D208kt (6,) Ay
n=1

On choisit enfin les paramétres de sorte que AgAg = 27/N, ce qui donne

N
Z e—i%’f(n—1)(e—1)6ik9an(0n)A9 '

n=1

e—akg

Cr(ke) ~

On est ainsi ramené & un calcul du type

N
fo= Ze—i%(n—l)(f—l)gn ,0=1,...,N.

n=1

Pour ce type de problémes il existe des algorithmes permettant le calcul de tous

les fy en O(NInN), voir [9].

Autres pénalisations possibles

ok p’a servit qu’a assurer l'intégra-

On peut noter que la multiplication par e~
bilité de la fonction & intégrer et qu’en pratique, le choix de « est assez difficile.
On peut cependant utiliser d’autres approches. Par exemple, on peut considérer
la transformation E&TO(k) = Cr(k) — BS%O(k) o BS%O(k) est le prix du call de
maturité T et de strike e* calculé pour un niveau de volatilité &y correspondant

a la volatilité implicite & la monnaie.

11 est facile de vérifier que 6?9(14:) est bien de carré intégrable dés qu’il existe
a > 0 tel que E [Sjlfa] < o0o. Enfin, on obtient par un calcul analogue & celui

développé ci-dessus que

1/6i9k~&0(k)dk _ or(0—i) — 2000 — i)

27 —02 +i6
ou ) )
7(k) = o / ¢ BST (k)df = e~ "7 @+
™

Dans presque tous les modéles utilisés en pratique, I’expression ci-dessus décroit
plus vite que toute puissance de 6 quand sa partie réelle tend vers I'infini. La

convergence de l'intégrale est donc rapide.
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Chapitre 9

Modéles de taux

On présente dans ce chapitre les principaux modéles de taux en temps continu.
L’objectif final est de donner un prix aux obligations zéro-coupon ou d’évaluer

des options sur actions dans des modéles & taux d’intérét stochastiques.

Comme dans le Chapitre 6, on travaille sur un espace de probabilité complet
(Q, F,P) supportant un mouvement brownien standard n-dimensionnel W =
(Wi ...,W™). On note F = (F;)ier la filtration naturelle engendrée par W,
complétée. Ici, T = [0, 7] ou T > 0. On suppose que Fp = F.

1 Généralités

Comme dans le Chapitre 6, on considére un marché comportant un placement
sans risque au taur sans risque r, qui est supposé F-adapté et P — p.s. borné, et
on note 3 le processus d’actualisation. Comme il s’agit d’un taux de rendement

instantané, on parle également de tauz court .

1.1 Zéro-coupon et AOA

On suppose que 'on dispose en outre de zéro-coupons de maturités 7 < T, i.e.
de produits financiers qui permettent a leur acheteur de recevoir 1 euro en 7.
On notera By(7) le prix du zéro-coupon de maturité 7 en ¢ < T'. Par convention,

on posera

By(r) = B/ = elimsds g ¢ > (1)
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Ceci revient a dire qu'une fois le paiement de 1 euro regu en 7, ce montant est

placé au taux sans risque. On notera
B(r) := BB(7) .

On supposera par la suite qu’il existe un processus (b(-),I'(:)) = (be(+), ¢ (+))reT
F-prévisible a valeurs dans 'espace des fonctions mesurables définies sur [0, 7]

et & valeurs dans R x M tel que, pour tout 7 < T, B(7) vérifie

dB(1) = B(1)b(7)dt + Be(7)Te(7)dW; .

D’aprés les résultats du Chapitre 6, nous savons qu’afin d’assurer l’absence
d’opportunité d’arbitrage, obtenu en investissant dans un nombre fini de zéro-
coupons, il est nécessaire que, pour chaque N-uplet U := (71,...,7n) € [0, T]N ,
il existe une mesure équivalente QU qui rende martingale (locale) les prix actua-
lisés des zéro-coupons correspondant B(71), ..., B(rx), N > 1. Si Ion suppose
en outre que, pour NN suffisamment grand (plus grand que d), la matrice de vo-
latilité o des actifs est de rang d, alors la prime de risque associée & ce N-uplet
est unique. Le fait d’ajouter des éléments au N-uplet ne peut pas la modifier.
Cela revient a dire qu’il existe une mesure équivalente Q qui rend simultané-
ment martingale (locale) tous les prix actualisés des zéro-coupons. Par la suite,

on fera donc '’hypothése suivante :
JQ~P : B(r) est une Q-martingale quel que soit 7 < 7. (2)
Comme B, (1) = 1, un prix viable pour B(T) est alors donné par

Bi(r) = E9 [e—fﬁsds | F| L t<r<T. (3)

On supposera en outre que
3 un Q-mouvement brownien W t.q. dBy(r) = Bt(T)Ft(T)thQ t<t (4)
pour tout 7 < T. On peut noter que la convention (1) implique que

I'(t) =0 sur [r,T] dt x dP—p.p. (5)
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1.2 Courbe des taux spot

On appelle tauzr sans risque de maturité 7 & la date t le taux de rendement
Ry (1) a composition continue fixé a la date ¢ qui correspond a une opération
sans risque rapportant 1 euro en 7. Comme acheter une unité de B(7) a la date

t rapporte 1 euro en 7, il doit vérifier
By(r) = e )0 (6)
On appelle courbe des tauz & I'instant ¢, la fonction

TELT) — Rir).

1.3 Courbe de taux forward

On appelle zéro-coupon forward fixé a la date t d’échéance 71 > t et de maturité
T9 > 71, un produit dont le prix est fixé en ¢, qui est effectivement livré en 7 et
qui livrera & son acheteur 1 euro en 79. En I'absence d’opportunité d’arbitrage,

son prix By(7y,T2) est donné par
Bi(r1,m2) = Bi(m2)/Bi(n) - (7)

En, particulier, il est clair que By(t, m2) = Bi(72).

On appelle tauz forward fixé a la date t d’échéance 7 > t et de maturité
T > 71 le taux de rendement R;(71,72) & composition continue fixé a la date
t qui correspond & une opération sans risque consistant & placer une certaine
somme d’argent en 71 de maniére & recevoir 1 euro en 7. Comme acheter une

unité de By(11,72) a la date t correspond a cette opération, il doit vérifier
Bi(1, ) = e~ Fe(mim)(m—m) (8)
On appelle courbe des tauz forward & I'instant ¢ d’échéance 7, la fonction

Ty € [Tl,T] — Rt(Tl,Tg) .

Le tauz court forward, ou taux forward instantané, fy(71) est la limite du taux

forward quand la maturité 7o tend vers I’échéance 7, i.e.

In (Bt(n,m))> |

fi(r) = lm Ry(m,m2) = lim < (2 =7

T2—T1 T2—T1
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en supposant que cette limite est bien définie. Si c’est le cas, on a alors, d’aprés

(7).
fi(r) = =V:In(B(7)) , 9)
de sorte que
By(t) =€~ J7 fr(wdu Ry(7) = 71_/tT fi(u)du . (10)

Par ailleurs, il est naturel d’identifier le taux court comme un taux forward dont

I’échéance est immeédiate, i.e.

o= filt) = lm fi(r) (11)

2 Modéle de Vasicek

2.1 Le modéle

On considére un premier modéle dans lequel le tauz court r est de la forme

¢ ¢
T = To +/ as(bs — rs)ds +/ O'SdW;@ ,t<T (12)
0 0

ou (a,b, o) est une fonction déterministe positive bornée a valeur dans Ry x
Ry x (M \ {0}), inf;>0a; > 0.

Le coefficient b s’interpréte comme une tendance alors que le coefficient a est
une force de rappel. Plus a est grand et plus r aura tendance & se rapprocher
rapidement de b s’il s’en éloigne du fait de chocs liés a la partie brownienne

osdW.

On vérifie facilement que

¢ ¢
Ty = Trpe Jo audu +/ e i audu g b ods +/ e~ N iy AW, t < T (13)
0 0

en appliquant le Lemme d’It6 et la Proposition 1 du Chapitre 6.

En particulier, si a et b sont constants, on a
r = roe @ +b (1 — e_at) + /Ot e~ =g dW, , t<T. (14)
Dans tous les cas, il est clair que r est un processus gaussien sous Q et que
re ~ N(my,,v.,) sous Q
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avec

t
t t
My, = roefoa“d“—i—/ e*fsa“d“asbsds
0
t t
Uy, = /lesa“d“agds.
0

2.2 Prix du zéro-coupon et courbe des taux

La formule d’intégration par parties pour les intégrales stochastiques, voir [36],

implique que
-
I(t,7) = / rsds
! T s T T s T T s
= rt/ e~ Ji audugg +/ / e awdvy dsdu +/ / e “”dvaudde;@ .
t t u t u
Conditionnellement & F, I(t,7) est donc une variable aléatoire gaussienne
I(t,7) | 7+ ~ N(m(t,7),v(t,7)) sous Q
avec
T s T T s
m(t, ) = rt/ e Ji audugg —|—/ / e~ Ju vy, dsdy,
t t u

v(t,T) = /(/ e_fzfa”d”ds)zaidu.
t u

Connaissant la transfomée de Laplace d'une gaussienne, on en déduit que le

prix du zéro-coupon dans ce modéle peut s’écrire
Bt(T) _ EQ |:€_ ftT rsds | ft} — 6—m(t,7')+%’u(t,r) ’ t<r1< T . (15)
Lorsque a, b et o sont constants, on obtient alors une formule explicite.

Proposition 1 Sia,b et o sont constants alors pour tout t <7 < T :

_o—alr—t) 2 Calrl
Bi(r) = e Mool tH(Roomrg Tl 1memelr0
ou
2
o
R _
> 2a2
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Par ailleurs, pour tout t < 7 < T la fonction I' est donnée par

1 — e—lT—t)
F = B —
(7) o - ,

et la courbe des tauz vérifie

1 — eg—(T—t) o2
+
a(t —t) 4a3(T —t)

Ri(1) = Roo— (Roo —14) (1—e )2 (16)
Preuve. La formule obtenue pour B se déduit de (15) par un calcul direct.
La fonction I' s’obtient en applicant le Lemme d’Itd6 & B et en utilisant (1). La

forme de la courbe des taux se déduit de (6). O

On peut remarquer que Ry(7) — R quand 7 — c0. La quantité R, peut donc

s'interpréter comme un taux long.

C’est le caractére explicite de ce modéle qui le rend populaire. Cependant il a
plusieurs défauts :

(a) Tout d’abord, les taux sont gaussiens et peuvent donc prendre des valeurs
négatives avec probabilité non nulle.

(b) Par ailleurs, d’un point de vue pratique, il est naturel de fixer le taux court
spot g et le taux long R. en fonction des données de marché. Ceci implique
qu’il ne reste que deux parameétres pour expliquer toute la courbe de taux, ce qui
est peu. En particulier, comme a > 0, (16) implique que ce modéle ne permet
pas de reproduire des courbes des taux de type inversé oul le taux court spot g
est plus grand que le taux long R et il existe 7 > 0 tel que Ro(7) € (Roo,T0)-
Afin de palier a ce défaut, il est nécessaire de considérer des paramétres non-
constants.

(¢) Le seul paramétre aléatoire expliquant I’évolution de la courbe des taux est r

et la déformation induite par I’évolution de r est essentiellement une translation.

3 Modéle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

3.1 Le modéle

Dans ce modéle, le taux de rendement instantané est modélisé par un processus

racine carré de la forme
t t
e o= 710 —|—/ a(b—rs)ds + / VrsodWE (17)
0 0
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ot a,rg,b >0 et o € M\ {0}.

On peut noter que la fonction  — /z n’étant pas Lipschitzienne, I'existence
d’une solution & (17) ne se déduit pas des résultats classiques d’existence. Il
est toutefois possible de montrer que 7 est bien défini, quitte & changer de
mouvement brownien. Pour b suffisamment grand, on vérifie également que r

est toujours strictement positif.

Proposition 2 Soit Xy > 0. Alors, il existe un mouvement brownien W@ sous

Q pour lequel il existe une solution a l’équation
t t
Xy = X0+/ a(b—Xs)ds—i-/ \/XSUdV_V;@ ,t<T. (18)
0 0
En outre, X >0 sur [0,T] P — p.s. si b> %Trace(oo’) > 0.

Preuve. On se restreint au cas b = 02/(4a), le cas général fait I'objet de

I’exercice ci-dessous. Soit Y la solution de I’équation
~ ("1 "1
0 0

Le processus W@ défini par

t
Wi = /0 (Lvaz0} — Lvicoy) AW 2

est alors également un mouvement brownien sous QQ et on vérifie que le processus
X défini par X; := Y}? est solution de I’équation (18) pour b = ¢2/(4a). On
2ab

suppose maintenant « := =7 > 1 et on pose

Vo >0, s(z) = / y~%e/bdy .
1

Pour k,n € N* tels que 1/n < x9 < k, on pose
T =inf{t >0, X; ¢]1/n,k[} , 7" = inf{t >0, X; >k} .

On peut vérifier en utilisant (19), qui implique que Y est un processus gaus-
sien, et le lien entre X et Y que Q [Tff < —l—oo] = 1 pour tout 1/n < zo < k.

Un calcul direct montre également que s”(z) = —a%s’ (z). En appliquant

le Lemme d’It6 & s(X), on en déduit que EQ [S (Xﬂ;f)} = s(xg). En calcu-

lant limy,—, o0 $(1/n), on vérifie alors que lim, 400 Q | X7x = 1/n| = 0 et que
Q [Vt <7k, Xy > 0] =1 en utilisant le lemme de Borel Cantelli. Ceci permet de
conclure que Q [vt > 0, X; > 0] = 1. O

139



Excercice 3 L’objet de cet exercice est de montrer [’existence d’un processus
vérifiant (17) dans le cas ou b # o%/(4a). Soit Y un processus de Bessel carré
de dimension & := 4ab/d?, voir Définition 19 du Chapitre 8. En utilisant le

Théoréeme 22 du Chapitre 8, trouver Yy tel que Y défini par Y; := e_atYﬁ(eatil)
4a

vérifie (17) pour un mouvement brownien bien choisi.

3.2 Prix du zéro-coupon et courbe des taux

Comme dans le modéle précédent, il est possible de calculer explicitement le

prix d’un zéro-coupon.

Proposition 4 On pose v := oo’ et on suppose que b > ﬁ’y > 0. Pour tout

t < T, la transformée de Laplace de r; sous Q est donnée par

_ AL(t)¢(t,m0)

¢Tt()\) = (2)\L(t) + 1)*2‘”’/’78 INL(2)F1

o L(t) = (7/4)(1 — ) et ((t,) = dwae™/(+(1 — =),

Par ailleurs, on a pourt <1 <T

ou

A 2pe 25t (r—t) v
= T a1 12

2(eP(7=1) — 1)
(p+a)(erT=0 —1) +2p

p = VaZ+2y.

Preuve. En appliquant le Lemme d’'It6 & (F(t — s,75))s<¢ ou

Ct(T) =

AL(t)¢(¢t,x)

F(t,x) := (2AL(t) + 1)~ 2/ 7" Dim+T

on vérifie qu'il s’agit d'une Q-martingale. Comme F(0,7;) = =™ on a bien
EQ [e=*t] = F(t, 7). La formule pour B(t) se vérifie de la méme maniére, on
vérifie que (B’t(T))tST est bien une Q-martingale satisfaisant B.(7) = 1 et on

conclut en utilisant (15). O

On en déduit la forme de la courbe des taux :
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Proposition 5 On pose v := oo’ et on suppose que b > ﬁ'y > 0. Alors, pour
toutt <7 <T,

_ln(At(T)) . Cy(7)

Ri(7) = =In(Bi(7)) /(T — 1) =

T—t Yt
= Ry(co)+ 1 StETt) + Gy(7) (20)
Gulr) = v(ia—bw (—1m(20) + In((p + a)(1 = e771) 4 2pe=770))
R =t )= M=)

Ce modeéle s’avére plus flexible que le modéle de Vasicek. D’aprés (20), le taux
dépend d’une fonctionnelle du taux court et du taux long, ce dernier pouvant
étre calé sur les données de marché.

Toutefois, le taux instantané n’est plus gaussien ce qui rend son implémentation
plus difficile (on pourra consulter [1] et [17] pour des techniques de simulation
du taux r). En outre, comme dans le modeéle de Vasicek, seul r explique les
déformations aléatoires de la courbe des taux et ces déformations sont essen-

tiellement des translations.

3.3 Simulation exacte (exercice)

On considére le processus de Cox Ingersoll Ross (CIR) X* de dimension 1 défini

sur [0, 7] par

t t
Xr = :L'—I—/ a(b—Xf)ds—l—cr/ Vv XEAW
0 0

ot x, a, b, 0 > 0. On suppose que ab > 02 /2 ce qui implique que X* > 0 P—p.s.

Par la suite on se donne 7 := {0 =ty < t; < ... < t; < ... < t, =T} une
partition de [0, T7.
1. On utilise les notations de la Proposition 4. Quelle est la transformée de

Laplace ¢y de Y := Xi7/L(t)?

2. On suppose que 4ab/o? =: k € N.
2.1. Soit N une gaussienne de variance 1 et de moyenne m. Calculer la densité

fn2 de N? et sa transformée de Laplace ¢ pyo2.

141



2.2. En déduire une méthode de simulation des accroissements (X,?i+ . X;‘Z)Kn

lorsque 4ab/o? est un entier.

3. On considére maintenant le cas ot 4ab/o? est un réel strictement positif
quelconque.
3.1. Soient a > 0, 5 > 0 et

s 1
fOé7ﬂ(:I:) = F(Oé) % e_ﬁm]-x>0 )
la densité de la loi Gamma G(a, 3), ou I est la fonction Gamma. Comment simu-
ler une variable aléatoire (U, V') de loi uniforme sur D := {(u,v) € (0,00)? : 0 <
u < y/fap(v/u)} quand @ > 17 On commencera par montrer que D est contenu

dans un rectangle A.

3.2. On suppose a > 1. Soit (U, V') une variable aléatoire uniformément distri-
buée sur D. Quelle est la loi de V/U ?

3.3. Déduire des questions précédentes une méthode de simulation de copies
i.i.d. de loi G(a, #) quand « > 1. Donner le cotit moyen d’un tirage en fonction
du volume |D| de D.

3.4. Que faire quand a =17

3.5. On rappelle que, pour tout a > 0 et 3 > 0, la transformée de Laplace de
la loi G(«, 3) est donnée par

baply) = (L+y/B)"" y=>0.

Soit v > 0, M une variables aléatoire de loi de Poisson de paramétre p > 0 et
(Xv+i)i>0 une suite de variables aléatoires indépendantes (et indépendantes de
M) telle que x,+; ~ G((v+1)/2,1/2) pour chaque i > 0. Calculer la transformée
de Laplace ¢y de Xun i= 50 Xo+iLi=n-

3.6. Comment simuler des copies i.i.d. de xp4+nr 7

3.7. Déduire des questions précédentes un mode de simulation des accroisse-
ments (X7, — X )icn.

Remarque : FEn pratique cette méthode est assez coliteuse numériquement.
Lorsque le pas de temps est petit, on préférera discrétiser 'EDS associée a X7

en adaptant I’approche par schéma d’Euler (voir a ce sujet les travaux récents
de [1]).

142



4 Approche de Heath, Jarrow et Morton

L’approche de Heath, Jarrow et Morton consiste a modéliser directement la

courbe de taur forward instantanés.

4.1 Dynamique du taux court forward et du zéro-coupon

Dans le modéle de Heath, Jarrow et Morton, on suppose que la courbe des taux

courts forward vérifie
t t
fe(7) = fo(1) +/ oy, (7)du +/ ou(T)dW2  pour tout 7 < T, (21)
0 0

ou (a(-),0(+)) = (a(-),0c(+))ter est un processus F-prévisible a valeurs dans
I'espace des fonctions mesurables définies sur [0, T et & valeurs dans R x M!"

tel que

t t
/ |, (7)|du —i—/ low(T)|Pdu < oo P—ps. pourtout 7 < T .
0 0

Le gros avantage de ce modéle est qu’il repose sur la donnée de la courbe de
taux courts forward a l'instant initial, 7 — fo(7). Il est donc facile de calibrer

parfaitement cette courbe.

On caractérise maintenant la dynamique des prix des zéro-coupons dans ce

modéle.

Proposition 6 Pour tout 7 < T, la dynamique de B(T) est donnée sur [0, 7]

par
dBt(7'> = Bt(T) (Tt - dt(’]’) + ;H&t(T)HZ> dt — Bt(T)5t(T)thQ
(qu(7),04(7)) = /tT(at(u),at(u))du )

Preuve. D’aprés (10), (21) et le Lemme d’Ito, on a

(B = [

= /tT fo(u)du + /tT </Ot ay(u)dv + /Ot UU(U)dW;}@> du .
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En utilisant deux fois la version stochastique du Théoréme de Fubini, voir [36]
Théoréme IV.45, on obtient

—In(By(7)) = fo du—i—/tay( )dv+/tav( )dWw 2

- /fo du—//av dudv+/ (/Utav(u)du>de)@
= / Jo(u du+/ (T )dv+/0 o (T)dWQ
/Ofo(u)du—/O </Ou%(u)dv—|—/0uav(u)dW;@> du

On déduit alors de (10), (11) et (21) que

—In(Bi(1)) = —ln(Bo(T))—/O rudu+/0 C_kv(T)d?}—i-/O ao(T)dWE . (22)

On conclut en utilisant le Lemme d’1t6. O

Sous I’hypothése (4), on déduit de la proposition précédente une condition sur

(o, 0) :
1
a(r) = §||6t(r)||2 dt x dP-p.p. sur [0,7] V7 <T.

Ceci, combiné a (9) et (22) et a la version stochastique du Théoréme de Fubini,

conduit & la caractérisation suivant de la dynamique de B et f.

Proposition 7 Sous l’hypothése (4), on a nécessairement :

Bt(T) — ( fo(r \Ué )2 )ds fo aé(T)dW@
t t
fi(r) = +/ os(T ds+/ (T )dVV;Q
0 0
t t
Ty = +/ os(t ds+/ os(t)dW e
0 0

sur [0, 7], pour tout T < T.

Corollaire 8 Sous l’hypothése (4), on a pour tout § > 0

dBi(t+0) = (By(t+0)re+ VoBy(t + 0))dt — By(t + )4 (t + 0)dW,2
dRy(t+0) = (;auat(t + )2+ VR (t + 7.t + 6)|T_0> dt + %@(t + 0)dw 2

dfi(t +0) (Vo fi(t +0) + ou(t + 0)3,(t + 0)') dt + oy (t + 0)dW,2
dry = Vefy(t+0),_ dt+ oy (t)dW2

lo=0
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sur [0,T — 0].
Preuve. On remarque tout d’abord que pour s <t

t
Bi(t+0) = Bt(s+0)+/ Vo By(u + 0)du

= Bt(s+0)+/:V9 <Bu(u+0)+/utdBv(u+9)> du .

En utilisant la version stochastique du Théoréme de Fubini, on vérifie ensuite

que

t t
AL = /Vg/ dBy(u + 0)du

- /; </utV9(Bv(u+9)m)dU—Ltve(Bv(U+9)5v(U+9))dW;@> du
- /:/vag(Bv(u—l—O)rv)du dv—/:/:VQ(BU(U+9)5’U(U+9))‘1U dw?
= /t( w(v+0)ry — By(s + 0)ry) dv

t
(v 4 0)5,(v+ ) — By(s + 0)G,(s + 0)) dW2

ot
= /Bv (v+0) Tudv—/ By(v+0)5,(v+ 0)dW2
+ Bs(s+60)—Bi(s+0)

ce qui, étant donnée 1’équation précédente, conduit au premier résultat recher-
ché. On procéde de la méme maniére pour obtenir la dynamique de fi(t + 0).
Comme OR:(t + 6) = —In(B(t + 6)), on déduit de la dynamique de Bi(t + 0)

que

dR(t +0) = % (—rt 4 %u&t(t 1+ 0)[% — Vo In(Bi(t + 9))) dt + %@(t +0)aw 2.
Or
t+6
V-In(B(t +6)) = Vy (— ft(u)du> =—fi(t+0)
t
et

fit+0)—r, = — lir% (Veln(Bi(t+0+ 7)) — Vo In(B(t +7)))
= lir%VTln(Bt(t+T,t+9+T))
= OV Ri(t+7,t+0),

=0 °
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O
On observe que, si o est déterministe, alors B;(7) est lognormal. Il est alors
facile de calculer des dérivés simples sur B (call, put, etc...). Par ailleurs, une
dépendance non triviale de o en 7 permet de reproduire des déformations (non
triviales) de la courbe des taux si n > 1. De méme, la dynamique de r est
gaussienne et on peut facilement calculer la prime de swaps et autres produits
dérivés simples ayant r comme sous-jacent. Bien entendu, ’aspect gaussien de
r est une limite au modeéle, puisque les taux peuvent alors étre négatifs. Pour
remédier a cela, on peut supposer que o dépend de f. Toutefois, comme f; est de
dimension infini, 'existence d’une solution & (21) est plus problématique dans
ce cas, si la dépendance n’est pas triviale. On renvoie au Chapitre 13.1 de [31]

pour des références sur ce sujet.
4.2 Exemples de paramétrisation

Volatilité constante

Si o est constante alors, d’aprés la Proposition 7,
2 e Q
re = fo(t)+ EHUH ds + oW,
et I'égalité By(r) = EQ {e‘ I7 Tsds} implique que

By(r —(T—t)(re— 5o T—
Bt<r)=32(<t>)e (=0 (r=Ro O+ lolPir-0)

Dans ce cas, la dynamique du prix du zéro coupon est entiérement donnée par

celle du taux court r et des constantes correspondants & I’état du marché en 0.

Modéles a facteurs

On suppose maintenant que
fe(t) =b(t,7) +a(t — t)'F;

ol b, a sont des processus déterministes a valeurs dans R et R”, k > 1, réguliers
par rapport a leur premiére variable, et F' est adapté a valeurs dans R" donné

par

t t
Ft:Fo—i—/ Dsds+/ Ve dWw@
0 0
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ou D et I' sont prévisibles vérifiant les conditions usuelles.

Dans ce cas, la dynamique de f est donnée par
dfi(1) = (Vib(t,7) — Via(T — t)'Fy + a(t — t)' Dy) dt + a(r — t)'VidW2 .

D’apreés la Proposition 7, on doit avoir

Vib(t,7) — Via(r — t)'Fy + a(t — t) Dy = o4(1) 74 (1)’

a(t —t)'Vi = oy(7) . (23)
A partir de maintenant, on suppose que o4(7) s’écrit o(F;, 7 — t) et on pose
A(r —t) = OT_t a(s)ds, ce qui implique que

o(Fy,m—t)=A(t —t)V; .

En utilisant (23), on obtient alors

Vib(t,7) — Via(t — t)'Fy + a(t —t) Dy = a(t — ) V,V/A(T — t) . (24)

Comme cette équation doit étre vérifiée pour tout t < 7 < T, en considérant un
nombre suffisamment grand de maturités différentes 7, on obtient un systéme
d’équations d’inconnues Dy et V;V} que 'on peut s’attendre a pouvoir inverser.
Si c’est le cas, ces deux quantités sont nécessairement des fonctions affines de
F;. Les coefficients obtenus ne peuvent alors pas dépendre de 7.

On suppose que c’est le cas et qu’ils admettent une écriture de la forme :

ViV = aF,+ B
Dy = ¢ —-TF

ol les matrices a et 3 sont nécessairement symétriques par symétrie de V;V/.

En utilisant (24), on obtient alors
a(t —t)'BiA(T —t) = Vib(t,7) — (Vea(r —t) +a(r — t)T) F
— a(t —t)aFA(T —t) +a(t —t) ¢ .
Comme seul F' est aléatoire, on a nécessairement
(Via(r —t)' + a(r —t)T) Fy + a(t — t) a3 A(T —t) = 0
ce qui implique que
VA(z) = VA®O) — T"A(z) — %Trace[aA(:c)A(x)’] .
C’est une équation de Riccati de dimension k. En général, on ne peut pas

résoudre cette équation analytiquement, sauf dans le cas k = 1.
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5 Mesure forward neutre

5.1 Motivation et définition de la mesure forward neutre

Supposons que l'on veuille calculer le prix d’un call de maturité 71 sur un zéro-

coupon de maturité 7 > 7 :
p:=EQ e~ Jo! 7’SdS[BT1 (12) — K]ﬂ i

L’idée du passage a la mesure forward neutre est de considérer Q,, ~ Q définie

par

d@n .: e~ STt reds _ ,67—1
dQ EQ {ef Jo rsds} By(71)

On peut alors ré-écrire p comme

p = Bo(r1)E¥ [[B, (1) — K]T] .

Comme dgél est une variable aléatoire strictement positive et intégrable, on

déduit du théoréme de représentation des martingales qu’il existe un processus

prévisible A p.s. de carré intégrable tel que

AQry 3 v al2ds+ 70 X aw S

dQ
et le théoréme de Girsanov implique que
Wl = wo —/ Asds
0

est un Qr, mouvement brownien. Une fois le A explicité, on peut alors ré-écrire
By, (72) en fonction de W@,
Par exemple, dans le modéle de Vasicek, si a,b et o sont constants, les calculs

de la Section 2.2 conduisent &

T1 T1 T1 T1
/ reds = ro/ e_sads+/ / e~ (5=Wapdsdy
0 0 0 Ju

+ /0 k % 11— e gaw? .
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Par identification, on en déduit que A}, = —é [1 — e*(“*“)“] o, ce qui implique
que

t

re o= roe @4 blem® -1+ [ e gaw @

= roe % 4 b[e_“t —1] -

t
/e—a(t—s)o_o_/ 1_6—(7'1—5)(1 ds
0
t
+ / e_a(t_S)UdW;Q”.
0

Dans le modéle de HJM, le Corollaire 8 et la Proposition 7 impliquent que
)\; = —5‘u(7' 1).
De maniére plus générale, on remarque que

1= By, (11) = Bo(m)elo ms¥e=z Jo ! ITs(r)Pds+ [ Ls(r1)dWs

ce qui implique que X =T'(1).

5.2 Propriété de martingale du zéro-coupon forward

En utilisant le fait que B (12) est une Q-martingale et que
B(r1)B(m1,72) = B(72) , (25)

on observe que

E@ [ﬁﬁBt(TlvT?) | j:S]
EQ (B, | F]
EQ [8:B(11) B (71, 72) | Fo]
ﬁsBs(Tl)
E® [8:By(m2) | Fsl
/BSBS(TI>
/BSBS(TQ)

= ———= = By(n,m) .

ﬂs Bs (Tl )

E® (By(r1,72) | F]

Proposition 9 Pour tout 71 < 1o, B(11,72) est une Q, -martingale.

Ceci combiné a (25) permet de trouver la dynamique de B(1y, 72) sous Q,. Par

exemple, dans le modéle HJM, on déduit de la Proposition 6 que

dBy(71,72) = Bi(r1,m) (Gu(11) — G4(72)) AW, (26)
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5.3 Propriété de martingale du taux Libor forward

Le taux LIBOR (London Interbak Offer Rate) est un taux & intéréts simples
payé en fin de période. On note L;(7) le taux d’emprunt a la date ¢ pour un
remboursement en 7. Pour un emprunt d’un euro & la date ¢, on rembourse
donc 1+ (7 —t)L(7) euros en 7. Si By(7) est le prix d'un zéro coupon en ¢ de

maturité 7 sur ce taux, on doit donc avoir
By(r) = (1+ (r = t)Le(7)) "

Par la suite, on notera L;(71,72) la valeur a la date ¢ du taux LIBOR forward

pour un emprunt en 7; de maturité 7. On a également
Bi(11,m2) = (14 (120 — 1) Ls(1, 7)) L. (27)
En particulier,
(1o — 71) Ly (71, 72) Bi(12) = By(71) — Bi(12) ,

ce qui implique que L(71,72)B(72)3 doit étre une Q-martingale. On en déduit

que

E° [Bry Li(11,72) | T
EQ [57'2 | fs]
EQ [8,Bi(12) Li(11,72) | F]
ﬁsBs(TQ)
ﬁsBs(TQ)Ls(TlaTQ)
ﬁsBs(TQ)
= LS(Tl,TQ) .

EQ [Ly(my, 1) | Fs] =

Proposition 10 Pour tout 11 < 1o, L(71,T2) est une Qr,-martingale.
Ceci combiné & (27) permet de trouver la dynamique de L(71, 72) sous Q,,. Par
exemple, dans le modéle HIM, on déduit de (26) que

515(7’2) — 5t(7_1)
(72 — 71)Bi(11, 72)

dLy(11,72) = dw 2

ol encore
dLy(r1,7m) = Li(71,72) (34(72) — 6:(71)) AW,

avec 1_1(7'1,7'2) =14 (120 — 71)L(71, T2).
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6 Quelques produits dérivés de taux

6.1 Call sur obligation

On considére une obligation payant un coupon ¢; (connu a 'avance) aux dates
t;, i =1,..., Kk, de maturité ¢,. Le dernier flux ¢, comprend a la fois le coupon
payé en t, et le remboursement du nominal. La valeur de 'obligation en t < ¢

est donnée par

Ot = ZBt(ti)ci .

ti>t

La valeur en 0 d'un call de date d’exercice t sur l'obligation et de strike K est
Cp = EQ [e_ Jyrsdsio, — K]+] .

Dans de nombreux modéles, Oy est de type lognormal lorsqu’il n’y a qu'une date
de paiement de coupon k = 1, ce qui revient en fait & supposer que ’obligation
est un zéro-coupon. Dans ce cas, on obtient de maniére classique une formule

explicite pour Cj.

On suppose maintenant que le prix du zéro coupon By(s), s > t, est décroissant
par rapport au taux spot r;. On met en évidence cette dépendance en notant
By(s) = b(t,r, s) ot on suppose que b est une fonction déterministe. Ce type
décriture est valable dans la pluspart des modéles simples (voir les section pré-
cédentes). De méme, on note Oy = o(t,r¢) et on suppose qu’il existe 7 tel que

o(t,7) = K. Dans ce cas, on définit les constantes
K;:= b(tv Tﬁv tz)

de sorte que

K = ZKZ'CZ'

>t
et
O — K]T =) ¢[Bi(ts) — K|t .
>t
Sous les hypothéses précédentes, on est donc ramené & évaluer une somme de

calls sur zéro-coupons.
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6.2 Swap de taux

Un swap de taur est composé de deux jambes associées a des flux payés a des

dates t; < ... < t, fixées a 'avance (on note tg :=0) :

- la jambe fixe est payée par l'acheteur. A chaque date ;11 celui-ci paie un
montant Np(t;+1 — t;). N est le nominal et p un taux fixé a l'avance, appelé

taur swap.

- la jambe variable est regue par I’acheteur. A chaque date t;+1 celui-ci recoit
un montant N Ly, (t;41)((tig1 — t;), ot Ly, (ti+1) est un taux variable a intéréts

simples pour la période [t;,t;11], connu en ¢;.

Au moment de la création du swap, le taux swap est choisi de maniére ce que

les deux jambes aient la méme valeur, i.e.

k—1
_rligl
0 = > EY [e ot e gy — 1) (P—Lti(tm))]
=0

k—1

ol
= Y Bo(tip1)(tis1 — ti)p — B2 [6 P rds (g — 1) Ly, (ti+1):| :
=0
En utilisant ’identité
(tiv1 = ti) Ly, (tip1) = Be,(tivn) " — 1,
on remarque, en prenant l’espérance conditionnelle a F;, dans la partie de droite
de I’équation précédente, que
t; t;

]EQ e fo o Tsds(ti+1 - ti)Lti (ti+1):| = EQ |:Btl (ti+1)€_ fO rsds (Btl (ti+1)_1 — 1):|
= E© [6_ Io' Tsds} —EQ [e_ I' "5 By, (ti+1)}
= Bo(ti) = Bo(tit1) ,

ce qui implique que

1 — Bo(tx)
S Bo(tivn) (tig1 — i)
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6.3 Swaption

Un swaption est une option permettant de rentrer dans un swap de taux a une

date t fixée a un taux swap p fixé a ’avance. Sa valeur en 0 est donc

+
ot _ rti+
Vo= B2 [ inte | 5 B e T N - ) (i) - )| B

tiv12>t

Ceci s’écrit également, voir les calculs de la Section 6.2,
+
t
Vo = NEQ |emJomds | S™ (B(t) = (1+ pltigs — t)Biltinn)| | -

tip12>t

et nous rameéne & caculer le prix d’un call sur obligation versant des coupons.

6.4 Cap et floor

Un cap est un produit qui paie la différence positive entre les intéréts simples
liés & un taux variable et un taux fixé a 'avance. Si N est le nominal, Ly, (t;41)
le taux variable pour la période [t;,t;11] et p le taux fixe, le paiement & la date
ti+1 est

N(tip1 = ti)[Le,(tiv1) — o] -

Ce paiement est effectué aux dates t; < ... < tx. Le prix a la date tg := 0 est

donc donné par
k—1
Q —ftHl rsds +
SO [ B N s — ) L (ti42) -
1=0

On parle de caplet lorsqu’il n’y a qu'une date de paiement, i.e. un cap est une
somme de caplets. On parle de floor (resp. de floorlet) lorsque le paiement en

tiv1 est N(tip1 —ti)[p — Li, (tipa)] ™

Lorsque Ly, (t;41) est gaussien ou lognormal sous Q le prix est explicite

i1
(méme type de formules que pour les calls et puts dans le modéle de Black et

Scholes).

On peut remarquer qu’acheter un cap et vendre un floor de taux fixe p revient

& acheter un swap.
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Chapitre 10

Modéles avec risque de défaut

Dans ce chapitre, on s’intéresse & 1’évaluation de produits de taux en présence
de risque de défaut®. Plus précisément, on cherche a évaluer des titres financiers,
typiquement un zéro-coupon, émis par une firme qui peut faire défaut, i.e. ne

pas étre en mesure d’honorer ses engagements.

Le temps aléatoire 8 & partir duquel la firme fait défaut est appelé temps de
défaut. Par convention, on posera toujours § = oo si ce temps est plus grand

que T'.

Par la suite, on supposera qu’il existe une mesure risque neutre Q ~ P sous
laquelle les actifs financiers actualisés au taux sans risque r sont des martingales,

voir le Chapitre 6. On notera W@ un mouvement brownien sous Q.

1 Modéles de la firme (ou modéles structurels)

1.1 Modéle de Merton

L’objectif de ce modéle est d’évaluer un zéro-coupon de maturité T, i.e. qui paie
lenT.
Dans ce modéle, on suppose que la firme fait défaut quand la valeur de la firme

en T, Fp, passe sous le niveau de la dette, ici 1, en 1. Autrement dit
0= T]-FT<1 + OO]‘FT21 .

Si la firme fait défaut en 7', ’acheteur de ’obligation regoit la valeur de la firme
Fr en T au lieu de 1. Il regoit donc : X := Fr A 1.

'Nous renvoyons a [4] pour de nombreux développements sur le sujet.
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Le prix du titre est donc, voir Chapitre 6,
BY(T) = EQ [e_ Jo reds (B 1)} .

Dans ce modéle, on suppose en outre que r est constant et que la valeur de la

firme évolue selon la dynamique
¢ ¢
Ft:F0+/ Fs(r—n)ds—l—/ FodWQ [ teT,
0 0
ou Fy,0 > 0 et kK > 0 est un taux de dividende fixe. On a alors
B(C)I(T) _ efrT (/a Foe(r75702/2)T+0\/Tm 1 efo/le, + /oo 1 6932/2dx>
V4 o 2

oo s

ol

~ In(1/Fy) — (r —k—0?/2)T
oVT ’
qui se calcule explicitement en fonction de la fonction ® de répartition de la loi

N(0,1).

On peut en déduire une valeur du spread de tauz implicite, i.e. de I’écart entre
le taux de rendement constant ¢ de cette obligation si l'entreprise ne faisait

pas défaut et le taux sans risque. En effet, le taux de rendement 9 d’un titre

valant p en 0 et versant 1 en T' doit vérifier p = e‘TdT, ie.

rd = —1In(p)/T .
Le spread par rapport au taux sans risque est donc
spread? ;= rd —r = —In(p)/T —r .

Dans ce modéle, on peut vérifier que le spread est strictement positif et qu’il

tend vers 0 (resp. co) quand T tend vers 0 si Fy > 1 (resp. si Fy < 1).

1.2 Modéle de Black and Cox

Le modéle de Black et Cox repose sur la méme idée que le modéle de Merton
sauf que 'on suppose que la firme fait défaut dés que sa valeur passe sous la

valeur d’un processus L défini par

_ t
Lt = L()@ry 5
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avec v, Lo > 0, ot si la valeur de la firme en T est inférieure & un niveau K > 0.
On a alors

0= 91@<T + TlVT<K + OO]‘{6'A>T , Fr>K}

ol

0:=inf{teT : F, <L}
avec la convention usuelle inf ) = co. Dans le cas ou l’entreprise fait défaut, on
recoit un recovery proportionnel & la valeur de la firme (1 Fy au temps 0 si 0 < T

et FPrsit =T, (1,02 >0.

Le prix du zéro coupon risqué s’écrit donc
T 4
Bg(T) =EQ [67 Jo reds (Lgsr + GFrlop—r) + e Jo r5d5C1F919<T:| .

Lorsque r est constant, un calcul explicite peut étre effectué en utilisant le
Corollaire 3 ci-dessous. La formule étant relativement longue, nous ne la donnons

pas ici, voir p73 dans [4].

Comme dans la section précédente, on obtient un spread strictement positif dés
que (1,C, K, Ly < 1lety>r.

1.3 Remarques générales

On peut émettre deux critiques principales sur ces modeles :

1. La dynamique de la valeur de la firme est simpliste et il n’y a aucune raison

pour qu’elle soit observable.

2. Ces modéles produisent des primes de risque qui sont souvent plus faibles que
celles observées sur le marché lorsque 1'on s’approche de la maturité (proches
de 0). Ceci pourrait s’expliquer par le fait que le temps de défaut est un temps
d’arrét prévisible.? Autrement dit, il existe une suite d“événements” qui an-
noncent le défaut et celui-ci n’est pas une surprise. Il n’est donc pas “attendu”
si 'on est proche de la maturité et que la valeur de la firme est suffisamment éle-
vée. Pour remédier a ce probléme, on peut ajouter des sauts dans la dynamique

de F.

20n dit qu'un temps d’arrét @ est prévisible, s’il existe une suite de temps d’arrét (6y,)n
telle que 6, — 6 P —p.s. et 0, < O P — p.s. sur {6 > 0}.
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1.4 Rappels sur la loi du maximum d’un brownien drifté
On commence par étudier la loi du minimum d’un mouvement brownien condi-

tionné par sa valeur terminale.

Lemme 1 Soit W@ un Q-mouvement brownien unidimensionelle. Alors pour
touta <0, b>aeth>0

Q |:m1n WtQ S a | W]iQ — b:| — e_%a(a_b) .
te[0,h]

Preuve. Soit 0, := inf{t > 0 : WtQ =a}, le temps d’atteinte de a par W2.

On a alors,

Q[min Wl <a, W,?Zb} - Q[eagh, W;?zb}
t€[0,h]

= Qou<h, WI-W22b-ad] .
Comme 6, est Fy, —mesurable et que W9, — Wy, est indépendant de Fy, par

la propriété de Markov forte du mouvement brownien, on obtient

Q| min W <a, Wbl = Qo <h, WE-Wy, <a-i
t€[0,h] “

= Q[ta<h, W2 <201

car Wl;Qvea —WéQ; et Wg —Whye, ont la méme loi (propriété de symétrie). Comme

2a — b < a, on a donc

@Lg[%wt@ga, W;‘?zb] - @{W}?gm—b} .

Finalement, comme

%@ [minte[o,h] WtQ <a, Wg < b}

Q[mir}lLWtQSa\W;l@:b] = . 3 ,
t€[0,h] £Q [Wh < b}
un calcul direct donne le résultat. O

Puisque — W@ est également un Q-mouvement brownien et que W,(l@ ~ N(0, \/E)
sous @, on déduit du Lemme 1 la loi du max et du min d’un mouvement

brownien par un calcul d’intégration direct.
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Corollaire 2 Soit W? un Q-mouvement brownien unidimensionelle. Alors pour
touta € R eth>0
Q {Hﬁ)ﬁ] we < a] - Q [\Wg\ < a} - (cp(a/\/ﬁ) - q»(—a/\/ﬁ)) 1us0 -
telo, =
Par ailleurs, max;e(o p] VVtQ en:loz — minye[o,p] WtQ.

On peut maintenant considérer le cas d’un brownien drifté.

Corollaire 3 Soit W? un Q-mouvement brownien unidimensionelle et Y défini
par Yy = yo + vt + nWtQ, n >0, yo,v € R. Alors, pour tout a < 0, b > a et
h >0
—po a h _9ov a —b* — gy h
Q[min Y, >a, Yhzb} :@(W> e 2,,290@(*%—“/)
tef0,h] nh nh
et
: —Yh — Vh> —22y8 <—y8 + Vh>
min V; <a| = &(——~—|+e 70| ——
¢ [te[o,h} ' ] < h h

ot yg :=yo —a et b* = b —a.

Preuve. Par un changement de mesure, voir Théoréme 9 du Chapitre 6, on se
rameéne & considérer le cas ou X := (Y —yo)/n est un mouvement brownien. Le
résultat découle alors du Lemme 1 et du Corollaire 2 par des calculs d’intégration
directs. a

Excercice 4 (Loi du temps d’atteinte)

Soit B un Mouvement Brownien Standard. Etant donné un réel a > 0 on note
Tp = inf{t >0 : B =a}.

a. Montrer que Ty, est un temps d’arrét dans la filtration naturelle F = (Fy)i>0
de B. (i.e. {T, <t} € F; pour toutt > 0).

b. Par la suite on fixre A > 0. Soit M défini par M; = exp ()\Bt — )\Qt/2). On
admet que pour tout n > 1 (Mt/\T,f)tZO est une martingale ou T = Tg A n.
Calculer E[Mn].

c. Montrer que MTJL < ea

d. Montrer que sur {T, = oo}, Mgn — 0 quand n — oo.

e. Que se passe-t-il sur {T, < oo} ?

£ En déduire que E[lq, cope ¥ Ta/2] = g0,

g. En déduire que P[T, < 0o] =1 et que E[e~*’Te/2] = ¢=2a,
h. Que dire sia <0 ¢
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2 Approche (réduite) par fonction de hasard

Cette approche consiste a modéliser la probabilité conditionnelle du défaut sa-
chant l'information courante : P, := Q[0 <t | F4]. Ici, Q est une mesure risque
neutre pour le marché, 6 est le temps de défaut et [F est une filtration par rapport
a laquelle le taux sans risque r est prévisible, la filtration de ’agent financier

pouvant étre plus grande. Pour simplifier, on supposera en outre que P admet

P:/psds,
0

P, <1 pourtoutt<T P—p.s.

une intensité prévisible p, i.e.

et que

Cette derniére condition signifie simplement que l'information donnée par F
n’est pas suffisante pour étre siir que le défaut a déja eu lieu. Elle implique en
particulier que 6 n’est pas un F-temps d’arrét. Ceci permet de rendre éventuel-
lement compte d’un effet de “surprise” au moment du défaut.

2.1 Cas du défaut indépendant du taux sans risque

On note BY(7) la valeur du zéro-coupon avec défaut de maturité 7 en 0. On

suppose que le recovery R, constant, est payé en 7 en cas de défaut. On a alors
Bi(r) = E® |e™ B (1s + Ripey)
Si 'on suppose que 6 est indépendant de F, alors P est déterministe et
Bi(r) =B [e= | B2 [1 = (1= R)ly,] = Bo(r) (1= (1= B)P;) . (1)

Nous allons maintenant ré-écrire cette identité en fonction de la fonction de
hasard I' de 6. Elle est définie par :

Ft = —ln(l — Pt)
de sorte que
1-P=elt=¢ Jo vsds

ol

:QF: Pt
et T IR
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On peut noter que

1 Py .1
= lim — =lim-Qd<t+h|(@>t :
= lim o = lm S QE <t+h | (0>1)VF

Autrement dit, v, appelé tauz de hasard, ou intensité de défaut, s’interpréte a
la date ¢ comme la probabilité que le défaut survienne entre ¢ et ¢ + dt sachant

qu’il n’est pas survenu avant t.
L’équation (1) devient alors
BS(T) = By(7) (e_ Jo vsds R(1—e" Jo 75‘15)) )
Lorsque R = 0 et r est déterministe, ceci s’écrit simplement
BY(r) = e~ Jo (ratya)ds
Le “taux” v peut donc s’interpréter comme un spread de taux : le rendement,
avant défaut, de I'obligation risquée doit étre plus élevé que le taux sans risque

de maniére a rémunérer le risque lié au défaut.

Dans le cas o1 0 < R < 1, on peut également écrire

Bi(r) = e i Crota)is

avec

Ks i=Ys — = In (1 + R(eJo vsds — 1)) .

T

Autrement dit, la présence d’un recovery non nul vient diminuer le spread de

tauz.

D’un point de vue pratique, si 'on connait le recovery R, on peut déduire le

taux de hasard v & partir du spread observé sur le marché.

Remarque 5 On peut remarquer que, si U est une variable de loi uniforme

sur [0, 1] sous Q, alors la variable aléatoire

t
inf{t >0 : —ln(l—U)S/ vsds}
0

a la méme moi que 6 sous Q. Ceci fournit une maniére naturelle de simuler 6.
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2.2 Défaut non indépendant

On se place maintenant dans le cadre général ol 6 et F ne sont plus indépen-
dants. Dans ce cas, P n’est plus déterministe.

Zéro-coupon risqué

En reprenant les arguments de la section précédente, on obtient que la valeur

du zéro-coupon avec défaut de maturité 7 en 0 et de recovery R, constant, est
Bi(r) = E9[e 41y, + Ripe)]
= E¢ [6_ Jo s tsBQ 14, + Rlpe, | J”"T]}
— EQ [e_ Jgrads(q — (1~ R)pT)} .

Si 'on suppose en outre qu’il existe un processus v P — p.s. intégrable tel que

t
Iy:=—In(1-F) = / ~eds
0
alors
BS(T) = E° [67 Jo (ratya)ds 4 o= Jo rASR(1 —e” Jo Yads)

Si R = 0, on retrouve l'interprétation de v comme un spread de taux, mais,

cette fois-ci, aléatoire.

Obligation risquée

On suppose maintenant que le titre paie un coupon Cy, € L®(R4;F,) aux
temps 0 <t < ... <t; <...<tp <7 jusqu’au temps de défaut, et 1 en 7 si le
défaut n’est pas survenu. On modélise le recovery par un processus F-prévisible
R borné : l'acheteur du titre regoit Ry en 6 si § < 7. D’aprés les résultats

précédents, le prix du titre est

k , o
EQ [e_ fOT(TSJr%)dS} + ;E@ [e_ fOZ(“J”S)dSCtJ +EC [/0 e Jorutrddu g o ds|

ol le dernier terme est obtenu en utilisant le lemme suivant.

Lemme 6 Sous les conditions précédentes, on a

E?[¢p1ly<,] = EU {/T GFSCS’YSdS}

0
pour tout processus F-prévisible  borné.
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Preuve. Tout d’abord, il est clair que dP; = e 1t~,dt. Il faut donc montrer que

EQ[¢p1p<,] = EO [/OT Cspst] -

Puisque ¢ est prévisible, il suffit de montrer le résultat pour des processus de la

forme
J-1
(= Z & (s;,5541]
j=1

ot (s5)1<j< est suite croissante de [0, 7] et & € L>°(F;;) pour tout j < .J, puis

d’étendre le résultat par approximation. Dans ce cas, on a

J-1 N S
EC® [Celegr] = E° Z@'EQ [1s]-<6§sj'+1 | fs]l =EY Zﬁ]/ psds
Jj=1 Jj=1 5

= E° [/OTCspsds] .

3 Approche par processus de Cox (franchissement de

barriére)

Dans cette approche, on modélise le temps de défaut par le premier temps ou
un processus croissant F-adapté A franchit une barriére © de loi exponentielle

de paramétre 1 indépendante de [F :
0 :=inf{t € [0,7] : Ay > O} .

On remarque alors que {6 >t} = {A; < O}, pour tout ¢ € [0,T7], de sorte que,
par indépendance de O et F,

QO >t|F]=QA <O |F]=et.
On retrouve donc la modélisation de la Section 2.2 :
P=Qo<t|Fl=1—e"

ce qui implique que I' := —In(1 — P) = A.
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Réciproquement, si P =1 — e A et si © est une loi exponentielle de paramétre

1 alors la variable aléatoire
inf{t € [0,7] : Ay > O}

admet P; comme fonction de répartition conditionnellement & F;. Autrement
dit 'approche de la Section 2.2 et celle par processus de Cox sont équivalentes.
L’avantage de cette derniére est qu’elle procure une maniére naturelle de simuler

le temps de défaut conditionnellement & (r, R).

4 Modéle de Heath-Jarrow-Morton avec défaut

On se place dans le cadre du modéle de la Section 4 du Chapitre 9, i.e. le taux
forward sans risque instantanné suit la dynamique du modéle de Heath-Jarrow-
Morton. En particulier, le prix du zéro-coupon sans risque suit la dynamique

donnée dans la Proposition 6 du Chapitre 9 sous la mesure risque neutre Q.

4.1 Courbe de taux forward risqué

Cette fois-ci, on modélise directement la courbe de taux forward risqué, associé
& une classe de titre obligataire présentant un risque de défaut. On suppose que

le taux forward risqué instantané f9(7) de maturité 7 < 7' suit la dynamique

t t
fir) = ﬁm+/¥&ﬂm+/a%ww9JST,
0 0

ot (a4,09) vérifient les mémes hypothéses que (o, o) dans la Section 4 du

Chapitre 9.

On note BY4(7) la valeur d'un zéro-coupon soumis & défaut sans recovery, i.e.
qui paie 1 en 7 si et seulement si il n’y a pas eu défaut. On note 0 le temps de
défaut.

La valeur du zéro-coupon soumis & défaut est donc donnée par
T
Bi(r) = e fitdug,, 1<,
autrement dit

Bl(r) = By(r)e f #Wduyy p< T
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ou

d d

s(1) = fU7) = f(7)
est le spread de tauz forward instantané. On interprétera le processus s défini
par

s .= l{% sd(7)

comme le spread de taux court, si cette limite & un sens.
4.2 Dynamique du zéro-coupon risqué sous la mesure risque
neutre et intensité de défaut

Par les mémes arguments que ceux employés dans la Section 4 du Chapitre 9,

on obtient une expression explicite de la dynamique de B9 :
Bt = B (e of - adln) + Gl OIR) at - B ()
- Bz(tjf (T)dH,;
ou
@lmofr) = [ (@t ofw)da

et
Ht = 1,529 .
Le processus H modélise le saut & zéro de BY au moment du défaut.

On suppose maintenant qu’il existe un processus prévisible positif A P — p.s.
intégrable tel que

MQ .= H.—/ 1p=sAsds
0

est une Q-martingale. On a alors :

]EQH - H t+dt
QU<t+dt| (0>t F] = = Hed t|]:t]z/ Aodls
t

EQ 195 | Fi
Le processus A correspondant donc au taux de hasard de la Section 2.

Par ailleurs, la dynamique précédente se ré-écrit en fonction de A sous la forme

1
dBd(r) = B(r) <rt +sd—ad(r) + 5H&f‘(f)H? - /\t> dt

— BY1)ad(r)dw 2 — B (r)dM? .
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Un calcul direct montre alors que B? ne peut étre une Q-martingale locale que

si
1
st —ad(r)+ 5”6‘1(7')H2 =\ dQ x dt-p.p. sur [0,6) .

Autrement dit, si I'on suppose que ad(r) = 3(|74(7)[|? dQ x dt a.e. , on peut
identifier l'intensité de défaut A au spread de taux instantanné si. Ceci est

cohérent avec les modéles des sections précédentes.

5 Modéles de migration du risque de crédit

On suppose maintenant qu’il existe k classes de titres risqués, regroupés par
classes de notation (credit rating). A l'intérieur de chaque classe, on suppose
que le risque de défaut est le méme et, pour un titre donné, on modélise le
passage d’une classe & I'autre par une chaine de Markov C', C; = i signifiant
que le titre est dans la classe 7. La classe x correspond & la situation de défaut.

L’instant de défaut peut alors s’écrire sous la forme
6 =inf{t € [0,T] : Ct=k}.

Il est naturel de modéliser I’évolution du processus C' comme une chaine de Mar-
kov. Pour simplifier, supposons qu’elle évolue en temps discret sur des périodes
de longueur 1. On décrit I’évolution de la chaine par sa matrice de transition
(éventuellement aléatoire) dont les probabilités de transition conditionnellement
sont déterministes et don-

a un processus Y fixé (P[Cyy1 = j | Cp =0, Y]),; 1o,

nées par

On suppose en outre que C est encore une chaine de Markov sous la mesure

risque neutre Q de matrice de transition (Q [Cy41 =7 | Cr =1,Y]) déterministe

1,j<K
conditionnellement 4 Y

w2y) w2y aRY)
19y — : : : :
0 0 0 1



Sous Q la probabilité de faire défaut avant 7 sachant Y est donc donnée par
7—1
QC- =x|Y] = (J]I(¥))“".
t=0

Si le temps de défaut € est indépendant du taux spot sans risque r condition-

nellement & Y, le prix du zéro coupon risqué s’écrit donc

Bj(7)

EQ {e— I rsdslc‘r<n}
- sl ] (o o)
t=0

En particulier, si IIQ est déterministe, ne dépendant pas de Y, on obtient :
T—1
o) = o) (1= ([T )
t=0

Une derniére hypothése simplificatrice consiste & supposer qu’il existe un pro-

cessus déterministe a = (al, ..., a") tel que
72— o ()l si £

Dans ce cas, 1’équation précédente écrite pour les maturités allant de 1 & 7
conduit & un systéme permettant de retrouver « en fonction de II et des prix de
marché des zéro-coupons risqués de maturités différentes. Il reste alors & estimer
les probabilités de transition sous P ce qui peut étre fait par des méthodes
statistiques classiques si on les suppose constante en temps. Cependant, il faut
bien noter que les hypothéses faites ci-dessus sont trés simplificatrices et qu’en
général, rien ne garantit que le systéme décrit ci-dessus ait une solution « telle

que les matrices (o (t)m? )ij soient effectivement des probabilités de transition.

6 Exemple de produits dérivés

6.1 Option sur défaut

Soit O94(t) le prix d’une obligation soumise & risque de défaut. On note  le temps
de défaut. Une option sur défaut de maturité 7 sur le titre O (de maturité
plus grande que 7) et de valeur faciale L est un titre payant & son acheteur
[L—0%(0)]*1p<, au moment de défaut 6. La valeur O%() dépend du recovery.
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Dans certains cas, le temps de défaut correspond en fait & un événement plus
général que le défaut stricto sensus (on parle d“événement de crédit” au sens

large). Dans ce cas, O4(0) peut étre non nul méme en I’absence de recovery.

Dans certains cas, la valeur faciale L est remplacée par un pourcentage de la
valeur O(6) de la méme obligation lorsque le risque défaut est nul (pour un
zéro coupon, on prendra par exemple la valeur d’un zéro coupon sans risque de

défaut de méme maturité et méme valeur faciale).

Le paiement peut enfin étre de la forme [04(6—) — O4(0)]*14<,, i.e. on percoit

une compensation liée a la perte de valeur du titre au moment du défaut.

6.2 Swap de défaut (CDS)

Un CDS (Credit Default Swap) est un swap sur obligation risquée. Pour sim-
plifier, on considére un CDS sur le titre O de la section précédente. L’acheteur
paie alors & certaines dates t; < to < ... < t, une prime p si le défaut n’a pas
encore eu lieu. En échange, le vendeur verse & I’acheteur un montant L — O%(6)
au moment du défaut si celui-ci survient avant la date 7 de maturité du swap.
Comme pour les swaps standards, la prime p est calculée de maniére & ce que

la valeur du swap soit égale & 0 au moment de sa création.

La encore, le paiement au moment du défaut peut étre de la forme O(#) —O%(8)
ou O4(0—) — 04(0) selon les produits.

6.3 Total Return Swap (TRS)

On parle également de Total Rate of Return Swap (TROR). Le “payeur” verse
tous les rendements associés & un sous-jacent (ici une obligation risquée), y
compris le gain/perte en capital. En échange, le “receveur” paie une prime p
a des dates fixées a 'avance. Dés que le défaut survient, le contrat se termine
et plus aucun flux n’est payé mais le receveur doit alors payé la différence de
valeur entre le prix de ’obligation au moment du défaut et son prix a ’origine
du contrat. De maniére plus synthétique, si ¢; sont des coupons versés par le
titre aux dates s; et la prime est payée aux dates t;, le flux a la date ¢ du point

de vue du receveur est :

Z ¢jlgss; Lims; + [09(0) — O4(0)]11=p — PZ Lost Li=t; -
- :

7
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Chapitre 11

Autres exercices

1 Modéle de Vasicek a coefficients constants et call
sur zéro-coupon

On considére un espace de probabilité (2, F,P) supportant un P-mouvement

brownien W. On note F = (F¢)¢<7 la filtration naturelle de W complétée et on

suppose que Fr = F.

On considére un marché financier dans lequel le taux sans risque r évolue selon

la dynamique :

t t
o= o [a-rgds+ [odw, e<T (1)
0 0

ol rg, a, b, o sont des constantes strictement positives. On suppose que le marché
est complet et que I'unique mesure risque neutre est P.

1. Montrer en utilisant le Lemme d’It6 que
t
re=rpe " +b (1 — 6_“t) + / e~ Ut=8) W
0

2. On suppose que le prix P; a la date ¢ du zéro-coupon de nominal 1 et de
maturité T, i.e. le produit qui paie 1 en T' et aucun flux avant, est une fonction

p € CY2 du temps et de r : P; = p(t, ;). Montrer que p est solution de

Op(t,r) + a(b—r)opp(t,r) + %azaf,,p(t, r) = rp(t,r) sur[0,7) xR
T = 1. 2)
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3. On cherche une solution de (2) sous la forme p(t,r) = ™17 Montrer
que m et n doivent alors satisfaire
1
on(t) =an(t) —1 , Oym(t) = abn(t) — 502712(25)
n(T)=0 , m(T)=0. (3)
4. Montrer que la solution de (3) est donnée par
1 0.2 T T
n(t) = — (1 - efa(Tft)) , m(t) = 2/ n?(u)du — ab/ n(u)du .
a t t

5. Soit 7 € (0,T) et Q; ~ P la mesure de densité H, par rapport a P ou
H, = e Jomsds/py(r) .

On admettra que
H, = o3 Jo Addst ] AsdWs

avec

YR (10

a
a. Calculer e, := E[r;] et v, :=Var[r,].

b. Donner la loi de In(P;) sous Q- en fonction de m,n,e,,v; et de A(T) :=
N e~ =) \(s)ds (on introduira un Q,-mouvement brownien W7 construit en
utilisant le théoréme de Girsanov).

6. On veut calculer le prix a la date 0, Cy(7, K), d'un call européen de maturité
7 et de strike K écrit sur le zéro-coupon de maturité 7.

a. Montrer que
Co(r, K) = Py(1)EY [[P(T) — K|*] .

b. Déduire des questions précédentes une formule de type Black et Scholes pour
Co(r, K).

Correction

1. Utilisation directe d’Itd6 + unicité de la solution car coefficients Lipschitz.

2. On a p(t,ry) = E |e” S reds | rt] L’équation est une conséquence du théo-
réme de Feynman-Kac. On pouvait également dire que le processus de prix
actualisé (e~ I "sdsp(t, 7)< est nécessairement une martingale (locale) et uti-

liser le lemme d’Ité pour calculer le terme en dt.
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3. 11 suffit de remplacer et de considérer les cas r = 0 dans ’équation obtenue.
4. C’est évident...

5.a. D’aprés 1., on a
er = roe T +b(1l—e)

puisque le processus intervenant dans l'intégrale d’It6 est borné (i.e. 'intégrale

est d’espérance nulle). Par ailleurs, par l'isométrie d’1to,

T 2 T
v, = E [</ e_“(T_S)adWS> ] = 02/ e 20 =)ds = (2a)"'o?(1 — e7297T) .
0 0

5.b. On a

In(P;) = m(r)—n(r)rr =m(r) —n(r) <eT + /O ’ e gawQ 4 aA(T)>

on W@ =1 — Jo Asds est un Q-mouvement brownien. On en déduit que In(P;)
a une distribution gaussienne de moyenne €2 := m(7) — n(7) (e; + oA(7)) et
de variance 92 := n(7)29,.

6.a. On a

Co(r,K) = E|e”lm®[P(T) - K]*|

6.b. D’aprés la question précédente In(P,(T)) a la méme loi sous Q, que e@ +
9L/ TW. Soit v = (€2 + 92/2) /7.

On peut écrire
Co(1, K) = Py(7)e"™EY [e777[PH(T) — K|T]
ou le terme
EY [e7[PH(T) — K]

peut étre calculé en utilisant la formule de Black et Scholes pour le strike K, la

maturité 7, le taux sans risque v, la volatilité \/199 /T et le spot Py(7).
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2 Option asiatique : moyenne géométrique

On considére un marché financier constitué d’un actif sans risque, de taux d’in-
térét r > 0, et d’'un actif risqué S dont la dynamique est définie par le modéle

de Black et Scholes :

dsS;

2L = bdt+odW? , Sy >0
St

ou b € R, o >0 sont des paramétres donnés, et W° est un mouvement Brow-
nien sur 'espace probabilisé (2, F,P) muni de la filtration (F;);>0 satisfaisant
les conditions habituelles. Une option asiatique sur la moyenne géométrique

continue est définie par la payoff & la maturité T' > 0 :

T
G:= (?T — K)+ ou St =exp (;/ log (St)dt>.
0

1. Soit Q la probabilité risque-neutre et W le mouvement brownien associé
par le théoréme de Girsanov. Ecrire la densité de Q et W en fonction de
we.

2. Montrer que [; Wydt = [T (T — t)dW,.

3. Montrer que

Sp = S'OeFT*%foT 5(t)%dt+ [ o(1)dWs |

_ T t
S0250€702T/12, T = > U(t)_0<1—T> .

4. En déduire la distribution sous Q de la variable aléatoire St.

5. Donner la formule explicite de prix de non arbitrage pg & la date 0 de

I'option asiatique géométrique ci-dessus.

6. Expliciter comment construire le portefeuille de couverture de cette op-

tion.

3 Option asiatique : moyenne arithmétique

On considére le méme modele que dans I'Exercice précédent sauf que 1’on sup-

pose que le processus de volatilité (o¢)¢>0 est aléatoire, strictement positif, et
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que oy et o, ! sont bornés uniformément en (t,w). On s’intéresse a 1’évalua-
tion et la couverture de I'option asiatique définie par le paiement & la maturité
T>0:

T
G = (YT—K)Jr ol YT—/ Sug(u)du
0

et g: [0,7] — R est une fonction (déterministe) continue donnée. On notera
par Q la probabilité risque-neutre, W le mouvement brownien sous QQ obtenu
a partir de W°, et par E? = EQ[|F] l'opérateur d’espérance conditionnelle

associé.

1. (a) Vérifier que
t
E? [efT(Tft)YT} = H(t)St—i—er(Tt)/ g(u)Sydu,
0

ou 0 : [0,7] — R est une fonction déterministe & déterminer.

(b) On considére la stratégie de portefeuille autofinancée qui consiste a
détenir (t) unités de actif risqué a chaque date ¢ € [0, 7], et on note
par X; la valeur de ce portefeuille a la date t. Donner la dynamique
du processus X défini par Xy = e "*X, pour ¢ € [0,7] en fonction
de W.

(c) Avec la notation Sy = e~"%S;, t € [0, T], montrer que

A~ ~

T
0(0)So + / O(u)dS, = e "TYrp.
0

Donner linterprétation financiére de 0(t) et de 6(0)So.
(d) En déduire I'existence d’un capital initial )?0 tel que )?t = e”)?o +
et fot 0(u)dS,, vérifie

T
e T Xp = Xo —|—/ O(u)dS, = e (Yr—K) .
0

2. On note Z; := %, te[0,7T).
(a) Montrer que
EC[e7G] = SoEQ (7]

ott Q est une mesure de probabilité équivalente & Q que 'on déter-

minera.
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(b)

()

(d)

Ecrire la dynamique du mouvement Brownien B associé & Q par le

théoréme de Girsanov.

En appliquant la formule d’'Itd, déterminer la dynamique du proces-
sus Z; = fé—:, t € [0,T] en fonction de B.

On suppose que (0¢)¢ est constant égal & o. Utiliser la représentation
obtenue en (a) pour proposer une EDP d’évaluation de I'option ne

faisant intervenir que le temps, une variable z et 6.

3. On suppose désormais que g(t) = 1 pour tout ¢ € [0, T] et que le processus

de volatilité est constant : oy = o > 0 pour tout ¢t > 0. On note K = e~

k

et on introduit la double transformée de Laplace :

L

(a)

(A ) == // EQ [67”(}/} — eik)‘L] e e Mdkdt pour A, pu > 0.

Montrer que

1
L\ _ EQ [g—roy1+A

ou 6 est une variable aléatoire indépendante du mouvement brownien

W et de distribution exponentielle de paramétre u, i.e. Pl < t] =
(1—e H)1g, ().

Vérifier que pour tout ¢t > 0 :

2
StlJr/\ _ SéJr)\e(l—&-)\)(r—l—%)\)tLt ot Lj:= LN oWi—5(14X)%0%t

Vérifier que R définie par dR := L;dQ est une mesure de probabilité
équivalente a Q sur F; pour tout ¢t > 0, et donner la distribution du

mouvement brownien W sous R.

Montrer que

L(X u):ﬂER /meﬁté“dt ol g-:ﬁ t>0
: A1+ )) 0 t bTg T

et Bi=r+pu—(1+N)(r+%N).
Ecrire la dynamique de £ et en déduire que £ est un processus de
Markov.
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(f) On admet que la fonction

f(6) = EF { /0 " gt du}

est de classe C2. En utilisant la formule d’Itd, trouver une équation

différentielle ordinaire linéaire dont f est solution.

(g) En admettant que vous sachiez résoudre I’équation précédente et que
vous ayez & votre disposition un logiciel d’inversion de la transformée
de Laplace, proposer une méthode pour calculer numériquement le

prix de 'option asiatique.

4 Gamma hedging et rebalancement discret

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration F =
(Ft)iejo,00) satisfaisant les conditions habituelles, et telle que Fo est triviale.

Ici, T > 0. Soit W un mouvemement brownien sur cet espace. On considére

un marché financier composé d’un actif sans risque, de rendement nul, et d’un

actif risqué dont le prix S = (S;)¢>0 est 'unique solution forte de
t
Sy =S +/ Sso(Ss)dWs t> 0.
0

Icia : z € [0,00) — a(z) := xzo(z) € [0,00) est supposée uniformément
lipschtiz. Par la suite, on note £ l'opérateur de Dynkin associé a cette EDS, i.e.

2

0 1 0
E(p(t,l‘) = aﬁp(t,x) + 5&(&5)2@@(@.%)

pour toute fonction ¢ € C12.

On note A 'espace des processus prévisibles ¢ tels que E [fOT |psa(Ss)|?ds| < oo
pour tout 1" > 0, et, on suppose que, pour tout 7" > 0 et toute variable aléatoire
Fr-mesurable X telle que E UX]Z] < 00, il existe ¢ € A tel que V%]::[X]’d) =X
P —ps. ou V"% i= x4 [} ¢5dSs, t > 0, (z,6) € R x A.

1. Estimations a-priori :

(a) Montrer que, pour tout 7 > 0 et p > 1, il existe une constante
Crp > 0 telle que E [sup,<r [S¢[P] < Crp.

(b) Montrer que S est une martingale sous P.
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2. Soit G une fonction borélienne a croissance polynomiale et 75 > 0.

(a) Justifier I'existence d’une fonction g de [0, T3] x [0, 00) dans R telle
que g(t,St) =E[G(Sp,) | Ft] P—ps.sit <Tp.

(b) Quelle EDP doit étre satisfaite par g si celle-ci est réguliére 7 (justifier
briévement).

(¢c) On suppose que E [fOTQ }a%g(t,St)a(St)‘Q dt} < 00. Quel est le prix
de l'option de payoff G(S7,) payé en T compatible avec 1’absence

d’opportunité d’arbitrage? Exprimer la stratégie de couverture de

I’option en fonction des dérivées de g et de a.

3. On considére maintenant une autre fonction borélienne F' A& croissance

polynomiale et 0 < T} < T5. On suppose que g € C;’Q([O,Tl] x [0,00)).1

Etant donnés z € R, ¢, @ € A, on note
t t

Vf’d)’a =2 +/ hsdSs —I—/ asdg(s,Ss) t€[0,T1] .
0 0

On suppose qu'il existe ¢, & € A tels que

- 0 0
0 = ¢+ dt%g(tv St) — %f(t, St) (4)
02 0?
= at@g(t, St) — @f(t, St) ]P) — p.S. V t < T1 s (5)

ott f € CH2([0,T1) x [0,00)) vérifie f(t,S;) = E[F(St,) | ;] P—p.s. pour
tout ¢ < T7.

(a) Donner une interprétation financiére de yeba,

(b) Trouver Z € R tel que V := VH®® vérifie Vi, = F(S7,).

4. Soit n € N\ {0} et t; := iT1/n, i < n. On note n; := max{t;, i <
ntq t; <t} le n =t;sit € [ty tiv1), t > 0. A partir de mainte-
nant, on considére la stratégie constante par morceaux (qg, &) définie par
(bs, 0y) == (¢y> @, ), t < Ti. On note V := V9, Pour simplifier on sup-

pose en outre que g et f sont C° & dérivées bornées et que le processus
2

a est essentiellement borné.

'Le ;, signifie que les dérivées sont bornées sur l'intervalle considéré.
2meéme si c’est peu réaliste
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(a) En utilisant (4), montrer que

‘N/Tl - F(STl)

A 9

= [ an (a5 = ot 5,0 ) s
Lo 0

- [ (g0 = gsn 5 ) alsam,
T

= Ata(St)th
0

ou A; := f;t Bsa(Ss)dWs + f;t Cyds avec

02 o2
By = ansﬁg(s,&)—@ﬂs,&s)

Co = ant[atss| £ [ its.5)]

(b) Montrer en utilisant (4) & nouveau que
s/ o3 o3
B, = / s <%8x39(u, Su) = 551w, 5@) a(S,)dW,

+ /77 (ansﬁ [aa;g(u, su)} r [;;f(u, SU)D du |

(¢) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que E [|B,|?] < C/n pour tout s < T}.
(d) En déduire qu’il existe C' > 0 tel que E [|4;]*] < C/n? pour tout
t<T.
1
(e) En déduire qu'il existe C' > 0 tel que E []VTI — F(ST1)|2} < C)n.

5. Peut-on arriver & un résultat similaire dans un modéle a volatilité sto-
chastique 7 Si oui, expliquer briévement comment procéder et notamment

combien d’options liquides il faut avoir & sa disposition.

5 Couverture sous contrainte de portefeuille

On considére un marché financier sur lequel le taux sans risque est nul (r = 0)
et ne supportant qu'un seul actif risqué S. On suppose en outre qu’il existe

une unique probabilité risque neutre Q. La filtration sous-jacente est engendrée
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par un Q-mouvement Brownien W univarié et est notée (F)i>0. Sous cette

probabilité neutre au risque Q, la dynamique de ’actif risqué S est donnée par
t
St =5 +/ SsosdWs t < T,
0

ol o est un processus réel prévisible P-p.s. strictement positif et tel qu’il existe
C > 0 vérifiant |o| + |0t < C dt x dP-p.p. sur [0, 7).

On s’intéresse au probléme de couverture d’un payoff modélisé par une variable
aléatoire bornée G payé en T, sous la contrainte que le nombre d’actifs risqués
détenus a chaque date appartienne a [—m, M] oa M, m > 0. On note A l'en-
semble des processus prévisibles a valeurs dans [—m, M]. Etant donnés z € R
et ¢ € A, on note

t
Vet ima [ ous.
0

le processus de richesse associé.

Soit U l'ensemble des processus prévisibles réels v tels qu'il existe C' > 0 (pou-
vant dépendre de v) vérifiant |v| < C dt x dP-p.p. sur [0,T]. Pour u € R, on
note §(u) := u™ M +u~m ou vt = max{u, 0}, v~ = max{0, —u}. Enfin, étant
donné v € U, on défini Q¥ ~ P et Y” par

v t
% — 67%‘[5|1/3/<75|2d8+f0T(l/s/05)dWs , }/tl/ ::/ 555(1/5)d5 t<T.
0

1. On fixe z € Ret (¢,v) € A xU. Ecrire la dynamique de V*¢ en fonction

du mouvement Brownien W" associé a W sous Q.

2. Montrer que, pour tout € R et (¢,v) € A x U, V¥ — Y? est une

surmartingale sous Q.

3. On note
p:=inf{lxr e R : Jp € At.q. V;f’d) > G P—p.s.}
le prix de sur-réplication sous contrainte de portefeuille. Montrer que

p>pi= SupEQu[G -Yr].
vel
On admet & partir de maintenant qu’il existe un processus P défini par
P :=esssupEY[G— (YE —YY) | F] t<T
vel

tel que Z¥ := P — Y" est une sur-martingale sous Q" pour tout v € U.
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10.

Par la suite on note par 0 le processus v € U défini par v = 0 sur [0, 7.
Justifier pourquoi I'on peut écrire Z° = MY — A% ott M° est une martingale

sous Q et AY est un processus croissant nul en 0.

Justifier pourquoi il existe une processus prévisible ¢° vérifiant fOT |92ds <
o0 P-p.s. tel que MY = Z0 + fg ¥9dS; pour t € [0, 7).

Montrer que
t t
20 =P=vy = Po+ [ S0 —0w))ds+ [ 00S.oawy -9 1< T
0 0

ou WY est le mouvement Brownien associé & W sous Q¥, v € U.

En déduire en utilisant le fait que Z¥ = P — Y” est une sur-martingale

sous Q¥ pour tout v € U que
T
/ Sy(2vs — 8(vg))ds < AY Yvel.
0

En déduire par un argument formel que ¥° € [-m, M] dt x dP-p.p.

En utilisant le fait que P = Z° = M — A%, montrer que Py + fOT PdS, >
G P-p.s.

En déduire que Py = p < p.
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