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1. Introduction

L’activité d’assurance repose sur le concept de transfert de risque : moyennant une prime,
I’assuré se protege d’un risque financier aléatoire. Mesurer le risque assuré s’avere donc
inévitable puisque cette information est nécessaire dans le cadre de la tarification pour
déterminer les chargements de sécurité a ajouter a la prime pure et dans une approche de
solvabilité pour déterminer le niveau de fonds propres dont doit disposer I’assureur pour étre
solvable.

En effet, bien que bénéficiant de 1’effet de mutualisation, I’assureur ne peut se contenter de
demander la prime pure des risques qu’il assure. Ce pour une raison ¢vidente: la
mutualisation ne saurait étre parfaite et dés lors ne demander que la prime pure reviendrait a
ce que, en moyenne, la société d’assurance soit en perte un exercice sur deux.

Le niveau de fonds propres vient ensuite comme un matelas de sécurité¢ destiné a amortir une
sinistralité excessive mais aussi des placements risqués.

Le but de ce cours est de présenter les outils permettant de comparer les risques et d’apprécier
leur dangerosité.

2. Définition et propriétés

Nous reprenons ici la définition d’une mesure de risque telle qu’elle est formalisée dans
DENUIT et CHARPENTIER [2004].

Définition 1 :  On appelle mesure de risque toute application p associant un risque X a un
réel p(X)e R, U {+ oo},

En particulier, cette définition nous permet d’établir que lorsqu’ils existent, 1’espérance, la
variance ou 1’écart-type sont des mesures de risque.

Si un grand nombre d’applications répondent a la définition de mesure de risque, pour étre

jugée « satisfaisante » il est souvent exigé d’une mesure de risque d’avoir certaines propriétés
dont les plus fréquentes sont rappelées infra.

2.1. Chargement de sécurité
La notion de chargement de sécurité est étroitement liée a celle de tarification : un principe de
prime contient un chargement de sécurité s’il conduit a exiger une prime supérieure a celle qui

est exigée si la mutualisation des risques est parfaite (cf. PARTRAT et BESSON [2004]).

Définition 2 :  Une mesure de risque p contient un chargement de sécurité si pour tout
risque X, on a p(X) > E[X].

Nous verrons dans la suite qu’une Tail-Value-at-Risk (TVaR), lorsqu’elle existe, contient un
chargement de sécurité ce qui n’est pas le cas d’une Value-at-Risk (VaR).
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2.2. Mesure de risque cohérente

Propriété 1 : Une mesure de risque p est invariante par translation si p(X + c) =p (X )+ c
pour toute constante c.

Propriété 2 : Une mesure de risque p est sous-additive si p(X +Y )S p(X )+ p(Y ) quels
que soient les risques X et Y.

Propriété 3 : Une mesure de risque p est homogene si p(cX ) =cp (X ) pour toute constante
positive c.

Propriété 4 : Une mesure de risque p est monotone si Pr[X <Y]=1=p(X)<p(Y)
quels que soient les risques X et Y.

Une mesure de risque qui satisfait ces quatre propriétés est qualifiée de cohérente par
ARTZNER et al. [1999]. Par exemple la Tail-VaR est cohérente mais pas la VaR qui ne
respecte pas I’axiome de sous-additivité (cf. infra).

2.3. Mesure de risque comonotone additive

Définition 3 :  Le vecteur aléatoire (X,3X, ), de fonctions de répartition marginales F, F,,
est un vecteur comonotone s’il existe une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0;1]

telle que (X3 X,) a la méme loi que (F{*I(U); F{l(U)).

Définition 4 :  On appelle mesure de risque comonotone additive toute mesure de risque p
telle que : p(X,+ X,)=p(X,)+p(X,) pour tout vecteur comonotone (X,;X,).

Une mesure de risque comonotone additive intégre donc le fait que deux risques comonotones
ne se mutualisent pas puisque des que le risque U se produit, les risques X; et X, se produisent
¢galement avec une ampleur croissante avec celle de U.

3. Quelques mesures de risque

L’objet de ce paragraphe est de présenter les mesures de risque les plus usuelles. On
s’attardera particuliérement sur la Value-at-Risk et la Tail-Value-at-Risk dont 1’utilisation en
assurance va étre pérennisée par le futur systéme de solvabilité européen (Solvabilité 2)
puisqu’elles seront vraisemblablement a la base de la détermination du niveau prudentiel des
provisions techniques et du besoin en fonds propres (« capital cible »).

3.1. L’écart-type et la variance

Ce sont les premicres mesures de risque a avoir €té utilisées ; on les retrouve notamment dans
le critetre de Markowitz (moyenne-variance) qui sert de socle aux premieres théories
d’évaluation des actifs (MEDAF).
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Toutefois ce critére n’est pas bien adapté a I’activité d’assurance, notamment parce qu’il est
symétrique et pénalise autant les « bonnes variations » que les « mauvaises ».

3.2. La Value-at-Risk (VaR)

La notion de Value-at-Risk ou valeur ajustée au risque s’est originellement développée dans
les milieux financiers avant d’étre largement reprise dans les problématiques assurantielles.

Définition S:  La Value-at-Risk (VaR) de niveau o associée au risque X est donnée par :
VaR (X,o) = Inf {x| Pr[X <x]>a}.

On notera que VaR (X,a) = Fy'(a) ou Fy' désigne la fonction quantile de la loi de X.

Cette mesure de risque a le mérite de reposer sur un concept simple et directement justifiable :
VaR(X,0) est le montant qui permettra de couvrir le montant de sinistres engendré par le
risque X avec une probabilité¢ a. Ce concept est directement 1ié a celui de probabilité de ruine
puisque si une société, disposant d’un montant de « ressources » égal a VaR(X,a), assure un
unique risque X, sa probabilité de ruine est égale a 1 —a..

Proposition 1 : La VaR n’est pas cohérente car elle n’est pas sous-additive.
Démonstration : Cette proposition peut se démontrer a 1’aide d’un contre-exemple. Soit X et ¥
deux variables aléatoires indépendantes de lois de Pareto de paramétres (2;1) et (2;2), alors

Jo e |0;1[, VaR, (X +Y)>VaR, (X )+VaR,(X ) comme le montre le graphique suivant.

12

10 -

6 +— — VaR(X+Y) —— VaR(X)+VaR(Y) /

: _
0 //

0% 20% 40% 60% 80% 100%
Ordre de la VaR

Fig. 1 - Value-at-Risk de la somme de deux v.a. de Pareto.

Rappelons qu’une variable aléatoire X de loi de Pareto Par(a;0) a pour fonction de

répartition Fy(x) =1 —( ] si x>0 et Fy(x) =0 sinon. 1

0+ x

Proposition 2 :  Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R et soit 0 < a. < 1. Pour toute
fonction g croissante et continue a gauche, on a : VaR,(g(X)) = g(VaR,(X)).
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Proposition 3 : La VaR est comonotone additive.

Démonstration : Ce résultat est immédiat a 1’aide de la proposition 2 puisque pour tout
aelos1[,ona var((F' + £ \U))= (F' + £ \var (U)). O

3.3. La Tail-Value-at-Risk (TVaR)

Définition 6 : La Tail-Value-at-Risk (TVaR) de niveau o associée au risque X est donnée

1 I
par: TVaR (X,OL): —IF;(p)dp .
I-og
On remarque que la 7VaR peut s’exprimer en fonction de la VaR :

TVaR (X,0) = VaR()(,a)JrlLE[(X —~ VaR(X,a)Y].

Il vient de cette réécriture que pour tout o € |0;1[, TVaR,(X)< +00 < E[X]< +w. Par

ailleurs, le deuxieéme terme du membre de droite représente la perte moyenne au-dela de la
VaR, la TVaR est donc trés sensible a la forme de la queue de distribution.

Définition 7 : L ’expected shortfall (ES,) de niveau de probabilité o est la perte moyenne
au-dela de la VaR au niveau a, i. e. ES,(X)=E [(X —VaR (X, a))+].

On peut remarquer que si X représente la charge brute de sinistres, ES,(X ) est le montant de

la prime Stop-Loss dont la rétention pour 1’assureur est la VaR au niveau a.

Définition 8 : La Conditionnal Tail Expectation (CTE) de niveau o est le montant de la
perte moyenne sachant que celle-ci dépasse la VaR au niveau o, i.e.
CTE (X,0)=E[X| X > VaR(X,0)].

Proposition 4 :  Si la fonction de répartition Fy du risque X est continue, la TVaR coincide
avec la Conditionnal Tail Expectation (CTE).

Proposition S : La TVaR est cohérente.

Proposition 6 :  Pour tout o € [0;1], la TVaR au niveau o. inclut un chargement de sécurité.
Démonstration : Pour tout a > 0, TVaR (X;a) > TVaR (X;0)=E[X]. Q

Proposition 7: La TVaR est comonotone additive.

Démonstration : Ce résultat provient du fait que la TVaR est une somme de VaR (cf
définition 6) et du fait que la VaR est comonotone additive (cf. proposition 3). 4

Remarquons que si la TVaR est comonotone additive, ce n’est, en général, pas le cas de la
CTE (cf. DHAENE, VANDUFFEL et al. [2004] pour un contre-exemple).
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3.4. Mesures de risque de Wang

Les mesures de risque de Wang utilisent 1’opérateur espérance sur des transformations de la
distribution de la variable aléatoire d’intérét. L’idée est en effet d’alourdir la queue de la
distribution de la variable d’intérét afin d’engendrer un chargement par rapport a la prime
pure. Cette transformation de la fonction de répartition sera effectuée a 1’aide d’une fonction
de distorsion.

Définition 9 : On appelle fonction de distorsion toute fonction non décroissante
g :[0;1] > [031] telle que g(0)=0 er g(1)=1.

Définition 10 : On appelle mesure de risque de Wang issue de la fonction de distorsion g, la

mesure pq définie par : pg(X) = Ig(Pr[X > x])dx.
0

Proposition 8 : Toute mesure de Wang peut s’écrire comme somme de VaR, i e.

p,(X)= [VaR (X1~ )de()

Fy(x)

Démonstration : Notons F,(x) =1-Pr[X <x], g(Fy())= Jdg(a) puisque g(0)=0

donc pg o)dx. Puis, en utilisant le théoréme de Fubini, il vient:

O'—.S

|
= [ Nerrion?
0

pe(X) =

o'—.»—‘

[ 1, oy rdg(a) = j F7'(1 - a)dg(a). O
0 0

Définition 11 : On appelle Wang-Transform (WT) la mesure de risque de Wang issue de la
fonction de distorsion g (x)=® [(I)_1 (x)-@! (a)].

Certaines mesures de risque usuelles telles que la VaR ou la TVaR sont des mesures de risque
de Wang, le tableau ci-dessous reprend les fonctions de distorsion correspondantes.

Mesure de risque Paramétre Fonction de distorsion
Value-at-Risk VaR,, g(x)=1 [a;+oo](x )
Tail-Value-at-Risk TVaR, g(x)=Min(x/a;1)
Mesure de risque PH PH: g(x)=x"%
Wang-transform WT, g(x)=@ [(I)_1 (x)-@! ((x)]

Voici le graphe de chacune de ces fonctions.
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Fig. 2 - Quelques fonctions de distorsion.

Proposition 9 : Les mesures de risque de Wang sont homogenes, invariantes par translation
et monotones.

Proposition 10 : p, sous-additive < g concave.

Ces deux propriétés nous permettent d’établir qu’une mesure de Wang est cohérente si, et
seulement si, la fonction de distorsion correspondante est concave.

Proposition 11 : Toute mesure de risque de Wang est comonotone additive.

Démonstration : Une mesure de risque de Wang est une somme de VaR qui sont
comonotones additives. 1

3.5. Mesure de risque d’Esscher

La mesure de risque d’Esscher consiste a mesurer le risque comme étant la prime pure, i. e.
I’espérance de la transformée d’Esscher du risque initial.

Définition 12 : On appelle mesure d’Esscher de paramétre h >0 du risque X, la mesure de
E[xe”] 4

risque donnée par : Es(X;h)= W = %lnE [th ]
e

Proposition 12 : La mesure de risque d’Esscher n’est pas cohérente car elle n’est ni
homogene, ni monotone.

Proposition 13 : La mesure de risque d’Esscher contient un chargement de sécurite.

Démonstration : Es(X;h) est une fonction croissante en 2 et Es (X;0) = E[X].Q
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3.6. Choix d’une mesure de risque pour déterminer un capital économique

Les travaux en cours sur Solvabilité 2 évoquent [’utilisation de mesures de risque dans la
détermination du capital cible nécessaire a une société d’assurance pour pérenniser son
activité. Ce capital cible sera déterminé en référence a une mesure de risque appliquée au
risque global supporté par la société. Ce risque global sera modélisé a partir d’une formule
commune a toutes les compagnies d’assurance européenne ou a partir d’'un modele interne.
Les mesures de risque les plus souvent citées sont la Value-at-Risk et la Tail-Value-at-Risk. A
I’heure ou ces lignes sont écrites, la préférence semblerait aller vers la TVaR du fait de sa
cohérence (rappelons que la VaR n’est pas cohérente car elle n’est pas sous-additive).

Néanmoins les travaux récents de DHAENE, LAEVEN et al. [2004] montrent que la propriété de
sous-additivité est parfois trop forte. En effet considérons deux risques X; et X, et p la mesure
de risque associée a la détermination du capital réglementaire. Si p est « trop » sous-additive,
on peut se retrouver dans une situation ou

E[(X, + X, —p(X, + X,)) |> E[(x, - p (X)) |+ B[, - p(x,))7]

Cette inégalité signifie que I’ampleur de la ruine moyenne d’une société pratiquant les risques
X et X, et disposant d’un capital de niveau p(X, + X, ) est plus importante que la somme de
I’ampleur de la ruine moyenne de deux sociétés de capitaux respectifs p(X;) et p(X,)

couvrant respectivement les risques X; et X>. DHAENE, LAEVEN et al. [2004] illustrent cette
inégalité lorsque la mesure de risque considérée est la TVaR, en prenant deux risques
indépendants de loi de Bernoulli de méme parametre.

Dans le cadre du choix de la mesure de risque permettant de déterminer le capital cible (au
sens de Solvabilité¢ 2), ils proposent donc de ne retenir que les mesures de risque qui
respectent la condition du régulateur, a savoir les mesures de risques p telles que pour ¢ fixé
dans ]0;1[ et pour tous risques X, et X, I’inégalité suivante soit vérifiée :

E[(X,+ X, - p (X, + X)) [+ p (0, + X,)e < g{E[(X,. —p (X)) |+ p(x))el.

Notons que € peut s’interpréter comme le colt de I’immobilisation du capital. A partir de cette
condition, ils démontrent les trois propriétés suivantes.

Proposition 14 : Soit ¢ € |0;1[. La condition du régulateur en référence au niveau ¢ est
satisfaite
(1) pour les TVaR, telles que p >1—¢,
(2) pour la VaR

(3) pour toute mesure de risque sous-additive p telle que p(X)>VaR(X,1—¢).

l-¢>

En conclusion, ils démontrent enfin que la VaR de niveau 1—¢ est la mesure de risque
respectant la condition du régulateur qui conduit au plus petit niveau de capital.
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4. Comparaison des risques

L’objet de ce paragraphe est de présenter des outils permettant de classer les risques selon leur
dangerosité.

4.1. Relation associée a une mesure de risque

Dans le paragraphe 3, nous avons étudié un certain nombre de mesures de risque. Une idée
naturelle pour comparer deux risques X et Y est de choisir une mesure de risque p et de
comparer p(X) et p(Y), ce que ’on peut toujours faire puisque R est ordonné par la relation

d’ordre totale <. Cette démarche nous permet d’introduire la relation < définie comme suit.

Définition 13 : Pour toute mesure de risque p, pour tous risques X et Y, on définit la relation
<, par: X <, Y sip(X)<p(Y)

Proposition 15 : La relation < issue de la mesure de risque p est réflexive et transitive. De
plus il est toujours possible de comparer par <, deux lois de probabilité ou deux

variables aléatoires.

N.B. Cette relation n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique. En effet,
avoir simultanément p(X ) < p(Y) et p(X) > p(¥) n’implique pas que X =,; Y (et a fortiori
que X =7).

Le principal mérite de ce type de relation est qu’il est toujours possible de comparer deux
risques. Il faut néanmoins rester prudent car I’on peut avoir simultanément X < Y et

X >, Y pour deux mesures de risque p et p’ différentes. C’est pour cette raison que 1’on

préférera se tourner vers des ordres partiels qui permettent de disposer de davantage de
propriétés.
4.2. Ordre stochastique

Définition 14 : On dit que X domine selon ['ordre stochastique Y (Y <, X') si pour toute
fonction de distorsion g, ona : p g(Y )<p g(X ).

Cette notion est équivalente a celle de comparaison uniforme des VaR puisque toute mesure
de risque de Wang peut s’écrire comme somme de VaR (cf. proposition 8) :

X <, Y & p(X)<p,(Y)pour toute fonction de distorsion g
< Var (X,0) < Var (Y,a) Va € [031].

Proposition 16 : La relation <, est un ordre partiel sur [’ensemble des lois de probabilités.

t
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L’ordre stochastique ne permet pas de comparer toutes les variables aléatoires. En effet, il est
possible d’avoir simultanément

Var ()(,OL)S Val’(Y,OL)
et
Var (X, B) > Var (Y, B).

Proposition 17: Ona: X <, Y < E[o(X)] < E[o(Y)] pour toute fonction ¢ croissante,

pour autant que les espérances existent.

En particulier, ona: X <, Y = E[X]< E[Y] qui signifie intuitivement que le risque X est

plus « petit » que le risque Y. Cette conséquence explique le fait que I’on parle de dominance
stochastique au premier ordre pour désigner la relation <, .

4.3. Ordre convexe

Définition 15 : On dit que X est moins dangereux que Y sur la base de [’ordre convexe
croissant (<,..) et 'on note X <, Y si, pour toute fonction de distorsion g concave, on

a:p(X)<p,(Y).
Cette notion est équivalente a celle de comparaison uniforme des TVaR, puisque :

X <ix Y p,(X)<p,(Y) pour toute fonction de distorsion g concave
< TVar (X,a) < TVar (Y, a) pour tout a € [031].
On supposera dans la suite que les risques ont des primes pures finies ce qui garantit
I’existence des TVaR. Cette relation est également connue sous les noms de dominance

stochastique du deuxiéme ordre, d’ordre Stop-Loss et d’ordre sur les TVaR.

Définition 16 : On dira que le risque X est moins dangereux que le risque Y de méme prime
pure au sens de I'ordre convexe (<), s’il est moins dangereux au sens de l’ordre

convexe croissant, i.e.si X <, Y < X <, YetE [X] =E [Y]

Proposition 18 : Pour toute fonction ¢ convexe croissante et pour autant que les variances
existent,ona : X <, Y < E[o(X)]<E[o(Y)].

En particulier pour @ : x> x> pour x>0, on a: X <_Y = Var[X]< Var[r] pour
autant que les variances existent. Intuitivement cette propriété signifie que si X <_ Y, le
risque X est moins « variable » que le risque Y.

L’ordre convexe permet de comparer des variables aléatoires de méme espérance, ce que ne
permettait pas 1’ordre stochastique puisque

X <, YetE[X]|=E[r]eox=, 7.
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4.4. Théoréme de séparation

Proposition 19 : Théoréme de séparation : X <, Y < 3Z telque X <, Z <. Y.

Le théoréme de séparation permet d’établir que si X est moins dangereux que Y selon 1’ordre
convexe croissant, X est a la fois plus « petit » (<S,) et moins « variable » (<cx) que Y.

4.5. Bornes comonotones d’une somme de variables aléatoires
L’ordre convexe nous permet de disposer de bornes pour une somme de variables aléatoires.

Proposition 20 : Pour tout vecteur X = (X,,...,X,) et pour toute variable aléatoire A, on

a les inégalités : ZE[XJA] < e ZX,. < oy ZF)}}(U) ou U est une variable aléatoire
i=1 i=1 i=1
de loi uniforme sur [0;1].

Démonstration : Cf. KAAs et al. [2000]. 4

Le majorant de cette double inégalité est appelé la contrepartie comonotone du vecteur X. En
effet ces deux vecteurs ont les mémes marginales mais le vecteur X = (F ;,...,F)}i) est

comonotone.

Gréace aux propriétés de 1’ordre convexe, cette majoration nous permet de disposer d’un
maximum pour les primes Stop-Loss de la somme de risques z; X;. Concernant la
minorant, lorsque c’est possible, on choisira A de maniére a ce que
X' = (E[X,|A}...,E[X,|A]) soit un vecteur comonotone ce qui permettra parfois

d’expliciter analytiquement ZLIE[XJA]. On trouvera dans DHAENE, VANDUFFEL et

al. [2004] une procédure pour déterminer A de maniére a ce que X' soit comonotone lorsque
les marginales de X sont log-normales.

, . .y, \ n .
De plus lorsque 1’on évaluera le risque associé a ~X. par une mesure de risque de
i=1

1

distorsion, on disposera d’un encadrement dont les bornes seront simples a déterminer
puisque les mesures de risque de distorsion sont comonotones additives (cf. propriété 11).
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Exercices

Exercice 1 : Montrez a I’aide de deux variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli que la
Tail-Value-at-Risk peut étre « trop sous-additive » au sens du paragraphe 3.6.

Exercice 2: Soient p une mesure de risque et <, la relation associée a cette mesure de
risque.
1. Montrez que <, n’est pas une relation d’ordre.

2. Soient X et Y deux risques et p’ une mesure de risque. Montrez que 1’on peut avoir
simultanément X < Y et X > Y.

Exercice 3: Considérons le vecteur X = (X,,..., X,) dont les marginales sont des lois log-

\ . n .
normales de paramétres (u, ;). Donnez un majorant de Zi_l X, dont vous exprimerez

la loi en fonction de celle d’une variable aléatoire uniforme sur [0;1].

Exercice 4 : Une société d’assurance couvre un risque Y dont la charge globale de sinistres
est telle que InY ~ N(m, s).
1. Explicitez la VaR de niveau a de ce risque. Dans la suite, ce sera le niveau initial de
la provision destinée a régler les sinistres.
2. En 0, la société a constitué une provision et dispose d’un niveau de fonds propres ¢, .
A cette méme date, provision et fonds propres sont investis dans un actif X dont la
dynamique est donnée par dX, = pX,dt+0X,dB, avec X, =1 et ou B est un
mouvement brownien standard. En supposant que tous les sinistres engendrés par le
risque Y sont payés a la date ¢, écrivez la condition de la ruine de I’assureur a la date ¢.
3. Explicitez le niveau de fonds propres ¢, qui controle, avec une probabilité w, la ruine

de ’assureur a la date ¢.
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