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Exercice n°1 (loi exponentielle)

Sous I’hypothése d'une arrivée aléatoire des patients dans un laboratoire d’analyses médicales,
le temps passé a attendre avant d’étre pris en charge est distribué selon une loi exponentielle
de paramétre A, ie telle que la fonction de hasard soit constante égale a A .

1- Un patient a attendu 10 minutes. Donner la vraisemblance de cette observation, et la
représenter graphiquement en fonction du parametre.

On note T la v.a. qui mesure le temps d'attente, et t la réalisation de cette variable. Ici
I'échantillon est réduit a une seule observation. La densité de probabilité de la loi

exponentielle est f(t)=Ae™, donc la probabilit¢ associée & I'échantillon est
P(T, e[t,.t, +dt,[)=2re™dt,. La fonction de vraisemblance correspond a cette
expression, lorsqu'on la considére comme une fonction de A: V(1) = re™.

Si l'on trace cette fonction en fonction de A, on trouve la forme caractéristique de la
fonction de vraisemblance : une courbe avec un unique maximum :

Vraisemblance en fonction de lambda
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L'estimation de A au maximum de vraisemblance s'obtient en déterminant la valeur qui
annule la dérivée de la vraisemblance, donc A = 1/t;. L'estimateur de A au maximum de
vraisemblance est donc la variable 1/T.



2- A lafin de la journée, on tire au sort un échantillon de 10 patients parmi ceux de la
journée. Les temps d’attente observés sont (en minutes) : 1; 13; 4; 4; 3; 6; 23; 1; 16;
3. Donner la vraisemblance de cet échantillon. Quelle est I’estimation naturelle du
temps moyen passe dans ce service ?

La densité des observations est la fonction , que I'on peut calculer, sous I'hypothése
d'indépendance entre les 10 patients, comme le produit des 10 densités de probabilités
individuelles.

Il est ici plus simple de passer a la log vraisemblance pour calculer I'estimation de A. On
transforme ainsi un produit en une somme de terme. Finalement on a A =n/(t;+--+ t;), et
I'estimateur du maximum de vraisemblance est 1/T ou T est la v.a. qui donne la moyenne
empirique des observations. Le temps moyen passé dans le service est de 7,4 minutes.

3- Dans un groupe de 10 patients tirés au hasard, le plus petit temps d'attente est de 10
minutes. Que peut-on dire de plus ? (vraisemblance, temps moyen d’attente ?)

On se trouve en situation de censure au premier déces, donc la vraisemblance s’écrit :
L(1)= L2 exp(- AT ) = nhexpl-anT, )
(n-1) @

Le passage au logarithme conduit & InL(%)=In(n)+In(A)-AnT,,, d’ot A :#  le temps
&

moyen d’attente estimé est donc de 100 minutes !

Exercice n°2 (modeéle a risques concurrents)

Dans cet exercice on utilise la paramétrisation suivante des lois exponentielles et de Weibull :
v loi exponentielle : h(t) =

p-1
v loi de Weibull : h(t):xﬁ(%j .

On considere pour modéliser le fonctionnement d’un appareil jusqu’a sa defaillance le modeéle
de durée T =min(E,W ) ou les variables aléatoires E et W sont indépendantes, E suivant une
loi exponentielle et W une loi de Weibull définies comme ci-dessus.

1- Déterminez la fonction de hasard, la densité, et la fonction de survie de T.

B-1
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La fonction de hasard s’écrit h(t) = = XL(TJ ce qui est la conséquence directe
e w w

du fait que la fonction de survie de T est le produit des fonctions de survie de Eet W :



Pr(T > t)=Pr(min(E,W)>t)=Pr(E > t,W >t)=Pr(E > t)Pr(W > t)

p
. t t . . .
On en déduit donc que S(t) = ex;{ - (X_] J ; la densité s”obtient alors facilement
e w

en dérivant la fonction de survie (au signe pres).

2- On suppose =2 et on veut déterminer la probabilité que la défaillance provienne de

_ Ay VT Ay 2 27 2
E ; montrez que Pr(T = E)= x—67erfc( 5 ) avec erfc(x)=e I e " du la
fonction d’erreur complémentaire. On pourra conditionner par la durée exponentlelle,

puis faire le changement de variable y = %

On écrit Pr(T = E) = E[Pr(T = E |E)| ; mais {T = E} = {W > E} et donc on peut écrire :
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ce qui termine la démonstration.

3- Ecrivez la vraisemblance des données observées dans le cas d’un modéle censuré a
droite ; vous rappelerez I’ensemble des notations avec précision. Quelle méthode
proposez-vous pour résoudre les équations de vraisemblance ?

On utilise I’expression générale L(0 H fo(T; Se G )1 Di- et les expressions obtenues

a la question 1 de la densité et de la fonctlon de survie du modeéle. Les équations de
vraisemblance sont non linéaires et n’ont pas de solution analytique simple. On peut alors
se tourner vers des algorithmes numériques comme par exemple I’algorithme EM, ou une
résolution numérique directe des équations de vraisemblance.



