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PREAMBULE

Le modeéle standard de Solvabilité 2 propose des régles de calcul du SCR dans des logiques de
scénarios en faisant subir aux hypothéses du calcul différents chocs sensés étre associés a des
événements observables avec une probabilité égale a 0,5 %.

Lorsque I'on choisit de se placer dans le cadre d'un modele interne, le SCR doit étre déterminé
en référence directe au critére de contréle de la probabilité de ruine a un an.

L'objet du présent document est de définir rigoureusement les équations que doit satisfaire le
SCR en fonction des distributions respectives de I'actif et du passif.
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1. Le calcul du SCR dans un modeéle interne

Dans un premier temps on déduit d'un bilan simplifié I'équation de base que doit satisfaire le
SCR. Puis, on cherche a expliciter les termes de cette équation dans un contexte d'assurance
de personnes afin de déterminer les équations que doit satisfaire le SCR.

1.1. Analyse du bilan et expression générale

Le bilan simplifi¢ de I’assureur se présente de la maniere suivante a la date t :

BILANen t

ou :
v A :lavaleur de marché de I’actifen t ;
v" L, :lavaleur de marché du passifen t.

Il évolue de la maniere suivante :
A+1 = A X(1+ R1+1)_ Ft+l +Ct+l
L, = BE(t+1)+RM (t+1)
Et+l = A+l - Lt+l
ou :
v R, : le rendement (aléatoire) des actifs incluant les coupons entre t et t+1 ;
F.., : les prestations et les frais versés (aléatoires) entre t et t+1 ;

v' C,, : les cotisations percues (aléatoires) entre t et t+1.

On peut toutefois observer que sauf exception les cotisations futures ne sont pas prises en
compte dans le calcul, effectué dans une logique de run-off, et que donc on a en général
C., =0. Dans le dispositif Solvabilité 2, le critere de calcul du SCR est le contrdle de la

probabilité de ruine a un an, ce qui conduit a devoir respecter la condition :

P(A-L,>0)>99,5%
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A la date d'inventaire on s'intéresse a la fraction de l'actif en représentation des engagements,
ce qui conduit a considérer :

BILANen O

SCR

En pratique, a la date initiale, une partie des fonds propres de 1’entité correspond au capital
requis et I’autre partie reste disponible (Free Surplus) :

BILAN en O

AbFS FSO

SCR=E, - FS,

A)_A\QFS

Pour le calcul du SCR, on ne s'intéresse qu'a la partie basse du bilan, ce qui revient a se
placer dans la situation ou FS, =0. Or on peut écrire en fonction des equations ci-dessus et

en supposant pour simplifier que C, =0 :

A-L=A(1+R)-F-L=(SCR+L,)(1+R)-F -L,.

On en titre que A-L = (SCR + LO)—ﬁ ce qui conduit & observer que :
1+R 1+R,

P(A&—L120)=P(SCR2TLL1—LOJ

+R

et donc la condition limite P(A —L, >0)=99,5% impose que le SCR satisfasse I'égalité :
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F+
SCR :VaRggvs%{ 11+ RI?J_ L.

Ainsi, conditionnellement a l'information relative a I'évolution de l'actif, on se raméne a
calculer la loi de Z =F +L,. On peut observer qu'on compare les charges a un an actualisées

au taux de rendement du portefeuille % a I'engagement initial L,=E(A,)+RM,. On
+

peut noter que pour le calcul de la VaR, la régle de I'horizon d'un an conduit a remplacer A,

F+L1
1+R

1.2. Simplification de la marge pour risque

par

L'expression ci-dessous doit étre explicitée car le SCR intervient également dans le terme L,

au travers de la marge pour risque. Comme L, = BEL, + RM, et que la marge pour risque est

de la forme RM;=a) E(SCR )xe™, en utilisant I'approximation RM, =axD,xSCR,
t

D txE(F)xe
avec D, la duration de I'engagement, soit D, = =2 on obtient que :

D> E(R)xe™

t>0

F+
SCR =VaR,,, (ﬁ} —BEL, —axD,xSCR

et on en déduit finalement que :

scR=—2* |var,,, | 2 | _geL |.
1+axD, LI+ R

Il reste a justifier I'approximation RM, =axD,xSCR; pour cela on fait I'hypothese que le
SCR a chaque date est proportionnel au best estimate, soit SCR, =k x BEL, ce qui conduita :

RM _axkaE BELl rt_anXZEKZE )Xert
—axka(ZE( J

uxt

Comme Z[ZE j ZuE D, x BEL on trouve que :

uxt

RM, =axkxD,xBEL.

Mais comme par définitionde konaen t=0 k= % on obtient bien finalement :
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RM, =axD, xSCR.

On dispose donc maintenant d'une expression générale :

SCR=—— | VaR, ., | 1 |_BEL,
1+axD, TLIHR

dans laquelle interviennent les variables aléatoires Z =F, +L, et R,.

1.3. Calcul conditionnellement a I'environnement financier

SCR,

Pour le calcul de la marge pour risque a la date 1, RM,, on utilise le fait que k :E est

une constante indépendante de t et donc RM, =axD,xSCR;, ce qui conduit finalement a
RM, =axkxD,xBEL, et donc a I'expression suivante de la provision a la date 1 (qui est
donc une variable aléatoire) :

L, = BEL, x(1+axkxD,).
Ainsi, conditionnellement a R,, il convient de déterminer la loi de la variable aléatoire :

Z =F, +BEL x(L+axkxD,)

Dans le cas d'un contrat comme precédemment, on a |, = {i el ‘TX, >t,1, 2t} et on écrit :

A= X+ X =e"R+D X

iel\l; iely iely

Remarque : A :in peut étre approchée par une loi normale. On considere la sous-famille
iel
|, = I des individus encore & risque en t=1 et on pose A,=> X;(1) ol on a noté

iel;

X/ (1)=Xfiel,. Conditionnellement & I I, cette variable est également

approximativement gaussienne. Cela permet d'écrire :

| )) _E (euE(Alll)JruZzV(Alh)J
)=

E(e"™)=E(E(e™

et donc :

E (eUA1 ) _ Z P(l )euE(AlI1)+UZZV(/\1I1)
1

Il

ou P(Il)est la probabilité de réalisation de I'ensemble I, ce qui montre que A, n'est pas
gaussienne et que sa loi est un mélange de lois normales décrit par I'équation ci-dessus.
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La loi de Z =F, +BEL, x(1+axkxD,) n'est donc pas simple & déterminer ; par contre on
peut raisonnablement, a la date 0, approximer F,+E, (A,) par e"A= F1+Zerxi qui est

iel;

distribué selon une loi normale. On a A=F,+E,(A,)—e'A=Y E (X (1))-> e'X;, mais

iely iel;

par définition de X/ (1), D" E, (X/ (1))- 2 eX :Z(El(erxi)—erxi) et en d'autres termes
iely icly iel;

A est I'écart entre une variable et son espérance conditionnelle et est donc de variance

minimale. Cela légitime I'approximation (au sens de la norme L?).

A ce stade on a donc prouve qu'il était possible d'approcher la loi de Z, = F, +BEL, par la loi
normale de e"A. Mais on doit considérer Z =F, +BEL x(1+axkxD,), qui n'a plus de

raison d'étre gaussienne, n'ayant pas de lien simple avec e"A . Cependant le terme correctif
1+axkxD, qui est en toute rigueur une variable aléatoire (vu de t =0) peut étre approche

par la constante c=1+a><k><(D0—1) ; cette constante est par ailleurs petite et on majore
donc Ilégérement Z en considérant Z =cx(F +BEL) dont la loi est finalement

approximativement égale a celle de A, =cxe’ xA.

Alors comme BEL; =E(A) :
VaRy, 5o, (AC) =cxe' x ( BEL, + Ugg 5o % O'(A))
et alors, conditionnellementa R, :

BEL, + Ugg 50, XO'(A)
1+R,

1
SCR|R, =— | cxe' _BE
R, 1+axDo( o L‘)J

Dans le cas particulier ou il n'y a pas de risque financier, alors e" =1+ R, et donc :

(€ —1)x BEL, +Ugg g0, X o°(A)
1+axD, '

SCR =

1.4. Cas général

Dans le cas géneéral on doit calculer SCR :VaR99,5%(SCR|Rl), ce qui équivaut a calculer le
quantile @ 99,5% de la variable aléatoire ﬁ(ou encore e " dans une logique
_l’_

d'actualisation continue).

Plus précisément on doit calculer 7 (x)= P[ll—JrF:? < xj ~P(cxe"xA<x) ce qui conduit
+

a l'expression :
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X
—e""—E(A)
— Xan-r — C
n(x)_P(ASCe j 9 )
et finalement :
Xt —E(A)
(%)= [p| E———|f, (u)du.

o(A)

Si In(r,) est gaussienne de paramétres (ﬂl,af) alors

Il reste ensuite a inverser cette expression.

r+ |nl:§(E(A)+VG(A))j| =u; E(A()jJ(r/\tc)y(A) dv=du

2. Application a un portefeuille de mixtes

On consideére un portefeuille composé d'un ensemble d'assurés i< | benéficiant d'un contrat
garantissant :

- le paiement d'un capital K,° en cas de décés avant le terme 7, du contrat ;

- le versement d'un capital K. en cas de vie au terme du contrat.

On note T la variable aléatoire générique sous-jacente pour la description de la survie et
T, =T —x|T > x la durée de survie résiduelle au-dela de I'age x.

La prestation actualisée a la date initiale peut alors s'écrire :

+K"xe " x1

_ D —IT,
X =K"xe ><:LTX<7 T2z}

<7}

La somme des prestations actualisées a la date O est A=in- On sait que pour un
iel

portefeuille assez grand, A est approximativement distribuée selon une loi normale, donc les

caractéristiques ne dépendent que des deux premiers moments de la loi de X.

On a facilement, conditionnellement a I'environnement financier :
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E(X)=K®x[e™f; (t)dt+K'xe ™" xS,(z)
0

E(x2)=(KD)2xje-2“ £ (t)dt+(KT) e xS, ()

0

et donc on peut déterminer I'espérance et la variance de X simplement. Si le taux sans risque
n'est pas constant on a
X =KPx D(Tx)xl

(T <7}

+KT xD(7)x1,

(T 27}

0l D(t)=exp(—j.r(u)du].

0

Plus généralement, X peut étre calculé a une date t future ou il représente alors les prestations
a régler postérieurement a la date t et devient alors :
X*(t)=K°xD(t,t+T,,, )x1

{TM <r—t}

+KT x D(t,r)xl

{TM_t ZT—I}

.
avec D(t,T)= exp(—jr(u)du} Le montant de la provision best estimate a la date t est alors,
t

en notant A, = > X/ (t), I'ensemble I, étant constitué des individus encore vivant en t et

i
iel;

dont le terme du contrat est posterieur a t, soit I, = {i el

T, 2t 2t):

e (n)-e [T (0]

iel;

7t
Par ailleurs Et(X*(t)):—KijD(t,t+u)><dSLTm(u)+KTxD(t,t)xSlmi(r—t) ;
0

S,;_estlaloide T, conditionnellea T, >t. Ona:

X+t

P(T,>t+u) S, (t+u)
P(T,>t) S (1)

S (u)= P(TX+t >ulT, >t) =

On peut remarquer que comme E (A,)=>_E, (Xi+ (t)) est la somme de variables aléatoires
iel,

indépendantes et uniformément bornées, sa loi est approximativement gaussienne. Pour

obtenir la provision technique, il reste a ajouter a la provision best estimate la marge pour

risque.
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