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On rappelle que le calcul du SCR s’appuie sur la projection du bilan a un an (cf.
Guibert et al. [2010]) :

=0 =1
£
actf™ [ mvm, T
BEL,'"
E,
Actif, W<—}
BEL, \
£,
actif,™ [ mvm™
BEL,™

et que le SCR doit étre solution de I'équation en x :

P(E, <0|E, =x)<0,5%
ou on a noté
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Préambule s WW/

Dans le contexte de lassurance vie, le calcul d’'un best estimate conduit a
devoir évaluer :

_JZf(l+R) ;5( XFj  e— BEL =E”°Y (A)

ce qui en pratique s’effectue (souvent) par simulation. De ce fait, la résolution
de I'équation implicite

P(E1<O‘Eozx)£0’5% T— SCR—VaRggso/(FlJFPle_PTO
L1+ R

qgui est envisageable analytiguement en assurance non-vie, s’appuie sur des
technigues numeériques dans le cadre de I'assurance vie.

L'objectif de cette présentation est de discuter les techniques envisageables
pour cela. Elle s’appuie sur Bauer et al. [2010], dont on reprend les notations et
illustrations.

/ LSMC et calcul de SCR 3
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1. Cadre général mww/

En premier lieu, on utilise une définition un peu differente du SCR pour éviter le
caractere implicite de I'équation en considérant la fonction de perte :

L-E, - L

1+1

Le SCR est alors le plus petit x tel que
P(L > x) <0,5%

ce qui conduit a 'expression souvent utilisée :
SCR=E,—-P(0,1)xVaR, ., (E)

NB : dans ce cadre le SCR dépend du montant global de capital initial.

Il reste a définir le calcul des fonds propres E.

/ LSMC et calcul de SCR 5
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1. Cadre geéneral WW@W/

Les fonds propres peuvent étre determinés de deux manieres, selon que l'on
adopte le point de vue de I'actionnaire ou celui de I'assureé.

Avec le point de vue de I'assuré, on est conduit a des expressions de la forme :

i MU SV e

21 j>2

Du point de vue de l'assureur, on retrouve une démarche proche de celle
adoptée par la MCEV, consistant a ajouter a l'actif net réévalué (ANAV) la
valeur actuelle des profits futurs (VIF=PVFP-TVFOQG) :

A F A F 5 -
E, = ANAV, + EF *° (Zé‘(j)xxjj E, = ANAV, + X, + E[ 9 (Za‘((i))xij
121 j>2

NB : on ignore ici le colt des risques non couvrables (CRNHR) et donc la
marge pour risque.

/ LSMC et calcul de SCR 6
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1. Cadre genéral mww/

La décomposition du résultats futur est décrite dans I'approche MCEYV, qui peut
étre synthétisée par le schéma suivant :

[ « Bilan MCEV » ]

La MCEV est la somme de deux éléments, LANR (actif
net reévalué) et la VIF (Value of In Force).

MCEV

Cette section détaille uniqguement les principes
d’'évaluation de la VIF.

La VIF est déterminée a partir de quatre éléments :
- PVFP (Present Value of Future Profits ou valeur actualisée des profits futurs) ;

- TVFOG (Time Value of Financial Options and Guarantees ou valeur temps des options et
garanties) ;

- FCRC (Frictional Cost of holding Required Capital ou codt de friction du capital requis) ;

- CNHR (Cost of Non-Hedgeable Risk ou colt des risques résiduels non réplicables).

Elle s'obtient par la formule
VIF= PVFP -TVFOG-FCRC-CNHR

/ LSMC et calcul de SCR 7
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On peut mettre en relation les bilans MCEV et S2 de la maniere suivnate

MCEV

ACTIF

PASSIF

SOLVABILITE 2

MCEW

=FS+RC + VF

ACTIF

PASSIF

VIM_ACTIF IMPOTS_Resultat +IMPOT_F3

+ FCRC_impdt

BELmcey + RMmcey

+ FCRC frais

LSMC et calcul de SCR
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1. Cadre général mww/

A partir de maintenant on s’intéresse a la structure de :

Vv, = EP"o% (251( j)x X j EPe (;5() [0, 1]j

ji>2

Y est un processus markovien décrivant les risques financiers. En pratique on
peut supposer que I'état du bilan ne dépend pas de I'ensemble de la trajectoire

de Y mais d’'un nombre fini de variables d’'états, que I'on notera D, egalement
markovien. D décrit I'état des polices.

Pour simplifier les calculs on considérera uniguement les risques financiers
(considérés comme couvrables), ce qui conduit finalement a :

V, =E° (Zé‘l(j)x X, [(Y,, Dl)j

j>2

/ LSMC et calcul de SCR 9
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2. Approche SdS mwm/

On distingue les calculs des fonds propres en t=0 (estimation d’'une valeur) et
en t=1 (estimation d’'une distribution). A la date initiale, on doit calculer :

V, = EQ£Z5(j)><Xj]

ji>1

Compte tenu de la complexité du probleme, on effectue ce calcul par simulation
et on pose :

- 1 & .
VO(KO) :?225(k)(1)x ng)

0 k=1 j>1

Les fonds propres initiaux s’en déduisent via

E, = ANAV, +V, (K,)

/ LSMC et calcul de SCR 11
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2. Approche SdS et Am/

En t=1, on simule des réalisations des variables d’'état sur la premiere période,
ce qui permet de définir :

X, (Y1<‘>, Df”)j ol = \/VQ [Z5l(j)>< X

]>2

:EQ[Z51(j)><

j>2

On doit alors, comme en 0, estimer ces termes par simulation, ce qui conduit a

poser :
(i)
; (1) () <0 (@ _ |1 D00 G0 (@)
i) zz G ot ()= ek St - ()
avec A Z5Ik (j)xX ! et finalement -
j>2

B = ANAV,Y V0 (K )+ X!

/ LSMC et calcul de SCR 12
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'estimateur de la variance est utile car le nombre de simulations secondaires

peut dépendre a priori des variables d’état et devoir étre d’autant plus grand
gue la volatilité est élevée :

Q
=

RF,
Y p

YN DN

A

i:ﬂ 1:1 mew t:T

LSMC et calcul de SCR 13



7 GRANDE ECOLE

( D'ACTUARIAT

p— \ ET DE GESTION
\

DES RISQUI ES

2. Approche SdS WWW/

On est alors en mesure de construire un estimateur du SCR qui est un quantile
de la variable E

L=E, - —
1+1
Il suffit donc de trouver un estimateur du quantile d'ordre « de la variable Z=-E,
et on en deduit, par exemple avec le quantile empirique :
(m)
1+1

SCR=E. -

0

Il reste alors a examiner les propriétés de cet estimateur et notamment a choisir
de maniere optimale les valeurs de N, K, et K;.

/ LSMC et calcul de SCR 14
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L'algorithme LSM (Least Square Monte Carlo) est une méthode de Monte Carlo
visant a estimer des espérances conditionnelles via un ensemble de fonctions

de Dbase (polynbmes de Laguerre, polyndbmes d’Hermite, fonctions
trigonometriques).

Cette méthode a par exemple était utilisee afin de valoriser des options
bermudiennes pour évaluer les espérances conditionnelles relatives aux temps
d’arrét de I'option (cf. Longstaff et Schwartz [2001]).

L'idée est que dans un espace de Hilbert H (espace vectoriel normé complet
dont la norme est un produit vectoriel) de base hilbertienne {e} alors :

vieH, f=><fe>e=E[X]|=ag zZN:aiei
i=1

iel iel

/ LSMC et calcul de SCR 16



IsFA @
3. Algorithme LSMC romee ww/

Bauer et al. [2010] retiennent cette méthode mais en considérant que la base
hilbertienne {e;} est constituée de polyndmes a 4 inconnues :

= I'actif de la compagnie ;

= |]a fonction de perte ;

= |e résultat de premiere année ;

= |e taux court de premiéere année.

On notera la similitude entre cette approche et celle des portefeuilles de
réplication, qui consiste a constituer un portefeuille composée d’'un produit linéaire
d’actifs financiers de base afin de minimiser I'écart quadratique entre la valeur de
ce portefeuille et la valeur du best estimate des engagements d’assurance.

La stratégie LSM est plus « pratiqgue » dans le sens ou elle laisse plus de libertés
pour la base hilbertienne {e}.

/ LSMC et calcul de SCR 17
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V, est une variable dans I'espace de Hilbert L* (Q,G(Yl, D,), P) et on peut donc
décomposer cette variable aléatoire sur une base de cet espace :

+00 M
V,=> a, xe (¥,,D,) = > a, xe,(Y,,D,) =V, (Y,,D,)
k=1 k=1

Il faut donc deéterminer les coefficients «,. Pour cela on s’appuie sur la
simulation de trajectoires des variables d’état, i=1,...,N :

(Yt(i)’ D’ )tzl,...,T

t

Le long de chacune de ces trajectoires, on calcule

A =D80(j)xxV

j>2

/ LSMC et calcul de SCR 18
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3. Algorithme LSMC romee ww/

On peut alors construire un estimateur de « en posant :

2
&™) =argmin i(/\i - iak X €, (Yl(i), D )j

=1 k=1

ce qui conduit finalement a I'approximation

VSV (Y,0) = 36" xe, (4,

On en déduit finalement des réalisations des fonds propres
EY = ANAV,Y + X v, MY (v, D))

La distribution empirique de ces réalisations permet de construire un estimateur
du SCR.

/ LSMC et calcul de SCR 19
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Choix des régresseurs

L'un des points délicats de I'algorithme est le choix de la base e, (Y,,D,)

'erreur d’estimation est définie par :

2
SMSE = i E, (Vl(i) B i AIEN) xe, (Yl(i)’ Dl(i))j
i=1

et peut étre estimée par :

i=1

2
swise = 3 A - 3al" xe, (1,00 | -3-a

/ LSMC et calcul de SCR 20
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3. Algorithme LSMC romee ww/

Convergence

La convergence dans L2 de v, (Y,, D, ) estimmédiate, par construction de cette
approximation. Il faut donc justifier la convergence en loi :

v,\"Y(y,D,) - Vv (Y,,D,)

N —o0

Cette justification n’est pas simple car on effectue un changement de mesure
en t=1 pour passer de la probabilité historique a la probabilité risque neutre. On
peut se référer a Longstaff et Schwartz [2001] sur ce point.

Bauer et al. [2010] proposent également une approche basée sur la
construction d’'un nouvel espace probabilisé, qui reste a formaliser dans le cas
généeral.

/ LSMC et calcul de SCR 21
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3. Algorithme LSMC mww/

Parmi les approches alternatives on peut citer :

= la recherche d’approximation par des formules fermées de la valeur de
marché du passif (cf. Bonnin et al. [2012]) ;

= des majorants analytiqgues du SCR (cf. Bauer et al. [2010]) ;

= des méthodes d’optimisation des simulations secondaires (cf. Nteukam
et Planchet [2010]) ;

= 'optimisation de I'approche SdS (cf. Devineau et Loisel [2009]) ;

= |les approches par réplication (cf. Revelen [2009]).

/ LSMC et calcul de SCR 22
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4. Un exemple e W‘m/

On reprend I'exemple présenté dans Bauer et al. [2010] d’'un simple contrat

d’épargne avec taux garanti avec une maturité fixée T et impossibilité de sortie
anticipée.

L’actif est constitué d’un actif synthétique de type B&S avec un modele de taux
mono-factoriel de Vasicek :

dA = uAdt+ A (pc;dwt " 1—p2dZt)
dr =« (&—r)dt+ o, dW,

Le prix de marché du risque associé au taux court est suppose constant de
sorte que sous la probabilité risque neutre (cf. Caja et Planchet [2010]) :

: ([ j—njdtmrdvvt

/ LSMC et calcul de SCR 24
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On obtient des résultats avec l'algorithme LSM ayant I'allure suivante :

0.001 — : : : ‘ : : 0.001
K—-1 K—1
0.0000 | Ki=5 1 0.0009 | R Ky =5 ]
K= 10 —— - Ki=10 —
0.0008 | K =100 —— - 0.0008 Ky =100 ——
<. K, = 1000 - 1=
0.0007 | - - 0.0007 | - =
0.0006 | D . 0.0006 | =
0.0005 | 1 0.0005 | s
0.0004 | oot . 0.0004 + .=
0.0003 | s | 0.0003 | pE
0.0002 | S . 0.0002 | P
0.0001 | R 1 0.0001 | = g
0 1 1 = 1 _:_‘_:__"'r—..._ 1 1 1 ! T T 1 ____::-_a- e 1
-6000 -4000 -2000 O 2000 4000 6000 -6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000
Loss (L) Loss (L)

Figure 2: Empirical density function for different choices of /'y for the estimator
based on the policyholders’ cash flows (left) and the shareholders’ cash flows
(right), N = 100,000, Ky = 250, 000

On compare alors les résultats obtenus dans différentes configurations.

.,-'-""f-
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Utilisation de IPapproche SdS

K1 || policyholders’ cash flows || shareholders’ cash flows
SCR ACy/SCR SCR | ACy/SCR
1 1994.0 94% 3432.5 55%
5 1404.7 134% 1874.6 100%
10 1332.7 141% 1606.5 117%
100 || 1261.2 149% 1279.1 147%
1000 || 1246.3 151% 1254.6 149%

Table 2: Estimated SCR and estimated solvency ratio for different choices of K7y,
Ky = 250,000, N = 100, 000, Nested Simulations Approach

LSMC et calcul de SCR 26
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e
On fixe ici un « budget » de simulation et on compare les resultats issus des
approches SdS et LSM :
N Ky Mean | Empirical | Estimated | Estimated | Corrected
(SCR) | Variance Bias MSE Mean
160,000 | 600 | 1247.7 24.6 1.4 26.6 1246.3
320,000 | 300 | 1249.3 15.8 2.9 24.0 1246.4
640,000 | 150 | 1251.3 7.9 5.7 40.6 1245.6
1,280,000 | 75 | 12574 4.2 11.4 133.1 1246.1
Table 3: Choice of N and K, for the Nested Simulations Approach Approach,
Ky = 1,500,000 _ -
N Mean | Empirical | Solvency
Avec l'algorithme LSM le temps de R g‘jﬁi Vﬂlu-"ligléﬂe 1Raffl;3
calcul est réduit d’un facteur 35 = - : o
environ sur cet exemple 320,000 | 1245.9 29.1 1517
pi€. 640,000 | 1245.3 24.0 151%
1,280,000 | 12454 12.1 151%

LSMC et calcul de SCR
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Le choix des régresseurs necessite une étude spécifique :

# | Regression Function Mean
|
(SCR)
1| &l +al™ 4y 1007.3
2 | &y ) +a #m - Ay + a3 - A2 1165.5
3 | 6™ 4ol A+ el 248 1y 1272.6
4 | &)+ ’ENJ Ay +ﬁ£”'-4?+ﬁ-£m-r1 +al™ . r? 1276.5
5 | &l +al ) A 1al A2 4680 m a2 st 1233.2
6 | &) +al™) A1 +4 *[“‘] A28 o +a™M 216l L 48" e | 123309

” &E}N:'_‘_&EN],AI_F*(NJ‘AZ *(r\}.ﬁ_'_ali“'r LT%_F&‘(EN}.LI_F.\[N}IEI
&™) . 4. 1241.3

8 | a0V +a ,m] A, +ﬁ(n’31_4%+&:(1w}.r1 6™ 218 L +a0 2
+ag) Ap-em +al") Ly - 1244.5

9 | a5 +ai)- 41"‘*(” 42+~(“~} ri4+ay") 2 4al" Ly +al ) o
+aiM) . Ay em _|_ﬂ'i“'} Lq-emt _,_ﬂ{“') A1 /10000 1245.9

Table 4: Estimated SCR for different choices of the regression function, Ky =
1,500,000, N = 320,000, LSM Approach

LSMC et calcul de SCR
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Conclusion —

Le calcul dun SCR dans le cadre d’'un modele interne est techniquement
difficile.

Le recours a des méthodes d’optimisation des approches directes de type SdS
est inévitable.

La mise en ceuvre des méthodes de calcul, que ce soit I'approche directe (SdS)
ou des alternatives plus efficaces (LSM), nécessite une attention particuliere
portée au choix des estimateurs, des nombres de simulation et de cadre de
modéelisation.

/ LSMC et calcul de SCR 29
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