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Préambule

Le pilotage technique d’'une activité d’assurance a connu ces dernieres
années deux évolutions majeures :

- la prise en compte d'une analyse plus fine des risques, qui
conduit notamment a modifier le cadre de calcul des provisions ; d'une
approche « prudente », on est ainsi passe a une approche « best estimate
+ marge pour risque ».

- la réféerence a un critere de probabilité de ruine pour déterminer
le niveau de fonds propres dans le futur référentiel prudentiel Solvabilité 2.

19/03/2009




Préambule

La modification de I'approche pour le calcul des provision a des
conséequences théoriques et pratiques importantes :

- nécessité d’integrer I'expéerience de maniere plus systématique
dans la détermination des hypotheses du calcul ;

- approches « couverture » pour les engagements financiers ;

- plus généralement, identification et quantification des risques
systématiques associés au passif.

Dans le cas particulier des contrats de retraite, cela se traduit par une
attention particuliere portée aux tables de mortalités prospectives et aux
risques associes.
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Préeambule ﬂ%@

L'introduction d’un critere de probabilité de ruine pour le calcul du montant
global de capital alloué conduit egalement a une refonte profonde des
modeles :

- d'un point de vue théorique en imposant de prendre en
considération les risques extrémes de maniere explicites, tant a l'actif
gu’au passif ;

- d’un point de vue pratique, du fait du niveau tres global de cette
contrainte (qui porte sur le surplus) et des contraintes sur la capacité a
produire des réalisation de la loi empirique du surplus.
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1- Risque de longévité

1.1. Contexte

La modélisation de la dérive temporelle de la mortalité s’accompagne d’'un
risque systématique associé aux deviations de la mortalité future par rapport a
la tendance anticipée initialement. Ce risque apparait méme si le modele est

correctement spécifie. Par exemple avec Lee-Carter :
Modele n°1
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1- Risque de longévité

1.1. Contexte

Les fluctuations de la tendance peuvent étre mises en évidence simplement
sur la population francaise :
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1- Risque de longévité

1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

On s’intéresse a la valeur actuelle des flux futurs d’'un réegime de rentes :
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1- Risque de longeévité =

1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

L'ajustement de ce modele sur des données INED (1946-1996) conduit a :

Negative Residuals Positive Residuals

p- 42.9 % pt 42.9 %

M- 1.4385 M-+ 1.3878
1.13 o+ 1.1105

m, :min{}/(i);i > N x p+}

[nxp, |

instantané de moralité
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1- Risque de longévité

1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

Les consequences pour le réegime sont non négligeables :
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1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

Avec un regime plus gros (x30), les fluctuations

disparaissent :
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1- Risque de longevité ﬂ%@

1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

Ainsi des ajustements relativement mineurs sur le modele peuvent modifier
sensiblement I'appréciation que I'on a du niveau du risque systématique.

Le partage du capital alloué entre provision « best estimate » et marge pour
risque s’en trouve modifié, méme si le niveau global reste du méme ordre.

Le risque d’estimation et le risque de modele sont importants.
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1.2. Risque systématigue pour un régime de rentes

Risque d’estimation et risque de modele
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1- Risque de longévité

1.3. Conclusion

La prise en compte d’avis d’expert dans les modeles et plus généralement
d’'informations exogenes constitue un moyen de justifier le niveau de
I'anticipation retenue.

L'étude du passé montre que I'évolution de la mortalité a subi des
accélérations ou décélérations a des moments clés : 1950-1960 diffusion des

A A4 B ] Nt I I 1

antibiotiqgues, 1960-1970 ralentissement de I'impact des antibiotiques, 1970-
2000 évolution des soins cardio-vasculaires.

Les modifications exogenes (médecine comme mode de vie) ont impacte la
derive des taux de mortalité sur une peériode précise. Ainsi, il est nécessaire de
prédire et de quantifier 'impact des variables exogenes futures afin d’évaluer
correctement la dérive de la mortalite.

Des phénomenes comme l'obésite, la pollution, le stress ou le traitement de la
maladie d’Alzheimer impacteront dans les prochaines années la dérive de la
mortalité.
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1- Risque de longevité ﬂ%@

1.3. Conclusion

Le modele de Lee-Carter permet dintégrer un avis d’expert en imposant
I'espérance de vie a un age donné sur un horizon donné. On impose :

e, (t)=axt+b k(t)=a,+at+at’ +at’, t>t,

alors larelation €, = ZH(I — qx+k)t+k) conduit a :

h>0 k=0

ty +h

Min Z (a+bt—¢xot (ao,al,azaa3))2

(aO ,81,8) ,8.3) tth

¢xt(a0’a1’a2’a3):

hot exp(aHk +ﬂx+k (ao +4q (t + k)-l-a2 (t + k)2 +a, (t+ k)3))
1_
i 1+exp(ax+k + 8. (ao +a,(t+k)+a, (t+ k)2 +a,(t+ k)3))
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1- Risque de longeévité =

1.3. Conclusion

Des modeles présentant une plus grande souplesse dans la prise en compte
de |lé derive temporelle peuvent étre étudiés, comme le modele logistique

decalé (Bongaart [2004]) :

o a(t)exp(Bx)
Y 1+ a(t)exp(Bx)

—I—v/(’[\
7\")
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2- Besoin en capital AZ)

2.1. Contexte

Le SCR dans un modele un interne c’est :
- le quantile a 99,5 % ;

- d’une distribution non directement observable (montant du capital
nécessaire pour equilibrer le bilan en fin d’exercice).

Recours a un modele interne interne partiel , ie a la modélisation :
- de I'actif ;
- du passif ;

- des interactions actif / passif.

Il est donc nécessaire de modéliser la loi du « surplus ».
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2- Besoin en capital

2.1. Contexte

La modélisation des événements « rares » est déterminante pour la
détermination du SCR :
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2.1. Contexte

Supposons gqu'au bout d’'une année, la société doive avoir un actif assez
important pour venir en contrepartie d'un passif qui vaudra, de maniere
certaine, 100. L’'assureur dispose en 0 de ce méme montant en provisions,

Il s’agit donc de déterminer le montant du capital cible tel que :
[

e ~ NI A B
2 N
Pr{(loo + y)exp{p — 62 + 0B + ZUK} < IOOJ < 0,01
k=1
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2.2. Robustesse

La robustesse est la propriété d’'un estimateur de rester convergent méme
si le modele est mal spécifie.

Exemple : estimation de I'espérance dans un modele log-normal

o’ . o R 67
Ona: y:exp[m+2] ce qui conduit & proposer yzexp(m+2]

Mais si la vraie loi est exponentielle de parametre 1 :

o *? 7’
exp| m*+ =exp| —0,577+— |=1,28
2 12
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2.3. Approche paramétrigue

On fait I'hypothese que la loi du phénomene sous-jacent appartient a une
famille paramétrique (normale, log-normale, Pareto, Benktander, etc.).

(D~
o))
(@l
o))
QO

L'estimation d’un quantile d'ordre quelconque peut alors étre envisagée
re suivante :

- estimation des parametres (par maximum de vraisemblance ou
autre methode) ;

- inversion de la fonction de repartition ;
- Estimation de la VaR par VaR(p)= Fé_l (p);
- recherche d’'un intervalle de confiance.
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2.3. Approche paramétrigue

Par exemple pour une loi log-normale on dispose d'une expression
explicite de la fonction quantile :

\

VaR (X )= F_l(p):exp(m+a¢_1(p))

Et on peut proposer comme estimateur naturel de la VaR :

VaR,, (X)= exp(rﬁ+c§¢_1 ( p))
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2.3. Approche paramétrigue

La sensibilité de I'estimation aux parametres peut étre approchée par :

L9 var,(X)=1 L ¢
VaR,(X)éom P VaR, (X) do

VaR_ (X)=¢""(p)

On en déduit qu’'une erreur de mesure de 1% sur I'espérance conduit a une
erreur de mesure de 1% sur la valeur a risque ; mais parallelement une
erreur de mesure de 1% sur la volatilité induit une erreur de ¢ '(p)  sur la
valeur a risque. Au seuil p=99,5% , on a

' (99,5%)=2,58

et donc une erreur de 1% sur la volatilité conduit a une erreur 2,6 fois plus
grande sur la VaR. Le biais est ici determiné avec Jensen

EVAR, (X ) = exp|E () +E(6)g ' (p)) =VaR, (X)
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2.3. Approche paramétrigue

Que se passe-t-il sile modele sous-jacent est en fait :

( (x) X < m

S, (X):<(
\

SO
1\ Sp(m) x>m
m)

c’est a dire un modele « presque » log-normal avec une queue Pareto :

Pr(X >x|X >m)= Er(;{ >:;) _ S5 =(5ja
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2.3. Approche paramétrigue

Avec un modele de réference log-normal on est amené a comparer les
SCR suivants:

XEAEL :exp(y+0'¢_1 ( po))x

\

On sera confronté a une situation de risque de modele dans le cas ou
malgré une valeur du rapport entre les 2 quantiles sensiblement différente
de 1, un échantillon issu du modele mélangé serait difficilement
discernable d’'un échantillon log-normal.
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2.3. Approche paramétrigue

Estimation des parametres par maximum de vraisemblance :

'(X“"'Xn;“’“’mﬂ)cste<k1>un<a>i§£m(xﬁi)ﬂ}
+(n—k+1)|n(a)+a(n—k+1)|n(m)—a§;|n(x(i))+(n—k+1)So(m)

avec k= min{i Xy 2 m}

max 1(X,..,X,;4,0,ma)=maxmax|(x,..,X,;uo,ma)

(u,0,m,a) m (u.0.a)
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2.3. Approche paramétrigue

On remarque que si on fixe une probabilité p, alors la probabilité que le
guantile d’ordre p de la distribution log-normale soit dépassé dans la
distribution meélangée est :

ﬂ(p)zl_(exp(uqfqﬁl(p)))_a S, (m)
\ J

en consequence, sur un échantillon log-normal de 1 000 valeurs, on
trouvera en moyenne deux valeurs qui dépassent le quantile de niveau 99,8
% , alors que ce seront 5 valeurs qui dépasseront ce seuil si la distribution
sous-jacente est la distribution mélangée. Comme le nombre de valeurs
dépassant un seuil u est approximativement normal on dispose d’'un moyen
de tester la coherence du nombre de « grandes valeurs » :

k — nS()

s (u)(1-S(u)

Pr(N,>k)~1-¢
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2.3. Approche paramétrigue

lllustration :

§,00%

5,00% -

4,00%

5,00%

Fréquence

2 00%,

1,00%

- -

0,00% +rrrrerrm e s | —
@@“’#“ﬂc{l’@“h‘aﬂ fa“:’ca?:‘**{l* ##*@ P e
@#@ o ngca FBJ'a:: ngb-';" .;gﬁj@““ ﬁrﬁgﬂ@h # rgaﬁ:.rh%g«; & ﬁﬁ“ %«559% fﬁ"%‘;}%ﬁﬁ fa"’g

Valeur

....... Empiricue Lai log-narmale

19/03/2009




2- Besoin en capital AZ)

2.3. Approche paramétrigue

On a donc estimé la VaR par VaR(a)=F,'(«) eton s'intéresse a la précision
de I'estimateur ainsi obtenu.

On se place dans le cas particulier ou le parameétre est estimé par I'estimateur
du maximum de vraisemblance ; on déduit des propriétés générales de
I'estimateur du maximum de vraisemblance que VaR(«) est alors I'estimateur
du maximum de vraisemblance de la VaR. Il est donc asymptotiguement sans
biais et gaussien. En obtenant une estimation de sa variance asymptotique on
pourra donc construire un intervalle de confiance.

La loi de la statistique VéR(a) est toutefois difficile a déterminer, et on est
conduit a se tourner vers des techniques de simulation, et tout particulierement
la méthode « Bootstrap ».
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2.3. Approche paramétrigue

Le principe de la méthode consiste a remarquer que pour un échantillon de
taille suffisante, la fonction de répartition de la loi sous-jacente peut étre
approchée par la fonction de répartition empirique. Evaluer des statistiques
par simulation se ramene alors a générer des échantillons a l'aide de la
distribution empirique. Hors un tirage dans la distribution empirique s’obtient
simplement par un tirage avec remise des n valeurs dans I'échantillon
initial. On obtient ainsi au plus n" échantillons « boostrapés » a partir
desquels on va calculer les estimateurs empiriques des statistiques
d’intérét.

Dans le cas de I'estimation d’'une VaR, I'échantillon initial est constitue par
les n observations de X utilisées pour estimer les parametres du modele. La
statistique d’intérét est :

VaR(a)=F"'(a)

0
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2.3. Approche paramétrigue

On peut proceder de deux manieres (au moins) pour construire I'intervalle de
confiance recherché :

\7

- estimation de ia variance boostrapée de VﬁR(a) , que 'on utilise
ensuite avec I'hypothese de normalité asymptotique ;

- estimation directe d’'un intervalle de confiance boostrapé via la
methode BCa (« Bias corrected and accelerated »).
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2.3. Approche paramétrigue

Mais attention, les méthodes « bootstrap » sont mal adaptées a l'analyse
d’'un quantile éleve :
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2.4. Approche non paramétrigue

On ne suppose plus ici d’hypothese sur la forme a priori de la loi sous-
jacente ; on dispose dans ce contexte de la fonction de répartition
empirique :

n
L_

Une approche naturelle consiste a utiliser directement cette approximation
de la vraie loi pour proposer des estimateurs, par exemple :

F7(p)=([pn]=pn+1) Xy + (P =[PN]) X

Cependant, pour un quantile d’ordre élevé cette approche est inefficace
car les données sont insuffisantes.
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2.4. Approche non paramétrigue

En l'absence de données suffisantes il faut imaginer un moyen d’intégrer au
modele des contraintes structurantes. La théorie des valeurs extrémes
fournit ces contraintes en indiquant que la forme de la queue de distribution
est déterminée par une méme forme paramétrique, quelle que soit la
distribution d’origine.

On est donc ramené d'une certaine maniere a un cadre parametrique
« classique », qui va permettre de calculer des VaR et des TVaR pour des
guantiles d’ordre éleve.
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2.4. Approche non paramétrigue

Dans le cas du domaine de Fréchet, on remarque que :

S(x)=1-F (x)=x /*L(x)

S
On en déduit que =

En considérant alors le rapport des fonctions a variation lente proche de 1

on trouve que :
. )
S(X)zS(X(nk)){X ]
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2.4. Approche non paramétrigue

Cela conduit a proposer comme estimateur de la fonction de répartition,

pour X > X(n_k) /
Kk . 9an
F(x):l—ﬁ(x ” 1 ‘
L (n-k) )

Par inversion on propose l'estimateur suivant de la VaR :

n _gkl_,ln
Xp = X(n) (E(l_ p)]
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2.4. Approche non paramétrigue

On peut egalement utiliser I'estimateur suivant :

Il trouve sa justification dans I'étude de la loi des « exces au dela d'un
seuil », dont on peut montrer qu’il s’agit d’'une loi universelle, la loi de
Pareto généralisé.
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2.5. Conclusion

Estimer un SCR est délicat, du fait du niveau « élevé » du quantile :

- nécessité d’'une approche paramétrique (directe ou via la théorie
des valeurs extrémes) ;

- difficulté a proposer un estimateur robuste ;

- contraintes sur la représentation des extrémes dans le modele
interne ;

- pas facile de proposer des intervalles de confiance ;

- autre point a examiner : dépendance non linéaire.
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3- Perspectives

Les travaux présentes ici se poursuivent sur les sujets suivants :

- Mortalité : tables prospectives sur de « petits » groupes : choix de
la réference, méthode d’'ajustement et mesure de l'incertitude.

- Solvabilité : modele d’actifs pour un assureur, détermination de
I'allocation stratégique d’actifs, prise en compte des décisions de l'assureur
et de l'assuré. La notion de robustesse et la capacité a intégrer des
contraintes macro-économiques de long terme (informations exogenes au
modele, avis d’experts) sont déterminantes.
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3- Perspectives (3

Theses encadrées

FARJALLAH Mariem (en cours depuis 2007) : Impact des stress sur la
valeur des produits structurés dans une perspective Solvabilite 2.

KAMEGA Aymric (début en septembre 2008) : Outils théoriques et
opérationnels adaptés au contexte de l'assurance vie en Afrique
subsaharienne francophone.

MANDHOUJ Khouloud (debut en octobre 2008) : Etude de la structure de
déependance multidimensionnelle et Application en assurance.

MERHI Nisrine (début en octobre 2008) : Modélisation des décisions de
I'assureur dans la gestion de la participation aux bénéfices - conséquences
de ces décisions sur I'évaluation des options et garanties d'un contrat
d'assurance vie.

KALAMOUN Mehdi (début des que possible) : Conception d’'un modele
d’actifs intégré pour la détermination du SCR.
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