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Résumé

L’analyse de durées de vie censurées est utilisée dans des domaines d’ap-
plication variés et différentes possibilités ont été proposées pour la modélisa-
tion de telles données. Nous nous intéressons dans cette thése a deux types de
modélisation différents, le modeéle de Cox stratifié avec indicateurs de strates
aléatoirement manquants et le modéle de régression linéaire censuré a droite.
Nous proposons des méthodes d’estimation des paramétres et établissons les
propriétés asymptotiques des estimateurs obtenus dans chacun de ces mo-
déles.

Dans un premier temps, nous considérons une généralisation du modéle
de Cox qui permet a différents groupes de la population, appelés strates,
de posséder des fonctions d’intensité de base différentes tandis que la valeur
du paramétre de régression est commune. Dans ce modéle a intensité propor-
tionnelle stratifié, nous nous intéressons a ’estimation des parameétres lorsque
I'indicateur de strate est manquant pour certains individus de la population.
Des estimateurs du maximum de vraisemblance non paramétrique pour les
parameétres du modéle sont proposés et nous montrons leurs consistance et
normalité asymptotique. L’efficacité asymptotique du paramétre de régres-
sion est établie et des estimateurs consistants de sa variance asymptotique
sont également obtenus. Pour ’évaluation des estimateurs du modéle, nous
proposons l'utilisation de l'algorithme Espérance-Maximisation et le déve-
loppons dans ce cas particulier.

Dans un second temps, nous nous intéressons au modéle de régression
linéaire lorsque la donnée réponse est censurée aléatoirement a droite. Nous
introduisons un nouvel estimateur du paramétre de régression minimisant
un critére des moindres carrés pénalisé et pondéré par des poids de Kaplan-
Meier. Des résultats de consistance et normalité asymptotique sont obtenus
et une étude de simulations est effectuée pour illustrer les propriétés de cet
estimateur de type LASSO. La méthode bootstrap est utilisée pour I'estima-
tion de la variance asymptotique.

Mots clés

Durées de vie censurées, régression linéaire, modeéle a intensité proportion-
nelle stratifié, estimateurs LASSO, bridge, estimateur du maximum de vrai-
semblance non paramétrique, poids de Kaplan-Meier, estimation bootstrap,
consistance, normalité asymptotique, données manquantes, estimation de la
variance.
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Abstract

Life data analysis is used in various application fields. Different methods
have been proposed for modelling such data. In this thesis, we are interested
in two distinct modelisation types, the stratified Cox model with randomly
missing strata indicators and the right-censored linear regression model. We
propose methods for estimating the parameters and establish the asymptotic
properties of the obtained estimators in each of these models.

First, we consider a generalization of the Cox model, allowing different
groups, named strata, of the population to have distinct baseline intensity
functions, whereas the regression parameter is shared by all the strata. In this
stratified proportional intensity model, we are interested in the parameters
estimation when the strata indicator is missing for some of the population
individuals. Nonparametric maximum likelihood estimators are proposed for
the model parameters and their consistency and asymptotic normality are es-
tablished. We show the asymptotic efficiency of the regression parameter and
obtain consistent estimators of its variance. The Expectation-Maximization
algorithm is proposed and developed for the evaluation of the estimators of
the model parameters.

Second, we are interested in the regression linear model when the re-
sponse data is randomly right-censored. We introduce a new estimator of
the regression parameter, which minimizes a Kaplan-Meier-weighted penal-
ized least squares criterion. Results of consistency and asymptotic normality
are obtained and a simulation study is conducted in order to investigate
the small sample properties of this LASSO-type estimator. The bootstrap
method is used for the estimation of the asymptotic variance.

Key words

Right-censored survival data, linear regression, stratified proportional in-
tensity model, LASSO estimator, bridge estimator, nonparametric maximum
likelihood estimator, Kaplan-Meier weights, bootstrap estimation, consis-
tency, asymptotic normality, missing data, variance estimation.
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Introduction

L’analyse de durée de vie est utilisée dans de nombreux domaines, comme
la médecine, la fiabilité industrielle, I’économie ou encore la psychologie, et
I’étude de données issues de ces secteurs se développe depuis plusieurs décen-
nies. Il existe de nombreuses maniéres de modéliser des données de survie et
ce travail s’intéresse & deux modélisations différentes dans le cas de données
censurées, le modéle de Cox défini par sa fonction de risque

At) = No(t)e?™X,

ol Ay est une fonction de risque de base non paramétrée, et le modéle de
régression linéaire défini par une égalité liant la variable réponse Y aux
covariables X

Y =0X +e,

€ étant une variable aléatoire d’erreur.

Dans le premier chapitre, nous introduisons et motivons la notion de du-
rée de survie et présentons les outils de modélisation utilisés dans les études
d’analyse de durée de vie.

Aprés avoir défini le cadre de 1’étude, dans la premiére partie de cet
exposé, nous nous intéressons au modéle de Cox censuré a droite. Nous com-
mencons, dans le chapitre 2, par présenter ce modéle et sa généralisation au
modéle de Cox stratifié, ainsi que les résultats existants pour I'estimation des
parameétres du modéle. Nous expliquons pourquoi ces résultats ne peuvent
étre utilisés lorsque les strates sont partiellement manquantes. Dans le cha-
pitre 3, nous proposons des estimateurs non paramétriques par maximum
de vraisemblance pour le modéle de Cox stratifié censuré avec strates aléa-
toirement manquantes. Nous présentons les résultats asymptotiques obtenus
pour ces estimateurs, et proposons une méthode d’estimation de la variance
asymptotique du paramétre 3. Passant aux aspects numériques, le chapitre 4
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décrit 'algorithme Espérance-Maximisation et 'applique a I'estimation des
paramétres proposés dans le chapitre 3.

Dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons au modele de régression
linéaire censuré a droite. Le chapitre 5 permet d’introduire le modéle de du-
rée de vie a temps accéléré issu du modéle de régression linéaire a travers une
transformation logarithmique de la donnée réponse. Il introduit les résultats
existants sur les estimateurs de type Kaplan-Meier et rappelle la théorie des
moindres carrés contraints par une pénalité bridge dans le cas du modéle
de régression linéaire. Dans le chapitre 6, nous proposons un estimateur de
Kaplan-Meier pénalisé de type LASSO dans le modéle de régression linéaire
censuré a droite. Nous étudions ses propriétés asymptotiques et présentons
les résultats de simulations visant a illustrer les bonnes propriétés d’un tel
estimateur a taille d’échantillon fixée. Enfin, le chapitre 7 s’intéresse a la
méthode bootstrap permettant d’estimer la variance asymptotique de I’esti-
mateur proposé dans le chapitre 6. Il décrit les mécanismes de cette méthode.



Chapitre 1

Modéles de durée de vie et
processus

Sommaire

1.1 Motivations . . . . . . . v v v ittt e 3
1.2 Modéles de durée de vie . .. ... ... ... ... 4
1.3 Censure aléatoire. . . . . . . . ... 9
1.3.1 Vraisemblance dans un modéle de survie censuré . 10

1.3.2 Vraisemblance dans un modéle de survie censuré
avec covariables . . . . ... ... o000 11
1.4 Processus de comptage et processus empiriques . 12
1.4.1 Rappels sur les processus . . . . . . .. ... ... 12
1.4.2 Rappels de théorie des processus empiriques . . . . 16
1.4.3 Rappels sur les martingales & temps continu . . . . 18

L’objectif de ce chapitre est de motiver et d’introduire la notion de durée
de vie censurée ainsi que ’approche statistique au travers de laquelle nous
allons étudier ce type de données. Dans ce premier chapitre, nous présen-
tons les outils de modélisation utilisés en analyse de durées de vie et nous
introduisons le probléme de la censure qui affecte ce type de données.

1.1 Motivations

En analyse de survie, on s’intéresse a un groupe d’individus associés a
un événement d’intérét, souvent appelé échec ou mort, survenant aprés une
durée appelée durée de vie ou donnée de survie. Cet événement d’intérét in-
tervient au plus une seule fois pour chaque individu. Des exemples classiques



4 Modéles de durée de vie

sont la panne de composants électroniques en fiabilité industrielle, la fin d’une
gréve ou d’une période de chomage en économie, la résolution d’une tache
spécifique en expérimentation psychologique ou, en médecine, la rechute ou
la mort d’un patient, ce qui a donné son nom au domaine. Dans la plupart
des cas, ’événement d’intérét symbolise la transition d’un état & un autre.

Pour déterminer précisément la survenue de 1’échec, il est nécessaire de
définir sans ambiguité l'origine des temps et le terme d’échec, ainsi que choi-
sir une échelle de temps. L’origine des temps n’est pas nécessairement la
méme pour tous les individus et doit étre définie précisément pour chacun
d’entre eux. Dans la plupart des cas, le temps 0 est choisi comme étant le mo-
ment, d'une transition. Par exemple, lors de la mesure d'un age, 'origine des
temps est la naissance. Pour un essai de traitement médical, I’origine natu-
relle des temps est le début du traitement, mais en ce qui concerne I’évolution
d’une maladie, la date de contamination n’étant en général pas connue, on
peut considérer le moment du diagnostic comme origine. Cela peut paraitre
une alternative convenable méme si cela entrainera des approximations par
la suite. En ce qui concerne I’échelle des temps, le cas le plus fréquent est
une mesure horaire, mais d’autres possibilités existent, comme le kilométrage
d’un véhicule ou le temps cumulé d’utilisation d’un systéme.

Dans beaucoup de domaines d’application, on dispose, en plus de 'obser-
vation de durées de vie, d’informations supplémentaires suspectées d’influer
sur les durées étudiées. Ces informations supplémentaires, appelées cova-
riables ou wvariables explicatives, peuvent étre différentes pour chaque indi-
vidu. Cela peut étre une caractéristique de I'individu (groupe sanguin, sexe,
domaine professionnel, age...) ou une observation dépendant de I’étude (po-
sologie d’'un traitement médical, type de greffe, durée d’hospitalisation...).
Deux objectifs majeurs de I'analyse de survie sont I’évaluation de 'influence
des covariables et la prédiction d’une durée de survie.

La suite de ce chapitre permet d’introduire les notations et outils clas-
siques de modélisation utilisés en analyse de survie.

1.2 Modéles de durée de vie

L’analyse statistique des durées de vie étudie les lois d’instants d’occu-
rence d’événements, a partir d’observations de durées et éventuellement de
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variables explicatives, faites de maniére discréte ou continue dans le temps.

Ainsi, nous désignons par 7T une variable aléatoire positive définie sur un
espace probabilisé (€2, A, P) et représentant une durée jusqu’a un événement
d’intérét, 'origine des temps étant prédéfinie. Dans le domaine médical, cet
événement peut étre la mort, la guérison, la rechute d’un individu; dans le
domaine économique, la perte d’un emploi; en fiabilité, 'instant de premiére
panne. Par la suite, la durée 7" sera appelée durée de vie. Nous notons Frp
sa fonction de répartition. La loi de 1" peut également étre caractérisée par
d’autres fonctions facilement interprétables en considérant 7' en terme de
durée de vie.

DEFINITION 1.1. On appelle fonction de survie Sy la probabilité que la
durée de vie T soit supérieure a un tempst :

VEER,Sr(t) =P(T >t) = 1— Fr(t).

Notons que si la loi de T" admet une densité f7 par rapport a la mesure
de Lebesgue,

+oo
VEeR St = [ fo(ddt et fr(t)=—S() pop.
t
DEFINITION 1.2. On appelle fonction de risque instantané Ar la fonction
définie pour t dans R™ par

Ar(t) = limp,_o tP(t <T <t+h|T >t) sit esttel que P(T >1t) >0
7 400 sinon
La fonction de risque peut avoir des formes trés différentes mais est né-
cessairement positive sur R.
Supposons maintenant que 7" soit une variable continue, on observe alors que

fet) 0
— 10 = 5 n(Se(0)

vVt € RT, A p(t)

en posant ¢/0 = 400 pour tout ¢ > 0. La définition de Ay montre que pour h
assez petit, hAp(t) s'interpréte comme la probabilité de survenue de 1'événe-
ment d’intérét dans l'intervalle |¢,t + h] sachant que cet événement ne s’est
pas encore produit a l'instant ¢. Cette fonction traduit donc I’évolution dans
le temps du risque de survenue de I’événement d’intérét.
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DEFINITION 1.3. On appelle fonction de risque cumulé Ar la fonction dé-
finie pour t dans R par

Ar(t) = /0 Ar(s)ds = —1In(S(t)),
qui vaut +o00 quand S(t) = 0.

Des définitions précédentes on déduit que pour tout ¢t € R, on a la
relation

fr(t) = Ar(t) exp(=Ax(t)).

En conclusion, les cinq fonctions précédentes permettent de caractériser
la loi de T et les unes sont déductibles des autres. Cependant, c’est I'inter-
prétation de la fonction de risque instantané qui permettra le plus souvent de
guider le choix d’un modéle pour des données de durée de vie. Nous illustrons
les définitions précédentes avec des exemples de distributions de durée de vie
parmi les plus utilisés.

EXEMPLE 1.1. Dans une étude de survie, si nous pouvons supposer qu’il
n’y a pas d’effet d’usure ou de vieillissement, la probabilité de survenue de
I’événement d’intérét, sachant qu’il n’est pas encore survenu, ne varie pas au
cours du temps. Nous pouvons donc caractériser la loi de la durée T" par une
fonction de risque instantané constante :

Vi € RT)N(t) = A,

ol A est une constante strictement positive.
On obtient ainsi les fonctions définies ci-dessus pour ¢t € R :

frt) =Xe ™ Fp(t) =1 —e M Sp(t) = e et Ap(t) = M.

La variable T suit donc une loi exponentielle de paramétre A. Cette loi est
connue pour son "absence de mémoire" car le temps d’attente jusqu’a 1'oc-
curence de ’événement d’intérét ne dépend pas du passé de I'individu :

PT>z+tT >x)=PT >1).

Si historiquement la loi exponentielle a été trés étudiée en raison de ses nom-
breuses propriétés mathématiques, sa fonction de risque constante apparait
trop restrictive dans la majorité des applications médicales ou industrielles.
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EXEMPLE 1.2. La loi exponentielle fut généralisée par Weibull en 1939 a la
loi du méme nom en introduisant un nouveau parameétre, de maniére a ce
que la fonction de risque soit la suivante :

Vit € RYA(E) = dat™

ou A et a sont deux constantes strictement positives.

Le paramétre A est appelé paramétre d’échelle et o paramétre de forme. En
effet, A donne I'amplitude de la fonction de risque, et la position de « par
rapport & 1 définit la monotonie de la fonction de risque : si @ = 1, on re-
trouve la fonction de risque constant et donc la loi exponentielle; si o > 1
(respectivement o < 1), Ar est croissante (respectivement décroissante) dans
le temps et il y a donc phénoméne d’usure, vieillissement (respectivement
rajeunissement).

Grace a I'expression de la fonction de risque, on obtient les expressions sui-
vantes pour ¢t € R :

fr(t) = dat® e Fp(t) =1 — e Sp(t) = e et Ap(t) = M.

La loi de Weibull est trés largement utilisée dans les domaines industriel (fia-
bilité) et biomédical (analyse de durée de vie). En effet, cette loi est apparue
comme étant le choix de modéle le plus approprié dans la description de don-
nées portant sur la durée de vie de composants manufacturés ou ’apparition
d’une tumeur chez I'animal. Son succes est également di au fait que cette
loi a un spectre assez large, couvrant a la fois le cas d’une fonction de risque
croissante et celui d’'une fonction de risque décroissante.

Prise en compte de covariables

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici a la modélisation de données de survie
d’une population homogéne. Cependant, dans la plupart des domaines d’ap-
plication, on constate que les individus ont des caractéristiques différentes
observables qui peuvent influer sur la donnée de survie qui nous intéresse.
Ces caractéristiques sont modélisables par des covariables qui donnent une
information supplémentaire sur chaque individu et sont soit fixes dans le
temps (sexe, catégorie socio-professionnelle, appartenance & une population
a risque...) ou au contraire dépendantes du temps (mesure d’une quantité
biologique...), ce qui est le cas lorsqu’on souhaite évaluer l'influence d’un
phénoméne individuel sur la durée précédant la survenue d’un événement.
On se restreindra par la suite a des covariables, aussi appelées variables ex-
plicatives, fixes dans le temps.
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Nous considérons ainsi une durée de vie aléatoire 1" et un vecteur de p
variables explicatives réelles X = (X7, ..., X))’ associée a la durée de survie
T.

Il existe deux approches différentes pour modéliser 'influence des covariables
sur la durée de survie 7. La premiére est analogue a l’approche de la ré-
gression linéaire classique. Dans celle-ci, on modélise le logarithme népérien
de la durée de survie T' de maniére a transformer la durée, positive, en une
variable prenant I’ensemble de ses valeurs dans R, et on suppose un modéle
linéaire pour In(7) :

In(T) =m+ 3'X + oe,

ol m est une constante réelle, 3 est un vecteur de coefficients de régression,
o > 0 et € représente une erreur aléatoire. Cette modélisation a la propriété
d’introduire un phénomeéne d’accélération ou décélération du temps selon un
facteur e #'X dans la fonction de survie de T : si Sty désigne la fonction de
survie de T" quand les covariables sont fixées égales a 0 et Spx—, celle de T
quand les covariables sont fixées égales a x, alors

ST\X:z(t) = ST|0(75€_B/I).

Si cette approche permet une extension du modéle linéaire classique aux don-
nées de survie, son utilisation est restreinte par le choix de la distribution de
Ierreur €.

Ainsi, 'approche classique de modélisation de l'effet des covariables sur
une donnée de survie est de modéliser la fonction de risque conditionnelle
aux covariables comme une fonction de celles-ci. Deux classes de modéles gé-
néraux sont utilisés pour cette modélisation : la famille des modéles a risque
multiplicatif et celle des modéles a risque additif. Les modéles a risque additif
ne seront pas abordés ici, le lecteur pourra se référer & Buckley (1984), Lin
et al. (1998), Martinussen & Scheike (2002), Klein & Moeschberger (1997).

Les modeéles a risque multiplicatif sont définis a partir d’'une fonction
de risque conditionnelle au vecteur de covariables X s’écrivant comme le
produit d’une fonction de risque dite de base )y par une fonction positive des
covariables ¢(('z) :

Aix=(t) = Ao(t)c(B'z).

La fonction de risque de base s’interpréte comme le risque instantané d’oc-
curence de ’événement d’intérét pour un individu associé a des covariables
telles que X = 0. On choisit généralement comme fonction de lien ¢ = exp.
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EXEMPLE 1.3. Le modéle multiplicatif associé au modéle de Weibull est défini
par la fonction de risque conditionnelle

Arix (1) = dat® 1,

ot 3, X € RP. \at®! correspond a la fonction de risque de base de l'individu.
Le vecteur de parameétres a estimer est donc («, A, ).

Les fonctions conditionnelles de densité, répartition, survie et risque cumulé
sont donc données respectivement, pour tout ¢ > 0, par :

Frix(t) = aMolF XM eBX) g () = ] = oM ew(BX),

Stix(t) = e M ep(FX) Apix(t) = At X,

1.3 Censure aléatoire

L’analyse des durées de vie pose des problémes particuliers diis au fait que
les observations des durées de vie sont le plus souvent censurées. Par exemple,
les données de survie de certains individus sont susceptibles de n’avoir pas
été observées a la fin de I’étude, et donc la seule information dont nous dispo-
sons pour celles-ci est une borne inférieure. Cela correspond a un mécanisme
de censure a droite de type I, type de censure que nous allons traiter dans
la suite de ce travail. Le lecteur pourra se référer a Klein & Moeschberger
(1997) pour des exposés sur la censure de type II, ou la censure de type I a
gauche ou par intervalles.

Nous notons donc 70 une durée de vie aléatoire. Introduisons une variable
aléatoire C' indépendante de T° & valeurs dans R* U {+o0c} dite variable
aléatoire de censure. Dans le modéle de censure a droite, la durée de vie n’est
observée que si elle est inférieure a la variable de censure ; sinon, on observe la
valeur de la variable de censure. De plus, le caractére de la variable observée
est connu, c’est-a-dire que l'on sait si la variable observée est la variable
d’intérét (durée de vie), ou la variable de censure. En résumé, dans le modéle
de censure a droite, on observe

T =min(T°, C) et A= lpocc.

Le cas ou C est une variable aléatoire dégénérée constante correspond
au cas ol 'observation des durées de vie s’arréte a la fin d'une durée fixée
(I'étude a une durée limitée et fixe).
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Voici par exemple sur la figure suivante un jeu de données de 100 individus
auquel on peut s’intéresser dans I’étude de durées de survie censurées a droite.
Les données censurées sont matérialisées par des croix, tandis que les données
de survie réellement observées le sont par des ronds.

100 tirages censures

X
o 8 X
X X y % X

- o x XK o) % )2< X% X
§ o y x x o & OX
c o)
S © © 0o X Xox XX
o X o % o

X X e} o o
=< o] X % X
n X X o X e}
o o o0 le) o X
g X% °© X x X
2 * %o 0 o ©o
o o X o
o (o] O le) x
§ (@] le) (@]

o
s o
<) o
©
o _|
—
o
I I I I I I
0 20 40 60 80 100
100 individus

1.3.1 Vraisemblance dans un modéle de survie censuré

Soit T° une durée de vie aléatoire. On suppose que la loi Pro de T° ap-
partient & une famille de lois de probabilité P = {F;0 € O} on © C R”. La
vraie loi de TV est ainsi notée Py,, ou 6y € O.

Notons frog(.), Frog(.), Sro.p(.), Aro.a(.), Arog(.) les densité, fonction de
répartition, fonction de survie, fonction de risque instantané et fonction de

risque cumulé de la variable durée de vie T', sous la loi Fj.

La variable de censure C' est supposée indépendante de la variable T' et
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sa loi est supposée ne pas dépendre du paramétre 6; on dit que la loi de
la censure C' est non informative. On note fo(.), Fo(.), Sc(.) les densité,
fonction de répartition et fonction de répartition de la variable C.

Les observations sont donc des réalisations de 7' = min(7°, C) et de I'in-
dicatrice de censure A = Ipo<c. Notons (75, A;)icq1,...n} un échantillon des
variables (7', C'). L’estimation de y a partir des observations peut étre effec-
tuée par la méthode du maximum de vraisemblance.

La vraisemblance associée a I'échantillon (7, A;)icq1,...ny S'écrit sous la
forme

n

La(®) = T (froa(T)Se(T:)™ (Srop(Ti) fe(T0))'

=1
= [ ro0(T) ™ Srop(Ti)Sc(T) > fo(Ti) 2,
=1

en utilisant les relations liant les densité, fonction de survie et fonction de
risque instantané.

Sous I'hypothése de censure non informative, on remarque qu'’il est équi-
valent de chercher I'estimateur du maximum de vraisemblance de # en maxi-
misant 1’expression

H/\T09 ZSTO Q(T)

1.3.2 Vraisemblance dans un modéle de survie censuré
avec covariables

On considére un modéle de prise en compte de covariables a risque multi-
plicatif. On suppose que la loi conditionnelle Prox de T° sachant X appar-
tient & une famille de lois de probabilité Px = {P x;0 € ©} ou © C RP. La
vraie loi de T° sachant X est ainsi notée Py, x, ou 6y € ©.

Notons frojx;o(-); Frojx;e(.), Sroixia(-); Aropxie(.), Arojx,e(.) les densité,
fonction de répartition, fonction de survie, fonction de risque instantané et
fonction de risque cumulé de la variable durée de vie T°, sous la loi Py x.

On suppose que la loi de X, de densité fx, ne dépend pas du paramétre
0. De la méme facon que dans le cas ot les covariables n’interviennent pas, on
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considére que la loi de T conditionnelle & X est indépendante de la loi de C
conditionnelle & X et que la loi de C' est non informative pour le parameétre 6.

Avec les mémes notations que précédemment, la vraisemblance associée a

77777

forme

n

L,(0) = H (fT0|X;9(Ti)SC’\X(Ti>)Ai (Szoix.0(T3) forx (T7))

i=1

Les lois de X et de C' conditionnellement & X ne dépendant pas du
paramétre 6, 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 peut donc étre
obtenu en maximisant ’expression

H ATO|X;9(E)AiST0|X;9(ZTi)‘
=1

1.4 Processus de comptage et processus empi-
riques

Les processus de comptage et la théorie des processus empiriques four-
nissent des méthodes adaptées pour étudier les données de survie censurées.
Cette approche a été développée par Aalen (1975) et le lecteur peut se référer
aux ouvrages Fleming & Harrington (1991) et Andersen & Gill (1982) pour
une étude plus compléte.

Nous commencons ici par rappeler des notions sur les processus qui seront
nécessaires par la suite.

1.4.1 Rappels sur les processus

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé.

DEFINITION 1.4. Un processus stochastique réel est une famille de variables
aléatoires réelles X = (X (t))ier indexé par un ensemble U définies sur le
méme espace probabilisé (2, F,P).
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L’ensemble I' indice en général le temps et vaut habituellement N (pro-
cessus discrets) ou RT (processus continus). On s’intéressera par la suite a
des processus continus.

DEFINITION 1.5. Pour un processus stochastique, les fonctions définies pour
w € Q par X(.,w): RT — R sont appelées trajectoires de X.

Un processus sera dit continu a droite, & variation bornée, croissant, ayant
des limites a droite si [’ensemble des trajectoires ayant la propriété corres-
pondante est de probabilité 1.

Un processus X est donc une application de Rt x 2 dans R, et X (¢,w)
désigne la valeur de la variable aléatoire X (¢) en la réalisation w.

DEFINITION 1.6. B(R™) désigne la tribu des boréliens sur RT.
Le processus X est dit mesurable si X : (RT, B(R")) x (Q2,F) — R est une
application mesurable.

DEFINITION 1.7. Un processus stochastique est dit :
— intégrable si sup,cp+ E|X (¢)] < +oo,
— de carré intégrable si sup,p+ E (X (t))* < 400,
— borné s’il existe une constante M € RT telle que

P (sup | X (1) < M) =1
teRT
Les définitions suivantes vont permettre d’établir une formulation rigou-
reuse du concept d’information s’accroissant avec le temps.

DEFINITION 1.8. — Une filtration (F;)er+ est une famille de sous-tribus

de la tribu F croissante,c’est-a-dire vérifiant pour tout s <t, F; C Fy.

— Si (Fi)ier+ est une filtration, Np=oFpn est une tribu et on la note Fyy.
De la méme facon, F;_ est la tribu engendrée par UpsoFi_p.

— Une filtration (F;)ier+ est dite continue a droite si pour tout t € RT,
Fir = Fr.

Les filtrations les plus naturelles sont les histoires de processus stochas-
tiques, c’est-a-dire les familles (F;);cr+ telles que Fy = o (X(s);0 < s <t)
est la plus petite tribu rendant pour tout 0 < s < ¢ les variables X (s) mesu-
rables. Dans ce cas, on voit que F; contient ["information engendrée par le
processus X sur [0, t].

DEFINITION 1.9. Le processus stochastique (Xi)icr+ est dit adapté a la
filtration (F)er+ st pour tout t € RT, X (t) est Fi-mesurable.
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Bien entendu, tout processus est adapté a sa filtration histoire.

Les processus de comptage et leurs propriétés seront particuliérement
utiles dans la suite de ce travail.

DEFINITION 1.10. Un processus de comptage est un processus stochastique
(Nt)ier+ adapté a une filtration (F;)ier+ tel que N(0) =0, N(t) < +o0 p.s.
et dont les trajectoires sont avec probabilité 1 continues a droite, constantes
par morceaur avec des sauts de taille 1.

Dans la plupart des applications, comme le terme "processus de comp-
tage" le suggére, N(t) — N(s) représentera le nombre d’événements interve-
nant dans Uintervalle |s,t]. Le processus de Poisson est un des exemples les
plus classiques.

EXEMPLE 1.4. Soient T et C' deux variables aléatoires positives indépen-
dantes de lois continues. Notons 7" = min(7°, C') observation censurée du
temps de survie 7% et A = I7<c. Alors le processus défini pour ¢ > 0 par

N(t) = ]]_TSt,A:l - AILTgt

est un processus de comptage appelé processus de comptage des échecs. De
la méme facon, le processus défini pour ¢t > 0 par

Y(t) - I]_th
est un processus stochastique appelé processus a risque.

Nous définissons maintenant 'intégrale de Lebesgue-Stieljes qui nous sera
utile lorsque nous intégrerons contre un processus de comptage. Elle se base
sur la bijection entre les fonctions croissantes continues a droite et la classe
des mesures boréliennes sur R.

THEOREME 1.1. — Soit ; une mesure borélienne sur R et soit G une
fonction, définie sur R a une constante additive pres, par G(b)—G(a) =
p(]a,b]). Alors G est continue a droite et croissante.

- Soit G : R — R wune fonction croissante continue o droite et posons,
pour tout intervalle Ja,b] de R (a < b), u(]a,b]) = G(b) — G(a). Alors
il existe une unique extension de p a une mesure borélienne sur R.
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On a alors les relations suivantes, faciles a établir, entre la fonction crois-
sante continue & droite GG et sa mesure borélienne associée p. La notation
G(t—) = lim,y; G(z) est utilisée.

PROPOSITION 1.2. e u(]a, b)) = G(b—) — G(a),
p([a, b]) = G(b) — G(a—),

p(la, b) = G(b=) — G(a—),

p(fa}) = Gla) — Gla—),

G est continue en a si et seulement si p({a}) = 0.

La définition d’intégrale de Lebesgue-Stieljes est basée sur la notion plus
générale d’intégrale de Lebesgue grace a la correspondance établie précédem-
ment.

DEFINITION 1.11. Soit f : R — R une fonction borélienne, G : R — R une
fonction croissante continue a droite, et p la mesure borélienne relative a G.
Pour un ensemble borélien A C R, on définit I’intégrale de Lebesgue-Stieljes

fA fdG par fA fdu.

Cette définition assez abstraite permet d’établir des formules plus expli-
cites quand la fonction G' a certaines propriétés. Notamment, quand G est
une fonction en escalier, elle comporte un nombre au plus dénombrable de
sauts notés ici {xy, s, ...} tels que AG(z,) = G(z,) — G(x,—) > 0. La me-
sure [ associée sera alors discréte et strictement positive aux points x1, zo, ...,
d’ou la formule, pour A un borélien de R

/A fAG = Y flan)AG(x,).

La notation sur un intervalle de l'intégrale fst fdG pouvant mener a des
ambiguités si s ou t est un point de discontinuité de G, nous utiliserons la
convention

t
/ fdc= | rde.
s ]s,t]

Dans cette configuration, on note que l'intégrale de Lebesgue-Stieljes permet
d’utiliser une notation simple pour une somme de termes dénombrables.

Si la fonction G a une dérivée g en chaque point de Uintervalle |s, t], alors
w(]s, t]) = f;g(w)dx et 4 est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. On a alors

[ 1w = [ @t
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1.4.2 Rappels de théorie des processus empiriques

Nous rappelons ici quelques éléments de théorie des processus empiriques
dont nous aurons besoin par la suite. Le lecteur peut se référer a Shorack
& Wellner (1986), van der Vaart & Wellner (1996) et van der Vaart (1998)
pour une étude plus compléte.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace
mesurable (X, .A) de méme loi que X notée Px.

DEFINITION 1.12. La mesure empirique P, associée a (X,,) est la mesure
définie sur les boréliens par

1
P.(B) = Ecard{i €{1,...,n}; X, € B}.

On la note P, =n=' 3" 0x,, ot 8, désigne la mesure de Dirac au point a,
c¢’est la mesure aléatoire qui met un poids 1/n a chaque observation X;.

Soit S un ensemble de fonctions mesurables f: X — R et Py-intégrables,
alors la mesure empirique permet de définir une application de S dans R don-
néepar f — P, f =n~'>"" | f(X;). On utilise la notation Qf := [ fd@ pour
une fonction mesurable f et une mesure (). Notons que si X est a valeurs
réelles, pour f, = Lj_ooy), @f: = Q(] — 00,2]), et donc on retrouve pour
@ = Px la fonction de répartition de X. On appelle fonction de réparti-
tion empirique F,, la fonction de répartition (aléatoire) associée a la mesure
empirique, définie par F,,(z) =P, fr =n"'> " | Ix,<,.

DEFINITION 1.13. Le processus empirique G,, associé a (X,,) et S est l'ap-
plication

o Caf = VAP, = PO() = == D () ~ B (X))).

On Uidentifiera fréquemment & la mesure G, = n=Y/23""  (6x; — Px).

Pour une fonction donnée f, sous I’hypothése d’existence de Px f et I'hy-
pothése Px(f?) < 400, la loi forte des grands nombres et le théoréme central
limite donnent les convergences

P, (f)Z5Pxf et Gu(f)—-N (0, Px(f — Px[)?).

La théorie des processus empiriques s’intéresse au cas plus général de
la convergence uniforme de ces processus sur des classes de fonctions. Les
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théorémes de Glivenko-Cantelli et Donsker donnent une premiére extension
uniforme sur la classe de fonctions Z = {Ij_s 4, € R} pour les variables
aléatoires a valeurs réelles indépendantes.

THEOREME 1.3 (Glivenko-Cantelli). Soit (X,,) une suite de variables aléa-
toires réelles indépendantes de méme fonction de répartition Fx et de fonc-
tion de répartition empirique IF,,, alors

sup |F, — F| 2% 0.
R

n—-+00
On peut réécrire la conclusion de ce théoréme sous la forme sup ez [P, f —
P;l % 0. On note ||Qf|ls = supses |Qf]. Cela permet d’introduire la

n—-4o0o
définition suivante.

DEFINITION 1.14. Une classe S de fonctions f : X — R est appelée Px-
classe de Glivenko-Cantelli si elle vérifie

IP..f = Pflls == 0.

La classe Z est donc un premier exemple de Px-classe de Glivenko-
Cantelli. Supposons maintenant, afin d’étendre le théoréme central limite
a une version uniforme, ou fonctionnelle, que

pour tout © € X, sup;cr|f(x) — Px f| < +oo.

Sous cette condition, le processus empirique G, peut étre vu comme un
élément de I'espace ¢>°(F) des fonctions bornées de F dans R.

DEFINITION 1.15. Une classe S de fonctions f : X — R est appelée Px-
classe de Donsker si elle vérifie

Gn= v, —P) = G dans (=(F),

n—-4o0o

ot la limite G est un processus gaussien tendu centré de fonction de cova-

riance cov(G f1,Gfs) = Px f1fo — Px f1.Px fa-

On remarque que le lemme de Slutsky permet de montrer que toute
classe de Donsker est une classe de Glivenko-Cantelli. Réciproquement, toute
classe de Glivenko-Cantelli n’est pas une classe de Donsker, mais beaucoup
d’exemples peuvent se trouver parmi les classes de Glivenko-Cantelli.

Un premier exemple de classe de Donsker est obtenu grace au théoréme
du méme nom.
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THEOREME 1.4. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes de méme fonction de répartition Fx et de fonction de répartition
empirique F,,, alors la suite des processus empiriques /n(IF,, — Fx) converge
en lot dans ’espace des fonctions continues a droite avec limite a gauche sur
R vers un processus gaussien Gp, tendu centré de fonction de covariance au
point (s,t) égale a Fx(s ANt) — Fx(s)Fx(t).

Ainsi, si X = R, I'ensemble 7 = {1)_ 4, # € R} est une Px-classe de

Donsker. van der Vaart & Wellner (1996) et van der Vaart (1998) donnent
d’autres exemples de classes de Donsker. L’ensemble des fonctions de varia-
tion uniformément bornée forme une classe de Donsker.
Soit une classe paramétrique de fonctions {f;,t € T}, ot T est un ensemble
borné de R S’ il existe m fonction mesurable telle que m(X) admet un
moment, d’ordre r et pour tout s,t, |fs(z) — fi(x)| < m(z)||s — t||, alors cet
ensemble est une Pyx-classe de Donsker. Les classes de Sobolev sont égale-
ment des classes de Donsker.

D’autre part, certaines opérations sur les classes de fonctions permettent
de préserver la propriété de Donsker. Tout d’abord, si & est une classe de
Donsker, alors tout sous-ensemble de S, 'adhérence et I’enveloppe convexe
symétrique de S sont des classes de Donsker. Si S et 7Tsont des classes de
Donsker telles que || Px||sur < oo alors SAT ={fANg;f€S,9eT},SVT
(défini de la méme fagon), S+7 et SUT sont également des classes de Dons-
ker. Si S et 7 sont des classes de Donsker uniformément bornées alors S.7°
est encore une classes de Donsker. Si S est Donsker et vérifie || Px||s < oo
et lexistence de 6 > 0 tel que pour tout f € S, f > § alors {1/f; f € F}
est une classe de Donsker. Le lecteur intéressé par des théorémes plus géné-
raux et d’autres exemples pourra se référer & van der Vaart & Wellner (1996).

1.4.3 Rappels sur les martingales & temps continu

Certaines méthodes utilisant la théorie des martingales permettent I’étude
des propriétés des estimateurs dans le cadre de données de vie censurées.
Nous rappelons donc la définition de martingale & temps continu et donnons
une application classique aux données de survie. Le lecteur intéressé par une
approche plus compléte pourra se référer a Fleming & Harrington (1991) ou
Bickel et al. (1993) par exemple.

Soit X = (X()):>0 un processus stochastique continu & droite avec limites
a gauche et (F;)ier+ une filtration.
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DEFINITION 1.16. X est appelé martingale adaptée a la filtration (F;)scp+
ou (Fi)-martingale si

- X est adapté a (Fy)ier+,

— pour tout t € RY, E|X(t)| < 400,

— pour tous s,t € RY, E (X (t+ s)|F) = X(t) ps.

Si la derniére condition est remplacée par E (X (t + s)|F;) > X(t) ps, X
est appelé sous-martingale.

Si la derniére condition est remplacée par E (X (t + s)|F;) < X(t) ps, X
est appelé sur-martingale.

PROPOSITION 1.5. Soit X une martingale adaptée a (F;)er+. Alors E (X ()| F—) =
X(t—) ps.

EXEMPLE 1.5. Reprenons ’exemple 1.4. Introduisons la filtration définie par
./T;g = O'{N(S), (1 — A>1T0§s;0 <s S t}

Notons A la fonction de risque instantanée de 7° et définissons le processus
M sur R par

t
M(t) = A]-Togt — / ]]_TOZU)\(U>dU.
0

Alors M est une martingale adaptée a la filtration (F).

Ce résultat est également valable sous des hypothéses plus faibles que 'indé-
pendance de T° et la censure C' mais il sera suffisant pour les configurations
auxquelles nous nous intéressons.
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Premiére partie

Estimation du maximum de
vraisemblance dans le modéle de
Cox censuré a droite avec strates

aléatoirement manquantes

21






23

Cette partie présente le travail effectué dans le cadre du modéle de Cox
stratifié censuré a droite avec strates aléatoirement manquantes.

Nous commencons, dans le chapitre 2, par définir le modéle de Cox et ses
généralisations, le modéle de Cox stratifié et le modele de Cox avec strates
aléatoirement manquantes. Dans le cadre de la censure & droite, nous pré-
sentons les méthodes existantes pour I'estimation du paramétre de régression
et de la fonction de risque cumulé de base et expliquons les limites de ces
méthodes dans le cas de strates manquantes. Nous introduisons une nouvelle
méthode proposée pour remédier a cette situation.

Dans le chapitre 3, nous développons la méthode d’estimation introduite
dans le chapitre 2 dans le cadre du modeéle de Cox stratifié censuré a droite
partiellement observé. Dans ce contexte de données manquantes, nous propo-
sons des estimateurs du maximum de vraisemblance non paramétriques pour
le parameétre de régression et des fonctions d’intensité cumulée de ce modéle.
Nous étudions ensuite les propriétés asymptotiques des estimateurs obtenus.

Enfin, le chapitre 4 rappelle la démarche de 'algorithme Espérance-Maximisation
et présente son application au calcul numérique des estimateurs introduits
dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Le modéle de Cox et ses
généralisations
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2.3 Modéle de Cox stratifié avec strates manquantes 34

Ce chapitre introduit le modéle de Cox et une de ses généralisations que
nous allons étudier plus en détail, le modéle de Cox stratifié avec strates aléa-
toirement manquantes. Le modéle de régression de Cox est un des modéles les
plus utilisés pour la modélisation de I'influence de covariables sur des données
de survie et il a été étudié dans de nombreux ouvrages (Cox & Oakes, 1984;
Fleming & Harrington, 1991; Therneau & Grambsch, 2000; Martinussen &
Scheike, 2002). Il définit une famille de lois conditionnelles de la donnée de
survie, sachant un vecteur de variables explicatives. Nous commencgons par
introduire le modéle de Cox puis nous étendrons celui-ci au modéle de Cox
stratifié et au méme modéle avec strates partiellement observées.

25



26 Modéle de Cox

2.1 Le modéle semiparamétrique de Cox

Nous commencons par définir les notations utilisées dans ce chapitre,
donner la formulation du modeéle de régression de Cox ainsi que la méthode
du maximum de vraisemblance partielle permettant d’estimer le parameétre
d’intérét du modele. Nous introduisons ensuite l'estimateur de Breslow de
la fonction de risque. Enfin, nous donnons les propriétés asymptotiques des
estimateurs proposés.

2.1.1 Présentation du modéle

Le modéle de régression de Cox fait partie de la famille des modéles a
risques multiplicatifs définis dans la section 1.2 et a été introduit par Cox
(1972). C’est un modéle semiparamétrique qui permet de ne spécifier que la
modélisation relative a 'influence des covariables via un vecteur de régression
et d’éviter ainsi le choix parfois difficile d’un modéle totalement paramétrisé.
Il a été décrit originellement par la formulation de la fonction de risque
instantané de la donnée de survie. Notons 7 la variable aléatoire durée de
vie du modéle et Ao x sa fonction de risque instantanée connaissant X, un
p-vecteur de covariables. Alors le modéle de régression de Cox est défini par
la relation suivante pour tout ¢t € RT :

Arojx (t) = Ao(t)e®X,

ol fFy € RP est un paramétre de régression vectoriel et \y une fonction dé-
finie sur R* & valeurs positives appelée fonction de risque instantané de base.

Remarquons que le modéle de Cox peut également s’écrire dans le cadre
de covariables dépendantes du temps ¢ mais ce mémoire s’intéresse au cas
de covariables fixes dans le temps. Dans cette configuration, le modéle de
Cox appartient a la famille des modéles a risques proportionnels. En effet,
notons X; et Xy deux vecteurs de covariables indépendantes du temps, alors
le rapport des risques instantanés est constant par rapport a t :

>‘T0|X1(t) _ )\o(t) eXp(ﬁ(l)Xl) — P (X1-X2)
Aroix, (1) Ao(t) exp(5X2) .

Remarquons que e”i (ou1 fy; est la i-éme coordonnée du vecteur 3) peut s’in-
terpréter comme le rapport des risques instantanés de deux individus pour
lesquels X;,; = 1, Xy; = 0 et les autres composantes des deux vecteurs de
covariables sont égales.
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La fonction de risque instantané de base peut, quant a elle, s’interpréter
comme le risque instantané de l'individu en ’absence d’influence des cova-
riables. Ainsi, dans cette configuration, on voit que le modéle de Cox com-
prend différents modéles paramétriques usuels, comme le modéle exponentiel
et le modeéle de Weibull (obtenus avec les fonctions de risque instantané res-
pectives A\g = A et A\g(t) = Aat®™1).

Définissons la fonction de risque cumulé conditionnelle aux covariables
X pour t € RY par Agox(t) = fot Aroix(s)ds et notons qu’elle peut s’écrire
dans le modeéle de Cox

Agopx () = exp(FyX) Ao (),

ou Ag(t) = fot Ao est la fonction de risque cumulé de base. Ainsi, la fonction
densité de la variable T° conditionnellement aux covariables X s’écrit

Frox(t) = Mo(®)eH¥ exp (—eB¥Aq(1))

On introduit désormais une variable de censure C' a valeurs positives in-
dépendante de la durée de vie T° conditionnellement & la variable explicative
X. Notons fex la fonction densité et Scx la fonction de survie de la va-
riable censure conditionnelles & X. Nous nous intéressons au cas de la censure
a droite : on n’observe pas T° mais

T =min(T° C) et A= lpocc.

Le probléme statistique consiste maintenant a estimer les paramétres in-
connus du modéle a partir de 'observation d’un n-échantillon (73, A;, X;)1<i<n
du triplet (T, A, X). Le paramétre d’intérét du modéle est le vecteur (3 per-
mettant d’expliquer la nature de l'influence des covariables, tandis que le
paramétre fonctionnel Ay est considéré comme un paramétre de nuisance. Le
probléme d’estimation est développé dans la partie suivante.

2.1.2 Meéthode du maximum de vraisemblance partielle

L’inférence dans le modéle a risques proportionnels nécessite des méthodes
algorithmiques pour la recherche d’estimateurs des coefficients de régression
et de la fonction de risque de base et 'approximation de leurs lois asympto-
tiques. Cox (1972) a proposé de baser l'inférence statistique sur une approche
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utilisant la vraisemblance : une interprétation heuristique de la fonction de
risque conditionnelle est utilisée pour construire une vraisemblance partielle,
puis les techniques de vraisemblance classiques sont appliquées a la vraisem-
blance partielle pour I'obtention d’estimateurs.

Nous commencons par rappeler le principe de la méthode du maximum
de vraisemblance partielle. Elle a été proposée de maniére générale par Cox
(1975) pour des modéles contenant des paramétres de nuisance de grande
dimension. Dans le modéle de Cox a risques proportionnels, la fonction de
risque cumulée de base Ag est un parameétre de dimension infinie, de nuisance
dans I’étude de I'influence des covariables sur le risque de l'individu.

Principe de la méthode du maximum de vraisemblance partielle

Soit X un vecteur aléatoire de densité fx(x,d), ou 6 est un vecteur pa-
rameétre (¢, 3). Supposons que l'on s’intéresse a Iestimation de 3, ¢ étant
simplement un parameétre de nuisance. Dans certains problémes, il suffira de
maximiser la vraisemblance en 6 = (¢, 3) conjointement et d’utiliser la partie
appropriée de la matrice de covariance compléte de I'estimateur du maximum
de vraisemblance 6 pour l'inférence sur (3. Cependant, quand le paramétre
¢ est fonctionnel, ou quand la vraisemblance relative a 6 est complexe, la
maximisation jointe de la vraisemblance peut s’avérer difficile.

Dans certains modéles, X peut étre décomposé en deux composantes V'
et W et la densité de X peut s’écrire comme le produit d’une marginale et
d’une densité conditionnelle :

Ixo(@) = fwpwo(w|v) fre(v), (2.1)

ou ' = (v, w’). Méme dans certains modéles compliqués, un des facteurs du
membre de droite de (2.1) peut ne pas contenir ¢ et étre utilisé directement
pour l'inférence sur §. L’autre facteur dépendant dans la majorité des cas
de ¢ et § a la fois, de I'information sera perdue lors de l'utilisation d’une
seule partie de la vraisemblance, mais le gain en simplicité est susceptible de
compenser une certaine perte d’efficacité. On évitera aussi les erreurs dues
a l'utilisation éventuelle des méthodes standards du maximum de vraisem-
blance sur un parameétre de dimension infinie. Un exemple classique de dé-
composition telle que (2.1) est 'écriture d’un vecteur d’observations comme
un vecteur de statistiques d’ordre et les rangs des observations originales.
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L’inférence basée sur la méthode du maximum de vraisemblance partielle
s’appuie sur cette idée de décomposition. Supposons que le vecteur d’obser-
vations puisse s’écrire comme une suite de paires (Vi, Wy, Vo, Wo, ..., Vi, Wp).
La vraisemblance relative & 6 peut alors s’écrire

fX;6($) = fVl,Wl,...,VL,WLﬁ(Ulaw17-~-7UL7U)L)
L

= Hle|V1,W1,...,Vl;9(wl’U17wla-~-7Ul)
i=1

><fw|V1,W1,...,v,,1,wl,1;9(wl|U1, W1,y ey Vi1, Wi—1)

= (H szQz;G(wl|QI)> (vasz;e(wﬂpz))a (2.2)

ou PL=0,Q, =V, etpourl e {2, .., L},
Pr=W,Wi,.,Viog,Wisy) et Q= (Vi,Wh, ..., Wi, V).

Quand le premier terme du produit de (2.2) ne dépend que de 3, il est appelé
vraisemblance partielle pour  basée sur W.

Un certain nombre de questions se posent quant a l'utilisation de la vrai-
semblance partielle a la place de la vraisemblance totale en terme d’efficacité.
Ce probléme a été étudié dans le cas général par Wong (1986), et son appli-
cation au modéle semiparamétrique de Cox par Tsiatis (1981) et Andersen
& Gill (1982). Cette application est explicitée ici.

Nous considérons les triplets d’observations (73, A;, X;)1<i<n, répétitions
indépendantes de (T, A, X), ou T est la durée de vie éventuellement censurée
issue d’'un modéle de Cox décrit dans 2.1.1, A l'indicateur de censure, X le
vecteur de covariables. La vraisemblance pour I'estimation de 6y = (5o, Ag)
relative au n-échantillon (7}, A;, X;) est, d’apreés la section 1.3.2, égale a

[TA@) e 7% exp (="M A(T) ) Sy (1) foyx (1) Fx(X0).
i=1

Sous I’hypothése supplémentaire que la censure est non informative et que
la loi de X ne dépend pas du parameétre €, on note que la vraisemblance est
proportionnelle a

n

La(0) = [T MT)™ 27 % exp <—eﬁ'XiA(Ti)> . (2.3)

=1
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L’estimation du paramétre fonctionnel Ay pose probléme : en effet, il
n’existe pas de maximum de L,, quand A varie dans I’ensemble des fonctions
positives strictement croissantes, s’annulant en 0 et continiment différen-
tiables de dérivée Ay sur R*. Pour voir ceci, il suffit de considérer des fonc-
tions A avec des valeurs fixes en les T; et dont les dérivées A(7;) en T} croissent
vers 'infini. Cox a donc proposé d’estimer le paramétre fini-dimensionnel (3,
a partir d’une vraisemblance partielle obtenue grace au principe décrit pré-
cédemment.

Estimation du paramétre de régression (3, par la méthode du maxi-
mum de vraisemblance partielle

Notons L le nombre d’observations non censurées notées T(1) < ... < Tz
ainsi réordonnées et (X(1), ..., X(1)) les covariables associées (on pose T{g) = 0
et T4 = +00). Soit m; le nombre de censures intervenant dans I'intervalle
[T(l),T(lH)[. Associons a ces censures les instants d’occurrence que ’on no-
tera 1(;1y,...,1(1,m,) et leurs covariables associées X(j1),...,X(1m,). On utilise la
construction donnée par la formule (2.2) dans laquelle on conditionne par les
variables explicatives (X;) et on prend pour i € {0, ..., L}

Vier = {1, T gy, (4,5); 1 < j <my} et Wigy = {(i+ 1)}

Ainsi, dans la suite (P;, ;) définie auparavant, P; contient toutes les instants
de censures et d’échec jusqu’a T{;_1) et les indices correspondants a ces ins-
tants. (); contient les mémes informations additionnées de 'instant d’échec
T(i), des instants de censure le précédant et des indices de ces censures. Cox
propose d’ignorer, dans le cadre de 'hypothése de censure non informative
et de I’hypothése sur la loi de X, le terme [[}", fv; p0(wi|p;) apportant peu
d’information sur ( et donc de baser 'inférence pour ( sur la vraisemblance
partielle

L 6ﬂlXi

1P W= 0)IQw (Xi)k, B) = H ST T Ty (2.4)

=1

Ce raisonnement est détaillé dans Fleming & Harrington (1991) et le lecteur
intéressé pourra s’y rapporter.

L’utilisation de cette vraisemblance partielle a également été justifiée
a posteriori par les propriétés asymptotiques de l'estimateur (3, obtenu en
maximisant la vraisemblance partielle (2.4), ce qui est développé un peu plus
loin dans cette section.
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2.1.3 Estimation de la fonction de risque cumulé de base
Ao

La maximisation de la vraisemblance partielle (2.4) ne permet pas d’es-
timer la fonction de risque cumulé de base, puisque A n’apparait pas dans
la formule de la vraisemblance partielle. Plusieurs méthodes ont été propo-
sées pour l'estimation de Ay, la plus souvent retenue étant celle proposée par
Breslow (1972, 1974) généralisant I'estimateur de Nelson. Si le paramétre de
régression (3 a été estimé par ﬂn, Breslow propose d’estimer Ag par A donné
par

R Il DS L aN().(29)

i1 Dy € N lpar, Jo ST TR exp(Ba X;)Y(s)

Pour cela, on choisit de prendre comme estimateurs de Ag les fonctions
en escalier ayant des sauts aux instant 7; non censurés, c’est-a-dire tels que
A; = 1. Il s’agit donc de remplacer dans la vraisemblance (2.3) la fonction A
par une telle fonction et de remplacer les valeurs \(7}) par les sauts de cette
fonction en les T;, quand A; = 1, puis de maximiser cette vraisemblance en
dimension finie : les paramétres de ’estimation du modéle sont le paramétre
de régression [ et les valeurs des sauts de la fonction en escalier estimant
Ay aux instants T; tels que A; = 1. Il se vérifie que les estimateurs obtenus
par cette méthode sont I'estimateur du maximum de vraisemblance partielle
(2.4) pour [3 et 'estimateur de Breslow (2.5) pour A. Cela est développé dans
Johansen (1983), Bagdonavi¢ius & Nikulin (2002) et Klein & Moeschberger
(1997) plus complétement.

2.1.4 Propriétés asymptotiques

Nous nous intéressons ici aux propriétés asymptotiques de l'estimateur
du maximum de vraisemblance partielle de (y et de I'estimateur de Breslow
de A définis précédemment. Andersen & Gill (1982) ont fait I'étude de la
consistance et de la distribution asymptotique de ces estimateurs. Bagdona-
vi¢ius & Nikulin (2002) en ont également fait un exposé détaillé.

__ Notons B; Pestimateur du maximum de vraisemblance partielle de (3, et
A, 'estimateur de Ag associé. Nous supposons que 1'étude prend fin au temps
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7, durée maximale d’observation. Au-dela de cette durée, I'observation est
censurée. Pour 3 € RP et t € R™, notons,

0 (6775) = E[ e ]ltSTl]a
sD(B,t) = E[Xi1e" M 1epy],
2 (6, t) = E[XlX{e/lel ]]'tSTl]'

as() 8sM (3,
( 5 ) Bt (67 ) #

Remarquons que s . Définissons éga-

lement la matrice (/) par

sD(B,1) (sV(3,1))"
sO(B,1)

£(8) = / " (1) - Ao(t)d.

Les hypothéses suivantes sont suffisantes pour I’étude asymptotique des
estimateurs qui nous intéressent :

~ la fonction Ag vérifie Ag(7) < 400,

— le paramétre [ appartient a un ensemble borné B de RP?,

- P(T'>71) >0,

— () est définie positive,

— la covariable X est bornée presque stirement et sa matrice de covariance

est définie positive.

Sous ces hypotheéses ainsi que celles permettant de définir les estimateurs

étudiés, Andersen & Gill (1982) ont montré le résultat suivant.

THEOREME 2.1. L’estimateur du mazimum de vraisemblance partielle @
et lestimateur de Breslow A,, possédent les propriétés suivantes :
— (B, converge en probabilité vers 3y,

- vn <ﬁn — ﬁo> converge en loi vers un vecteur aléatoire gaussien centré
. . -1
de matrice de covariance (o) ™",

- vn (An — Ao) converge en loi vers un processus gaussien centré G de

fonction de covariance

min(s,t) u
cov(G(s),G(t)) = /0 S(ALdu

0 (507 U)
s (Bo, u) 25 (Bo,u)
+/0 —8(0)(ﬁ0, ) Ao(u)du. () g /(; 3(0)(60a u) Ao(u)du.

REMARQUE 2.1. La derniére partie du théoréme permet d’obtenir, en parti-
culier, la loi asymptotique a ¢ fixé de /n (An (t) — Ao (t)) Cette variable aléa-

toire converge vers une gaussienne centrée de variance donnée par cov(G(t), G(t)).
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2.2 Le modéle de Cox stratifié

Une généralisation importante du modéle de Cox a risques proportionnels
est le modele de Cox stratifié. Il permet de considérer une variable explicative
catégorielle qui n’a pas un effet proportionnel sur le risque instantané de la
variable de survie. Pour cela, on sépare selon les catégories de cette variable
explicative ’échantillon en K groupes, appelés strates, a I'intérieur desquels
’hypothése de risques proportionnels est vérifiée (des tests pour I'hypothése
des risques proportionnels sont proposés par exemple dans Andersen et al.
(1993)). Ainsi, on établit le modéle de Cox stratifié de la fagon suivante : un
individu de la strate k € {1, ..., K'} a pour fonction de risque instantanée

Ak(t) exp(5y.X),

ou A, est la fonction de risque instantanée de base spécifique a la strate k,
et By est le paramétre de régression commun a toutes les strates. Ce modéle
est notamment étudié¢ dans Kalbfleisch & Prentice (1980), section 4.4, dans
Andersen et al. (1993), section VIL.2 et dans Klein & Moeschberger (1997),
section 9.3.

Si 'on note S la variable aléatoire désignant la strate de l'individu, la
fonction de risque du modéle général devient Aro|x ¢ définie pour tout ¢t € R*
par

Aoxs(t) = (Z/\k(t)]lSk) exp (6 X)

k=1

- (H Ak(t)]ls—k) exp(B4X). (2.6)

k=1

On suppose ici que la variable aléatoire S désignant la strate de I'individu
est observée. Alors, de la méme facon que dans I’étude du modéle de Cox
faite dans la section 2.1, la vraisemblance partielle au vu du n-échantillon
(T3, A, X, Si)1<i<n peut étre obtenue pour le modéle de Cox stratifié grace
au produit des vraisemblances partielles a l'intérieur de chaque strate :

K n 65/)(2. n K eﬁ'Xz‘ Is,=k
LP(3) = ; = , 2.7
w &) H ( H > € ﬂ-TiSTj) EIH (Zn A X; ﬂTiSTj> 2.7

C e
k=1 \i=1;S,=k J=1

Ainsi, Iestimateur du maximum de vraisemblance partielle peut étre obtenu
en maximisant 'expression (2.7) ou son logarithme. Pour cela, il est nécessaire
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d’établir les équations du score en différentiant

n K n
In(LP(3) = >0 3" 1 <6 K=t eﬁ'x”“‘”))
j=1

i=1 k=1

relativement aux composantes du vecteur de régression 3. Sil'on note S5 (B) =

(») (»)
(aln(ggp1 (5)), . 81“%;1 (ﬂ))) le score dérivé de la log-vraisemblance partielle,

alors I'estimateur de la vraisemblance partielle B; peut s’obtenir en résolvant
numériquement, par exemple grace & un algorithme de Newton-Raphson,
I’équation du score e

S®)(B3,) = 0.

Différentes méthodes de maximisation de la vraisemblance partielle ou log-
vraisemblance partielle sont détaillées dans 'appendice A de Klein & Moes-
chberger (1997).

Les fonctions de risque cumulé de base (Ag)i1<x<x peuvent, tout comme
dans la section 2.1, étre estimées grace a la méthode de Breslow appliquée a
'intérieur de chaque strate, apres avoir obtenu I'estimateur du maximum de
vraisemblance partielle 3, de (y. Les estimateurs de Breslow ainsi obtenus
sont donc, pour k € {1,..., K}

n

t
Ag (1) :/ Z /If:k dNi(s).
0 =1 Z;-Lzl exp(Bn X;)Yj(s) L,k

Notons que la fonction en escalier /T;;L estimant la fonction Ay de la strate
k n’admet de saut en l'instant d’observation 7; que si la donnée n’est pas
censurée (A; = 1) et l'individu ¢ appartient bien a la strate k (1g,—x = 1).
Remarquons en effet que si le dénominateur est nul, alors le numérateur l'est
aussi (Y;(7;) = 1 au moins pour j = ¢ d’ou 1g,—; = 0) donc il suffit de poser
0/0 = 0 pour que l'estimateur K;;l soit défini comme voulu.

2.3 Le modéle de Cox stratifié avec strates aléa-
toirement manquantes
Le probléme de l'estimation dans le modéle de régression de Cox (stratifié

ou non) avec covariables manquantes a été étudié intensivement ces derniéres
années. Le lecteur intéressé par cette problématique pourra notamment se
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référer & Lin & Ying (1993), Paik (1997), Paik & Tsai (1997), Chen & Lit-
tle (1999), Martinussen (1999) ou encore Pons (2002). Cependant, & notre
connaissance, peu de travaux ont été effectués dans le cadre de strates partiel-
lement manquantes. Pourtant, dans beaucoup d’applications, cette variable
explicative n’est pas disponible pour tous les individus de 1’échantillon. Par
exemple, I’étude du stade histologique du patient, variable importante dans
les études médicales portant sur le cancer ou I’hépatite, nécessite une biopsie,
qui ne peut parfois pas étre effectuée sur chaque individu. Dans ce cadre de
strates manquantes, I'inférence du modéle des risques proportionnels strati-
fié, basée sur la vraisemblance partielle, ne peut étre appliquée directement.
En effet, la vraisemblance partielle

n K eﬁ/Xi Ls;=k
(p) — I I
an (ﬁ) - H (Zn 1€ﬁ/Xj]1T-<T-> (27)
. i <T

j=

est obtenue a partir du produit sur toutes les strates du modéle, mais I'indi-
catrice 1g,—; n’est pas connue pour tous les individus 4.

Récemment, ce probléme d’estimation dans le modéle de Cox stratifié
avec strates manquantes a été étudié par Dupuy & Leconte (2008). Leur ap-
proche est de recourir a la méthode de régression-calibration, utilisée dans
I’estimation de modéles de régression quand certaines covariables sont man-
quantes pour des individus de I’étude. La régression-calibration consiste a
remplacer une covariable non observée par son espérance conditionnelle aux
covariables disponibles. Cette méthode, discutée dans Carroll et al. (1995)
et Thurston et al. (2003, 2005), a été utilisée dans de nombreux cas, notam-
ment le modéle de régression a risques proportionnels (Prentice, 1982; Tsiatis
et al., 1995; Wang et al., 1997; Wang, 1999; Wang et al., 2001). Dupuy &
Leconte (2008) proposent donc de remplacer dans la vraisemblance partielle
I'indicatrice 1g,—x quand elle n’est pas observée par son espérance condition-
nelle E[1g,—x| X;, W], ou X; et W; sont des covariables observées pour chaque
individu, W; fournissant une information partielle sur la strate .S;. L’article
montre que l'estimateur de régression-calibration de 3, obtenu dans le cadre
de strates manquantes est en général biaisé, mais néanmoins asymptotique-
ment gaussien.

Dans ce mémoire, I'idée est de fournir, dans le modéle de Cox stratifié avec
strates manquantes, un estimateur du parameétre de régression qui soit a la
fois consistant et asymptotiquement gaussien. Il sera intéressant également
d’établir des estimateurs des fonctions de risque cumulé de base ayant de
bonnes propriétés asymptotiques. Nous établissons ici les notations de notre
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modéle.

Notons TV la variable aléatoire durée de vie du modéle dont la loi dépend
d’un vecteur de covariables X € R? observées et d'un indicateur de strate .S.
Nous supposons que la loi de T conditionnelle & ces variables explicatives
est donnée par

Arorx.s(t) = (H Ak<t>ﬂs=k) exp(3X) = As(t) exp(AX),  (2.6)

k=1

ol (3 est le parameétre de régression commun a toutes les strates permettant
d’expliquer l'influence des covariables X et (Ag)1<k<x sont les fonctions de
risque instantané de base associées aux K strates. Notons Ay = fo i la fonc-
tion de risque cumulé de base associée & \;. La variable T° est exposée a un
phénomeéne de censure a droite : notons C' la variable aléatoire positive de
censure et supposons que la censure est non informative et également que
I’étude prend fin au temps 7 < +00. Nous observons ainsi la durée d’intérét
éventuellement censurée T = min(7° min(C, 7)) et l'indicateur de censure

A= HTOSmin(C,T) .

Notons S la variable aléatoire désignant la strate a laquelle I'individu
appartient. Nous supposons qu’elle prend ses valeurs dans un ensemble fini
{1,..., K}. Cette variable n’étant pas observée pour tous les individus de
I’échantillon, il est nécessaire de modéliser sa loi. Pour cela, nous supposons
que la loi de S dépend d’un vecteur supplémentaire de covariables W € R™
observées, pouvant éventuellement comprendre certaines des composantes
de X, et que cette loi est basée sur le modéle logistique. La probabilité d’un
individu d’appartenir a la strate k € {1, ..., K'} conditionnelle aux covariables
W est ainsi donnée par

exp(1 W)
Z?:l exp(;W)

ol v € R™ est un vecteur de régression. Dans la suite, par souci d’iden-
tifiabilité, nous posons vx = 0 et notons v = (71,...,7x_1) le vecteur
concaténé des vecteurs de régression associés a chaque strate. Notons ainsi
k(W) = P(S = E|W) pour k € {1,..., K}. Afin de modéliser I'informa-
tion sur ’observation de la strate, nous introduisons la variable aléatoire R
déterminant si S est observée. Notons

P(S = k|W) =

o 1 si S est observée
] 0 siS n'est pas observée.
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Nous supposons la variable R indépendante de (7', A) conditionnellement a
(X, S) et indépendante de S conditionnellement a W. La loi de R est suppo-
sée non informative pour les paramétres (3, v et A.

Ainsi, les observations dont le statisticien dispose ici sont la durée de
vie éventuellement censurée, I'indicateur de censure, les covariables X et W,
I'indicateur d’observation de la strate, et la valeur de la strate si celui-ci vaut
1. Notre n-échantillon est donc composé des observations

O, = (T;, Ay, X;, Wi, R, R;S;) pour tout i dans {1, ...,n},
répliques indépendantes et de méme loi que (7, A, X, W, R, RS).

Le paramétre inconnu est 6 = (5,7, Ax; 1 < k < K) et la vraie valeur du
modéle est notée 6y = (o, Y0, Ako; 1 < k < K). Le paramétre d’intérét pour
I'inférence sur ce modéle est le paramétre de régression /3, les paramétres
et Ay (1 <k < K) étant considérés comme des paramétres de nuisance.

Comme les strates ne sont pas complétement observées, nous ne pouvons
pas utiliser la formule de la vraisemblance partielle pour I’estimation du para-
meétre d’intérét 3. Par conséquent, nous calculons la vraisemblance observée
relative au parameétre 6. Nous utilisons pour cela les notations classiques fi
pour la densité de U variable ou vecteur aléatoire (Py si U est discréte), et
Juv pour la densité conditionnelle de U sachant V' (PU|V si U est discréte).

Ln(e) = H fﬁfAi,Xi,Wi,si;e %;ﬁf,xi,WiP(Ri = 1)RiP(Ri = O>17Ri
i=1

R;
= H (meAi|Xi,W¢,Sz‘;9P5i|Xi,W¢;9in7WiP(Ri = 1)) (28)

i=1

K 1-R;
X (Z frnixwis=k:0P0 (Si = k| Xi, Wi) fx, w, P(R; = 0)) :
k=1

Selon notre modéle, la loi de S dépend de la covariable W et les composantes
de X servant a expliquer la loi de S se trouvent également dans le vecteur
W. Ainsi, il suffit de conditionner S par W pour avoir toute 'information
sur la loi de S : pour tout i € {1,....,n}, Pgx, wie = Ps,jw,;y- De plus,
la connaissance de X et S suffit & déterminer la loi de (7,A), d’on pour
tout 7 € {1,...,n}, fr, A xiwi,800 = fr.a.0x,,5:0- Ainsi, la censure étant non
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informative, la vraisemblance (2.8) devient

Ln(e) = H (fTuAilXi,Si;@WSiﬁ(M/i)in,WiIP)(Ri - 1))RZ
i=1

K 1-R;
x (Z fTivAi|Xi,S¢:k;97rk,'y(M/i)fxi,WiP(Ri = 0))

Par ailleurs, nous supposons dans ce modéle que la loi des covariables X et
W ne dépend pas du paramétre inconnu €, de méme que la loi de la variable
déterminant ’observation de la strate R. Ainsi, la vraisemblance a considérer
pour l'estimation de 6 (proportionnelle a celle donnée par (2.9)) est

e H<H (AT exp(8sd X = An(Te X>7rk,fy<Wz->>W)

(B

Pour les mémes raisons que dans la partie 2.1.3, détaillées pour ce cas dans
le chapitre 3, cette vraisemblance n’admet pas de maximum sur ’ensemble
des paramétres B x G x A®K oit A est I'ensemble des fonctions positives
strictement croissantes, s’annulant en 0 et continiment différentiables de dé-
rivée A sur R (quels que soient les ensembles d’intérieur non vide B C RP et
G C (R™)E~1). Ainsi, nous proposons de maximiser la vraisemblance sur un
espace d’estimation différent, en nous inspirant des estimateurs de Breslow
pour les fonctions de risque cumulé de base.

Mx

1-R;
Atexp(AB' X; — Ay(T;)eP X )mm(VVZ)> (2.10)

Nous introduisons I'espace de maximisation suivant : I'estimateur de Ay
(1 < k < K) est une fonction en escalier croissante continue a droite admet-
tant des sauts aux instants 7} tels que, soit I'individu ¢ n’est pas censuré et
'on observe sa strate qui est égale a k (A;R;1g,—; = 1), soit I'individu 7 n’est
pas censuré et sa strate n’est pas observée (A;(1—R;) = 1). Alors nous propo-
sons de maximiser la vraisemblance L") (6) sur Uespace Bx G x 11, &P, on

K 1-R;
X (Z Me(T0) 2 exp(Ai ' X — M (T3)e? X)) g (Wh) fx, w, P(R; = 0)) . (2.9)
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B est un compact de R?, G est un compact de (R™)5~! et E,Sk) est 'ensemble
des fonctions définies ci-dessus permettant d’estimer Ay (1 < k < K). Lors
de la maximisation de cette vraisemblance, 'expression A\ (7;) sera rempla-
cée par le saut de 'estimateur de Ay en T;, noté Ax{T;}. L’estimateur ainsi

obtenu de 0, sera noté 0/; et appelé estimateur semi-paramétrique de 6.

Ainsi, la maximisation de la vraisemblance sur cet espace d’estimation se
réduit a un probléme de dimension finie, la log-vraisemblance observée étant
donc

n

K
(o) () = Z Rilg_p (Ai In AT} + A3 X, — P Xt Wk,y(%))

=1 k=1
n K
+3 (11— R)ln (Z A{T} exp(AF'X; — eﬂ’XiAk”ﬁm,wWi)) |
=1 k=1

Etant données les difficultés posées par cette expression lors de la recherche
d’un maximum explicite, nous décidons d’utiliser ici un algorithme Espérance-
Maximisation pour déterminer ’estimateur du maximum de vraisemblance
voulu. Cette approche est détaillée dans le chapitre 4.

Enfin, les résultats théoriques concernant I'estimateur proposé du pa-
rameétre fy, notamment la consistance et la normalité asymptotique de 6,
lefficacité de 3, et I'estimation des variances asymptotiques, sont présentés
dans le chapitre 3.
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Chapitre 3

Estimation du maximum de
vraisemblance dans le modéle de
Cox stratifié avec strates
aléatoirement manquantes
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The content of the present chapter is the one of the paper entitled Maxi-
mum likelithood estimation in a partially observed stratified regression model
with censored data (Detais & Dupuy, 2008), submitted to Annals of the In-
stitute of Statistical Mathematics.

Abstract

The stratified proportional intensity model generalizes Cox’s propor-
tional intensity model by allowing different groups of the population
under study to have distinct baseline intensity functions. In this article,
we consider the problem of estimation in this model when the vari-
able indicating the stratum is unobserved for some individuals in the
studied sample. In this setting, we construct nonparametric maximum
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likelihood estimators for the parameters of the stratified model and we
establish their consistency and asymptotic normality. Consistent esti-
mators for the limiting variances are also obtained.

Keywords : Asymptotic normality, Consistency, Missing data, Nonpara-
metric maximum likelihood, Right-censored failure time data, Stratified
proportional intensity model, Variance estimation.

3.1 Introduction

This paper considers the problem of estimation in the stratified proportional
intensity regression model for survival data, when the stratum information
is missing for some sample individuals.

The stratified proportional intensity model (see Andersen et al. (1993) or
Martinussen & Scheike (2006) for example) generalizes the usual Cox (1972)
proportional intensity regression model for survival data, by allowing differ-
ent groups -the strata- of the population under study to have distinct baseline
intensity functions. More precisely, in the stratified model, the strata divide
the sample individuals into K disjoint groups, each having a distinct baseline
intensity function A; but a common value for the regression parameter.

The intensity function for the failure time 7° of an individual in stratum
k thus takes the form

(1) exp(8'X), (3.1)

where X is a p-vector of covariates,  is a p-vector of unknown regression
parameters of interest, and (Ax(.))1<k<x are K unknown baseline intensity
functions defined on R*.

A consistent and asymptotically normal estimator of 5 can be obtained
by maximizing the partial likelihood function (Cox, 1975). The partial like-
lihood for the stratified model (3.1) is the product over strata of the within-
stratum partial likelihoods (we refer to Andersen et al. (1993) for a detailed
treatment of maximum partial likelihood estimation in model (3.1)). In some
applications, it can also be desirable to estimate the cumulative baseline in-
tensity functions Ay = [ A;. The so-called Breslow (1972) estimators are
commonly used for that purpose (see chapter 7 of Andersen et al. (1993) for
further details on the Breslow estimator and its asymptotic properties).
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One major motivation for using the stratified model is that it allows to
accomodate in the analysis a predictive categorical covariate whose effect on
the intensity is not proportional. To this end, the individuals under study
are stratified with respect to the categories of this covariate. In many appli-
cations however, this covariate may be missing for some sample individuals
(for example, histological stage determination may require biopsy and due
to expensiveness, may not be performed on all the study subjects). In this
case, the usual statistical inference for model (3.1), based on the product of
within-stratum partial likelihoods, can not be directly applied.

In this work, we consider the problem of estimating # and the Ay, k =
1,..., K in model (3.1), when the covariate defining the stratum is missing
for some (but not all) individuals. Equivalently said, we consider the prob-
lem of estimating model (3.1) when the stratum information is only partially
available.

The problem of estimation in the (unstratified) Cox regression model
A(t) exp(#'X) with missing covariate X has been the subject of intense re-
search over the past decade: see for example Lin & Ying (1993), Paik (1997),
Paik & Tsai (1997), Chen & Little (1999), Martinussen (1999), Pons (2002),
and the references therein. But to the best of our knowledge and despite its
practical relevance, the problem of statistical inference in model (3.1) with
partially available stratum information has not been yet extensively investi-
gated. Recently, Dupuy & Leconte (2008) studied the asymptotic properties
of a regression calibration estimator of [ in this setting (regression calibra-
tion is a general method for handling missing data in regression models, see
Carroll et al. (1995) for example). The authors proved that this estimator
is asymptotically biased, although nevertheless asymptotically normal. No
estimators of the cumulative baseline intensity functions were provided.

In this work, we aim at providing an estimator of 3 that is both consis-
tent and asymptotically normal. Moreover, although the cumulative intensity
functions Ay are usually not the primary parameters of interest, we also aim

at providing consistent and asymptotically normal estimators of the values
Ap(t), k=1,... K.

The regression calibration inferential procedure investigated by Dupuy &
Leconte (2008) is essentially based on a modified version of the partial likeli-
hood for model (3.1). In this paper, we propose an alternative method which
may be viewed as a fully maximum likelihood approach. Besides assuming
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that the failure intensity function for an individual in stratum k is given by
model (3.1), we assume that the probability of being in stratum & condition-
ally on a set of observed covariates W (which may include some components
of X)) is of the logistic form, depending on some unknown finite-dimensional
parameter 7.

A full likelihood for the collected parameter 6 = (5,7, Ax; 1 < k < K) is
constructed from a sample of incompletely observed data. Based on this, we
propose to estimate the finite and infinite-dimensional components of 8 by us-
ing the nonparametric maximum likelihood (NPML) estimation method. We
then provide asymptotic results for these estimators, including consistency,
asymptotic normality, semiparametric efficiency of the NPML estimator of
[, and consistent variance estimation.

Our proofs use some techniques developed by Murphy (1994, 1995) and
Parner (1998) to establish the asymptotic theory for the frailty model.

The paper is organized as follows. In Section 3.2, we describe in greater
detail the data structure and the model assumptions. In Section 3.3, we
describe the NPML estimation method for our setting and we establish ex-
istence of the NPML estimator of 6. Section 3.4 establishes the consistency
and asymptotic normality of the proposed estimator. Consistent variance
estimators are also obtained for both the finite-dimensional parameter esti-
mators and the nonparametric cumulative baseline intensity estimators. We
give some concluding remarks in Section 3.5. Proofs are given in Appendix.

3.2 Data structure and model assumptions

We describe the notations and model assumptions that will be used through-
out the paper.

All the random variables are defined on a probability space (2,C,P). Let
T be a random failure time whose distribution depends on a vector of co-
variates X € R? and on a stratum indicator S € K = {1,..., K}. We assume
that conditionally on X and S = k (k € K), the intensity function of 7° is
given by model (3.1). We suppose that 7° may be right-censored by a posi-
tive random variable C' and that the analysis is restricted to the time interval
[0, 7], where 7 < oo denotes the end of the study. Thus we actually observe
the potentially censored duration 7" = min (7°, min(C, 7)) and a censoring
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indicator A = lpo<minc,r). If t € [0,7], we denote by N(t) = 1r<,A and
Y (t) = 17> the failure counting and at-risk processes respectively.

Let W € R™ be a vector of surrogate covariates for S (/W and X may
share some common components). That is, W brings a partial information
about S when S is missing, and it adds no information when S is observed
so that the distribution of 7° conditionally on X, S, and W does not involve
the components of W that are not in X. We assume that the conditional
probability that an individual belongs to the k-th stratum given his covariate
vector W follows a multinomial logistic model:

exp(1: W)
Ef:l eXp(”Y;W)
where vy, € R™ (k € K). Finally, we let R denote the indicator variable

which is 1 if S is observed and 0 otherwise. Then, the data consist of n i.i.d.
replicates

P(S = kW) =

O; = (Tza Ay, X, Wi, R, Rz‘Si), 1=1,...,n,

of O = (T,A, X, W,R, RS). The data available for the i-th individual are
therefore (E, Aia Xia VVZ', SZ) if Rz =1 and (E, AZ‘, XZ‘, Wz) if Rz = 0.

In the sequel, we set vk = 0 for model identifiability purpose and we note
¥= s Veq) € (R™)E-1 =R We also note 7. (W) = P(S = k|W),
k € K. Now, let § = (8,7,Ar;k € K) be the collected parameter and
0o = (Bo, Y0, Ako; kB € K) denote the true parameter value. Under the true
value 6y, the expectation of random variables will be denoted F,. P, will
denote the empirical probability measure. In the sequel, the stochastic con-
vergences will be in terms of outer measure.

We now make the following additional assumptions:

(a) The censoring time C' is independent of T° given (S, X, W), of S given
(X, W), and is non-informative. With probability 1,
P(C > T > 7|5, X, W) > ¢y for some positive constant cg.

(b) The parameter values 3y and 7 lie in the interior of known compact
sets B C RP and G C RY respectively. For every k € IC, the cumulative
baseline intensity function Ay is a strictly increasing function on [0, 7]
with A ¢(0) = 0 and Ago(7) < co. Moreover, for every k € K, Agp is
continuously differentiable in [0, 7], with A\ o(t) = OAgo(t)/0t. Let A
denote the set of functions satisfying these properties.
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(c) The covariate vectors X and W are bounded (i.e. || X|| < ¢; and ||W|| <
c1, for some finite positive constant ¢;, where ||-|| denotes the Euclidean
norm). Moreover, the covariance matrices of X and W are positive
definite. Let c; = mingep || x|j<c, X and ¢5 = maxges, || X||<e: e’ X,

(d) There is a constant ¢, > 0 such that for every k € K, Py, (1s=xY (T)R) >
cy4, and the sample size n is large enough to ensure that Z?Zl lg,—xYi(T)R; >
0 for every k € K.

(e) With probability 1, there exists a positive constant c¢s such that for every
ke IC, Pgo (ARlS:k‘T, X, W) > Cs.

(f) R isindependent of S given W, of (T, A) given (X, S). The distribution
of S conditionally on X and W does not involve the components of X
that are not in W. The distributions of R and of the covariate vectors
X and W do not depend on the parameter 6.

REMARK 3.1. Conditions (b), (c¢), (d), and (e) are used for identifiability of
the parameters and consistency of the proposed estimators. Condition (d)
essentially requires that for every stratum k, some subjects are known to
belong to k£ and are still at risk when the study ends. The first assumption
in condition (f) states that S is missing at random, which is a fairly general
missing data situation (we refer to chapters 6 and 7 in Tsiatis (2006) for a
recent exposition of missing data mechanisms).

REMARK 3.2. We are now in position to describe our proposed approach to
the problem of estimation in model (3.1) from a sample of incomplete data
Oi,izl,...,n.

Let S denote the set of subjects with unknown stratum in this sample. The
regression calibration method investigated by Dupuy & Leconte (2008) es-
sentially allocates every subject of S to each of the strata, and estimates (3,
by maximizing a modified version of the partial likelihood for the stratified
model, where the contribution of any individual ¢ in S to the within-£-th-
stratum partial likelihood is weighted by an estimate of 7 (W;) (for every
k € K). The asymptotic bias of the resulting estimator arises from the failure
of this method to fully exploit the information carried by (7;, A;, X;, W;) on
the unobserved stratum indicator S;.

Therefore in this paper, we rather suggest to weight each subject i in S by
an estimate of the conditional probability that subject ¢ belongs to the k-
th stratum given the whole observed data (7}, A;, X;, W;). This suggestion
raises two main problems, as is described below.
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REMARK 3.3. First, we should note that the suggested alternative weights
depend on the unknown baseline intensity functions. Therefore, the modified
partial likelihood approach considered by Dupuy & Leconte (2008) can not
be used to derive an estimator for (3. Next, the statistics to be involved
in the score function for § will depend on the conditional weights and thus,
this score will not be expressible as a stochastic integral of some predictable
process, as is often the case in models for failure time data. This, in turn,
will prevent us from using the counting process martingale theory usually
associated with the theoretical developments in failure time models.

To overcome the first problem, we define our estimators from a full likeli-
hood for the whole parameter, that is, for both the finite-dimensional -3 (and
7)- and infinite-dimensional -A, k € K- components of . Empirical process
theory (van der Vaart & Wellner, 1996) is used to establish asymptotics for
the proposed estimators.

3.3 Maximum likelihood estimation

In the sequel, we assume that there are no ties among the observed death
times (this hypothesis is made to simplify notations, but the results below
can be adapted to accomodate ties). The likelihood function for observed
data O;, i =1,...,n is given by

Ln(0) = ﬁ [ﬁ {)‘k(Tz’)Ai exp <Ai6/Xi — eﬁlXiAk(Ti)> Wkﬁ(wi)}lsiz’“] i

X [Z (T2 exp (Aiﬁ'Xi — eB/XiAk(Ti)> Wk,y(Wi)] (3.2)

It would seem natural to derive a maximum likelihood estimator of 6y by
maximizing the likelihood (3.2). However, the maximum of this function over
the parameter space © = B x G x A®K does not exist. To see this, consider
functions Ay with fixed values at the T}, and let (OAg(t)/0t)|i=r, = M\(T3) go
to infinity for some 7T; with A;R;lg,—, = 1 or A;(1 — R;) = 1.

To overcome this problem, we introduce a modified maximization space
for (3.2), by relaxing each Ag(-) to be an increasing right-continuous step-
function on [0, 7|, with jumps at the T}’s such that A;R;1g,—x = 1 or A;(1 —
R;) = 1. Estimators of (8o, 70, Ak.0; k € K) will thus be derived by maximiz-
ing a modified version of (3.2), obtained by replacing A\ (7;) in (3.2) with the
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jump size Ap{T;} of Ay at T;.

If they exist, these estimators will be referred to as nonparametric max-
imum likelihood estimators - NPMLEs - (we refer to Zeng & Lin (2007) for
a review of the general principle of NPML estimation, with application to
various semiparametric regression models for censored data. See also the
numerous references therein). In our setting, existence of such estimators is
ensured by the following theorem (proof is given in Appendix):

THEOREM 3.1. Under conditions (a)-(f), the NPMLE @ = (En,%, /A\;w; ke
KC) of Oy exists and is achieved.

The problem of maximizing L, over the approximating space described
above reduces to a finite dimensional problem, and the expectation-maximization
(EM) algorithm (Dempster et al., 1977) can be used to calculate the NPM-
LEs. For 1 < i <n and k € K, let w;(k,0) be the conditional probability
that the i-th individual belongs to the k-th stratum given (7}, A;, X;, W;) and
the parameter value 6, and let Q(O;, k, 0) denote the conditional expectation
of 1g,—x given O; and the parameter value 0. Then Q(O;, k, 6) has the form

In the M-step of the EM-algorithm, we solve the complete-data score equa-
tion conditional on the observed data. In particular, the following expres-
sion for the NPMLE of Ai(-) can be obtained by: (a) taking the derivative
with respect to the jump sizes of Ag(+), of the conditional expectation of the
complete-data log-likelihood given the observed data and the NPML estima-
tor, (b) setting this derivative equal to 0:

LEMMA 3.2. The NPMLE ﬁn satisfies the following equation for every k €
K:

A (t) / QO 00 dNy(s), 0<t<T.
im1 25 Q(O;, K, 6,,) exp(B, X 3)Y;(s)

The details of the calculations are omitted (note how the suggested weights
w;(k, @) naturally arise from the M-step of the EM algorithm). We refer the
interested reader to Zeng & Cai (2005) and Sugimoto & Hamasaki (2006),
who recently described EM algorithms for computing NPMLEs in various
other semiparametric models with censored data.

In the sequel, we shall denote the conditional expectation of the complete-
data log-likelihood given the observed data and the NPML estimator by
En[l,(0)].



3.4 Propriétés asymptotiques 49

3.4 Asymptotic properties

This section states the asymptotic properties of the proposed estimators. We
first obtain the following theorem, which states the strong consistency of the
proposed NPMLE. The proof is given in Appendix.

THEOREM 3.3. Under conditions (a)-(f), HBn — Boll, 13 — v0ll, and
SUDte(o,] [ Ak (t) — Aro(t)] (for every k € K) converge to 0 almost surely as
n tends to infinity.

To derive the asymptotic normality of the proposed estimators, we adapt
the function analytic approach developed by Murphy (1995) for the frailty
model (see also Chang et al. (2005), Kosorok & Song (2007), and Lu (2008),
for recent examples of this approach in various other models).

Instead of calculating score equations by differentiating En[’lvn(ﬁ)] with
respect to 3, 7, and the jump sizes of Ax(-), we consider one-dimensional
submodels @m passing through /Q\n and we differentiate with respect to 7.
Precisely, we consider submodels of the form

N Oy = (Bn + nhg, Ao + nhw/ (1+ nha, (s)) dAgn(s); & € iC) :
0

where hg and h, = (h),..., k., ) are p- and ¢g-dimensional vectors respec-

tively (h,, € R™, j =1,...,K — 1), and the hy, (k € K) are functions on
0, 7]. Let h = (hg, h.,, hAk, k: € K). To obtain the score equations, we differ-
entiate F, [ln(H »)] with respect to 7 and we evaluate at n = 0. 6,, maximizes
En[l (9)] and therefore satisfies (8E [ (0 7“7)]/6?77) | = = 0 for every h, which

leads to the score equation Sn(Hn)(h) = 0 where Sn(Gn)(h) takes the form

S (0,)(h) = P, [h'ﬁsﬂ@) + 1S, (6,) + Z Sa, (6,) (P, ] , (3.3)
where
Ss(0) = AX — i Q(O, k,0) X exp(3' X )Ax(T),
5,(0) = (Sm(@)’li.l. - Sy (0)) with S5, (0) = WIQ(O, k,0) — m, (W),

50,(0)(hn,) = QUO.k.0) [ 1, (T)8 = exp(7X) [, ()0e(5)]
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We take the space of elements h = (hg, h., hy,: k € K) to be

H = {(hg, hy, by, k € K);hg € R?, || hg|| < 00,hy € R, ||A, ]| < o0,
hy, is a function defined on [0, 7], ||ha, ||, < 00, VE € K},

where ||hy, ||, denotes the total variation of hy, on [0,7]. We further take
the functions h,, to be continuous from the right at 0.

Define 6(h) = hjy8 + hly + S, Jo ha,(s) dAx(s), where h € H. From
this, the parameter 6 can be considered as a linear functional on H, and the
parameter space © can be viewed as a subset of the space [*°(H) of bounded
real-valued functions on H, which we provide with the uniform norm. More-
over, the score operator S,, appears to be a random map from O to the space
[*(H). Note that appropriate choices of h allow to extract all components
of the original parameter §. For example, letting h, = 0, ha, () = 0 for every
k € K, and hg be the p-dimensional vector with a one at the ¢-th location
and zeros elsewhere yields the i-th component of 3. Letting hg = 0, hy, = 0,
ha,(-) = 0 for every k € KC except ha,(s) = 1< (for some t € (0,7)) yields
Ai(t).

We need some further notations to state the asymptotic normality of the
NPMLE of . Let us first define the linear operator o = (0g,0,,05,;k €
K):H — H by

05(h) = Py, |2XA(0,00) Y Q(O, k, 0p)ha, (T)
L k=1
+ Py, [9(0,60)X {00, 60)X'hs + S, (60) b},

ay(h) = By, | 254(60)A i QO k, 00)h, (T) | + Pay [S5(60).55(00)] hy

k=1
+P90 WJ(O» QO)SV(HO)X/} hﬁ?

UAk<h) <u> - hAk <U>P90 [Q(Oa ka 00)925(“7 07 k7 ‘90)]

26(u, 0, k,00) > Q(O, j,0,) {hAj (u) — X / ha; dAj

>k 0

T
—Ahy (T) + %X / ha, dAj,OH

0

+ Py,

—H,Py, [2X¢(O,QO)Q(O,k,e)O)eﬁéXY(uﬂ
By, [25,00)Q(O. k. 60)e Y ()]
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where ¢(u, O, k,0y) = Y (u)Q(O, k, 0y)e’X and

PO, 0) = A =8 Q(O,k,0)e?XAo(T). This operator is continu-
ously invertible (Lemma 3.8 in Appendix). We shall denote its inverse by
ot = (Jﬁ_l,a;l,axkl;k: € K).

Next, for every r € N*, the r-dimensional column vector having all its
components equal to 0 will be noted by 0, (or by 0 when no confusion may
occur). Let h = (hg, hy, by k € K) € H. If hy, = 0 and h,, is identically
equal to 0 for every k € K, we note h = (hs,0,0;k € K). Let 55_1 :RP — RP
be the linear map defined by 75" (u) = 05" ((4,0,0; k € K)), for u € R?. Let
{e1,...,e,} be the canonical basis of R?.

Then the following result holds, its proof is given in Appendix.

THEOREM 3.4. Under conditions (a)-(f), \/ﬁ(ﬁn — Bo) has an asymptotic
normal distribution N(0,Xz), where

Y5 = (551(61), . ,55_1(610))
is the efficient variance in estimating (.

REMARK 3.4. Although 7y and the cumulative baseline intensity functions
Ay (k € K) are not the primary parameters of interest, we may also state an
asymptotic normality result for their NMPLEs. This requires some further
notations.

Define o' : RY — R? by o' (u) = 0;'((0,u,0;k € K)), let {f1,..., fo}
be the canonical basis of R?, and define ¥, = (¢;'(f1),...,7;"'(f;)). Finally,
let h(ﬁg) = (h,ﬁ, h»y, hAk; ke ’C) be such that hﬁ =0, h,y =0, hA].(') = 1(7007,&](.)
for some ¢ € (0,7) and j € K, and hy, = 0 for every k € IC, k # j. Then the
following holds (a brief sketch of the proof is given in Appendix):

THEOREM 3.5. Assume that conditions (a)-(f) hold. Then \/n(3, —0) has
an asymptotic normal distribution N(0,%,). Furthermore, for any t € (0,7)

and j € K, \/ﬁ(]\\jm(t)—Aj,o(t)) is asymptotically distributed as a N (0,v7(t)),
where

30 = [ 7)) dow)

We now turn to the issue of estimating the asymptotic variances of the
estimators (,, 7, and A;,(t) (t € (0,7), 7 € K). It turns out that the
asymptotic variances X3, X, and v?(t) are not expressible in explicit forms,
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since the inverse o~! has no closed form. However, this is not a problem if
we can provide consistent estimators for them. Such estimators are defined
below.

For i = 1,...,n, let X;, denote the r-th (r = 1,...,p) component of
X, S,:(0) be defined as in (3.3) with O and W replaced by O; and W;
respectively, and S,;(0) be the s-th (s = 1,...,q) component of S, ;(6).
Using these notations, we define the following block matrix

ABB ABY  ABA
A,=| AP A A (3.4)
AAﬁ AA'y AAA

where the sub-matrices A%%, 477, A%7 and A" are defined as follows by their
(r, s)-th component:

ﬂ,g - Z{w 0179 }2erXzsa r,s=1,...,p,
All = — Siré\nsisé\n> ,s=1,...,q,
TS nz %7( ) %,( ) r,s q

5’7_ Z¢0170 X’M’S'yzs(é\n)a 7":17---7177 3:17-'-7(1,

A:ﬂ Aﬂv

sr )

r=1,...,q, s=1,...,p.

Define the block matrices AP* = (APM . APAK) and AN = (A AR,
where for every k € K, the sub-matrices A?** and A"* are defined by

2 ~ ~
Alrﬁ‘;\k == _XSTAsw(OS79n)Q(OS7k7 9"1)7 ,r = 17 AR 7p7 8 = 17 ct 7n7
n

2 —~ ~
A,YA}C B ES’YST(Qn)AsQ(Osvkaen)a r= L s g, §= 17 RN

Define also the block matrices

AMB AMy AMM 0 AMAK

AA,B — AA'y _ AAA — : :
AAKB AAKY AAxM AARAK
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where for every 7,k € K,

1< ~ ~
ANP = =N "2 X0p(04,0,)Q(0, K, 0,)e™ X Y(T,), r=1,....n, s=1...p,
n
=1
1 ~ ~
AAk’Y:—— 2 ,;sen 1]@6’” ﬁan‘Y;TT =1,... =1,...
TS n ZZI S’V,, ( )Q(O » Yy )6 ( )7 r ) 7n7 S I 7Q7
1 & ~ ~
ANy g - ) .
Arsk - JZkI]'T:Sn;Q(O’Lak79n>¢(Traoﬁk79n>
1 < ~ o~
+1j>k (Ilrsﬁ 22¢(TsuOz7k76n)Q(027]7‘9n)
=1
2 — ~ D
+— Y (T, 04k, 0,)Q(O, 4, 0)e™ X AN (Ty) {1g,<r, — Iry<r, }
=1

2 ~ ~
_Egb(TT‘?OS?k’en)Q(OSvja QH)AS) , TS = 1,...,7’L,

and A/A;(TS) is the jump size of Kj,n at Ty that is, m(TS) = Km(TS) —
Ajo.(Te—) (j € K,s=1,...,n). Note that for notational simplicity, the lower

(sample size) indice n has been omitted in the notations for the sub-matrices
of A,,.

Now, define
Son = {AP7 — APT(A) LAY — (AP — APY(AT) AT
X (AM = AN (A TN AN — AV ()T AT
S = {AT = AV (APT)TIAPY — (AN ATB(AP)TI AN
x (AN = AMB(ABPY=1 APM)=1(AMY AAB(Aﬁﬁ)_lAg,y)}fl7
and
iAm _ {AAA . AAﬁ(ABﬂ)—lAﬁA . (AAV . AAﬁ(Aﬁﬁ)_1Agv>
x (A7 — Awﬁ(Aﬁﬂ)—lAﬁv)—l(AyA _ A’yﬂ(A,Bﬁ)—lAﬁA)}—l '

Then the following holds:

THEOREM 3.6. Under conditions (a)-(f), iﬁm and imn converge in prob-
ability to X3 and ¥, respectively as n tends to co. Moreover, fort € (0,7)
and 5 € IC, let

@\2 (t) - E(j,t)EAﬂUELj,t)?

j?n
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where

D

— — /
‘:Zj,t) = (0/(j71)n7 AAj,n(T1>]]-T1§t7 NN AAj,n<Tn)I]-Tn§ta Ol(K*j)TL)

and
U(nj,t) = (Ol(j—l)nv ]lT1§tv SR ]LTnSU OI(K—j)n)/'

Then U3,(t) converges in probability to v3(t) as n tends to co.

3.5 Discussion

In this paper, we have constructed consistent and asymptotically normal es-
timators for the stratified proportional intensity regression model when the
sample stratum information is only partially available. The proposed estima-
tor for the regression parameter of interest in this model has been shown to
be semiparametrically efficient. Although computationally more challenging,
these estimators improve the ones previously investigated in the literature,
such as the regression calibration estimators (Dupuy & Leconte, 2008).

We have obtained explicit (and computationally fairly simple) formulas
for consistent estimators of the asymptotic variances. These formulas may
however require the inversion of potentially large matrices. For a large sam-
ple, this inversion may be unstable. An alternative solution relies on nu-
merical differentiation of the profile log-likelihood (see Murphy et al. (1997)
and Chen & Little (1999) for example). Note that in this latter method
however, no estimator is available for the asymptotic variance of the cumu-
lative baseline intensity estimator. Some further work is needed to evaluate
the numerical performance of the proposed estimators. This is the subject
for future research, and requires some extensive simulation work which falls
beyond the scope of this paper.

In this paper, a multinomial logistic model (Jobson, 1992) is used for
modeling the conditional stratum probabilities given covariates. This choice
was mainly motivated by the fact that this model is commonly used in med-
ical research for modeling the relationship between a categorical response
and covariates. The theoretical results developed here can be extended to
the case of other link functions. In addition, the covariate X in model (3.1)
is assumed to be time independent, for convenience. This assumption can
be relaxed to accomodate time varying covariates, provided that appropriate
regularity conditions are made.
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3.6 Appendix. Proofs of Theorems
A.1 Proof of Theorem 3.1

For every k € IC, define Z}) = {i € {1,...,n}|A;R;1lg,—p =1 or A;(1-R,;) =
1}, and let i} denote the cardinality of Z}!. Let i} = 25:1 ir. Consider the
set of times {7;,7 € Z}'}. Let t,1) < ... < f(n) denote the ordered failure
times in this set. For any given sample size n, the NPML estimation method
consists in maximizing L,, in (3.2) over the approximating parameter space

O, = {(B,7 Aulte}) : B € Biv € G Mt} € [0.00),5 =1,... i3 k € K}

Suppose first that Ap{tp )} < M < oo, for j =1,...,i} and k € K. Since
L, is a continuous function of 3,7, and the Ap{t( ;) }’s on the compact set
B x G x [0, M]s, L, achieves its maximum on this set.

To show that a maximum of L, exists on B x G x [0,00)%, we show that
there exists a finite M such that for all 07 = (8™ M, (AM{twn})jx) €
(BxGx[0,00)*)\(BxGx [0, M]"), there exists a 6 = (3,7, (Ar{tw})jr) €
B x G x [0, M]% such that L,(8) > L,(6™). A proof by contradiction is
adopted for that purpose.

Assume that for all M < oo, there exists 6 € (B x G x [0,00)%)\(B x G x
[0, M]%) such that for all & € B x G x [0, M]s, L,(0) < L,(6™). It can be
seen that L, is bounded above by

n

K
K TT I TT {esAd Ty s exp | —eaRils,oi Y Aedten Yo, <

i=1 |k=1 j=1

If M € (B x G x [0,00)")\(B x G x [0, M]%), then there exists [ € K and
p e {1,...,i’} such that A}M{t;,)} > M. By assumption (d), there exists at
least one individual with indice irr (ins € {1,...,n}) such that 1s, - =1,
Y;, (1) =1 (and therefore ¢, <T;,, = 7), and R;,, = 1. Hence

M (s

‘n

“
M
R\ s, =i E N {tagp ey, <, — 00 as M — oo.
J=1

It follows that the upper bound of L,(6™) (and therefore L, (6") itself)
can be made as close to 0 as desired by increasing M. This is the desired
contradiction. [ ]

A.2 Proof of Theorem 3.3
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We adapt the techniques developed by Murphy (1994), in order to prove
consistency of our proposed estimator 6,,. The proof essentially consists of
three steps:

(i) for every k € IC, we show that the sequence ]\\kn(T) is almost surely
bounded as n goes to infinity,

(ii) we show that every subsequence of n contains a further subsequence
along which the NPMLE 6,, converges,

(iii) we show that the limit of every convergent subsequence of 9, is 6.

Proof of (i). Note first that forall s € [0, 7] and k € K, 23", Q(O;, k, é\n)eELIXiYi(s) >
co= >0 Rilg,—Yi(7). Moreover, Q(O;, k,0,) is bounded by 1. It follows
that for all £ € K,

~ 17 dN, s~ A
O < Ak}ﬂ,(T) S _ T ~ (8) — - z szl ,
caJo i Rils—Yi(T)  cor > iy Rilg—Yi(T)

where N, (s) =n~' 3" | Ni(s). Next, L 3" | R;1g,-,,Yi(7) converges almost

surely to Py,[R1s=xY (7)] > ¢4 > 0 therefore, for each k € I, as n goes to
A 1
cacy

infinity, A, (7) is bounded above almost surely by

Proof of (i1). 1f (i) holds, by Helly’s theorem (see Loéve (1963), pl79),
every subsequence of n has a further subsequence along which /A\l,n converges
weakly to some nondecreasing right-continuous function A}, with probability
1. By successive extractions of sub-subsequences, we can further find a sub-
sequence (say n;) such that Ay, converges weakly to some nondecreasing
right-continuous function Aj, for every k € K, with probability 1. By the
compactness of B x G, we can further find a subsequence of n; (we shall still
denote it by n; for simplicity of notations) such that /A\;mj converges weakly

to A} (for every k € K) and (anﬁnj) converges to some (5*,v*), with prob-
ability 1. We now show that the A}’s must be continuous on [0, 7].

Let ¢ be any nonnegative, bounded, continuous function. Then, for any
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given k € IC,

| vtsianie / U()HAG(S) = Ry ()
[ uts [ 57 Q00 k. 8,,)e ¥¥i(s)

L

< /OT¢<s>d{Az<s>—Kk,nj<s>}+ / [ stl RYils

L

1 < ~
n—j Z: Q(OZ, k‘, an)dN,(s)

-1

By the Helly-Bray lemma (see Loéve (1963), p180), [, ¢ (s)d{A;(s)— /A\;mj(s)} —
0 as j — oo. Moreover, N, (-) and n_jZl_l RZILSl_kY() converge almost
surely in supremum norm to

K

Z /0 Py, [ﬂszkeﬂéXY(S)] dAgo(s) and Py, [R1g—Y (-)]

respectively, where the latter term is bounded away from 0 on s € [0, 7] by
assumption (d). Thus, by applying the extended version of the Helly-Bray
lemma (stated by Korsholm (1998) for example) to the second term on the
right-hand side of the previous inequality, we get that

/0 " p(s)dAL(s) (3.5)

< Cz/ @ZJ {Pgo [RI[S kY ZP@O 15 keﬁo Y( )])\k,Q(S)dS.

k=1
CoC.
“z/zp Pofs

Suppose that A} has discontinuities, and let ¢ be close to 0 except at the
jump points of A 1, Where it is allowed to have high and thin peaks. While
the right-hand side of inequality (3.5) should be close to 0 (g is continuous
by assumption (b)), its left-hand side can be made arbitrarily large, yielding
a contradiction. Thus A} must be continuous (k € K). A second conclusion,
arising from Dini’s theorem, is that /A\kynj uniformly converges to A} (k € K),
with probability 1. To summarize: for any given subsequence of n, we have
found a further subsequence n; and an element (5*,7*, A, k € K) such that
1By = B, 15y — 771l and supeng (R, (6) — AZ(O)] (For every k € K)
converge to 0 almost surely.

dN,, (s).
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Proof of (iii). To prove (iii), we first define random step functions

< AN Q(O;, k,by)
Senlt) = 2S00, b o) exp(A Y () ) 0 S LS k€K,

and we show that for every k € KC, Ay, almost surely uniformly converges to
Ay on [0, 7]. First, note that

sup Kk,n(t) — Py,

t€[0,7]

A]lTStQ(O) k? 00)
P90 [ILS:keﬁ(l)XY(sﬂ ’s:T

1 n
- Z Ailg,<,Q(O;, k, 6p)
i=1

1 1
" {Pn [Q(O, k,00)e%XY (5)]  Pay [1s—1e’¥Y (s)] }

Al k. O
+ sup (P, — Fp,) Tgtcg,()?7 .60)
te[0,7] Py, [ﬂszke 0 Y(S)] ‘5=T
< su L - !
= o] |Po [Q(O, k. 00)e® XY ()] ~ Py, [Lspe® XY (s)]

+ sup |(P, — Fp,)

te(0,7]

Alr<Q(O, k,0)
<tQ 3.6
Py [1s—1e®XY (s)] ‘s=T] | >

The class {Y(s) : s € [0,7]} is Donsker and Q(O, k,6,)e’X is a bounded
measurable function, hence {Q(O,k,60y)e®*XY (s) : s € [0,7]} is Donsker
(Corollary 9.31, Kosorok (2008)), and therefore Glivenko-Cantelli. Moreover,
Py, [Q(O, k, 00)"XY (5)] = Pay[Pay [15=1| O]V ()] = Py [Ls=e™ Y (s)].
Thus

sup
s€[0,7]

P, [Q(o, k, 90>eﬁ6XY(s)] — P, [llgzke%XY(s)] \

converges to 0 a.e. Next, Pgo[]lszkeﬁéXY(s)] is larger than co. P, [1s—xY (7)]
and thus, by assumption (d), Py, [1s—,e®XY (s)] > 0. It follows that the first
term on the right-hand side of inequality (3.6) converges to 0 a.e.. Similar
aguments show that the class {Alr<,Q(O,k,00)/Poy[15=re®XY ()] |,_p
t € [0,7]} is also a Glivenko-Cantelli class, and therefore Ay, almost surely
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uniformly converges to

Py,

Alr<,Q(O, k,0y)
Py [Ls=r€®XY (s)] |,_p |

Now, note that Ay o(t) fo PPH(])I[]IS I;jN;E] ot which can be reexpressed as
S=k€

Py [1s=k Al _
P90 [HSZkeﬁ()XY(S)] ’s:T

Ak70 (t) ==

A]lTStQ(O7 k7 90)
P@O [I]'S=keﬁ6XY<S>:| |s=T '

Thus Kk,n almost surely uniformly converges to Ago on [0, 7].

Next, using somewhat standard arguments (see Parner (1998) for ex-
ample), we can show that 0 < n_l{log Ly, (Qn ) —log Ly, (6,,)} converges to
the negative Kullback-Leibler information P, [log(Ll(H*)/Ll(Ho))]. Thus, the
Kullback-Leibler information must be zero, and it follows that with probabil-
ity 1, L1(0*) = L1(6p). The proof of consistency is completed if we show that
this equality implies 0* = 6. For that purpose, consider Li(6*) = L;(6p)
under A =1, R=1, and 1g—; =1 (for each k € K in turn). Note that this
is possible by assumption (e). This yields the following equation for almost
all t € [0, 7], ||| < 1, ||w]| < e

()
log Mo

This equation is analogous to equation (A.2) in Chen & Little (1999). The
rest of the proof of identifiability thus proceeds along the same lines as the
proof of Lemma A.1.1 in Chen & Little (1999), and is omitted.

Hence, for any given subsequence of n, we have found a further subsequence

n; such that [, = Boll, [[Fn, — 70ll, and sup,eo Mg, (£) = Axolt)] (for
every k € K) converge to 0 almost surely, which implies that the sequence of

NPMLE 6,, converges almost surely to 6. [ |

+ (5" = ) w — Ap(£)e” " + Mg o)’ + log jﬁ) -

A.3 Proof of Theorem 3.4

The proof of Theorem 3.4 uses similar arguments as the proof of Theorem 3
of Fang et al. (2005), so we only highlight the parts that are different. We
need a few lemmas before presenting the proof.

LEMMA 3.7. Let h € H. Then the following holds: Py, [S1(00)(h)] =
Poy[h3S5(00) + hlS1(60) + Sohy Sax(60)(Ra,)] = 0.
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Proof. From the properties of the conditional expectation, we first note
that

K
P90 [55(90)] = P90 AX — Z Q(Oa ka 90>X eXp(ﬁ(,)X)Akp(T)

k=1

K
= Pgo AX — Z ﬂS:kX @Kp(ﬂéX)Ak’o(T)
k=1

= Py, [XM(7)],

where M (t) = N(t) — fot SR 1 ®XY (u)d Ay o(u) is the counting process
martingale with respect to the filtration F; = o{N(u), lo<y, X, S, W : 0 <
u < t}. X is bounded and F;-measurable, hence it follows that Py, [Ss(00)] =

0. Using similar arguments, we can verify that Py,[Sx, (00)(ha,)] =0, k € K.
Finally, for k=1,..., K — 1,

Fo, [S% (00)] = By, [W [Q<07 k, 00) — Tkyo (W)]]
= P90 [WP90 [lszk - ﬂ-kﬁo(W”W]]
= 0.

Combining these results yields that Py, [S1(6p)(h)] = 0. [ |

We now come to the continuous invertibility of the continuous linear
operator o defined in Section 3.4.

LEMMA 3.8. The operator o is continuously invertible.

Proof. Since H is a Banach space, to prove that o is continuously invert-
ible, it is sufficient to prove that o is one-to-one and that it can be written as
the sum of a bounded linear operator with a bounded inverse and a compact
operator (Lemma 25.93 of van der Vaart (1998)).

Define the linear operator A(h) = (hg, h.y, Pay [Ls=r¢(-, O, k, 00)] ha, (-); k €
KC), this is a bounded operator due to the boundedness of X. Moreover, for
all u € [0,7] and k € K, Py, [ls=rod(u, O, k,0)] > cocy > 0 by assump-
tions (c¢) and (d). This implies that A is invertible with bounded inverse
A~Y(R) = (hg, hey, Py, [Ls—&(-, O, k,00)] " b, (-); k € K). The operator o — A
can be shown to be compact by using the same techniques as in Lu (2008)
for example.
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To prove that o is one-to-one, let h € H such that o(h) = 0. If o(h) =0,
Pa, [S1(60)(h)?] = 0, and therefore S;(6y)(h) = 0 almost surely. Let j € K.
By assumption (e), for almost every ¢t € [0,7],||z| < ¢1, and [Jw| < ¢,
there is a non-negligible set €., C € such that A(w) = 1, R(w) = 1,
and lg@)=; = 1 when w € Q.. If Si(0y)(h) = 0 almost surely, then in
particular, for almost every ¢ € [0, 7], ||z|| < ¢1, and [Jw| < ¢, S1(6p)(h) =0
when w € €, , ,,, which yields the following equation:

K-1 t
o 0+ By e, = 3 ey 1) = e | [ (5100006) + ysalt)] = 0
k=1 0

(3.7)

with h,, = 0 when j = K. Then, by choosing ¢ arbitrarily close to 0, and
since A; is continuous, A;o(0) = 0, and hy, is continuous from the right at
0, we get that

K-1
I, (0) + Mg 4 w'hy, = >~ w'ho, w0 (w) = 0. (3.8)
k=1
Taking the difference (3.7)-(3.8) yields that

t
ha, (£) = hy, (0) = % { / ha, (5)dAj0(s) + By oft) (3.9)
0
for almost every t € [0, 7] and ||z|| < ¢;. Since A, is increasing (by assump-
tion (b)), for every ¢t > 0, Ajo(t) > Ajo(0) = 0 and therefore (3.9) can be
rewritten as

ha,(t) — ha (0) .

](Kj,o(t) () = % [r(t) + hja] (3.10)
where 7(t) = fot ha,(s) dAjo(s)/Ajo(t). Consider first the case where Fy = 0.
Since the left-hand side of (3.10) does not depend on x, hg must equal 0.
Next, consider the case where 3y # 0. Let t1,t, > 0. Then e%%[r(t;) — 7(t,)]
does not depend on z. Since the covariance matrix of X is positive definite,
we can find two distinct values 1 and 25 of X such that e [r(t,) —r(ts)] =
e%2[r(t;) — r(ty)]. This implies that r(t;) = r(t5), from which we deduce
that ha,(t) has to be constant (say, equal to a) for almost every ¢t € (0, 7].
From (3.10), we then deduce that hy,(0) = «, which further implies that
hg =0, a = 0, and thus hy,(t) = 0 for almost every ¢ € [0,7] (j € K). This,
together with (3.8) implies that A, =0, j € K.
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Let £ = K. Then oa, (h)(u) = Py, [ls=x¢(u, O, K, 6y)] ha, (u) = 0 for all
u € [0,7] since hg = 0 and h, = 0. By assumptions (c¢) and (d), for every
u € [0,7] and k € K,

Py, [Ls=kd(u, O, k,00)] = Py, [ILS:I@Y<U)Q(O’ k,eo)eﬁéx}
> P@o [HSZkY(T)Reﬁ(I)X} > 07

hence we conclude that hy . is identically equal to 0 on [0, 7]. Next, consider-
ing op, ,(h)(u) =0 with hg =0, h, = 0 and hy, = 0, we conclude similarly
that hy,_, (u) = 0 for every u € [0, 7]. It follows that h,, is identically equal
to 0 on [0, 7] for every j € K. Therefore, o is one-to-one. [ |

We now turn to the proof of Theorem 3.4 itself. Similar to Fang et al.
(2005), we get that

ﬁ(hm o) + K, G — 0 +Z / (s Ak,n—Ak,oxs))

= V1 (S, (B0) (0™ (h))—Peo[Sl(eoM H(h)]) + 0p(1),

where S, is given by (3.3). Consider the subset {(hs,0,0;k € K)|hs € RP} C
H and let i be an element of this subset. Setting i = h in the above equation
yields

Vs (B = B) = Vi (8. (00)(0 7 (R)) = Pay | S1(80)(0 ™ (R))] ) + 0,(118.11)

By Lemma 3.7, the central limit theorem, and Slutsky’s theorem, \/ﬁh’ﬂ(ﬁn —

o) is asymptotically normal with mean 0 and variance Py, [S1(60)(0~2(h))2].
If h € H, direct calculation yields

Si(6o)(h)* = hizS5(6)Ss(6) hs + h’S,(00)Sy(00) ey + 215.85(60) S, (60) b
K
+2h,S5(65) (Z Sa,(60)(ha, ) +2h! S, (6) (Z SAk(HO)(hAk)>
k=1

+’é (Q((’), k, 6o) {hAk (T)A — exp(B;X) /OT hAk(s)dAk,o(s)bz

+2 i 3 (Q(O, . 00) [hAk (T)A — exp(AX) /0 ' hAk(s)dAm(s)} )

k=1 j>k

« (Q0.5.00) [, (1) = exp(x) [ ) b, (8005 )
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Taking expectation followed by some tedious algebraic manipulations and
re-arrangement of terms yield that

Poy [$1(00) (0)?] = Hyors(h) + Koy () + 3 / e (1) () (u)dA o).

Therefore
Poy [$100(@7 0)?] = 05! (B oa(07 (B) + 05 (o (07 (B)
3 / "ol () (w)on, (o~ (7)) (w)d A o(u)
k=1 "0

= fjog' (h),
where the last equality comes from the fact that
o(07'(h) = (05(07" (1)), 04(0 7 (h)), o0, (0 ()); k € K) = .

Now, recall that the linear map 551 : RP — RP was defined in Section
3.4 as a restricted version of 051, by setting ﬁgl(hﬁ) = o5'(h) for any
L of the form (hs,0,0;k € K). Let {e1,...,e,} be the canonical basis
of RP and X5 = (551(61),...,551<6p)). Then for any hg € RP, we have
Eﬂ_l(hg) = Yghs and thus P, [S1(60) (07 (R))?] = hsYghg. Hence, for every
hg € RP, \/nhjz(B, — Bo) converges in distribution to N'(0, hz¥shg). By the
Cramér-Wold device, /n(f, — o) converges in distribution to N(0,3s).

Now, for 7 = 1...,p, denote %j = (€;,0,0;k € K). Letting h = ﬁj for
each j=1...,pin turn in (3.11) yields

Vil = o) = <= 3 15(Ou o) + 0y(1),

where
K
15(0,60) = S585(60) + E5,(60) + > Sa, (6)(E7),
k=1

= and Z* are (p X ¢) and (p X 1) matrices respectively defined by

o (hy) ox) (h)
== : and ZF= : ,

‘7;1<hp)/ UX,} (hyp)
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and Sh, (6p) is applied componentwise to =*. Thus Bn is an asymptotically
linear estimator for (3, and its influence function i5(O, 6,) belongs to the
tangent space spanned by the score functions. It follows that [3(O, 6) is the
efficient influence function for 3y, and that Bn is semiparametrically efficient
(see Bickel et al. (1993) or Tsiatis (2006)). [ |

A.4 Proof of Theorem 3.5

The proof of asymptotic normality of vVn(Jn — 7o) proceeds along the same
line as for /n (ﬁn Bo), and is therefore omitted.

Next, for any t € (0,7) and j € K, the asymptotic normality of \/ﬁ(&-,n(t)—
Ajo(t)) can be proved by using a similar argument with L replaced by
h(jﬂg) = (hﬁ,hw,h/\k;k‘ - IC), where hﬁ = 0, h,y = O, hAj(') = ]l.gt (t € (0,7’)
and j € K), and hy, = 0 for every k € K,k # j. Details are omitted. [ |

A.5 Proof of Theorem 3.6

The proof of Theorem 3.6 parallels the proof of Theorem 3 in Parner (1998)
and thus, will be kept brief. Let 0, = (0gn, Ty n; Oa,n; k € K) be defined
as o with all of the 6, and F,, replaced by é\n and P, respectively. Sim-
ilar to the proof of Theorem 3 in Parner (1998), it can be shown that
0, converges in probability to o uniformly over H and that its inverse
0,0 = (G050 0p, ik € K) is such that 7, (h) converges to o' (h) in

probability.

For every hg, the asymptotic variance of \/_h’ﬁ(gn — (o) is h’ﬁa/gl((hg, 0,0k €
K)), which is consistently estimated by hjo A_l W ((h3,0,0;k € K)). Let h,, =
(hﬁn, h,y s hAk - ke /C) = 0_1((h5, 0, 0; k E IC)) Then On(hn) (hg, 0, 0; ke
K), or

0pn(hn) = hg
Oyn(hy) =0 (3.12)
Oapn(hn)(u) =0, kek, wuecl0r].

In particular, letting v = T3,...,7, in (3.12) yields the following system of
equations:

An| Pyw | =10, |, (3.13)
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where hA,n = (hAl,n(Tl)a c 7hA1,n(Tn>7 cey hAK,n(Tl)a ceey hAK,n(Tn))/; and
A, is defined by (3.4). Some simple algebra on (3.13) yields that hg, =
fﬁmhg where ig,n is defined in Section 3.4, and therefore hbiﬁ,nhﬁ is a con-
sistent estimator of the asymptotic variance of \/ﬁh’ﬁ(ﬁn — [o) for every hg.
We conclude that i/@m converges in probability to Yg. The consistency of
imn proceeds along the same lines and is therefore omitted.

We now turn to the estimation of the asymptotic variance of Km(t),
for t € (0,7) and j € K. By the dominated convergence theorem and the
consistency of 7, !,

~

/0 531 (i) (@) ()

converges to v’ fo O’A hije)(u) dAjo(u), where we recall that hjy is
the element (hﬂ,hy,h/\k,k € K) such that hg = 0, h, = 0, hp,(-) = L.« for
some t € (O 7) and j € K, and hy, = 0 for every k e K,k #j. Lettlng
hy = (hﬁn, hyn,hAk nik € K) =5, (hy), we get that an(hn) hjp

n 3.14
u<ts u € [0,7’] ( )

, ke, k#£j wuwel0,r7]

|
o =

In particular, letting w = T3,...,T, in (3.14) yields the system of equations

Tlﬁ,n Op
An h*y,n = Oq )
hA,’I’L U(njvt)
with the notations 2o, = (ha, (11, - -+ Ry (T)s - s Bagen(T0); - -y B (1))
apd UGy = (04 1ym Lt -5 Lz, Ofge_jy,,)'. Similar algebra as above
yields

%A,n - iA,n U(nj,t) ;

where EAn is defined in Section 3.4. Now, fo O'A nl hw))(u)d//ij,n(u) verifies

n
-~

/0 (o) @R = S 63 () (T) B (T) <,

=1

- H(jt hAm
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~
—
— 1
=

— — /
(.b) = (0/(]-71)”, AAj,n(T1>1T1§t7 ceey AAj,n(Tn)ﬂTngta O/(Kfj)n> . It fol-

lows that ggt)iA,nU("j » 1s a consistent estimator of v¥(t), which concludes

the proof. [ |

where



Chapitre 4

Utilisation de I’algorithme EM
dans le modéle de Cox stratifié
avec strates aléatoirement
manquantes

Sommaire
4.1 Description de lalgorithme EM . . . ... ... .. 68
4.2 Application a ’estimateur proposé . ... ... .. 69

Ce chapitre traite de ’algorithme Espérance-Maximisation, souvent connu
sous le nom d’algorithme EM. Il s’agit d’un algorithme itératif, utilisé dans
I’estimation du maximum de vraisemblance pour des problémes de données
incomplétes, qui fut introduit par Dempster et al. (1977). Nous I’appliquons
ici dans le cadre du modéle de Cox stratifié avec strates aléatoirement man-

quantes, comme cela a été introduit dans le chapitre 2.

Nous décrivons tout d’abord la démarche générale de I’algorithme EM,
puis nous présentons son application a notre modéle, afin d’illustrer les résul-
tats obtenus dans le chapitre 3. L’algorithme de Newton-Raphson, permet-
tant d’obtenir une estimation du parameétre de régression a chaque itération

de l'algorithme EM, sera également développé.

67
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4.1 Description de ’algorithme EM pour don-
nées manquantes

Nous rappelons dans cette section le principe de ’algorithme Espérance-
Maximisation (algorithme EM).

Cet algorithme est une approche utile dans les problémes de données in-
complétes, qui permet I'implémentation itérative d’estimateurs du maximum
de vraisemblance. L’idée de base de 'algorithme est d’associer au probléme
de données incomplétes un probléme de données complétes pour lequel 'es-
timation du maximum de vraisemblance est plus aisé a implémenter. Suppo-
sons que l’on observe incomplétement un vecteur aléatoire X correspondant
au vecteur de données complétes z. Notons fx(.;0) la densité du vecteur
aléatoire X, o 6 € © C RP est un vecteur inconnu de paramétres. Soit Y le
vecteur aléatoire de densité fy (.; #) correspondant aux données réellement ob-
servées y. Ainsi, x est considéré comme la concaténation des données incom-
plétes y et de données manquantes, que l'on peut noter z. Notons fxy(.|Y;6)
la densité conditionnelle de X sachant Y et 0, la vraie valeur du paramétre 6.

Si X était observable, la log-vraisemblance compléte du modéle serait
donnée par

19(0) = In(fx(x,0)), (4.1)

et l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 serait obtenu comme
solution du probléme de maximisation de cette expression. Mais dans le cadre
de 'observation des données incomplétes Y, la log-vraisemblance observée a
maximiser est donnée par

190) = In(fy (y,0)). (4.2)

L’algorithme EM consiste a résoudre indirectement le probléme de la maxi-
misation de (4.2) en procédant itérativement sur la log-vraisemblance des
données complétes (4.1). Comme elle n’est pas observable, elle est remplacée
par son espérance conditionnée par les observations y, en utilisant la valeur
courante pour ¢. Plus précisément, définissons pour 6 et 9 deux valeurs de
paramétres de O, la fonction D par

D(6,9) =Es[l(0)]Y =y},

alors cette espérance conditionnelle sera calculée avec une valeur courante
du paramétre ¢, et maximisée en . Cela conduit a envisager un algorithme
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itératif qui, partant d’une valeur initiale (9, générera une suite de valeurs
(09),en du paramétre @ telle que

0 € argmazeco D(0,09). (4.3)

Ainsi, pour la (¢ + 1)-éme itération de 1’algorithme, la valeur courante du
paramétre 6 étant notée 09 les deux étapes suivantes se succédent :

— Etape de calcul de ’espérance (étape E) : calcul de I'espérance de
la log-vraisemblance des données complétes conditionnée par les don-
nées réellement observées, sous la loi donnée par le paramétre courant
6@,

D(6,09).

— Etape de maximisation (étape M) : actualisation du paramétre
courant comme une des valeurs de © maximisant la quantité calculée
dans I'étape E

01t € argmazecoD(0,09).

Ces deux étapes, ayant donné leur nom a l'algorithme, sont répétées al-
ternativement jusqu’a ce qu’un critére de convergence soit vérifié, par exemple
jusqu’a ce que la différence |12 (@) —[©)(9(D)| (ou plus simplement ||#(a+) —
0@||s) soit arbitrairement petite.

Dempster et al. (1977) montrent que la fonction log-vraisemblance obser-
vée augmente a chaque itération EM : pour tout ¢ € N,

1@ (plat)) > 1) (@),

ce qui permet de garantir a 'utilisateur que ’algorithme progresse dans la
bonne direction des valeurs croissantes de la log-vraisemblance. Le lecteur
intéressé par plus de précisions sur 'algorithme EM ainsi qu’a ses multiples
applications pourra se référer & Dempster et al. (1977) ainsi qu’au traitement
détaillée de McLachlan & Krishnan (1997).

4.2 Application au modéle de Cox stratifié avec
strates aléatoirement manquantes
Nous appliquons maintenant ’algorithme EM & notre probléme de strates

aléatoirement manquantes dans le modéle de Cox stratifié afin de déterminer
un estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre de régression (.
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Nous avons introduit les notations ainsi que les hypothéses de notre modéle
au chapitre 2. Les données réellement observées de notre étude sont les

0= (Oi)ié{l,...,n} = (T’la Ai? Xi7 Wi7 Ri7 Risi)ie{l,.“,n}a
par opposition aux données
(7—;7 Aia Xi7 I/I/ia Si)ie{l,...,n}7

observées incomplétement.

Déterminons la log-vraisemblance associée a ces données complétes. La
vraisemblance de cet échantillon est

L,(0) = HfThAiaXiaWivSi

=1
n

= H fTuAi\Xi,SiP5i|Xi7Wiin7Wi' (4'4)
=1

Comme la loi de S conditionnelle & (X, W) est entiérement déterminée par
la donnée de W et la censure étant dans notre modéle non informative, nous
obtenons

n
L,(0) = H fTi,Ai\Xi,SiWSi,’Y(Wi)in,Wi

)

—_

n K
- H (fTi,AilXi,Si:ka,“f<Wi))ﬂSi:k fxw, (4.5)

=1k

_.
I
—

n

Il
>

| </\k:(Ti)Ai exp <Azﬂ/Xz‘ - eﬁlXiAk:(Ti)> 7Tk,'y<Wi)> e Ixiw;-

1=

—_

k

Il
—

Ainsi, la loi des covariables X et W ne dépendant pas du paramétre du modéle
6, la vraisemblance des données complétes a considérer (proportionnelle &
celle donnée par (4.5)) est

n K

£906) = TTTT (AT exp (857X = 7 XA(T)) s (W) 7

i=1 k=1

Par conséquent, la log-vraisemblance compléte a utiliser, dans le cadre semi-
paramétrique de I'estimation de 6, est

19(0) = Z (A,ﬂ’xi +3 Lo <Ai AT} — X AL (T) + In %(vvi>)) (4.6)

=1 k=1
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Mise en place de I’étape Espérance

Calculons maintenant la log-vraisemblance conditionnelle aux données

.....

est 1, utilisée dans 'algorithme EM. On ’appellera log-vraisemblance EM :

IEMg.9) = D(8,9)
= Ey[1}(6)|0]

= i 3" QO k,v) (Ai AT} — e AL(T) + In WMW@-))

=1 k=1
LY A, (47)
=1

ou Q(O;, k, V) = R;1{S; = k} + (1 — R;)w;(k,?) est la probabilité condi-
tionnelle que S; soit égal a la strate k& sachant O; sous 'hypothése que le
modéle a pour paramétre 9, avec w;(k, 1) la probabilité conditionnelle sous
le modéle ¥ que l'individu ¢ appartienne & la strate k sachant les variables
T, Ay, Xi, Wi Si 0 = (8,7, Ar; 1 < k < K), cette probabilité conditionnelle
se calcule sous la forme

wi(k9) — 1,800,521 (V) Th o (W) (48)
7 Zszl fTiyAilXi’Sz‘:k?(19)7-[-’?7"/<Wi)

AT} 2 e X exp (—eﬂ’Xi > Aj{Ti}YATZ-)) etV

I AT e Seexp (—e7% S0, A{TY(T,) ) %

Mise en place de ’étape Maximisation

A l'étape ¢+1 de I'algorithme EM, nous cherchons 4 maximiser {2 (6, QAn(q))

en 0, 9/;@ désignant la valeur courante de paramétre 6 obtenue a l'issue de
Iétape q. 0 = (8,7, (A{Ti})1<i<n1<k<k) varie dans B x G x Hle &% Nous
commencons par déterminer des relations implicites pour les estimateurs en
escalier de Ay (1 < k < K) grace a la proposition suivante.

—(q)

PROPOSITION 4.1. Soit 0" = (ﬁn 2, (K;I{Ti}(q))1<i<n,l<k<l(> Ves-

timateur de 6 obtenu a ’étape q de l'algorithme EM. Alors si

~g+) [ ~atD) —
0, = <ﬁn Y, (Ak,n{Ti}(q+1))1§i§n,1§k§K)
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est lestimateur de 6 obtenu a l'issue de l'étape g+ 1, la valeur du saut en T;
de l'estimateur en escalier de Ay a Uétape q + 1 de lalgorithme EM vérifie
pour tout k dans {1, ..., K} et n dans {1,...,n} 'équation implicite

AQO, k6,
S QO kB Y exp (X5 )y (1)

Ren{ T} = (4.9)

Preuve Pour obtenir cette équation implicite, il suffit de dériver (2 (6, 9/;((1)

par rapport a la composante Ax{T;} de 0, de vérifier que la dérivée seconde
est bien négative et de trouver la valeur qui annule la dérivée premiere. W

)

En réinjectant ces valeurs dans 2 (0, 0, (q)) et en utilisant 1’expression
de Vestimateur de Aj de la forme Kk\n( T;) = Z Akn{T <1, on ob-
tient une expression de la log-vraisemblance EM ne dependant plus que des
composantes 3 et v de 6 :

~(q)
1PM((8,),0 ZZQ 0k, 0. ") A In AiQ(Oi,AIi;)@n )
i=1 k=1 > QO k, 0, )P XaY(T;)

n K
=33 QMO k.6, ) nm, (W)

i=1 k=1

Ir<m,

B Q(’)z,ké )eﬁ'XAJQ((’)],kH )
3.5 S Ok AP

+ Z Aif' X (4.10)
i=1

En utilisant la commutativité des symboles de sommations et le fait que pour

j dans {1,...,n}, la somme Zle Q(O;j, k, HAH(Q)) soit égale a 1, on obtient
I'expression suivante simplifiée de (4.10) :

t& ~ ()
i=1 k=1 Z?:1 Q(Omk’,@n )eﬂXij(Ti)
n K
~(q)
303 QO kA s (1)
i=1 k=1

n

+Y A(BXi-1). (4.11)



4.2 Application a ’estimateur proposé 73

Dans I'é¢tape de maximisation de l'algorithme, nous souhaitons ensuite
maximiser 'expression (4.11) en (3,7) € B x G puis réinjecter 1'expression
—(q+1) . .

obtenue pour [, ™ dans (4.9) pour obtenir I’ensemble des sauts des esti-

(¢+1)

mateurs /Tk\n ! (1 < k < K). Il n'est pas possible de résoudre analyti-

EM ~(a) EM —~(q)
quement les équations %g)ﬁn) =0et W = (0 pour obtenir

. .. . —~(¢+1) =
une expression explicite de calcul des valeurs itérées (3, T et %(q+1)' Nous

choisissons donc de résoudre ces équations, a chaque itération de ’algorithme
EM, a l'aide d’un algorithme de Newton-Raphson. Cette proposition donne
les expressions des fonctions score associées aux paramétres (3 et 7 en nous
plagant dans le cas ou [ varie en dimension 1 (p = 1) et v en dimension K
(m = 1) pour simplifier les notations.

PROPOSITION 4.2. La fonction score associée a la log-vraisemblance EM
pour le parametre B est donnée par

oM ((8,7).6.")
95

n n K n 7 (@) .
0 S 005, k0, D)X PN YT,
_ ZAiXi—ZZAiQ(Oi,k,en(qUZFIQ( - A<q>) e T
i=1 i=1 k=1 § :?:1 Q(Oj7k79n )e/BXjY}<E>

Sp(B) =

La fonction score associée a la log-vraisemblance EM pour le paramétre vy
(1 <k<K-—1)est donnée par

oM ((6,7),0,")
Ok

Su(nm) =

= 3 (RO 6, = 7 (W) Wi

i=1

n ~(q) eVeWi
= Z (Q(Oz’,kﬁn ) — m) W;

=1

Nous rappelons ici le principe de I'algorithme de Newton-Raphson per-
mettant de trouver les zéros de Ss et S,,. L’algorithme de Newton-Raphson
pour la résolution numérique d’une équation S(x) = 0 consiste & approximer
Pexpression S(z) par son développement de Taylor a I'ordre 1 au voisinage
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de la valeur courante, que l'on notera z(® pour l'itération a :
S(z) = S(z'Y) + (x — 2() S (z).

Ainsi, la nouvelle valeur de = a l'itération a + 1 est obtenue en résolvant
I’équation ou le second membre de 1’équation précédente est pris égal a 0 :

ot — @) 4 S (z )7L ().

Cette étape est répétée jusqu’a ce qu'un critére de convergence soit vérifié,
par exemple |z(¢T1) — 2(?)| arbitrairement petit.

. . . —~(g+1) -
Appliquons maintenant cet algorithme pour le calcul de 3, T et %(q+1)‘

Nous initialisons 'algorithme de Newton-Raphson avec les valeurs obtenues

—~(q) ~
a I'étape ¢ de 'algorithme EM, 3, ! et %(q). Notons la valeur courante de

ces paramétres dans l’algorlthme de Newton-Raphson (@ et 7,(;1) (1<k<
K — 1), en éludant l'indice n représentant la taille de I’échantillon et Iétape
q+1 de l'algorithme EM, fixes lors de ’application de la méthode de Newton-
Raphson. La proposition suivante donne les expressions dérivées des fonctions
score utilisées dans 'implémentation de cet algorithme.

PROPOSITION 4.3. La dérivée de Ss est donnée par

n K
SN AQO K6,

2

2251 Q0 k, 6, )X,V (T))

i=1 k=1 Z? L QO k, é\(q))eﬁXjY'(T')
n K @)\ 2 ax
O, k., 0, X2ePNY(T,
£33 800, k67 2 ; g
i=1 k=1 Zj:l Q(Oi;kaen )eﬂXij(Ti>
Quel que soit k dans {1, ..., K — 1}, la dérivée de S., est donnée par
n W2@'mW
S’Yk /7k - _Z 1+67’€W'

Résumons maintenant les étapes de 'implémentation de I'itération ¢ + 1
de I'algorithme EM, ot 'on dispose au départ de la valeur des estimateurs
obtenue a l'issue de I'étape ¢

~

—(q) —
= (ﬁn ﬁn(q)7 (Ak,n{Ti}(q))1<i<n,1<k<K) )

(@) o

ot 79 = (739, Ao, o).
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Etape ¢ + 1 de I’algorithme EM

(I) Etape Espérance Calcul de w;(k, GATL(Q)) grace a la formule (4.8), puis
de Q(Oi,k,@;(q)), pour tout k € {1,..., K} et i € {1,....,n}.

(II) Etape Maximisation
e Etape 1 : Initialisation des paramétres

8O =50 10 = 5@ ot AQ = (Ren{T10)1cicn

pour tout k dans {1,..., K'}.
e Etape 2 : Exécution des K algorithmes de Newton-Raphson,
— répétition des calculs de Sz(3™), S5(8) et

Bl = B — 5581 S5(8)

jusqu’a ce que la condition |3V — 39| < 107° soit vérifiee,
— répétition pour chaque k£ € {1,..., K} des calculs de S%(v,(:)),
S, (1) et

— 8 (NS, ()

) _

jusqu’a ce que la condition |7,(€a+1 7,(;1)| < 107° soit vérifice.

e Etape 3 : Assignation des valeurs

B;(Q) _ ﬁ(a),
T ? = P VI<k<K -1,
@(q) — 0.

e Etape 4 : Calcul des sauts des estimateurs des Ay, (1 <k < K)
AQ(O: 1,6,
n ~(a) ,o(g+1)
Zj:l Q(O;, k, 0y )eXp(X 6n )Y;(T3)

pourtout 1 < k< Ketl<1i<n.
e Etape 5 : Obtention de

Rin{T}0H) =

Y

~(¢+1) —(q+1) __ —
Qn = (ﬁn 77n(q+1)7 (Ak,n{ﬂ}(q—ﬂ))1§i§n,1§k§K) .
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Deuxiéme partie

Estimation par moindres carrés
pénalisés dans le modéle de
régression linéaire censuré a

droite

7
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Cette partie s’intéresse au travail effectué dans le cadre du modéle de
régression linéaire censuré a droite.

Nous commencons, dans le chapitre 5, par introduire le modéle de durée
de vie & temps accéléré permettant de comprendre I'utilisation du modéle de
régression linéaire dans un cadre de durées de vie censurées. Nous rappelons
les résultats asymptotiques obtenus sur les estimateurs de type Kaplan-Meier
dans un cadre général de durées de vie censurée a droite. Enfin, nous dévelop-
pons 'estimation par moindres carrés pénalisés dans le modéle de régression
linéaire et donnons les résultats existants sur ce type d’estimateurs.

Dans le chapitre 6, nous introduisons une méthode d’estimation par moindres
carrés pénalisés dans le modéle de régression linéaire censuré a droite. Nous
proposons un nouvel estimateur du coefficient de régression minimisant un
critére des moindres carrés pondéré par des poids de Kaplan-Meier et contraint
par une pénalité bridge. Des résultats de consistance et normalité asympto-
tique sont obtenus et une simulation permet de donner des résultats numé-
riques pour des échantillons a taille fixée et de comparer I’estimateur proposé
a celui obtenu par la méthode simple consistant a supprimer les données cen-
surées.

Enfin, le chapitre 7 rappelle la démarche de I'algorithme bootstrap et
présente son application a ’estimation de ’écart-type de I'estimateur obtenu
dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Modéle de durée de vie a temps
accéléré et approche pénalisée

Sommaire
5.1 Modéle de survie accéléré . ... ... ....... 82
5.2 Estimateurs de type Kaplan-Meier . . . . ... .. 83
5.2.1 Définitions et notations . . . . . .. ... ... .. 83
5.2.2 Résultats de consistance . . . . . .. ... ... 85
5.2.3 Normalité asymptotique . . . . . . . . .. ... .. 87
5.3 Pénalisation . . . . ... ... o o000 90
5.3.1 Régressionridge .. ... ... ... ... ... 90
5.3.2 Régression LASSO . . . ... ... ... ...... 91
5.3.3 Régression bridge . . . . .. . ... oo 93

Dans ce chapitre, nous commencons par motiver 'utilisation du modéle de
régression linéaire pour des données de survie en expliquant qu’il correspond
a un modele de durée de vie a temps accéléré. Nous donnons l'interprétation
de ce type de modéle en terme des fonctions usuelles caractérisant la loi.
Nous introduisons ensuite dans le cadre général de durée de survie censurées
a droite les estimateurs de type Kaplan-Meier, initiés par Kaplan & Meier
(1958), et les résultats asymptotiques obtenus par Stute (1993, 1996). Nous
détaillons les applications a I’estimateur des moindres carrés dans le modéle
de régression linéaire censuré. Enfin, nous présentons les méthodes de réduc-
tion de dimension par approche pénalisée de type ridge, LASSO et bridge
dans le modéle de régression linéaire ainsi que les résultats asymptotiques
obtenus par Knight & Fu (2000) dans le cas d’un design fixe. Notre objec-
tif sera, dans le chapitre suivant, de proposer ce type d’estimateurs dans le
modéle de régression linéaire censuré a droite.

81
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, pd

5.1 Modéle de durée de vie a temps accéléré

Le modéle de temps accéléré pour des données de survie est une approche
utilisant le modéle de régression linéaire classique. Dans ce modéle, les cova-
riables X € RP agissent en accroissant ou contractant le temps d’un facteur
exp(—('X), ou (3 est un p-vecteur de paramétres. En effet, le logarithme né-
périen Y = In(T) de la durée de vie T est modélisé, de maniére & transformer
une variable T" prenant ses valeurs dans les réels positifs en une variable réelle
Y, et cette variable Y est supposée suivre un modéle de régression linéaire

Y =0X+e¢, (5.1)

ou € est une variable aléatoire centrée représentant l’erreur. Les choix clas-
siques de distribution pour € comprennent la loi gaussienne, conduisant pour
T a un modéle de régression log-normal, la loi des valeurs extrémes, condui-
sant a un modeéle de Weibull ou encore la loi logistique, conduisant a un
modeéle log-logistique. Notons Sy la fonction de survie de 7" quand les cova-
riables sont fixées égales a 0 et St x—, celle de T" quand les covariables sont
fixées égales a x € RP| alors

Stix=s(t) P(T > t|X = x)
P(In(T) > In(t)|X = 2)

= P(e>n(t)— FX|X =2x)
P (exp(e) > texp(—f'z))
P (T > texp(—fF'z)|X =0)

= So(texp(—f'r)).

De la méme facon, si on note \g, Ay les fonctions de risques instantané et
cumulé de 7" quand les covariables sont fixées égales & 0 et Arx, Apx celle
de T connaissant les covariables X € R? alors

Arix(t) = Ao(texp(—F'X)),
Arix(t) = Ao(texp(—fF'X)) exp(—3'X).

La densité frjx de T' peut alors s’écrire en fonction de la fonction de risque
de base

Frixe(£) = Molte™¥)e ¥ exp (—o(te™ 7))

Ce modéle d’accélération ou décélération du temps est couramment uti-
lisé dans l'industrie, ou des échelles de temps multiplicatives sont communes.
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Par exemple, supposons qu'un photocopieur ait une fonction de risque dé-
pendant du nombre total de copies faites, mais que les données des temps de
panne aient été répertoriées en fonction du temps calendaire. Les covariables
liées au nombre de copies par jour devraient alors donner de trés bons résul-
tats dans le modéle de survie accéléré. Cette approche peut également étre
utilisée dans le domaine médical.

Le lecteur intéressé par un développement plus détaillé sur le modéle de
durée de vie & temps accéléré pourra se référer & Bagdonavicius & Nikulin
(2002). Par ailleurs, le modéle de régression linéaire jouant un role central
dans la statistique moderne, il est développé dans de nombreux ouvrages,
par exemple Jorgensen (1993), Rao & Toutenburg (1995), Searle (1997), ou
encore Rencher & Schaalje (2008).

5.2 Estimateurs de type Kaplan-Meier sous cen-
sure aléatoire

5.2.1 Définitions et notations

Supposons que 'on dispose d’un n-échantillon (Y7, ...,Y,) de répétitions
indépendantes de Y, variable aléatoire réelle de fonction de répartition F'.
Alors un estimateur non-paramétrique et efficace de F' est donné par la fonc-
tion de répartition empirique F;, définie par

1 n
=1

Nous nous intéressons dans cette partie a des données censurées aléatoi-
rement & droite. Ce phénoméne, commun pour des données de survie, est
introduit dans la partie 1.3. Nous introduisons donc une variable aléatoire
réelle de censure C' de fonction de répartition G indépendante de Y et sup-
posons que les données observées sont les covariables X, la variable d’intérét
éventuellement censurée Z = min(Y, C) et 'indicateur de censure A = 1y <¢.
Nous disposons ainsi d’un n-échantillon (X;, Z;, A;)1<i<, de répétitions indé-
pendantes de (X, Z, A).

Introduisons les notations suivantes. Posons 7., < Zao.,, < ... < Z,.p les
valeurs réordonnées dans 'ordre croissant de (Z1, ..., Z,) et (A Aain)s - Apin))s
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(X71:n), Xj2:n)5 --» X[nm)) les valeurs de A et X associées aux (Z;.,).L’analogue
non-paramétrique de F,, lors de l'observation du n-uplet (X;, Z;, A;)1<i<n
devient alors l'estimateur de Kaplan & Meier (1958) F,, défini par

- u A[i.n] 1Zin<y
F,(y) = 1— I — ]
) H ( n—1i+ 1)

i=1
n
= E mn]]‘Zi:nSy’
=1

ou les poids W, sont donnés par

i1 NN
T R y (U B I
Yom—it 1l \n—j+1 '
Gill (1981) montre la convergence uniforme de I'estimateur de Kaplan
& Meier (1958) F,, vers F' dans le cas de variables positives. Stute, dans

les années '90, s’intéresse dans un cadre trés général a l'estimation de la
fonction de répartition bivariée FV = F 'v,y, comme extension de ’estimation

de la fonction de répartition univariée ]/7; de Y. L’estimateur F? de FY devrait

vérifier la propriété : pour tout y € R, ﬁ;(y) = @(—FOO,?J)- Seules les deux
hypothéses suivantes sont posées sur le modéle

(i) PY <CO|X,Y)=PY < C|Y),
(ii) F et G n’ont pas de sauts en commun,

Pour cela, il introduit les estimateurs de la forme générale

Sff = Z WmQO(X[i:n], Zi:n)-

=1

REMARQUE 5.1. En choisissant ¢ (2, y) = 1j—sc2]x]-c0y], S5 devient I'estima-
teur de la fonction de répartition bivariée proposé par Stute

n
FT(L) - Z mnﬂ]_oo7X[i:n]]X]_oo7Zi:n]'
i=1
REMARQUE 5.2. Supposons que X soit univariée. En posant

pi(z,y) =ya, pa(ey) =y, ws(a,y) = o, palzy) = y*, ws(ay) = 2%,
et en notant S’ (1 <1i < 5) les quantités correspondantes, des combinaisons

de ces estimateurs permettent d’obtenir des estimations de la covariance et
corrélation de (X,Y).
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Afin d’étudier les propriétés des estimateurs de la forme S¥ proposés,
introduisons quelques notations. Notons H la fonction de répartition de la
variable effectivement observée Z et posons

Ty = inf{zr € R; H(x) = 1}

la borne supérieure du support de H. Nous utiliserons la méme notation
Tr, Tq pour les fonctions de répartition F' et G. Remarquons que 75 =
min(7g, 7¢) en raison de l'indépendance de Y et C. Dans la suite de ce
chapitre, nous remplacerons ’hypothése (ii) par 'hypothése plus restrictive

(iii) F et G sont continues sur R,

qui permettra de simplifier les notations et qui correspond au cadre dans
lequel notre étude a été faite.

Nous présentons maintenant différents résultats obtenus par Stute (1993,
1996) sur les variables aléatoires S¥.

5.2.2 Reésultats de consistance

Nous énoncons ici des résultats de consistance sur les estimateurs de type
S¥ introduits dans la partie 5.2.1. Ils sont développés plus en détail dans
Stute (1993).

THEOREME 5.1. Sous les hypothéses (i),(iii), si p(X,Y) est intégrable, alors
presque sdrement

lim S7 :/ o(X,Y)dP.
Y<ryg

n—oo

La démonstration de ce théoréme se trouve dans Stute (1993).

REMARQUE 5.3. Notons que si 7p < 7¢ alors S est un estimateur consistant
de [p(X,Y)dP.

Ce théoréme permet de conclure sur la convergence uniforme de 'exten-
sion bivariée de I'estimateur de Kaplan-Meier.

COROLLAIRE 5.2. Sous les hypothéses (i),(iii), si 7p < 7¢, alors

sup  |FO(z,y) — FO(z,y)] 25 0.

zE€RP yeR n—00
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Supposons maintenant que la variable aléatoire Y soit issue du modéle de
régression linéaire (5.1) introduit dans (5.1) ot le vrai paramétre de régression
sera noté . Ajoutons ’hypothése que E[¢|X] = 0. Il est alors possible de
proposer un nouvel estimateur de (3 coincidant avec ’estimateur des moindres
carrés en l’absence de censure, et ayant la propriété de consistance. Il est
pour cela nécessaire d’introduire les matrices My, et My, suivantes pour
1<4,5<petl1<s<n.

Mln(i>s) = WsnX[is;n]a
Mon(i,§) = Y Win X Xy
k=1

ol ka:n] désigne la i-éme coordonnée des covariables X, associées a la

donnée réordonnée Z.,. Notons (3, 'estimateur minimisant la somme des
moindres carrés suivante :

—

= i > W (= X
=1

En utilisant la notation Z,, = (Z1ny vy Znen)', DOUS TEMarquons que
B = My, M1, Z,,. (5.2)
Le théoréme (5.1) permet alors d’établir la propriété de consistance forte
de ce nouvel estimateur.

COROLLAIRE 5.3. Sous les hypotheses (i), (iii), si 7r < 7¢ et E[X X'] existe
et est définie positive, alors
611 7%0 ﬂO
Preuve Comme existence de E[X X’] est supposée, d’aprés le théoréme

5.1, on obtient la convergence presque stre Ms, — E[X X']. De plus,

k=1

En appliquant a nouveau le théoréme (5.1), et comme 7 < 7¢, on obtient la
convergence presque sire My, 7, — E[ZX]| = E[X X', ce qui permet de
n—oo

conclure sur la consistance de (3,,. [ |
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Cet estimateur, facile a implémenter, a été comparé numériquement aux
estimateurs de Miller (1976) et Buckley & James (1979) dans le modéle li-
néaire dans Stute (1993) et donne de meilleurs résultats dans 'ensemble.

5.2.3 Normalité asymptotique

Stute (1996) s’intéresse par la suite a la normalité asymptotique des es-
timateurs de la forme SY. Il est nécessaire d’introduire pour cette étude
quelques notations supplémentaires. Notons H la fonction définie pour x € R?
et y € R par

I:[(a:,y) =P(X<z,Z<yA=1),

ou I'inégalité X < x est prise coordonnée par coordonnée. Nous définissons
également pour j € {1,...,p} les fonctions ®{ et &} sur R par :

%M/L@O(%y)em (%) dH (x,y)

G(y)

we) = [ “”y()jig( <7 5 acupaiten)

Le théoréme établissant la normalité asymptotique des estimateurs de
type S; sera vérifié sous les hypothéses suivantes.

(i) [ (X 2)exp (825) A) P < +ox.

v) [1e(X,Y)]/C(Y)dP < +o0,

ou

o7 (2)

[ dG(v)
W= [ T r e

Nous énongons maintenant le théoréme établi par Stute (1996).

THEOREME 5.4. Sous les hypothéses (1), (iii), (iv), (v) et si 7p < 7 alors

Vi (¢ — Elp(X,Y)]) 5 N(0,0%(¢)),

n—oo
ol

o) = var (o(x, Z)exp (1200 ) A+ af(2)1 - ) - 05(2) ).
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REMARQUE 5.4. La variance asymptotique dépendant des fonctions incon-
nues ®7 et ®F. il sera difficile de déterminer un estimateur consistant de

().

Pour de nombreuses applications statistiques, il est intéressant d’avoir une
version multidimensionnelle du théoréme (5.4). Posons donc ¢ = (¢1, ..., k)
une fonction mesurable définie sur RP*! & valeurs dans R¥. Définissons pour
tout j € {1,...,k} la fonction

;= @i(X, Z) exp (1f(—GZ()Z)) A+ 07 (Z2)(1—-A)— 057 (2)

et posons
oij = cov(y, ;).
Etablissons alors le théoréme pour la fonction vectorielle
SP = (8P, .., SeRY
et notons
§? = (E[p1(X,Y)), ... E[pu(X, Y)])".

THEOREME 5.5. Sous les hypothéses (i), (iii), si (iv), (v) sont vérifiées pour
tout j € {1,...,k}, et si Tr < 7 alors

Vi (52— 8%) L5 N(0,5()),

ol
X(p) = (Uz’j)lgi,jgk.

Preuve Les théorémes (5.4) et (5.5) sont démontrés dans larticle de
Stute (1996). [ |

Appliquons maintenant ce résultat au modéle de régression linéaire (5.1)
avec le vrai paramétre du modeéle noté [y, sous les hypothéses E[e| X] = 0
et Yo = E[X X'] existe et est définie positive. Nous utiliserons les fonctions
(¢j)1<j<p définies sur RPT par

pi(x,2) = gpj(xl, 2P 2) = 2l (2 — Bx).

Le corollaire suivant donne la distribution asymptotique de B; défini par
(5.2).
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COROLLAIRE 5.6. Sous les hypotheses (i), (iil) et 7p < 7, si les hypothéses
(iv) et (v) sont vérifiées par p; pour tout j € {1,...,p}, alors

- c - _
Vit (B = ) <5 N(0, 25" 2(0)57"),
ot X(p) est la matrice définie dans (5.5).

Preuve Pour commencer, calculons

59 = (E[p(X,Y)],....Elp,(X,Y))])

= E[(Y - 5X)X]
= EleX]
= (0,...,0),

d’aprés 'hypothése E[¢|X] = 0.
Nous appliquons ainsi le théoréeme 5.5 pour établir la convergence en loi de
/nS?. Les hypothéses étant vérifiées, nous obtenons

ViSE = Wil Zin = B X)) Xiom) = N(0,2(p)).

i=1
Or d’aprés la preuve du corollaire (5.3), la convergence

M, 25 E(XX'| =3,

n—oo

est établie, d’ou d’apreés le théoréme de Slutsky
ViMy,!SE 5 N (0,55 S(p)Z5").

Pour conclure, remarquons que

ﬁn - 50 - MQ_nlMann - BO

- MQ_nl <M1nZn - MZnﬁO)

k=1 k=1

= M, Z Win (Zin — B X en)) Xiion)
k=1
= M, S¥.

n
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Les corollaires 5.3 et 5.6 permettent d’établir d’'intéressantes propriétés
sur 'estimateur des moindres carrés pondéré par des poids de Kaplan-Meier
dans le modéle de régression linéaire censuré aléatoirement a droite. Nous
nous intéressons par la suite a ’estimation pénalisée dans ce modele de ré-
gression.

5.3 Estimation par moindres carrés pénalisés

La recherche sur I'estimation pénalisée dans le modéle de régression li-
néaire s’est beaucoup développée lors des derniéres décennies. En effet, en
raison de 1’émergence de données en trés grande dimension issues notam-
ment du séquencage génétique, de nombreux chercheurs se sont intéressés
au probléme de la sélection d’un petit nombre de covariables ayant un fort
effet sur la variable réponse Y parmi un grand nombre de prédicteurs poten-
tiels. L’avantage, en sélection de variables, de retenir un sous-ensemble plus
restreint de prédicteurs est 'interprétabilité du modéle ainsi quune possibi-
lité d’obtenir une erreur de prédiction plus faible qu’avec le modéle complet.
Cependant, comme la sélection de variables est un processus discret (les va-
riables sont soit retenues, soit écartées), les estimateurs obtenus présentent
souvent une variance élevée. Les méthodes dites de réduction de dimension se
sont développées dans cette perspective de sélection et ont ’avantage d’étre
continues, ce qui leur confére une variabilité moindre.

5.3.1 Reégression ridge

Par exemple, dans le modéle de régression linéaire, la méthode de régres-
sion dite ridge regression réduit les coefficients de régression en imposant une
pénalité sur leur norme. L’estimateur ridge minimise une somme de carrés
pondérée par une norme de type (2 :

B;ridge _ argmmg <Z(Y; . ﬁ/Xi)Q + )\Zﬂ?) . (53)
j=1

i=1

Ici, le paramétre A < 0 est un paramétre de complexité qui controle la ré-
duction des coefficients de régression : plus la valeur de A est grande, plus
les valeurs des coefficients sont proches de zéro. Une maniére équivalente de
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réécrire le probléme ridge est la suivante :

—~ridge -
B, = argming Z(Y, — 3'X;)?
i=1
P
sous la contrainte Z 37 <s, (5.4)

=1

ce qui explicite la contrainte de norme sur les parameétres de régression. Une
correspondance bijective est établie entre les paramétres A de (5.3) et s de
(5.4).

Quand plusieurs covariables sont corrélées dans le modéle de régression
linéaire, les coefficients associés peuvent étre mal déterminés et posséder une
variance élevée. Par ailleurs, Ieffet d’'un coefficient positif trés grand sur
une variable peut étre compensé par un coefficient négatif du méme ordre
associé a la variable qui lui est corrélée. En imposant la contrainte (5.4) aux
coefficients, on empéche ’émergence de ce cas de figure.

En réécrivant le critére & minimiser de I’équation (5.3) sous forme matri-
cielle

n

RSS\(B) = (Z(Yz - 3'X;)* + AZﬁ?) :

i=1

on obtient I’écriture de I'estimateur ridge sous forme d’une fonction linéaire
de Y :

—~ridge

By = (X'X + \,) XY,

ou X désigne la matrice de dimension n x p possédant le vecteur de cova-
riables X; sur sa i-éme ligne et Y le vecteur colonne composé des n variables
réponses (Y;). La solution différe de I’estimateur des moindres carrés classique
par 'ajout d’une constante positive A & la diagonale de la matrice X'X, ce
qui la rend inversible. Cela était la principale motivation de I'introduction de
I'estimation ridge (cf Hoerl & Kennard (1970)).

5.3.2 Reégression LASSO

La régression de type LASSO (pour Least Absolute Shrinkage and Selec-
tion Operator), introduite par Tibshirani (1996), est également une méthode



92 Temps accéléré et pénalisation

de réduction de dimension, mais elle est différente de la régression ridge :
Iestimateur lasso de [ est défini par

B;lasso = argming (Z(Y; - ﬁ/Xi)z +A Z WJ’) : (5.5)
i=1 j=1

Tout comme en régression ridge, il est équivalent de réécrire le probléme lasso
sous la forme

—lasso i
B = argming Z(YZ — 3 X;)?
i=1
p
sous la contrainte Z 18;] < t. (5.6)

j=1

Il est important de remarquer la similarité entre le probléeme de régression
ridge (5.3) et celui de la régression lasso : la pénalité ridge de type (2 32", 37
est remplacée par la pénalite ¢' lasso Y7, |3;|. En raison de cette derniére

—lasso

contrainte, la solution (3, ne peut étre linéaire en Y et un algorithme
sera nécessaire pour la déterminer. D’autre part, remarquons que le choix
d’une valeur faible pour ¢ contraindra certains des coefficients & étre exacte-
ment nuls. Ainsi, le lasso effectue une sorte de sélection de variables continue.

Notons que si ¢ est choisi supérieur ou égal a la norme ¢' de Destima-
teur des moindres carrés noté 3, alors I’estimateur lasso obtenu est égal a
I’estimateur des moindres carrés. Comme en sélection de variables, la valeur
de t doit étre choisie de maniére adaptative afin de minimiser une erreur de
prédiction. Cela peut-étre mis en place grace a une procédure de validation
croisée. Cependant, la nature de la réduction de dimension n’est pas évi-
dente, donc pour faciliter I'interprétation, nous représentons dans la figure
suivante un exemple d’utilisation de la régression lasso, issu des données dia-
betes du package lars du logiciel R. Les coefficients de 'estimateur lasso du
vecteur de régression sont représentés en fonction du paramétre standardisé

s=t/>F_, |B\jls|. Chaque courbe correspond a un des coefficients du modéle
(dont I'étiquette est donnée sur la droite de la figure) en fonction du para-
meétre de régularisation s. Remarquons que quand s = 1, les coefficients sont
ceux de 'estimateur des moindres carrés, et qu’ils convergent vers 0 quand
s — 0.
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5.3.3 Régression bridge

Les méthodes de régression ridge et lasso peuvent étre généralisées en
considérant 'estimateur défini par

n

—bridge d
B " = argming | " (Yi— X2+ 21817 (5.7)
Jj=1

i=1

pour A > 0 et v > 0. Ces estimateurs, introduits par Frank & Friedman
(1993), sont appelés estimateurs bridge. La valeur v = 0 correspond a la
sélection de variables; v = 1 & la régression lasso, tandis que v = 2 équi-
vaut a la régression ridge. Par ailleurs, si A = 0, on trouve l'estimateur des
moindres carrés. Le cas v = 1 (lasso) est le paramétre minimal pour lequel la
région de contrainte est convexe; une région non convexe rend le probléme
d’optimisation plus difficile. Nous nous intéresserons par la suite au cas v > 1.
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Les propriétés asymptotiques des estimateurs bridge dans le modéle de
régression linéaire (5.1) avec variables explicatives fizes sont étudiées dans
Knight & Fu (2000). Le modéle s’écrit donc, pour le i-éme échantillon,

Y, = 'z + e, (5.8)

ou Y; est la variable réponse réelle, x; le p-vecteur de covariables fixes, et
g; une variable aléatoire d’erreur centrée de variance o?. Les conditions de
régularité suivantes sont supposées :

n

1
(a) — E z;rt — C, ot C' est une matrice définie positive,
n n—00
i=1
1 t
(b) — max x;z; — 0.
n 1<i<n n— o0

—~brid
Les propriétés asymptotiques de 'estimateur bridge 3, e peuvent étre dé-

terminées en étudiant le comportement de la fonction & minimiser II)7, dé-
finie sur RP, par

1 & A, —
I,7(8) = - Z (Y — xﬁﬁ)Q + Z 18,17
i=1 =1

. . —bridge L.
Le théoréme suivant montre la consistence de (3, sous la condition

An = o(n).

THEOREME 5.7. Si les conditions (a) et (b) sont vérifiées et si \,/n —
Ao > 0 alors

—bridge p . ~
- — argming, 1”7,
n—oo

ot

I7(8) = (B — 50)'C(B — Bo) + Ao Z 18,1

—bridge
Ainsi, si A\, = o(n) (Ao = 0), argminll” = Gy et donc (3, % est consistant.

Tandis que la condition A, = o(n) est suffisante pour la consistance de
Iestimateur bridge, il est nécessaire que A, ait une vitesse plus faible pour
sa normalité asymptotique : la condition A, = O(y/n) doit étre vérifiée.
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THEOREME 5.8. Si la condition (a) est vérifiée et si An//n — Ao > 0 alors

—bridge

Vn (ﬁn - ﬁo) % argming, M7,
ol
MY(B) = 26'W + B'CB + MoV (8)

avec W un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance o*C' et
W} donné par

Uh(h) = { 722:1 hngn(ﬂj)Wg‘P_l siy>1
’ b1 hysen(8) s, 20 + |hyllg—0  siy=1.

Preuve Les théorémes (5.7) et (5.8) sont démontrés dans larticle de
Knight & Fu (2000). [ ]
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Chapitre 6

Estimation de type LASSO dans
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The content of the present chapter is the one of the paper untitled LASSO-
type estimation in the censored linear regression model (Detais, 2008), ready
to be submitted.

Abstract

Assume that (X;,Y;) is a n-sample of random vectors, where X; is a
p-vector of observable covariables and Y; is the response variable. We
suppose Y; is real at risk of being randomly right-censored. We study the
linear regression model Y = X3! + ¢, where ¢ is an error. We introduce
a new estimator of the unknown parameter § using a Kaplan-Meier-
weighted LASSO-penalized least squares criteria. Results of consistency
and asymptotic distribution are obtained. A simulation study is also
conducted to investigate the small sample properties of this weighted
LASSO-type estimator.
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Keywords : linear regression, censored data, LASSO estimator, bridge
estimator, Kaplan-Meier weights, bootstrap estimation.

6.1 Introduction

The linear regression model is one of the cornerstones of statistical analysis.
Its applications include engineering, economics, physical sciences, life and
social sciences, management, among many others. Consider the familiar
linear regression model

Y = X' +e¢, (6.1)

where Y is a one-dimensional response variable, X is an observable p-dimensional
vector of covariates, ¢ is a random error term, § = (f1,...,3,)" is a p-vector

of unknown parameters, and ¢ denotes the transpose sign. One problem of in-
terest consists in estimating 3 from n independent and identically distributed
replicates (X1,Y1),...,(X,,Ys) of (X,Y). The least squares method is the
common approach to estimation in model (6.1) (e.g., Rao et al. (2008)).

In the past three decades, there has been an increasing interest in extend-
ing the methods of linear regression analysis to the case of a randomly right-
censored response. The response Y is said to be randomly right-censored
when one only observes the minimum Z = min(Y,C) of ¥ and a random
variable C'. An obvious example arises when Y = ¢(7T'), where T' denotes
some random failure time and ¢ is a real-valued function (when g(-) = In(-),
model (6.1) is called the accelerated failure time model; e.g., Bagdonavi¢ius
& Nikulin (2002)). In this case, censoring may occur when a patient enrolled
in a clinical trial is lost to follow-up, for example. An other example is given
by Huang & Harrington (2004), who report a study of HIV infection where
the change in HIV viral load (between two consecutive time points) is right-
censored when the level of viral load falls below the limit of quantification.
Several methods have been proposed to handle right-censored data in model
(6.1). For example, the Buckley-James approach (Buckley & James, 1979)
replaces a censored observation Y by an estimator of its conditional expec-
tation given the censored value Z and the covariates X. The large sample
theory for the resulting estimator of 3, and variants of it, has been investi-
gated by Ritov (1990), Lai & Ying (1991), and Jin et al. (2006) among others.
One alternative approach relies on weighted least squares (see, among others,
Zhou (1992), Stute (1993, 1996)). In this approach, censoring is accounted
for by introducing suitable weights in the least squares criterion. In partic-
ular, Stute (1993, 1996) proposes and investigates a weighted least squares



6.1 Introduction 99

estimator, where the weights are given by the jumps of the Kaplan-Meier
estimator (Kaplan & Meier, 1958) of the distribution function of Y. Lastly,
the synthetic data approach (Koul et al., 1981) is based on a transformation
of Z = min(Y,C), which has the same conditional expectation as Y.

Over the past few years, a large amount of work has also been devoted
to penalized estimation in the linear regression model (6.1). Motivated by
the new challenge of statistical inference with high dimensional data (arising
from microarray gene expression data for example), many investigators have
considered the problem of selecting a small subset of covariates with strong
effect on the response Y, among a large number of potential predictors. So-
called shrinkage methods have been developed for that purpose. For example,
the ridge method shrinks the regression coefficients by imposing a ¢?>-norm
penalty on their size, or, equivalently, by minimizing a ¢?>-norm penalized
residual sum of squares. The lasso method (for least absolute shrinkage
and selection operator, Tibshirani (1996)) replaces the 2.norm ridge penalty

"_1 37 by the ¢'-norm penalty >°*_, [3;|. The so-called bridge regression
assumes a penalty of the form >27_, [3;|" (v > 1), and includes the lasso
and ridge regressions as special cases. We refer to Fu (1998) and Hastie
et al. (2001) for a detailed exposition of the relative merits and differences
of these methods. Knight & Fu (2000) establish the consistency and weak
convergence of the bridge estimator in model (6.1).

In this work, we consider the problem of bridge regression in model (6.1),
when the response Y is randomly right-censored. Precisely, we investigate
a bridge-penalized weighted least squares approach, where the weights are
derived from the Kaplan-Meier estimator of the distribution function of Y.
Unlike Stute’s (unpenalized) weighted least squares estimator (Stute, 1993,
1996), the bridge-penalized weighted least squares estimator cannot be writ-
ten in an explicit form when v # 2. Therefore, the methodology developed
by Stute for investigating the asymptotic properties of the Kaplan-Meier
weighted least squares estimator cannot be directly applied to the general
bridge estimator. However, by combining Stute’s techniques and results from
the M-estimation theory, we establish the consistency and weak convergence
of the proposed estimator. A simulation study is also conducted to investi-
gate the small-sample properties of this estimator.

The paper is organized as follows. In Section 6.2, we describe the model
assumptions and we propose a bridge-penalized weighted least squares esti-
mator in model (6.1), when the response variable is right-censored. Section
6.3 establishes the consistency and weak convergence of this estimator. Sec-
tion 6.4 reports the results of the simulation study. We give some concluding
remarks in Section 6.5. Technical proofs are given in Appendix, along with
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some useful results from the M-estimation theory.

6.2 Data structure and the bridge estimator

We describe the notations and model assumptions that will be used through-
out the paper.

All the random variables are defined on a probability space (§2, F,P). Let
Y be a real random variable whose distribution depends on a p-dimensional
vector of covariates X. We assume that Y is distributed according to the
model (6.1):
Y =X'B+-¢,

where ¢ is a random error term and 3 = (f1,...,3,)" is a p-dimensional vec-
tor of unknown parameters to be estimated. In this paper, we consider and
investigate the bridge-penalized estimation approach when the response Y
is randomly right-censored. Precisely, assume that instead of Y, we observe
the random pair (Z, A), where Z = min(Y,C), C' is a real random variable,
and A = ly<¢ is a censoring indicator, which indicates whether Y is com-
plete (A = 1) or censored (A = 0). Thus, the data consist of n independent
and identically distributed replicates (X;, Z;, A;), i = 1,...,n, of the triple
(X, Z,A).

In the uncensored case, Tibshirani (1996) proposed the so-called lasso
method for estimation and model selection in model (6.1). The lasso esti-
mator of # minimizes a penalized least square criterion, where the penalty
term has the form »°*_ ;. The lasso method permits to retain the good
features of both subset selection (which provides interpretable models) and
ridge regression (ridge regression uses a penalty of the form Z‘;’:l ﬁf, and
ensures a continuous, and thus stable, process). The lasso and ridge estima-
tors are special cases of the bridge estimator, which minimizes the penalized
least squares criterion

n

STV = XB) D16, (6.2)
j=1

=1

where 7y is a positive constant and (\,),>1 is a nonnegative sequence. Bridge
estimators were introduced by Frank & Friedman (1993). The asymptotic
properties of the bridge estimator of  in model (6.1) were studied by Knight
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& Fu (2000). Fu (1998) compared numerically the bridge (y > 1) and lasso
(v = 1) estimators derived from (6.2).

In the censored data situation described above, we propose and investigate
a bridge estimator for 3. We construct this estimator as a bridge-penalized
version of Stute’s weighted least squares estimator (Stute, 1993, 1996). Pre-
cisely, let Zj1.,) < ... < Z[n. denote the ordered values of 71, ..., Z,, and let
Aty - - Ay (respectively X(i, .., Xpm)) be the corresponding values
of A (respectively X). When the response variable Y is randomly right-
censored, Stute (1993, 1996) suggests estimating 3 in model (6.1) by mini-
mizing the weighted sum of squares Y ;| Wiy, (Zjin] — X[tm]ﬁ)Q, where the

A[zn} l n —j Algin]
Win = - -
n—1i+1 H n—j+1

Jj=1

are the increments of the Kaplan-Meier estimator of the distribution func-
tion of Y. The resulting estimator is consistent and asymptotically normal,
which essentially follows from the convergence in probability and distribution
of rescaled versions of empirical quantities of the form >~"" | Wi, ®( X0, Zin),
where ® is a real-valued function defined on RP.

Mimicking Stute (1993, 1996), we propose the following Kaplan-Meier
weighted bridge (KMWB for short, in the sequel) estimator of g:

—

B = argminﬂeRPHQ’W(ﬁ), (6.3)

where II)7 : R? — R* is the random function defined as
n p
2
I7(B) = Y Win (Zi) = XfiwB)” + 20 Y_ 15[,
i=1 j=1

where X := (\,),>1 i a nonnegative sequence, and + is a positive constant.

In the following, we shall note |3 = ( /- |ﬂj|W>1/7 and || - | =
|| - |lz. We shall also use the notation "sgn” for the sign function. We
denote by F (respectively FY, i) the cumulative distribution function of Y’
(respectively (X,Y), C). Let 3 be the collected parameter and /3y denote the

true parameter value. We now make the following additional assumptions :

(a) the error variable e verifies E[g|X] = 0 and 0?(X) := E[¢*|X] < +00
almost surely,
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(b) the matrix E[X X"] exists and is positive definite,
(c) Y and C are independent,

(d) Y and C have got continuous distributions and inf{z € R|F(z) =1} <
inf{zx € R|G(z) = 1},

(e) A and X are independent conditionally on Y.

The next remark states the existence of the proposed estimator.

REMARK 6.1. The KMWB estimator ﬁé’” of By exists and is achieved. In-

deed, we notice that for all 8 € R, TIN(53) > A\, |81} s +00. Hence
——400

as II} is continuous on R”, the existence of a minimum is stated.

6.3 Asymptotic properties

This section states the asymptotic properties of the proposed estimators.
Stute’s results (1993) use an explicit expression of the estimator, which can-
not be obtained for v # 2, so we combine these results and the theory of
M-estimation developed by van der Vaart & Wellner (1996) to study the
asymptotics of the Kaplan-Meier-weighted bridge estimator.

We first determine the limiting behaviour of the KMWBE @ by studying
the asymptotic behaviour of the random function IT)”. We obtain the follow-
ing theorem, which states the consistency of the proposed KMWB estimator
in the case v > 1 and A\, = o(1).

THEOREM 6.1. Under conditions (a)-(e), if v > 1 and \,, — Xo > 0,

n—-+o0o
then almost surely,

—

) .
B — argming,I17,
n——+0o00

where )
I(3) = (8 = Bo) B(XX") (B~ Bo) + Ao »_ 18]
j=1

—_

Thus if A\, = 0(1), argmin(II") = Gy and so 3" is strongly consistent.

To derive the asymptotic normality of the proposed estimator, we study
the convergence in law of the random function M, defined on R? by

A7) = (MG + )~ G ).
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which is minimized at /n (ﬂ,’l\'y - 60).

Under random censoring, the limit variance becomes much more compli-
cated. We need to introduce the following integrability assumptions (j €
{1,...,p}), under which theorem 6.2 will be valid :

/|5|||X||\/C’(Y)dIP’ < +o0, (6.4)

[ (50 Yz xm) sxa i s

(Y dG(v)
Cly) = / A F) - C)

where

Let define the following sub-distribution function :

H(z,y)=P(X <z,Z<y,A=1),
and introduce for j € {1,...,p} the functions ¢! and ¢ defined on R by :

J z = 1 —ZEt xIex M z x
¢1(2) - F) -G /Ilz<y(y fBo)xjexp (1 — G(y)) dH (z,y)

G(y)

. 1u<z7u<y(y_$tﬁ0)xjexp 1-G(y N
eh(z) = // (1_F(u))(1_G(u<))2G< )>dG(u)dH(x,y).

Put for j € {1,...,p}

G(2)

’(/)j = (Z — Xtﬁo)XjeXp (1——6;'(2)

) At @l (2)(1 - A) — (2)

and set

Ui,j = COV(wi,wj).
THEOREM 6.2. Under conditions (a)—(¢e), if hypotheses (6.4), (6.5) are ver-
ified for all j € {1,...,p}, if v > 1 and \/n\, - Xo > 0, then

Ay c .
V(B = Bo) . argming, M"

n—-+
where
M7 (h) = 20'W + K'E(X X)h + AW} (h),
W has a N(0,%) distribution, ¥ = (0 ;)1<ij<x and V) is given by

v 20 hysgn(8;)16;7 ifv>1

U(h) = : 6.6
5() {Z?1hjsgn(ﬁj)16j¢0+|hj|1ﬁj0 iy =1 (6.6)
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6.4 A simulation study

In order to complete our investigations of the performances of the Kaplan-
Meier-weighted bridge estimator in the context of censored data deriving from
a linear regression model, we carried out a simulation study under various
scenarii.

We consider the linear regression model of equation (6.1) with the same
kind of settings as those in Tibshirani (1996). We choose § = (3,1.5,0,0,2,0,0,0),
e~ N(0,1), X ~ N(0,X), the pairwise correlation between two predictors
X, and X, being 3; ; = 0.51"771. Censoring times are generated from the nor-
mal distribution of variance 1 and mean chosen to yield the wanted censoring
percentages. Four percentages of censoring (20%, 50%, 70% and 80%) and
four sample sizes are considered (n = 50, 100, 200 and 400). For each combi-
nation of the simulation parameters, 1000 data sets are generated. In these
examples, we are interested in the performances of the weighted lasso (WL)

— 2
estimator (3} = argmin e, (Z?:l Win (Zi;n — X[tz.m]ﬁ> A0 \ﬁj|>.

In order to estimate the regularization parameter A, in each setting, we
use fivefold cross-validation (leave out 20% of the data), as described and
studied in Breiman & Spector (1992). The procedure randomly splits the
data set into 5 equal-sized parts. For the kth part, for each A, > 0, we get
a Kaplan-Meier lasso estimate (3 of ( using the other 4 parts as a learning
sample. Let denote by FEj the subset of {1,...,n} containing the indexes of
the individuals belonging to this k-th part. We use the k-th part as a test
sample and calculate the prediction error of the fitted model when predicting
the non-censored data of the k-th part :

—_ 2
) = > A (Vi - i)
1€E)
where Yl)‘k" is the prediction of Y; using the estimator 3 obtained from the
learning sample. The chosen value of A, is the one which minimizes the
estimate of the test error

We notice that this procedure prevents us from studying small samples
(n = 50) with high censoring probability (70 or 80%), some test samples
not containing any non censored data.
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For comparison, the method which applies a usual lasso estimation proce-
dure to the subset of complete cases (CC) only is also evaluated. The results
of a full-data analysis (FD) using the actual values of the response variable Y
as if they were known are also obtained. These latter results indeed provide
a natural benchmark for evaluating the performance of the Kaplan-Meier-
weighted lasso estimator in the setting considered in this paper.

Attaching standard error estimates to weighted lasso estimates is clearly
non trivial, watching theorem 6.2. An alternative approach to obtaining
standard error estimates is to use the bootstrap. For each data set, we
draw 50 independent bootstrap samples and apply our procedure to these
samples. The covariance matrix of the 50 obtained bootstrap estimates gives
an estimation of the covariance matrix of the weighted lasso estimator (Efron
& Tibshirani, 1993).

Tables 1 and 2 summarize the key results of these simulations. For each
component of the vector 3y (corresponding to the 8 rows of one simulation),
"bias" is the estimator of the bias constructed from the average mean of the
1000 differences (3} — [y, "mean(Sep)" denotes the average of the 1000 stan-
dard error estimates obtained from the bootstrap procedure and "emp.var"
is the sample variance of the 1000 estimates. Finally, "prob" gives, according
to the true value of the component of (3, the estimation of the power or the
level of the 5% Wald test for testing nullity of each component, based on
the weighted lasso estimate. It is the estimated probability of rejecting the
hypothesis of nullity.

Tables 1 and 2 confirm the result of Theorem 6.1, which states the con-
sistency of the weighted lasso estimator. We observe that the ¢!-norm of
the vector of bias is in all cases smaller than the one of the lasso estimator
when all censored data are deleted (CC). The bias can even be divided par
more than 15 for the coefficient 3 when the censoring rate is high (80%), or
by 5 for the smaller coefficient 1.5. We notice that for high censoring rates,
the bias of the weighted lasso estimator is comparable to the one that would
be obtained if the censored data were actually observed (FD), which is a
very attractive feature. In terms of standard errors, the estimation given by
bootstrapping shows that the weighted lasso results are very comparable to
the ones obtained by deleting all censored data (CC). In the example of a
small sample of 50 data with 50%-censoring, it is interesting to notice that in
addition to a lower bias, the weighted lasso estimator may have a standard
error divided by 3 compared to the CC method. Finally, the level of the
Wald test is comparable for both weighted lasso and complete case methods,
whereas the power function of the test based on the weighted lasso estimator
is better for high censoring rates (70 or 80%) and as well in other cases.
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Table 1. Simulation study with sample sizes n = 50 and 100 and various
censoring rates (Yocens).

% Full Data Weighted Lasso Complete Case

n  cendfBo| bias mean(Segpmp.var prob bias mean(Segpmp.var prob bias mean(Segpmp.var prob

50 20 |3] -0,0739 0,0364  0,0336 1 20,1935 0,2476  0,0561 1 20,2090 0,2516  0,0543 1
1,5 -0,0804  0,0422  0,0396 1 20,1397 02503  0,0531 0,997 | -0,1466 0,2519  0,0502 0,997
0| 0,0322 0,0292 0,0164 0,017 0,0323 0,1998 0,0220 0,017 0,0307 0,2023 0,0221 0,017
0] 00195 0,0286  0,0170 0,024 | 0,0244  0,2006  0,0212 0,016 | 0,0237 02029  0,0203 0,015
2| -0,1237  0,0429 0,0358 1 -0,2237  0,2591 0,0510 1 -0,2275  0,2636 0,0519 1
0] 0,0164 00284  0,0158 0,017 | 0,0274  0,1948  0,0206 0,018 | 0,0239  0,1974  0,0191 0,014
0| 0,0039 0,0277 00139 0,013 | 0,0048 0,1938 0,184 0,015 | 0,0079  0,1922  0,0166 0,013
0] 0,0033 0,0228 0,0125 0,017 | 0,0036 0,777  0,0170 0,018 | 0,0011  0,1775  0,0164 0,012

50 50 |3] -0,0702 0,0369  0,0358 1 20,2809 0,6920 0,1144 0,98 | -0,4509 2,0682  0,1680 0,047
1,5 -0,0809  0,0423  0,0366 1 02150 06664 01097 0,88 | -0,2852 2,1661  0,1152 0,762
0| 0,0182 0,0289  0,0155 0,017 | 0,0328 05580  0,0331 0,017 | 0,0324  3,1949  0,0389 0,015
0] 0,0300 0,028 00139 0015 | 0,0376  0,5800  0,0350 0,01 | 0,0320  0,7363  0,0408 0,014
2| -0,1356  0,0423 0,0341 1 -0,3404  0,7413 0,1079 0,93 -0,4329  1,9955 0,1377 0,846
0] 00197 0,0278 0,0142 002 | 0,0315 0,9199 0,352 0,015 | 0,0308  2,6132  0,0433 0,012
0| 0,0012 0,0279 0,0126 0,012 0,0116 0,8820 0,0288 0,009 0,0107 1,0367 0,0304 0,011
0] 00010 0,0225 0,0117 0,018 | -0,0034 0,6241  0,0207 0,009 | 0,0008  2,3545  0,0272 0,014

100 20 |3 -0,0539 0,0149 00147 1 20,1579 0,1563  0,0290 1 20,1715 0,1544  0,0239 1
1,5 -0,0453 0,0180 0,0151 1 -0,0994  0,1592 0,0245 1 -0,1066  0,1562 0,0216 1
0] 00156 0,0125 0,0071 0,015 | 0,0170  0,1270  0,0117 0,022 | 0,0184  0,1268  0,0100 0,025
0| 0,0212 0,0125 0,0063 0,02 0,0211 0,1256 0,0101 0,023 0,0203 0,1259 0,0087 0,02
21 -0,0890 0,0184 0,0159 1 20,1715  0,1625  0,0253 1 20,1712 0,1598  0,0235 1
0| 0,0046 0,0124 0,0068 0,019 0,0082 0,1247 0,0096 0,021 0,0037 0,1253 0,0099 0,022
0] 0,0085 00116 0,0064 002 | 0,0120 0,225 0,0088 0,018 | 0,0095 0,1228  0,0083 0,017
0| -0,0033 0,0099 0,0057 0,019 -0,0017  0,1113 0,0078 0,021 -0,0024  0,1112 0,0072 0,021

100 50 |3 -0,0472 0,0154 00153 1 20,2033 02089  0,0471 1 20,3259 02387  0,0486 1
1,5 -0,0535 0,0176 0,0159 1 -0,1468  0,2149 0,0465 0,998 -0,2028  0,2179 0,0409 0,999
0] 0,0144 00122 0,0073 0,019 | 0,0296  0,1675 00166 0,022 | 0,0256  0,1702  0,0159 0,021
0| 0,0229 0,0122 0,0071 0,02 0,0278 0,1643 0,0178 0,025 0,0250 0,1681 0,0170 0,021
2] -0,0854 0,0179  0,0154 1 20,2234 02186  0,0457 0,999 | -0,2889  0,2314  0,0447 1
0| 0,0111 0,0124 0,0075 0,015 0,0216 0,1653 0,0207 0,035 0,0176 0,1684 0,0167 0,019
0] 0,0073 0,0119  0,0061 0,012 | 0,0001 0,639 0,191 0,02 | 0,0040 0,1690  0,0153 0,014
0| 0,0008 0,0098 0,0049 0,009 | 0,0082 0,1473  0,0152 0,021 | 0,0063 0,500 0,0122 0,016

100 70 |3| -0,0470 0,0156  0,0159 1 20,1180 0,4256  0,0853 0,998 | -0,5382 0,5443  0,1351 0,98
1,5 -0,0591  0,0180  0,0157 1 20,1512  0,8466  0,0880 0,955 | -0,3522  0,4295  0,0884 0,855
0| 0,0188 0,0126  0,0067 0,016 | 0,0484 03997 00353 0,031 | 0,0402 0,3129 00341 0,017
0] 00197 0,0127 0,0064 0,016 | 0,0448  0,9252  0,0338 0,015 | 0,0290 02853  0,0315 0,014
2| -0,0919 0,0182 0,0137 1 -0,2217  0,4305 0,0805 0,982 -0,4726  0,4894 0,1047 0,926
0] 00172 0,0124  0,0065 0,019 | 0,0382  0,5383  0,0370 0,029 | 0,0354 03166  0,0345 0,019
0| 0,0019 0,0120 0,0064 0,014 | 0,000 0,7010  0,0292 0,016 | 0,0028  0,2957  0,0267 0,008
0] 0,0033 0,0008 0,0064 0,016 | 0,0060 0,3669  0,0240 0,017 | -0,0006 02570  0,0226 0,008

NOTE : Method Full Data shows the results that would be obtained if the
response variable were not censored. Method Weighted Lasso refers to the
Kaplan-Meier-weighted lasso estimator studied in this paper. Method Com-
plete Case deletes all subjects with censored response variable.
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censoring rates (Yocens).

Table 2. Simulation study with sample sizes n = 200 and 400 and various

% Full Data Weighted Lasso Complete Case
n  cengfo| bias mean(Segpmp.var prob bias mean(Segpmp.var prob bias mean(Segpmp.var prob
200 20 |3]| -0,0379 0,0073 0,0074 1 -0,1291  0,1105 0,0139 1 -0,1463  0,1050 0,0108 1
1,53 -0,0335 0,008  0,0083 1 20,0872 0,1113 00136 1 20,0884 0,1057  0,0107 1
0| 0,0131  0,0060 0,0034 0,015 | 0,0147 00874 0,052 0,026 | 0,0108 0,0867  0,0044 0,02
0| 0,030  0,0061  0,0039 0,027 | 0,0185 0,0876  0,0056 0,028 | 0,0156  0,0869  0,0047 0,023
2| -0,0598  0,0086 0,0076 1 -0,1354  0,1130 0,0130 1 -0,1380  0,1091 0,0105 1
0| 0,0112  0,0058 0,0033 0,018 | 0,0113 0,0852  0,0043 0,017 | 0,0121  0,0853  0,0037 0,011
0| 0,0006 0,0057 0,0028 001 | 0,0006 0,835 00037 0,013 | 0,0018 0,0844  0,0037 0,016
0| 0,0005 0,0047 0,0028 0,017 | 0,0029 00776  0,0040 0,02 | 0,0019 0,0775  0,0037 0,015
200 50 |3]| -0,0278  0,0072 0,0072 1 -0,1782  0,1462 0,0247 1 -0,2785  0,1533 0,0225 1
1,3 -0,0395 0,0085  0,0074 1 20,1260 0,1495  0,0237 0,999 | -0,1711 0,1399  0,0174 1
0| 0,0095 0,0059 0,0035 0,018 | 0,0179 0,1159  0,0095 0,017 | 0,0145 0,120  0,0079 0,019
0| 0,0116  0,0057  0,0035 0,017 | 0,0207 0,1149 00112 0,035 | 0,0121  0,1096  0,0076 0,023
2| -0,0528 0,0084 0,0071 1 -0,1776  0,1492 0,0229 1 -0,2322  0,1470 0,0185 1
0| 0,0000 0,0059 0,0033 0,016 | 0,0162 0,1148  0,0101 0,025 | 0,0164  0,1105  0,0075 0,017
0| 0,0004 0,0057 0,0028 0,011 0,0012 0,1121 0,0087 0,017 0,0024 0,1096 0,0067 0,013
0| 0,0008 0,0046 0,0023 0,015 | -0,0019 0,1042  0,0075 0,017 | -0,0002 0,0994  0,0061 0,015
200 80 |3 -0,0329 0,0072  0,0075 1 20,0294 02289 0,0543 1 20,5552 0,357 0,0872 0,999
1,5 -0,0311  0,0084 0,0081 1 -0,0653  0,2648 0,0707 0,992 -0,3159  0,2814 0,0628 0,977
0| 0,0086 0,0060 0,0037 002 | 0,0359 02120 00313 0,023 | 0,0225  0,2008  0,0206 0,019
0| 0,0135 0,0058 0,0032 0,013 | 0,0244 02111 00268 0,028 | 0,0188  0,2015 0,0219 0,015
2| -0,0557  0,0086 0,0076 1 -0,1072  0,2535 0,0600 1 -0,4411  0,3121 0,0684 0,997
0| 0,0100 0,005  0,0034 0,022 | 0,0352  0,2059 00254 0,026 | 0,0240  0,1975  0,0185 0,012
0| 0,0006 0,0057 0,0031 0,017 | 0,0036 02011 0,241 0,014 | 0,0065 0,965 0,0182 0,013
0| 0,0018 0,0047 0,0026 0,011 | 0,0021  0,1858  0,0202 0,018 | 0,0007  0,1781  0,0185 0,022
400 20 | 3| -0,0241 0,0035  0,0037 1 20,1090 0,0804 0,009 1 20,1228 0,731 0,000 1
1,3 -0,0217  0,0042  0,0040 1 -0,0697 0,0818  0,0075 1 20,0726 0,0736  0,0051 1
0| 0,0005 0,0030 0,0018 0,026 | 0,0137  0,0608 0,0024 0,02 | 0,0092  0,0608  0,0023 0,025
0| 0,0097 0,0030 0,0017 0,019 | 0,0118 0,0606 0,0024 0,022 | 0,0097  0,0608  0,0022 0,015
2| -0,0376  0,0042  0,0033 1 20,1060 0,0804  0,0059 1 20,1076  0,0757  0,0045 1
0| 0,0046 0,0029 0,0018 0,016 | 0,0075 0,606 0,0025 0,022 | 0,0040  0,0606 0,0023 0,016
0| 0,0021  0,0028 0,0014 0,013 | 0,0019  0,0582  0,0020 0,012 | 0,0030  0,0593  0,0018 0,016
0| -0,0002 0,0024 0,0013 0,012 | 0,0010 00538 0,017 001 | -0,0004 0,0549  0,0017 0,014
400 50 |3| -0,0194  0,0035 0,0035 1 -0,1677  0,1076 0,0152 1 -0,2549  0,1026 0,0103 1
1,53 -0,0268 0,0041  0,0039 1 50,1081 0,1108 0,151 1 20,1489  0,0946  0,0085 1
0| 0,0094 0,0030 0,0017 0,014 | 0,0176 0,0856  0,0070 0,027 | 0,0111  0,0757  0,0036 0,023
0| 0,0082 0,0020 0,0018 0,018 | 0,018  0,0859  0,0074 0,039 | 0,0116  0,0758  0,0038 0,025
2| -0,0418 0,0041 0,0037 1 -0,1583  0,1114 0,0148 1 -0,2063  0,0996 0,0086 1
0| 0,0074 0,0029 0,0018 0,018 | 0,0139 0,0850  0,0066 0,034 | 0,0106  0,0753  0,0032 0,021
0| 0,0038  0,0028  0,0014 0,009 | 0,0045 0,0818  0,0061 0,025 | 0,0041  0,0747  0,0032 0,016
0| -0,0006 0,0023 0,0013 0,016 | -0,0013 0,0738  0,0053 0,037 | 0,0002  0,0678  0,0029 0,024
400 80 | 3| -0,0244  0,0035 0,0035 1 -0,0262  0,1581 0,0350 1 -0,4841  0,1945 0,0367 1
1,3 -0,0235 0,0041  0,0041 1 20,0443  0,1831 00422 1 20,2616 0,1654  0,0261 1
0| 0,0071 0,0030 0,0018 0,016 0,0325 0,1458 0,0211 0,041 0,0158 0,1248 0,0095 0,027
0| 0,0082  0,0030 0,0018 0,017 | 0,0306  0,1481  0,0213 0,034 | 0,0175  0,1267  0,0106 0,028
2| -0,0383 0,0042  0,0037 1 -0,0806 0,1762  0,0385 1 20,3693  0,1792  0,0299 1
0| 0,0056  0,0029 0,0019 0,021 | 0,0201 0,1468  0,0195 0,029 | 0,0128  0,1240  0,0105 0,018
0| 0,0016 0,0029 0,0015 0,013 0,0116 0,1405 0,0178 0,026 0,0001 0,1224 0,0102 0,029
0| 0,0015 0,0024 0,0012 0,013 | 0,0025 0,1299  0,0159 0,038 | 0,0075  0,1106  0,0083 0,02

NOTE : Method Full Data shows the results that would

be obtained if
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the response variable were not censored. Method Weighted Lasso refers to
the Kaplan-Meier-weighted lasso estimator studied in this paper. Method
Complete Case deletes all subjects with censored response variable.

6.5 Discussion

In this paper, we have adapted bridge regression in the linear model to
right-censored response data, considering a Kaplan-Meier-weighted bridge-
penalized least squares approach. The proposed estimator for the regression
parameter in this model has been shown to be consistent and its convergence
in distribution has been studied in the case v > 1. Computations for the
Kaplan-Meier-weighted lasso estimator are conclusive, first because the time
to calculate the estimator for one data set does not exceed a few seconds,
second because they show that it is a very interesting alternative to the in-
efficient complete-case analysis. It illustrates that the lasso method has, in
the case of right-censored data also, the nice features of prediction accuracy
and interpretation (since it shrinks some parameters estimators to 0).

The case of the Kaplan-Meier-weighted bridge-penalized estimator in the
case 7 < 1 still has to be studied. The main difficulty remains in the non
convexity of the function to be minimized. It is a subject for future work.

6.6 Appendix. Technical Proofs

Proof of Theorem 6.1 This proof draws on a theorem given for instance
in Rockafellar (1970) that we state here.

THEOREM 6.3. Let E be an open conver subset of RP and let (fn)n>1 be
a sequence of real random convex functions on E such that for all v € E,
fa(x) = f(x) almost surely as n — 400 where f is some real function on E.
Then f is also convezr and if f has a unique minimum on E, argming(f,) —
argming(f) almost surely as n — +o00.

Set v > 1. We first show that for all n € N*, H;\ﬂ is a convex function. Let
2
/ be the function defined on R? by f(3) = >_1 | Wi, (Zm — Xt ﬂ) . Then

the gradient of f at 5 € R is Vg(f) = =23 0, Wi, (Zm — Xﬁ;nﬂ) Xiiin]-
Hence, for all o, 3 € RP,

(Va(f) = Valf), B —a) =2 Wi (Xfiula = 5)" > 0.

=1
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Therefore, as f is a convex function, A, a nonnegative real and v > 1 (|||~
is a norm hence convex and z — 27 a nondecreasing convex function), I}
is a convex function.

Applying results from Stute (1993), we now get the pointwise almost sure
convergence of I} to the function II” + ¢ under the hypotheses (a)—(e) :

E((Y - X'0)°) = E(2+2eX' (8- )+ (X'(3- 4)°)
= o+ 2K (B(e| X)X (5 - &) +E ((X'(3 - 5))°)
= 0"+ (8~ Bo) E(XX") (B — Bo)-

We now show that II” has a unique minimum to state the existence of
argming,I17. First, thanks to the hypothesis (b), we get that I17 is a strictly
convex function on RP. Then, denoting by A.,;, > 0 the smaller eigenvalue
of E(XX"), we get (with K a positive constant whose existence comes from
the equivalence of the norms .||, and ||.|| in RP) :

(B) = (8= F)E(XX")(B = o)+ XollBlI
Amin||3 = Boll” + Mo K[| 3]
18I (AminlIBI1 + MoK 817~ = 2Xminl Boll) + Ain | Gol?-

Hence 117(3) s +o00 and II” has a unique minimum on RP?.
——400

Theorem 6.3 enables us to give the conclusion. [ |
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Proof of Theorem 6.2 Let rewrite for h € R?
h 2 2
+nA, (Z WOJ WOJP)

= _th\/ﬁzmn (Zzn_ znﬁo [i:n) ‘f‘ZVVzn

+nA, (Z |Boj + | — 1BoI” >

= —20'v/n Z Win&fion] Xfion] + ' (Z Win Xizn Xfm]> h

i=1 i=1
+nA, (Z WOJ | - WOJ‘ >

Let study the limit when n — 400 of each term of this sum. First, the
determinist term » 7, [Go; + \];—%P — |Bo,;|7 is equivalent to

vsgn(B)16;" " hy |hs]7
Z VAL 1 o+ Wﬂﬁo’jzo.

vn

Therefore, let introduce the function \I/g defined on R? by

V(h) = { g=1 vhysgn(8;)]8;17~ if 7 > 1
7 j=1 hjsgn(ﬁj)]l,@ﬁéo + |hj‘]].ﬂj:0 if y=1.

Then, we get under the hypothesis /n\, — )¢ the convergence

(Z |Bo,j + !%;P) T Ao (R).

Second, thanks to hypotheses (b), (¢) and (e), the theorem of Stute (1993)
gives

ZVVan[zn}X[tzn] 2) E(XXt)

n—-4o0o
=1
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Finally the convergence of \/52?21 Win€lim) Xjizn) has to be studied. Un-
der hypotheses (a)—(e), (6.4), (6.5) verified for all j € {1,...,p}, theorem 1.2
of Stute (1996) gives for all h € R?

B L
i=1

——+00

Hence, we get for all h € R?

MM (h) - M(h).

n—-+00

The finite-dimensional convergence is holding trivially since the vector h
can be factorized in each component of M (h).

Next, the convexity of function M7 comes from the convexity of I\
showed in the proof of theorem 6.1.

Finally, M is shown to have a unique minimum on RP. Hypothesis (b)
actually gives the strict convexity of M7 : it yields that h — A'E(XX")h
is strictly convex and M"” is the sum of this function, a linear function and
‘I’Zao which is convex (if v > 1, it is linear, if v = 1 it is convex due to the
convexity of |.|). Furthermore, denoting by |h| the vector composed of the
absolute values of the components of h and \,;, > 0 the smallest eigenvalue
of E(XX"), we have for v =1

[MY(R)] = [WE(XXh] = [(h, 2V + (sgn(Bo,3) Ls, 0)5) + ([Pl (Lg,,=0)5)]

> Mminl[BI* = IBILI2W + (sgn(Bo0,7) Lsn 2051 — Nl (Lgp ,~0);] thi_sioo

The proof for v > 1 is very similar. So the minimum of the continuous func-
tion M7 is almost surely achieved at a unique point.

We now state the corollary of a theorem given in Geyer (1996) which will
enable to give the conclusion of theorem (6.2).

THEOREM 6.4. Suppose (f,)n>1 is a sequence of random continuous convex
functions on RP and f is another such function. If for each finite subset
(1, ...,xx) of RP, the random vector (fn(x1), ..., fu(xk)) converges in law to
the random vector (f(z1), ..., f(zx)) and if with probability one f is finite and
has a unique minimizer, then argming,(f,) converges in law to argming,(f).
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Since M is convex continuous, M7 is another such function with a
unique minimizer and the finite-dimensional convergence in law was shown,
it follows from Theroem 6.4 that

V(B = o) = argming, (M) = argmin g, (M?).

n—-4o0o



Chapitre 7

Estimation bootstrap de
I’écart-type
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La méthode bootstrap, introduite par Efron (1979), a pour objectifs pre-
miers ’estimation de paramétres d’intérét et 1’évaluation de la précision d’un
estimateur via I’estimation de son écart-type ou la détermination d’intervalles
de confiance. La généralité du boostrap a par la suite permis son application
a de nombreux autres types de problémes, comme la sélection de modéles en
régression, la régression non linéaire ou encore I'analyse de séries chronolo-
giques. Nous souhaitons ici appliquer cette méthode pour évaluer I’écart-type
et la puissance du test de Wald associés a 'estimateur de type LASSO in-
troduit dans le chapitre 6.

Nous commencgons par expliquer les mécanismes de la démarche boots-
trap. Supposons, en toute généralité, que nous disposons d'un échantillon
de taille n et que nous souhaitons estimer un parameétre ou déterminer son
écart-type. Considérons la distribution empirique associée a I’échantillon, qui
associe la probabilité 1/n a chaque valeur de 'échantillon. L’idée de base du
bootstrap est simplement de remplacer la distribution inconnue de 1’échan-
tillon par cette distribution empirique qui estime simplement la distribution
de I’échantillon et qui, elle, est connue. Les propriétés de I’estimateur, comme
son écart-type, peuvent alors étre déterminées sur la base de la distribution
empirique.

113
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7.1 Estimation plug-in

Expliquons maintenant plus formellement la démarche d’obtention de I’es-
timateur bootstrap de I’écart-type et introduisons pour cela la démarche du
plug-in. Soit (X7, ..., X;,) un n-uplet de vecteurs aléatoires indépendant et
identiquement distribués de loi Px. Notons P, la distribution empirique as-
sociée a Péchantillon (X;)1<i<,, définie précédemment dans le chapitre 1.
C’est un estimateur de la distribution Px ayant de bonnes propriétés de
convergence (théoréme de Glivenko-Cantelli). Le principe du plug-in est une
méthode simple pour I'estimation de paramétres a partir d’échantillons.

DEFINITION 7.1. L’estimateur plug-in d’un paramétre 6 = t(Pyx) fonction
de la distribution Px est défini par

6 =t(P,).

Il estime la fonction 8 = t(Px) de la loi de probabilité Px par la méme
fonction de la distribution empirique P, 0 = t(P,).

Les exemples de base d’application du principe plug-in sont bien connus
de tout statisticien.

EXEMPLE 7.1. L’estimateur plug-in de lespérance Ep, (X) d’une variable
aléatoire réelle X, obtenu a partlr d’un échantillon (X;)1<;<, issu de la dis-
tribution Py, est Ep (X)=1>0, Xi=X.

EXEMPLE 7.2. L’estimateur plug-in de I'écart-type
opy (X) = ((Epy (X — Ep, ()())2))1/2 d’une variable aléatoire réelle X, ob-
tenu & partir de I'échantillon (X;)1<i<n, est op, (X) =6 = (£ 20, (X; — X)? )1/2

Ces exemples permettent notamment d’évaluer la précision de X comme
estimateur de ’espérance de la distribution des données. En effet, nous sa-
vons que si X a pour moyenne p et variance o> alors la moyenne empirique
X =1 =D 14 X, a pour moyenne p et variance % et donc pour écart-type
sepy (X ) = \/ﬁ D’aprés les exemples précédents, un estimateur de 1’écart-

type de la moyenne empirique est
. 1 [ 1/2
_ o _
X)=—=— § X;—X)? .
Se]}’n( ) \/ﬁ n <i21 ( ) )

On reconnait, & une constante multiplicative prés (tendant vers 1), l'esti-
mateur usuel de I'écart-type de la moyenne empirique. Pour la plupart des
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objectifs, \/iﬁ donne d’aussi bons résultats dans I’estimation de sep, (X ). Dans
cette application, le principe du plug-in a été utilisé deux fois : d’abord pour
’estimation de la moyenne p par X, puis dans l'estimation de Iécart-type
sepy (X).

L’estimation bootstrap de I’écart-type, sujet de la section suivante, revient
a utiliser le principe plug-in pour I'estimation de I'écart-type d’une statistique
arbitraire 6.

7.2 Estimation bootstrap de I’écart-type

Supposons que nous disposons d’un échantillon X = (Xi,...,X,,) issu
d’une loi de probabilité Px inconnue et que nous souhaitons estimer un pa-
ramétre d’intérét @ = t(Px) en nous basant sur 1’échantillon X. Dans cette
optique, nous calculons un estimateur 6 = s(X), qui peut étre, ou ne pas étre,
’estimateur plug-in ¢(IP,). Nous cherchons & connaitre la précision de cet es-
timateur. Le bootstrap, introduit par Efron (1979), est une méthode basée
sur ordinateur pour I'estimation de I’écart-type de 6. L’estimateur bootstrap
de cet écart-type ne nécessite aucun calcul théorique et est disponible quelle

que soit la complexité de Pécriture de P'estimateur 6 = s(X).

La méthode bootstrap s’appuie sur la notion d’échantillon bootstrap. Soit
P, la distribution empirique associée a I’échantillon X, affectant la probabi-
lité 1/n a chacune des valeurs observées X; (1 <i <mn).

DEFINITION 7.2. Un échantillon bootstrap est défini comme un échantillon
de taille n issu de la loi P,,. On le note X* = (X7, ..., X}¥), la notation étoile
x indiquant que X* n’est pas le véritable échantillon X mais une version
rééchantillonnée de X.

On peut résumer la situation de cette facon :

ECHANTILLON ECHANTILLON BOOTSTRAP
X =(Xy,..., X,) généré par Py ~» X' = (X7,...,X}) généré par P,
de loi empirique P, de loi empirique P .

Autrement dit, ’échantillon bootstrap X* = (X7, ..., X¥) est un échan-

n
tillon de taille n tiré équiprobablement et avec remise dans la population des
n objets (X1, ..., X,,). Il se peut donc par exemple qu’on obtienne Xj = X7,
X5 = X3, Xi = X3, Xj = X, ..., X, = Xy;. L’échantillon bootstrap



116 Estimation bootstrap

(X7, ..., X)) est constitué d’éléments de I’échantillon de départ (X, ..., X,,),
certains éléments n’apparaissant pas, d’autres une fois, d’autres deux fois etc.

DEFINITION 7.3. Une réplication bootstrap de 6 = s(X) est défini par
Uapplication de la méme fonction s a [’échantillon bootstrap X*

0 = s(X™).

L’estimateur bootstrap idéal de ’écart-type sepx(é) de la statistique 0
est 'estimateur plug-in qui remplace la loi inconnue Px par la distribution
empirique P,. Il est donc défini par

sep, (6%).

C’est I'écart-type de 0 pour des échantillons de taille n issus de la distri-
bution P,. Il est appelé estimateur bootstrap idéal de I'écart-type de 0 car
pour un estimateur quelconque 6, différent de la moyenne empirique, on ne
dispose pas a priori de formule permettant de calculer une valeur numérique
de sep, (0%).

Il est cependant aisé d’implémenter le rééchantillonnage bootstrap sur
ordinateur et l’algorithme bootstrap fonctionne en construisant plusieurs
échantillons de type bootstrap, en évaluant la réplication bootstrap asso-
ciée a chacun, et en estimant I’écart-type de 0 par I'écart-type empirique des
réplications.

DEFINITION 7.4. L’estimateur bootstrap de I’écart-type de 0 est défini par

. B ) 21/2
Sep = [ =—— 0*_000> ;

ot 0* est la replzcatwn bootstrap de 0 associée au b-eéme ’échantillon bootstmp
(be{l,.. B}) et Qboot est la moyenne des réplications bootstrap de 0 :

eboot - X5

()=
>
S

b=1

Ainsi, voici I'algorithme permettant I’estimation bootstrap de I’écart-type
d’une statistique.
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Algorithme bootstrap pour ’estimation de I’écart-type de s(X)

— Etape 1 : Sélection de B échantillons bootstrap indépendants X5, X5,
sy X p issus de la loi P,,.

— Etape 2 : Evaluation de la réplication bootstrap associée a chacun des
échantillons bootstrap

0, = s(X3) (1<b<B).

— Etape 3 : Estimation de I'écart-type sep, (é) par I’écart-type empirique
des B réplications

1/2
A 1 S A 2
SEB = (ﬁ Z (Qb - 0boot> > )
b=1

<A B A*

ol Oppor = % b1 s
La limite de seg quand B tend vers 'infini est l'estimateur bootstrap

idéal de sep, (0) :
lim Sep = sep, (6%).
b—+4o0

Le nombre de réplications bootstrap B sera habituellement situé entre 25
et 200. Il a été montré expérimentalement que méme 25 réplications boots-
trap donnent suffisamment d’information pour obtenir un bon estimateur de

sepy (0).

Un développement plus détaillé sur le principe du bootstrap pourra étre
trouvé par le lecteur intéressé dans Efron & Tibshirani (1986) et Chernick
(1999).

7.3 Application a Pestimateur de type LASSO
dans le modéle de régression linéaire cen-
suré

Nous souhaitons estimer la précision de I’estimateur de type LASSO in-
troduit dans le chapitre 6. En effet, un théoréme de consistance (5.1) ainsi
qu’un théoréme de normalité asymptotique (5.4) ont été obtenus mais nous
ne disposons pas de formule explicite permettant d’estimer la précision de
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cet estimateur ﬁ,’l\”. Nous décidons donc d’estimer ’écart-type de ﬁﬁ‘” grace
a la méthode bootstrap.

Les simulations ont été effectuées sur 1000 échantillons indépendants afin
que les moyennes soient significatives. Nous avons, pour chacun de ces échan-
tillons, construit 50 échantillons bootstrap pour lesquels ’estimateur associé

ﬁﬁwb a été construit. Ces estimateurs bootstrap ont permis, grace a 1'utili-
sation de ’algorithme donné dans la partie précédente, de donner une esti-

mation de I’écart-type de 62’7, notée sep. Celle-ci a par ailleurs été utilisée
pour construire le test de Wald de nullité de chaque composante et établir
son niveau ou sa puissance (suivant la vraie valeur de la composante). Les
estimations de I’écart-type Sep ont été moyennées sur les 1000 échantillons
afin d’obtenir les colonnes intitulées mean(seg) dans les tableaux Table 1 et
Table 2 du chapitre 6.

Les programmes permettant la mise en oeuvre du calcul des estimateurs

proposés dans le chapitre 6 ﬁ{)’v, avec v = 1 pour l'application, sont donnés
dans I'addenda.



Conclusion et perspectives

Motivés par les nombreuses applications possibles de ’analyse de durées
de vie censurées, notre travail a consisté a proposer de nouveaux estimateurs
et étudier leurs propriétés dans deux types de modéles différents.

Le modéle de Cox stratifié permet de s’intéresser a une population dont
certaines strates possédent une fonction d’intensité de base différente mais
de parameétre de régression commun a tous les individus. Nous avons estimé
ce parameétre de régression lorsque l'indicateur de strate est aléatoirement
manquant. Dans ce modéle, nous avons proposé un estimateur du maximum
de vraisemblance non paramétrique et montré ses consistance, normalité et
efficacité asymptotiques. De plus, la méthode espérance-maximisation pro-
posée et explicitée dans les détails permet d’implémenter cet estimateur.

Il serait maintenant intéressant de l'appliquer a des données simulées
ou données réelles afin de comparer ses résultats a ceux d’autres méthodes
d’estimation, a taille d’échantillon fixée. Il est envisageable de comparer les
résultats de cet estimateur de maximum de vraisemblance non paramétrique
a 'estimateur régression-calibration ou a l'estimateur du maximum de vrai-
semblance obtenu en utilisant 1’échantillon nettoyé de tous les individus dont
la strate n’est pas observée.

Dans ce travail sur le modéle a risques proportionnels stratifié, la loi
conditionnelle de la strate est supposée étre une loi multindmiale logistique,
couramment utilisée en recherche médicale. Les résultats théoriques obtenus
dans le cadre de cette loi devraient pouvoir étre étendus a d’autres fonctions
de lien. Une autre perspective serait de s’intéresser a des covariables dépen-
dant du temps. Des résultats du méme type devraient étre obtenus sous de
bonnes conditions de régularité. Cela ouvrirait des possibilités d’application
encore plus larges, notamment en médecine.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressés au modéle de
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régression linéaire censuré aléatoirement & droite. Nous avons introduit un
estimateur du paramétre de régression de type LASSO, motivé par I’émer-
gence de données en trés grande dimension. Nous avons montré que I'estima-
teur proposé, de type Kaplan-Meier ¢7-pénalisé (avec v > 1), est fortement
consistant et asymptotiquement normal. Une étude de simulation est propo-
sée pour 'estimateur LASSO pondéré Kaplan-Meier et donne des résultats
trés concluants en comparaison avec ’estimateur LASSO calculé sur I’échan-
tillon nettoyé des données effectivement censurées.

Il serait intéressant d’étendre ces simulations a I’estimateur de type Kaplan-
Meier ?-pénalisé (v > 1), ce qui demande ’élaboration de programmes infor-
matiques plus complexes. Enfin, la perspective d’étude de 'estimateur pon-
déré Kaplan-Meier et ¢7-pénalisé avec v < 1 est également trés attrayante,
la difficulté principale résidant dans le fait que la fonction & minimiser pour
I’obtention de I'estimateur n’est pas convexe.



Addenda

Dans cet addenda, nous présentons les principales fonctions programmeées
dans le langage R pour la mise en oeuvre du calcul des estimateurs propo-
sés dans le chapitre 6 et permettant d’obtenir les tableaux Table 1 et Table 2.

La fonction completvar

Description : La fonction completvar permet de comparer l'estimateur
LASSO des moindres carrés pondérés par des poids de Kaplan-Meier a I’es-
timateur LASSO obtenu en supprimant toutes les données censurées. L’es-
timateur LASSO qui aurait été obtenu si la censure avait été absente est
également considéré pour établir une référence.

Cette fonction nécessite l'installation des packages de R appelés boot et lars.

Arguments :
N nombre d’échantillons N = 1000
n taille de chacun des échantillons n = 50, 100,200 ou 400
beta le paramétre de régression beta = (3,1.5,0,0,2,0,0,0)
sigma écart-type de 'erreur sigma =1
mu moyenne de la censure mu = 0 pour 50% de censure
tau écart-type de la censure tau=1
m moyenne des covariables m = Og» (p dimension de beta)
rho parametre de la matrice de rho = 0.5
covariance des covariables X
K nombre de sous-échantillons K=5

dans la validation croisée
R nombre d’échantillons bootstrap R = 50

Pour la valeur beta = (3,1.5,0,0,2,0,0,0), on choisit mu = —4.06 pour 80%
de censure, —2.53 pour 70% de censure, 0 pour 50% de censure, 4.06 pour
20% de censure.
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Valeurs de sortie : Une liste contenant les composantes
(beta,betmoyFD,biasFD,semoyFD,betvarFD,puisFD,errFD,seerrFD,zerosFD,
betmoyLC,biasLC,semoyLC,betvarLC,puisLC,errLC,seerrLC,zerosLC,
betmoyCC,biasCC,semoyCC,betvarCC,puisCC,errCC,seerrCC,zerosCC), oi

beta vecteur de régression
betmoyXX la moyenne des estimateurs de beta donnés par la méthode XX
biasXX le biais moyen des estimateurs de beta donnés par la méthode XX
semoyXX écart-type estimé grace au bootstrap de chacune des composantes
de 'estimateur de beta donné par la méthode XX,
betvarXX variance empirique de chacune des composantes de I'estimateur
de beta donné par la méthode XX,
puisXX puissance (ou niveau) du test de Wald testant la nullité de chaque
composante a partir de I'estimateur de beta donné par la méthode XX,
errXX moyenne de Perreur £ au carré de I'estimateur de beta
donné par la méthode XX,
seerrXX écart-type empirique de Ierreur ¢? au carré
de l'estimateur de beta donné par la méthode XX,
zerosXX moyenne du nombre de composantes nulles
de 'estimateur de beta donné par la méthode XX,

Code :
completvar<-function(N=1000,n=100,beta,sigma,mu,tau,
m=rep (0, length(beta)),rho=0.5,K=5,R=50) {
p=length(beta)
D=donneesLASSO(N,n,beta,mu,tau,m,sigma,rho)

betachapLC=matrix(0,p,N) betachapCC=matrix(0,p,N)
betachapFD=matrix(0,p,N)

betachapvarLC=array(data = NA, dim = c(N,p,p))
betachapvarCC=array(data = NA, dim = c(N,p,p))
betachapvarFD=array(data = NA, dim = c(N,p,p))

for (j in 1:N)

{

Z=D$Z[,j] Y=D$Y[,jl

del=D$dell, j]

X=D$X[, (1+(j-1)*n) : (j*n) ]
data=matrix(c(Z,del,t (X)) ,nrow=n,ncol=(p+2))

fraction = seq(from = 0, to = 1, length = 100)

boutLC=censboot (data, statistic=censfun, R=R, sim="ordinary", K=K,
fraction=fraction, plot.it=FALSE, trace=FALSE)

boutCC=censboot (data, statistic=censfuncomp, R=R, sim="ordinary",
K=K, fraction=fraction, plot.it=FALSE, trace=FALSE)
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boutFD=censboot (matrix(c(Y,rep(1,n),t (X)) ,nrow=n,ncol=(p+2)),
statistic=censfuncomp, R=R, sim="ordinary", K=K,
fraction=fraction, plot.it=FALSE, trace=FALSE)

estboutLC=boutLC$t estboutCC=boutCC$t estboutFD=boutFD$t
betachapvarLC[j,,]=var(estboutLC)

betachapvarCC[j, ,]=var(estboutCC)

betachapvarFD[j, ,]=var(estboutFD) betachapLC[, jl=boutLC$t0
betachapCC[, jl1=boutCC$t0 betachapFD[, jl=boutFD$t0

}

errLC=mean (apply ((betachapLC-beta)~2,2,sum))

seerrLC=sqrt (var (apply ((betachapLC-beta)~2,2,sum)))

zerosLC=mean (apply(betachapLC==0,2,sum))

betmoyLC=apply (betachapLC,1,mean) betvarLC=apply(betachapLC,1,var)
betcovLC=apply (betachapvarLC,2:3,mean)

semoyLC=sqrt (diag(betcovLC))

seLC=sqrt (apply(betachapvarLC,1,diag))
puisLC=1/N*apply(matrix(as.numeric (abs(betachapLC)/seLC>1.96),
nrow=p),1,sum)

errCC=mean (apply ((betachapCC-beta)~2,2,sum))

seerrCC=sqrt (var (apply ((betachapCC-beta)~2,2,sum)))

zerosCC=mean (apply(betachapCC==0,2,sum))

betmoyCC=apply (betachapCC,1,mean) betvarCC=apply(betachapCC,1,var)
betcovCC=apply (betachapvarCC,2:3,mean)

semoyCC=sqrt (diag(betcovCC))

seCC=sqrt (apply(betachapvarCC,1,diag))
puisCC=1/N*apply(matrix(as.numeric (abs(betachapCC)/seCC>1.96),
nrow=p),1,sum)

errFD=mean (apply((betachapFD-beta) ~2,2,sum))

seerrFD=sqrt (var (apply ((betachapFD-beta)~2,2,sum)))

zerosFD=mean (apply(betachapFD==0,2,sum))

betmoyFD=apply (betachapFD,1,mean) betvarFD=apply(betachapFD,1,var)
betcovFD=apply(betachapvarFD,2:3,mean) semoyFD=diag(betcovFD)
seFD=sqrt (apply (betachapvarFD,1,diag))
puisFD=1/N*apply(matrix(as.numeric (abs(betachapFD)/seFD>1.96),
nrow=p),1,sum)

resul=c(beta,betmoyFD,betmoyFD-beta,semoyFD,betvarFD,puisFD,
betmoyLC,betmoyLC-beta,semoyLC,betvarLC,puislC,
betmoyCC,betmoyCC-beta,semoyCC,betvarCC,puisCC) dim(resul)=c(p,16)
dimnames (resul)=1list(c("betal",6"beta2","beta3","betad",
"betab",'"betab","beta’7",'"beta8"),
c("beta_0","est","bias","mean(se*)","seemp","power",
"est","bias","mean(sex)","seemp", "power",
"est","bias","mean(sex)","seemp", "power"))
resulerr=c(errFD,errLC,errCC,seerrFD,seerrLC,seerrCC,

zerosFD, zerosLC,zerosCC) dim(resulerr)=c(3,3)
dimnames (resulerr)=1ist(c("FD","LC","CC"),c("erreur L2",'"se erreur
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L2","nb of 0"))

print(paste("N",N,sep="=")) print(paste("n",n,sep="="))
print (paste("proba moyenne de

censure",round (D$censure*100) /100,sep="=")) print(resul)
print(resulerr)

list(beta=beta,betmoyFD=betmoyFD,biasFD=betmoyFD-beta,
semoyFD=semoyFD,betvarFD=betvarFD,puisFD=puisFD,errFD=errFD,
seerrFD=seerrFD,zerosFD=zerosFD,betmoyLC=betmoyLC,biasLC=betmoyLC-beta,
semoyLC=semoyLC,betvarLC=betvarLC,puisLC=puisLC,errLC=errLC,
seerrLC=seerrLC,zerosLC=zerosLCbetmoyCC=betmoyCC,biasCC=betmoyCC-beta,
semoyCC=semoyCC,betvarCC=betvarCC,puisCC=puisCC,errCC=errCC,
seerrCC=seerrCC,zerosCC=zerosCC)

3

La fonction donneesLASSO

Description : La fonction donneesLASSO simule des durées de survie gau-
siennes censurées par des variables de censure gaussienne.

Arguments :
N nombre d’échantillons N = 1000
n taille de chacun des échantillons n = 50, 100, 200 ou 400
beta le paramétre de régression beta = (3,1.5,0,0,2,0,0,0)
mu moyenne de la censure mu = 0 pour 50% de censure
tau écart-type de la censure tau=1
m moyenne des covariables m = Ogr (p dimension de beta)
sigma écart-type de 'erreur sigma =1
rho paramétre de la matrice de rho = 0.5

covariance des covariables X

Pour la valeur beta = (3,1.5,0,0,2,0,0,0), on choisit mu = —4.06 pour 80%
de censure, —2.53 pour 70% de censure, 0 pour 50% de censure, 4.06 pour
20% de censure.

Valeurs de sortie : Une liste contenant les composantes
(X,Z,del,Y,censure), oil
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X matrice de taille p x (N x n) ou chaque colonne est un p-vecteur
de covariables de moyenne m et matrice de covariance ¥ (cf partie 6.4),
les n premiéres colonnes correspondent a N =1 etc,

Z matrice de taille n x N de durées de vie éventuellement censurées,
par une gaussienne de moyenne mu et écart-type tau,

del matrice de taille n x N des indicateurs de censure,

Y matrice de taille n X N des durées de vie non censurées,

de loi beta'X + sigmae, ou € gaussienne centrée réduite,
censure pourcentage moyen de censure sur les n X N données.

Code :
donneesLASSO <- function(N,n,beta,mu,tau,m,sigma,rho)

{
p=length(beta) ;
cov=matrix(0,p,p)
for (i in 1:p)
{
for (j in 1:p)
{

covl[i,jl=rho~abs(i-j)
}

}
R=t (chol(cov))
epsilon=rnorm(N*n,0,1)
X=matrix(0,p,N*n)
Y=rep(0,N*n)
for Ei in 1:(nxN))

X[,il=m+R%*%rnorm(p,0,1)
Y[i]l=t(X[,i]) %*%beta+tsigma*epsilon[i]

+
dim(Y)=c(n,N)
dim(epsilon)=c(n,N)
C=matrix (rnorm(N*n,mu,tau) ,ncol=N)
Z=pmin(Y,C)
del=matrix(as.numeric (Y<=C) ,ncol=N)
censure=mean(1-apply(del,2,mean))
print (paste("proba moyenne de
censure",censure,sep="="))

list(X=X,Z=Z,del=del,Y=Y, censure=censure)

La fonction censfun

Description : La fonction censfun détermine I'estimateur LASSO pondéré
Kaplan-Meier du parameétre de régression ou le paramétre de la pénalité
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LASSO est choisi par validation croisée.

Arguments :
data données de travail data = (Z,del,X)
K nombre de sous-échantillons pour la K=10

validation croisée

fraction vecteur de discrétisation du paramétre fraction = (£-)i%

e 100
de pénalisation

Valeurs de sortie : Un vecteur betachap estimateur LASSO pondéré Kaplan-
Meier du parameétre de régression, ou le choix du coefficient de pénalité
LASSO est fait par validation croisée.

Code :

censfun<-function(data, K = 10, fraction, trace = FALSE , plot.it
= FALSE , se = TRUE)

{

Z=datal,1]

del=datal,2]
X=t(datal,3:ncol(data)])

all.folds <- cv.folds(length(Z), K)

residmat <- matrix(0, length(fraction), K)
for (i in seq(K))
{

omit <- all.folds[[i]]
Zapp=Z[-omit]

napp=length(Zapp)

Xapp=X[,-omit]

delapp=del[-omit]
DR=poids (Zapp, Xapp,delapp)
Zlars=sqrt (DR$W*napp) *DR$Zreord
Xlars=sqrt (DR$W*napp) *t (DR$Xreord)
fit <- lars(Xlars, Zlars, trace, type="lasso")
Xtest=X[,omit]

deltest=del[omit]

if (?um(deltest)==0)

var=0
residmat[, i]<-NA

}

else

Xtest=Xtest[,deltest==1]
Ytest=Z[omit] [deltest==1]
Ychap <- predict(fit, t(Xtest), type="fit",
mode = "fraction", s = fraction)$fit
if (length(omit) == 1)
fit <- matrix(fit, nrow = 1)
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if (length(Ytest)==1)
residmat[, i] <- mean((Ytest - Ychap)~2)

else
{residmat[, i] <- apply((Ytest - Ychap)~2, 2, mean)}

if (trace)
cat("\n CV Fold", i, "\n\n")

cv <- apply(residmat, 1, mean, na.rm=TRUE)
cv.error<-sqrt(apply(residmat, 1, var, na.rm=TRUE)/K)
object<-list(fraction = fraction, cv = cv, CV.error = Cv.error)
if (plot.it)

plotCVLars(object, se)
schap=fraction[which.min(cv)] n=length(Z) DR=poids(Z,X,del)
Zlars=sqrt (DR$W*n) *DR$Zreord Xlars=sqrt (DR$W*n)*t (DR$Xreord)
fittot=lars(Xlars, Zlars, trace, type='"lasso")
betachap=predict(fittot , s = schap , mode= "fraction",
type="coefficients")$coefficients

La fonction censfuncomp

Description : La fonction censfuncomp détermine I'estimateur LASSO du
paramétre de régression en n’utilisant que les données non censurées de
I’échantillon. Le paramétre de la pénalité LASSO est choisi par validation
croisée.

Arguments :
data données de travail data = (Z,del,X)
K nombre de sous-échantillons pour la K=10

validation croisée
. . s . N . 7/ k \100
fraction vecteur de discrétisation du paramétre fraction = (155)i20
de pénalisation

Valeurs de sortie : Un vecteur betachap estimateur LASSO du parameétre
de régression sur 1’échantillon des données non censurées, ou le choix du co-
efficient de pénalité LASSO est fait par validation croisée.

Code :

censfuncomp<-function(data, K = 10, fraction, trace = FALSE ,
plot.it = FALSE , se = TRUE)

{
Z=datal,1]
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del=datal,2]

X=t(datal,3:ncol(data)]l)
Zcomp=Z[del==1] Xcomp=t (X[,del==1])
all.folds <- cv.folds(length(Zcomp), K)

crossvallars=cvlars(x=Xcomp, y=Zcomp, K=K, fraction=fraction,
trace=trace, plot.it=plot.it, se,type="lasso",all.folds=all.folds)

fraction=crossvallars$fraction
cv=crossvallars$cv
cv.error=crossvallars$cv.error
scomp=fraction[which.min(cv)]

fittot=lars(x=Xcomp, y=Zcomp,type="lasso", trace)

betachap=predict(object=fittot, s=scomp,type= "coefficients",
mode= "fraction")$coefficients

}

La fonction poids

Description : La fonction poids calcule les poids de Kaplan-Meier associés
aux données de survie.

Arguments :
Z vecteur comprenant un n-échantillon de durées de survie
X matrice de taille p X n de covariables
del n-vecteur d’indicateurs de censure

Valeurs de sortie : Une liste contenant les composantes
(Zreord,Xreord,delreord,W), ou

Zreord vecteur des durées de survie réordonné par ordre croissant,
Xreord matrice des covariables réordonnées dans le méme ordre
que Zreord,
delreord vecteur des indicateurs de censure réordonnés dans le
méme ordre que Zreord,
W vecteur des poids associés aux durées de survie réordonnées Zreord.

Code :

poids <- function(Z,X,del)

{

n=length(Z)

perm=order (Z)

Zperm=Z[perm] Xperm=X[,perm] deltap=del[perm] W=deltap[1]/n P=1
for (i in 2:n)
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{
P=P*((n-i+1)/(n-i+2))~(deltap[i-11)
W=c(W, (deltap[i]/(n-i+1))*P)

}
list (Zreord=Zperm,Xreord=Xperm,delreord=deltap,W=W)
}
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Maximum likelihood and
penalized least squares in

censored survival data models

Life data analysis is used in various application fields. Different methods
have been proposed for modeling such data. In this thesis, we are interested
in two distinct modelisation types, the stratified Cox model with randomly
missing strata indicators and the right-censored linear regression model. We
propose methods for estimating the parameters and establish the asymptotic
properties of the obtained estimators in each of these models.

First, we consider a generalization of the Cox model, allowing different
groups, named strata, of the population to have distinct baseline intensity
functions, whereas the regression parameter is shared by all the strata. In this
stratified proportional intensity model, we are interested in the parameters
estimation when the strata indicator is missing for some of the population
individuals. Nonparametric maximum likelihood estimators are proposed for
the model parameters and their consistency and asymptotic normality are es-
tablished. We show the asymptotic efficiency of the regression parameter and
obtain consistant estimators of its variance. The Expectation-Maximization
algorithm is proposed and developed for the evaluation of the estimators of
the model parameters.

Second, we are interested in the regression linear model when the re-
sponse data is randomly right-censored. We introduce a new estimator of
the regression parameter, which minimizes a Kaplan-Meier-weighted penal-
ized least squares criterion. Results of consistency and asymptotic normality
are obtained and a simulation study is conducted in order to investigate
the small sample properties of this LASSO-type estimator. The bootstrap
method is used for the estimation of the asymptotic variance.
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Résumeé

L'analyse de durées de vie censurées est utilisée dans des domaines d'application
variés et differentes possibilités ont été proposées pour la modélisation de telles
données. Nous nous intéressons dans cette these a deux types de modélisation
différents, le modele de Cox stratifié avec indicateurs de strates aléatoirement
manquants et le modele de régression linéaire censuré a droite. Nous proposons des
méthodes d'estimation des parametres et établissons les propriétés asymptotiques
des estimateurs obtenus dans chacun de ces modeles.

Dans un premier temps, nous considérons une généralisation du modele de Cox qui
permet a différents groupes de la population, appelés strates, de posséder des
fonctions d'intensité de base différentes tandis que la valeur du paramétre de
régression est commune. Dans ce modeéle a intensité proportionnelle stratifié, nous
nous intéressons a l'estimation des parametres lorsque l'indicateur de strate est
manquant pour certains individus de la population. Des estimateurs du maximum de
vraisemblance non paramétrique pour les paramétres du modele sont proposés et
nous montrons leurs consistance et normalité asymptotique. L'efficacité du
parameétre de régression est établie et des estimateurs consistants de sa variance
asymptotique sont également obtenus. Pour I'évaluation des estimateurs du modéele,
nous proposons l'utilisation de [l'algorithme Espérance-Maximisation et le
développons dans ce cas particulier.

Dans un second temps, nous nous intéressons au modele de régression linéaire
lorsque la donnée réponse est censurée aléatoirement a droite. Nous introduisons un
nouvel estimateur du parameétre de régression minimisant un critere des moindres
carrés pénalisé et pondéré par des poids de Kaplan-Meier. Des résultats de
consistance et normalité asymptotique sont obtenus et une étude de simulations est
effectuée pour illustrer les propriétés de cet estimateur de type LASSO. La méthode
bootstrap est utilisée pour 'estimation de la variance asymptotique.

Mots clés

Durées de vie censurées a droite, régression linéaire, modele a intensité
proportionnelle stratifié, estimateur LASSO, estimateur bridge, estimateur du
maximum de vraisemblance non paramétrique, poids de Kaplan-Meier, estimation
bootstrap, consistance, normalité asymptotique, données manquantes, estimation de
la variance.
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