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Abstract. This paper aims to examine how the mortality pro-
jections obtained with the Lee-Carter method depend on the
observation period and the age range considered.

Résumé. Cet article a pour but d’examiner comment les pro-
jections de mortalité obtenues à l’aide de la méthode de Lee-
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1 Introduction

La mortalité en Belgique est un phénomène en pleine mu-
tation, comme l’ont mis en évidence BROUHNS & DENUIT

(2001a). Les calculs effectués sur base des tables du mo-
ment (ou transversales), bien qu’ils contiennent un charge-
ment de sécurité implicite pour les opérations en cas de
décès (du moins en période d’allongement de la durée de la
vie humaine), conduisent quasi-systématiquement à des sous-
estimations des primes relatives aux opérations en cas de vie.
Si les assureurs désirent disposer de bases techniques leur per-
mettant de tarifer des produits où le risque viager est impor-
tant (notamment, des rentes viagères achetées au moment du
départ à la retraite) et d’estimer correctement les provisions
à constituer en vue de faire face à l’allongement de la vie hu-
maine, il est essentiel d’établir des tables de mortalité prospec-
tives.

Le point de départ de toute analyse de l’évolution de
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la mortalité consiste à récolter pour un ensemble d’années
tmin, . . . , tmax et d’âges xmin, . . . , xmax les nombres annuels
de décès à chaque âge et les expositions au risque corre-
spondantes. Ceci permet alors d’estimer les taux de mor-
talité. Contrairement à d’autres auteurs, nous travaillons ici
avec des données annuelles ventilées par sexe et par âge.
Les tables triennales de l’INS ne sont en effet disponibles
régulièrement que depuis récemment. Les précédentes cou-
vraient des périodes de longueur souvent différente, et avaient
une périodicité variable, ce qui risquait de biaiser les résultats
de l’analyse.

La première étape de toute projection de mortalité consiste
à réduire la dimensionalité des données. Il est en effet impos-
sible de traiter simultanément autant de séries chronologiques
décrivant l’évolution au cours du temps des quotients de mor-
talité ou des taux de mortalité aux différents âges.

Une première approche, très appréciée par les actuaires,
consiste à ajuster les observations de chaque année à l’aide
d’un modèle paramétrique (Makeham, par exemple); voyez
par exemple BENJAMIN & POLLARD (1993) ou BENJAMIN

& SOLIMAN (1993). Ceci permet de condenser l’information
annuelle dans un petit nombre de paramètres (3 dans notre
exemple). Ensuite, l’évolution au cours du temps de ces
paramètres est à son tour modélisée, afin de fournir des pro-
jections de la mortalité dans le futur. Il ne faut néanmoins
pas perdre de vue que, chaque année, ces paramètres seront
vraisemblablement fort corrélés, ayant été estimés sur base
des mêmes données. On ne peut donc pas se contenter d’une
modélisation univariée mais on doit recourir à un modèle
de série temporelle multivariée. Ce point de vue est mal-
heureusement trop souvent ignoré dans la littérature. De plus,
la pertinence de cette approche dépend bien évidemment de
la bonne spécification du modèle paramétrique. Si ce dernier
s’avère erroné, cela compromet gravement les projections qui
en découlent.

Dans cet article, nous optons pour la méthode de LEE &
CARTER (1992), qui a fait ses preuves en démographie et a été
présentée aux actuaires par LEE (2000). L’idée est de passer
par une décomposition en valeurs singulières de la matrice des
taux de mortalité (doublement indexés, par l’âge et le temps
calendaire). La matrice initiale sera ainsi approximée au rang
1 par un produit de deux vecteurs propres: l’un d’entre eux
traduira l’effet de l’âge, et l’autre l’effet du temps calendaire.
Il suffira alors d’extrapoler dans le futur le vecteur décrivant
l’évolution temporelle pour en déduire des tables de mortalité
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Figure 1. Carré dans lequel en vertu de (1) le taux de mortalité est
supposé constant.

prospectives. Cette projection se fera à l’aide d’un modèle
ARIMA, en suivant la méthodologie désormais classique de
Box et Jenkins. Nous serons alors à même de calculer les
valeurs actuelles de rentes viagères octroyées à un individu
de la population belge. Ces valeurs permettent par exemple
d’apprécier le cot réel des promesses de pension dans le cadre
de la sécurité sociale.

Dans cet article, nous désirons examiner l’impact du choix
de la période d’observation [tmin, tmax] et de la fourchette
d’âges [xmin, xmax] sur les projections obtenues à l’aide de
la méthode de Lee-Carter.

2 Tables de mortalité longitudinales

Les tables de mortalité longitudinales permettent de
déterminer le temps restant à vivre pour un individu compte
tenu, non pas des conditions du moment, mais de l’évolution
future présumée des conditions de vie. Pour ce faire, nous
introduirons des indicateurs démographiques doublement in-
dicés, par l’âge et le temps calendaire. Plus précisément, nous
allons travailler avec les quantités qx(t) et µx(t) définies
comme suit:

qx(t) = probabilité de décéder à l’âge x durant l’année t;
µx(t) = taux de mortalité à l’âge x durant l’année t.

Dorénavant, nous noterons Tx(t) la durée de vie restante d’un
individu qui a atteint l’âge x au cours de l’année t. Ainsi,
qx(t) = Pr[Tx(t) ≤ 1].

Tout naturellement, nous supposons ici que le taux instan-
tané de mortalité µx(t) est constant dans chaque carré du dia-
gramme de Lexis représenté à la Figure 1, i.e. quels que soient
l’âge x et l’année t, x et t entiers,

µx+ξ(t + τ) = µx(t) pour tout 0 ≤ ξ, τ < 1. (1)

Cette hypothèse entraı̂ne notamment que

px(t) = 1 − qx(t) = exp
(− µx(t)

)
.

Calculons l’espérance de vie d’un individu d’âge x l’année
t sous l’hypothèse (1):

ex(t) =
∫

ξ≥0

Pr[Tx(t) > ξ]dξ

(2)

=
∫ 1

ξ=0

exp
(− µx(t)ξ

)
dξ

+
∑
k≥1

{[ k−1∏
j=0

exp
(− µx+j(t + j)

)]
∫ k+1

ξ=k

exp
(− µx+k(t + k)(ξ − k)

)
dξ

}

=
1 − exp

(− µx(t)
)

µx(t)

+
∑
k≥1

{[ k−1∏
j=0

exp
(− µx+j(t + j)

)]
1 − exp

(− µx+k(t + k)
)

µx+k(t + k)

}
. (3)

On obtient également, toujours sous l’hypothèse (1),
l’exposition au risque à l’âge x durant l’année t (à savoir,
le temps total vécu par ces individus durant l’année t), notée
Lx(t), en fonction de l’effectif lx(t) d’âge x au 1er janvier de
l’année t, donnée par

Lx(t) =
∫ 1

ξ=0

lx+ξ(t)dξ =
−lx(t)qx(t)
ln(1 − qx(t))

et le prix d’une rente viagère vendue l’année t à un individu
d’âge x

ax(t) =
∑
k≥0


k∏

j=0

px+j(t + j)


(

1
1 + i

)k+1

(4)

où i est le taux d’intérêt annuel.
Il est évident que nous ne pouvons pas nous permettre

de considérer toutes les séries chronologiques {qx(t), t =
tmin, . . . , tmax}, x = xmin, . . . , xmax, ou {µx(t), t =
tmin, . . . , tmax}, x = xmin, . . . , xmax, pour en déduire
des prévisions pour t ≥ tmax + 1. En effet, ces séries
chronologiques ne peuvent être considérées isolément, en rai-
son des fortes dépendances existant entre elles. Nous sommes
donc amenés à réduire la dimension du problème, et à utiliser
des méthodes garantissant la cohérence des projections.

Ne disposant pas d’observations pour les âges supérieurs à
xmax (98 ans dans le cas des données INS), nous figerons les
probabilités annuelles de décès aux âges supérieurs à xmax à
la dernière valeur observée, i.e.

qxmax+k(t) = qxmax(t), k = 1, 2, . . . ,

quelle que soit l’année t option qui devrait s’avérer prudente
dans le contexte des rentes viagères.
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3 Méthode de Lee-Carter

3.1 Le modèle

Nous allons appliquer la méthode de Lee-Carter à ce
problème. Cette méthode a déjà prouvé son efficacité à de
maintes reprises, et sur diverses populations (USA cf. LEE

& CARTER (1992), Canada cf. LEE & NAULT (1993), Chili
cf. LEE & ROFMAN (1994), Japon cf. WILMOTH (1996),
Belgique cf. BROUHNS & DENUIT (2001b)). Elle consiste
à décomposer la mortalité en deux composantes, l’une pro-
pre à l’âge et l’autre tendancielle, et ensuite à extrapoler celle
relative à l’âge. Il est bon de noter d’emblée que la méthode
de Lee-Carter possède les avantages et les inconvénients
de l’objectivité: elle n’incorpore pas d’avis d’expert sur
l’évolution présumée de la mortalité, sur les progrès de
la médecine, l’apparition de nouvelles maladies ou encore
l’évolution du style de vie. Vu les avis parfois diamétralement
opposés des experts, nous considérons cela comme un avan-
tage. La méthode se borne donc à extrapoler dans le futur les
tendances constatées dans le passé.

Nous utiliserons en fait une variante de la méthode orig-
inale de LEE & CARTER (1992) suggérée par LEE (2000,
note 3 en bas de page 81), laquelle a été légèrement mod-
ifiée et appliquée avec succès par RENSHAW & HABERMAN

(2001). L’idée est ici de décomposer l’estimation µ̂x(t) de
µx(t) comme suit sur l’échelle logarithmique:

ln µ̂x(t) = αx + βxκt + εxt (5)

où les erreurs εxt sont supposées centrées, indépendantes et
de même variance σ2 (hypothèse d’homoscédasticité) et où
les paramètres βx et κt satisfont aux contraintes

tmax∑
t=tmin

κt = 0 et
xmax∑

x=xmin

βx = 1 (6)

garantissant l’identifiabilité3 du modèle.
En vertu de (5), le taux de mortalité à l’âge x pour l’année t

est donc décomposé sur l’échelle logarithmique, à un terme
d’erreur près, en la somme d’une composante spécifique à
l’âge x et en un produit entre un paramètre temporel décrivant
l’évolution générale de la mortalité et un paramètre propre à
l’âge décrivant l’évolution du taux à l’âge x par rapport à ceux
relatifs aux autres âges. On espère bien entendu que la vari-
ance des erreurs εxt sera aussi petite que possible. Ainsi, la
majeure partie de la variance des µx(t) à chaque âge x sera
expliquée par le paramètre κt, les εxt n’étant plus qu’un bruit
blanc.

Le modèle (5) décompose donc l’évolution des taux instan-
tanés de mortalité en différentes composantes, dont il est bon
de saisir précisément la signification:

3 Rappelons qu’un modèle est identifiable lorsqu’il n’est pas possible de
trouver deux jeux de paramètres distincts conduisant au même modèle.
Le modèle (5) n’est pas identifiable si on ne formule pas de conditions
supplémentaires (telles (6)), notamment car si on remplace βx et κt par
cβx et κt/c, quel que soit c ∈ R, c �= 0, on obtient le même modèle.

αx: décrit le comportement moyen des µx(t) au cours du
temps (sur l’échelle logarithmique);

βx: décrit (toujours sur l’échelle logarithmique) l’écart des
µx(t) par rapport au comportement moyen αx puisque

d

dt
lnµx(t) = βx

d

dt
κt.

Les âges x pour lesquels βx est grand seront donc très sensi-
bles à l’évolution temporelle. Si les κt sont (approximative-
ment) linéaires, dκt/dt est constant et les taux de mortalité
µx(t) présentent une décroissance exponentielle à un taux
constant.

κt: décrit l’évolution de la mortalité au cours du temps.

L’avantage de cette méthode est de réduire le problème
à l’étude de la série chronologique univariée {κt, t =
1, 2, . . .}.

3.2 Estimation des paramètres

Il est clair que le modèle (5) ne peut pas être ajusté par une
simple régression linéaire, puisqu’il n’y a pas de variables ob-
servables dans le membre de droite de (5). L’estimation des
paramètres s’effectue par la méthode des moindres carrés or-
dinaire, c’est-à-dire en résolvant le problème d’optimisation

(α̂x, β̂x, κ̂t) = arg min
αx,βx,κt

∑
x,t

(
ln µ̂x(t)−αx−βxκt

)2

. (7)

Une solution de (7) existe et est fournie par la méthode
de décomposition aux valeurs singulières. Cette solution est
unique grâce aux contraintes (6).

L’estimation des paramètres αx, βx et κt se décompose en
les étapes suivantes:

Etape 1 estimation des µx(t) par

µ̂x(t) = dx(t)
lx(t)+lx(t+1)

2

=

# décès à l’âge x durant l’année t
# d’ind. d’âge x au 1/1/t+# d’ind. d’âge x au 1/1/t + 1

2
.

Les décès dont le nombre figure au numérateur sont
localisés dans le carré hachuré de la Figure 1. Le
dénominateur peut se voir comme une approximation de
l’intégrale définissant Lx(t) basée sur l’idée que les indi-
vidus meurent en moyenne en milieu d’année.

Etape 2 estimation des αx par les moyennes des ln µ̂x(t) au
cours du temps, i.e.

α̂x =
1

xmax − xmin + 1
ln

{
tmax∏

t=tmin

µ̂x(t)

}
.

Ceci se justifie par le fait que l’annulation de la dérivée de
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(7) par rapport à αx donne

tmax∑
t=tmin

ln µ̂x(t)

= (xmax − xmin + 1)αx

+ βx

tmax∑
t=tmin

κt︸ ︷︷ ︸
=0 en vertu de la contrainte (6)

.

Etape 3 calcul de la matrice Z de dimension (xmax−xmin +
1) × (tmax − tmin + 1) dont l’élément (x, t), noté zxt, est
donné par

zxt = ln µ̂x(t) − α̂x.

Il s’agit donc d’un centrage des ln µ̂x(t) par rapport à leur
moyenne temporelle.

Etape 4 approximer Z de manière optimale (aux sens des
moindres carrés ordinaires, i.e. en minimisant

∑
x,t(zxt −

βxκt)2) par le produit d’une matrice colonne et d’une ma-
trice ligne

Z ≈ β̂κ̂t (8)

avec β̂ = (β̂xmin , , ..., β̂xmax)
t et κ̂ = (κ̂tmin , ..., κ̂tmax)

t.
La résolution de ce problème est directe en passant par la
décomposition en valeurs singulières de Z.
Notons ui le ième vecteur propre normé de la matrice
carrée ZtZ de dimension (tmax − tmin + 1) × (tmax −
tmin + 1) correspondant à la valeur propre λi; ceci signifie
que ui satisfait les conditions suivantes:

ZtZui = λiui et ut
iui = 1.

En prémultipliant les deux membres de la première égalité
par Z, on obtient

(ZZt)Zui = λi(Zui).

Cette dernière relation montre qu’à tout vecteur propre ui

de ZtZ relatif à une valeur propre λi non nulle corre-
spond un vecteur propre Zui de ZZt, relatif à la même
valeur propre λi. Ainsi, toutes les valeurs propres de ZtZ
et ZZt sont égales (avec le même ordre de multiplicité, le
cas échéant). Si on note vi le ième vecteur propre de la ma-
trice carrée ZZt de dimension (xmax−xmin+1)×(xmax−
xmin + 1), correspondant à la valeur propre λi, on a alors
pour λi �= 0,

vi =
1√
λi

Zui

ou encore

ui =
1√
λi

Ztvi.

Partons à présent de la relation

Zui = vi

√
λi

et postmultiplions les deux membres de cette égalité par ut
i,

avant de sommer sur toutes les valeurs propres de ZtZ

Z

∑
i≥1

uiu
t
i

 =
∑
i≥1

√
λiviu

t
i.

Les vecteurs propres ui étant orthogonaux et de norme 1,∑
i≥1

uiu
t
i = Identité

de sorte qu’on aboutit à la décomposition suivante de la
matrice Z:

Z =
∑
i≥1

√
λiviu

t
i.

Cette dernière formule est appelée décomposition aux
valeurs singulières. Elle garantit que, sous des conditions
assez générales, une matrice rectangulaire peut être écrite
de façon unique comme une “somme optimale” de matri-
ces de rang 1 (c’est-à-dire de produits d’une matrice ligne
par une matrice colonne). L’optimalité dont il est ques-
tion signifie que la première matrice de rang 1 constitue
la meilleure approximation de rang 1 de la matrice ini-
tiale (au sens des moindres carrés), que la somme des deux
premières constituent la meilleure approximation de rang 2,
etc.
Si la valeur propre λ1 domine nettement les autres, on ob-
tient alors l’approximation

Z ≈
√

λ1v1u
t
1. (9)

On mesure la qualité de l’approximation (9) par le taux
d’inertie τ1 (ou pourcentage de variance expliqué), donné
par

τ1 =
λ1∑
i≥1 λi

.

En confrontant (8) à (9), on voit qu’il suffit de prendre

β̂ =
v1∑
j v1j

et κ̂ = λ1

∑
j

v1j

u1

en supposant
∑

j v1j �= 0. Nous constatons que la con-

trainte (6) est satisfaite par les β̂x. Montrons que les
κ̂t satisfont aux aussi la contrainte (6). Notons u1 le
vecteur colonne dont toutes les composantes sont égales à

1
tmax−tmin+1

∑
j u1j et réécrivons κ̂ sous la forme

κ̂ =
(

1 − ut
1u1

1 − ut
1u1

)
· λ1 ·

∑
j

v1j

u1

(par orthogonalité)

=
(
λ1

∑
j v1j

1 − ut
1u1

)
· (u1 − u1)

= constante · (u1 − u1)
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en supposant que

ut
1u1 �= 1.

Nous en concluons donc que la contrainte (6) est également
satisfaite par les κ̂t.

Etape 5 pour terminer, nous procédons à un second ajuste-
ment des κ̂t afin que le nombre total de décès recensés
chaque année corresponde à celui fourni par (5) étant
donnés les α̂x et β̂x. Si on note Dx,t le nombre de décès
relevés à l’âge x durant l’année t et Lx,t le nombre d’années
vécues par les individus d’âge x durant l’année t, on exige
donc que ∑

x

Dx,t =
∑

x

exp(α̂x + β̂xκ̂t)Lx,t. (10)

On se référera à LEE & CARTER (1992), BELL (1997),
LEE (2000) et LEE & MILLER (2000) pour une description
complète de la méthode. Il est utile de souligner que cette
méthode qui a été appliquée avec succès à des situations très
variées, a aussi ses détracteurs parmi les actuaires; voyez par
exemple GUTTERMAN & VANDERHOOF (1999) pour un re-
gard critique à ce sujet.

4 Statistiques de mortalité pour la Belgique

4.1 Collecte des données

Avant de pouvoir appliquer la méthode de Lee-Carter à la pop-
ulation belge, nous devons construire les tableaux de données
nécessaires aux techniques de projection que nous appli-
querons par la suite. Notre objectif est de construire deux ta-
bles à deux entrées (l’âge x et l’année calendaire t) reprenant
les effectifs au premier janvier lx(t) et le nombre de décès
dx(t) survenus pendant l’année en Belgique, et ce pour les
deux sexes séparément. Nous appliquons donc une approche
transversale.

Tout naturellement, la première tâche est de considérer les
données brutes mises à notre disposition par l’INS. L’absence
totale de données durant la Première Guerre Mondiale nous
contraint à démarrer nos tables en 1920, année de recense-
ment. Au final, nous obtenons les résultats suivants :

1. Pour lx(t) :

• Pour les années de recensement (1920, 1930, 1947), tout
est disponible par sexe jusqu’à 84 ans, puis par sexe et
catégories d’âge (5 ans) jusqu’à 98 ans.

• De 1921 à 1929, de 1931 à 1946 et de 1948 à 1949, nous
ne disposons que de l’effectif total par sexe.

• De 1950 à 1959, tout est disponible jusqu’à 84 ans.

• De 1960 à 2000, tout est disponible jusqu’à 98 ans.

2. Pour dx(t) :

• Pour 1920, tout est disponible par sexe jusqu’à 98 ans.

• De 1921 à 1923, nous disposons des décès par âge
jusqu’à 98 ans mais les deux sexes sont confondus.

• De 1924 à 1940, tout est disponible jusqu’à 40 ans, puis
par sexe et catégorie d’âge (5 ans) jusque 99 ans et plus.

• De 1941 à 2000, tout est disponible par sexe jusque 98
ans.

4.2 Traitement des données manquantes

La méthode de Lee et Carter que nous appliquerons par
la suite nécessite une décomposition en valeurs singulières,
et donc des tables rectangulaires. L’objectif de cette sec-
tion est donc de compléter les données que nous possédons.
Etant donné la quantité des retouches à effectuer et le
peu d’informations complémentaires, nous optons pour les
moyennes pondérées. Cette pratique revient à interpoler
linéairement deux extrémités d’un intervalle pour en estimer
les points intérieurs. Nous sommes bien conscients du fait que
les manipulations décrites ci-après sont loin d’être exemptes
de défaut. Principalement, cette manière de procéder donnera
encore plus d’importance aux données observées puisqu’elles
serviront à générer les données manquantes. Il n’y a cependant
pas d’alternative si l’on désire incorporer la mortalité belge
avant 1950 dans notre étude.

En guise d’exemple, estimons les effectifs féminins au pre-
mier janvier pour les années 1921 à 1929. En t = 1920 et
1930, nous pouvons représenter chaque âge x du sexe féminin
par un taux rx(t) = lx(t)∑98

x=0 lx(t)
. Dès lors, par interpolation

linéaire, il vient

rx(t) = rx(1920)

+
(

t− 1920
1930 − 1920

)(
rx(1930) − rx(1920)

)
pour t ∈ [1920, 1930].

En multipliant ces taux par l’effectif total féminin de l’année
t, nous trouvons les lx(t) pour les années spécifiées. Précisons
que, quand c’est possible, nous préférons appliquer cette
méthode à des taux (comme ci-dessus) plutôt qu’une moyenne
pondérée directe car les résultats sont plus stables et nous
profitons d’informations supplémentaires (ici : l’effectif total
par sexe).

En procédant de la sorte autant de fois que nécessaire, nous
parvenons à remplir les dx(t) pour t ∈ {1920, ..., 2000} et
x ∈ {0, ..., 98} et les lx(t) pour t ∈ {1920, ..., 2000} et x ∈
{0, ...,Xt} avec

Xt =



84 si t ∈ {1920, ..., 1929}
89 si t ∈ {1930, ..., 1946}
98 si t = 1947
84 si t ∈ {1948, ..., 1960}
98 si t ∈ {1961, ..., 2000}
99 si t = 2000

.

Nos données sont donc maintenant dépourvues de toute
valeur manquante, mais restent néanmoins non-rectangulaires
(Xt varie avec l’année calendaire t). Comme la méthode de
Lee-Carter repose sur une décomposition de la matrice des
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logarithmes centrés des taux instantanés de mortalité estimés,
il est nécessaire de compléter les données (jusqu’à l’âge de
98 ans, disons). Nous expliquerons dans la Section 4.3 les
moyens mis en oeuvre pour y parvenir.

4.3 Complétion des tables jusqu’à 110 ans

L’objectif de cette section est de lisser les estimations q̂x(t) et
m̂x(t) des quotients et taux de mortalité obtenues à partir de
l’hypothèse (1) et de les extrapoler jusqu’à xmax = 110 ans,
afin d’obtenir des tableaux rectangulaires. Le lissage est utile
pour atténuer la forte variabililité de ces indicateurs aux âges
avancés, vu le peu d’observations disponibles4.

Il convient néanmoins de souligner que les deux méthodes
développées ci-après se servent des données disponibles pour
estimer la mortalité aux grands âges. Elles ont donc pour effet
de gonfler l’information contenue dans les statistiques mises
à notre disposition. Cette pratique est cependant nécessaire
pour les raisons évoquées au paragraphe précédent. Les
méthodes développées ci-dessous traitent chaque année cal-
endaire séparément. C’est pourquoi, dans un but de clarté,
nous omettons le facteur t jusqu’à la fin de cette section.

4.3.1 Âge ultime

L’un des problèmes soulevés par les méthodes de fermeture
des tables est la question d’un éventuel âge ultime, ou âge bi-
ologique maximal. La plupart des actuaires, s’appuyant sur
des avis autorisés de médecins ou d’éminents biologistes,
croient à la réalité de cette borne supérieure à la durée de vie
humaine, qui serait inscrite dans nos gênes. Une étude rela-
tivement récente (VAUPEL (1997)), construite sur une impor-
tante base de données5 a fait apparaı̂tre les caractéristiques
suivantes :

• passé l’âge de 80 ans, les probabilités annuelles de décès qx

augmentent à un taux décroissant (la fonction x −→ qx est
non-décroissante et concave);

• la mortalité décroı̂t au cours du temps dans cette tranche
d’âge.

Ces conclusions nous poussent à la prudence dans la
détermination d’un éventuel âge ultime. Plusieurs auteurs
considèrent q120 = 1 comme une approximation raisonnable
de la réalité. Néanmoins, pour des raisons techniques liées à
la méthode de Coale et Kisker (voir ci-après), nous préférons
choisir

m110 =
{

0.8 pour les femmes
1 pour les hommes

, (11)

qui semble une être une bonne approximation pour les pays
occidentaux. Dans la section 4.3.5, nous analyserons l’impact
de ce choix sur l’estimation de la mortalité aux grands âges.

4 La méthode de Coale et Kisker lisse les valeurs brutes à partir de x = 70
ans tandis que celle de Jaumain réalise cette opération dès x = 3 ans.

5 70 millions d’êtres humains de 14 pays ayant atteint l’âge de 80 ans, dont
200 000 centenaires.

4.3.2 La méthode de Coale et Kisker

La technique proposée par COALE & KISKER (1990) travaille
sur les taux bruts de mortalité mx. Elle propose de recalculer
ces valeurs et de les extrapoler pour les grands âges (jusque
x = 110 ans) en se basant sur la formule de Gompertz. Celle-
ci postule

mx = m65 exp[(x− 65)kx]

pour x � 65, où kx représente le taux moyen de croissance
de mx entre 65 et x ans. En faisant apparaı̂tre les taux annuels
k66, k67, ..., kx, il vient

mx = m65 exp

[
x∑

y=66

ky

]
avec kx =

1
x− 65

x∑
y=66

ky.

Le but de la méthode est donc de calculer les coefficients kx

jusqu’à un certain âge et de les extrapoler afin de pouvoir re-
composer les taux mx.

Les auteurs, après avoir examiné différents graphiques re-
latifs aux pays d’Europe Occidentale, ont remarqué que les
courbes des kx possèdent en général un pic aux alentours de
80 ans, avant de décroı̂tre linéairement. Nous posons donc

kx = k80 + s(x− 80) (12)

pour x � 80. Afin de déterminer le coefficient s relatif à
la pente, nous devons fixer une valeur-limite à l’extrémité
de la table. Par l’approximation classique q120 = 1, et sous
l’hypothèse de constance par morceaux des taux de mortalité,
il vient

m120 = − ln(1 − q120) = +∞.

Pour éviter ce problème, nous préférons recourir à (11). Nous
devons donc résoudre l’équation

m110 = m79 exp

[
110∑

x=80

kx

]

= m79 exp

[
110∑

x=80

{k80 + s (x− 80)}
]

dont la solution est donnée par

s = −
[
ln
(

m79
m110

)
+ (110 − 80 + 1)k80

]
∑110

x=80(x− 80)

= −
[
ln
(

m79
m110

)
+ 31k80

]
465

. (13)

En pratique, nous commençons par lisser les kx disponibles
(jusqu’à x = 84 ans dans notre situation). La première étape
est le calcul des taux moyens de croissance pour une période
de 5 ans centrée en x :

k
′
x =

ln
(

mx+2
mx−3

)
5

.
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Ensuite, les k
′′
x lissés sont les moyennes de 5 valeurs de k

′
x

autour de x :

k
′′
x =

k
′
x−2 + k

′
x−1 + k

′
x + k

′
x+1 + k

′
x+2

5
.

Nous effectuons ce calcul pour x ∈ {70, 71, ..., 80} et en
déduisons les valeurs de k

′′
x pour les âges supérieurs par la for-

mule (12). Les estimations des taux de mortalité pour x � 70
sont maintenant facilement accessibles :

m∗
x = m69 exp

[
x∑

y=70

k
′′
y

]
. (14)

Les taux bruts pour x � 70 sont donc remplacés par leurs
valeurs lissées. Constatons que toute la construction des m∗

x

est basée sur la valeur de m69, laquelle n’a pas été lissée. C’est
la raison pour laquelle il est préférable d’adopter la formule

m∗
x = m

′
69 exp

[
x∑

y=70

k
′′
y

]
(15)

où m
′
69 =

m67 + m68 + m69 + m70 + m71

5
.

Il faut bien évidemment garder à l’esprit que, dans notre
situation, les formules ci-dessus sont utilisées avec les esti-
mations m̂x obtenues à partir de l’hypothèse de constance
des taux instantanés de mortalité à chaque âge. Pour illus-
trer la méthode, appliquons-la aux hommes en t = 2000.
Nous trouvons s = −0.003. De plus, nous disposons pour
cette année de données jusque x = 99 ans et pouvons
donc calculer les k

′′
x jusque 95 ans ; il nous est alors possi-

ble d’éprouver l’hypothèse de linéarité (12). Comme nous le
montre la Figure 2, l’approximation est loin d’être parfaite.
Néanmoins, la figure 3 qui compare les taux bruts m̂x(2000)
et les valeurs estimées par l’équation (16) laisse apparaı̂tre une
courbe raisonnable. Nous pouvons notamment y remarquer la
partie concave en fin de vie.

4.3.3 La méthode de Jaumain

Au contraire de celle de Coale et Kisker, la méthode de JAU-
MAIN (2001) pour la fermeture des tables travaille sur les quo-
tients de mortalité. Là encore, la définition d’une valeur-limite
est nécessaire. Dans son article, l’auteur choisit d’imposer
q120 = 1. Néanmoins, dans le but d’obtenir des résultats com-
parables à ceux du chapitre précédent, nous préférons la con-
trainte

q110 = 1 − exp(−m110)

avec m110 =
{

0.8 pour les femmes
1 pour les hommes

toujours sous l’hypothèse de constance par morceaux des
taux de mortalité. Ensuite, la technique consiste à ajuster un
modèle linéaire en x et x2 aux logarithmes des quotients de
mortalité pour les grands âges, tout en respectant la valeur-
limite convenue :

ln qx = a + bx + cx2 + εx pour x � 81 (16)

Figure 2. Comparaison des k
′′
x avec leur estimation par l’hypothèse

linéaire (12) en t = 2000.

Figure 3. Comparaison des m̂x(2000) masculins bruts avec leur
estimation m∗

x(2000) par la méthode de Coale et Kisker.
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avec εx les erreurs supposées centrées et homoscédastiques.
La dernière étape permet alors de lisser la table, en effectu-

ant des moyennes géométriques. Dans un premier temps, des
quotients sont calculés de la manière suivante:

q′x = qx pour x ∈ {0, 1, 2, 110}
q′x = (qx−1 · qx · qx+1)

1
3 pour x ∈ {3, 109}

q′x = (qx−2 · qx−1 · qx · qx+1 · qx+2)
1
5

pour x ∈ {4, 5, ..., 108}. (17)

Finalement, nous recommençons cette dernière opération à
partir des q′x pour obtenir les quotients de mortalité ajustés
q′′x . Remarquons que q′0 = q0 et q′1 = q1 n’interviennent pas
dans le processus de lissage car ces valeurs représentent la
mortalité infantile. Elles risqueraient donc de provoquer une
surestimation des q′′x pour les âges proches (x = 2, 3, 4, ...).

La Figure 4 représente le résultat graphique de la régression
pour les hommes en t = 2000. La Figure 5 reprend quant à
elle les courbes q̂x et q̂′′x pour les hommes en t = 2000.

Figure 4. Résultat graphique de la régression des ln q̂x(t) pour les
hommes et t = 2000.

4.3.4 Comparaison des 2 méthodes

Nous pouvons à présent comparer les résultats obtenus à partir
des deux techniques. Notons mJ

x et mCK
x les taux de mortalité

calculés respectivement par les méthodes de Jaumain et de
Coale-Kisker.

Les Figures 6 et 7 représentent ces indicateurs pour les
années 1920, 1960 et 2000. Nous constatons dans la ma-
jorité des cas que l’allure des deux courbes est compara-
ble, voire similaire, avec une partie concave aux très grands
âges. Néanmoins, nous remarquons que les mJ

x sont parfois
décroissants aux âges avancés (comme chez les hommes en
1960), ce qui est improbable. Pour éviter ce genre de situation,
nous optons pour la méthode de Coale et Kisker qui offre des
courbes plus raisonnables.

Figure 5. Comparaison des q̂x (valeurs brutes) et q̂′′x (valeurs lissées) pour
les hommes en t = 2000.

Finalement, pour motiver ce choix, observons
qu’originellement la méthode de Jaumain sert unique-
ment à lisser une table de mortalité à partir de la suite des
quotients qx bruts, qui est en général fortement brisée. C’est
pourquoi elle effectue un lissage dès x = 3 ans. Au contraire,
la méthode de Coale et Kisker a plutôt été conçue pour
étendre les tables à des âges pour lesquels aucune donnée
brute n’est disponible.

4.3.5 Impact de la valeur de m110

Comme nous l’avons vu précédemment, les méthodes de fer-
meture des tables nécessitent une valeur-limite, souvent à
x = 110 ou 120 ans. Nous avons opté pour m110 = 0.8
pour les femmes et 1 pour les hommes mais aimerions main-
tenant savoir si une modification de ces valeurs apporterait des
changements conséquents pour l’estimation du taux de mor-
talité aux grands âges.

La Figure 8 montre ces courbes en t = 2000 avec
différentes valeurs-limites pour la méthode de Coale et Kisker.
Le tableau suivant quantifie les résultats pour x = 100 ans
et pour l’espérance de vie à la naissance calculée en vision
transversale (l’approche longitudinale, plus réaliste, n’est pas
encore applicable à ce stade de l’étude).

Hommes

m110(2000) 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
m̂100(2000) 0.570 0.600 0.624 0.649 0.672

Écart relatif −0.087 −0.042 0 0.040 0.077
e0(2000) 74.056 74.048 74.042 74.036 74.030
Écart relatif 0.0002 0.0001 0 −0.0001 −0.0002

Femmes

m110(2000) 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
m̂100(2000) 0.426 0.456 0.485 0.511 0.536

Écart relatif −0.122 −0.059 0 0.055 0.106
e0(2000) 80.679 80.646 80.618 80.595 80.574
Écart relatif 0.0007 0.0003 0 −0.0003 −0.0006

Nous observons donc qu’une modification conséquente de
la valeur-limite de l’ordre de 2 dixièmes affecterait le taux de
mortalité à 100 ans de quelques 10%. Un tel impact est rela-
tivement faible et peut être considéré comme négligeable vu le
petit nombre de centenaires. Cette remarque est confirmée par
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Figure 6. Comparaison des méthodes de Coale-Kisker et Jaumain pour les
années 1920, 1960 et 2000 (hommes)

Figure 7. Comparaison des méthodes de Coale-Kisker et Jaumain pour les
années 1920, 1960 et 2000 (femmes)
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les valeurs de e0(2000). En effet, pour cet indicateur, les écarts
relatifs par rapport à la valeur de référence sont inférieurs à
10−3.

Figure 8. Taux de mortalité aux grands âges avec
m110(2000) ∈ {0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 1.2} pour les hommes (en haut) et

{0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0} pour les femmes (en bas).

5 Ajustement du modèle de Lee-Carter aux
données belges

Nous sommes à présent en mesure d’appliquer la méthode de
Lee-Carter aux données belges que nous avons complétées
comme décrit précédemment. La période d’observation est
donc composée des 81 années {1920, ..., 2000}.
Etape 1: L’estimation brute des taux instantanés de mortalité

fournit le graphique présenté à la Figure 9.
Etape 2: Les Figures 10 et 11 reprennent l’estimation des αx

pour les hommes et pour les femmes. Nous pouvons y con-
stater que la courbe des α̂x est conforme à nos attentes :
le taux de mortalité progresse avec l’âge excepté chez les
nouveaux-nés tandis que la bosse accident aux alentours
de x = 20-25 ans est présente et plus marquée chez les
hommes. Nous retrouvons en outre la partie concave en fin
de vie.

Figure 9. Estimation brute des taux instantanés de mortalité (les hommes
sont en haut et les femmes en bas).
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Etapes 3-4: Nous trouvons les taux d’inertie τ1 =
0.9043 pour les hommes et 0.9332 pour les femmes;
l’approximation semble donc être de qualité. Ces valeurs
sont par ailleurs meilleures que celles obtenues par
BROUHNS & DENUIT (2001b) sur les données brutes rel-
atives aux plus de 60 ans sur la période d’observation
[1960,1999] (0.55 et 0.77 respectivement pour les hommes
et les femmes). Ceci est sans doute la conséquence des
divers traitements apportés aux données : d’une part la tech-
nique de complétion des tables utilisée pour les années
inférieures à 1950, et d’autre part le lissage effectué aux
grands âges par la méthode de Coale et Kisker.
Les Figures 10 et 11 représentent en outre les estimations
des différents paramètres βx et κt.
Les plus grandes variations temporelles du taux de mor-
talité (β̂x) se situent chez les jeunes et sont probablement
le résultat des progrès réalisés par la médecine en près d’un
siècle pour freiner les mortalités infantile et juvénile. Re-
marquons que la méthode utilisée pour fermer les tables
lissait les taux de mortalité à partir de x = 70 ans. Cet ar-
tifice se retrouve dans la partie correspondante des β̂x. De
plus, la tendance temporelle est annulée pour x = 110 ans
(β̂110 = 0) puisque l’on a imposé à m̂110(t) = µ̂110(t) une
valeur identique pour chaque année. α̂110 atteint d’ailleurs
la valeur attendue, à savoir ln(1) = 0 chez les hommes et
ln(0.8) chez les femmes. Enfin, la courbe des κ̂t est en con-
stante décroissance hormis pendant la guerre (visible par
les deux pics de mortalité en t = 1940 et 1944) et subit une
fracture au sortir de celle-ci.

Etape 5: Les taux de mortalité ajustés ̂̂µx(t) = exp(α̂x +
β̂xκ̂t), appliqués aux expositions au risque Lx(t), ne recon-
stituent pas exactement le nombre total de décès observés
pour l’année t en question, i.e.∑

x

dx(t) �=
∑

x

Lx(t)̂̂µx(t).

Cette supposition est confirmée par la Figure 12.
Pour palier à ce problème nous recalculons des ̂̂κt en
résolvant ∑

x

dx(t) =
∑

x

Lx(t) exp(α̂x + β̂x
̂̂κt) (18)

c’est-à-dire∑
x

[
Lx(t) exp(α̂x) exp(β̂x

̂̂κt) − dx(t)
]

=
∑

x

[
Kx,t exp(β̂x

̂̂κt)
]
−K ′

t = 0 (19)

où Kx,t et K ′
t sont des constantes. Étant en présence de

sommes d’exponentielles, donc des fonctions strictement
croissantes, l’unicité de la racine de chaque fonction est
donc évidente. Dès lors, une méthode itérative facile à
implémenter telle que Newton-Raphson donnera de bons
résultats en peu d’itérations (la convergence est quadra-

Figure 10. Estimation des paramètres de la méthode Lee et Carter pour la
période d’observation [1920, 2000] (hommes).
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Figure 11. Estimation des paramètres de la méthode Lee et Carter pour la
période d’observation [1920, 2000] (femmes).

Figure 12. Comparaison des nombres de décès observés et estimés par la
méthode de Lee-Carter (les hommes sont en haut et les femmes en bas).
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tique)6. Pour rappel, cette technique se base sur l’itération
suivante :

xi+1,t = xi,t − F (xi,t)
F ′(xi,t)

où x −→ F (x) est la fonction à annuler. Dans notre situa-
tion, l’initialisation de la récurrence s’impose d’elle-même
: nous prenons x0,t = κ̂t.
Vu la régularité des fonctions à étudier, la précision exigée
peut être relativement importante. Nous décidons donc
d’arrêter les itérations quand

xi,t − xi−1,t

xi−1,t
� 0.0001.

En pratique, l’algorithme converge en 3 à 5 itérations. En
guise d’exemple, le tableau suivant décrit le comportement
de la méhode chez les hommes en t = 2000.

itération i xi,2000

0 −59.54792
1 −93.43137
2 −97.35765
3 −97.40053
4 −97.40054

Les résultats de la réestimation sont visibles sur la Figure
13.

Bien entendu, la contrainte (6) sur les κt est alors violée
par les nouveaux estimateurs ̂̂κt; un nouveau réajustement
s’impose donc. Posons

β∗
x = β̂x et κ∗

t = ̂̂κt − κt

où κt est la moyenne arithmétique des ̂̂κt. Les contraintes
(6) sont maintenant clairement respectées par les κ∗

t et β∗
x.

Il ne nous reste qu’à déterminer les α∗
x qui satisferont α∗

x +
β∗

xκ
∗
t = α̂x + β̂x

̂̂κt. Nous trouvons donc

α∗
x = α̂x + β̂x

̂̂κt − β∗
xκ

∗
t

= α̂x + β̂x
̂̂κt − β̂x(̂̂κt − κt)

= α̂x + β̂xκt

et les α∗
x, β∗

x et κ∗
t sont dès lors acceptables.

6 Comparaison de deux périodes d’observation :
[1920, 2000] et [1950, 2000]

L’intérêt de ce paragraphe est de déterminer s’il est nécessaire
de travailler avec une large période d’observation ou s’il
est raisonnable de se contenter de moins d’années. Dans ce
but, nous comparons les taux de mortalité observés après
1950 avec leurs ajustements par la méthode de Lee et

6 Nous aurions pu choisir d’autres méthodes d’ordre de convergence égal
(méthode d’interpolation de la sécante) ou supérieur à 2 (méthodes
de Muller et Halley). Néanmoins, elles auraient été plus longues à
implémenter et le nombre d’itérations gagnées aurait été faible.

Figure 13. Réestimation des κt par la méthode Newton-Raphson (les
hommes sont en haut et les femmes en bas).
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Carter sur base de deux périodes d’observation : [1920, 2000]
et [1950, 2000]. Les graphiques correspondants pour x =
20, 40, 60, 80 et 100 ans pour les hommes se trouvent à les
Figures 14 et 15. Les courbes relatives aux femmes sont com-
parables. Enfin, les taux d’inertie obtenus à partir de la période
d’observation [1950, 2000] valent τ1 = 0.7803 et 0.7897 re-
spectivement pour les hommes et les femmes.

Figure 14. Comparaison des deux périodes d’observation pour
l’estimation des taux de mortalité masculins pour les âges x = 20, 40 et 60.

Figure 15. Comparaison des deux périodes d’observation pour
l’estimation des taux de mortalité masculins pour les âges x = 80 et 100.
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Quand il existe une différence significative entre les
deux estimations, nous pouvons constater que c’est
systématiquement la période [1950, 2000] qui semble la
meilleure. Afin de quantifier ces résultats, il est bon de
calculer un indice traduisant l’écart entre les estimations et
les valeurs observées. Posons donc

R2
j =

2000∑
τ=1950

110∑
x=0

(µ̂x(τ) − ̂̂µj

x(τ))2

où j caractérise la période d’observation avec

j =
{

1920 si la période est [1920, 2000]
1950 si la période est [1950, 2000]

Nous obtenons les valeurs

R2
j j = 1920 j = 1950

Hommes 1.6316 1.4891
Femmes 1.2113 0.9435

qui confirment l’impression laissée par les Figures 14 et 15: la
période [1950, 2000] donne de meilleurs résultats. Ceci peut
être la conséquence de différents phénomènes. Nous pen-
sons naturellement à l’existence éventuelle d’une différence
significative entre les deux parties du vingtième siècle dans
l’évolution de la mortalité en Belgique. Cependant, il faut
également garder à l’esprit l’importance des traitements ap-
portés aux données manquantes avant 1950, qui peuvent avoir
fortemement influencé l’analyse.

Au vu des résultats obtenus ci-dessus, nous ne retiendrons
que les années supérieures à t = 1950 pour la suite de cette
étude. Par ce choix, nous évitons de traiter le délicat problème
de la Seconde Guerre Mondiale.

7 Extrapolation de la tendance temporelle

Le modèle classique de Lee et Carter présenté ci-dessus
possède la propriété de synthétiser dans la série {κt}t toute
l’information relative à l’évolution de la mortalité dans le
temps. L’objectif de cette section est donc de modéliser
cette série temporelle afin d’être en mesure d’effectuer des
prévisions sur les indices de mortalité des années futures.
Cette manière de procéder possède les avantages et les in-
convénients de l’objectivité : aucune attention n’est accordée
à l’avis d’expert sur l’évolution présumée de la mortalité, sur
les progrès de la médecine, l’apparition de nouvelles mal-
adies ou encore l’évolution du style de vie. Le but est donc
de se borner à extrapoler dans le futur les tendances ob-
servées dans le passé. Cette démarche a été critiquée, car
elle est incapable de prévoir des variations subites de la
mortalité (par exemple la découverte d’un nouveau traite-
ment médical). Néanmoins, la mortalité étant influencée par
l’interaction complexe de facteurs sociaux et biologiques dif-
ficiles à modéliser, la prédiction par extrapolation est en fait
la technique par défaut.

Nous disposons donc de deux séries temporelles que nous
notons {κw

t }t et {κm
t }t. Les exposants w et m font respec-

tivement référence aux femmes et aux hommes. Nous appli-
querons la désormais célèbre méthodologie de Box et Jenkins
à ces deux séries temporelles. Nous serons alors en mesure
d’effectuer des projections de nos séries temporelles jusqu’en
2110.

Enfin, nous effectuerons des prévisions sur la période
[1996, 2000] à partir des modèles choisis appliqués à la
période d’observation [1950, 1995]. Leur pertinence pourra
ainsi être testée en comparant les prévisions et les valeurs ob-
servées.

7.1 Modélisation ARIMA

Nous voyons à présent {κ∗
t , t = tmin, . . . , tmax} comme

une réalisation de dimension finie de la série chronologique
K = {κt, t ∈ N}. Cette dernière sera modélisée à l’aide
des processus ARIMA (pour AutoRegressive Integrated Mov-
ing Average) en suivant la méthodologie proposée par Box et
Jenkins (dont nous rappelons très brièvement les étapes prin-
cipales ci-dessous). La modélisation paramétrique d’une série
temporelle se construit essentiellement à partir de la structure
de dépendance existant entre les éléments de la série. Celle-
ci sera étudiée au moyen de la fonction d’autocovariance et
de la fonction d’autocorrélation de la série. Pour une intro-
duction aux modèles ARIMA, on pourra utilement se référer
à BROCKWELL & DAVIS (1996); l’ouvrage de BROCKWELL

& DAVIS (1991) offre un traitement plus théorique de la ques-
tion.

Nous suivons ici pas à pas les étapes de la méthodologie de
Box & Jenkins:

1. Stationnarisation de la série. La méthode proposée par
Box et Jenkins s’applique à des processus stochas-
tiques faiblement stationnaires d’ordre 2 (ce qui signi-
fie l’existence des deux premiers moments, la constance
de la moyenne et de la variance au cours du temps et
des fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation qui ne
dépendent que du délai et pas de l’instant). La première
étape de la modélisation consiste donc à s’assurer que K
satisfait bien ces conditions; dans le cas contraire, il s’agira
de transformer K adéquatement afin d’atteindre la station-
narité faible d’ordre 2.

1.(a) Stationnarisation en variance. La première condi-
tion nécessaire à l’ajustement d’un modèle ARIMA est
la stabilité en variance des séries {κt}t considérées. Il
faut donc que la variabilité de chacune des séries soit ho-
mogène sur toute la période d’observation.

Nous remarquons sur les Figures 16 et 17 que la vari-
abilité ne croı̂t ni ne decroı̂t avec le temps. Aucune trans-
formation ne doit donc être appliquée à nos séries.

1.(b) Stationnarisation en moyenne. La méthodologie de
Box et Jenkins exige également des séries stationnaires
en moyenne, c’est-à-dire dépourvues de tendance tem-
porelle.
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Figure 16. Séries initiales (les hommes sont en haut et les femmes en bas). Figure 17. Différences premières (les hommes sont en haut et les femmes
en bas).
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Adoptons les notations suivantes :

• B est l’opérateur de retard, c’est-à-dire Bκt = κt−1

• ∇d est l’opérateur de différence d’ordre d, c’est-à-dire
∇d = 1 −Bd.

La méthode des différences itérées consiste à appli-
quer l’opérateur ∇1 à la série initiale {κt}t autant
de fois que nécessaire jusqu’à l’annulation de sa ten-
dance. Les Figures 16 et 17 font apparaı̂tre des séries
clairement décroissantes, donc non-stationnaires, mais
dépourvues de saisonnalité (nous sommes en présence
de données annuelles). Nous devons donc appliquer une
première différentiation, tant chez les hommes que chez
les femmes. Remarquons au passage que cette technique
nous fait perdre une observation. Les séries obtenues Kd

sont apparemment stationnaires en moyenne (voir Fig-
ures 16 et 17).

Afin de confirmer ces impressions, il est pratique
d’utiliser des tests formels, comme ceux de Dickey-
Fuller ou de Phillips-Perron. Ceux-ci ont pour but
d’éprouver l’hypothèse nulle de non-stationnarité selon
plusieurs aspects (existence d’une tendance,...). Nous
disposons donc d’une batterie de tests dont les p-valeurs
sont toujours inférieures à 0.0149 pour les hommes et
0.0102 pour les femmes. La stationnarité en moyenne de
nos deux séries différenciées n’est donc pas contestée.

2. Identification du modèle. Les graphiques des fonctions
d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle de la série
différenciée sont repris aux Figures 18 et 19. Si la première
donne le coefficient de corrélation entre deux éléments
de la série en fonction du délai qui les sépare, la sec-
onde présente l’avantage d’éliminer l’influence des vari-
ables intermédiaires. Ces fonctions traduisent l’influence
entre deux observations en fonction du délai; elles jouent
donc un rle majeur dans l’analyse de la dépendance
temporelle de la série. Ces graphiques nous permettent
d’apprécier la stationnarité de la série (une décroissance
lente des autocorrélations partielles indique une non-
stationnarité). L’amortissement rapide du corrélogramme et
du corrélogramme partiel conforte l’hypothèse de station-
arité de Kd.
Si nous avions affaire à un processus ARIMA(0,1,0) pour
les séries initiales comme c’était le cas dans les appli-
cations de la méthode de Lee et Carter aux populations
américaine, canadienne, chilienne et japonaise, nous de-
vrions reconnaı̂tre dans les corrélogrammes la structure
d’un bruit blanc. Remarquons qu’il n’en est pas ainsi : les
corrélations et corrélations partielles au délai 1 (lag 1) sor-
tent systématiquement des bandes de confiance. De plus,
les p-valeurs des tests éprouvant la nullité des 6 premières
autocorrélations valent 0.0036 pour les hommes et 0.0001
pour les femmes, et amènent donc à rejeter cette hypothèse,
confirmant donc nos impressions.
Aucun modèle ne semble se dégager explicitement des
Figures 18 et 19. Avec un peu d’imagination, nous pour-
rions sélectionner quelques-uns, comme un MA(1) ou un

Figure 18. Autocorrélations des séries différenciées (les hommes sont en
haut et les femmes en bas).
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Figure 19. Autocorrélations partielles des séries différenciées (les hommes
sont en haut et les femmes en bas).

AR(1). Par souci de parcimonie, nous nous restreignons
à un nombre de paramètres inférieur ou égal à 4. Enfin,
nous départageons les modèles candidats par le critère BIC
(Bayesian information criterion). Les résultats sont les suiv-
ants :

BIC Hommes Femmes

ARMA(0, 0) 279.17 277.65
AR(1) 275.49 267.64
MA(1) 275.59 266.08

ARMA(1,1) 278.82 268.73
AR(2) 278.02 266.83
MA(2) 277.95 268.20

ARMA(2,1) 273.97 267.57
ARMA(1,2) 278.51 271.86

AR(3) 278.45 269.27
MA(3) 280.90 272.05

C’est donc le modèle MA(1) qui est finalement choisi chez
les femmes tandis que le ARMA(2,1) est préféré chez les
hommes. Précisons que le modèle féminin avait également
été retenu par les méthodes SCAN et ESACF de SAS. Au
contraire, c’est le AR(1) qui avait été sélectionné pour les
hommes.

3. Estimation des paramètres. Nous pouvons maintenant
passer à la phase d’estimation. Nous utiliserons pour ce
faire la méthode du maximum de vraisemblance (ou des
moindres carrés) conditionnelle.
Considérons donc les modèles ARMA(2,1) pour les
hommes

∇1κ
m
t = ρm + φm

1 ∇1κ
m
t−1 + φm

2 ∇1κ
m
t−2

+ θmεm
t−1 + εm

t (20)

et MA(1) pour les femmes

∇1κ
w
t = ρw + θwεw

t−1 + εw
t (21)

avec εm
t et εw

t des bruits blancs de variances σ2
m et

σ2
w. L’estimation par maximum de vraisemblance des

paramètres nous donne :

Paramètre Estimation

ρm −1.3603
φm

1 −1.2687
φm

2 −0.5045
σm 3.3399
ρw −1.6596
θw −0.5182
σw 3.2675

Tous les paramètres sont jugés significativement différents
de 0 au niveau α = 0.05.

4. Analyse des résidus. Pour que nos deux modèles soient
corrects, il nous reste à vérifier que les résidus ainsi obtenus
sont la réalisation d’un bruit blanc. Nous disposons à cet
effet d’un test global éprouvant la nullité des corrélations
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des résidus. Les résultats en sont repris dans le tableau ci-
dessous.

To lag p-valeur hommes p-valeur femmes

6 0.2092 0.1488
12 0.5992 0.2733
18 0.5040 0.0720

Nous ne sommes donc pas en mesure de rejeter l’hypothèse
de non-corrélation des résidus au niveau α = 0.05.
Observons à la Figure 20 les QQ-plots normaux des
résidus de nos deux modèles. Les quantiles empiriques et

Figure 20. QQ-plots normaux des résidus des modèles ARIMA (les
hommes sont en haut et les femmes en bas).

théoriques sont visiblement proches, ce qui conforte encore
le modèle retenu.

5. Prévision. Finalement, nous pouvons projeter les valeurs
de K dans le futur. On peut voir à la Figure 21 la projec-
tion des κt à l’horizon 2050, de même qu’un intervalle de
confiance pour chacune des valeurs prédites. Il convient ici
d’insister sur le fait que nos 51 années d’observation ne
nous autorisent normalement pas à effectuer des projections
à un horizon lointain. Notons que les intervalles de confi-
ance sur les prédictions des κt fournissent directement des

intervalles de confiance sur les indicateurs démographiques
(du moins si on néglige les erreurs d’échantillonage sur les
αx et les βx).
Il suffit alors d’utiliser les projections des κt pour obtenir
les tables de mortalité prospectives. Une fois la projection
{κ̂2000+s, s = 1, 2, . . .} obtenue, on en déduit

µ̂x(2000 + s) = exp(α̂x + β̂xκ̂2000+s), s = 1, 2, . . . .

Figure 21. Prévisions à l’horizon 2050 par les différents modèles et
intervalles de prédiction à 95% (les hommes sont en haut et les femmes en

bas).

7.2 Validation des modèles et prédictions

Pour éprouver nos modèles, nous comparons les valeurs ob-
servées et prédites sur la période [1996,2000] à partir de la
période d’observation [1950, 1995]. Les résultats se trouvent
dans le tableau suivant.
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Hommes
t κt κ̂t Erreur relative

1996 −34.36 −30.87 0.102
1997 −38.01 −34.60 0.090
1998 −39.72 −33.62 0.154
1999 −41.37 −36.75 0.112
2000 −43.95 −37.04 0.157

Femmes
t κt κ̂t Erreur relative

1996 −38.48 −38.08 0.010
1997 −39.75 −39.74 0
1998 −40.10 −41.40 −0.032
1999 −41.60 −43.06 −0.035
2000 −42.72 −44.72 −0.047

Il en ressort que le modèle de prédiction féminin sem-
ble efficace, avec des erreurs relatives à un horizon de 5
ans inférieures à 5%. Les erreurs masculines, moins bonnes,
restent toutefois raisonnables.

8 Estimation de ax(2000) et ex(2000)

Nous sommes maintenant capables d’estimer la valeur
d’indices de mortalité à un horizon plus ou moins lointain et
donc de calculer l’espérance de vie et la prime pure unique
d’une rente viagère souscrite en t = 2000 par un individu
d’âge x grâce aux formules (2) et (4) . Le tableau suivant
reprend les résultats pour un taux d’intérêt annuel i = 0.04.

Hommes
x ex(2000) ax(2000)
0 81.09 23.59
20 59.85 22.05
40 39.02 18.77
65 15.55 10.45

Femmes
0 90.23 23.98
20 68.44 22.91
40 46.36 20.23
65 20.84 13.80

Notons que les espérances de vie restante à 65 ans cal-
culées sur base des statistiques INS 1997-99 donnent 15.62
pour les hommes et 19.85 pour les femmes, respectivement.
La projection e65(2000) pour les hommes est donc inférieure
à celle obtenue sur base des statistiques triennales, alors que
le gain de longévité pour les femmes n’est que de un an.
D’autre part, BROUHNS & DENUIT (2001b) avaient obtenu
en appliquant la méthode de Lee-Carter sur les plus de 60 ans
16.09 pour les hommes et 21.33 pour les femmes. Ceci met
clairement en évidence un des défauts de la méthode de Lee-
Carter: l’évolution temporelle est synthétisée dans le seul in-
dice κt dont la détermination dépend de la fourchette d’âges
considérés. On constate en effet au cours du 20ème siècle un
renforcement de la bosse accident, donc une agravation de la
mortalité parmi les 20-30 ans. Ceci perturbe l’estimation des
κt et, partant, leur extrapolation. S’agissant de rentes viagères,

il est donc préférable de modéliser les taux de mortalité du
public cible, soit les plus de 50 ans (afin d’être à même de
traiter les préretraites).

9 En guise de conclusion

Comme l’a très justement fait remarquer ALHO (2000), le
critère des moindres carrés (qui mène à la décomposition
aux valeurs singulières), voire sa version pondérée suggérée
par WILMOTH (1993), est raisonnable mais certainement pas
optimal. L’approche du maximum de vraisemblance dans le
modèle de Poisson est certainement de nature à fournir des
résultats intellectuellement plus acceptables.

Spécifiquement, il s’agira ici de considérer que

Dx,t ∼ Poisson(µx(t)Lx,t) (22)

où Dx,t est le nombre de décès à l’âge x durant l’année t et
Lx,t est le nombre de personnes/années d’âge x durant l’année
t (i.e. l’exposition au risque). La spécification (22) présente
plusieurs avantages, au nombre desquels

1. le modèle reconnaı̂t le caractère entier du nombre de décès
Dx,t

2. la loi de Poisson permet de lever l’hypothèse
d’homoscédasticité et reconnaı̂t la variabilité plus grande
aux âges élevés, due aux effectifs réduits

3. Le recours au principe du maximum de vraisemblance pour
estimer les paramètres ne nécessite plus des statistiques
de mortalité sous forme rectangulaire. Ceci nous évite de
devoir compléter les données, opération qui, comme nous
l’avons relevé plus haut, n’est pas sans impact sur les
résultats.

La formulation (22) est semblable à celle de RENSHAW

& HABERMAN (1996). La différence se situe au niveau de
la modélisation des taux instantanés de décès µx(t). ALHO

(2000) suggère de retenir la forme

lnµx(t) = αx + βxκt.

Le taux de mortalité relatif à l’âge x et à l’année t est donc
de forme log-bilinéaire. Il s’agit en fait d’une version des
modèles d’association (voir par exemple GOODMAN (1991)).
Cette approche a été suivie dans BROUHNS, DENUIT & VER-
MUNT (2002).
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Professeurs Josianne Duchêne et Christian Jaumain
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d’actualité. Actu-L 1, 67-108.

[15] LEE, R.D. (2000). The Lee-Carter method of forecasting mortality,
with various extensions and applications. North American Actuarial
Journal 4, 80-91.

[16] LEE, R.D., & CARTER, L. (1992). Modelling and forecasting the time
series of US mortality. Journal of the American Statistical Association
87, 659-671.

[17] LEE, R.D., & MILLER, T. (2000). Assessing the performance of
the Lee-Carter approach to modelling and forecasting mortality. see
www.demog.berkeley.edu/ rlee

[18] LEE, R.D., & NAULT, F. (1993). Modeling and forecasting provincial
mortality in Canada. Paper presented at the World Congress of Interna-
tional Union for the Scientific Study of Population, Montréal.
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