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RESUME 

Le premier modele de valorisation d’options de taux integrant toute l’infor- 
mation de la structure des taux est celui de Ho & Lee (1986). Ce modele presente 
comme principal inconvenient de prendre en compte des taux de volatilite con- 
stante. 

La seconde &ape est due B Heath, Jarrow & Morton qui proposent en 1987 
une dkmarche differente pour valoriser les options de taux. Ils se basent sur des 
processus simulant les taux & terme et b&t&sent un modele englobant celui de 
Ho & Lee. 

Notre article presente trois parties. Premierement, nous proposons une 
extension des travaux de Ho & Lee sous forme d’un mod& plus gh5ral 
permettant de simuler des volatilites de taux non constantes. 

Deuxiemement, nous explicitons le modele de Heath Jarrow & Morton, 
ainsi que les relations fonctionnelles entre les trois modeles (Ho & Lee, Heath 
Jarrow & Morton, le notre). Nous voyons en quoi que Heath Jarrow & Morton 
construisent un cadre plus vaste que Ho & Lee, mais qui n’est pas programmable 
dans le cas general. 

Troisiemement, nous montrons que si I’on ajoute au modele de Heath Jar- 
row & Morton la condition de programmabilite, nous retrouvons un mod&le 
Bquivalent & celui que nous proposons. Notre approche est toutefois plus 
simple: comme Ho & Lee, nous modelisons directement l’evolution des prix 
z&o-coupon sans passer par les taux a terme. 

ABSTRACT 

The pioneering valuation model for interest-rate options, integrating all 
the components of the yield curve, was that of Ho & Lee in 1986. The model’s 
main drawback is that it assumes constant volatility of interest rates. 

The second model was that of Heath, Jarrow & Morton in 1987, who adop- 
ted a different approach to valuing interest-rate options. They built a model, 
encompassing that of Ho & Lee, but which also simulates forward interest-rate 
processes, 

Our article is in three parts. First of all we suggest broadening the Ho & 
Lee model to be more extensive, and including different volatilities in interest 
rates. 

In the second part, we explain the Heath, Jarrow & Morton model as well 
as the functional relationships between the three models (Ho & Lee, Heath, Jar- 
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row & Morton and our own). We will then see that the Heath Jarrow & Morton 
model is far more comprehensive than that of Ho & Lee, but is generally not 
programable. 

Finally we show that if one adds the condition of programability to Heath, 
Jarrow & Morton, we will have a model similar to the one we are proposing. 
However our approach is far simpler: like Ho SC Lee we have constructed a model 
based on changes in prices of zero-coupon bonds, thereby avoiding the use of 
forward interest rates. 

1. INTRODUCTION 

Les travaux de Ho & Lee (1986) marquent une avancee certaine 
dans le domaine des modeles de valorisation des options de taux. 

Les hypotheses de leur modele sont plus coherentes avec le com- 
portement des marches obligataires que celles des modeles precklents 
(convergence du prix du sous-jacent obligataire vers le prix de rembour- 
semen& . . . ). Sa mise en oeuvre est simple. 11 prend en compte les 
phenombnes discrets (coupons,. . . ). 11 p resente par contre l’inconvknient 
de modeliser des taux ayant tous la m&me volatilite. 

Dans un premier temps, nous avons cherche & Btendre le cadre du 
modble de Ho & Lee. La voie d’approfondissement propode est la mise 
en oeuvre de fonctions de perturbations variables, dependant a la fois 
du temps. 

Nous ditbouchons sur un modele dont nous precisons, comme dans 
le modele original de Ho & Lee, la loi du processus des prix et celle des 
taux, ainsi que le pro&de pour valoriser des options sur taux. 

Ce modele, implantable informatiquement, prend en compte des 
volatilitb des taux non constantes. 

Dans un deuxieme temps, nous presentons le modele de Heath Jar- 
row & Morton Puis nous exposons une restriction de type ‘independance 
du chemin suivi” sur le modkle pour montrer que l’on obtient le m6me 
modele que le notre, mais construit & partir des taux forward et non 
des zerocoupons. Nous explicitons la correspondance entre les deux 
approches. 

Plus precisement, nous developpons les trois points suivants: 

lo- Le lien entre les trois modkles (Ho & Lee et Heath, Jarrow 
& Morton, le nijtre). 
Les trois mod&s sont transposes dans notre memoire avec les 
me^mes notations, et nous prkcisons en quoi le modkle de Heath, 
Jarrow & Morton se situe dans un cadre plus g&&ml que celui de 
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Ho & Lee. Nous Ctablissons les relations entre ies parametres des 
modbles (ce qui permet par exemple de programmer simultanement 
les deux modbles dans un but de comparaison). Ces parambtres sont 
respectivement pour les modkles de Ho & Lee, Ho & Lee generalis 
et Heath, Jarrow & Morton: 

l une volatilite de taux constante CT, 
l une courbe a(T) permettant d’avoir des volatilitks differentes 

pour des maturites differentes, 
l une surface a(t, T) permettant d’avoir des volatilites differentes 

pour des maturites et des dates differentes., 

2”- La comparaison des m&hodologies. 
Contrairement au modele de Ho & Lee qui construit directement 
un treillis d’evolution de la courbe des prix zero coupon dans son 
ensemble, Heath, Jarrow & Morton modelisent l’evolution des taux 
en trois temps: a) ils considerent la courbe des prix zero coupon 
d’aujourd’hui et en deduisent les taux terme-terme, b) ils construi- 
sent des treillis binomiaux sur les taux terme-terme, c) ils recon- 
stituent les prix zero coupon a partir des taux terme-terme. La 
demarche n’est pas foncierement differente mais necessite de con- 
struire d’autant plus d’arbres que l’on discretise finement. 

3”- Equivalence entre notre approche (Ho & Lee g&A-ali&) et 
le mod&le programmable de Heath, Jarrow & Morton. 
Dans le cas general, le modele que propose Heath, Jarrow & Mor- 
ton n’est pas programmable de facon rkaliste, car les arbres de taux 
sont de complexite exponentielle. Si l’on ajoute au modele initial 
une condition de programmabilite, nous definissons ce que nous 
appellerons le cadre “Heath, Jarrow & Morton restreint”. Nous 
montrons alors que le modkle de Heath, Jarrow & Morton restreint 
est equivalent a l’extension de Ho & Lee que nous proposons. No- 
tre approche est toutefois plus simple: comme Ho & Lee, nous 
modelisons directement l’kvolution des prix zero coupon sans passer 
par les taux & terme. 

2. UN MODELE DE Ho & LEE GENERALISE 

a - Principe et notations 

Les hypotheses de base sont celles du cadre de Ho & Lee. 
De facon identique au modele original de Ho et Lee, il est defini la 

meme fonction d’actualisation P,(t, 2”). 
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Pi(t, T) peut etre egalement vu sous l’angle du prix dune obligation 
z&o-coupon, de maturite T - t. 

Rappelons que P(t, T) = c-(~-~)~(~Y~), ou r(t, T) repksente le taux 
continu zero coupon CquiFlent sur la pkriode [t, T]. 

De la m8me facon que Ho & Lee, on construit un treillis de fonctions 
EC&T). 

Par contre, l’evolution dans le treillis se fait a partir de fonctions de 
perturbations non identiques sur tout le treillis, c’est -&-dire que celles-ci 
peuvent dependre du temps t. 

On pose: 

(1) - Definition des fonctions de pertubation (Ho & Lee generali&): 

Pi+l(t,T) = E(t - l’T)h(t,T -t) 
I?,@ - 1,t) 

P,(t, T) = 
Pi(t - 1, T) 
Pi(t - 1, t) 

h*(t,T-t) 

Nous reprenons maintenant les deux contraintes classiques des modbles 
de pricing financiers dans le cadre du modele generalise: 

l la courbe des taux resultant d’un mouvement haut suivi d’un mou- 
vement has est la m&me que celle resultant d’un mouvement bas 
puis haut, 

l il y a absence d’opportunite d’arbitrage. 

b - IndEpendance du chemin suiwi 

Nous refaisons le m&me calcul que Ho & Lee, soit la valeur de 
Pi+r(t+l, T+l) de deux manieres (mouvement haut puis mouvement bas 
ou mouvement has puis mouvement haut) et en utilisant les relations (1)) 
on aboutit 8. la relation: 

(2) “Up Down = Down Up ” (Ho & Lee gCnCralisC) 

h(t,T-t+l)h*(t+l,T-t)h*(t,l) = h*(t,T-t+l)h(t+l,T-t)h(t,l) 

Remarque: dans le modble de Ho & Lee initial, la relation ci-dessus 
s’ecrit simplement: 

h(T -t + l)h*(T - t)h*(l) = h*(T -t + l)h(T - t&(l) 
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c - Absence d’opportunite’ d’arbitmge 

Nous pro&dons de la m6me faGon que dans le cadre Ho & Lee, en 
reprenant la dkmarche pas & pas pour bien apprkhender la transposition 
de cette condition a11 cadre &endu. 

Nous constituons un portefeuille avec un z&o coupon d’CchCance T 
et cz z&o coupon d’khkance T’. Nous choisissons CY de sorte que la valeur 
du portefeuille soil la m&me dans 1’6tat haut et l’ktat bas. Comme le 
portefeuille ainsi obtcnu est sans risque et qu’il n’y a pas d’opportunitk 
d’arbitrage, il doit rapporter le taux sans risque. On obtient alors une 
relation similaire & wile obtenue par Ho & Lee, en adjoignant la date t: 

1 - IL* (t, T - t) 1 - h*(t, T’ - t) 

h(t, T - t) - h*(t, T - t) = h(t, T’ - t) - h*(t, T’ - t) 

ceci, quelles que soient les valeurs de t, T, T’. 

Comme dans le cadre Ho & Lee, on note r(t) cette valeur. n(t) 
est appelke probabiliti: d’arbitrage du modkle. Elle peut Btre diffkrente 
ou non de la probabilitk r&elle de changement d’ktat. Remarquons le 
fait important que x(t) est independante de T - t, c’est & dire de 
la maturitk des z&o-coupons et done plus gknkralement de n’importe 
quel instrument financier. 

Imposons maintenant une condition de faGon & rCduire le champs 
d’investigation,& savoir que les probabilitks ne dQpendent pas du temps t. 

On a alors: 

(3) Absence d’opportunitk d’arbitrage (Ho & Lee g6nkralis6): 

d(t, T - t) + (1 - r)h*(t, T - t) = 1 

pour tout t,T - t 

Remarque: Ho & Lee obtiennent la relation: 

-irh(T - t) + (1 - r)h*(T - t) = 1 
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d - Calcul des fonctions de perturbation 

Nous procedons en combinant la relation (2) (updown = down-up) 
et (3) (Absence d’opportunite d’arbitrage), on obtient une equation de 
recurrence sur les fonctions de perturbations: 

1 
1 

- 7r = (1 - ??) ‘@‘T - t + ‘) - 7r 
h(t + l,T -t) 1 pour tous t, T 

qqy 

Cette relation nous donne aprks calcul une expression des fonctions 
de perturbations: 

(4) Expression des fonctions pertubatrices (Ho & Lee generalise): 

h(t, T - t) = 
1 

fi(T) 7r + (1 - 7r).- 
b(t) 

W’) 

h*(t, T - t) = 0) 
G’7 7r + (1 - 7r).- 
60) 

Remarque: On retrouve Ho et Lee en donnant 6(T) = bT. LB en- 
core, S(T) s’interprete comme un facteur de volatilite, qui, contrairement 
au cadre Ho et Lee, n’est pas forcement une fonction exponentielle. 

11 nous reste done & preciser la fonction des facteurs de volatilite 
S(T). Nous allons pour cela determiner le processus des taux. 

e - Le processus des taux t&o-coupon 

D’aprks la relation (1) , la valeur de i’obligation a l’etat i et la date 
t est: 

P,(t, T) = 
Pi(O,T) h*(O,T-l)h*(t-l,T-t) 6(t-1) . 

&(O,T -t) h*(O, t - l)h*(t - 1,0) [ 1 6(T-1) ’ 

oh la seule partie aleatoire est l’etat i. Le logarithme des prix suit done 
un processus binomial. 
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Dans notre modble de Ho & Lee generalise, 1’8cart des taux r(t, T) 

entre deux branches est &w [Z] et ne depend pas de 

1’Qtat (du noeud) i, mais peut dhpendre de la maturite T - t. 

L’expression analytique de la loi binomiale suivi par le taux est 
done: 

(5) Loi non conditionnelle des taux (Ho & Lee generalise): 

ro(t, T) = f(t, 2”) + i. log 
([ :;:ly &t) 

l i est. l’etat atteint a la date 
l i est une variable aleatoire, et suit une binomiale B(t,r) 
l f(t,T) est une fonction deterministe 

t 

f - La volatilite’ des taux en fonction du facteur de volatilite’ 6(T) 
La variance du taux spot, vue & l’origine, est: 

(6) Variance des taux z&o-coupon sur [O,t] non annualike (Ho & Lee 
gkneralise): 

Varer(t, T) = tr.(l - x). [ log ( [y(TI;))]k)]2 pour tout t,T 

On voit dans cette expression que si l’on prend pour 6(T) une 
forme autre qu’exponentielle (le cas Ho & Lee), on voit que la variance 
Varer(t, T) n’est pas constante. 

Le modele de Ho et Lee generalis que nous presentons nous permet 
done la prise en compte de volatilit6 non constante, contrairement 
a l’approche originale. 

g - Parame’trage de la pyramide de volatilite’ 
Ce modele, entibrement decrit par la donned de la probabilite im- 

plicite 7~ et d’une fonction 6(T), sera done parametre par l’observation 
des volatilit& des taux spot du moment. 

11 suffit pour cela d’inverser la relation (6), pour t = 1, c’est a dire 
en considerant la volatilite des taux entre aujourd’hui et demain. On 
obtient alors l’expression des facteurs de volatilite 6(T). 
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h - La me’thode de valorisation des options sur tauz 

La mise en place de programmes d’evaluation est identique a la 
demarche deja utilisee pour le modble de Ho et Lee: 

l on specific le treillis d’evolution des taux, 
l on valorise le sow-jacent en chaque noeud du treillis & l’aide de la 

courbe de taux zero-coupon, 
l on Bvalue l’actif conditionnel de facon recursive (pro&de classique 

des modeles d’evaluation en temps discret). 

3. LA MODELISATION DE HEATH-JARROW-MORTON 

3.1. LE MODkLE ORIGINAL 

Nous avons simplifie la notation relative a la discretisation tempo- 
relle: HJM note A l’unite kldmentaire de temps que nous avons pour 
notre part prise egale a 1. 

a - Notations 

l Hypotheses 
Les hypotheses de base du modele sont celles du cadre Ho & Lee 

(march6 sans frottement, . . . ). 

0 Le prix z&o-coupon 
De le meme facon que pour le modele de Ho & Lee, on nomme 

P(t,T) le prix pay6 a la date t pour recevoir 1F a la date T. On a 
P(T,T) = 1 et P(t,T) > 0 pour tous 0 2 t 2 T. 

0 Le taux & terme 
A la date t, le taux futur courant sur la periode [T, T + l] est note 

f(t, T). C’est ce taux dont nous allons modkliser l’evolution. 

Ce taux s’exprime: 

(1) Definition du taux a terme instantane (modele de HJM): 

f(t, T) = -LogPF(;;)l) 
> 

L’idBe est de modeliser l’hvolution de ce taux f, puis de repasser 
au prix (et done aussi au taux z&o-coupon). On retrouve les prix 
sur [t, T] par la relation: 
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(2) Expression des prix zerocoupon en fonction des taux & terme (mo 
dele de HJM): 

P(t, T) = ew 

Le processus des taux forward subissant un choc binomial est dkfini 
par: 

(3) Processus de diffusion des taux & terme (modble de HJM): 

j(t + 1, T) = f(t, T) + a(t).u(t, T) + (1 - u(t)).v(t, T) 

u(t) E (0, 1) est la variable aleatoire 
U&Z’) est l’amplitude a la hausse du choc 
w(t,T) est l’amplitude a la baisse du choc 

On note de plus: 
l q(t) = prob [a(t) = 0] (probabilite de hausse) 

l 1 - q(t) = prob [a(t) = l] (probabilite de baisse) 

l u et ‘u sont des fonctions deterministes quelconques 

On a done a la date t sur le treillis des taux forward les deux 
possibilites d’evolution suivantes: 

f(kT) < 
fhaut(t + 1, T) = f(t, 7’) + z~(t, 2’) probabilite 1 - q(t) 

fbas(t + 1, T) = f(t, T) + v(t, T) probabilite q(t) 

f reprksente le taux courant SW [T, T + 11 et on modelise son evolution 
quand t varie. 

On note que la variable aleatoire n(t) depend du temps t mais 
pas de la nature des actifs, entre autre ne depend pas de l’echeance 
T. Ceci correspond a l’idee que les evolutions entre etats de la nature 
ne dependent pas des actifs. Par contre les amplitudes u et w peuvent 
dkpendre de la nature de l’actif et done de l’echeance T. On retrouve 
cette notion dans notre modkle oti l’amplitude du choc sur les prix 
zero-coupon est de la forme b(T)/b(t). 

L’evolution sur [0, t] du taux forward a la date t est alors don& 
par: 

f(t, T) = f(O, T) + 2 [+Ms, T) + (1 - 4sMT)~] . 
s=l 
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Nous allons maintenant donner une relation sur les amplitudes des 
mouvements d&rite de la condition d’absence d’opportunite d’arbitrage. 

b - L’absence d’opportunite’ d’arbitrage (A.O.A.) 
On montre que l’absence d’opportunite d’arbitrage est Bquivalente 

& l’existence d’une mesure de probabilite {r(t); 1 - n(t)} telle que: 

(4) Absence d’opportunite d’arbitrage (modele de HJM): 

T-l 

n(t) exp [ 1 
T-l 

- C v(t, s) + (1 - r(t)) exp - C ‘1~(t, s) 1 1 = 1 
s=t s=t 

Notons qu’en general, cette mesure de probabilite n’est pas unique. 

c - Spe’cification de la volatilite’ des taux CI terme 

A ce stade les parambtres du modble {r(t),u(t,T),v(t,T)} ne sont 
pas suffisamment contraints pour exprimer totalement le processus des 
prix. Une caracterisation supplementaire est la sphcification des vo- 
latiliths des taux forward. 

Si on note a(t,T) cette volatilite, elle est definie par: 

(5) Specification de la volatilite des taux & terme (modele de HJM): 

a2(t, T) =vart-1 [f(t, T) - .f(t - 1, T)] = q(t)(l - q(t)) [u(t, T) - v(t, T)] 2 

pour tout t,T 

I1 est a noter que 02(t,T) est la variance conditionnelle sur la 
pkriode [t, t + l] du taux f(t, T) qui court sur [T, T + 11. Ce n’est 
pas la variance du taux r(t, 7’). Les notations fonctionnelles a(& T) 

et P(t, T) ne correspondent done pas aux memes taux. 

d - Le processus des taux d terme 

En reprenant l’expression du taux forward, 1’A.O.A. et la specification 
de la volatilite, HJM debouchent sur la relation suivante qui donne 
l’expression definitive des taux forward: 
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(6) Expression des taux & terme (modble de HJM): 

l a(t) est la variable alkatoire; a(t) E (0, 1) 
l n(t), q(t) et a(t,T) sont les paramktres du modble 

Donnons un exemple de rkalisation du taux forward: 

Supposons un chemin suivi sur quatre pkiodes: 2 “haut”, 1 “has”, 
1 “haut” successivement. 

Le dbplacement dans l’arbre sera le suivant: 

La valeur de f(4,T) sera obtenu en prenant: 

a(1) = 1, 
u(2) = 1, 
u(3) = 0, 
u(4) = 1. 

dans l’expression ci-dessus. 

e - La programmation du modsle 
Les arbres des taux & terme que nous avons construit prksentent 2t 
branches & la date t. 

Pour pouvoir faire du modble de HJM un outil opkrationnel, nous 
allons restreindre l’ensemble des processus de diffusion en ajoutant la 
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condition d’indkpendance du chemin suivi. Nous demontrons ensuite 
que cette restriction ramene le modble au notre. 

3.2. LE MODBLE AVEC CONDITION DE PROGRAMMABILITY: HEATH, 
JARROW ET MORTON RESTREINT 

Nous ajoutons la condition d’independance de chemin suivi, condi- 
tion suffisante de la programmabilite du modele, qui aboutit a ce que 
nous nommerons “modele de Heath, Jarrow et Morton restreint”. 

Cette condition peut se schematiser par: 

f(t,T) < 
fk T) + u(t7 *I L f(t, T) + u(t, T) + v(t + 1, T) 

f (t, T) + v(t, T) /” f @, T, + v(t~ T, + u(t + 1, T, 

On a l’egalite entre les deux termes de droite si et seulement si: 

u(t, T) + v(t + 1, T) = v(t, T) + u(t + 1, T) 

soit: 

u(t+l,T)-v(t+l,T)=u(t,T)-v(t,T), ceci Vt,T. 

La condition d’independance de chemin suivi oblige done a ce que 
l’amplitude des sauts ne dkpende pas du temps t, mais seulement 
de l’Qch6ance T. 

La condition d’independance de chemin suivi donne alors: 

(7) Condition d’independance de chemin suivi (modble de HJM/r): 

a2(t, T) = a2(t + 1, T) ,V t, T 

M a(t,T) EO(.,T),VT 
c La volatilite des taux a terme ne depend pas de t 
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4. EQUIVALENCE ENTRE LE MODJ~LE DE HEATH, JARROW ET MORTON 
RESTREINT ET N6TRE MODkLE 

Tout d’abord, now montrons que ces modkles sont totalement kqui- 
valents. Puis nous donnons les formules permettant d’effectuer la corre- 
spondance des parambtres de ces mod&s. Enfin nous expliquons en quoi 
la difference entre ces deux modeles est essentiellement methodologique. 

a - Correspondance entre les fonctions de perturbation et les 
amplitudes de saut 

On se place dans le treillis d’evolution des taux de notre modele. 
L’evolution des prix sur deux branches du treillis est representee par: 

Phaut(t + 1, T) = P(t, T) 

P(t,T) < 
P(t, t + 1) 

h(t, T - t) probabilite q 

Pbas(t + 1, T) = P(t, T) 
qt, t + 1) 

h*(t, T - t) probabilite 1 - q 

Or dans le modele de HJM on a: 

PC4 T) T-l T-l 
P(t + LT). 

P(t, t + 1) = exp -a(t) c 44 3) - (1 - a(t)) c 4t, s) 
s=t s=t 1 

l a(t) = 1 correspond & un mouvement “haut” sur les taux, c’est-a-dire 
un mouvement “has” sur les prix ce qui correspond a multiplier le 
prix par h*(t,T - t). 

l u(t) = 0 correspond 8. un mouvement “has” sur les taux, c’est-a-dire 
un mouvement “haut” sur les prix ce qui correspond & multiplier le 
prix par h(t, T - t). 

On a alors: 

(1) Correspondance fonctions de perturbation - amplitudes de saut 

h(t,T -t) = exp (-zv(t,s)) 

h*(t,T-t)=exp(-gu(t,s)) 
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b - Correspondance de la relation d’ind&endance du chemin 
suiui sur les prix et SUT les taux 

La relation d’indkpendance de chemin suivi dans notre modble est 
une relation sur les prix. Celle du modele de HJM/r est une relation 
sur les taux. Nous demontrons ici leur equivalence. 

Dans notre modele, cette relation est don&e par: 

h(t,T-t+l)h*(t+l,T-t)h*(t,l) = h*(t,T-t+l)h(t+l,T-t)h(t,l). 

En utilisant la correspondance “fonctions de perturbation - amplitude 
de saut” obtenue ci-dessus, on deduit: 

T-l T-l 

xu(t+l,T)--v(t+l,T)=xu(t,T)-v(t,T), ceci V&T. 
s=t s=t 

En prenant cette kgalite pour T = t + 1, puis T = t + 2 etc, on obtient 
par recurrence: 

u(t+l,T)-v(t+l,T)=u(t,T)-v(t,T), ceci V&T. 

Nous retrouvons la relation que nous avons utilisee sur les taux a 
terme pour restreindre le modkle de HJM. 

La condition d’independance de chemin suivi sur les prix dans notre 
modele est la m6me que la condition d’independance de chemin suivi 
sur les taux dans le modele de Heath, Jarrow & Morton restreint. 

Ces deux conditions sont implicitement des restrictions sur le choix 
des volatilitk 
- Pour notre modele: la volatilite du taux zero-coupon T(t,T) est la 
moyenne des volatilites des taux forward court terme courant sur la 
periode [t , T] 
- Pour le modkle de Heath, Jarrow & Morton: la volatilitk des taux 
forward ne depend pas du temps. 

Ces deux restrictions sont done equivalentes. 
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c - Cowespondance facteurs de volatilite’ - volatilitt! des taux & 
terme 

La relation qui suit est une relation importante puisqu’elle Porte sur 
les parametres B fixer dans chaque mod&le. 

L’unique solution de la correspondance fonctionnelle est: 

(2) Correspondance facteur de volatilite - volatilite des taux forwards 

WI = ew , vTL1, avec 6(O) = 1 

Ainsi, cette relation permet, pour l’utilisateur qui programmerait en 
parallble les deux mod&s, de calibrer ces parametres dans l’optique 
d’un ou l’autre des deux modeles. 

Remarque: Dans l’expression ci-dessus, si on prend c(s) E 0 = cte, 
on retrouve l’expression du facteur de volatilitk 6(T) = bT qui est le cas 
Ho & Lee simple en prenant 6 = exp 

d - Approche synoptique des me’thodologies des mod&les 
On peut maintenant donner la difference de methodologie entre le 

modele de HJM et le nbtre. Voyons de quelle maniere est traitee 
l’evolution du prix zero coupon P(t,T) dans chacun des deux modeles. 

pour HJh4: 
1” - On decompose le taux zero coupon r(t,T) en taux forward sur la 

pkriode: f(t, t + l), f(t, t + 2) . . . f(t, T) 
2” - On modelise l’evolution de chaque taux forward f. 11s deviennent & 

l’etape suivante f(t+l,t+2),f(t+l,t+3)...f(t+l,T). 
3” - On recompose le taux zero coupon r(t+l, T) a l’aide des taux forward 

obtenus par: 

et on en deduit le prix zero coupon P(t + 1, T). 

pour notre mod.?le: 
On applique directement au prix zero coupon P(t, T) une perturba- 
tion, h ou h’, qui contient globalement soit tous les mouvements 
“haut” des forward (h = exp [ - 1 u]), soit tous les mouvements 

“has” des forward (h’ = exp [ - C VI). 



72 Marc Bonnassieux - Vincent Brunei 

R&urn& SW le mod&le de Ho & Lee 

Le modkle de Ho & Lee est un modele exogene decrivant l’evolution 
de la courbe des taux. 

11 permet d’evaluer des actifs optionnels sur taux, de complexite 
importante. Le caractkre discret du modele permet d’integrer des 
phenomenes ponctuels dans le temps affectant les taux (options ambi- 
caines, . . . ,). 

La courbe des taux initiale est une don&e du modele. 
Les parambtres du modele sont 7r et un facteur de volatilite 6. 

Les limitations du modele sont: 
l 11 peut apparaitre des taux negatifs. 
l Tous les taux sont parfaitement corrkles. 
l Tous les taux zero coupon ont meme volatilitk. 

R&urn6 sur notre mod&le 

Notre modele est un modble exogene decrivant l’evolution de la courbe 
des taux. 

11 permet d’evaluer des actifs optionnels sur taux, de complexit 
importante. Le caractere discret du modltle permet d’integrer des 
phenomenes ponctuels dans le temps affectant les taux (options amkri- 
caines, . . . ,). 

La courbe des taux initiale est une donnke du modkle. 

Les parametres du modble sont x et une fonction S(T),T &ant la 
maturite d’un zero coupon. 

Les taux zero coupon modelis& n’ont pas tous meme volatilite. 

Les limitations du modele sont: 
l 11 peut apparaitre des taux negatifs. 
l Tous les taux sont parfaitement correles. 
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R&urn& SW le mod&le de Heath, Jarrow & Morton 

Le modkle de Heath, Jarrow & Morton est un modl?le exogke dQcri- 
vant l’kvolution de la courbe des taux. 

HJM mod6lise l’kvolution des taux B terme en supposant qu’ils Bvo- 
luent selon des treillis binomiaux. 

La courbe des taux initiale est une donnCe du modkle. 

Les parambtres du moditle sont: 
l la probabilitk x 
l les volatilitk des taux forward court terme 0(&T). 

Les limitations du modkle sont: 
l 11 peut apparaitre des taux rkgatifs. 
l Tous les taux sont parfaitement corr616s (pour un seul brownien). 
l Les treillis sont de complexit exponentielle. 
Le mod&le n’est done pas programmable de faGon rkdiste, 

R&urn& sur le modkle de Heath, Jarrow & Morton restreint 

Le mod&le de Heath, Jarrow & Morton restreint est un modkle exogbm 
dkrivant l’(tvolution de la courbe des taux. 

HJM restreint modklise l’kvolution des taux & terme en supposanl 
qu’ils kvoluent selon des treillis binomiaux. 

La condition de programmabilitk implique que la volatilitk des tam 
forward court terme ne dbpend pas du temps t, mais seulement dL 
terme T : o(t, T) 3 a(., T). 

Le mod&le de HJM restreint est Equivalent B notre mod&le. 

La courbe des taux initiale est une donn6e du modkle. 

Les paramktres du modkle sont: 
l la probabilitk 7r 
l les volatilit& des taux forward court terme a(T). 
Les limitations du modkle sont: 
l 11 peut apparaitre des taux ndgatifs. 
l Tous les taux sont parfaitement corrklks. 
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5. CONCLUSION 

Les modeles a structure de taux exogene (Ho & Lee, Heath, Jarrow & 
Morton), permettent d’eviter le probleme de l’estimation de la prime de 
risque par la prise en compte de toute la structure des taux. Le modele 
de Ho & Lee, aisement programmable, presente l’inconvenient de ne 
simuler que des taux de volatilite constant. Le modble de Heath, Jarrow 
& Morton, integrant une information t&s fine sur la volatilite des taux, 
presente l’inconvenient d’etre de complexite algorithmique exponentielle. 
Notre modele se situe, du point de vue de sa sophistication, entre les 
deux mod&s ci dessus: il intbgre une pyramide de volatilite des taux 
et a la meme complexite algorithmique que le modele de Ho & Lee. 11 
est le modele le plus complet, du point de vue de la volatilite des taux, 
qui soit de complexit& lineaire. 

L’intCrQt de ce modele est de permettre la mise en oeuvre pratique de 
produits optionnels sur taux de plus en plus complexes: options sur taux, 
options sur options, obligation avec coupon reinvestissable, obligations 
zerocoupon & remboursement antic&&, etc. tant du point de vue de la 
valorisation que du point de vue de l’analyse de risque. 
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