Généralisation de la méthode des moments pondérés
Application a la loi des exces
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RESUME

La méthode P.O.T. (Peaks-Over-Threshold) consiste a approximer la loi des exces au-dela
d’un seuil par une loi de Pareto généralisée (GPD). Nous proposons une généralisation de
la méthode des moments pondérés que nous utilisons pour estimer les parametres de la
loi GPD approximante. Nous étudions ensuite la loi limite des estimateurs proposés.

ABSTRACT

The P.O.T. (Peaks-Over-Threshold) approach consists of approximating the distribution
of excesses over thresholds by a generalized Pareto distribution (GPD). We propose a
generalization of the probability-weighted moments method and we apply it in order to
estimate the parameters of the approximating GPD. We study the limiting distribution
of the estimators.
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1 Introduction

L’étude des événements rares tels que les phénomenes métérologiques extrémes (tornades,
tempétes de verglas, inondations...) ou les crashes boursiers en finance, se ramenent a
I’estimation des queues de distribution et des quantiles extrémes. La méthode des exces,
initialement introduite par Pickands (1975), est une approche permettant d’étudier ces
phénomenes. Cette méthode s’appuie sur I’approximation de la loi des exces au-dela d’un
seuil u (assez élevé), c’est-a-dire la loi de X — u conditionnellement a X > wu, par une loi
de Pareto généralisée (Generalized Pareto Distribution ou GPD).



On définit les lois GPD par leur fonction de répartition :
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Dans ce travail, on procede a I'estimation des parametres d’échelle o et de forme v de la
loi GPD approximante. Soit, pour chaque n, un seuil v,, non aléatoire et Y;,..., Yy un
échantillon d’exces au-dessus de v,, obtenu a partir d’'un échantillon X, ..., X,, de loi F’
(défini par Y; = X;, — v, > 0, ot les 7; sont les 7, 1 < i < n, tels que X;;, > v,), N,
désignant le nombre aléatoire d’exces au-dessus de v,.

La méthode P.O.T. consiste & estimer la fonction de survie F,, de la loi des exces au-dela
d’un seuil v,, par la fonction de survie d’une loi GPD approximante de parametres v, et
on, parametres estimés a partir des exces observés au-dessus de v,,. Ces estimateurs se
calculent a partir de la fonction de répartition empirique des exces, notée A, ,, , définie
par
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Plusieurs techniques ont été proposées pour approximer la loi des exces par une loi GPD.
Hosking et Wallis (1987) ont montré par des essais numériques et des simulations que, pour
un échantillon de taille inférieure a 500 environ, les méthodes des moments et des moments
pondérés sont plus efficaces que les estimateurs du maximum de vraisemblance mais le
probleme essentiel de leur approche est le domaine de validité : v < 1/2. Nous proposons
une généralisation de la méthode des moments pondérés afin d’élargir le domaine a v < 3/2
et nous appliquons cette nouvelle méthode pour estimer les parametres v, et o, de la
loi de Pareto approximante. Nous étudions ensuite le comportement asymptotique des
estimateurs proposés.

2 Généralisation de la méthode des moments pondérés

Nous proposons a présent une généralisation de la méthode des moments pondérés utilisée
par Hosking et Wallis (1987). Il s’agit, dans un premier temps, de définir des moments
pondérés généralisés (GPWM) p,, et p,, dans le cas d'une loi GPD.

Définition 1 Soit X une v.a. de fonction de répartition G, , et w : [0,1] — R une
fonction continue nulle en 0 et dérivable a droite en 0. On définit le moment pondéré
généralisé u, de X, par

to =E[Xw(l -G, (X)), pour 7y < 2.



Autrement dit, si on pose W(z) = [ w(t)dt
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Le principe de la méthode des moments pondérés généralisés est d’exprimer les parametres
de la loi GPD(~,, 0,) approximante en fonction de deux GPWM p,, et p,, et de déduire
ensuite des estimateurs de v, et o, a partir des GPWM estimateurs. Dans la proposition
suivante, nous donnons des conditions suffisantes a I'existence d’un difféomorphisme qui
transforme deux GPWM (pu,, f1w,) €n (7, 0).

Proposition 1 Soient p,, et u,, deuzr moments pondérés généralisés d’une loi GPD(v,0)
définis comme précédement. On a,
(i) Les fonctions ¢, et ¢, sont de classe C' sur ] — oo, 2].
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(i) Si, pour tout v < 2, la fonction p'(vy) = < ) () garde un signe constant, alors il

existe un C*-difféomorphisme Ty, o, tel que :
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ou 7y et o sont donnés respectivement par :
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Notons A(w, w) = DT (w; wn) (o s He)-

3 Loi asymptotique des estimateurs des parametres
de la loi GPD approximante

Notons z), le moment pondéré généralisé d’'une loi GPD(~,1). Nous proposons d’estimer
(il par fiyn = [y W(1 — Ap,, (2)) dz. Nous supposons que F' est deux fois dérivable et
admet une réciproque F'~!. Soient les deux fonctions V et M définies par
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et a, =M (ev_l(”")). Nous nous placons sous les conditions suivantes

lim M(t) =0, (1)
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M est de signe constant a l'infini et il existe p < 0 tel que M est a variation réguliere d’ordre p. (2)



Théoréme 1 Supposons que wy et woy sont deux fonctions de classes C' et nulles en 0.
Sous des hypotheéses (1) et (2), avec —1 <y < 3/2,

on a conditionnellement a N, = k,, ou k, est une suite tendant vers +oo et telle que
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et I' est la matrice de variance-covariance de (X1, Xs), avec
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ou B est un pont brownien sur [0, 1].
Corollaire 1 Sous les mémes hypotheses que celles du Théoreme 1 et si de plus
n(l—F(v,))a, — oo quand n — +oo,

alors conditionnellement a N,, = k,, on a

n

ou Y = A(wl’m)FAEwhw) et O = A(whm)C’.

4 Exemples

La loi limite et le biais asymptotique dépendent tous deux des fonctions w; et wy. Nous
choisissons un exemple de telles fonctions qui réduit le biais et donne de bons estimateurs
en terme d’erreur en moyenne quadratique (MSE).
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