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RESUME
Le présent document présente trois exemples ssnapégplication des méthodes de
simulation & des problémes issus de I'assurance vie
- I'évaluation de I'engagement associé au paientéum capital décés dans le
cadre d'un contrat collectif d’entreprise,
- la prise en considération dans I'évaluation databune garantie de « rente de
conjoint » d’'une dépendance entre la mortalitédees.
- I'évaluation et le contrble de la probabilité méne d’un fonds de rentiers.
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1. INTRODUCTION

Le présent article est constitué de trois cas quas illustrant la mise en ceuvre de
méthodes de valorisations basées sur des simudatiafiustre les méthodes décrites dans
I'article « Méthodes de simulation en assurancarti@l » (& paraitré)

Le schéma suivant présente I'approche et les méthadutiliser pour mettre en
ceuvre des modeéles basés sur la simulation desnges d’intérét dans un contexte
assurantiel. Il met en évidence le niveau a pdrguel on integre les modeles actuariels
classiques, comme le modéle collectif, le modéthviduel et les modéles de taux ou de
rendements. Il indique aussi comment prendre erptmoes clauses non linéaires ou de la
dépendance.
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Schéma
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Cette approche est appliquée ici a trois exenipées de I'assurance vie :
- I'évaluation de I'engagement associé au paierdemt capital déces dans

le cadre d’'un contrat collectif d’entreprise,

- la prise en considération dans I'évaluation dditcd'une garantie de

« rente de conjoint » d’'une dépendance entre ldalitérdes 2 tétes,

- I'évaluation et le controle de la probabilité @éne d'un fonds de rentiers.

Dans chacun de ces exemples, simples sur le peinon s’est attaché a mettre en

évidence ce qu'apportent les méthodes de simulggomapport a une approche classique :
le premier exemple est trés standard en ce sendaqu®délisation en elle-méme est
identique a celle utilisée dans une approche déteste. L'utilisation de simulations
permet simplement d’obtenir plus de résultats @sechlculs d’espérance habituels ; dans
le second exemple, au contraire, le fait d'utilise's méthodes de simulation permet de
mettre en ceuvre une modélisation ad hoc de la dépemr, modélisation qui serait
inexploitable dans un contexte classique. Le taisi exemple enfin se focalise sur une
grandeur d'intérét de plus en plus souvent utiliséepratique pour contréler notamment

Inversion
delaFR

Estimation des
paramétres

Bootstrap

des niveaux de fonds propres : la probabilité dreeru
Le lecteur intéressé trouvera un exemple d’'apptinades méthodes de simulation a

'assurance non-vie dans [21].

2. SIMULATION D’'UN CAPITAL DECES AVEC TIRAGES SUR U NE SEULE

TETE ET SUR UN PORTEFEUILLE
Cet exemple présente les résultats obtenus avealgorithme stochastique
développé pour modéliser le versement d’'un camtalcas de déces. Il suit la méme
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démarche que celle proposée dans [19], dont géresfuelque sorte une version simplifiée,
I'objectif étant ici d’insister sur I'apport de lilisation des méthodes de simulation.
2.1  Présentation du modéle

Dans cette premiére application, le contrat sineg&un contrat déces, temporaire
ou viager (la durée de garantie est paramétrabde¥ant un capital (identique a tous les
assurés) au jour du décés s'il survient durant daode de garantie. Ce capital est
revalorisable.

Cette application, développée dans le lang&@®ial Bast pour I'application
Microsoft Excel est I'exemple le plus simple de l'utilisation dethodes stochastiques en
assurance vie. Le principe consiste a projeterutaies de chaque individu année aprés
année sur une durée correspondant a la duréegdedatie, par exemple 120 ans s'il s’agit
d’'un risque viager. Chaque année, la survie deilidu est testée par un tirage aléatoire
d’une réalisation d’'une variable aléatoire Bernpdie paramétre la probabilité de déces, et
le capital garanti est revalorisé. Ainsi, au mondnidéces, le montant du capital versé est
le capital projeté. Ce versement représente 'emgegt de I'assureur. Ensuite, la valeur
actuelle probable de cette réalisation de I'engag¢rast évaluée en actualisant le montant
versé jusqu'a I'année des calculs. La somme dalifEsentes valeurs actuelles probables
calculées sur chaque individu du portefeuille donne réalisation de I'engagement de
I'assureur sur le portefeuille a la date des calcul

Ce calcul de I'engagement de I'assureur vis-a-gigliaque individu étant réitéré un
grand nombre de fois (notion de “nombre de simoiel), I'espérance empirique des
valeurs actuelles probables obtenues converge l'esggrance théorique. De plus il est
possible d’obtenir la fonction de répartition entpie de I'engagement de I'assureur, puis
sa fonction de densité empirique, et d’ajuster saloette loi empirique a une loi
paramétrique classique. Bien entendu, sur une gétde I'apport du calcul stochastique
pour I'obtention de la prime pure n'est pas tré@rnessant, puisqu’il existe des calculs
analytiques pour le faire. En revanche, sur ungbeuille complet, I'intérét de connaitre
une estimation de la loi de I'engagement est najligeable : cela permet entre autres de
réaliser des études de sensibilité autour de osrf@rameétres, en notant par exemple leur
impact sur la variance de I'engagement. On obté@nsi d’'une maniére trés simple des
indicateurs modernes d’évaluation du risque d’'ugagement d’assurance.
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Le schéma suivant présente I'algorithme utilisé ici
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Les variables du modeéle sont les suivantes :

O Durée de garantie

O Capital garanti a la date des calculs

O Taux de revalorisation annuel du capital

O Taux d’actualisation

O Table de mortalité

On notera que le taux d’actualisation peut étnapétré comme constant dans le

modéle ou stochastique. L'utilisation combinée dtanx stochastique avec une mortalité
stochastique permettra par exemple de mettre enédam’importance relative des
différents risques de taux et de mortalité surgagement étudié.
2.2  Simulations avec un taux d’actualisation constd

2.2.1 Résultats du scénario de référence

2.2.1.1 Sur une seule téte

L’individu est né le 01/01/1960, il dispose d'uampital garanti de 100 000 € a la date
des calculs, revalorisé annuellement de 1,5 %. & dle référence des calculs est le
01/01/2001. Le contrat d’assurance stipule un tacknique de 3,5 %. La garantie déces
est viageére et la table de mortalité de référestéadable TV 2000.

NB : La table de mortalité TV 2000, de méme quetébles TV 88-90 et TRPV 93
sont des tables de mortalités généralement usilipéer des calculs de garanties en cas de
vie. Elles n'interviennent ici qu'a titre illusti&t en effet, ce ne sont pas les montants des
engagements en tant que tels qui sont intéressaats,plutdt leurs évolutions en fonction
de certains parametres.

Alors, l'espérance de I'engagement calculée pamledéle stochastique est de
45 526 €. De plus, I'histogramme des valeurs phisl’espérance de I'engagement est le
suivant :
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On remarque que I'engagement de l'assureur n'astgymétrique autour de son
espérance : le sinistre maximum possible est deDDOCE (décés de I'assuré dans I'année ;
+ 120 % par rapport a I'espérance), tandis quénlstse minimum est de 29 250 € (- 36 %
par rapport a I'espérance). 2000 trajectoires tintoe simulées.

Une estimation empirique d’'un intervalle de confi@ de I'engagement a 95 % est
donnée par l'intervalle [33 503 € ; 77 595 €].

Cet intervalle n'est pas centré autour de I'espgatoujours a cause de la non
symétrie de I'engagement, et il est trés large.rEld variance de I'engagement est de
113 984 796, soit un écart-type de 10 676 € environ

2.2.1.2 Sur un portefeuille

Désormais, l'outil est utilisé sur un portefeuille 2 500 assurés environ d’'age
moyen 44 ans au 01/01/2001. De méme que dansitafiph sur une seule téte, le capital
garanti est de 100 000 € a la date des calcutaulede revalorisation de 1,5 %, et le taux
d’actualisation de 3,5 %. La garantie déces egféevia La table de mortalité de référence
est la table TV 88-90.

Alors, l'espérance de I'engagement calculée pamiedéle stochastique est de
120 939 604 €, et sa variance de 145 369 502 2Ritagramme des réalisations de la

variable aléatoire Valeur Actuelle Probable de dagement sur le portefeuille est le
suivant :
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Le test d’adéquation a une loi Gamma donne destaés satisfaisants, puisque la
P-valeur du test du Chi-Deux est de 63 %. Ceci peduonc de conclure que I'engagement
de I'assureur sur ce portefeuille déces est distrigelon une loi Gamma d’espérance et de
variance celles de I'engagement.
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On en déduit un intervalle de confiance empiriges % de I'engagement :
[120 203 983,1 € ; 121 718 323,2 £€].

Sur ce scénario de référence la variance de Igargant est relativement faible, les
différentes VAP simulées étant assez regroupéesumute l'espérance. Le risque de
mortalité est peu élevé sous ces hypothéses, tadaleffet de la mutualisation de ce
risque.

2.2.2 Etude de sensibilité autour des différents pamétres

L'intérét d’'une modélisation stochastique est demvedar mesurer I'évolution de
'engagement, et surtout celle de sa variance, cgrctibn de I'évolution de différents
parameétres, ce dernier point ne pouvant étre obdenmaniére simple a partir de calculs
déterministes. Or ces évolutions de variance g@stitmportantes a estimer avant la mise
en place d'un nouveau contrat, car ce sont de lmisateurs du risque encouru par
'assureur. De méme, nous pourrions facilement iétutes variations du SMP, de
I'intervalle de confiance de I'engagement calculé.

Pour chacun des paramétres, nous présenteronsegigdaphiques montrant
I’évolution de I'espérance puis de la variance’dedagement.

2.2.2.1 Age de I'assuré — Age moyen du portefeuille

L’évolution de I'espérance de I'engagement en fioncde celle de I'age de I'assuré
ou de I'dge moyen du portefeuille, n'est pas évidenanticiper. Pour évaluer I'effet d’'un
changement de table de mortalité, les graphiquegréis seront présentés avec les deux
tables de mortalité TV 88-90, TV 2000 et TPRV 93.

Capital DC sur une téte
Espérance de I'engagement en fonction de I'age de l'assuré
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Mortalité TV 2000 = = = Mortalité TV88-90 ==d==Mortalité TPRV
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A I'échelle des montants garantis, la différencé&reettes courbes d'espérances de
I'engagement en fonction de I'age est quasi nulkeecles tables TV 88-90 et TV 2000. En
revanche, la différence de ces deux tables avibla générationnelle TPRV est sensible.
A noter ici que la génération assez récente denissance de notre individu (1960) est
responsable en partie de cette différence : laatigride I'individu est vraiment plus faible
avec la TPRYV, et donc I'engagement moindre dudiaifeu de I'actualisation (la différence
entre le taux d’actualisation et le taux de revaldion est positive). Au niveau de
I'évolution avec I'age de l'assuré, I'espérancel’degagement de I'assureur est croissante,
par le jeu de la croissance deen fonction dex. Cet engagement converge avec les ages
croissants vers le montant du capital garantiahiflO0 000 € dans cet exemple), les
individus trés agés (>100 ans) décédant la preraignée des projections.

Capital DC sur une téte
Variance de I'engagement en fonction de I'age de I'  assuré
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120 000 000
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En revanche, la variance de I'engagement en fand@l’age n’est pas strictement

Mortalité TV 2000 = = = Mortalité TV88-90 ===de===Mortalité TPRV ‘

monotone avec I'age, elle est tout d’abord croies@mtre 22 ans et 55 ans environ, puis
décroissante.

En effet, durant la premiére période, la variansteptus faible aux ages jeunes du
fait de I'actualisation, I'horizon du déces étaltigné. Les ages augmentant, I'actualisation
joue moins, car la probabilité de décés dans lesigres années de la projection augmente,
tandis que la probabilité de décés a un horizomtdoi est toujours importante. Puis, la
variance diminue avec 'age, car apres 55 ansydbgbilité de décés est assez importante
au début de la projection, et la survie aux hozéloignés faible, ce qui a pour effet de
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diminuer la variabilité de 'engagement. Enfin,@er que la mortalité de la table TV 88-90
étant plus forte, la variance de I'engagement ¢édcwavec cette table de mortalité est
également plus importante que celle évaluée arpkrtia table TV 2000. En revanche, si le
méme phénoméne s’observe ensuite au début de iled@éoour la table de mortalité
TPRYV, ce n'est plus le cas par la suite car la gbdlté de survie est beaucoup plus
importante avec cette derniére table, ce qui imgligue I'engagement reste au méme
niveau de risque plus longtemps qu’avec les detrestables de mortalité.

A I'échelle du portefeuille, le graphique est étadsl fonction de I'age moyen de la
population.

Capital DC sur un portefeuille

Variance de I'engagement en fonction de I'dge moyen
180 000 000 000

160 000 000 000 A

140 000 000 000

120 000 000 000 : S

100 000 000 000 \

80 000 000 000

44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84

L’évolution de la variance de I'engagement est quelpeu différente dans le cas

Mortalité TV 2000 = = = Mortalité TV 88-90 === Mortalité TPRV ‘

d'une seule téte. En effet, entre des ages moyensodefeuille de 44 ans et 62 ans, la
variabilité de 'engagement est relativement statdlat comme sur une seule téte, mais les
fluctuations autour de ce palier moyen sont begugaus importantes. De plus sur cette
premiére partie du graphique, il est difficile @Blir une hiérarchie entre les différentes
tables de mortalité, au contraire de I'étude sw@ segule téte. Par contre, la partie droite du
graphique, concernant les ages élevés est asseizjidedans les deux approches.

2.2.2.2 Durée de garantie

La durée de la garantie varie dans les simulatemse 1 an et 90 ans (durée
considérée comme celle d'une garantie viagere).
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Capital DC sur un portefeuille
Espérance de I'engagement en fonction de la durée de garantie
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L'espérance de I'engagement n’est ici pas linéawvec la durée de garantie, bien
gu’elle soit croissante avec ce paramétre. A I'ehdu portefeuille, la courbe a la méme
allure, mais elle converge moins rapidement verdintéte atteinte pour une garantie
viagere, car tous les individus n'ont pas le mége a

L'étude de la variance fait apparaitre une courladlutle sensiblement identique
pour les simulations sur une seule téte et suoftéefeuille, cette derniére étant présentée
ci-dessous.

L'allure de cette courbe de variance peut s'analgsenme suit :

- Sur la premiére période (1 a 35 ans de garangejisque est croissant avec la
durée du contrat ; en effet, les probabilités die sorvenir un grand nombre de déceés, ou
trés peu de déces, sont assez importantes, ce xgliguwe une forte variabilité de
'engagement dont le montant peut étre trés élenvéeas faible.

- Sur la seconde période (35 a 70 ans de duréamdmte), cette variance décrott,
car la probabilité d’avoir un engagement importaohtinue d’augmenter, tandis que la
probabilité d’avoir un engagement faible diminupide@ment.

- Enfin, sur la derniére partie du graphique (>78)ala variance est constante, la
durée est telle que la garantie est viagére.
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Capital DC sur un portefeuille
Variance de I'engagement en fonction de la durée de garantie
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A noter ici la présence d'une variance maximale lsugraphique. La durée de
garantie 35 ans est a éviter pour I'assureur catéra ce portefeuille, sous peine d’avoir un
engagement fortement variable.
2.3 Simulation avec un taux d'actualisation stochaigjue

2.3.1 Présentation du modéle

Aprés avoir étudié la variabilité d'un passif stastique type « capital déces »
vis-a-vis des parametres, un taux d'intérét sta@naes est introduit dans le modéle. Ainsi,
une nouvelle source de variabilité est prise enptemet il apparait alors opportun de
mesurer les deux types de risques, risque de tarigqele d’assurance, qui ne sont autres
gue les parts de la variance imputables a I'alétadx et des déces respectivement.

En notantTx(j) le taux forward de la périogeet Xi(t) le colt du sinistre du contrat
sur la période, les versements de I'assureur étant effectué€buatdi’année, le codt de ce

sinistre vu a I'année 0 est :
1

ﬁ L+ (1))

=1

i (t)

Alors, T étant la durée du contrat, Mtle nombre de polices dans le portefeuille,
I'engagement de I'assureur s’écrit :
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N T 1 .
X=3 > ——Xi) .
B Rt
i=

Se placer dans l'optique d’'un calcul stochastiqed’ehgagement, oblige a simuler
plusieurs réalisations d¢ et a utiliser pour chaque simulation une sérigad simulés.
Notons ici qu'il faut effectuer un plus grand nombde simulations dans ce type de
scénario, pour “mélanger” les différents cas liéglacés avec les différentes possibilités de
taux simulés.

Ainsi, aprés un nombre suffisant de simulatidisl'espérance empirique de la

valeur actuelle probable de I'engagement est dopage
K

E(X) =) X,

k=1
en notantx® la réalisation deX obtenue & 1&™ simulation. C’est une estimation de
'engagement de I'assureur, calculée a partir ddetestochastique.

De plus, en utilisant le théoréme de décompositienla variance totale, et en
conditionnant par les taux forward simulés, la alace empirique de I'engagement est
donnée par :

Var(X) =Var (E (X /tx( j), j =1...,T))+ E (var (X /tx( j), j =1....,T)).

Les deux parties du membre de droite de cettetégajprésentent respectivement le
risque de taux et le risque d’assurance de I'emgagede I'assureur. [19] montre que I'on
peut estimer sans biais le risque de taux par :

K
- 1 .
E (Var (X /tx( j), | =L...,T))=n—_12(E(x 169 ()~ E(X))z
k=1
et le risque d’assurance par :
K
Var (E (X /tx( j), j :L...,T)):EZVar(X/th)( i),j=1.T) 5
n
k=1

Dans cet exemple, le taux est modélisé par le readielCox Ingersoll et Ross, dont
les caractéristiques sont rappelées ci-apres.

2.3.2 Le modele de Cox-Ingersoll-Ross

Ce modele est basé sur I'équation différentiethelsastique suivante :

dr =a(R-r)dt+o[r dw

5 A noter que les formules complétes et les predeases deux risques sont présentées dans le détail
dans [19]
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avec :Rtaux limite vers lequel converge R> 0,

a vitesse de convergence > 0,

o paramétre de diffusions;> 0.

Ce modéle, appelé aussi modéle en racine carrég,ssaulé par une approche
récursive de la fagon suivante :

Nous discrétisons le processus en :

A, =a(R-r) +U\/KAV\/t
puis, par propriété du procesis
Ar, =a(R-r) +oyrAte

avece distribué selon une loi Normale centrée réduite.
Ce qui donne :

lieg =1t +a(R—rt)+a\/K£.

Alors simuler un tel taux se limite a calculer né&twementr,, pour toutt, en
simulant & chaque étape une réalisation d'une toirdle centrée réduite, pas utilisation
par exemple d'un algorithme du type De Moro.

Par contre, si le choix des paraméfRes ets n'est pas judicieux, il est possible de
simuler un taux négatif a un rakg> 0, ce qui générera une erreur lors du calculde
lorsqu’il faudra calculer\/ﬁ. Il existe d’ailleurs une variante W remplace\/_r.

. . . . o?
Propriété : Le modéle de Cox Ingersoll & Ross est bien poséskR >?.

Nous prendrons donc soin de respecter cette conditins les simulations ou nous
utiliserons le modele CIR, pour éviter la génératie taux négatifs. Attention, il faut bien
remarquer que cette condition est nécessaire, paaisuffisante : un mauvais choix e
pourra engendrer des taux négatifs.

2.3.3 Une remarque sur la simulation des taux d’irérét
Soit a simuler une suite)o«<1000 avecro=7 %,R=10 %,a=0,3 et 0 =6 %. En
utilisant un générateur quasi-aléatoire, nous altemhe taux suivant :

® Extraite de la thése [9]
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SIMULATION DE TAUX FORWARD -MODELE CIR
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Si nous utilisons plutdt un algorithme de simulasigpgseudo-aléatoires pour obtenir
les réalisations dg un taux simulé est :

SIMULATION DE TAUX FORWARD - MODELE CIR.
0%

5%

0%

15%

Taux Forward

10

51

0% T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
181 10 151 20 251 201 251 401 451 501 551 601 651 FO1 TH1 801 851 o0 96

Horizon

Nous remarquons graphiquement que le taux simpbti d’'un algorithme pseudo-
aléatoire présente moins de régularité qu’un tamxlé avec une méthode quasi-aléatoire.
Cette nouvelle illustration de la meilleure régaoti des valeurs simulées (cf. [20]) conduit
a préférer pour les simulations de taux les algorés quasi-aléatoires.
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2.3.4 Résultats du scénario de référence
Les parameétres du modéle sont les mémes que alnsrhiére partie, de méme que

l'individu et le portefeuille étudiés. Seul le tagst désormais stochastique avec, dans les
notations du model€IR,

R=3,5%
Ro= 3,5%
a=0,5
oc=2%
2.3.4.1 Sur une seule téte
Avec utilisation d'un taux stochastique, l'engagem est de 44 414 €.
L’histogramme des valeurs prises par I'espérand&dgagement est le suivant :

Graphe des écarts x|

Fréquence Comparaison
032

024 B LoiValeurs extrémes

Mode : 39 878,72

Echelle: 7 329,18
6
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0og E Données entrées

000 —= b
25 000,00 37 500,00 50 000,00 £2 500,00 V& 0000

Garder Annuler #1 Test du Chi2 181.2080 Loi suivante |
| | pvaleur 00000
. . Kaolmogoroy-Smimay 0,0407 C & &
Preéf... | Aide | AndersonDatling 116112 Loi precedente

Comme dans le scénario avec taux d'actualisabmistant, cet engagement n’est pas
symétrique. Une estimation empirique de l'interwalk confiance de I'engagement est de :
[39 975,4 € ; 75 340,9 €].
Le tableau et le graphique suivant reprennentdggltats obtenus avec notre modeéle
sur la variance de I'engagement, pour ce scénariéfiérence.

Risque de taux 3226454  soit 45,8%

Risque d'assurance 3825784  soit 54,2%

Variance totale 7052 238
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Répartition des risques

95,2 % O Risque de taw:

S42% B Risque d'as= urance

Il faut remarquer ici que le risque d’assurancephss important que le risque de
taux (54 % contre 46 % de la variance totale). Lasations de ces proportions seront
étudiées dans I'étude de sensibilité aux paramdtresodeéle réalisée par la suite.

2.3.4.2 Sur un portefeuille

L'espérance de I'engagement est de 119 275 96@it€efsviron le méme que dans le
modele a taux constant, ce qui est logique puigt@ux stochastique est symétrique). La
variance globale de 'engagement est de 18, B0it 124,4 fois plus que dans le cas & taux
constant !

Le risque de taux est de 183Gt le risque d’assurance de 9,1$bit 99,95 % et
0,05 % de la variance respectivement.

Risque de taux 18 229 395996 908  soit 99,9%
Risque d'assurance 9403801577 soit 0,1%
Variance totale 18 238 799 798 485

A noter gqu'a la différence du cas sur une seule, t€®est le risque de taux qui
prédomine sur ce portefeuille. Ceci est di au pm&me de mutualisation du risque de
déces. Le risque de mortalité est ici négligeablar un assureur face au risque de taux. Il
est vrai que la table de mortalité TV 88-90 n'ess fa plus risquée, des exemples utilisant
la table TPRV seront présentés dans les étudesndédité suivantes.

L’intervalle de confiance a 95 % de I'engagement es

[111 034 525,5 € ; 128 592 846,1 €],
environ 10 fois plus grand que lintervalle obteavec un taux constant, ce qui était
prévisible étant donné le rapport 1 a 124 entredeimnces des deux modéles.

Enfin, I'histogramme des réalisations de la vagabléatoire VAP de I'engagement
est donné dans le graphique suivant. A la diffé&zeties résultats observés sur une seule
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téte, 'engagement simulé est distribué selon ondlbrmale de paramétres I'espérance de
I'engagement, et la variance de celui-ci. L'engageinest cette fois-ci symétrique. Ainsi, il
sera possible d'utiliser cette information dansdekuls de sensibilité de I'engagement de
I'assureur.

Graphe des écarts il
Fréquence Comparaison
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2.3.5 Etude de sensibilité autour des différents pametres
2.3.5.1 Passage a la table TPRV
Sur le portefeuille étudié, I'impact est le suivant

Espérance de |'engagement 105509 791 (-11,5%)
Risque de taux 17085350869 125  soit 99,9% (-6,3%)
Risque d'assurance 8756578789  soit 0,1% (-6,9%)
Variance totale 17 094 107 447 914 (-6,3%)

Le passage a la table TPRV diminue I'espérance’ai@dgement, ce qui était
prévisible, mais également sa variance.

2.3.5.2 Durée de garantie

Dans le cas présent, la table de mortalité utilestda TPRV 93. Plus la garantie est
courte, plus le risque d’assurance est important effet, le paiement de la garantie n’est
pas certain pour des couvertures d'une durée @fézia 60 ans, et donc la variabilité due a
cette présence ou non du déces (et donc du pajeesirites grande, surtout vis a vis de la
variance due au taux (la durée d’actualisationté&tkms assez courte).

Sur un portefeuille les graphiques sont les sus/ant
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Evolution des deux risques en fonction de la durée de garantie, sur un
portefeuille
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Risque de taux —&— Risque d'assurance ‘

Sur ce graphique, les courbes correspondant aux desgues ne sont pas
représentées sur le méme axe, risque de taux eyaisrjue d'assurance a droite. Elles ont
la méme allure que sur une seule téte.

L'enseignement principal a retenir de lintroducticd’un taux d’actualisation
stochastique est le fait que le vrai risque augaeboumis I'assureur vie sur un portefeuille
de garantie décés viagére ou non est le risquawe t'est-a-dire 'augmentation ou la
diminution des bénéfices financiers qui viennennugérer la prime versée contre la
couverture déceés.

3.  RENTE DE REVERSION, AVEC INFLUENCE DU DECES DE LA

PREMIERE TETE SUR CELUI DE LA SECONDE

Le cadre d’'analyse de la dépendance, et les méttadassiques préconisées pour sa
prise en compte sont en réalité trés délicats lsartidans I'actuariat “pratique”. On
trouvera par exemple dans [22] une synthése dehdarie des risques multiples en
assurance. L'objectif de cet exemple est de présamt modéle simple et pragmatique,
basé sur l'utilisation de calculs stochastiquespetmettant de prendre en compte la
surmortalité d'un conjoing suite au déces de la premiere téte
3.1 Présentation du modéle

Le principe est simple : lorsque la premiéere tééeédle, par tirage aléatoire, la
probabilité d’'occurrence du décés de la deuxierrgedst calculée a partir dy de la table
de mortalité, majoré d'un coefficient de surmotéliCette surmortalité, modélisant la
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dépendance du déceés entre les deux époux, s'amrpitiinentiellement dans le temps, et
dépend linéairement de I'age de la seconde té&dedate du déces. En effet, nous prenons
ainsi en compte I'idée assez immédiate qu'un cahjde 20 ans survit mieux en général
qu’'un conjoint de 90 ans au décés de son épouxmBme, la durée d’amortissement
dépendra linéairement de I'age de la seconde tétedte du déces de la premiere.
Ainsi, aprés avoir choisi deux ages nodém et age pour lesquels sont fixés les
différents paramétres, nous notons :
bage1le taux de surmortalité instantané au premiercagsidéré,
bagezl€ taux de surmortalité instantané au second égsiaere,
Nage1la durée pour ramener la surmortalité au prengerein dessous de 0,1%,
Nagezla durée pour ramener la surmortalité au secorcedgiessous de 0,1%.
Pratiquement :
O Pour les &ges compris enfige et &ge, les coefficientd, etN, a I'agey
sont obtenus par interpolation linéaire classiouigedsge; €t Dagea €t Nages
et Nygeo respectivement.
Q Enfin pour les ages inférieurséye ou supérieurs age, les valeurs de
age etage sont prolongées d’'une maniere constante, respectmt.
La surmortalité est donc de la forme :

(L+by x &™)

aveca, calculé a partir db, etN,,

In 1000% b))
YN,
y
etT =t -ty

avect, 'année de projection, a4 'année du décés de la premiére tdte=1d . Ainsi, a
partir de I'annééNsqe; la surmortalité est redevenue inférieure a 01 %

Le graphique suivant présente la surmortalité ectfon de I'age de la seconde téte
(4 courbes pour 4 ages), et en fonctionTgedurée de projection apres le déces de la
premiéere téte. Le tableau suivant présente lesngdras retenus dans ce tracé.

" Preuve : par simple calcul de la surmortali®g & N,
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Parametre Valeur
agel 20 ans
age2 100 ans
Dage1 10%
bégez 100%
Nage1 10 ans
Nage2 20 ans
Agey Variable

100,00% \
90,00%

80,00%

70,00%

60,00%
50,00%
40,00%
30,00% \
20,00%

10,00%

0,00%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

——20ans

40 ans 70 ans

100 ans ‘

Enfin, pour affiner encore ce modéle, remarquorig gerait trés simple de tenir
compte du sexe de lindividu, en doublant 'enseantiés parametres, et en utilisant une
série ou l'autre en fonction d'un test informatigser le sexe de la seconde ou de la
premiére téte
3.2  Application

Dans la suite, nous allons appliquer ce modélelémendance de la mortalité des
conjoints a un engagement type rente de réversiahd’'abord sur un seul couple, puis sur
un portefeuille.

3.2.1 Sur un seul couple

La rente est versée a la seconde téte lors ds diécka premiére téte durant la durée
de la garantie. La premiéere téte peut par exenpdeud individu retraité, avec une garantie
de réversion a I'attention de son conjoint en cagléceés. La rente n'est pas versée si la

8 En effet, & certains ages, les études empiriquaistrant que la surmortalité liée au décés du
conjoint est dix fois plus importante pour un honope pour une femme
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premiéere téte n'a pas atteint I'age de la retraitent son déces, les différents individus du
portefeuille étudié étant a l'origine actifs.

L’algorithme ici développé se place dans cettéqoet en reconstituant une retraite a
prestations définies. A la date des calculs, lanpee téte est un individu salarié. Son
évolution de carriere est totalement simulée (nlitdtaet turnover stochastiques,
augmentation de salaire par table de profil deé@a@rdépendant de I'age). Si la présence ou
non de profil de carriere n’a qu’une influence smpiinéaire sur 'engagement, le turnover
stochastique peut en revanche interférer avecémdtats. C'est pourquoi il sera supposé
que les salariés dont la carriere est ici projeg@émissionnent pas, ni ne sont licenciés,
par souci de simplification de la présentation desultats. A I'dge de départ paramétré
dans l'application, la retraite est calculée aipaftn pourcentage du dernier salaire, par
année d'ancienneté. Cette retraite est assortieedjarantie de réversion, paramétrable.

Les paramétres du modele sont les suivants :

O Age de la premiere téte
Age de la seconde téte
Age de la retraite
Pourcentage du dernier salaire par année d'andiegaeanti a la retraite
Pourcentage de réversion
Agel
Age2
Nage1
Nage2
Page1
Dage2
Taux d’actualisation

O 000000 0D 0D

O Table de mortalité
Les paramétres du scénario de référence sontilemss :
Age de la retraite = 60 ans
Pourcentage du dernier salaire par année d'andiegaeanti au départ = 2 %
Réversion = 60 %
Taux d’actualisation constant = 3 %
Table de mortalité = TV 2000
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A noter ici que les nombres aléatoires de loi amife sont simulés avec le
générateur quasi-aléatoire de translation irrattiardu Tore (cf. [20]).

L'espérance de I'engagement de I'assureur estticiliée par l'intermédiaire de
graphiques en fonction de I'age de la premiere &téimpact de la dépendance des deux
ages sur celle-ci. De méme, nous analysons pdeoimriance de I'engagement, afin de
voir I'impact de la dépendance introduite sur laiafailité de cet engagement. Certains
parameétres ne sont pas trés intéressants a éemlidétail, notamment le montant de la
réversion, celui de la retraite, et la valeur duxtd'actualisation (dont I'impact a déja été
étudié avec I'application sur le capital déces).

Dans ce premier graphique, les courbes dépendeld différence d’age des deux
tétes. La surmortalité et la durée d’amortissersent constantes.

Graphique 1
Parametre Valeur
agel 20 ans
age2 100 ans
bagel 10%
Dage2 10%
Nage1 10 ans
Nage2 10 ans
Agex Variable
Agex - Agey Variable
Age retraite 60 ans
Graphique 1
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L’engagement est globalement croissant avec ItBgéa premiére téte, qui varie au
niveau de I'axe des abscisses. Il augmente égateawven la différence d'age entre les deux
tétes. A noter tout de méme le rapport de 1 a Bemgagement entre 0 et 20 ans de
différence entre les deux tétes.

Le graphique 2 présente l'impact de la variationtaux de surmortalité instantané
sur le calcul de I'engagement de I'assureur entfonale I'age de la premiére téte.

Graphique 2
Parameétre Valeur
agel 20 ans
age2 100 ans
bagel Variable
bagez = bagel
Nagel 10 ans
Nagez 10 ans
Agex Variable
Agex - Agey 5ans
Age retraite 60 ans
Graphique 2
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‘ ——0% 15% i 60% —8— 200% ‘

Le taux de surmortalité instantané, variant icioda 200 %, a pour conséquence de
baisser 'engagement de I'assureur. Ainsi, la msdébn de la dépendance de la mortalité
entre les deux tétes permet d’éviter un surpronigment inutile, puisque les échéances de
rentes non versées du fait de la surmortalité deet@nde téte ne sont ici pas prises en



60 F. PLANCHET & J. JACQUEMIN

compte. L'économie est croissante avec le tauxudeartalité, ce qui va dans le sens de la
conclusion précédente : plus la seconde téte meurt » moins de rentes lui sont versées.

Le troisieme graphique présente Ilimpact de la iamlité de la durée
d’amortissement sur le calcul de I'engagement dsslireur en fonction de l'dge de la
premiere téte.

Graphique 3
Parametre Valeur

agel 20 ans
age2 100 ans
bagel 10%
bageZ 10%
Nagel Variable
Nagez = Nagel
Agex Variable
Agex - Agey 5 ans
Age retraite 60 ans

Graphique 3
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L’augmentation de la durée d’amortissement deulanertalité du modéle a pour
effet de baisser 'engagement : plus la surmoéalitse en compte dure dans le temps, plus
'engagement diminue. L'impact de la durée d’ansséiment est cependant moindre que
celui du parameétre précédent (taux de surmortaliéantané du modeéle), la différence des
engagements aux différents ages n'étant pas tnésriamte, malgré des variations de 1 a
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36 ans d’amortissement. Ce phénoméne est di aguitamortissement est exponentiel,
et donc que ce sont surtout les premiéres années Ipsquelles la surmortalité est
importante.

Le quatriéeme graphique montre I'impact d’'une sutalé constante sur le calcul de
I'engagement de I'assureur en fonction de I'ageléeart a la retraite.

Graphique 4
Parameétre Valeur
agel 20 ans
age2 100 ans
bagel Variable
bagez = bagel
Nagel 10 ans
Nagez 10 ans
Agex Variable
Agex - Agey 5ans
Age retraite Variable
Graphique 4
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Les différentes courbes ne mesurent pas la ménguéar, car elles dépendent de
'age de départ a la retraite des individus. Eretefhious avons calculé les valeurs de

'engagement uniquement pour les années précéadendépart a la retraite, car le
phénomene qui nous intéresse ici est la présence @ériode de différé entre la date du
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calcul de 'engagement, et le début de la garatgita seconde téte. Ce différé n’existe plus
aprés le départ a la retraite, nous sommes enupisiorte dans le cas d’une rente viagére
déces.

L'étude des différentes courbes en fonction dge’@de départ a la retraite montre
gue I'engagement est tout d’abord croissant avagel'de départ, du fait du jeu du taux de
profil de carriére et de I'ancienneté : le salaleedébut de carriere est le méme, et il croit
au fur et a mesure des années travaillées dudaauk de profil de carriere. Ainsi, lorsque
le départ a la retraite a lieu a 60 ans plutdt g@ans, le salaire a augmenté pendant 20 ans
d’'une moyenne de 2,1 % par an (table paramétrée @gquplication), c’'est a dire qu'il a été
multiplié par un coefficient 1,5 environ. De pliesretraite versée a la premiere téte dépend
de I'ancienneté (2 % du dernier salaire par anrgdgcitnneté) et en ce sens, plus I'age de
la retraite est tardif, plus 'engagement de I'assu est important (la rente de réversion
représentant 60 % de la rente de la premiere téehortalité entre 40 et 60 ans compense
trés peu ce phénomene car elle est assez faildst @urquoi la courbe correspondant a un
départ a 60 ans se situe au-dessus de celle palépanmt a la retraite a 40 ans (bien entendu
plutét rare dans la réalité).

Dans un deuxiéme temps, le phénomene de morfalité plus fortement que
I'application du taux de profil de carriére et Iggnentation des droits sur le montant des
pensions versées : 'engagement de I'assureurestable au méme age pour un départ a
80 ans que pour un départ a 60 ans. En effet,daapilité de décéder entre 60 et 80 ans
pour la premiére téte n'est absolument plus néghfge elle augmente la probabilité de
verser une réversion pour un départ a 60 ans)estlighinue la probabilité de verser une
rente de premiére téte (et donc une réversion) powaepart a 80 ans. C'est ce qui explique
que la courbe pour un départ & 80 ans se situessods de celle pour un départ & 60 ans.

Pour analyser ces courbes en fonction de I'age geemiére téte, il faut noter que
pour un méme age de départ a la retraite, lessdsoitt les mémes puisque I'ancienneté
dépend d'une date d’entrée, alors que le vieilires® de I'individu lors des calculs se fait
par changement de la date des calculs et non datéade naissance de lindividu. Ainsi
seul le salaire a la date de départ varie, il éstalssant avec I'age initial puisque le profil
de carriere s’appligue moins longtemps plus I'ag#al est important. L'engagement est
ainsi faiblement croissant entre 40 et 60 ansleceroissance de droits est quasi compensée
par la croissance des salaires et I'actualisaimntevanche aprés 60 ans, I'engagement de
I'assureur est fortement croissant, car la proliéldle déces de la premiére téte est de plus
en plus importante, et donc la probabilité de vetse rente de réversion rapidement de
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plus en plus grande, avec un jeu d’actualisatianrdates de réversion versées de moins en
moins important corrélé a une durée de versemeannggligeable, puisque la seconde téte
est de 5 ans plus jeune que la précédente.

3.2.2 Sur un portefeuille
Dans ce cas, nous étudions simplement I'impact alevdriabilité du taux de

surmortalité instantané sur I'engagement de I'asgsuen fonction de I'dge moyen du

portefeuille. L'age moyen du portefeuille est

Graphique 5
Parameétre Valeur
agel 20 ans
age2 100 ans
Dage1 Variable
bagez = bagel
Nage1 10 ans
Nage2 10 ans
Age retraite 60 ans

Graphique 5
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‘—I— Indépendance 25% de surmortalité amortie en 10 ans ‘

De méme que sur une seule téte, I'application aateur de surmortalité de 25 %
amorti exponentiellement sur 10 ans diminue I'eegagnt de I'assureur, surtout pour les
ages moyens du portefeuille faibles. Le vieillissatnde la population du portefeuille est
obtenu en madifiant la date des calculs. L'alluéedrale des deux courbes peut s’expliquer
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comme suit: dans un premier temps, avec l'augrtientade la date des calculs
(vieilissement du portefeuille), le facteur d’aalisation joue de moins en moins
longtemps, le départ a la retraite étant de plusples proche, et donc I'engagement
augmente. Puis, a partir d'un age moyen du poritifede 50 ans environ, plus la date des
calculs est élevée, plus une partie non négligedblda population étudiée a un age
supérieur a I'age de départ de 60 ans, et donaafieppas de revalorisations du salaire
avant le départ a la retraite, ce qui, individueket et sur le portefeuille, baisse
'engagement de l'assureur. La forme des pentesotSantes, qui connaissent deux
cassures pour des ages moyens de 52 et 62 anem@tre que notre groupe est formé de
deux générations assez distinctes, dont les dépdatsetraite se font en deux vagues bien
séparées.

Le graphique 5bis présente I'impact de la surmitétalr le coefficient de variation
de 'engagement de I'assureur (écart-type rapgolEspérance).

Graphique 5bis
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‘—I— Indépendance 25% de surmortalité amortie en 10 ans ‘

Avec une surmortalité de 25 %, le coefficient deiateon de I'engagement de
'assureur présentée sur ce graphique est |égétephes important que dans le cas ou
'hypothése d'indépendance de la mortalité des dédtes est faite. Cependant ce
phénomene n'est pas trés marqué, et nous remarguidasait que ce coefficient n'est pas
trés important en valeur. L’'engagement est relatamt stable autour de sa moyenne.
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4, CONTROLE DE LA PROBABILITE DE RUINE POUR UN FOND S DE

RETRAITES

Comme nous l'avons montré dans les simulationslesurentes de conjoints, et
comme nous l'avons observé en utilisant un taugtd&lisation stochastique dans un calcul
d’engagement pour une garantie déces, le passifgis considéré comme déterministe
dans de nombreuses évaluations, en assuranteOdpendant, il n’en est pas de méme
pour I'actif, ici représenté par la modélisationtdux d’actualisation.

4.1  Présentation du modele

Dans cet exemple, I'engagement de l'assureur densispayer des rentes, déja
liquidées a la date des calculs, et dont les mtstaont connus pour I'évaluation. La
mortalité est appliguée de maniére classique, &'elite déterministe.

L’engagement est supposé géré via un fonds cdlidessurance, alimenté par les
produits financiers issus du placement des prawssiet sur lequel sont prélevés les
arrérages des rentes a servir.

L’'objet de cette partie est de montrer que poutprovisionnement type « Valeur
Actuelle Probable de I'engagement » (fonds in#iaVAP des rentes), I'introduction d’'un
modéle de taux stochastique symétrique engendrerababilité de ruine de 50 %, au sens
ou la capitalisation de la VAP de I'engagement aevcira pas le paiement des rentes du
portefeuille jusqu’a I'extinction de celui-ci dalssmoitié des scénarios simulés.

Nous avons voulu montrer dans un exemple ce phémmne étudier la couverture
de la variabilité du taux par la constitution d’unprovision pour aléa financier » théorique
qui est une augmentation du fonds initial foncta la probabilité de ruine maximum
acceptable, pour couvrir I'aléa du taux. Cette fmion peut aussi étre constituée par une
augmentation du taux de cotisation d’équilibre,sdkncas ou les individus du portefeuille
cotisent encore (ici ce n’est pas possible car lemimdividus ont déja liquidé leurs rentes).
4.2 Application

Les parametres du scénario de référence sontilemss :

O Table de mortalité de référence : TV 2000,

O Fonds initial : VAP (déterministe) de I'engagemdatl’assureur,

® A noter que ce n’est absolument pas le cas enrésse Non-Vie
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0O Taux d'actualisation stochastique, symétrique, ativie modéle CIR,
autour de 3,5 %,

Q 5000 simulations.
L'espérance empirique de I'engagement est de 19 5la variance empirique de
971,8.16. Un intervalle de confiance empirique & 95 % €4126,6M€ ; 130,4M€]. Ici

malgré l'utilisation d'un taux stochastique, I'egganent est relativement peu volatile.
L’histogramme de I'engagement est le suivant :
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Enfin, la probabilité de ruine obtenue dans ce é@édst de 50 %.

Le graphique suivant présente le montant a appartéorigine en fonction de la
probabilité de ruine maximum acceptable pour tse&narios :

v' le scénario de référence ou le fonds initial estVIaP déterministe de

I'engagement,

v/ un scénario moins risqué avec un fonds initial =PV4A10 %,

v'un scénario plus risqué avec un fonds initial = VAP0 %.

Les probabilités de ruine obtenues sont trés diffiérs, puisqu’elles sont de 0 % sur
le scénario « fonds initial = VAP + 10 % », 50 % fiscénario « fonds initial = VAP »,

100 % sur le scénario « fonds initial = VAP — 1%
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Augmentation du fonds initial en fonction de la pro babilité de ruine
maximum acceptable
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Nous voyons ici toute I'importance d’'une telle epghe : a 10 % prés du montant du
fonds initial destiné a financer le paiement desteg la probabilité de ruine peut étre
annulée ou presque, alors qu'elle était de 50 %rigihe lorsque nous supposons que le
processus de taux est symétrique.

Le graphique suivant présente la probabilité deerdu portefeuille, en fonction du
pourcentage de la valeur actuelle probable de dgement provisionné initialement (c’est

a dire a la date des calculs).

Probabilité de ruine du portefeuille en fonction du fonds initial
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Comme le montrait I'intervalle de confiance de agement, peu important, une
variation de quelques % du montant de la provisiitiale peut avoir des conséquences
trés importantes sur I'équilibre du contrat au &rira probabilité de survie est symeétrique
autour de la provision & 100 % de la VAP, ce quipeévisible au sens ou le processus de
taux ici utilisé est symétrique.
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