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Réesume

La discépance est une mesure de la non-unifeenaitine €quence de points distriba’dans un
cube uni€ multidimensionnel. Cette grandeur eseneissanta bien desgards, mais saetérmination
s'avere particulgrement dlicate. Les nouveaux algorithmes progegians ce travail permettent de la
calculer ou de la majorer dans des cas inaccessibles jusqu’alors.

En dehors de cessultats, cette psentation ne se limite pasl'enon& de quelqueseafinitions
et proprétés classiques, mais discutgalement certaines implications pratiques du sujet. En effet, la
notion de discgpanceetant léea de nombreuses autres disciplines, un important effort de eymta’
eté consenti afin de mettre en perspective quelques-unes de ces connexions. keaeppamie de ce
document est un tour d’horizon qui commence par une introductita théorie de IBquipartition,
une discipline voaé a I'etude du concept d’'uniforngt”Puis, apgs une beve description de laas
populaire nethode de Monte-Carlo pourelaluation d’in€grales multiples, la versioretErministe de
cette technique est disa plus en dfail. Cette dermire repose sur I'utilisation deegliences de points
particuliérement bien distritegs, les suitea discepance faible, dont quelques exemples sont dsan’
la fin de cette introduction.

La seconde partie de ce travail commence par ésgmtation des deuxetiiodes connues pour le
calcul de la dis@pance. La complextde ces algorithmes est exponentielle et I'impraticabdie I'un
d’entre eux est illuseé nungriguement. Apparemment, ces diffi@gtsemblent contrebalas®s par
I'existence de majorations pour certains typeseatpghces. Blas, le nombre minimal de points menant
a I'obtention d’une borne non triviale par ce biaisitid® manére exponentielle avec la dimension.

Nous proposons un nouveau principe permettant de calculer des boreesurgs et sugrieures
pour la discepance. La largeur maximale de l'intervalle en question powseatsigcifiee a priori, cette
approche permet d’'atteindre uneepision arbitraire. Cette construction repose sur la cenatsbn de
partitions du cube uréten intervalles. Deux formes deabmpositions sont envisegs. Tout d’abord,
dans le cas particulier des grilles, il est possibletablir des bornes pour desciences deds grande
taille en exploitant judicieusement cette structure. En revanche, pouemereffort de calcul, le second
type de partition prop@spermet d’obtenir des intervalles de meilleure gealitiais uniguement pour
des ensembles de points de cardieafitis modeste. Dans les deux cas, des techniques de comptage
multidimensionnelles sTialiges oneté dvelopEes. En fin de compte, dans de nombreuses situations,
cette n€thode est tout simplement la seule approche connue applicable.

Nous montrons ensuite que le calcul de la diparice peuedalement se ramenarla ©solution
d’une famille d’instances d’un prodie de gongtrie combinatoire qui consisteceterminer l'intervalle
ance a l'origine de volume minimal ou maximal contenant un nombre fie points d’'uneesjuence
donrée. Apes avoir exprime’ces prol@imes sous forme de programmegéires en nombres entiers, leur
résolution est abork¥a I'aide d’heuristiques et de technigues dadration de coupes etehunération
par €paration eevaluation. De plus, nous proposons une approche pour traiter demmanplicite une
partie importante des configurations impleps. La nethode obtenue permet de calculer la diparice
de €quences dans des cas qui n'avaient jam@igfteints auparavant. D'autre part, comme le processus
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consiste en une suite d'aidrations appogésa un intervalle initial, il peuefre interrompua’chaque
instant, fournissant alors une bornednéure et sugrieure reitant I'effort de calcul consenti jusqua-|

On peut regretter que les techniques praeessdans ce documenenenta des algorithmes qui ne
sont pas polynomiaux. Toutefois, lesstiltats des exgiences numfiques effecteés montrent qu’elles
permettent de traiter des cas qui, jusqu’alors, semblaient totalement hors ée. ggaitons que ces
méthodes n'ont certainement pas encore atteint leur versifimitiVe. En effet, I'approche algorithmique
par calcul (ou aralioration) d’intervalles introduite dans ce travail esdite et son dveloppement ne
demande g étre poursuivi. Ainsi, cette #se inaugure une voie de recherche prometteuse pour le calcul
et la majoration de la disepance.

i Eric Thiémard



Abstract

Star discrepancy is a measure for the irregularity of point sequences in a multidimensional unit cube.
This measure is interesting in many respects, but its computation is known to be very difficult. With the
new algorithms proposed here, the star discrepancy or bounds for it can be computed in cases so far
inaccessible.

In the first part of this thesis, we discuss classical definitions and properties as well as practical
implications of the subject. Indeed, the notion of discrepancy being linked to many other disciplines
as well, a substantial effort has been made to show some of these connections. An overview is given,
starting with an introduction to the theory of irregularities of distribution, a discipline concerned with the
study of the uniformity concept. Then, after a short presentation of the very popular Monte Carlo method
for numerical integration, the deterministic counterpart of this technique is discussed in more detail. The
latter relies on the use of low-discrepancy sequences, i.e. point sets with strong regularity properties that
are briefly presented at the end of this introduction.

The second part of this thesis starts with the presentation of the two known approaches to compute
the star discrepancy. The complexity of these algorithms is exponential and the impracticability of one of
them is illustrated numerically. One might have hoped that these difficulties are partially counterbalanced
by the existence of upper bounds for some special types of low-discrepancy sequences. Unfortunately,
the minimum number of points for which these classical bounds become meaningful grows exponentially
with the dimension.

Here we propose a new principle for computing upper and lower bounds for the star discrepancy.
Since the maximum width of such an interval can be specified beforehand, this approach yields arbitrary
high precision. Our construction is based on the consideration of finite partitions of the unit cube into
subintervals. Two types of decompositions are studied here. First, in the case of grids it is possible to
compute bounds for the star discrepancy of very large sequences by exploiting this special decomposition
structure. For the same computational effort, a second partition algorithm is proposed, which yields much
better results, but for smaller point sets only. Moreover, in both cases, specialized multidimensional
counting techniques needed to be developed. Note that, in many situations, our technique is simply the
only known method which is applicable.

We then show that the computation of the star discrepancy is amenable to solving a set of instances
of a problem in computational geometry, namely finding the subinterval (anchored at the origin) of
minimum or maximum volume that contains a specific number of points of a given sequence. After
the formulation of these problems as integer linear programs, their solution is tackled with heuristics,
cutting plane generation, and branch and bound methods. We also propose a technique to enumerate
most configurations involved implicitly. Our method allows the computation of the star discrepancy in
cases out of reach thus far. Moreover, since a lower and an upper bound are maintained throughout and
gradually improved during the process, the algorithm can be stopped at any time, providing an interval
whose quality reflects the computational effort spent up to this point.

While both proposed techniques lead to algorithms which are not polynomial, the results of our
numerical experiments clearly demonstrate their practical efficiency. Moreover, the novel algorithmic
approach proposed here for computing (or improving) a lower and an upper bound has certainly not yet
been carried to its limit. We are convinced this development is worth further efforts.
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Remarques

Un certain nombre de conventionsdtiture onet respeaés et 'usage de plusieurs symboledéa
réserg a la dsignation de grandeurs ou d’objets neattatiques pcis. La signification de la plupart de
ces symboles, ainsi que quelquediditions importantes sont doees en pages 5 et 6. La majeure partie
des notations retenues recoupent celles de Niederreiter [Nie92]. Par ailleurs, la terminologie utilis”
s'inspire essentiellement de certains travaux en languedisede Faure [Fau94] et de Tuffin [Tuf97].

De nombreux eSultats classiques sontestdans ce travail. Nous avons choisi de ne reproduire
aucune deseathonstrations correspondantes. En revanche, une mention de I'auteur ainsi qu’un renvoi au
document original contenant la preuve manquante sontetodans chaque cas.

Dans le cadre de la comparaison du comportement asymptotique des fonctions, les notations standard
sont utiliges. Sif etg sont deux fonctiona valeurs eelles non agatives de la variable, on note

> f(n) = O(g(n)) si et seulement s'il existe une valeuy et une constantesgllec telles que
vn > ng, f(n) <cg(n);

> f(n) = Q(g(n)) si et seulement s'il existe une valewy et une constanteegllec telles que
vn > no, f(n) > cg(n);

> f(n) = 0O(g(n)) sietseulement si(n) = O(g(n)) et f(n) = Q(g(n)).
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Partie 1

La discrépance : un tour d’horizon






CHAPITRE 1
L’ équirépartition des £quences

Le motdiscrepancesignifie « désaccord> (du latindiscrepare: rendre un son dififent, ne pastfe
d’accord). Dans un contexte mathatique, il s’agit d’'une mesure detart existant entre une situation
de &férence (ghéralement 'uniformi¢” parfaite) et une configuration daea”

Les questions de disgpance constituent une partie essentielle dedarta 'de [Equipartition (voir
les excellents ouvrages de Kuipers et Niederreiter [KN74], Beck et Chen [BC87], Drmota et Tichy
[DT97] et Matowsek [Mat99]). Nous commewnas ce chapitre par unedye introduction aux probhes
typigues que I'oretudie dans cette discipline. Cette partie est suivie aleo@& de quelquesafinitions
et notations relativea [a discepance, ainsi que de la description des rares cas que I'on sait manipuler
facilement. Ce chapitre se termine pavidcation de quelquesgsultats asymptotiques importants.

1.1 Introduction

L etude de Equigpartition desaquences esew de la volord'd’obtenir deseponses quantitatives °
des questions relativesla distribution uniforme. Son origine remonte abdf du sécle (le vingteme),
avec les travaux de Weyl sureljuipartition dans lintervalle urétJWey16]. Une autre contribution
majeure appoeéa cette tleorie est la conjecturenon&e en 1935 par van der Corput [vdC35].

CONJECTURE 1.1 Si{z!, 22, ...} estune suite de nombrezels dans l'intervallg0, 1], alors pour
tout entierk, il existe un entiem et deux intervalles de@me taille, tels que le nombre&tEments de la

sequence(z!, ... 2"} contenus dans ces deux intervallesedfd’au moinsk (voir figure 1.1).
—O0—0—= e e e p———— —————|
0 1

FiGc. 1.1. Une squence de. = 12 nombres eels compris entré et 1, ainsi que deux
intervalles de rame taille. Celui de droite contieit = 5 points de plus que celui de
gauche.

Cette conjecture exprime l'a qu’'aucune suite ne peetré arbitrairement bien distribe ou, de
manire équivalente, qu’'une certaine egularigé est mcessairement psente dans touteeglence de
nombres eels. Elle &% d@montge pour la prenare fois en 1945 par van Aardenne-Ehrenfest [VAE45].

Considrons maintenant la question fondamentale suivante dans le cas dquensg#, ... , 2"}
dans l'intervalle[0, 1] : quelle est la mamire la plus uniforme de choisir cesvaleurs ? Il est clair que
I'ensemble de: pointséquidistants dorepar

- 21—1
Q) x’:z—,pourizl,...,n
2n
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1.1 INTRODUCTION

Fic. 1.2. Squence de = 12 valeurs unifornement distribeés entré) et 1.

estd peu pes le seul pefendant efieux (avec peuttre = (i — 1)/(n — 1)) au titre de sguence la
mieux distribe dans l'intervalle unét(voir figure 1.2). Par contre, si 'on consi@ la n€me question
transposé au cas du carnii, la situation est nettement moins traeehEn effet, il est alors possible
d’enoncer plusieursdfinitions défendables, mais inconciliables de I'uniformitPar exemple, il paa”
tout a fait raisonnable de choisir un @ie du type suivant :

On noteZ; I'ensemble des rectanglgdde la formel0, 37) x [0, 3’) dans le cae unig
(voir figure 1.3) et\(P) = pFaL laire d’un tel rectangle. Uneexjuence de: points
r={z',... 2"} est diteoptimalement distriteesi elle minimise le supremum sur tous
les rectangle$” € 73 de ladéviation

(2) ||P N x| —nA(P)|.

55':_«3____1 0

Fic. 1.3. Une sguence de = 25 points et un rectangl® € Z; dans le cae’unig.

Comme on s’attend ce que la proportion des points gifudans un rectangle € 7 soit proche de
son aire\(P), il semble en effet naturel de juger peu uniforme uegugnce pour laquelle il est possible
d’exhiber un rectangle avec une importanévidtion (2). Malheureusemera,ce jour, on ne conmgpas
de methode permettant de construire usg®énce optimalement distribe'dans le cagrunige pourn
quelconque (pour € {1,...,6}, le probEme a @anmoinseté résolu par White [Whi77]).

Une questiondgerement moins complexe est decitler si, pour n'importe quelle valeur dg il
existe une equencer = {z',... 2"} telle que le supremum suP € Z; de la dviation (2) soit
inferieur 2 une constante imgpendante de. L'enon@& paraf tres simple, mais c’est un laeat de la
médaille Fields, K. F. Roth qui réfuta I'affirmation en 1954 [Rot54]. Toutefois, le prebie n'agté
résolu de mamire Bellement satisfaisante qu'en 1972 avec les travaux de Schmidt [Sch72]. Ce dernier a
pu déterminer, pour uneesjuence optimalement distribe, I'ordre exact de croissance de ce supremum
en fonction den.

Pour la ggréralisation de cette assertion en dimensionesiepre, Roth a morgrque la €ponse
est également agative. Malheureusement, il n'existe pascé jour de esultat equivalent au pas

!Roth a rea cette insigne distinction en 1958, mais pourdsaiution d’autres probthes non moins complexes.
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CHAPITRE 1 LEQUIREPARTITION DES £QUENCES

suppBmentaire que Schmidt a su franchir pour le eamig. Ces questions sont diseas de mameire
moins informelle dans la section 1.4.

Soulignons le fait que dans I'approche ci-dessus, il aetaiparfaitementdgitime de remplacef
par la famille des triangles ou des sous-ensembleges@sinclus dans le caeruni@. Il auraitégalement
été possible d'utiliser un créire d’uniformi€ reposant sur une tout autre mesure, comme par exemple la
distance minimale entre deux points deégsénce.

1.2 Quelques discepances

Les notations suivantes seront constamment e&spour dsigner certaines grandeurs assesi’
aux intervalles multidimensionnels consids :

> s est un entier positif resentant lalimensiond’un espace.
> I°  désigne le cube uretsemi-ouverf0, 1)° en dimensiors.
> I°  désigne le cube uretferme [0, 1]° en dimensiors.

> P repm®sente umntervalle multidimensionnel semi-ouvert (ou intervalle tout court) de la forme

S
P=]]lef.8]). 000 <af <8/ pourtoutj € {1,... ,s}.
j=1

On utiliseégalement la notation simpkfg
P=[a"p"), 000" = (af ... ,al) etp” = (8,... . B)).

> af etgf
sont deux points quigsignent respectivementdecoin inférieur-gauche et « suprieur-droits
d'un intervalle P.

> P~ etPt
désignent respectivement les intervallese”) et [0, 37) assooésa un intervalleP.

> P estlafermeturga’, 37] d’un intervalle P.

> A(P)
est levolumed’un intervalleP :

s

AP) =116 —of)-

7=1
> Z, estl'ensemble des intervalles inclus ddhs

S
To={P=]]lo7.57) :0<ay <57 <1
j=1

> 7F désigne 'ensemble des intervalles inclus d&nst ancesa l'origine :

s

S

;=S P=]][0.8]):0<8] <1
j=1

Pour les grandeurs relatives awegsiences de points, les notations retenues sont les suivantes :
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1.2 QUELQUES DISCEPANCES

> x  est unestquencegc’esta-dire un ensemble ordoard’éléments non @Cessairement distincts)
dénombrable de points que I'on note

z={z" 2% ...}

Les points consigiés appartiennent toujours au cube ehit”

v

z  est gréralement appek unesuitedans le cas d’'unesgjuence infinie.

v

z(n) (ou x est une sfuence avefr| > n)
désigne la sousesjuence constia€ des: premiers points de : z(n) = {2},... ,2"}.

> n  estutili®€ pour un nombre de points. Lorsquest une sfuence finie, on utiliseegéralement
n pour dgsigner sa cardinadit”

> x'  estlei® point dex.
> 2t estlaj® coordon®e du point?, ouj € {1,... ,s}.

A(E,x)
désigne le nombre de points de kgsiencer appartenana I'ensembleF C I°.

v

REMARQUE 1.2 On se permet parfois d’emprunter quelques notions ensemblistes telles gue
C, \ ouU et de les appliquea Une gquence de points. On ne s’autorise de tels abus de notation que
lorsque cela n’induit pas d’ambigé’: par exemple lorsque I'ordre defements ne nous ietésse pas
ou que la multiplici€ de tous les points est suppe€galea 1. Par contre, il convient de souligner le
fait que, dans le cas de la cardinalit’| d’'une $£quence ou d’'une sousgience possiant une propeit
donrée, la multiplicie des points doiefre prise en compte lors du comptage. C’est notamment le cas
pour A(P, z(n)) dans les dfinitions ci-dessous.

DEFINITION 1.3 Une suite de points est diteequirepartiesi pour tout interval P € Z,, on a
n

A(P).

La notion de dis@pance dtoule directement de cetteerel”

DEFINITION 1.4 Soit une squencer d’au moinsn points dand®. La discriépanceD; (z) est une
mesure de la non-uniforngtdex restreintea’ sesn premiers points (voir figure 1.3) :

@) D) = sup W —\P)|.

La détermination de cette grandeur revienthercher l'intervalle anera I'origine qui contient la
densi€ la plus anormalement faible @le\€ée de points comparativemeason volume. |l est clair que

0<Dl(x)<1

et que plus la disepance est petite, plus lagience est uniforme. Cettefdiition, énon&e pour une
séquence en dimension quelconque, correspond areffibrmué en page 4 dans le cas du eaunriig.
La question du calcul et ded¥Valuation de bornes pour la dispdnce d’'uneexjuence constitue le sujet
principal de ce travail.

REMARQUE 1.5 Dans une partie de la légtature francophone sur le sujet, ainsi que dans le titre
de ce documentD’ (z) est appede discépancea I'origine. Cependantetant done notre utilisation
récurrente de ce terme, il nous a parefprable d’opter pour lagliomination simplifte dediscépance
afin d’alléger la pesentation.

2La définition correspondanteud’on se limite aux intervalle® € 7> estéquivalentea celle-ci.
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CHAPITRE 1 LEQUIREPARTITION DES £QUENCES

Comme suggfé dans l'introduction, la disepance n’est pas la seule grandeur susceptitdtred’”
utilisée pour caraetiser la non-uniformé’d’'une €quence. Cependant, il se trouve qu’'elle est im@au’
dans un domaine d’'application (la simulation de quasi-Monte-Cadsgn€e au chapitre 3) justifiant
I'int'erét particulier dont elle jouit depuis une trentaine d'ees.”\Voici anmoins les mesures alternatives
les plus courantes de non-uniformit”

DEFINITION 1.6 Ladiscrepance exémeD,, (x) d'une £quencer d’au moinsn points dang® est
donrée par
A(P, z(n))

n

Dy(z) = sup - )\(P)‘ .

PET,
DEFINITION 1.7 Ladiscrépance isotropd, (x) d’une gquencer d’au moinsn points dang® est

donrée par

A(C,z(n))

n

Ju(x) = sup — ()

CECS
ou C, est la famille des sous-ensembles\eores dd* et \, désigne la mesure de Lebesgue d&hs
Niederreiter a mon& [Nie72] gu’il était possible de restreindre le supremum ci-deasuscertain sous-
ensemble dé;.

Il decoule directement de cesfiitions que pour toutessjuencer d’au moinsr points dansg®, on a
0 < Dj(x) < Dp(x) < Jp(z) < 1.
De plus, on a pu montrer les relations suivantes :
THEOREME 1.8 (Kuipers et Niederreiter [KN74])Pour toute 8quencer d’au moinsn points dans
le cube unié I¢, on a
D;y(x) < D(x) < 2°Dj(x).
THEOREME 1.9 (Niederreiter et Wills [NW75]) Pour toute 8quencer d’au moinsn points dans le
cube unié 7, on a
Dp(z) < Ju(z) < 45Dy (2)]"/2.

Le résultat suivant fournit un lien sugptientaire entre ¢quirpartition d'une suite et les ddfentes
discBpances effinies ci-dessus :

THEOREME 1.10(Kuipers et Niederreiter [KN74])Si 2 = {z!,22,...} est une suite de points
dansI®, alors les propositions suivantes séquivalentes :
1° la suitex estéquirepartie ;
2° limy, o Di(z) = 0;
3 limy_oo Dp(z) = 0;
4 lim, o0 Jp(z) = 0.

La disceépance (3) peuttie vue comme la normE>® de la fonctiondisciépance localequi associea’
tout intervalleP € 7} la valeur

@ AP 3(n)

n

- A(P)

Si I'on préfere utiliser la normé?, on obtient une nouvelle mesure de non-unifoemit”
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1.3 LES CAS ABORDABLES

DEFINITION 1.11 La discrépance caige moyennd*(x) d’une €quencer d’au moinsn points
dansI® est donee par

ciN A(Pz(n)) 2 ol?
(5) T (z) = [ /P » (771 A(P)) ip
On a clairement
(6) 0<T)(x)<D(x)<1.

1.3 Les cas abordables

1.3.1 Endimension un.ll est clair que pour = {z!,... 2"} C I*, les valeurs de la disepance
D} (z) et de la discgpance exefe D, (z) ne ddpendent pas de I'ordre despoints dans laefjuence.
De plus, en dimensiorn = 1, ces grandeurs sont facilagalculer :

THEOREME 1.12(Niederreiter [Nie72])Pour une équencer = {z',... ,2"} C I avec

0<at<...<a" <1,

ona
1 21 —1
* _ = i
Dn) = ot 1220 2n ‘ '
THEOREME 1.13(Niederreiter [Nie92])Pour une 8quencer = {z!,... ,2"} C I avec
0<az'<...<a" <1,
ona

1 j . j .
D, (z) = — + max (i - xl> — min (i — xl> .
n 1<i<n \n 1<i<n \ n
1.3.2 En dimension deux.De Clerck [Cle86] a pwetablir une formule relativement similaire pour
la discépance desesjuences: = {z!,... , 2"} C I? dont les composantes sont distinctiess,
zh # 2l etal, # 23, pour toutl <i < j < n.

Bundschuh et Zhu ont simpldiet grérali®€ cette formule au cas desgiences ne satisfaisant pas
forcément cette contrainte :

THEOREME 1.14(Bundschuh et Zhu [BZ93]Soit une 8quencer = {x!,... ,2"} C I* dont les
points ontete préalablement tés dans I'ordre croissant de leur praé&m composante :

0<zi <---<al <1.
On se donne la paire de points auxiliairé = (0,0) etz"*! = (1, 1). Maintenant, pour chaque

indicei € {0,... ,n}, on note{¢?,... £} la sequence obtenue eaardonnant le sous-ensemble de
secondes composantgs), . .. , 5, 257!} de mangrea satisfaire

0=g<g < <g<g=1
Avec ces notations, on a

)

k A
i+1¢ck+1
——x7 g

b
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CHAPITRE 1 LEQUIREPARTITION DES £QUENCES

1.3.3 En dimension quelconqueDans le cas géral, le calcul de la disepance est unethe
réepuge tes difficile. Il a pourtaneté montg (voir Niederreiter [Nie72]) que le prafiie est disatisable
et résoluble en un nombre fini efapes. Malheureusement, la complexigs difErents algorithmes
connus crd de manére exponentielle avec la dimension (voir chapitres 5 et 8). Par ailleurs, la déficult”
du probEme est telle que I'on se contente souvent de bornesiénifes et sugrieures sur la disepance
(voir chapitres 6 et 7).

En revanche, il se trouve que la digpeince cagé moyennd;(z) se laisse facilement calculer dans
n’'importe quelle dimension :

THEOREME 1.15(Warnock [War72]) Pour une équencer = {z!,... ;2"} C I*,ona

(T;{(CC))Q =37°— ﬁi f[ (1 —I—:cﬁl) (1 —acfj) + n—giiﬁ <1 — max {xﬁl,xfl}> .

i=1 d=1 i=1 j=1d=1

La formule de Warnock montre que la dispence cagé moyenne d’'unesgjuence de points peut
étre calcute enO(n?) opérations. Retravaillant le dernier terme de cette expression, Heinrich [Hei96] a
obtenu un algorithme e (n(log n)*). Hélas, comme le laissaie@ supposer sa complegithéorique,
les exEriences numriques de Heinrich onexélé qu'en dimensiorelevée > 8), sa n€thode n'est
pas plus performante que I'approche directe. D'autre part, se fondant sur une analyse de @mplexit’
détaillée, Matoséek [Mat98] a mont'que I'algorithme de Heinrich n’estellement plus efficace qu’une
application directe de la formule de Warnock que pour @ggishces comprenant au mo#ffspoints.

1.4 Quelques Esultats asymptotiques
Les théomes 1.12 et 1.13 impliquent que pour towggueence: den points dans l'intervalle urgd

« 1 1

Dy (x) > o et Dp(z) > -

On remarque que ces bornes sont atteintes pouedaesice dfinie dans l'introduction par (1) et
repesenge sur la figure 1.2. Il existe donc desysiences finies danhselles queD,, (z) = ©(n~!). Par
contre, le tlkoEme suivant montre qu’il n’existe aucune suitdand pour laquelleD,,(z) = O(n 1)

pour toutn > 1:

THEOREME 1.16(Schmidt [Sch72])Il existe une constante > 0 telle que pour toute suite dans
l'intervalle unite 7, on a

logn

D,(z)>c

pour une infinié de valeurs de.

La meilleure borne connue pour la valeur de cette constante est0.12 (Bé&jian [B&j82]). En
utilisant le tréoeme 1.8, on obtient uresultat correspondant pour la dispeince d'une suite quelconque
dans l'intervalle uni”:

1 P
Dy (x) > 0.06 osn pour une infini€’ de valeurs de.
n

Ainsi, il n’existe aucune suite pour laquelle la dispance dérat plus rapidement qué (17! log n).
Cependant, on conrtalepuis longtemps (voir van der Corput [vdC35]) des suitesquizs® exactement
ce taux (voir section 4.1). En dimensien= 1, on conn#& donc des suites psentant la plus rapide
décroissance possible de la disgahcea’une constante ps. La meilleure suite connue dans l'intervalle
unité est une suite de van der Corpengralige proposé par Faure [Fau81] (voir¢oieme 4.6).
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1.4 QUELQUES FESULTATS ASYMPTOTIQUES

THEOREME 1.17(Schmidt [Sch72])Il existe une constanté > 0 telle que pour touteéguence
de pointsz = {z!,... ,2"} c I?,ona
, logn

D;(z) > ¢ m

Géréralisant en dimension quelconguiées suites donggs pour = 1 par van der Corput [vdC35],
Halton [Hal60] a proposune famille de suites satisfaisaft(z) = O(n~!(log n)*) (voir section 4.2).
Ces suites ont ensuit#€ adaptes par Hammersley [Ham60] de mamgid engendrer desguences de
taille n pour lesquelled; (z) = O(n~*(logn)*~1) (voir section 4.3).

Considgrons maintenant leesultat fondamental suivant :

THEOREME 1.18(Roth [Rot54]) Il existe une constant®, > 0 ne ependant que de, telle que
pour toute gquencer = {z!,... 2"} C I*,ona

(log n)(s—l)/Z

D’;’kl(w) > Bs
n

On aégalement une promt correspondante pour le cas degquences infinies :

THEOREME 1.19(Roth [Rot54]) Il existe une constant®, > 0 ne cependant que de, telle que
pour toute suitec = {z!,22,...} C I°,ona

i) > B, dosm

pour une infinié de valeurs de.

On remarque qu'il existe uacart frieux entre la minoratiof(ri ! (log n)(*~1/2) du théoeme
1.18 de Roth et la majoratiof(n~! (logn)*~1) sur la discepance desesjuences de Hammersley. Pour
les €quences finies en dimensien= 2, cet écart aett combg par le tkoEeme 1.17 de Schmidt.
En revanche, pous > 3 I"equivalent de ce pas supphentaire esa I'etat de conjecture depuis une
guarantaine d'arggs :

CONJECTURE 1.20 Il existe une constant®; > 0 ne ependant que de, telle que pour toute
sequencer = {z!,... 2"} C I*,ona

1 s—1
D) > B, B
n
Cette affirmation semble particaliément difficilea’aborder, mais il est commement admis qu’elle
est sans doute vraie. Un pas, qualitativement important, dans cette direetéofianchi Ecemment par

Baker :

THEOREME 1.21(Baker [Bak99]) Il existe une constant8, > 0 ne cependant que de, telle que

pour toute gquencer = {z!,... 2"} C I° avecs > 3 etn > ¢, 0na
(s—1)/2 1/(2s—2)
D' (z) > B. (logn) loglogn '
n logloglogn

Notons€galement que, pour une suite partietdi en dimensior = 2, Faure et Chaix [FC96] ont
réussia démontrer quer—!(logn)? est bien I'ordre exact de la dispance. Il s’agit de la suite de Faure
correspondante (voir section 4.5), mais on pegdélément la voir comme une certaine suite de Sobol
(voir section 4.4) ou encore comme une construction de Srinivasan [Sri78].

REMARQUE 1.22 Le théoEme 1.18 n'est qu’un corollaire. En fait, aestiltat aet établi par Roth
pour le cas de la disepance cagé moyenng;’ (z), puis dduit pour la dis@panceD; (x) en utilisant la
relation (6). De plus, abordant le prelohe par I'autre exémmite, Roth aegalement monér[Rot80] qu'il
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CHAPITRE 1 LEQUIREPARTITION DES £QUENCES

existe des squences permettant d’obterljf (z) = O(n~'(logn)*~1/2). Ainsi, pour la discepance
carée moyenne, les bornesanféures et sugrieures coicident. Une construction explicite deiences
finies satisfaisan* (z) = ©(n~'(logn)*~1/2) a ét récemment propes par Chen et Skriganov
[CS]. En revanche, dans le cas deq@énces infinies, des constructions explicites ne sont connues qu’en
dimensions = 1 (voir Proinov [Pro83], ainsi que Chaix et Faure [CF93]).

Il a égalemeneté monte que, pour toup > 1, il existe des constructions ggéntant exactement les
mémes propetés pour la dis@pance moyenne obtenue en prenant la naihéela place dé.? dans la
définition 1.11. Cette gréralisation est due aux travaux de Schmidt [Sch77] pour la boreeénfe et
de Chen [Che80] pour la borne ®rEure.

Ces Esultats, ainsi que ledoieme 1.21, montrent qu'il se produit un saut lors du pasadge&orme
L*> et donca la disceépanceD; (z) (d’aprés la conjecture 1.20, il s’agiraitemie d’un saut important).
Tout ceci indique que la disepance locale (4) est faible pour la majerdés intervalle® € 7, mais
gu’'elle est mcessairement d’'un ordre de grandeur glies€ pour au moins I'un d’entre eux.

Partant d’'un point de vue totalement @ifént, un esultat important sur la taille de certainexjgsénces
optimales de points et obtenu 5 Ecemment.

THEOREME 1.23(Heinrich, Novak, Wasilkowski et Wariiakowski [HNWW]) Pour tout choix de
d € (0,1/2), on noten(s,d) la cardinalie de la plus courteégjuence dans le cube unit* ayant une
discrépance iririeure ouégalea d. Cette taille minimaley(s, d) crait linéairement avee et au pire de
mangre quadratique aved .

Malheureusement, la preuve de esultat est bas sur des arguments probabilistes et non sur une
approche constructive. Le prahe de la ghération des esjuences optimales reste donc entier. Les
résultats d'une exgrience pesenge dans la section 8.5.4 semblergme indiquer que la construction
de ces ensembles minimaugagssitera probablement lev&loppement de techniquesespiques.

1.4.1 Les gquences d@atoires. Kiefer aétabli quelqueseasultats sur la distribution asymptotique
de la discepance d’une suite @htoire de points en dimension quelcongue

THEOREME 1.24(Kiefer [Kie61]) Si 2 = {z',2%,...} est une suite de variableséaltoires
indépendantes et identiquement distébs selon la loi uniforme dans le cube @dit, alors on a

V2n D (a)

limsup ———=—— =1 p.s.

n—oo +/1oglogn
D’autre part, pour touts > 0, il existe une constante> 0 cependant uniquement deet des telle que
Prob(v/n D} (z) <u) > 1 - ce~2=9%* pour toutu > 0.

Ces Esultats montrent que la diggance d'une suite editoire @crat approximativement comme
O(n~'/?). De plus, le comportement est similaire pour l'esgrice de la disegance cagé moyenne
d’'une suitex de variables @atoires indpendantes et identiquement disteba’selon la loi uniforme
dans le cube urstl® (voir par exemple Halton [Hal72] ou Morokoff et Caflisch [MC94]) :

. 1/2)° — (1/3)*
) B [(may) = 2O

n
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CHAPITRE 2

La méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo compte sans doute parmi les outils les plus puissants et les pss utilis”
par I'ingénieur d’aujourd’hui. Sabrnatiguement, le principe de base consiste en l'utilisation du hasard
pour aborder Btude d’'un proldime dterministe. Il s’agit d’'une approche parti@riément flexible et
pos€dant un champ d’'application egtriement large. Elle est I'un des piliers d’'une discipline tirant
pleinement parti de la puissance des ordinateurs actuels : la simulationethada’de Monte-Carlo
est utilige avec suas depuis plus d’'un demiegile dans des domaines aussi @arijue la physique,
I'analyse nunetique, la statistique, la chimie, la finance et la rechercteratipnnelle. Elle est mhe
devenue quasiment incontournable dans I'approche de certaingmedlen dimensioelévee et pour
I"evaluation de moelés stochastiques complexes.

Le probEme gréralement utilie’pour illustrer la puissance de lathode de Monte-Carlo est celui
de l'intégration nurefiqué. En dimensiorns = 1, les formules de quadrature classiques comme celles du
rectangle, du trage ou de Simpson, permettent d’approcherdgméle d’'une fonction par une somme
poncErée de ses valeurs prises en @iffhts points. Consalons par exemple la formule du tege dans
le cas particulier d'une iegrale sur I'intervalld0, 1] et d’'une subdivision ek parties (voir figure 2.1) :

[roa=i(r(5) ()

FiG. 2.1. lllustration de la formule du traze pourk = 5.

Cette n€thode ecessite Evaluation de la fonctiorf enn = k + 1 points. Pour une fonction deux
fois continiment diférentiable sujo, 1], on peut montrer (voir Davis et Rabinowitz [DR84]) que I'erreur
d’approximation @crat commeO(n~2). La géréralisation de cette approche en dimension quelconque
s par le produit cadSien des subdivisions de ce type condutla consigration d’'une grille de taille
n = (k + 1)° et garantit une ecroissance de I'erreur @d(n~%/*). Ainsi, le nombre de points requis
pour assurer une certaineggpisiona une approximation par laetfiode du tragze multidimensionnelle
croit de mangre exponentielle avec la dimension. Il est comamant admis que ce phonene (qui se
reproduit en partant de n'importe quelle formule de quadrature unidimensionnelle) rend cette approche
impraticable en dimension> 5.

!Notre p€sentation se limita tette application dans le cas particulier d’unegnéle sur le cube umif™.
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2.1 UTILISATION DE L'AL EATOIRE

2.1 Utilisation de I'aléatoire
Soit f : I* — R, une fonction inégrable sur®. On consi@re le probéme du calcul de l'irggrale
(8) j f(t)dt.

La méthode de Monte-Carlo est lmsSur une observatiores simple. Sk est une variable ehtoire
uniformément distribee dans le cube ueit’® (on notez ~ U(I®)), alors 'esgrance de la variable
aléatoireM = f(z) estégalea la valeur de cette iagrale :

EQN) = B(f() = [ f@)ar

Cette transformation revierd remplacer le probihe du calcul d'une iegrale par celui de
la détermination d'une espance. Maintenant, considint n variables atatoiresa,... 2" i.i.d.
(indépendantes et identiquement distaba)U (I*) et utilisant le principe statistique de base consistant
a estimer I'espfance d'une variable @ditoire par la moyenne d'wechantillon, on dfinit I'estimateur

1< ;
(©) M= D16,
Il se trouve quell, est un estimateur non biaisle I'intégrale (8) :
1< ,
B(My) == 3 B (/) = BOM) = | (@),
=1

On a donc lapproximation de Monte-Carlo

(10) LSt~ [ fdt avecs,... a"iid. U(EY).
i r
De plus, si lavariance de la fonctiorf
1) 7 = [ (70 - BOn)d
est finie, on obtient
(12) Var (M,,) = 1 iVar(f( ) = o
"2 — =,

comme variance de I'estimateur de Monte-Carlp. Pour de grandes valeurs dele théoEme central
limite peut alorsetre invoqe. Il permet de construire un intervalle de confiance du type

g
(13) [Mn 21 a2 m]
avec couvertura {1 — «)% pour l'integrale (8), @'z _,/, est le quantile d’'une loi normale cee&”
réduite. Le fait remarquable qui a fait toute la poputade la nethode de Monte-Carlo est que la taille
de cet intervalle éérat commeO(n~1/?) indépendamment de la dimensienNotons qu’en pratique,
la valeur des doit géréralementfre estinee.

L'histoire « officielle » de cette technique ne commence qu’en 1949 avec la publication d’un article
de Metropolis et Ulam [MUA49]. En effet, leedbut de son utilisation intensive date de cetpodue,
mais I'approcheetait en fait @ja connue et applig€ depuis bien plus longtemps (voir Tuffin [Tuf97]).
Les ouvrages de Bratley, Fox et Schrage [BFS83], Fishman [Fis96] et Ross [R0s97] s@fédmres
classiques msentant diverses extensions et variations relatidassimulation de Monte-Carlo.
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CHAPITRE 2 LA METHODE DE MONTE-CARLO

2.2 Simulation du hasard

Un point crucial pour une bonne mise en ceuvre de édhode de Monte-Carlo est la qualitie
la source de hasard utiéie. En effet, I'emploi d’'urechantillon de points apparemmen¢aidire, mais
présentant en fait (de mase sous-jacente) de mauvaises pretps, peut mene des €sultats incorrects
(voir Paskov [Pas97] ou Tezuka [Tez98] pour une illustrationeeixpeéntale).

En sa qualit”de technique magmatique gourmande en calcul, l&tihdéde de Monte-Carlo seqie’
naturellement’une mise en ceuvre informatique. Cependant, I'ordinaggant ‘une machine purement
déterministe, donc a priori non come pour engendrer un comportemergadbire, on voit poindre les
premeres difficulEs. De plus, les difffentes tentatives d’utilisation d’'une source de hasard externe issue
d’un processus physique n'ont paig concluantes. C’'est ainsi que de nombreux ie@dticiens se sont
tourrés vers le prol@me de Issimulation du hasardc’esta-dire de la ghération d’'un processus ayant
uniguement I'apparence de l&dfoire a partir de moyens exclusivemergtdiministes. On parle alors de
gérérateurs de nombrgmseudo-datoires Une telle entreprise requiereanmoins uneefinition claire
du but poursuivi,a savoir une caraetisation suffisamment pcise du concept deeglience &atoire.
Cette prob¥matique est bevement aboreg dans la section 2.2.1. En guise d’introduction, citons la
célebre éfinition en ce sensrion&e par Lehmer [Leh51] :

« Une €quence aatoire est une notion imgecise couvrant l'ide d’'une sguence dont
chaqueelément est impossibla pévoir pour un non-inig” et passant un certain nombre
de tests statistiguesegéndaneventuellement de I'usage pour lequel elle est destin”

La plupart des gens jugeraient sans douteushce
{0.537,0.117,0.836, 0.402,0.966, 0.271,0.187,0.608, 0.727,0.343}

plus « aléatoire» que celle-ci :
{0.000, 0.200, 0.400, 0.600, 0.800, 0.100, 0.300, 0.500, 0.700, 0.900}.

Cependant, du point de vue de lathie des probabilts, ce sont deweslisations rigoureusement
équiprobables de I'exgrience consistard ¢gerérer une squence de0 variables adatoires i.i.dU(I).
Pourtant, bien gu’elles couvrent toutes deux le domaine deeresatisfaisante, la seconde piatadp
« lisse» pour étre le fruit du hasard. &¥ralement, comme Lehmer le s@gg, ce genre d’intuition se
laisse formaliser sous forme de tests statistiques.

2.2.1 Les suites @atoires. Qu’entend-on vraiment pauite abatoire? Plus pecig€ment, que peut-
on raisonnablement s’attendaeobserver en consédant une suite desdlisations de variablesesdfoires
i.i.d. U(I)? Cette question ene irévitablement’'des consiefations d’ordre rataphysique sur la nature
du hasard.

Le sujet peoccupait €ja certains masahaticiens du ebut du secle, mais il se trouve que ladbfie
moderne des probabiis” est construite de mame a éviter scrupuleusement cetueil, ramenant la
guestiona’ des notions gférales comme celles de distribution et dépéhdance. Pourtant, bien qu'il
soit essentiel de savoir geiser avec quelle probabditiine configuration dome” est cere se produire
dans le cadre d’'une egpgénce stochastique, il est regrettable dgliger le fond du prolgme consistant
a caracattriser un comportementestoire.

Bien 4ir, le hasard est par essence insaisissable, mais ieastmgins possible diioncer quelques
caraceristiques minimales gu’une suite de variablesatdires i.i.dU (1) doit nécessairement esenter :
1° une grande immdictibilité ;
2° certaines propetés déquigpartition.
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La formalisation de ces concepts est une question pagremtient dlicate ayant fait I'objet de
nombreux travaux. Un compte rendu accessible et relativenretatlld du sujet est disponible dans
I'ouvrage de eférence de Knuth [Knu69]. Il s’agit essentiellement d’une sgathde certainesultats
fondamentaux de Church, Kolmogorov, Loveland et Schnorr (entre autres).

Schématiquement, la caragisation finale (R6) msenge dans [Knu69] stipule qu’une suite petre
qualifiée d« aléatoire» si elle satisfait la propeté d’équipartition (a&finition 1.3) pour une certaine
famille infinie de sous-suites infinies de la suite coasd. La principale difficut’consistea définir une
famille qui soit assezey¥rale pour assurer I'impdictibilité et I'équigpartition de la suite, mais qui
soit également suffisamment restreinte pour que la notion etewdfe pas dans I'ceuf, c’eatdire qui
garantisse leur existence (en choisissant par exemple comme famille I'ensemble de toutes les sous-suites
infinies, on arrivea’la conclusion gu’aucune suiéealéatoire» n’existe).

2.2.2 Les @nérateurs pseudo-adatoires. Les ggrérateurs pseudo-eatoires les pluspandus sont
bags sur la mmthode degongruences lgairespropo€e par Lehmer [Leh51]. En partant d'germe
quelconque! € {0,... ,m}, la quencey’, y?, ...} est grérée suivant la relation decurrence

(14) y' = (ay™ ' +¢) mod m,

ou a, m et c sont des entiers noregatifs appeals respectivememultiplicateur, moduleet incément

Lorsquec = 0, on parle d'un gnérateumultiplicatifa congruences ligaires Il est clair que lasquence
engendee par (14) estgriodique et que la longueur de cettripde est au maximumgaleam? Dans

tous les cas, on espe que lasfuencer = {2', 22, ...} définie par

présente des caraxtStiques proches de celles d’une suite de variabésaites i.i.dU (). Le choix des
parangtresa, c etm permettant d’atteindre ce but est partiendiment @licat. Nanmoins, les proptés
théoriques de la mthode onefé largemenetudiées et I'on dispose de technigueréuees permettant
de tester les paragtres utili€s (voir Knuth [Knu69] et Niederreiter [Nie92]).

Un exemple de grérateur multiplicatifa’ congruences lggires ayant eu son heure de gloire est
donreg par les parasetiesa = 16 807 etm = 23! — 1 (voir Bratley, Fox et Schrage [BFS83] ainsi que la
figure 3.1). Cependant, ilet& mis enevidence depuis (voir LEcuyer [L'E94]) que cegrateur est en
fait de quali€ médiocre et que son usage est par eguEnta proscrire.

Il existe de nombreux autres types dengrateurs pseudo-edtoires susceptibles deegenter de
meilleures propefés, notamment une plus longuerpde (voir L'Ecuyer [L'E98]). Citons par exemple,
les ggrérateursa congruences lisaires multiplegjui sont bas$ sur deseturrences du type

y' = (g 4+ agy”™") mod m,

ou k est apped’ordre du gérérateur. Pluse¢emment, on s’esgalement irdfesg’a des ghérateurs
faisant intervenir plusieursecurrences lieaires multiples : les ayérateurscombifis a congruences
linéaires multiples Par exemple, le gférateur MRG32k3a de L'Ecuyer [LE99] (cons@d dans les
expériences numriques des chapitres 7 et 8) combingérérateurs d’ordré de la mangre suivante :

y' = (14035802 —810728%3) mod (2% — 209)
2 = (52761221 —1370589273) mod (232 — 22853)
(15) - (y* — 2%) mod (232 — 209)
232 — 209

2En pratique, les choixn = 232 et (du nombre premieny, = 23! — 1 sont particulérement courants car ils peuvent
permettre (suivant la valeur des autres pates) d'assurer uneepode relativement longue et une mise en ceuvrésits.
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Il s’agit d’un gérérateur rapide, facilement ingatientable, degriode2”! et ayaniet soumisa'des tests
statistiques exigeants jusqu’en dimensidn

2.2.3 Les tests.Revenons quelques instants sur ddikition R6 (voir section 2.2.1) du concept de
suite« aléatoire». A priori, on pourrait esprer s’en servir pour homologuer ou invalider wenérateur
pseudo-aatoire dona. Malheureusement, cettefdiition n’est d’aucune utilé’sur ce point, car elle ne
s'applique tout simplement pas auxgsiences finies. On en revient dantapproche plus pragmatique
de la dfinition de Lehmer (page 15). Dans cette optique, un Emémteur pseudo-aditoire produit
une €quence ne pouvaetre, en un temps limgt disting@e d’une squenceeéllement aatoire. Le tri
s'effectue sur la base de tests d'uniforendtf d'indEpendance. Notons que d'un certain point de vue, cette
approche tient de la schizopmie. En effet, elle revierd fester si uneexjuence que I'on sait purement
déterministe, pfiodique eta’ valeurs dis@tes est en fait aktoire et continue. En d’'autres termes, on
évalue une hypottse que I'on sait clairement faussesde @&part. En revanche, elle tieagalement du
bon sens : si una@¥rateur est capable de duper une batterie de tests statistiques sopbijstigyeut
raisonnablement penser qu'il simule relativement bien un comporteeliement aatoire.

Un gérérateur pseudo-editoireetant par natureetérministe et efiodique, si suffisamment de temps
est misa disposition, il sera toujours possible de construire un testifigle pour lequel iechouera
lamentablement. Par contre, laethdde de validation en temps fingmonig€e pour un ghérateur dona’
consiste en I'exigence d’'une suite de nechécsa differents testsapues difficiles. Une telle approche
ne permettra jamais de prouver que éayateur en question est parfaitement fiable pour la simulation ou
la méthode de Monte-Carlo, mais chaque testssi augmentera un peu la confiance qu’il nous inspire.

On distingue essentiellement deux familles de tests : lesttéstsquesqui touchenta’la structure
mathématique sous-jacente dergrateur (@néralement sur toute sa&pode) et les testsmpiriquesui
consicerent le gnérateur comme une e noire et appliquent un test d’hypete statistique aux valeurs
retourrées dans le but d’yateler des anomalies significatives. Ci-dessous, nous ne faisons qu’effleurer le
sujet (en mettantalibérément I'accent sur certaingsultats en rapport avec la dispence) et renvoyons
le lecteura Knuth [Knu69] eta’' L'Ecuyer et Hellekalek [LH98] pour une @sentation approfondie.

Niederreiter [Nie92] a memlune analyse #orique @taillée des ghérateursa’congruences ladires.
Par exemple, dans le cas particulier desggateurs multiplicatifs
y' = (ay*™") mod m
de période maximalen — 1 (avecm premier), il a mont'[Nie77][Nie78] que la dis@pance moyenne
sur tous les modules primitifs* modulom de la €quencer = {2!,... , 2™~} C I® donrée par

) i i+s—1
x’z(y—,...,y >
m m

est de I'ordre d& (m~!(log m)® log log(m+1)) avec une constante negéndant que de Considrant

les @sultats de la section 1.4.1, on en conclut qu'une tedigushce est beaucoup troegtliére
pour imiter le comportement typique d'une suiteeabire. Heureusement, Niederreiter [Nie85] a
également monér'que pour une souggUence de longueut constiti€e d'une petite fraction de
la période, la disazpance obtenue est plus en accord avec nosraspés,a savoir de l'ordre de
O(n~'2(loglogn)'/?). Il s’agit d’'un argument thorique qui renforce le principe empirique stipulant
gu'il ne faudrait jamais utiliser plus qu’une fractioegligeable de lagriode d'un tel ghérateur.

3Pourm premier,a est ditprimitif modulorm si le plus petit\ tel quea® = 1 mod m estégalam — 1. D'ailleurs, pour
m premier, il est cessaire que soit primitif modulom pour que la pfiode du ghérateur soit maximale.
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Un test empirique standard, appe€st duniformi€, consisteaévaluer Iéquipartition d’une sous-

séquencer = {z!,... ,2"} € I obtenuea’l'aide du gnérateura'tester. Soit la fonction de distribution
empiriqueF, (t) de I'echantillonetud@é « :
A([0,¢ -
E,.(t) = M, pour toutt € I.
n

On veut tester I'hypothse nulleH, : « I'echantillon est issu d’une collection de variablesasbires
i.i.d. selon la loiF" ». Dans notre cag; est la loi uniforme

F(t) = t, pour toutt € I.

Considrons maintenant la statistique du test de Kolmogorov-Smirnov
K, = +/nsup|E,(t)— F(t)|

tel
A
— \/ﬁsup ([O,t],(L') _t‘
tel n

Ce test non paraetfiqgue bien connu (voir par exemple Pratt et Gibbons [PG81]) perrsgtlliér
la quali# de la Epartition de n’importe quelag€rateur pseudo-asitoire. De plus, on remarque que cette
statistique de test (dans le cas particulier de la loi uniforme) n'est autre que lapdiace (3) de la
séquencer (on peut donc se servir dugbfeéme 1.12 pour la calculer). Une caugience irgfessante de
cette observation est que pour une suitonstitlée de variables atoires i.i.dU(I), la distribution de
la variable,/nD (x) tend vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

[e.e]
lim Prob(vn Di(z) <t)=1- 22(—1)’?“52’“2’52, pour toutt > 0.
e k=1

Parmi les techniques actuellement ugbs pour Evaluation de gférateurs pseudo-edtoires, le test
spectral(Coveyou et MacPherson [CM67]) est paite la plus efficace. On saie@ depuis longtemps
gue less-uples de valeurs successives d’'weangrateura congruences legires multiples efinissent une
séquence de points dari$ dispogs sur un treillis et qu'il existe des familles d’hyperplans pated”
et équidistants recouvrant I'ensemble de ces points (sur touterlade du ghérateur). La statistique
consicrée dans le test spectral est la distance entre une paire d’hyperplans voisins dans une famille
maximisant cette distance. Plus cette statistique est petite, meilleur estdmigur. @néralement,
afin d’obtenir une eCurié maximale, ce test est successivement applidans un grand nombre de
dimensions, afin d'y efecter d&ventuelles singulagt. L'approche est @nmoins cofeuse du point
de vue du temps de calcul. Par exemple,diestion des paraetres du grérateur MRG32k3a (15) a
nécessit’plusieurs mois de calcul (voir L'Ecuyer [L'E99]). Les meilleures ismpEntations actuelles du
test spectral permettent toutefois d'atteindre des dimensions de I'ordre (&eir L'Ecuyer et Couture
[LCIT7)).

2.3 Discussion

Dans un article aujourd’hui classique, aat’origine du dveloppement de la ethode de quasi-
Monte-Carlo pesenge au chapitre 3, Zaremba [Zar68a] adopte une attituderagirient critique, mais
néanmoins tout fait défendable, faca la méthode de Monte-Carlo. EresUn®, argumentant sur le
fait que malge tous les efforts consentis dans la construction de benérgteurs pseudo-gdtoires, il

“Lillustration la plus classique est celle demgrateur multiplicatif’ congruences lagires RANDU done para = 65 539
etm = 23!, Le cas est tristemenet&bre aujourd’hui, mais cesgérateur afé frénétiguement utilie’dans les are€s soixante,
jusqua ce que I'on s'apeaive qu’en dimensior, 'ensemble des points obtenus sogpaftis surl5 plans parables sitesa
une distancd /+/118 ~ 0.092 les uns des autres. Il s'agit donc d’urgrmauvais gférateur.
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n'en reste pas moins que lesgeiences obtenues sont puremegtedhinistes et valeurs disates. Il
rejette donc en bloc toute I'analyse probabiliste de la section 2.2. Leematlijues ne contiennent en
effet aucun teoEeme justifiant un raisonnement probabiliste tel que la cenatdn de I'intervalle de
confiance (13) s'il est construé partir d’'une sguence ayant seulemdrsir aléatoire quoique cela
puisse vouloir dire.

Par contre, le principe de laatliode de Monte-Carlo consistam@approcher I'inégrale (8) par la
moyennel,, (9) des valeurs prises par la fonction en @liffhts points suffisamment bien distiisu”
n'est pas contest’En effet, pour toute fonctiofiintégrable au sens de Riemann, il suffit quedgugnce
r = {z', 22,...} soitéquigpartie pour garantir la convergence

(16) Jm -3 = [ s
i=1 3

D’autre part, neine en supposant valide I'analyse probabiliste dssltats de la @thode de Monte-
Carlo (10), il n'en reste pas moins que les garanties sur I'erreur commise ne sont que probabilistes.
En consiérant deschantillons de points suffisamment larges, il est clair que I'on peut construire un
intervalle de confiance arbitrairemegtrdit. Par contre, on n’aura jamais la certitude que la vraie valeur
de l'intégrale estiraé se trouveaéllement dans l'intervalle obtenu, aussi petit soit-il. Latnode de
Monte-Carlo n’est donc d’aucun secours dans les applicatiesseiigeanteswol’on requiert la valeur
exacte de l'inégrale (8) ou une approximation ass®d une borne eferministe sur I'erreur commise.

Lint'erét majeur de la mthode de Monte-Carleside dans le fait que I'erreur cae'moyenne? /n

(12) asso@ea I'estimateur statistiqué/, décrat lineairement avec la taille de I'eéchantillon considré,
ceci indBpendamment de la dimensieru probEme (en revanche, l'influence de la dimension peut se
manifestera’ travers l'innocente constantg. On notera au passage qu’en pratique, on se permet une
petite entorse en appliquant leetime central limite pour uechantillon de taille finie (dans ce cas,
M, nest qu'approximativement distrieuselon une loi normale). De plus, la valeur deest presque
toujours inconnue et dodtfe estinge ; ggréralement on utilise

.2 1 ; 2

or = Z(f(ml)—Mn) .

n—14
=1

Bien ques? soit un estimateur non bi@sdeo?, il n’en reste pas moins que cette approximation
est une source d’erreur supplentaire (voir Fishman [Fis96]). D’autre part, on a I'assurance que la
considration de lintervalle de confiance (13) est valide pour toute fonction dont la varaastfinie,
ce qui est tes ggréral. Malheureusement, laatiiode de Monte-Carlo ne permet pas de tirer parti d’autres
propriétes de egularig que la fonctiory pourraitéventuellement possler (cette objection eatnuancer
compte tenu de la remarque suivante).

Un ingrédient supm@imentaire couramment utéisén simulation de Monte-Carlo est celui des
méthodes deéduction de variancévoir Bratley, Fox et Schrage [BFS83], Fishman [Fis96] et Ross
[Ros97]). Correctement appligas, ces techniques strent tes efficaces et permettent dedtire
'erreur carée moyenne (12) d'un facteur constant. En revanche, leur utilisation ne change ldaen °
décroissance ligéire de cette erreur cag’en fonction de la taille dedchantillon.

En résung, la néthode de Monte-Carlo pasdé des avantages :

> elle est tes ggrérale et exemement flexible ;

> son taux de convergence estépgndant de la dimension du pretié ;
> elle fournit des garanties sur I'erreur d’estimation commise ;

> elle a fait ses preuves;
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ainsi que certains incoewients :

>

>

elle fournit des garanties sur I'erreur qui ne sont que probabilistes ;
elle ne permet pas d’exploiter legéntuelles propeiés de egulari€ de la fonctionf ;

sa convergence esteslente; I'erreur dérat comme O(n1/2) (ainsi, en moyenne, il est
nécessaire de multiplier la taille deethantillon considfé par100 pour esgrer €duire I'erreur
d'un facteur10) ;

elle repose engrement sur I'utilisation de nombresealoires ; comme on ne sait pas comment
en obtenir, on se rabat habituellement sur da®fteurs pseudoedtoires, ce qui devrait poser
certains prol@mes de conscience en cas d'analyse probabilisteedaltats ;

compte tenu des sources potentielles d’erreugiiehtesa’sa mise en ceuvre, elle laissera toujours
un doutea l'utilisateur quang’la validig des €sultats obtenus.
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CHAPITRE 3

La méthode de quasi-Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo (chapitre 2) est une technigeetdihtillonnage statistique qui permet,
entre autres, d'approcher la valeur d'unesmile multidimensionnellﬁg f(t)dt par la moyenne des
valeurs prises par la fonctiohen un ensemble de pointemgrés aEatoirement. Cependant, coresidht
I'expression (16), il est clair que la propt& fondamentale que I'on cherchesXploiter en utilisant une
séquence de variableseafoires i.i.d/ (I*) n’est pas son imgdictibilite, mais bien sorduigpartition.
En d’autres termes, la nature stochastique éehi&ntillon ne nous ietesse que dans la mesureale
mene asymptotiquement auremplissage> du cube uni. Cependant, comme l'illustre la figure 3.1 (au
centre) et comme nous I'avongjd ' mentione”au chapitre 1, il existe d’autres suitestetministes, bien
mieux distribes qu’une suite aftoire typique.

FiG. 3.1. Chacun de ces cas contientl 024 points provenant (de gauclzedroite)
d’une suite de variableseatoires i.i.dU(I?) (en fait du grérateur pseudo-@éitoire de
Bratley, Fox et Schrage vaula section 2.2.2), d’'uneeguence de Hammersley en base
(voir section 4.3) et d’'une grilleaguliére 32 x 32 (obtenue par simpleggéralisation de
I'expression (1) en dimensiaz).

Un simple coup d'ceid la figure 3.1 (partie de gauche) suffimettre ereVidence la radiocre qualig”
de la distribution d'une suite editoire typique. En effet, par sa natureme {.e. l'independance entre
les différents points dont elle est conséf); une telle ejuence @sente de nombreuses singuksit”
certaines egions contiennent d’importants amas de points, alors que de larges zones resgegrnenti’
vides. Cela se traduit par une digpeince asymptotique &(n/2(log log n)'/?) (voir section 1.4.1),
alors que I'on conn&des €quences bien meilleures pour lesquelles omA(x) = O(n~*(logn)*~1)
(voir chapitre 4).

Signalons au passage que dans le cas des gelpsiéfes (partie droite de la figure 3.1) de= ¥
points obtenues par simplegralisation de I'expression (1) en dimensiofies coordonaés des points
en question sont donc de la formg2k, 3/2k, ... , (2k — 1)/2k), la qualig# de la distribution obtenue
est particulerement mauvaise en dimensiglevée. En effet, Sobol [Sob82] a moatgue pour une telle
grille z, on aD}(x) = %n*l/s. Précisons que le supremum dans &idition de la disogpance (3) est
atteint pour un intervalle vide de la fornfi@ 1) x --- x [0,1) x [0,1/2k).
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3.1 L'échantillonnage ceterministe

Une technique susceptible d’exploiter les prejiis de cesk bonness» suites @terministes est
présente dans ce chapitre. Eesung, il s’agit de remplacer I'approximation de Monte-Carlo

1 E fz)y~ [ f(t)dt avecz!,... z"iid. U(I®),
n < fs
i=1

par I'approximation de quasi-Monte-Carlo
@an - E fl@) = f(t)dt ouz!,... 2" e I® est une sguencea discEpance faible
n < fs
=1
Le déterminisme est la sgificité principale de cette secondethdde ; il se manifeste deux niveaux :

1° sur le choix de lasjuence utiliséz = {2',2%,...};
2° sur l'estimation de 'erreur d’approximation

(18)

TSN IO
=1

Le théoeme 3.1 esa T'origine de la popularé’de la nethode de quasi-Monte-Carlo. Il stipule que
I'erreur (18) est dans le pire des cas proportionnalla discEpance de laegjuencer utilisée. De plus,
étant done”que I'on sait construire deggiences aved)(r) = O(n~!(logn)*~1), on entrevoit la
possibilig d’'une convergenceetérministe asymptotiquement quasgkire en la taille de €chantillon.

Ce Esultat esh’considtera la lumire de la vitesse de convergence probabilist©ém'/2) de
la méthode de Monte-Carlo. Ainsi, endbrie, les performances de leethode de quasi-Monte-Carlo
paraissent extrhement prometteuseselds, on s’apemit rapidement que d’'un point de vue pratique
ces heureuses perspectives sbntuancer.

Commenons parehoncer cegsultat fameux, connu sous le nonirggalitt de Koksma-HIlawkal
a d’abordeté établi par Koksma pous = 1, puis grérali$ en dimension quelconque par Hlawka.

THEOREME 3.1 (Hlawka [Hla61]) Sif : I* — R est une fonctioa variation V' (f) borrée au sens
de Hardy et Krause, alors pour toutéecgience de points = {z!,... ,2"} Cc I,ona

< V(H)D; ().

eSO R IOR
=1

Ainsi, I'erreur d’approximation (18) est dans le pire des egalé au produit de la variatior( f)
(une grandeur qui ne retie que I'irégularig de la fonctionf) et de la diseepancel’ (z) (qui mesure
uniguement la quaktde la epartition de la suence).

L"evaluation de cette borne seumE deux nouvelles questions partiendéiment difficiles :

1° Le calcul de la dis@pance : ce probhe est le sujet principal de ce travail. Malheureusement, on
ne connd actuellement aucun algorithme polynomial (eat s) capable de eferminer ou rafne
de majoret de manere satisfaisant®; (x). Les principaux €sultats classiques sur les techniques
de majoration et de calcul de la dispdnce font I'objet des chapitres 5 et 6, alors que nos propres
contributionsa ces questions sontgeénges dans les chapitres 7 et 8.

2° Le calcul de la variation au sens de Hardy et Krause efinition de cette grandeur eshén&e
ci-dessous, mais la question de stiedmination (ou de sa majoration) n’est gagdiée dans ce
travail. Le sujet esteanmoins discetplus longuement dans la section 3.2.

Ll est toutd fait envisageable d’exploiter I'egjalitt de Koksma-Hlawka l'aide d’une borne sugieure sur la disepance.
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La définition de la variation au sens de Hardy et Kraligg) d’une fonctionf : I* — R requiert
l'introduction de quelques notions et notationglpminaires. Ainsia tout ensemble deséquences (de
nombres eels) de la forme

0=2) <z <---<z’=1,pourtoutj € {1,... s},

on associe la partitio® (en intervalles) du cube ueit® donrée par

S
P = P:H {z;.j,zjl.ﬂj) :0<id;<nj, Vjedl,..., s}
j=1

De méme,a tout intervalle
H ).pj) C I,
on fait correspondre la somme alteen”

1 1
= Z Z (_1)61+---+es f(p?,... ’pgs)'

e1=0 es=0

DEFINITION 3.2 Pour toute fonctiory : I* — R, savariation s-dimensionnelle au sens de Vitali
V) (f) est donee par

VE(f) =sup > |A(f,P)]
PepP

ol le supremum est pris sur toutes les partitifhde P possibles. Si la granded*) ( f) est finie, alors
f est ditea variation borrée au sens de Vitali

Cependant, pour qu’une telle fonction saitvariation boreé au sens de Hardy et Krause, il faut
non seulement qu’elle soit variation boreé au sens de Vitali, maegalement que certaines de ses
restrictionsa differentes faces dé le soient aussi. Ainsi, pour toyte {1,... , s} et tout ensemble de
composantes < i < --- < i; < s, 0N noteV(j)(f,z'l, ... ,1;) la variationj-dimensionnelle au sens
de Vitali de larestrictiondg &5, ={t€ [’ :tq=1,VYd ¢ {ir,... ,ij}}.

DEFINITION 3.3 Pour toute fonctionf : I — R, savariation au sens de Hardy et Krau$&(f)
est donee par

S
V(f) = Z Z VO (f i1, ... ,i5).
j=1 1<i)<-<i;<s
Si cette quanté’est finie, alorg’ est ditea variation borrée au sens de Hardy et Krause

REMARQUE 3.4 Lorsque la @tivée partlelleat {% est continue surd®, on peut utiliser la
définition suivante pour la variatiostdimensionnelle au sens de Vitali :

B /1 /1 o
o o |0ty Ot

REMARQUE 3.5 Laborne sur I'erreur dore€ par l'irégalie de Koksma-Hlawka est essentiellement
la meilleure possible. En effet, pour toutegsiencer = {z!,... ,2"} C I*® et toute > 0, il existe une
fonction f € C°°(I*) (i.e. indéfiniment contimiment diférentiable suf®) avecV (f) = 1 telle que

Zf f@)at

dty---dts

> D () —e.
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Ce sultat se montre facilement (voir Niederreiter [Nie92]) pour une fonctidéfinie comme suit :
par cEfinition, il existe un intervalle®™ = [0, 3) tel que
A(Pt,z)

- — \(PT)

% e

De plus, il est clair qu'il existe un intervall®~ = [0, «) avecO < a; < 3; et(f; — o) < €/(2s)
pour toutj € {1,...,s} tel queP™ \ P~ ne contient aucun point de Pour toutj € {1,... ,s}, soit
f; + I — I une fonction non croissante iefiiiment continment diférentiable suf telle que

1 pourt; € [0, o],
Bt ={ o beurr € 5
I 0 pourt; € [3;,1].

On peut en dduire que la fonctiorf (t) = H fj(t;) posede la propete énonce.
j=1

Dans le cas d’'une fonction pastant de fortes promés de difErentiabili€ et de continué, notons
gue d'autres ingaligs que celle de Koksma-Hlawka permettent de borner I'erreur (18) par le produit
de deux grandeurs, I'une negéndant que de la fonction et 'autre que dedguEnce (voir Zaremba
[Zar68b], Hickernell [Hic98] et Sloan et Wmiakowski [SW98]). En gféral, ces bornes ne sont pas plus
facilesa calculer que celle de Koksma-Hlawka. D’autre part, pour des domainesgtation autres que
le cube uni¢, Zaremba [Zar70] et De Clerck [Cle81] ont obtenu degyaliés similaires, mais faisant
intervenir la discepance isotrope @inition 1.7) de lasfuence conseaitée.

Dans un registre difffent, Proinov &tabli la borne suivante pour les fonctions continues :

THEOREME 3.6 (Proinov [Pro88])Si f : I* — R est une fonction continue siit, alors pour toute
séquence de points = {z',... ,2"} C I*,ona

I,
E;f(w)—/lsf(t)dt

ou, pour toutd > 0, w(f, o) désigne le module de contingiit

w(f,0) = sup If(y) — f(2)].
y,2€1°
maxje(1,... s} [¥5—2; <6

< 4w(f, Dy (2)'/),

La valeur« 4 » qui appard dans cette expression n’est petite”pas la meilleure possible. Proinov
a ndanmoins dmontg que la constante optimale esttessairement sapgéureal. Ce tréoEme est &5
intéressant d’'un point de vuedbfique, mais vraisemblablement inutilisable en pratigue (du moins en
dimensionelege).

Les inégalies de Koksma-Hlawka et de Proinov font intervenir la diparice dans le calcul d’'une
borne dans le pire des cas. Cependant, comme lillustresigltdt suivant, il estgalement possible de
considcerer le probdme de la convergence de I'erreur (18) dans le cas moyen.

THEOREME 3.7 (Wozniakowski [W@91]) Si I'on noteT*(1 — z) la disciepance carge moyenne
(5) de la £quence syatrique dex = {z!,... 2"} C I® par rapport au centre du cube u@ifi.e.
chaque pointz’ est remplaé par son sytrique 1 — 2%), alors on obtient le &sultat suivant pour
I'espérance du car de I'erreur commise dans I'approximatigh7) sur les processus de Wienéfidis
sur/%:

n 2
B (%wa‘)— Isf(t)dt> = (T;(1 - )",
=1
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Ainsi, dans cette application particeii ('intégration suf® d’une fonctionf issue d’un processus
de Wienet), la moyenne du cagrde I'erreur d’approximation (18) esgale au cag de la disaepance
carée moyenne du syetrique de lasfuence utilisé. Ce esultat caragffise I'erreur moyenne pour une
séquencer fixee et pour une fonctiofi distribuée akatoirement (conforerhenta’ la mesure assa® au
processus). Il est clair que pour I'approximation de quasi-Monte-Carlo correspondante, dfésihie’
d'utiliser une €quence dferministe dont la disepgance cagé moyenne est e@(ri ! (logn)—1/2)
(voir remarque 1.22), plot"qu’'une gquence de variablesealfoires i.i.d.U([*) dont on sait quelle
conduita une convergence bien moins rapide (voir section 1.4.1).

1.00 +
0.75
0.50 +

o,
W G LW

—0.25
—0.50 +

FiG. 3.2. Discrétisation (surl 000 points) d’'une €alisation d’un processus de Wiener
en dimension.

Une Balisation d'un processus de Wiener est une fonction continue, mais qui n’esendiffible
nulle part. D’autre part, la mesure de Wiener est coneensur des fonctions dont la variation au sens
de Hardy et Krause n’'est pas bem{voir Morokoff et Caflisch [MC94]). Banmoins, le tbéeme de
Wozniakowski stipule qu’en moyenne l'iegration d'une telle fonction est facike appghender par
la méthode de quasi-Monte-Carlo (17). Malheureusement, bienifjte < D} (z), 'inegali® de
Koksma-Hlawka ne permet pas d’aborder I'analyse de 'erreur d’approximation (18) dans ce cas. Ces
considcerations illustrent le fait qu’enag€ral le probéme de I'estimation d’'une erreur dans le pire des
cas est intrinsquement plus difficile que dans le cas moyen (voir Traub etnfdéowski [TW94]).

3.2 Discussion

Commenons cette discussion par une critique de la notion de variation au sens de Hardy et Krause
en tant que mesure de l'egularie d’une fonction. Cette grandeur a comnefadit €dhibitoire de ne
pasetre invariante sous des transformatietéientaires comme la sytrie. Par exemple, pour

S

fO=1Ja-t) et g Htj,

Jj=1

on a respectivemenit(f) = 1 etV (g) = 2° — 1, alors que ces deux fonctions sont essentiellement les
mémes (elles ont notamment l&ma in€grale sur®). Bien qu'il s’agisse d’un cas exrie, cet exemple
suggere qu’au-ded du fait détre ou nora’variation boreé au sens de Hardy et Krause, ce concept ne
donne aucune assurance queventuelles propeitts suppimentaires deadulari€ de la fonction soient
refletées. Cette non-robustesse de la notion de variation au sens de Hardy et Krause montre bien qu’en

2Un processus de Wiener en dimensic(voir figure 3.2) est une fonctionestoire gaussienne devariables, de moyenne
nulle et de noyau de covariané&(y, z) = [[;_, min{y;, z;}. Nous renvoyons le lectearI'ouvrage de Bouleau etdpingle

[BL94] pour une pesentation plusetaillée.
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géréral I'inégali# de Koksma-Hlawka fournit une mesure peu esgritative (le plus souvent une large
surestimation) de I'erreur effective (18). En revanche, comme lillustre la remarque 3.5, la borne obtenue
est la meilleure possible dans le pire des cas.

Précisonsegalement que des fonctions non continues simples telles que

1 pourty < tq,
0 sinon

f(t1,t2) :{

ne sont pas Vvariation boreé au sens de Hardy et Krause. Il en est d'ailleurs dmenpour la fonction
caracefristique de n’'importe quelleegion non rectangulaire du cube wnit. Malgré tout, bien que
'in‘egalié de Koksma-Hlawka ne s’applique pas pour une telle fonction,dthode de quasi-Monte-
Carlo converge facilement,eme dans ces caa:I’

Plus gréralement, une conditioreaéssaire pour qu’une fonction saitvariation boreé au sens de
Hardy et Krause est que segentuelles discontin@g soient concerdes sur un ensemblexdmbrable
d’hyperplans orthogonaux aux axes de coor@dm® En ce sens, le concept est donc assez restrictif.
Par contre, il esti'noter que, bien que legéhieme de Koksma-Hlawka ne permette pas de borner
I'erreur (18) pour certaines fonctions simpleggentant des discontined, les formules de quadrature
classiques (comme celle du tem®) ne s’appliquent que pour des fonctions plusieurs fois aongnt
differentiables. De ce point de vue, l&thdéde de quasi-Monte-Carlo regente un progs. En fin de
compte, I'approche la plus permissive au niveau des discoremu@ste encore celle de Monte-Carlo,
car elle est utilisable pour toute fonctionagtable au sens de Riemann dont la variance (11) est finie.

Dans la plupart des cas, le calcul de la variation au sens de Hardy et Krause eathmdes
difficile. Neanmoins, on conmafdes ngthodes permettant parfois d'obtenir des majorations (voir Hua et
Wang [HW81]). D’autre part, de magnié analogue aux techniques @duction de variancevoqlees au
chapitre 2, il est envisageable de reformuler le peoi# de mamirea réduire la variation de la fonction
(voir Spanier et Maize [SM94] et Tuffin [Tuf97]). Finalement, mentionnons le fait que pour certaines
applications, la variation au sens de Hardy et Krause paetmajoee a I'aide de techniques ad hoc
(voir par exemple kcot et Coulibaly [LC98]).

D’un point de vue pratique, en se basant sur de nombreusesiexgés numriques, Morokoff et
Caflisch [MC95] sont arrigsa la conclusion que ni la variation au sens de Hardy et Krause, ni la variance
(11) d'une fonction ne semblent intervenir dans la val@alle’ de I'erreur d’approximation (18). Leur
analyse est foreE sur des simulations de quasi-Monte-Carlo efisesusur un ensembletéfoggne de
fonctions-tests mé#isables analytiquement.€. pour lesquelles il est possible de calculer ou de borner
de manere suffisamment pcise l'inégrale, la variation et la variance). Leurs erphces suggrent
également qu'il estedessaire de congtEr dessthantillons de taille croissante avec la dimension du
probléme pour que l'utilisation desgquences eterministesa discépance faible du chapitre 4 sevéle
clairement peférablea I'emploi d’un ggrérateur pseudo-edtoire.

En théorie, la nethode de quasi-Monte-Carlo pesie deux atouts majeurs : une convergence
asymptotiguement plus rapide que lattndde de Monte-Carlo et la possil@litle calculer des bornes
déterministes sur I'erreur (18). Malheureusement, etat’ actuel de nos connaissances, I'exploitation
de la seconde promt est encore un vceu pieux, car la dig@ance et la variation au sens de Hardy et
Krause sont &S difficilesa calculer. Par contre, sa rapilitfe convergence a d’ores edja €duit bon
nombre d’'anciens adeptes de lattmdde de Monte-Carlo.
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Jusqu'ici les applications sont essentiellement apparues en firfaoiceloy, Boyle et Tan [JBT96],
Paskov [Pas97] et Tezuka [Tez98]), en physig(mir Morokoff et Caflisch [MC93], Moskowitz
[Mos95] et Lécot et Coulibaly [LC98]), en statisticquévoir Shaw [Sha88] et Do [D091]) et en recherche
opérationnellé (voir Fishman [Fis85] et Adlakha [AdI87][AdI92]). Ces diverses exphces illustrent le
fait qu’une simulation de quasi-Monte-Carlo peut converger nettement plus rapitleonetd nethode
de Monte-Carlo correspondante. D'ailleurs, leetpd’'une explication #drique satisfaisant@ Certains
suce@s particulerementetonnants et, plusagéralement, la comptiension du comportement empirique
de la n€thode occupe de nombreux chercheurs.

Par exemple, on a du malexpliquer le fait que Paskov [Pas97] obtienne d’excellezgsltats pour
le calcul d'inggrales en dimension = 360, alors que certainsesultats tBoriques indiquent qu’en
dimensions > 20, a moins d'utiliser une efjuence de &s grande taille, il est peu probable que la
méthode de quasi-Monte-Carlo se monteellément plus performante que son homologue de Monte-
Carlo. Afin de mieux comprendre de telsgulohenes, Sloan et Wimiakowski [SW98] (par exemple)
suggrent des concepts alternatifs comme celui de dimension effective (typiquement, on pense que sur
les360 dimensions des iegrales consiglées par Paskov, une trentaine de variables suffiraieétrire
convenablement la structure de la fonction) ou d’autres grandeurs que la variation au sens de Hardy et
Krause pour mesurer liegularie de la fonctiona’intégrer. De telles approches sont actuellement en
plein ddveloppement et on peut espf qu’'un Esultat tleorique fort permettant dtablir solidement la
méthode de quasi-Monte-Carlo ne tarde p@&snerger.

ParalElement, s’appuyant sur certains acquis de &hmnde de quasi-Monte-Carlo, de nouvelles
techniques de Monte-Carlo ont vu le jour. léidde base de ces approches hybrides est d’appliquer une
perturbation aatoirea une suitea discepance faible, de masiéa pouvoira la fois calculer des bornes
probabilistes sur I'erreur (18) eebéficier d’'un taux de convergence su@ura celui de la rathode de
Monte-Carlo classique. Plusgmi®ment, si la equence utilieé est unt,m, s)-réseau en bade(i.e.
un ensemble de = ™ points dand*® pos&€dant certaines progts déquipartition pesentes dans
la section 4.6) auquel on a applejuhe transformation edtoire (peservant sa structure) propaspar
Owen [Owe97a][Owe97b][Owe98], on obtient un estimateur de Monte-Qdyl¢voir page 14) dont la
variance (12) dérat suivantO(n2(log n)%(*~1) si la fonctiona intégrer est variation boreé au sens
de Hardy et Krause, etemie suivanO(n3(logn)*~ 1) si elle satisfait en plus une certaine condition
lipschitzienne deequlari€. Lorsqu’on les compar@la variance e (n-!) d’une simulation de Monte-
Carlo standard ces taux sont impressionnants mais, en dehors deslsgsdtiries faites sur la fonction,
le nombre de points etessaires avant d'atteindre kegithe asymptotique pewtre particulerement
grand, sptialement en dimensioelé\vée (un(¢,m, s)-réseau en bask n’existe pas pour n’'importe
guelles valeurs de: etb). En vue des applications, une approche pragmatique susceptildedeeria
dimension effective du probie consista épartir les diffrentes composantes en deux groupes : les
variables importantes (qui sont treétSa I'aide d’'une nethode hybride) et secondaires (pour lesquelles
une nethode de Monte-Carlo standard est utdis”Cette technique estwillée dans unatent ouvrage
de Fox [Fox99] (voiregalement Caflisch, Morokoff et Owen [CMO97] et Tuffin [Tuf97]).

En conclusion, la mthode de quasi-Monte-Carlo a sur celle de Monte-Carlo certains avantages :

3|1 s’agit de prob€mes dévaluation de produitsativés habituellement abceda I'aide de la nethode de Monte-Carlo.

“Depuis fort longtemps, la simulation de certains processus physicelSsgEment dones sous forme de solution d’une
equation diférentielle) est abor#a I'aide de la nethode de Monte-Carlo. Pour de telles applications, le passage approche
purement dterministe est moinsvident, mais la convergence du processus etpudgmontee dans de nombreux cas.

SEn statistique bayesienne, la distribution a posteriori peut parfois se ramener au calcul @grederg(r le cube umit”

5Typiquement, il s’agit du calcul de I'espénce ou de I'estimation de la fonction de distribution d’une grandeur (un plus
court chemin par exemple) asseed un graphe orieptdont les arcs ont pour longueurs des variablestalfes indpendantes.

"Sur certains proleines dévaluation d’options eur@gnnes, Tezuka [Tez98] parle d’'un facteapds$sant la centaine.
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> Elle converge plus rapidement. D’un point de vuedhique, ce pbhonene est apparent au niveau
des discepances asymptotiques respectives @gmisnces en question. En pratique, ce fait est
confirmé dans les diverses applications mentises plus haut.

> Elle fournit des borneseatérministes sur I'erreur et non des intervalles de confiance probabilistes.
Hélas, au vu de nos connaissances actuelles, cette gopriometteuse patainexploitable.
C’est réanmoinsa’ce niveau queeside tout le potentietle la néthode.

> Au niveau des euences de poing utiliser, la remarque 3.5 et leseth€mes 3.1, 3.6 et 3.7
désignent un but @cis pour la rethode de quasi-Monte-Carlo : minimiser la degzahce afin de
réduire I'erreur dans le pire des cas (de plusdeégation de bonnes suitagliscépance faible est
un sujet relativement bien nmesé). Cet objectif a le mrfite d'étre limpide et permet déhapper
a toute la prol@matique I€ea la ggrération de nombres editoires rcessaira la simulation de
Monte-Carlo (voir chapitre 2).

Dans les applicationsuotine borne probabiliste sur I'erreur est suffisante, il serait surprenaat qu’”
terme, les rethodes hybrides (lorsqu’elles s’appliquent) ne finissent pas gtaingt la simulation de
Monte-Carlo standard. Par contre, dans les situations plus exigeant@éseoborne dterministe sur
I'erreur est requise, I'approche de quasi-Monte-Carlo reste la seule envisageable. Pour l'instant, son
applicabili# reste suspendue aux pregijui restend accomplira difféerents niveaux :

> |"etablissement de nouveausstiltats teoriques permettant de majorer plus facilement I'erreur
d’approximation (18);
> |"elaboration de techniques efficaces pour le calcul de bornesisupes pour la variation au

sens de Hardy et Krause (ou une simplification de cette notion utilisable dansolértte” de
Koksma-Hlawka) ;

> des algorithmes pour le calcul ou la majoration de la @isance desesjuences utilisés.

8Bien que le tkoeme de Koksma-Hlawka soit relativement ancien, la question de son appliebtlithe poccupation
tres Bcente. En fait, leeVeloppement de la ethode de quasi-Monte-Carlo est eepEndant longtemps conéia’un cercle de
spécialistes qui se sont essentiellemeneiasgsa ses aspectsabfiques. Ce n’est que depuis une petite dizaine dasrfét
la considration de certaines applications en finance) que le domaine s&digment ouvert aux praticiensateurs attentes.
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CHAPITRE 4

Quelques suitesa discrepance faible

Nous savons (voir #eme 1.19) qu'il existe une constanke ne ddpendant que de telle que,
pour toute suite: C I°, D} (x) > B’n~'(log n)*/? pour une infini€ de valeurs de. Malheureusement,
on ne connd’pas de suite pour laquellg’; (z) = O(n ' (logn)*/?) et il est commuafment admis qu'il
n’en existe vraisemblablement aucune. En revanche, on sait construire des suites, que I'osaippelle
a disciepance faible pour lesquellesD: (z) = O(n~!(logn)?). On conjecture queé)(n~!(logn)*)
est I'ordre exact de leur disgpance et qu'il n'existe aucune suiteepentant une etroissance plus
rapide. Ce chapitre se limite la pgsentation de quelques suiegliscEpance faible n’exigeant que
peu de connaissancesesjaliges. Il en existe d'autres, parfois pgg meilleures sur certains erigs,
mais leur @finition reposant sur des disciplines avees (tieorie des nombres, d¢bfie des corps finis,
géometrie alghbrique, etc.), leurtude n'est pas aboed dans ce travail. Toutefois, quelques-unes de
leurs caradafistiques importantes sont diseat dans les sections 4.6 et 4.7.

En vertu du teoreme 1.10, les suitesdiscEpance faible sorddquiparties (au sens de lefitiition
1.3). Elles ont la particulagt’de remplir le cube uretde margte extemement eguliere. Pecisons
gu’elles le font si bien qu'ellegchouent lamentablemeatla plupart des tests destma I'evaluation
des grérateurs pseudoedtoires (voir section 2.2.3) : typiqguement, elles sone@gysuspectes, car
anormalement bien distrilees par un test d'uniforn@tét fortement coalées par un test d'irependance.
D’autre part, il est clair que ces suites ne satisfont pas non plusfiaittbn d'« aléatoire» discuge
dans la section 2.2.1. Ainsi, dans le caderdgal de la simulation, elles ne sont pas destsaux
applications dans lesquelles 'iegéndance entre les points est importante. En revanche, ellesesiaiv’
trés performantes dans le cadre de ktmode de quasi-Monte-Carlo (voir chapitre 3).

4.1 Les suites de van der Corput

Les suites de van der Corput sont des sugtelistEpance faible dans l'intervalle uaif’ = [0,1).
Tout entierb > 2 (un tel nombre est appelinebasg peutétre utili€ pour repesenter n'importe quel
i € N de manére uniqueal'aide d’une suite de coefficients @dg= {0,1,... ,b—1}:

o0
i=> c(i)b"", avece(i) € Z, pour toutk € N*.
k=1
On remarque que les coefficienig:) sont nuls pour touk > 1 + |log, i|), si bien que la somme
ci-dessus est en fait finie. On se sert de cetteasgrtation pourefinir lafonction radicale inverse :

(19) ¢y(i) = > (i) b, pour touti € N.
k=1

On s’aperoit facilement quep, (i) € [0,1) pour tout; € N.

DEFINITION 4.1(van der Corput [vdC35]) Soit un entiér> 2. La suité C, = {2°,2',...} C I
donrée parr’ = ¢, (i) est appedesuite de van der Corplgn base.

!Comme la notation s’en trouve simpéi#; les points sont nuendésa partir de0 au lieu del dans ce chapitre.
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4.1 LES SUITES DE VAN DER CORPUT

EXEMPLE 4.2 En baseé = 3, les premiers points de la suite de van der Corput s’obtiennent de la
mangre suivante (voir figure 4.1) :

i=0 sécrit 0 enbas8 = 2" =¢3(0)=0-3"1=0,
i=1 seécrit 1 enbas8 =— a2'=¢3(1)=1-3"1=1/3,
i=2 sécrit 2 enbas8 =— 2% =¢3(2)=2-3"1=2/3,
i=3 sécrit 10 enbas8 =— 2% =¢3(3)=0-3"1+1-372=1/9,
i=4 seécrit 11 enbas8 — 2% =¢3(4)=1-3"1+1-372=4/9,
i=5 sécrit 12 enbas8 = 2° =¢3(5) =2-3"1+1-372=7/9,
i=6 séecrit 20 enbasd = 2% =¢3(6)=0-3"1+2.372=2/9.
0 1
o 7

O—C
O—0

FIG. 4.1. Lesl3 premiers points de la suite de van der Corput en Base

Certaines majorations et le fait qui& (C;,) = O(n~!logn) sont connus depuis longtemps, mais Faure
a également obtenu desgultats asymptotiquesqmis :

THEOREME 4.3 (Faure [Fau81])SoitCj la suite de van der Corput en bageOn a

b2 .
— ___ pourb pair,
. nD*(Cy) i+ Dlogy POUTOP
lim sup 7logn = _—
— our b impair.
4logb P P

Ainsi, asymptotiquement;’; est la meilleure suite de van der Corput. En d’autres termes, pour la
suitex = (3 et pour tout intervalle® € 7*, on a

nA\(P) —

logn < A(P,xz(n)) < n\(P)+

log n,

2log 3 2log 3

sauf, éventuellement, pour un nombre fini de valeursnd@éjian et Faure onégalement obtenu une
majoration pour la disepance des premiers points de la suite de van der Corput en Base

THEOREME 4.4 (Béjian et Faure [BF77])Pour C», la suite de van der Corput en baggon a

logn

DX ((Cy) <
Dy 2)_?)logQ

+ 1, pour toutn > 1.

En introduisant dans leurefihition une permutation deséments de7, il est possible d’obtenir des
suites en dimensiof présentant une disepance asymptotique plus faible que celle des suites de van
der Corput standard.
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DEFINITION 4.5 Pour une basget une permutation deZ, la suitex = {2°, 2!, ...} définie par

't =) o(er(@)b",
k=1

est appeadesuite de van der Corpuggéralisteen basé.

La suite pesentant la plus faible disspance asymptotique connue en dimendi@st de ce type. Elle
est donee dans le thdreme suivant :

THEOREME 4.6 (Faure [Fau81])Si z est la suite de van der Corpuémgraliste en basé = 12
engendée par la permutation

c12=(05937110482611),

on obtient

~ 0.224.

. nD} (z) 1919
imsu =
nﬂoop logn 3454 1og 12

Le fait que la constante obtenue soit deux fois plus petite que celle de la meilleure suite de van der Corput
C3 montre le potentiel que I'on peut emgt tirer de I'utilisation de permutations dans la construction de
suitesa disceépance faible.

4.2 Les suites de Halton

Les suites de Halton (voir figure 4.2) sont des¥yralisations en dimension quelconque> 1 des
suites de van der Corput. Lé# consista consi@ter la fonction radicale inverse (19) dans eliffhtes
bases simultaarhent. Halton [Hal60] aethonte que ses suites soatdiscEpance faible.

FIG. 4.2. Lesl00, 1000 et10000 premiers points d'une suite de Halton en bases3.

DEFINITION 4.7 (Halton [Hal60]) Soitby,... ,b, des entiers positifs premiers entre eux deux
deux. La suiteH,, . », = {2°,2,...} donrée par

' = (¢b1(i)7' .- 7¢bs(i)) er

est appadesuite de Haltoren base$,, .. . , bs.

Ainsi, pour toutj € {1,... , s}, la suite constiteé des composantés?,x}, ... } des points d’'une
suite de HaltonH,, ., = {2% 21 ...} n’est autre que la suite de van der Corput en basee
théoreme suivant fournit la meilleure majoration connue sur la djgance de ces suites.
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4.2 LES SUITES DE HALTON

THEOREME 4.8 (Faure [Fau80], repris dans [Nie92Pour une suite de Halto#,, ., on a

s 1o/ bi—1 b: +1
DX (H, <4+ J 1 J our toutn € N*.
’I’L( b17"'7bs) — n + n]Hl (QIOng Ogn+ 2 ))p ne

Il est clair que le fait de choisir comme bages .. , bs less premiers nombres premief8,3,5,7,... }
permet de minimiser la constante

li[ b — 1
o 2log b;

du terme dominant de la majoration ci-dessuslad, néme pour ce choix, la valeur de la constante tend
vers I'infini avec la dimension.

FiG. 4.3. Lesl00, 1000 et10000 premiers points d’'une suite de Halton en basest 19.

Ainsi, en dimensiors = 8, il convient de choisir les bas@s3,5,7,11,13,17 et19. En examinant
la projection des points de cette suite dans le plan correspondant auxliBastel®) (voir figure 4.3),
on ne peutefre que dau par I'allure de la structure obtenue. Ce comportement s’explique par le fait
gu’une suite de van der Corput en basgonsiste en une succession de cycles de longueanstities
de €quences croissantes de nombeggitierement espa&s. Pour une suite de Halton en basest 19,
cette Egularige engendre un balayage du eatmi€ par une succession de diagonales progressivement
décaBes au fur ed mesure deserations. Ainsi, mis part pour le dernier point d’'une telle diagonale, le
successeur d’'un point doars’obtient par une translation de vect¢uf17,1/19).

Il s'agit bien gir d'une question @chelle, mais visuellement (sur la figure 4.3gme apes10 000
iterations, un nombre restreint degions repesentana peu pes la moité€ de la surface du cariini@é ne
contiennent encore aucun point de la suite.espenviron25 000 iterations, le cag’paraf entierement
recouvert, mais un comportement similairegdfement dcak) se reproduit pour les points suivants.
D’autre part, en changeant d'ordre de grandeur (en cereid I'intervalle[0,1/17) x [0,1/19) par
exemple), le refne plehonene se dfoulea plus petiteethelle et beaucoup plus lentement. Le peoid
ne se manifeste pas pour n'importe quelle paire de bases (comme l'illustre la figure 4.2, tout se passe
bien en base8 et 3). Néanmoins et d'une magie grérale, il s'intensifie en dimensioglé\vee. Nous
renvoyons le lecteua Morokoff et Caflisch [MC94], ainsi ga’ Kocis et Whiten [KW97], pour une
discussion plus etaillée des pathologies relatives aux suites de Halton.

Une manere de conjurer I'apparition de ce malheureuepbiiene consista gereraliser les suites
de Halton. Il s’agit d’'une simple adaptation de la transformatieja dpplique aux suites de van der
Corput. Plus explicitement, les composantes des suites de Haltératj&es sont des suites de van der
Corput ggréraliges engen@es par difrentes permutations. Par exemple, l'utilisation des permutations

o17=(081331151611071441221569)
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et

019=(091431761111571241882 16 10 5 13)

propoges par Braaten et Weller [BW79] pour les basest 19 semble conduire des €sultats plus
satisfaisants au niveau de la distributfiinterieur du cam’unig (voir figure 4.4).

FIG. 4.4. Lesl00, 1000 et10000 premiers points d’une suite de Haltoargralise en
based 7 et19 engendee par les permutations; etog suggrées par Braaten et Weller.

Hormis le fait qu’elles restent des suitasdiscépance faible, les caratstiques secifiques des
suites de Haltongrérali€es sont encore mal connues. En particulier, on ne dispose pas éfimgal
précise et commusrhent admise desebéfices qu'un bon ensemble de permutations devrait permettre
d’obtenir et encore moins d'uneattiode capable deegérer un tel ensemble. Braaten et Weller [BW79]
sont les premiera avoir considié des suites de Haltoregéralises, mais, depuis, d'autres auteurs se
sont inBresgsa la question du choix des permutations (voir Faure [Fau86][Fau93] et Tuffin [Tuf98]).

4.3 Les £quences de Hammersley

Une €quence de Hammersley en dimensi@st constitee d’'un ensemble fini de points directement
issus d’'une suite de Halton en dimension 1.

DEFINITION 4.9 (Hammersley [Ham60]) Soti, ... ,b,_; des entiers positifs premiers entre eux
deuxa deux et € N*. La squencef;’ , = {z",... 2" '} donrée par

xi = <%,¢b1(i),... ,qbbsl(i)) € IS,

est appade sequence de Hammerslen base$,, ... ,bs_1.

THEOREME 4.10(Faure [Fau80], repris dans [Nie92Pour une 8quence de Hammersley de
pointsH;! , .ona

s 154 [ bi—1 b + 1
D (H] < 4= ! 1 v .
n(Hi,pey) S n+ni1_[1(2logbi ogn + 2 )

A nouveau, le fait de choisir comme bages . . , b,_; less — 1 premiers nombres premiers permet
de minimiser la constante du terme dominant de la majoration ci-des&meour ce choix, la valeur
de la constante tend vers l'infini avec la dimension.

Le passage d'une suite de Halamne squence de Hammersley est un principeggal. En utilisant
la méme technique, il est possible de passer, pour toute valeur e\, d’une suitea discEpance

by

faible dans/*~! a une squence de: points dand® dont la discepance est e®(n !(logn)*~1).
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Bien que ce taux soit asymptotiguement meilleur, gughces obtenues ont pour incement de ne
pas pouvoiretre facilementtendues (par ajout de points sugapEntaires) sans mettre earjbcette
propriété. Lutilisation d’'une gquence de Hammersley est dam@roscrire si le nombre de poings °
gérérer n'est pas conrail’avance. D’autre part, pour leegliences de Hammersley en dimensiea 2,
en basé et de longueurn. = 5™, des expressions explicites @t établies pour la disepance.

THEOREME 4.11(De Clerck [Cle86]) Pour les gquences de Hammersley en dimensiea 2, en
baseb et de longueub™, on a:

> pour b impair etm > 2 entier

e L om. b—1 1 /(5 1 1
Dy (Hy ):4b—mm+b_m(1+5>_4b—2m;

> pourb pair etm > 2 pair

. bm LA (s w3y 1
C4bm(b+1) b \4 o 4(b+1)2 4p2m

> pourb pair etm > 3 impair

__WPm 15 Sbd N 1 (b 1 15 6bt5
S 4bm(b+1)  bm \4  4b(b+1)2 b2 \2 4 b 4b2 4b%2(b+ 1)2

. m 2b + 3
Dym (Hy ) 7> ;

b+1)2)°

Dign (H")

).

Considrant le terme dominant de ces expressions, on voit clairemenbgug = O(n~!logn)
pour les sguences de Hammersley en dimenddetn de la formeb™). Cette propité est apparente
dans la table 4.1 et pouvastre directement euite des tedremes 1.17 et 4.10 (cette fois pour toute

valeur den).

base 2 base 3 base 4 base 5
m | n=2"  D:(H}) n=3" D} (HE) n=4m Dy (HE) n=>5m Dy (HE)
2 4 0.5 9 0.284 16 0.184 25 0.138
3 8 0.316 27 0.114 64 0.0584 125 0.0356
4 16 0.172 81 0.0442 256 0.0178 625 0.00872
5 32 0.0979 243 0.0168 1024 0.00519 3125 0.00206
6 64 0.0537 729 0.00629 4096 0.00150 15625 0.000477
7 128 0.0296 2187 0.00232 16 384 0.000422 78125 0.000108
8 256 0.0161 6561 0.000851 65 536 0.000118 390 625 0.0000242
9 512 0.00868 19683 0.000309 262 144 0.0000325 | 1953125  5.35.107°
10| 1024 0.00467 59 049 0.000111 1048576  8.93-107% | 9765625  1.17-107°
11| 2048 0.00250 177147 0.0000400 | 4194304 2.41-107% | 48828125 2.55-107"
12| 4096 0.00133 531 441 0.0000143 | 16777216 6.53-1077 | 244140625 5.51-1078
13| 8192 0.000705 1594323 5.07-107%| 67108864 1.74-1077 | 1.22-10° 1.18-10%
14| 16384 0.000373 4782969  1.79-107°% | 268435456 4.68-10"% | 6.10-10° 2.53-107°
15| 32768 0.000197 | 14348907 6.33-1077 | 1.07-10° 1.24-107% | 3.05-10'° 5.39-1071°
16 | 65536 0.000103 | 43046721 2.23-1077 | 4.29-10° 3.30-107° | 1.53-10** 1.14-10"1°
17 | 131072  0.0000543 | 129140163 7.81-107% | 1.72-10'° 8.68-1071° | 7.63-10*" 242.1071!
18| 262144  0.0000284 | 387420489 2.73-107% | 6.87-10'° 229.107'° | 3.81-10'% 5.10-10"'2
19| 524288  0.0000148 | 1.16-10° 9.54-107° | 2.75-10"" 6.01-10"'' | 1.91-10*® 1.07-10"'?
20| 1048576 7.74-107°| 3.49-10° 3.32-107° | 1.10-10'2 1.58-10"'' | 9.54.10'% 2.25.107'3
TaB. 4.1. Discrépance de quelquesiences de Hammersley en dimensigrourb € {2,... ,5}.

34

Eric Thiémard



CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES DISCREPANCE FAIBLE

4.4 Les suites de Sobol

Les suites de Sobol (voir figure 4.5) sont des sugtelistEpance faible danB. Elles sont éfinies
a partir de €currences lieéires en arithetique modul@ sur le corps fin, = {0, 1} et de polymmes
primitifs? surZ, = {0, 1}. Sans entrer dans lestdils, un tel polynime peuttre mis en bijection avec un
opérateur monocyclique binaire defidde maximale. On ne conm@as d’algorithme efficace capable de
gérérer systmatiquement ces polgnies. Cependant, pour leur utilisation dans la construction des suites
de Sobol, les tables existant dans lelififure s'aegrent amplement suffisantes (voir Lidl et Niederreiter
[LN86] par exemple). Les polyries primitifs de degrinférieur ouggala 5 sont

t+1, 1, O+ttt 41,
24+t +1, 13 1, O+ttt 441,
B34t +1, 1241, O+ttt 41,
3+ 12+1, o+ 13 +1, P+t + 3 +2+ 1.

FIG. 4.5. Lesl00, 1000 et 10000 premiers points d’une suite de Sobol engeredpar
les polyrdmes primitifst + 1 (avecl; = 1) ett?> +t + 1 (avecl; = I, = 1).

Partant d’'un polyomet? + w4~ + - - - + ug_,t + 1 primitif de dege d surZ, et d’'un ensemble
d’entiers impairs{ly, ... ,1;} tels quel < [; < 2¢ pour touti € {1,... ,d}, on d&finit {I,1,l442,...}
en utilisant la relation deacurrence suivarte

Li=2uili ®dugli 0@ &2 ug 1 ligp1 ® 2% g ®1ig).
Ceséléments suffiserd la construction d’'une suite de Sobol en dimendion

DEFINITION 4.12(Sobol [Sob67]) Une suite dgobolS = {°,2!,...} C I est donee par
1 (m

<

ou (¢1(2),... ,cm(7)) estla repesentation binaire de
m

i=) cli)
k=1

1 pouri = 0,

ok—1
1+ [logyi] sinon

, avecm = {

Pour obtenir une suite de Sobol en dimensioit suffit de choisirs polynémes primitifs distincts et de
juxtaposer les suites correspondantes en dimerision

2Un polyrdme de degrd de la formet® + uit4=1 + - - - + ug_1t + ug est ditprimitif sur le corp<Z, s'il est irréductible
surZ; et si le plus petit entiei pour lequel il diviset’ + 1 estégala2? — 1.
3Le symboled désigne I'ograteur« ou exclusifs en arithnetique binaire.
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EXEMPLE 4.13 Soitt?4-¢+1 un polyrdme primitif de deged = 3. Les nombreg, . .. , I doivent
étre impairs et satisfaire la contrairitec 2¢. On choisit par exemplg = 1,1, = 3 etl3 = 7. La relation
de rcurrence impa® sur leg; est

li=4l;,_5 & (8li_3 D li_g), pour tout: > 3.

On obtient dond, de la mangére suivante :
la =41, 881Dy

=126861

= 1100 & 1000 & 0001 en binaire
= 0101 en binaire
=5

Calculons par exemple [E3° (1101 en binairg point de cette suite de Sobol en dimension

3 = 1/16 (ll ®ls P l4)
= 1/16(0001 & 0111 & 0101)

= 3/16
THEOREME 4.14(Sobol [Sob67])Pour une suite de Sobdél en dimensior, on a
* 2" ~1 s -1 s—1
D;(S) < mn (logn)®+ O (n~'(logn)*~ 1),

ol ¢, ne peutetre majogé par une fonction li@aire en la dimension :

1 1
S08S i Og; + O(sloglog s), aveck > 0.

loglogs = ° = log

Les preméres valeurs dé; sont

3456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 358 11 15 19 23 27 31 35 40 45 50 55 60 65 71

S

1
ts | O

2
0

La constante du terme dominant de cette majoration ngitement plus lentement avecue pour
une suite de Halton (voir #oEme 4.8). Manmoins, elle tend toujours vers I'infini avec la dimension. Par
ailleurs, hormis le fait d’avoir propesses suites, Sobol [Sob67][Sob76] a effeatn’travail de pionnier
fructueux qui a conduit, aps'les contributions subglentes de Faure et de Niederreigefemergence
des notions dét, s)-suite et dgt, m, s)-réseau (voir section 4.6).

Sobol a€galement remargufue ses suites pastEnt des propeiés d’'uniformig suppE€mentaires
lorsquen = 2™ avecm > max(2s,ts + s — 1). D’autre part, observant I'influence des valeurs initiales
{l1,...,lq} (assootesa un polyroime primitif de dege’d) sur le segment initial de ses suites, il a prapos”
une table de valeurs assurant de bonnes pt@sriusqu’en dimensiohG.

Une nethode de gfération rapide des suites de Sobdta propose par Antonov et Saleev [AS79]
(voir section 4.8). Elle &t impleémen€e par Bratley et Fox [BF88] pour< 40.

4.5 Les suites de Faure

Les suites de Faure (voir figure 4.6) sont des sutdiscEpance faible dank. Elles sont éfiniesa
partir d'une basé unique, b > s est un nombre premier (on choisgggralement le plus petit nombre
premier supfieur ouggala s). Soit A = (), la matrice de Pascal (d'ordre infini) dage par

(g=1)! ;
q—1 -1t SIP=4 %
p— = p—1)!(g—p)! Vp,q € N*,
- (p— 1> { 0 sinon, b4
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11111 1
012 3 4
00136 10

A—]l 0001 4 10
00001 5
00000 1

On peut montrer que pour tout entié> 1, la & puissance del est la matriced? = (a¢,

D
aly=d"Pa,  Vd,pqeN.

q), ou

On posecgalementd’ = I, la matrice identi’

FIG. 4.6. Lesl100, 1000 et10000 premiers points d’'une suite de Faure en dimension
2 et en bas@ donrée parD = (1, 2).

DEFINITION 4.15(Faure [Fau82]) Soit > s un nombre premier e = (dy, ... ,ds) un vecteur
d’entiers distincts extraits de 'ensemb{®e, ... ,b — 1}. La suite de Fauré} p = {2°,2%,...} C I*
engendee par ces paragitres est dfinie comme suit :

= (2., ,2l) e I?,
ou
wh =i, b P e(0,1)
p=1
avec

o0
:cé-p = Z agg cq(i) mod b€ Zy
q=p

et la repgsentation de en base

o0

i=> cp(i)bF!, avece(i) € Zy pour toutk € N*.
k=1
REMARQUE 4.16 A nouveau, les coefficients (i) étant nuls pour tout > 1+ |log, i |, les sommes

ci-dessus sont en fait finies. PluepiEment, pour tout entiefnn > 1 et touti € {0,... ,8" — 1}, on
ack(i) = 0 pour toutk > m. Il en découle queré.p = 0 pour toutp > m et toutj € {1,...,s}.
Ainsi, :p§ € [0,1) est un rationnel de la forme/t™. Pour toutj € {1,...,s}, la matriceA% mod b
etant gguliere, elle induit (par I'application etrite ci-dessus) pour tout € N une bijection entre
'ensemble des entierd), ... , ™ — 1} et 'ensemble des rationnels de la forqgxey™ : 0 < r < b™}.
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THEOREME 4.17 (Faure [Fau82])Pour une suite de Fauré, , en dimensiors, on a

b—1
D*(F -1 1 s -1 1 s—1 S
n(Fhp) < (210gb> (logn)® +O (n~*(logn)*") , pourb > 3
et
3

Dn(Fop) < 15 (log 2)2

_1(log n)®+ O (n_l(log n)s_l) , pourb = 2.

Il est clair que le fait de choisir comme bakée plus petit nombre premier sepéur ouegala s
permet de minimiser la constante du terme dominant de la majoration ci-dessus. Pour ce choix, cette
constante tend vefslorsque la dimension tend vers l'infini. Parmi les suites pdast cette propsig,
les suites de Faure sont les plus anciennes. Unecimgnitation de ces suiteset® propose par Fox
[Fox86] (pours < 40), mais une rathode nettement plus rapide estgghte dans la section 4.8.

4.6 Les(t,s)-suites et leqt, m, s)-réseaux

Un (¢, m, s)-réseau en baseest un ensemble d&' points dans le cube umit®, pour lequel la
discépance locale (4) est nulle pour une certaine famille d’intervalleg.déne (¢, s)-suite en basé
est une suite dont certains segments de longtieavecm > t) sont des(t, m, s)-réseaux en base
b. Ces concepts orgteé introduits de maeire gnérale par Niederreiter [Nie87], bien qu’ils aieete”
préalablement p@s par Sobol [Sob67] dans le cas particulier de la lhase?2 et par Faure [Fau82]
pourt = 0 (voir la figure 4.7 pour une illustration de la notion g m, s)-réseau en badg. Comme
précédemment, dans lefinitions suivantes, la dimensicret la basé sont des entiers fes.

DEFINITION 4.18 Un intervalleélémentaireen base est un intervalle de la forme

1 . . .
H [bd ,%) , 0Ulaj,d; € Neta; < b% pourtoutj € {1,...,s}.

DEFINITION 4.19 Soit une paire d'entier§ < t < m. Un (t,m, s)-réseauen baseh est une
séquencer de b™ points del® telle queA(P,z) = b' pour tout intervalleelémentaireP en base de
volumeA(P) = bi=™,

DEFINITION 4.20 Soit un entiert > 0. Une (¢, s)-suite en baseb est une suite de points
{2°,2,...} telle que pour toute paire d’entieks> 0 etm > ¢, la Squencd z**" ... g (k+DI" 1}
est un(t m, s)-réseau en bade

D’un point de vue pratique, la notion deséau est importante, car elle fournit des garanties
d’equirpartition pour un nombre fini de points. Clairement, pous et b fixes, plus la valeur deest
petite, meilleures sont les propts d'un(t, m, s)-réseau en bade Ce fait est confirmapar le tlkoeme
suivant. Ce dernier monteggalement que toutg, s)-suite en basé esta discepance faible :

THEOREME 4.21(Niederreiter [Nie87])Pour une(t, s)-suitex en base, on a

D (7) < Cpsin *(logn)® + O (n(logn)*™1)

ou la constante du terme dominant est

B /b—1\° ) .
i i (210gb> Sis =2, 0usib=2ets € {3,4},
b,s,t — ¢ s
-1 2
b_ b [b/2] dans les autres cas.
sl 2|b/2] \ logb
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[e]
0
[e)

O O O
o) [®)

FiG. 4.7. On aepresent’dans chacun de ces asiles nefesl6 points d'un(0, 4, 2)-
réseau en bask On remarque que tout intervaldémentaire de volumg* contient
un et un seul point de leeguence.

En utilisant cette nouvelle terminologie, les suites de van der Corput erblfd&enition 4.1) sont
des(0, 1)-suites en bass, les suites de Sobol éfnition 4.12) sont degt, s)-suites en base (pour
la méme valeur de que dans le thdeme 4.14) et les suites de Faure en bagdéfinition 4.15) sont
des(0, s)-suites en basé. Par contre, les suites de Halton ne sont pas(tleg-suites (par le simple
fait qu’elles ne sont pas construitespartir d’'une base unique), mais elles mal=it des propeiés
passablement similaires.

On remarque que dans certains cas, les majorationsediuethé 4.21 sont meilleures que celles
des tldoEmes 4.14 et 4.17. Par ailleurs, Niederreiter [Nie87] ne s’'est pas centéntEliorer ces
constantes ; il @galemenetabli des bornes sepeures explicites sur la disgpance de toutt, m, s)-
réseau en badeet de tout segment initial d’'un@, s)-suite en basé (ces majorations sont @sentes et
discu€es au chapitre 6).

Hormis celles de van der Corput, Sobol et Faure, d’ayires-suites onet dévelop@es. Les plus
connues sont sans doute celles de Niederreiter [Nie87][Nie88] et de Niederreiter et Xing [XN95][NX96]
[NX98]. En guise de&sun®&, rapportons quelques camgstiques de ces défentes constructions :

> Les suites de Sobol [Sob67] sont dess)-suites en basg, ot t = O(slog s). Il en découle que
lims_,o Cy 5 + tend vers linfini.

> Les suites de Faure [Fau82] sont déss)-suites @finies pour toute base > s, ou b est un
nombre premier. Si est systmatiquement choisi comme le plus petit nombre premieersegp’
ou égald s, on obtientlim,_,o, Cp s+ = 0.

> Les suites de Niederreiter [Nie87] sont déss)-suites @finies pour toute bade> s, ou b est

une puissance d’'un nombre premier. Au niveau de la const@ntg elles apportent uneere
amélioration sur les suites de Faure dans certaines dimensions seulement.

> Les suites de Niederreiter [Nie88] sont desiyalisations de toutes lesquédentes. Il s'agit de la
premire constructiom étre dfinie pour toute base> 2. Cependant, pour une balséixee, on a
encoret = O(slog s). Ces suites orgte impEmentes par Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92].
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> Les suites de Niederreiter et Xing [XN95][NX96][NX98] sont dess)-suites @finies pour toute
baseb > 2, ou b est une puissance d'un nombre premier. Ce sont les premconstructions pour
lesquelles = O(s) (ce taux est le meilleur possible). Il eeabule quédim,_., C s+ = 0 pour
tout choix de la base. Malheureusement, bien que leur existence sogegs&dumplementation
de ces suites pose des pramles de gongtrie algbrique calculatoire encore @soblus. Les plus
petites valeurs connues du paetnet pour lesquelles il existe ung, s)-suite de Niederreiter et
Xing en base, 3 ou 5 sont donees dans le tableau suivant peux 20 :

S 123 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
b=2|/0 0 1 1 2 3 456 8 9 10 11 13 15 15 18 19 19 21
b=3|0 0 0111233 4 4 5 6 7 7 9 9 9 11 12
b=5{0 0 0O 0O0O1 1121 2 2 3 3 3 3 4 4 5 5 6

On constate qu'en basg ces paramtres sont bien meilleurs que les valeurs correspondantes
des suites de Sobol. Des tables contenant les meilleurs paesnconnus pour lg3, s)-suites et les
(t,m, s)-réeseaux en badeont ét construites par Mullen, Mahalanabis et Niederreiter [MMN95], puis
réactualises par Clayman, Lawrence, Mullen, Niederreiter et Sloane [QM

4.7 Discussion

Ainsi, de nombreuses suitasdiscépance faible onet proposes ces derares @cennies. Aussi,
est-il parfaitementdgitime de soulever la question suivante : queiguEnce faut-il utiliser dans une
approximation de quasi-Monte-Carlo ? Au sens deptBime 3.1 et de la remarque 3.5, é&ponse est :
pour Bduire I'erreur (18) dans le pire des cas, la meille@guehce: den points est celle qui minimise la
discépanceD’ (z). Malheureusement, on ne sait calculer la diparice que pour de petites valeurs:de
et den (voir chapitre 5) et Etude degchantillons fini@discépance minimale n’en est quses pemices
(voir théoeme 1.23 et section 8.5.4). Cette approche semblant impraticable, certains auteurs ont choisi
la discEpance cagé moyenne ou des expénces sur des fonctions-tests commeecegitde slection,
alors que d’autres ont pféré glaner deléments deeponse dans les aspectedhiques des suites
discBpance faible (faisant parfois efffement 'amalgame entre les casadfiques asymptotiques de
ces suites et les propités de leurs segments initiaux).

4.7.1 La disciepance careée moyenne.Tezuka [Tez95], Warnock [War95] et James, Hoogland et
Kleiss [JHK97] ont calcid’(respectivement pour des tailleedhantillon del0 000, 50 000 et 100 000
points) la discepance cagé moyennd;(z) de differentes squences dont certaines sont extraites des
suites de Halton, Sobol, Faure et Niederreiter (en Baskes €sultats de ces egpgénces peuverdtfe
resungs de la mam®ire suivante :

> En dimensions < 10, les €quences tes€s pesentent toutes des valeurs similairesifie:).
Ces mesures s’avent largement meilleures que I'esphce (7) de la disepance cagé moyenne
d’un échantillon de variables edtoires i.i.dJ(I°) de méme taille.

> Dans la zone transitoire) < s < 15, les suites de Halton et de Fauregehtent dja des valeurs
deT(x) legerement moins bonnes que les deux autres typesagleesces.

> En dimensions > 15, aucune sfuence ne psente une disepance cagé moyenne clairement
meilleure que I'espfance (7) et mihe, pour legchantillons des suites de Halton (et dans une
moindre mesure de Faure), les mesuresesent parfois sugrieuresa’cette valeur.

Ces exgftiences confortent deuxeds assezpandues :

> Dans une baseléwe, une suita discépance faible peut psenter certaines pathologies. Pour les
suites de Halton, la questione#& discu€e en page 32 et nous renvoyons le lecteMtorokoff et
Caflisch [MC94] eta’Kocis et Whiten [KW97] pour le cas, moins flagrant, des suites de Faure;
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> la taille minimale pour qu’ure¢hantillon d’une suita discépance faible @dente des promies
d’equigpartition Eellement meilleures gu'uneglience aatoire craf exponentiellement avec
la dimension (notons que cette opinion, quoique sans doutefopdir les suitea discEpance
faible, ne va pas dans lagnie direction que le #oEeme 1.23).

Morokoff et Caflisch [MC94] et surtout Mat@ek [Mat98] critiquent la disepance cagé moyenne
en tant que mesure de la non-uniforend’une gquencer den points. lIs lui reprochent de totalement
biaiser la mesure en donnant un poids er@gient important aux points sés’pes de l'origine. Bien
sir, le prénonene est asymptotiquemenggligeable, mais pour des taillesedhantillon renconéés en
pratique, il sS’aereétre dominant, tout particerement en dimensiczié\ee.

Ayant pris soin de retirer certains points proches de I'origine avant de calculer leghsoe cage
moyenne de dififentes ejuences en dimension= 4,6, 10,15 et 20 pourn = 20 212 214 gt 216
points, Matosek aboutia’des conclusions sensiblement eliffhtes de celles des auteurs susmenésnn’
Il apparaf notamment que pour uneglence extraite d’'une suite de Faure ou de Halton, laatiaace
carée moyenne n’'est certainement pas les€e que I'espfance de celle d’uneequence aatoire.

Matowsek [Mat98] va netne plus loin, exhibant le cas d’uneggience manifestement non uniforme
(n copies du point(1,... ,1) ou n peut méme crafre exponentiellement avec la dimension) dont la
discBpance cagé moyenne est proche de la meilleure possible.dligaents ne peuvent que jeter le
discidit sur la diseepance cagé moyenne et sur l@l€ d'arbitre que certains voudraient lui cendr
dans la comparaison des suitediscgpance faible.

4.7.2 Les fonctions-testsDe nombreux auteurs (voir par exemple Fox [Fox86], Bratley et Fox
[BF88], Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92], Morokoff et Caflisch [MC95], Raao\dobol et Tichy
[RST96], Kocis et Whiten [KW97]) ont compaies performances empiriques de eliffhtes squences
sur la base d’approximations de quasi-Monte-Carlo (17) efésstisur des fonctions-testsagtables
analytiguement. En fin de compte, ces evipnces s'agrent globalement peu concluantes. En effet, il
semble qu’en moyenne lesaliences issues des suites de Halton, Sobol, Faure et Niederreitentm”
a des esultats relativement similaires. Biearsdans certains cas particuliers, desatifices notables
ont ét constages, mais il semble hasardeux d’en tirer une quelconque conclusfimitidé. En effet,
les Bsultats sont tels qu'il panaplus raisonnable d'attribuer les fluctuations obsessaux particulags
des fonctions choisies phitgu’'aux quali€s intring€ques desesjuences tesgs.

4.7.3 Ladisciepance asymptotique, la base et le paragtre de qualite. Considrant I'historique
de I'apparition des suites discépance faible, on s’apgsit que chague nouvelle construction a permis
de Eduire la constantéy, ; ; (du thtoeme 4.21) pour une dimension d@enou de diminuer la valeur du
parangtret pourb et s fixes (les deux aspeatsant bierevidemment intimementds).

Latable 4.2 illustre les progs enregis&s$ au niveau de la&duction de cette constante. Ony constate
également sa divergence (lorsque> co) pour les suites de Halton et de Sobol, ainsi que sa convergence
vers( dans le cas des suites de Faure, Niederreiter, et Niederreiter et Xing. Cettetprppuirrait laisser
supposer que ces trois suites sont ingmeement meilleures que celles de Halton et de Sobol, du moins
en dimensiorelevée. Cependant, il convient de souligner le fait que les constantes en question ne sont
gue des majorations et qu'elles ne concernent quedané asymptotique (pout — o0). Elles ne
constituent donc pas un aie de comparaison fiable de la qualelle de ces suites (et encore moins
d’une sous-squence finie utilisé dans une simulation de quasi-Monte-Carlo).

Comme nous I'avonseja mentione”au chapitre 3, la psence du facteur ! dans la majoration
Di(z) < Cn~t(logn)®* 4+ O (n!(logn)*~!) est particulerement ejouissante. Asymptotiquement, il
s’agit clairement du terme dominant de I'expression, mais pour de petites valeuredacteur(log nf
est loin détre régligeable, tout particidrement en dimensiogié\vée. En effet, on efifie facilement que
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s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Halton 065 081 125 262 613 17.3 52.9 185.5 7715 3370 16 801
Sobol 026 0.25 0.541 0.833 1.6 2.6 7.6 19.6 45.0 94.7 182.2
Faure 0.26 0.13 0.099 0.025 0.019 0.0041 0.0089 2.1-107% 4.2-107* 81-107° 5.6-107°

Niederreiten 0.26 0.13 0.086 0.025 0.019 0.0041 0.0030 6.1-107* 4.2-107* 81-107° 5.6-107°
Nr-Xg, 55 | 0.26 0.13 0.08 0.016 0.002 0.0009 0.0003 3.2-107° 87-107°% 7.2.107" 1.6-107"

TAB. 4.2. \aleur de la constant€' dans la majoratioD (z) < Cn~'(logn)® +
@) (n_l(log n)s—l) pour differentes suites (uniqguement en basgou 5 pour celles de
Niederreiter et Xing). Dans chaque cas, le jeu de pategs donnant liea la plus petite
constante possibleat& choisi.

la fonctionn—! (log n)* est croissante pour tout< ¢*. D’autre part, comme le font remarquer Morokoff
et Caflisch [MC94], la tendanceegérale de la dis@pance d'une suitequigpartie€tant de dcratre
lorsquen augmente, cette borne ne peut constituer une mesureseqetive que lorsque ce maximum
a été atteint (voiregalement la section 6.1).

Comme cela agjaéte mentione’en page 38, les meilleures pregies déquigpartition s’obtiennent
pour degt, s)-suites en baskeprésentant une valeur deninimale (ce nombre est d’ailleurs couramment
gualifié deparanetre de quali de la suite). On observe que, de ce point de vue, les suites de Faure
constituent une famille optimale.éftis, si I'on tientegalement compte de la valeur de la baskes
choses ne sont pas si simples. En effet, éotfime suivant montre qu’'un@, s)-suite en basé ne peut
exister que sb > s :

THEOREME 4.22(Niederreiter [Nie87])Il n’existe aucun€0, s)-suite en basé avech < s.

Considrons plus enetail la structure d’urit, m, s)-réseau en bage On remarque que s = ¢, la
définition 4.19 confirme, si besoin est, que #spoints sont bien dans le cube wnit. Pourm =t +1,
l'information n’est gwere plus utile, sachant que les suitedisceépance faible classiques sont telles que
les 7€ composantes des points dont elles sont corestiglsont distinctes par construction (voir remarque
4.16 pour le cas particulier des suites de Faure). En fin de compte, comme I'ortCaiftéch, Morokoff
et Owen [CMO97], le fait d&tre un(¢, m, s)-réseau ne prend tout son sens que lorsqu’il implique une
contrainte sur des intervalle$émentaires de pleine dimensidre(avecd > 1 pour toutj € {1,... ,s}
dans la éfinition 4.18), ce qui n'est possible que pour> ¢ + s. D'ailleurs, ces auteurs conjecturent
queny, s, = b'T* pourrat en faitétre le seuil duegime asymptotique, c’estdire le nombre minimal
de pointsa’ partir duquel la disepance pSenterait uneatroissance quasi Eaire avec la taille de
I"echantillon. Notons que cette hype#e est corrobeg par certains graphiques de Morokoff et Caflisch
[MC94] sur la discepance cagé moyenne des suites de Sobol.

Ainsi, suivant cet argument, le seuil critique se situ& points pour les(0, s)-suites en base.
Considrant le tlkoeme 4.22, on obtient, ., = b° > s°, ce qui peutetre considié comme le talon
d’Achille des(0, s)-suites en dimensioeléwe. Par exemple, pour= 10, on an, s ; = 1110 =~ 25. 107
points pour leg0, 10)-suites de Faure et de Niederreiter en baiseOn comprend donc mieux l'iatét
porté aux constructions dont le paratré¢ est non nul, maiswla base) est un petit entier inebendant
de la dimension. Par exemple, pour u(®3, 10)-suite de Sobol, on obtient, s, = 233 ~ 8- 10°
points. Finalement, pour ur(8, 10)-suite de Niederreiter et Xing en ba&de seuil se situa seulement
218 — 262144 points. De telles consatations justifient Elan d’enthousiasme soukewar I'apparition
de ces nouvelles suites, ainsi que les espoirsepldans le eveloppement d’une mise en ceuvre.

Un autre point plaidant en faveur des suites en hagent a l'utilisation de la nethode de
gérération rapide d’Antonov et Saleev [AS79]. Cette affirmat@tait” pleinement justifié avant que
la géréralisation en base quelconquegeite ci-dessous ne vienne relativiser 'argument.
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4.8 Gerération efficacea I'aide d’'un code de Gray

Pour la grération d'un(¢, m, s)-réseau de Sobol, de Faure ou de Niederreiter, la comeldiitie
mise en ceuvre directe est G¢m?s) opérationselémentaires par point. énmoins, pour les suites en
base2, Antonov et Saleev [AS79] ont propesine nethode, reposant sur l'utilisation d’'un code de Gray,
gui permet de eduire I'effort d'un facteurn. Cette approche rapidee# implémen€e par Bratley et
Fox [BF88] pour les suites de Sobol et adappar Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92] pour les suites
de Niederreiter en base En revanche, pour les suites de Faure et de Niederreiter en base quelconque,
seules les im@mentations e (m?s), respectivementealielop@es par Fox [Fox86] et Bratley, Fox et
Niederreiter [BFN92], sont actuellement utdiss.

Une gréralisation de la mthode d’Antonov et Saleev, permettant d’obtenir une comgesait”
O(ms) quelle que soit la base et propose par Tezuka [Tez95]. Cependant,épeghdamment, nous
avons ginvent cette technique. Notre gséntation [Thi98] s'are plus @taillée et comprend la preuve
(donrée ci-dessous) que son utilisatioreperve les propeies déquigpartition des suites en question.

4.8.1 La méthode d’Antonov et Saleev.Cette technique a pour origine une patenepaiEe par
Gray [Gra53] pour un appareillagdectrongcanique de communication desténfenforcer la fiabili'de
la transmission d’une suite de bits par une certain dispositif de codage (voir Press, Flannery et Teukolsky
[PFT88] pour plus de etails). D’'un point de vue ma#imatique, un code de Gray est une bijection
définie sur certains ensembles d’entiers, telle que les images respectives de deux nomboesitsons”
different que sur un seul bit.

DEFINITION 4.23 Un code de Grayest une fonctiorG : N — N telle que
1° Pour toutm € N*, la restriction d& aux entierg tels qued < i < 2™ est une bijection.

2° Pour touti € N, les repesentations binaires d&(i) et deG(i + 1) ne différent que sur un seul
bit.

Par exemple, la fonctio&' qui associeatouti € N le nombre

(20) G(i) = i@ |i/2,
ou @ désigne l'ofgrateur binaire« ou exclusifs, est un code de Gray. Poue {0, ... ,15}, on obtient
i 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ienbas€ |0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
li/2) enbas€ |0 0 01 01 010 010 011 011 0100 0100 0101 0101 0110 0110 0111 0111
G(i)enbase |0 1 11 10 110 111 101 100 1100 1101 1111 1110 1010 1011 1001 1000
G(i) 01 3 2 6 7 5 4 12 13 15 14 10 11 9 8

De plus, si I'on notey; 'index du bit nul le plusa droite dans la repsentation binaire dé(en
ajoutant urD & gauche si est de la form&™ — 1), alorsG(i) et G(i + 1) ne différent qu'au niveau de

ce ¢;° bit. Plus formellementy; est le plus petit index € {1,... ,m + 1} tel quec, (i) = 0 dans la
repesentation binaire de
m+1 .
ouri =0;
— )2kl oum = b ’
! ; (i) 277, oum { 1+ [log,i] sinon.

Ainsi, pour le code de Gray (20), les coefficients de laespntation binaire dé'(: + 1) sont

(Gl +1)) = { gzggggi +1 mod2 z:rf;o: % pourtoutk € {1,... ,m+1}.
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Antonov et Saleev [AS79] ont remargujue ce fait pouvaiette exploi€ pour acelérer la grération
d'un (t,m, s)-réeseau de Sobol. Rappelons que les composantes des points en question sont de la forme

: 1
T =om < @ cx(i )lk;)
Un code de Gragtant une bijection sur les entiersels qued < i < 27, il est clair que la s§uence
S={z" ... 22" ~1} donrée par
7 — GG)
est une permutation duenie(t, m, s)-réseau de Sobol. Appligea une(t, s)-suite, cette transformation
préserve ses pro@ies déquigpartition. Pour n’importe quel segment initial 2l points, seul I'ordre
de ¢grération des points change. L'ar€t de cette approche tient au fait que

ZiHl 21n ( @ cp(G(i+1)) lk;) = 2% <ZCIi él cx(G(7)) lk> = 2% (I, & (2™ 7)) .

Il est ainsi possible deagérer chaque nouveau poiatpartir du pecddent en n’appliquant qu'une
seule fois (au lieu den) I'operateur®. Par consguent, lorsque l& ou exclusifs est d&fini pour les
entiers (de taille raisonnable) sur la machine wg#igce qui est g'éralement le cas), la complesit”
initiale O(ms) s’en trouve eduitea O(s) pour chaque point de la&eguence. En revanche, dans le cas o°
le calcul doitétre effecte’bit apes bit, on passe d@(n?s) aO(ms) opérationselémentaires par point.

4.8.2 Un code de Gray en base quelconquée cas binaire de la efinition 4.23 se laisse
géréraliser facilement. En effet, un code de Gray en ba&st une bijection éfinie sur certains ensembles
d’entiers, telle que les repsentations en basales images respectives de deux nombresamngs ne
different qu’au niveau d’un seul coefficient.

DEFINITION 4.24 Un code de Gray en baseest une fonctiorG : N — N telle que

1° Pour toutm € N*, la restriction dg aux entierg tels qued < i < ¥™ est une bijection.

2° Pour touti € N, les repesentations en basede G(i) et deG(i + 1) ne différent qu'au niveau
d’'un seul coefficient ; Ecart en question est d’exacteménhod b.

On introduit la notation vectorielle(i) = (¢ (i), ca (i), . . . )t (out désigne la transposition) pour I'unique
repesentation d’'un entier noregatifi

o0
i=> cp(i)bF!, avece(i) € Zy pour toutk € N*.
k=1

THEOREME 4.25 La fonctionG qui associé tout entier non @gatif i le nombreG(i) donré par
sa repesentation en bade

¢(G(i)) = Be(i) mod b,

ou B est la matrice

1 -1 0 O
0 1 -1 0

B = 0 O 1 -1 7
0 0 1

est un code de Gray en baseDe plus, I'indexg du coefficient qui diffre entre les ref@sentations en
baseb deG(i) et deGG(i + 1) n’est autre que le plus petit € N* tel quecy (i) # b — 1.
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PREUVE. La matriceB étant triangulaire sugrieure, il est clair que pour toute paire d’entiers> 1
eti € {0,...,b" — 1}, seules les composantes d’indexa m des vecteurs(:) et ¢(G(:)) peuvent
comporter des coefficients non nuls. Plusgigment, on a

c(i) = (c1(), ... yem_1(i),cm(i),0,0,...)"
et

c(G(1)) = (c1(i) — c2(i) mod b, ..., cm_1(i) — cm(i) mod b, cp(i),0,0,... )5

Soit une paire d'entiers distinctsj € {0,...,¥™ — 1}. En notantk le plus grand index tel que
cx (i) # ck(7), on obtient directement, (G(i)) # cx(G(j)) et doncG (i) # G(j). On en conclut que la
restriction deiz aux entiers tels qued < ¢ < §"™ est une bijection pour tout € N* (on note au passage
gue l'application eciproque de&= peutétre expringea I'aide de la matrice triangulaire senpéure dont
tous leseléments sur et au-dessus de la diagonale esgatxa1).

Soitg; I'index du premier coefficient diéffent deb — 1 dans la repSentation dé en basé

o0 {b -1} pourk < g;
i=> c(i)b, o0er(i) € { {0,...,b—2} pourk = g;
k=1 Ty, pourk > ¢;

On en a&duit la repesentation deé + 1 en basé

o0
i+1=> cp(i+1)b"", avece,(i+1) =

{ cx(i)+1 modb pourk < g
k=1

cx (1) pourk > ¢;

ainsi que les coefficients de celle @¢i + 1) :

(GG +1)) = (Be(i+ 1) mod b=cg(i+1) —cpp1(i+1) mod b

k(i) + 1= (cp41(i) +1) mod b = cp(G(i)) pourk < g¢;
=1 k(i) +1—cry1(d) modbd =c(G(i)) +1 mod b pourk =g
¢k (i) — cg+1(1) mod b = c(G(1)) pourk > g;

=

Connaissant l'index;, la misea jour dec(G(i + 1)) a partir dec(G(7)) est Balisable en temps
constant. Poureterminerg;, il suffit de parcourir les composantes du vectedy jusqua rencontrer un
nombre difErent deb — 1. L'algorithme suivant se charge d'effectuer cesatifiitesaches :

Algorithme 4.1 Mise a jour des re@Sentations en bagdors du passage dexi + 1

Donnée : repésentation en badedei et deG(i) dans les vecteurg, ca, ... ) et(g1,92, ... )
Résultat : rep@sentation en badede: + 1 et deG(i + 1) dans les vecteursy, ca, ... ) et(g1,92,...)
1.g—1
2: tant que ¢, = b — 1 faire
3 ¢ <0
4 q+—q+1

a

cg—cqgt+1

o]

D gqg < gg+1 modb
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On observe que le nombre de composantes parcourues par I'algorithme avant degtrépend
de la valeur dé. Afin d’evaluer I'efforta fournir, il paraf plus in€ressant de con®dér le temps moyen
nécessaire au calcul dgpour tout: compris entre) et ¥™ — 1. Il est clair que sur leg™ iterations, le
coefficient d'indexk est examieay™ 1 reprises. En tout, le test de la ligBest donc excut

" - pmtl 1 1 b
bmkarl — bk: —1=p1 [

fois. Ainsi, la complexi#” moyenne de I'algorithme 4.1 pour la miggour des remSentations deé et
de G(i) en base pour toutes les valeurs successives @emprises entré et 8" — 1 est enO(b~1).
Comme on pouvait s’y attendre, I'epdtion est en moyenne moinsutelse lorsque la base estvee.

4.8.3 Gereération rapide en base quelconquela géréralisation directe de laetfiode d’Antonov
et Saleev consistart remplacer le code de Gray (20) par celui dediBime 4.25 permet d’aetrer la
gérération des points tout engsérvant ses progtés déquigpartition.

THEOREME 4.26 Siz = {20, 2!, ...} est une(t, s)-suite en bas® et G est le code de Gray du
theoreme 4.25, alors la suite = {70, z", ...} donree parz’ = () est ung(t, s)-suite en basé.

PREUVE. Il suffit de montrer que pour toute paire d’entiérs> 0 etm > t, la £quence

{f’“”m, . ,f(’““)bm—l}

est un(t, m, s)-réseau en bage L'ensemble de vecteurs

{(dy,da,...) :d, € Zy, Vr < metd, = c,_p(k), Vr > m}

contient la repeSentation en badede tous les entierstels quekd™ < i < (k + 1)b™. A nouveau,
considsrant la structure de la matride, il est clair qu’en multipliant chaquelément de cet ensemble
par B et en prenant leasultat moduld, on obtient les vecteurs

{(dy,da,...) : d, € Ty, Vr < metd, = ¢, (G(K)), ¥r > m},
c’esta-dire la repesentation en bagede tous les entierstels queG (k)8” < i < (G(k) + 1)b™. &l

De plus, pour touin € N, il deécoule directement de lafihition 4.24 que lasjuence constiee
desb™ premiers points de la suiteest une simple permutation de 'ensembpi®, . .. , 20" ~1}.

REMARQUE 4.27 Le théoEme 4.26 n’est pas correct pour tout code de Gray enth&se exemple,
pour une(0, 2)-suite de Faure en bageet n'importe quel code de Gray tel qu&0) = 0 etG(1) = 2,
les deux premiers points de la suite obtenue ne forment p&3 ur2)-réseau en base

Au niveau de la taille desgjuences, le passage d'inm, s) aun(t,m+1, s)-réseau en badepeut
repesenter un saut important, parti@riment lorsqué est grand. Il est alors iatessant de consdr
des subdivisions plus fines (d’'urie s)-suite) possdant de bonnes proptés déquigpartition. C’est
dans cet esprit qu'Owen [Owe97a] a introduit la notion(det, m, s)-réseau en bageA nouveau, on
montre que l'utilisation du code de Gray detheme 4.25 ne perturbe pas la qualité cesaquences.

DEFINITION 4.28 Soit des entier§ <t < metl < w < b. Un (w,t,m, s)-réseau en badeest
une €quencer dewb™ points dans® telle que A(P, ) = wb® pour tout intervalleelémentaireP en
baseb de volumeb!—™ et A(P,z) < b’ pour tout intervalleelémentaireP en baseb de volumej—""1.
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REMARQUE 4.29 Par dfinition, siz = {z° 2!,...} est ung(t, s)-suite en basé etm > t,a > 0
etl < w < bsont des entiers, alors laglience(s’ : ab™t! < i < ab™H 4+ wb™} est un(w, t, m, s)-
réseau en bade

THEOREME 4.30 Siz = {2°,2!,...} est unet, s)-suite en basé etm > t,a > 0etl <w < b
sont des entiers, alors l&guencer = {z%®) : ab™+! < i < ab™t! 4+ wb™}, ol G est le code de Gray
du theoreme 4.25, est ufw, t, m, s)-réseau en bask

PREUVE. On a
w—1
z = | {xG(i) Lab™ kD™ < i < ab™ !+ (k + 1)bm}
k=0
w—1 .
- {xG“) S (ab+ k)b™ < i< (ab+k+1)bm}.
k=0

Par 'argument de la preuve duetv€me 4.26, on voit que est 'union de(t, m, s)-réseaux en bage

w—1
z=J {2 Glab+ k)™ <i < (G(ab+ k) +1)b™},
k=0

ce qui montre quel(P, 7) = wb' pour tout intervalleslémentaireP en baseh de volume#~"™. D’autre
part, on obtientd(P, ) < b pour tout intervalleelémentaireP en base de volumed~"1, car tous
les points der font partie du netne(t, m + 1, s)-réseau en bade
{2": G(a) b™ <i < (G(a) +1)b™H}.
k]

4.8.4 Le cas particulier des suites de FaureRappelons qu’uri0, m, s)-réseau de Faure en base
{29 ... 2"~} C I* se laisse construire de la mare suivante (voir efinition 4.15) :

b= (2h,... ,2b),

m
i i P
L ijpb ’
p=1

m

i d; .

), = E apg cq(i) mod b,
9=p

ou (c1(i),... ,cn(i)) désigne la re@Sentation de € {0,... ,0™ — 1} en basé
i=> cp(i)bF!, avece,(i) € Z pour toutk = 1,... ,m.
k=1

On remarque qu’une mise en ceuvredmmsur l'utilisation directe de ces expressions implique un
effort en O(m?s) par point. En revanche, en coneidnt le code de Grag du théoEme 4.25, il est
possible de gférer une permutation duenie Eseau nettement plus rapidement. En effet, en posant

= xG(i) = <le(i), - ,xSG(i))

pour tout: € {0,... ,b™ — 1}, on a toujours

G(1) . “ G(i) 1 —
i = ay o
p=1
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De plus, comme les repsentations en basele G(i) etG(i+ 1) ne différent (del mod b) qu'au niveau
du coefficient d’'index;, on obtient

5 =3 a (G + 1) mod b= + afi, mod b
q=p

On ranene ainsi la complextd O(ms) par point. De plus, on observe qife= 2° = (0,... ,0).

Une impEmentation de cette etiode, bapteé Gr ayFaur e, est disponible en langage C (voir
Thiémard [Thi98] pour une descriptioretillée). Ses performances agié ‘confronéesa celles de la
mise en ceuvre correspondante de Fox [Fox86] en FortraRr@XHaur eF). Nous l'avons toutefois
traduite en CFoxFaur eC), de mangrea pouvoir comparer les ethodes dans un emie langage. La
table 4.3 illustre les performances de cesdggateurs sur une station de travail SGI R10000 pour des
séquences de défentes tailles extraites d’'une suite de Faure en dimensgion

n | FoxFaur eF FoxFaureC GrayFaure g’gggg[ﬁg g’gggghfg
100000 3.554 s 3.065 s 0.204 s 174 15.0
500000 21.12s 18.24 s 1.040 s 20.3 17.5
1000 000 43.60 s 37.70 s 2.082 s 20.9 18.1
5000000 256.1's 222.8 s 10.39 s 24.6 21.4
10000 000 531.2s 462.9 s 20.77 s 25.6 22.3
50000 000 3064 s 2694 s 103.9 s 29.5 25.9
100 000 000 6358 s 5605 s 207.9s 30.6 27.0

TAB. 4.3. Comparaison du temps (en secondesiassaira la gerération de sguences
de différentes tailles pour I'imglmentation originale de Fox, sa traduction en langage C
et notre approche par un code de Gray.

Ces Bsultats mettent en lumié les leréfices que I'on peut tirer de l'utilisation d’'un code de
Gray. lls confirmentegalement que la seporité de notre approche s’accentue lorsque la taille de la
séquence augmente (ce fait est clair au vu des compkexaspectives des dewethodes). De plus,
notre impBmentation effectue tous les calculs intedi@ires en arithetique entre (ce qui lui cordre
une plus grande pcision) et fonctionne pour n'importe quelle valeurd@lors que la mise en ceuvre
de Fox ne dpasse pas la dimensidf).
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Calcul et majoration de la discrepance






CHAPITRE 5

Approches calculatoires classiques

Bien que la question du calcul de la dispance soit centrale en simulation de quasi-Monte-Carlo
(voir chapitre 3), la littrature sur le sujet s’ave particulerement mince. Laefinition usuelle de la
discEépance (3) peut laisser penser que le mwotd est continu, mais Niederreiter [Nie72] a mentr”
gu'il est en fait discetisable. Son approche de calcul, ainsi que ésultats de quelques exénces
numériques assoeEs, sont @éent’s dans la prerare partie de ce chapitre.

Il n'existe a ce jour (si I'on exclut la nouvelle approchespenge au chapitre 8) qu'une seule autre
méthode permettant de calculer la desgance. Il s’agit d'un algorithme propmgar Dobkin et Eppstein
[DE93]. Cette technique est sommairemeragar¢e dans la seconde partie de ce chapitre. Elle repose
essentiellement sur une structure de dmmcomplexe permettant detedfminer les intervalles de plus
petit et de plus grand volume contenant exactenieparmi lesn points de la s§uence. Ces deux
approches mnenta des algorithmes dont la complexigst exponentielle en la taille du prehie.

5.1 La discrétisation de Niederreiter

Soit une squencer = {x!,... ,2"} C I*. Pourtoutj € {1,... ,s}, on note
0=10) <6} <--- <0 =
les coordongés distinctes apparaissant dans I'ensemble
{x}, c,ri U0, 1)
On pose ensuite
Q={(q1,---,¢s): 0<qj <mnj,Vjie{l,... s}t},

ainsi que
P (g)=]] {0,@”) et Pt(g) = f[ [0,5?‘“) pour toutg € Q.
j=1

Niederreiter [Nie72] a mongrgue

(21) Di(z) = max max{‘w —A (P+(q))‘ :

En d’autres termes, le prabtie du calcul de la disepance peut se ramerefa consiération de la
grille de tailleO(n®) engendee par les bords du cube et les coordemsdes: points de la squence.
En tenant compte du tempgcgEssaire auettompte des points siés‘dans chaque intervall& (¢), on
obtientO(n*™!) comme complexé d’'une mise en ceuvre & de cette disetisation. A priori, cette
approche est donc impraticable dans le cas d'@ggience en dimensiaie\ée.

Malgré tout, afin d’avoir une idé concete de la difficulé” du prob&éme abord, nous avonsetidé
de tester cette athode sur quelque®, m, s)-réseaux de Faure en baseSeules les dimensions pour
lesquelles il eeté possible de calculer la diggance d’'un te(0, 2, s)-réseaui(e. # points) en moins
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5.1 LA DISCRETISATION DE NIEDERREITER

d’'une semaine sur une station de travail SGI R10000ethtoOnsig¢tées. Sous ces conditions, il n'a
paseté possible de epasses = 6. Les sultats obtenus sont damdans les tables 5al5.4A notre
connaissance, le calcul de la dispance de cesguences (ou d'autreggéaux similaires) n'a jamais
eté pesent jusque-d. On remargue au passage que les valeurs de la table 5.1esoptdches de celles
obtenues par les formules de De Clerck pour Esughces de Hammersley (voir table 4.1).

m 1 2 3 4 5 6
n=2" 2 4 8 16 32 64
Dy (x) 0.75 0.4375 0.3125 0.171875 0.089844 0.053711
7 8 9 10 11 12 13
128 256 512 1024 2048 4096 8192

0.025146 0.014587 0.008408 0.004299 0.002448 0.001329 0.000691

TaB. 5.1. Discrépance de quelqués, m, 2)-réseaux de Faure en base

m 1 2 3 4 ) 6
n=3" 3 9 27 81 243 729
Dy (x) 0.703704 0.297668 0.196159 0.071280 0.029364 0.013329

TaB. 5.2. Discrépance de quelqués, m, 3)-réseaux de Faure en base

m 1 2 3
n=>5" 5 25 125
D} (x) 0.6704 0.170455 0.089387

TaB. 5.3. Discrépance de quelqués, m, 4)-réseaux de Faure en b&se

§s=09 s=26
b=5 b="7
m 1 2 1 2
n==>ub" 5 25 7 49
Dy (x) |0.722240 0.238297 | 0.724333 0.210972

TaB. 5.4. Discrépance de quelqués, m, s)-réeseaux de Faure en base

Les mesures effect@’s dans le cadre de ces erphces ont indiggi'que le temps ecessaira la
détermination de la disepance d’'uneetjuence de: points en dimensios sur une station de travalil
SGI R10000a l'aide de la disafisation (21) est d’environ0~''»n**! jours. En dimension spieure
(pours > 7 avecm > 2) ou pour deseSeaux plus importants (posr< 6 et de plus grandes valeurs
de m que celles dongés dans les tables), le calcul aurait pris plus d’'une semaine. On en conclut que
I'efficacité de cette approche est partienément limi€e en dimensiorlége.
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CHAPITRES5 APPROCHES CALCULATOIRES CLASSIQUES

5.2 Lalgorithme de Dobkin et Eppstein

En 1977, Klee [Kle77] s’est iet'esg”au probéme suivant : calculer la mesure de I'unidh, P; de
n intervallesP;, ... , P, de la forme[[;_,[a;, 8;]. En dimensions = 1, il a donré un algorithme en
O(nlogn) et soulee la question de son optimadit”

Cette question aveillé I'interét de nombreux chercheurs (voir Preparata et Shamos [PS85] pour un
compte rendu) et il @& dmonte depuis que cette complexi€st optimale pous = 1 ets = 2. En
dimension suefieure, le meilleur algorithme connwet& propos’par Overmars et Yap [OY91]. Il repose
sur une subdivision particelie deR* en O(n*/?) régions (@&pendant des intervalleg, . .. , P,), sur
une technique de balayage (par des plans deallaux axes), ainsi que sur une structure de elesn’
spécifique permettant de maintenir certaines informations. Sa conglesttérO (17/2 log n).

L'algorithme de Dobkin et Eppstein pour le calcul de la dipance [DE93][DEM96] utilise ces
élements de maare intensive. Leur approche est la suivante : au lieu de chercher l'inteRra@I& qui
maximise la disapance locale (4), on commence patetminer pour touk € {0,... ,n} quels sont
les intervalles de plus petit et de plus grand volume qui contiennent exacteimemhi lesn points de la
séquence, puis on prend le maximum des diparices locales obtenues. Cependant, on n'aborde pas ce
nouveau prol@ime frontalement. On commence par le dualiser en remaptacut point! de la €quence
par un nouvel intervalle de la fornﬁjzl[xﬁ, oo) et tout intervalle conselé dans la dis@tisation (21)
par le point qui lui est assaei(son« coin suggrieur-droits). Maintenant, le proldme reviena'chercher
le point dual contenu dans exactemérihtervalles duaux qui minimise ou maximise le produit de ses
coordonmes. |l se trouve qu'il est possible d'utiliser la subdivisionRet la structure de domes de
Overmars et Yap pouradérminer ces points &i\(n*/2). Répétant I'oggration pour tout: € {0,... ,n},
on obtient un algorithme e@(n'*5/2).

Cette complex#”en fait la meilleure mthode connue pour le calcul de la desgance. Cependant,
les structures de domms impligeesetant tes sophistigaés, on peut craindre que la constante each’
dans ceO(n!*4/2) soit trésélevée. Ainsi, en fin de compte, il n’est pasident que cet algorithme (qui
reste exponentiel) se montreallement plus performant que I'approche directe par disation (21)
sur des protdmes solubles en un temps acceptable par I'une des detlnod€s. Cette conclusion n’est
d’ailleurs pas ecuge par Dobkin (communication personnelle, 2000). Il est clair que cette question
mérite d'étre teste nuneriquement, mais l'algorithme de Dobkin et Eppstein n’a apparemment jamais
étt implemen€ en dimension swgrieurea2.
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CHAPITRE 6

Quelques bornes pour la discepance

Au premier abord, la difficuét’”du probéme du calcul de la disepance (voir chapitre 5) semble
contrebalaneé par I'existence de bornes suigures explicites pour certainesgsiences que I'on sait
asymptotiguement efficaces dans une application desthade de quasi-Monte-Carlo (17). Cependant,
les majorations en question ne fagnt non trivialesife. inferieuresa’l) que pour desesjuences dont
la taille est supfieurea un seuil critique qui cnode mangre exponentielle avec la dimension.

En revanche, le calcul de bornesdn&ures pour la disepance est unache relativement ag. Les
diverses techniques existantes somsgrites dans la section 6.2.

6.1 Le cas dest, s)-suites et degt, m, s)-réseaux

Géréralisant les travaux de Sobol [Sob67] et de Faure [Fau82], Niederreiter [NieS@ph des
bornes suefieures pour la disepance de§t, m, s)-réseaux et ded, s)-suites en bask La convention

i>joui<0 = (J,):o
1

est utilisse pour lEcriture des coefficients binomiaux apparaissant dans les expressions ci-dessous.
THEOREME 6.1 (Niederreiter [Nie87])Sixz est un(t, m, s)-réseau en baske on a

Djn(z) < BT i (8 R 1) ( t) EJZ, pourb > 3

=0

Dim(z) < 7™ S( )( > +(g—1>§<m_tji+l> (g)i],pourbpair

Dy ()

A

A

<
|
3

( —t)+2J pour s = 2

b—1\2 b—1 9
Djin () b <T) (m—t)2+T(m—t)+ZJ,p0urs=3

IN

3
Dim(z) < 7™ (b_Tl> (m—t)3+g(b—I)Q(m—t)Q—l—g(b—l)(m—t)—i—%J,pours:4

THEOREME 6.2 (Niederreiter [Nie87])Pour une(t, s)-suitex en base et un entiern > #, on a
Bl =1~ (s—1\ (k+1—t\|b]|""
D; < —|—= d
n(®) = n[ 2 ;<z—1>( i ){2J
s—1 %

1 -1 1- —

+ = o k+. ! + k.t b , pourd > 3
2 P ] 1 1 2
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6.1 LE CASDES(T,S)-SUITES ET DES(T, M, S)-RESEAUX

o = [ () () B ) ()
S5 N E)
() (717 ) ()] s

Diw) < ¥ E(b— 120k = 02 + 5 (b~ Db+ 9)(k — 1)+ (b + 1)] . pours = 2

Dia) £ | L= 10— 0P + fplo- 120+ 56 -0

1 1
+ 50— 1)(b% +16b + 61)(k — t) + g(b2 + 4b + 13)} , pours =3

i) < ¥ [64@_1) (k= 1)+ 5506~ 16+ 5)(k — 1)
. 6i4(b — 1)2(b% + 16b + 13)(k — 1)

1 1
32(b—l)(7b2+b+64)(k t) + 1—6(b3+8b+51)},pours:4

ou k est le plus grand entier tel qué < n.

Lorsque la dimension estes petite, les majorations fournies par lesaieimes 6.1 et 6.2 semblent
relativement bonnes. Par exemple, en dimengiares bornes sgpieures sont &s proches des valeurs
exactes calcaés dans la section 5.1 pour certa{fism, 2)-réseaux de Faure en ba3gvoir figure
6.1). Retournant I'argument, on peut en conclure quedssalx de Faure en question sont d’excellente
qualité. D'autre part, comme l'illustregalement cette figure, les valeurs obtenues sont bien plus petites
pour un Eseau (lorsque = ¥™) que pour uneexjuence de taille voisine arbitraire.

Malheureusement, en dimension pkie\Ee, la situation seefriore tes nettement. Par exemple, la
figure 6.2 Evele que pour uni0, m, 13)-réseau en basks, la borne supfieure fournie par le #oeme
6.1 est plus grande guepour toutm < 10, c’estd-dire pour tout@seau comprenant moins ti8° ~
1.3-10'! points. De neime, pour desssjuences plus courtes, les valeurs obteadsde du tlEoeme 6.2
s'averent totalement inutiles. Ce ghdnene semble mrme s’'accentuea vitesse exponentielle lorsque
la dimension augmente. Cette conclusion s'impose d’ebdeam’en consigfant les valeurs de la table
6.1. Pours € {2,...,20}, ony trouve la taille minimale d’uit0, m, s)-réseau de Faure en baséou
b est le plus petit nombre premier ®rEur ouegala s) pour lequel le tkoeme 6.1 fournit une borne
pour la discepance plus petite que Approximativement, ces valeurs sont de I'ordre Ide points.
D’autre part, comme l'illustre la table 6.2, la situation n'esegplus €jouissante pour les suites de
Niederreiter et Xing en base € {2,3,5}. En effet, bien que leseseaux correspondants pedsnt
d’excellentes propetés théoriques, la taille minimaleatessaire 1'obtention d’'une borne non triviale
est encore de I'ordre d& points.

Poursuivant la discussion amerc’dans la section 4.7.3, il paraaisonnable d'avancer que, le
théoeme 6.1etant valide pour uneseau de taille quelconque, la borne qu'il fournit ne peadridé
le comportement de la disgpance qu’une fois leejime asymptotique de la suite sous-jacente atteint.
Bien que cette notion ne soit pas clairemetatblie, on disposeaanmoins de deux candidatsdargssants
(et relativement concordants) pour en marquer le commencement : lesguidlonre en page 42 et les
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CHAPITRE 6 QUELQUES BORNES POUR LA DISGRPANCE

Dy (z)
1.25 + . valeur exacte pour = 2™ etm < 13
- borne supfieure poun = 2, ... ,8192
1.00 +
0.75 +
0.50 1 . R
025 T \\
: . \\\ m = logy n
: : ——t : A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

FiG. 6.1. Comparaison entre les majorations fournies par lesimes 6.1 et 6.2 et la
valeur exacte de la disgpance des quelqués, m, 2)-réseaux de Faure en basde la
table 5.1).

D (x)
30 +
25 T
20 +
15 +
10 +

FIG. 6.2. Majoration du tloreme 6.1 pour la disepance de quelque®,m, 13)-
réseaux en basks.

tailles minimales dfiniesa la manére de celles des tables 6.1 et 6.2. De plus, on observe que, une fois
cette valeur atteinte, les bornes fournies par lesies 6.1 et 6.2 diminuentes rapidement avec la
taille de I'échantillon.

Ainsi, dans le cas d’'une application de l2thdéde de quasi-Monte-Carlo (17) utilisant ueg@ence
de taille limitte en dimensiorlée, les majorations explicites fournies par centmes ne fournissent
aucune information utile powvaluer la quald’de I'ensemble de points retenu. Il n'en reste pas moins
gu’un bon candidat doitetessairement gsenter une disepance eduite (voir chapitre 3). Aussi, ne
disposant d’aucunesultat tleorique capable de caradSer la diseepance d'uneexjuence de longueur
raisonnable en dimensiagleévée, on voit I'inBrét pratique d’'algorithmes permettant de calculer ou de
majorer suffisamment pcigment cette grandeur.
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6.2 LES BORNES INERIEURES

s 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
b 2 3 5 5 7 7 11 11 11 11 13
Mmin 2 2 3 4 4 5 6 7 8 9 9
Nmin 4 9 125 625 2401 16807 1.7-105 1.9-107 2.1-10% 2.3-10° 1.0-10%0
13 14 15 16 17 18 19 20
13 17 17 17 17 19 19 23
10 11 12 13 13 14 15 16

1.3-10" 34-108 58-10 9.9-10" 99-10% 79-10'7 1.5-10Y 6.1-10%

TaB. 6.1. Taille minimalen,;, = v"mi» d'un (0, m, s)-réseau de Faure en baséou
b est le plus petit nombre premier ®rEur ouegala s) pour laquelle le teoeme 6.1
fournit une majoration pour la disgpance de valeur iafieureal.

s 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
b 33 2 2 2 2 2 2 2 2 2
tsp 0 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10
Mpin 1 2 5 7 9 11 13 15 18 20 22
Nmin 3 9 32 128 512 2048 8192 32768 262144 1.0-10% 4.2-106
13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2
11 13 15 15 18 19 19 21
24 27 30 31 35 37 38 41

1.7-10" 1.3-10% 1.0-10° 2.1-10° 34-101° 1.3-10% 2.7-10' 2.1.10'2

TAB. 6.2. Taille minimalenyi, = b™m» d'un (¢, m,s)-réeseau de Niederreiter et
Xing en basé pour laquelle le thbreme 6.1 fournit une majoration pour la dispeince
de valeur in€rieurea’l.

6.2 Les bornes inérieures

Contrairement au cas des majorations, le calcul de bornesdnfes pour la disepance est une
tache relativement facile. En effet, pour uregiséncer den points dang® et un intervalle quelconque
P € T, on ala minoration

A(P.
A0 e < i)

n

Pour une sguencez de n points provenant d'un gférateur pseudo-edtoire ou d'une suita °
discépance faible, I'heuristique consistanprendre le maximum des valelrs( P, x) /n — A(P)| pour
guelques centaines d'intervalld® choisis a¥atoirement fournit gféralement une excellente borne
inferieure sur la disepanceD; (x). Notons cependant que lorsquecomprend S peu de points, le
facteur chance peut devenirgmondrant et donc conduira des €sultats de quakttrés variable.

Par dfinition, la discepance cagé moyennd)(x) est une borne imffieure sur la disepance. Elle
a 'avantage ®tre facilea calculer (voir section 1.3.3), mais quelquesearigrices numriques suffiserd
montrer qu’elle est de quadittres nediocre. Notons que dans certains cas, une boreeéuifie explicite
peutétre obtenue par congittition de 'erreur de disetisation :
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CHAPITRE 6 QUELQUES BORNES POUR LA DISGRPANCE

THEOREME 6.3 (Niederreiter [Nie92])Sixz C I° est une 8quence pour laquelle les coordé@es
de chaque point sont des nombres rationnels de la fasfieavecc € {0,... ,d — 1}, alors on a

Di(z)>1- (d%dlf.

Cette minoration concerne toutes les suiiediscEpance faible ecrites dans le chapitre 4, mais
malheureusement, elle sene particulerement mauvaise. D’autre part, une adaptation dectaode du
recuit simué (voir Aarts et Korst [AK89]) &t propose par Winker et Fang [WF97] pour le calcul de
bornes inErieures pour la disepance. Fondamentalement, cette technique corssisexplorer qu’une
partie de la grille correspondaat’ensembleQ de la discetisation de Niederreiter (21). Avec la notation
de la section 5.1, le recuit en question utilise

Vg)={pe Q:lpj —qj| <k, Vje{l,...,s}} CQ

comme @finition du voisinage d’'un point € Q, ou k € N* est un paramtre fixe de margre arbitraire.
Cette approche semble fournir d'excellerdsultats. Pour terminer, signalons qu’une nouvelle technique
de minoration particuitement efficace est propsdans la section 8.4 (elle repose sur des heuristiques
présenges dans la section 8.3.2).
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CHAPITRE 7

Une approche par cecomposition du cube unié

Une nethode permettant de construire des intervalles arbitrairement petits contenant la valeur exacte
de la discepance d’uneexjuence quelconque dans le cubeeltiEst proposé dans la section 7.1. Cette
approche repose sur la considfion d’'une partition d& en intervalles. Deux ethodes particudires de
décomposition et des techniques de mise en ceuefgpies sont @senges dans les sections 7.2 et 7.4.

Bien que les algorithmes obtenus ne soient pas polynomiaux, lesienpés numriques des sections

7.3 et 7.5 montrent que cette approche permetiadlilir des bornes pour la diggrance deexjuences dans

des cas totalement inaccessibles jusqu’alors. Pour I'essentiel, le contenu de ce chapitre est une version
remanée de nos articles [Thi00] et [ThiO1].

7.1 Un intervalle pour la discrépance

Soit 2 une €quence de: points dans le cube ueit’*. On veut construire un intervalle pour la
discépanceD;;(x). Rappelons que I'on assoc&tout P = [[;_,[as, ;) € Zs les deux intervalles
P~ =T1I7,[0,a;) etP™ =T];_[0, 3;). Pour toute partition fini®> de I* en intervalles, on efinit

(22) B(P,z) :%g%maX{MPTW_)\(p)’ )\(P‘F)_@}'

Il est clair queB(P,x) < 1 pour toute sfuencer et tout choix deéP. On montre que cette grandeur est
une borne sugrieure pour la disepancel; (x) :

THEOREME 7.1 Pour toute 8quencer = {z!,... ,2"} C I° et toute partition finiP de I* en
intervalles de la form§[’_, (o, 5;) € Zs, on a

D; (z) < B(P,x).

PREUVE.
Dy(z) = sup Abo) )\(P)'
PeTr n
T ORI {22y a@ - 222
QET}
< maxmax{m — )\(P—)’ )\(P+) _ M} )
pPeP n n

De méme, pour toute partition fini® de I en intervalles,

(23) C(P,w) = max max{ M

PeP

- )\(P_)' : ‘A(PTW — \PT)

|

est une borne igffieure pour la disepance de:. On vient donc détablir I'intervalle
(24) C(P,x) < D} (x) < B(P,x).
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7.1 UN INTERVALLE POUR LA DISCREPANCE

DEFINITION 7.2 On définit le poids W (P) d’un intervalle P = HZ el BP) € I, comme la
difference entre les volumes @& = [[;_,[0,87) etdeP~ = [[;_,[0,arF) :

W(P) = \(PT) — HﬁP H o

De méme, pour une partition fini® de I° en intervalles, on pose
(25) W(P) = max W(P).

PeP

Bien évidemment, on aimerait que l'intervalle (24) assatiline partition? de F soit aussketroit
que possible. Legsultat suivant montre que sa taille ne peut pgsadseiV (P).

THEOREME 7.3 Pour toute 8quencer C I° et toute partition finieP de I° en intervalles, on a

B(P,z) —C(P,z) < W(P).

PREUVE. On observe tout d’abord que pour tout intervailec P, on a

A(PTW —MPT) = A(PTJF’:C) — MPT) + [MPT) = A(P7)]
< APLD ey W)
et
aps) = AT e e ) - AT
< ) - AT )
On en @iduit que
B(P,z) = r}glg%max{A(P;’x) CAP), AP — A(Pn‘,w)}
< gggmax{A(Pg’x) A(PH), A(P7) - A(Pn’x)} + W (P)
< C(P,x)+W(P).

Il est clair que la valeur d& (P) est indpendante de laeguence: considrée. Ainsi, pour obtenir
un intervalle (24) de petite taille, deux options sont envisageables :

> choisir un pararatre de pecisione € (0, 1) et construire une partitio® telle queW (P) = ¢
(cette approche est envisagdans la section 7.4) ;

> chercher la partitior® minimisantlV (P) sous certaines contraintes (le cas particulier des grilles
extensibles de cardinaditfixée est consiglé ci-dessous).

62 Eric Thiémard



CHAPITRE 7 UNE APPROCHE PAR BCOMPOSITION DU CUBE UNIE

7.2 Les grilles extensibles

Soit un entierk > 2 et un ensemble deséquences croissantes, = {z',... ,2°} donré par
&' = (20 1 2k)
et
0=z} <2 <---<z =1,pourtouti € {1,...,s}.
De manere naturelle, on assocéetout vecteur, = (a, ... ,as) € {1,... ,k}* l'intervalle

S
Pa = H |:Z27_1,Z(Zl7) .
i=1

Ainsi, z, ;, induit une partition du cube umit® ayant la forme d’ungyrille extensiblede cardinali¢’ %’

Pow ={Pa:ac{l,... k}°}.

Dans ce cas patrticulier, les bornes (22) et (28k8tent

+ _
B(stk,.fﬂ) = max max{m_)\(P;)’ )\(P;_)— A(Pa 7(L')}
' ae{l,... k}s n n
et
- +
C(stk"r) = max max{ M _ )\(Pa_) , A(Pa 7x) _ )\(P;_) }
’ ae{l,... k}* n n
+
= max M _ )\(PJ)
ae{l,... .k} n

Comme nous l'avonsaja mentione au chapitre 6, dans le cadre de la construction d'un intervalle
pour la discepance, le plus difficile est erergral d’obtenir une bonne borne @rEure. Il se trouve
que, pour un choix dorendez; 4, il est facile détablir des bornes iefieures sur la valeur de la borne
suggrieureB(P;, ., z) :

> Poura = (1,k,... ,k),onaA(P,,z) = 0. On en é&duit que

BP.,,.a) = A - ALa?) 1

i a n

De la nEme margre, on obtient

(26) B(P.,,.x) > 2}, pour touti € {1,... ,s}.
> Poura = (k,k,... ,k),onaA(P,,z) = n et par consguent
A(P;_,CC) — : %
B(P.,,,x) > — AMP)=1- [Ilzkl-

On note que ces bornes @rféures sont inePendantes de. En d’autres termes, bien que la
discBpance d'uneejuence puissetfe arbitrairement petite, ces valeurs constituent un seuil minimal
incompressible pour la valeur d&(P., ,,z). En guise d'introduction, examinons la quelitle cette
majoration pour quelquegglences dont la disgpance est connue :
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7.2 LES GRILLES EXTENSIBLES

EXEMPLE 7.4 On consi@re le cas des quelqué8, m,2)-réseaux de Faure en baSedont la
discBpance &t calcu€e au chapitre 5 (voir table 5.1). Pour cegsénces, la partitionefinie par
j 2
1 2 .
k=100 et zj=z;=1- (1—m> , pour touty € {0, ... ,100}

meéne aux bornes sepéeures doneés dans la table 7.1. Un intervalle ayant un poideriatir lorsqu’il

est translat pEs de l'origine, cette grille (voir figure 7.1) semble constituer un choix raisonnable pour
aboutira une partition pSentant une petite valeur &g (7, ,,,). Pourm < {1,...,7}, les bornes
obtenues sont proches des valeurs exactes de la table 5.1 et meilleures que les majorations fournies
par le tleoeme 6.1 (voir figure 6.1). Par contre, pour > 8, la valeur deB(R, ,,,, =) S’écarte de la
discEépance et semble tendre verg20020. Ce fait n’est gere surprenant au vu de la relation (26). En

effet, cette dermire implique queB(P., 49, ) > 21 = 0.0199 pour toute sguencer. Ce plenonene

est symptomatique de cettesthode. Il se produit pour un seuil qui grandit agest décrat aveck.

m 1 2 3 4 ) 6
n=2" 2 4 8 16 32 64
B(P.y100-) 0.754083 0.452548 0.327548 0.183537 0.102539 0.060025

7 8 9 10 11 12 13
128 256 512 1024 2048 4096 8192
0.036471 0.026929 0.022328 0.020508 0.020237 0.020020 0.020020

TaB. 7.1. Borne B(P., ,,,, ) pour la discepance de quelqud®,m,2)-réeseaux de
Faure en basg.

FIG. 7.1. Unepartition du care”uni# en10 000 intervalles.

7.2.1 Construction de la grille. Intuitivement, plus la dis@tisation est fineife. plus k est grand),
meilleures sont les perspectives d'obtention de bornes de bonnesqialifin de compte, le choix de
k revienta trouver un compromis entre lagmision @sie et le temps de calcal disposition. Pour
l'instant, on supposé fixe et I'on s’in€resse au probime de la construction d’une grille minimisant la
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CHAPITRE 7 UNE APPROCHE PAR BCOMPOSITION DU CUBE UNIE

largeur maximale de l'intervalle pour la diggance (24). Par le gloieme 7.3, il s’agit donc de trouver
une partitionP;, , de poids minimum. Sachant que

WiPei) = page W)= oy WIED)

ol P, =[I;_; [2%,_1,2,), le probEme reviena'ésoudre le programme matiatique non-liaaire
S S
27 G; = min max o
27) K Zok a€{l,... k}* { Zl_[l @i Zl_[l @i 1}
sC. 0=z <---<z =1, pourtouti € {1,...,s}.

Les cas patrticuliers suivants sauidents :

> En dimensioni, la solution optimale de (27) est dagmpar

T SRR | .
G = o ol z; = Epourtoutj €{0,... ,k}.

> Pourk = 2, il est facile de remplacer le maximum stitermes par un maximum ss#-1 termes

dans le programme (27). En effet, il suffit d’'observer que pour tout choike€1,... ,s} etde
a=(ay,...,as) € {1,2}° avecay = 1,0n a
szl - szi—l = l_IzétZ < 2.
=1 =1 =1
Cette irégali€ est seeé pour touts = (ay,... ,as) avecay = 1 eta; = 2, pour touti # d.
Finalement, le dernier candidat s’obtient en prenast (2, ... ,2). En fin de compte, on a
s .
G; = lmingmax{z%,...,zf,l—nzi}
21y s2] im1
s.c. 0<z <1, pourtouti € {1,...,s}.

La solution de ce programme est
Gy = 7 = z, pour touti € {1,... ,s},

ou z est 'unique solution de équationz = 1 — 2° sur l'intervalle |0, 1].

En dehors de ces cas patrticuliers, le programme (27) serefikr ddute approche analytique. Il a
toutefois€té possible detablir une condition de concagitaraattisant une de ses solutions optimales :

THEOREME 7.5 Le programme ma#imatique(27) posgde une solutior ;, pour laquelle

(28) Zh— 2k >2h — 2 pourtouti € {1,... s}etje{l,... k—1}.
PREUVE. Soitz,; une solution admissible du programme (27) telle qu'il exite {1,... ,s} et
p € {1,... ,k — 1} pour lesquels la condition (28) n'est pas satisfaite. On construit alors une nouvelle

solution admissible; ,, de la mangére suivante :

J 2t sinon.

s { Z;}—l +2b =20 si(i,g) = (d,p),
j
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7.2 LES GRILLES EXTENSIBLES

En itérant ce processus, on finit par obtenir une solution admissible pour laquelle la condition (28)
est satisfaite. On aelve la preuve enathontrant que cette transformation refédiore pas la quaktde
la solution, c’esta~dire que

S S S S
i i i i
max Z, — 2, < max 2, — 2, .
a€fl,... k}s { H i H i 1} a€fl,... k}s { H i H i 1}
=1 =1 =1 =1
Il suffit de prouver que pour tout € {1,... ,k}*,
S S S S
=1 =t ) )
Hzaz‘ B Hzafl = E{rlnaxk}s { Hzcz' N Hzcz'l} :
i=1 i=1 CS1 s i=1 i=1
On distingue trois cas :
> Siaq ¢ {p,p+1},0na
S S S S
Hzﬁh - Hééi,l - szh - szifl'
=1 =1 =1 =1

> Siag=p+1,0na

S

i d d d )
[ -5 = T (s o) Tl

i=1 i#d
S S
% %
< 114 -T#
=1 =1

> Siag =p,ona

s s s
_ d d d ) i
H’Z Hzafl = (prl + Zp1 — Zp) Hzai —11%a—1
i=1 i#d i=1
) 1
— (o) T (1 - T
i#d i#d i#d
< (o) T (T - T
i#d i#£d i#£d
_ d ) d i
- Zp-l-l H Za; — Zp H Za;—1
i+d i+d

_ p+1 sii=d,
- Hzcl HZC“OUC’_{ : sinon.

Z

=

Le programme matrhatique (27)tant difficilement abordable, nous restreignons netuslé au
cas synetrique ai'less séquencegz!, ... , 2*} sont identiques. On obtient donc le nouveau peoig

s S
29 MS = min ma. Za; — Za;—
(29) i ae{l,..fk}s{il;[l " 1;[1 " 1}

SC. 0=z < --- <z, =1.
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CHAPITRE 7 UNE APPROCHE PAR BCOMPOSITION DU CUBE UNIE

On remarque que la fonction objectif

30 = o, — ' 2a,—
o 0= sy { T T

de ce programme n’est pas eene. En efet, pours = k£ = 2,0n a
f(z) =max{z,1 - 27},
mais en posant; = 0.5 etz; = 0.6, on obtient
f(1/22 +1/22) =0.6975 > 0.695 = 1/2(0.75 + 0.64) = 1/2 f(z1) + 1/2 f(z1).

Mentionnons au passage que, dans ce cas, la solution de (29) est unique et qu’il s’agit du nombre d’or

5—1
M2 = V5 .
2
On conjecture que, pour toutes valeurssdet k, chacun des programmes (27) et (29) possune
unigue solution et que celles-ci ic@ident (les esultats de toutes nos erhentations nueriques
abondent dans ce sens). Par ailleurs, camaiat’ la syrefrie de la fonction objectif (30), le pradie

(29) estéquivalent au programme maitmatique simplif”

(31) M = min max Fa; = ] ] Fai-1
k ae{l,... ,k}* zl_[l zl_Il

a1<---<as

SC. 0=z < - <z, =1

Que ce proldime possde une ou plusieurs solutions, leteme 7.5 nous assure qu'il en existe au moins
une pour laquelle les conditions suivantes sont satisfaites :

1 < < 1
- z
A >~ 1 = )
1-— Z1 .
< 29 — 21 < min{z,1 - 21},
k-1
1—=z
(32) A 22 S zZ3 — 292 Smin{zg—zl,l—zg},
I =2z o .
—5 S Z-1-%-2 Smin {212 — 21-3,1 — 212}

De plus, si I'on dispose d’'une borne srEure M < 1 pour la valeur d'une solution optimale du
programme (31), alors la relation (26) implique que la pemnicontrainte ci-dessus peaité renforee
en la remplaant par

(33) <zn <M.

| =

Ajoutées au programme matmatique (31), les contraintes (32) et (33) permettent ethiiré
considgrablement la taille du domaine de minimisation. Unettonde de recherche locale oeatdire
comme l'algorithme 7.1 peut aloetre utilig€e afin d’'obtenir une solution appra’ll est clair que
chaque aralioration induit, par le biais de la contrainte (33), une nouvelle contraction du domaine.

Bien évidemment, la partiealicate de I'algorithme 7.1 est la potentielaun€ration de 'ensemble
A dans la boucle constiég’ des lignes0 a12. Ce cas pathologique peetréévité pour la quasi-totakt”
des solutions admissiblésgy, ... ,yx) envisages par une politique aduate deeaéection de IElément
a € Aalalignell. Expérimentalement, pour une partition de® T'intervalle i, de poids maximum
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7.2 LES GRILLES EXTENSIBLES

Algorithme 7.1 Approximation deM;

Donnée: s,k
Résultat : M, {z,... 2}
1 yo < 0.0
20y < 1.0
3: M,ﬁ — 1.0
4: tant que condition d’arget pas satisfaitéaire
1 -
5: Y1 < U <E’Mi§>
6: pouride2ak — 1 faire

1 —yi

[ 1,min {Yi-1 — yi—2,1 — yzl})

& yz‘<—yi1+U(
8 m++0.0

90 A—{ac{l,... k}¥ a1 < <ay}
10: tantque A # @ etm < M; faire

11: choisir et retirer urs-uplea = (a1, ... ,as) de A

S S
12: m&max{m,Hyai _Hyai—l}
i=1 i=1

13:  sim < M alors
14: zi < y; pour touti € {0,... ,k}

~

15: M —m

se trouve presque toujours sur la diagonale centrale (posr (i,... ,i) avecl < i < k), sur une
aréteéloigrée de l'origine (poun = (i, k,... , k) avecl < i < k) ou pres du« coin sugrieur-droit»
(k,...,k). Empiriguement, en commeawt I'énun€ration deA par ces egions, la quasi-totaétdes
« mauvais» candidatyyo, . - . , yx) sontéliminés (par le biais du test < J\Zl,j de la lignel0) au cours
des toutes prerares i€rations de la boucle en question.

(.F) (1.15) (8,11 (9,8) (10,6) (1L5) (12,4) (13,4)
Mlj 0.13198 0.18456 0.25796 0.34733 0.41885 0.51901 0.52634

(143) (153 (16,3 (I1,2) (182) (19,2) (20,2
0.67236 0.67942 0.68599 0.88191 0.88625 0.89023 0.89390

TAB. 7.2. \aleur approcké de la solution de (31) pour quelques valeurs dek.

Bien que cet algorithme soit rudimentaire, ses performances sord faitithonorables en pratique.
La table 7.2 contient la meilleure approximati.ﬁff)g de M} obtenue pour quelques valeurs det k.
Malheureusement, la figure 7.2 montre q\&g décrat trés lentement avek. Notons qu’une approche
de dcomposition plus efficace du cube enitienanta’des partitions de cardinaiihférieure pour un
poids done’est pesente dans la section 7.4.
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CHAPITRE 7 UNE APPROCHE PAR BCOMPOSITION DU CUBE UNIE

0.8 + o5
0.7 + as=

0.6 1 :
0.5 1
0.4 1
0.3 1
02 + Toos
0.1 1

+

O O +bO

O 400

(ale7)e}

FiGc. 7.2. \aleur approcké de la solution de (31) pour quelgues valeurs dek.

7.2.2 Decompte des points.Le calcul effectif des bornes

A(Pf
C(st k,:C) = max M _ )\(P;_)
’ ae{l,... ,k}* n
et
A(Pf A(P-
B(P.,,,r) = max maX{M —XP,), M(P) — M}
’ ae{l,...,k}s n n
pour la discepance atessite la efermination ded(R', z) pour touta € {1,...,k}*. La méthode

directe consistard compter les points de l@glence contenus dans chaque intervBligposede une
complexi€ O(nk*). Il estégalement possible d’effectuer cetiette erO(nslog k+k*) en exploitant le
fait queP,, , est une grille. En effet, pour tout point de keggience, une @ué dichotomique sur chaque
composante suffa teterminer, en un temp8(s log k), dans quel intervalld, il se trouve. Ayant ainsi

obtenu les valeurs dé&(F,, x) pour touta € {1,... ,k}*, il restea calculer
(34) APf z) = > A(P.,z), pourtouta € {1,... ,k}*.
ce{l,... ,k}*®

c¢;i<a;i,Vie{l,...,s}

On note que la complexitO(k**) de ce dernier pas est iagéndante de la taille de la €quence.
Il est cependant possible d'adéfer le processus en utilisant de nmeaeiadquate le thoEme 7.6. On
ramene alors I'effort totala’O(nslog k + 2°k®). Il convient de souligner le fait que cette complexit”
présuppose la disponibitd’un espace-srhoire important pour le stockage des valeursidg, x).

THEOREME 7.6 Pour touta = (ay,... ,as) € {1,... ,k}*,ona
(35) APF 2) = A(P,2) + > (m)MZvA(PE 1)
UE{O,I}S
v#(0,...,0)

PREUVE. On remarque tout d'abord que pour tout triplet d’ensembles Ani&s et F5, on a

|E1 U Ey| = |Er| + |Eof
_‘ElﬂEQ‘
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7.2 LES GRILLES EXTENSIBLES

et
|[E1UE, U Es| = |E1|+ |Eo| + |E5
—|E1 ﬂE2| — |E1 ﬂE3| — |E2 ﬂE3|
‘HEl N E5N Eg’
De méme, siE, . .. , E5 sonts ensembles finis, on obtient l&ggralisation
S
|ByU---UE| = ) |Ei|
i=1
— Z |EZ N EJ|
i#]
(36)
S
+(-1)° NE;
SIDNGE
—(=1)* | A Byl
i=1

Cette formule se@hontre facilement par induction (voir Hall [Hal86]). D’autre part, on a
AP ) = A(Py,x) + AP\ Py, )

_ 5 pt
= A(P,,z)+ A (iUIPa_ed,x> ,

ou e, désigne led® vecteur unié’ de la base canonique B& Pour prouver le théeme, il suffit d'utiliser
I'expression (36) avec

Eq=xzNPS,  pourtoutd € {1,... s}
=

Pour un vecteus € {1,... ,k}* donrg, le calcul ded( P, z) a I'aide de I'expression (34)atessite
la considration deO(k*) termes, alors que dans (35), la somme ne porte qué ®léments. Cette
amélioration implique toutefois une difficdtsuppmentaire. En effet, avec la formule (35), lés
differentes valeurs dd (P, z) ne sont pas calculables dans n'importe quel ordre. Plesigrent,
la détermination ded(P;H, z) requiert qued (P, ,, z) soit connu pour tout vectewrc {0, 1}* non nul.

L'algorithme 7.2 Esout ce prolgme enehun€rant 'ensemble des vecteurse {1,... ,kf dans

un ordre non d¢roissant de la somme de leurs composantes. En effet, unafgppio&dure Ecursive

di stri buer (c,r) gérére 'ensemble desuples(as_c+1, - - . ,as) SOmmangr et constites d’entiers
compris entrel et k. Chaque fois qu'un nouveau vectauest obtenu (lorsque = 1 a la ligne7), la
valeur correspondante dé(P;", x) est calcute et les bornes sur la dispdnce sont mises jour en
congquence (vu I'ordre deegération, on a I'assurance qu’en ligné, A(E ,x) aété pealablement
établi). Tel qu'il est pesent, cet algorithme implique une occupatiormoire O (£). Il est sans doute
possible d’'imaginer une mise en ceuvre masnomique (et sophistige) dans laquelle les seules valeurs
de A(P,,z) et de A(P,, ) stockéesa un instant donmconstituent un petit sous-ensemble de celles
impliquées dans les applicationserigures de I'expression (35).

Notons quea’la ligne9 de I'algorithme 7.2, le calcul direct dé(P", z) a I'aide de la formule (35)
implique un effort erO(2°s). L'algorithme 7.3 permet, par I'utilisation d’'un code de Gray en [a@®ir
section 4.8.1), deeduire cette complexita O(2°). En effet, cet artifice permet eéifun€rer 'ensemble
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Algorithme 7.2 Calcul de l'intervalle pour la disepance

Donnée : s, k,z, zs
Résultat: C(P., ,,z), B(P,,,)
1: calculerA(P,,x) pour touta € {1,... ,k}*
2. (P, 2) <0
3 B(P.,,,z) <0
4: pour t de s a ks faire
5. distribue(s, t)

6: Procédure distribuekc, r)

7: sic=1alors

8: Qg < T

9: calculerA(P;, ) alaide de I'expression (35)
A(PF

10: C('st’k,w) — max {C(st’k,x), ‘% — )\(P;') }
AP, @)

111 B(P.,,,r) < max {B(stﬁk,,x),

n n
12: sinon

13:  pour i demax{l,r — (¢ — 1)k} @min{k,r — (c — 1)} faire

14: As—ct1 < 1
15: distribuefc — 1,7 — 9)
des vecteurs = (v1,...,vs) € {0,1}° non nuls dans un ordre tel que chaque &fation, une seule

composante (et donc la paritle leur somme) change.

Algorithme 7.3 a substituenla ligne9 de l'algorithme 7.2

A(Pf,z) « A(Py,x)
v; < 0 pour touti € {1,... ,s}
¢i < a; pour touti € {1,... ,s}
pour i dela2® — 1 faire
g—1+log, [(i—-1) @& |5)) & (i & [£]))]
vg — 1 — vy
Cg < Qg — Vg
sig =1 alors
A(PF x) «— A(PF x) + A(PF, )
sinon

A(PaJrvw) HA(PJ,Z’)-A(PJF’Q])

C
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En fin de compte, pour tout entiér > 2, I'algorithme obtenu permet de calculer des bornes pour
la discEpance d’'uneesjuence de: points en dimension en un temps)(nslog k + Zk°) et pour une
occupationO(k*) de I'espace-ramoire. La complexé de cette rathode est donc exponentielle en la
dimension, mais liaaire en la taille de laegjuence. D’autre part, il est clair que plus la valeurkdest
élevée, meilleures sont les perspectives d'obtenir un intervalle pour leegaace (24) de bonne qualit”

Il s'agit donc de trouver un compromis entre lagision &sie et les ressourcasdisposition.

7.3 Expériences nungériques

La méthode de la section 7.2ede" utilisée pouretablir une borne sigrieure pour la disepance de
quelqueg0, m, s)-réeseaux de Faure en bds€haque majoratios (7, , , =) présenée dans la table 7.3
est meilleure que la valeur correspondante fournie parderdimie 6.1. D’autre part, on remarque que,
lorsquem grandit, la borneB3 (P, , , x) semble tendre vers la valeur correspondantﬂgdonre’e dans
la table 7.2. Notons que ces majorations ne sont valables que powsksuK en question (obtenas °
l'aide du ggrérateurGr ay Faur e présent dans la section 4.8.4), mais que lathtde peuefre utilige
pour calculer une borne similaire pour tousgigénce m@sSentant les mhes valeurs deetn.

m
(s,b, k) 2 3 4 5 6 7 8
(7,7,15) 0.29179 0.24050 0.16100 0.13318 0.13266  * *
(8,11,11) 0.29059 0.21414 0.18881 0.18547 0.18462  * *

(9,11,8) 0.38061 0.27197 0.26268 0.25840 0.25805 0.25799 *

( ) 0.57184 0.36248 0.35632 0.34751 0.34739 0.34735 0.34734
( ) 0.60090 0.43559 0.42816 0.41915 0.41891 0.41887 0.41886
( ) 0.58701 0.52095 0.52530 0.51919 0.51912 0.51902 0.51902
( ) 0.59532 0.53410 0.53284 0.52663 0.52642 0.52635 0.52635
( ) 0.78284 0.67318 0.67567 0.67237 0.67240 0.672360
(15,17,3) 0.83738 0.67976 0.68475 0.67942 0.67949 0.679420

( ) 0.88928 0.68616 0.69338 0.68600 0.68610 0.686000

( ) 0.94810 0.88195 0.89215 0.88192 0.88206 0.881920

( ) 0.95291 0.88629 0.89388 0.88625 0.88640 0.886250

( ) 0.95291 0.89037 0.90073 0.89023 0.89048 0.890230

( ) 0.95086 0.89398 0.89991 0.89390 0.89400 o o

TaB. 7.3. Borne sugtieure B(P;, ,,x) pour la discepance de quelque®,m, s)-
reseaux de Faure en bdsé.es valeurs manquantes correspondent aux cas suivants :

x La majoration fournie par le #oeme 6.1 est meilleure.
o Lataille de la equence, = b est sugftieurea 10° points.

La table 7.3 ne concerne que deseaux en dimension > 7. En effet, comme le laisse supposer
la table 6.1, le tebreme 6.1 fournit dja des bornes efficaces pour desjgences de taille raisonnable
lorsques < 6. Cependant, le temps de calcul devenant prohibitif en dimensiorefd@use’, nous n’avons
paséte plus loin ques = 20. D’autre part, nous n'avons pas pigitile de considfer des eseaux de
plus de10? points. Les valeurs de ont été choisies en fonction dg de mangrea ne pas dpasser la
capaci€-mémoire de la machind{ < 3 - 108) et la grille z, ;. utilisée agté, dans chaque cas, construite
a l'aide de l'algorithme 7.1. Laetermination de chacune de ces bornes@rsit’de quelques heures °
guelques jours de calcul sur une station de travail SGI R10000.
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7.4 Une partition plus génerale

L'utilisation de la n€thode pesente dans la section 7.2 est susceptible d’enénalin gaspillage de
ressources. En effet, bien que ledeme 7.3 garantisse I'obtention d’uneepisionégale au poids de la
partition consiérée, il existe des approches decdmposition du cube ueiiutres que celle bes’sur les
grilles extensibles qui parvienneatun €sultat similaire pour un effort nettement moindre. En d’autres
termes, il appandque dans une solution optimale du programme eraditique (31) et par coeglent
dans I'expression (25), ureefasante majostdest’ intervalles contenus dans une partitiBn, donrée
ont un poids largement iafieura M.

Par exemple, en dimension= 8 et pourk = 10, moins del% des10® intervalles de la grille
obtenue par I'application de I'algorithme 7.1 au programme erattique)4;, ont un poids proche de
la solution approo@éMﬁ) = 0.2023 (voir figure 7.3). Dans ce cas particulier, la&thode plus grérale
présente dans cette sectionemeéa une partition de poid%2023 comprenant moins dé 1§ intervalles,
dont63% atteignent exactement cette valeur.

0.04
0.03
0.02
0.01

FiG. 7.3. Distribution (discetisée surl00 intervalles de raie largeur) entré et M,
du poids ded0® intervalles de la partition correspondamtne solution approee’ du
programme matbrhatiquels,.

Ainsi, d’'un certain point de vue, la restriction au cas des grilles extensiblesratigiinte quant
a l'efficacitt de la nethode propaeg dans la section 7.1. Par contre, I'algorithme deoakiposition
présent’ ci-dessous est affranchi de cette contrainte et permet de construire une pBrgaardinali¢
plus raisonnable et de poidsou ¢ € (0, 1) est un pararmtre de pecision arbitrairement choisi.

D’apreés le tlome 7.3, l'intervalle pour la disepance obten{C (P, z), B(P,x)] est de largeur
inferieure ouegalea . De ce point de vue, plusest petit, meilleures sont les garanties sur la gealit”
des bornes en question. En revanche, la cardéndétia partition et I'effort de calcul assecsuivant un
mouvement inverse, un compromis doit d@ie troue.

Au niveau du choix de, signalons qu'un autre argument pourraitehtuellemenetre utili€. En
effet, nous suspectons que le poidqP) de la partition” consicrée constitue une borne erieure
sur la borne sugrieure B(P, z)'. Cette assertion n'a pas @iré prouee en toute gréralité, mais la
remarque 7.7 ci-dessous, ainsi que toutes nogrepces numrigues (dont celles de la section 7.3),
abondent dans ce sens. Cette conjecture implique que, si I'on estime lapdisce” d'une exjuence
proche d’'une certaine valeur, il est sans doute judicieux de chaisierieurea celle-ci.

Il nN'a pasété possible d’obtenir un algorithme capable dadgér une partitior’? de poidse qui
soit de cardinal@”minimale. Toutefois, hormis I'assurance gid§P) = ¢, la construction propes
ci-dessous fournit les garanties sugpEntaires suivantes :

'Par exemple, nous pensons que la situatieerité parC(P,z) = 0.1, D} (z) = 0.2, B(P,z) = 0.3 etW(P) = 0.7
ne peut pas se produire, bien qu’elle soit en accord avec tousdekatsetablis jusqu’ici.
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> quelle que soit la dimensios la partition obtenue est finie pour tout choixae (0,1) ;

> on al¥ (P) = e pour une proportion importante des intervalless P (ce fait pourrait sugerer
que la cardinalg”de la partition n’est pas loin effe minimale) ;

> l'algorithme de gnération obtenu est de complexibptimale (relativemerd [a cardinali¢” de la
partition),a savoirO(s|P|) ;

> la structure rafne de la partitiorP peutétre exploi€e de margrea faciliter le calcul des bornes
C(P,z) et B(P,x). Plus pecigment, la complexit'de la proedure de dcompte des points
appartenana P~ et P+ pour toutP € P est sous-lieaire en la taille de laesjuence.

REMARQUE 7.7 On conjecture que pour touteqlience: C I° et toute partitior® de I*,
B(P,x) > W(P).
Cette assertion n'a pas ptré prouee, mais plusieurs arguments indiquent qu’elle est probablement

vraie. Tout d’abord, on remarque que, dans le aas @st une sfuence de variableseafoires i.i.d.
U(I®), on al'esgrance

E[B(P,z)] = E [r]glea%max {A(PTW —AMP7), M(PT) — A(PT’“')H
> maxmax {E [A(PTW - )\(P)} ,E [A(P*) - @} }
= max{\(P") = A(P7)} = W(P).

D’autre part, la paire de relations

A(P;w) S AP — A(P;’w) —XMP) > APH) = ANP7) =W(P)
WD apy = ) - D sz aEr) = W)

implique que
B(P,z) > W(P)

pour tout intervalleP appartenant auggéralement &S large, sous-ensemble Besuivant :

{PGP:A(PTWZA(PJF) ou MSA(P‘)}.

n

7.4.1 Le principe de cecomposition. Soit un intervalle

S

[, 8) = [ [lew, ) € I°,

=1
défini para < 3 € I°. Alors, pour toute composante< {1,... ,s} et tout choix dey; € [ag, 4),
lintervalle [, 3) se laisse partitionner €n, 3) et[o/, 3), ol o/, 3’ € I* sont deux points doras par

sit=d sit=d
a;:{w ! et ﬁz{:{fm !
«; Sinon B; sinon.

Un tel pas (voir figure 7.4) est appelinececomposition de paragtre v, dans la directiond. Nous
allons montrer que, partant du cube enit; ce processus pewtre appliqe” récursivement jusga’”
engendrer une partition ne contenant que des intervalles de poddieinfouegalac.
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FIG. 7.4. Décomposition dans la directiahd’'un intervalle|a, 5) en|a, F) U [/, B).

Géréralisant cette ggration pour un point quelconquec [«, (3), on obtient unekcomposition de
paranetre v. Ce nouveau pas esefitli comme I'application successive, palir= 1, ... ,s (dans cet
ordre), d'une écomposition de paragire,; dans la directionl a I'intervalle issu de la transformation
précddente dont le& coin suggrieur-droits> a éte preseng. Une telle combinaison dedécompositions
dans difErentes directions permet de partitionner un intervallgg) C F en au pluss + 1 parties.

FiG. 7.5. Décomposition d'un intervallé) = [«, 5) ens + 1 parties@, U - - - U Qs U Ps.

Partant dePy = [a, 3) et appliquant poutl = 1,... ,s une dcomposition de paragire -; dans la
directiond a P;_1, on obtient une succession de paires d’intervallest P, tels que

QaU Py =Py 1.
Ce processus est illustdans les figures 7.5 et 7.6. De n&xmiplus explicite, on a
Py = (1,02, 50),8) = [a, ),
Q1 = :(0417042, s 0s), (71, B ,5s)>7

Pl — :(’Yl,a2a~- aas))ﬁ)a
QQ — :(71,&2,... aas))(ﬂla’YQ)ﬁ:Sa"' 7ﬂs)>)
P2 — :(715’y2)a3)”’ 7058)5ﬂ>)

QS = :(’717 775—17045)7(/817"' 768—1775))7

Poo= [ 3%,8) = 18).
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P,
Ve gl gl

FiG. 7.6. Décomposition de paragtrey d’un intervalle[a, 3) € I2.

En fin de compte, on obtient
[, ) = (U Qd> U.8).
d=1

Soulignons le fait que, suivant le choix ges [a, 3), la partition de I'intervallda, 3) peut comporter
moins des + 1 parties. En effet, on observe que lacdmposition de paragtre; dans la directioni
menea un intervalle), vide si et seulement sj; = oy :

Yd = Qg — Q=9 <~ P;= Py ;4.
Cette pEsentation informelle du processus decampositionetant termiee, introduisons la notation

nécessaire la dfinition de la partition de poidses du cube uni’/® que nous nous proposons de
construire.

DEFINITION 7.8 Pour un intervalleP = [of, 3F) C I° et un pointy”” € [of’, 87) donrés, une
décomposition de parasirey" est dfinie de la margre suivante :

P = (U de> U [’Yp)ﬁp)’
=1
ol QF = [anP,ﬁQﬁD) est done’par

P . P .
QY [ v pouri<d QY | v pouri=d
(37) G = { of pouri>d bt = 8P pouri # d.

On reve que pour tout d € {1,... ,s},0ona

P P
of <aft <4P <pl <l

Bien évidemment, la cons@ation de ce principe deeddomposition est une maae tes particulere
d’aborder le prol#ine de la partition du cube ueif*. D’autres approches oeté tes€es, mais aucune
ne semblait meneax des partitions de cardinaisubstantiellement iafieure ou posdant une structure
aussi ageable que celle qui eté retenue.
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7.4.2 Le choix du paranetre 4. Partant d’un intervalle® = [of, 37) C I® de poids sugfieura
e, plusieurs politiques de choix du paratrey”” conduisent, ag@s la ¢icomposition correspondangeyn
ensemble d'intervalles de poids@féur. Cependant, la plupart des st€'s envisageables occasionnent
des caits importants (pour laesolution d’un sous-probime) ou nehenta des partitions de cardinadit”
infinie ou dont le manque de structure ne facilite pardeathpte ded(P, z) et A(P*, z) lors du calcul
effectif des borne€’ (P, z) et B(P, z). Par exemple, il auraét envisageable de choisir successivement
~F, ... 4P de manérea ce que chacun des intervall@sultants non vide§'', ... , Q¥ soit de poids
égala ¢ et de gappliquer ce processaslintervalle restan{y’, 37) s'il s'avere de poids sigrieura
e. A premiére vue, cette approche peut sembler judicieuse, mais on spegidement qu’elle ®rie
parfoisa des partitions de cardinaithfinie (par exemple pour= 0.15 dans le cae’unig).

Une meilleure stragie consiste choisiry” tel queW ([v", 7)) = e, mais d’une mamite qui
permette de ecomposer les intervalles restan}s, . .. , Q% non vides et de poids sapéurde en un
nombre de plus en plus restreint d’intervalles au cours des phaseguwiEs induites par I'application
récursive du praed®. Ce but peuefie atteint par le biais de la prdure de choix suivante :

DEFINITION 7.9 A tout intervalle P = [of,3F) c I* de poids strictement sepieura e, on
associe le paraetre de @compositiom!” = v (67) € [a”’, 87') donré par less fonctions

P i68F < af
(38) ~F(0) = { ?ép :r?fn =% pourtouti € {1,...,s}

etle facteurs” € (0, 1) défini comme I'unique solution deduationiV ([v”(3), 7)) = e.

Intuitivement,+” est une transformation k@ire des”, tronquee en fonction der” selon certaines
composantes. Les troncations en question se laisgenit@ succinctement comme suit ;

(39) B <af = ag=ay = Q=2

On obtient donc une pregiié version de notre algorithme de construction de la partfian

Algorithme 7.4 Construction de la partitio® du cube uni’/*

Donnée: s, ¢
Résultat : P?
P — o
décomposel®)
Procédure décomposeiP)
calculers” et~y”
pour d de1 as faire
siy) # of alors
siW(QF) > e alors
décomposgiQ?)
sinon
P2 —PIUQg

Pz —P:Ul", BY)
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Bien que des modifications importantes doivent enetredpporesa cette formulation, la structure
globale de cet algorithme est quasimeefinitive. PEcisons notamment qu’une pemire permettant
de calculer efficacemeit’ ety” restea formuler.

Considrons tout d’abord un exemple d’application de cetéthafle de déomposition. Pour = 0.6
ets = 3 la partition obtenue est reggénte dans la figure 7.7 et les valeurs rarigles correspondantes
sont donees dans la table 7.4. En examinant cette @éegnion remarque que lesegiences de point§
et 37 définissant les intervalles en question semblent aéitriées dans I'ordre lexicographique.

1'3

- ]
Qr m N
Qs

FiG. 7.7. Décomposition du cube ueit’® poure = 0.6.

7.4.3 Structure de la partition P¢. De manere formelle,P? est l'unique partition d&® obtenue
en appliquant ecursivement le principe deedomposition dcrit dans les efinitions 7.8 et 7.% ‘tout
intervalle de poids strictement sefiéura e rencontg au cours du processus en question. Clairement,
tout intervalle gnéré est de poids iffieur ouegala e, mais on n’a a priori aucune assurance quant au
fait que la partition obtenue soit finie.

Ci-dessous, on prouve dans un premier temps quelosedtats concernant la construction de la
partition lorsqu’on examine le processus au cours«dgisrérationss successives deedomposition. On
démontre ensuite que la prop@ relativea I'ordre lexicographique obsexe dans I'exemple de la table
7.4 est vraie en touteegéralité. Finalement, des formules explicites permettant de calculer efficacement
les paramatress” ety” sontétablies. La question de la cardinalie la partitior?> est aborédé dans la
section 7.4.4.
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QS - [(0.000000, 0.000000, 0.000000), (0.420343, 1.000000, 1.000000))

QS - [(0.420343,0.000000, 0.000000), (0.736806, 0.570494, 1.000000))

3@{3 = [(0.420343,0.570494, 0.000000), (0.736806, 1.000000, 0.570494))

@ 520) = [(0.420343,0.570494,0.570494), (0.736806, 1.000000, 1.000000))
QS P [(0.736806, 0.000000, 0.000000), (1.000000, 0.369873, 1.000000))

Qs P [(0.736806, 0.369873, 0.000000), (1.000000, 0.736806, 0.501995))

[/ 59%) = [(0.736806,0.369873,0.501995), (1.000000, 0.736806, 1.000000))
Qs - [(0.736806, 0.736806, 0.000000), (1.000000, 1.000000, 0.251999))

[1@ 595) = [(0.736806,0.736806,0.251999), (1.000000, 1.000000, 0.736806))
[, 8"7) = [(0.736806,0.736806,0.736806), (1.000000, 1.000000, 1.000000))

TAB. 7.4. Décomposition du cube umeit’® pours = 0.6.

LEMME 7.10 Si P = [aF,BF) C I*® est un intervalle de poid$V/(P) > &, alors pour toute

directionj € {1,... , s} telle queQt # @ etW(QF) >¢,0ona
1 59 < 6P,
20 QY QY p T
v, =a;7 =~,, pour toute directiort < j.
P
PREUVE. 1° On commence paredérminer la valeur de/Z.Q] (6F) pour touti € {1,... s}
Reformulant la dfinition (38), il vient
QY . QY QF
P A SI6P~‘7< <
(40) Wy =4 s

P
5Pﬁ?'7 sinon.

On examine les trois cas suivants :

>Casli<j
P P
i<j = P =qletf” ="
Qr P siefpl <AF
41 — (40) < (§P) = i : i i
(41) v (07) §¥pE  sinon.

Considrant €pagment les deux cas de lefitiition (38), on obtient

,
6FAF <af =00 4F—af 0 4D (6F) = oF

P AP P 38) P P AP ay Qb p
— 2% (67) = 7, pour touti < j
(] 7 ! .
>Cas2i=j
P P
R Y
:>(40) ,.YQ] (5P) _ Oéf Sl 5P’YJP < af

/ sy sinon
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= 7 (07) 26"
> Cas3i>j

P P
i>j =6 o —aPetgd =pP

P i SPoP P
_ @0 @ spy_ ) SioTH; <o _@e) P
Vi (5 ) { 5PﬁZP sinon Y -

Il est maintenant possible de majorer le poids de I’inter\{aylfé}'j (67, ﬁQ.f) paré’e :
P P T T T QF
w <[7Q.7 (5P)’ﬁQJ )) = Hﬁl - H’yl- ’ (5P)
=1

i=1
:5Pﬁﬂip_f[7¢@f(5p) " <ﬁﬁip—ﬁ’np> =éPe<e.
=1 i=1 i=1 i=1

Ainsi, Punique coefficient® ¢ (0, 1) tel queWV’ ({ny(éQf),ﬂQf» — ¢ satisfaite® < oP.
2° Reformulant la dfinition (38), on a

IN

P P P
i si oY g% < o

) 9
P
597 3% sinon.

L QP
o e @ [Af s,
' 69 P sinon.

Considranta nouveau les deux cas de kfidition (38), on obtient
> Cas 1:078F <ol

BT <ol =0 P —af

P
0 <6 = U <P <al =0F = 7 =4F

> Cas 2:678F > af

§Fpl > ol =08 =g

P
U <P = WP <o =P = 7 =4F

P
D’autre part et pour terminer, rappelons queghlig entrealQJ et~/ pour touti < j est assleé
par la relation (37).

k]

Le corollaire fondamental suivanedobule de la propei (39) et de la seconde partie du lemme 7.10.

COROLLAIRE 7.11 SiP = [aF, 87) C I® est un intervalle de poidd/ (P) > ¢, alors pour toute
direction;j € {1,... , s} telle queQ? # @ etW (QF) > ¢, ona

QFr
Q;”

= @, pour toute direction < j.

80
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Par dfinition, Qf est un intervalle issu d& apres dcomposition dans les directionsa j. Le
corollaire 7.11 affirme que, dans le cas@f doit étre partitione’a son tour, les eéompositions dans
les directionsl aj — 1 ménent systimatiquemena des intervalles vides. Plusgmi&ment, on a

S
QF P OP
Qf = (U Juye 6%,
=7

On obtient donc un maximum de— j + 2 nouveaux intervalles. Ces considtions nehenta la
reformulation suivante de notre algorithme de patrtition :

Algorithme 7.5 Construction de la partitio® du cube uni’/*

Donnée: s, ¢
Résultat : P?
P:— o
décomposet®, 1)
Procédure décomposé€rP, j)
vF — of pour touti < j
calculers” etyl, ... ,4F
pour i de j a s faire
sinf # of alors
siW(QF) > ¢ alors
décomposeiQ! i)
sinon
P — PEUQF

Pz —PUl", B7)

On en arrive auasultat annore plus haut concernant I'ordre particulier dans lequel I'algorithme
introduit les intervalles dans la partitioR. Cette propt est exploge de mamdre intensive pour
acc@lérer le dicompte des points lors du calcul des bornes pour lagfiaeiée (voir section 7.4.5).

THEOREME 7.12 Les deux &quences de points”” : P € Ps} et{3F : P € P2} définissant les
intervalles de la partitior?’ sont gerérés par I'algorithme dans 'ordre lexicographique.

PREUVE. Pour tout intervalle non vid@!’, apparaissant au cours dardilement de I'algorithme,
on note}"(Qf) C P¢ le sous-ensemble de la partition issu dedaathposition d@f en intervalles de
poids inrieur ouegalac. Par la natureg€ursive du processus, il est clair que, ppur s, la gérération
de}“(Qf) est enterement termiaé avant que la question de laamposition d@il ne soit abordeé.
D’autre part, considfant I'expression (37), on voit que les- 1 intervalles que I'on pewventuellement
obtenir par @composition directe d& sont dans I'ordre lexicographiquesiie :

P lex lex P lex
ol = a% < e <OzQS <’yP

P lex lex Qp lex
S

g << g < Pl

Il suffit donc de montrer que, pour toute directipn< s, cet ordre est @sene entre les intervalles de
F(QF) et ceux contenus dadS(Q?, ,), ainsi qu'entre ceux d&(QY) et[y”, 7).
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> Pour{af : P € P5}:
Considrant la relation (37), la seconde partie du lemme 7.10 et le corollaire 7.11, on a

aff =+, pour touti < j et toutR € F(QF).

P P
D’autre part, I'expression (37) implique qué?j =af <Af = ﬂf]’ lorsqueQ;” est non vide.
On en &duit que
aff € [af 7)), pour toutk € F(QF).

En patrticulier, on ayf' < WJP pour tout intervalleR € ]—"(Qf), si bien qu’en fin de compte

lex P
R P P R R E .
A= (Y e Vo1 Oy 0) < (’yf,...,vjp, erl,...,Ozf):aQﬁ-l pourj < s,
lex
R P P R P .
=y, . venat) < (Wb =47 pourj = s.

> Pour{3F : P € P} :
Considrant la relation (37) et le corollaire 7.11, on obtient

Bft = B, pour touti < j ettoutR € F(Q7).
. QY -
Or, par COﬂS’[I’UCtIOI’lﬁJR < B = ')/]P < @P pour toutR € ]—“(Qf). Ainsi, pourj = s et tout

intervalle R € F(QF'), ona

lex

gl =(pf,....85 .88 <B,....85)=p"

et finalement, pour toute directign< s et toute paire d'intervalleR € F QP etT € F( ]H)
on obtient

ﬂR:(ﬂiD, ,ﬂf:l,ﬁ‘?,... ,ﬂs)lex(ﬂla'” aﬂj )ﬁ]+1)"' 5ﬂ’sr):ﬂT
=

Il nous reste encora établir des expressions permettant de calculer les prasd” ety” nécessaires
au processus deedomposition.

LeEMME 7.13 Dans l'algorithme 7.5, lors de chaque apgela procéduredeconposer (P, j) et
pour toute direction € {j,... ,s} menan& la gérération d’un intervalleQ? non vide, on a

W(QF) = 8" W (P).

PREUVE. Examinant de plus ps I'expression (37), on s’aparit que la composante d’'indexdu

« coin inférieur-gauche des intervalles eécompos$ est pesenge durant tout le processus
P S
asQi =al=...=al" =0

On en a¥duit facilement que
Hﬁk Hak Hﬁk —5PHﬁP 5PW )
k]

2Bien alr, la partition contient des intervallddavecal # 0, mais il s'agit exclusivement d’intervalles du typg, 3*).
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THEOREME 7.14 Dans l'algorithme 7.5, pour tout appaldeconposer (P, 5), on a

@) " - ( [, 6 )
[Tz of TT, 87
P . .
p [ af pouri < j
(43) h= { §PBF pouri > j

PREUVE. Par dfinition, 57 € (0, 1) est I'unique solution de ¢quation

P i sP QP P
w ([’YP,BP)) —¢e, o0 Al = { ?;ﬁf ::rfonﬁ < q , pour tout; € {1,...,s}.
Le corollaire 7.11 impligue que l'intervall® est issu dd® apes une squence deetompositions

dans des directions d’index au pljisEn consigtant I'expression (37), on voit quf = - - - = a{ =0
pour touti > j. Ainsi, pour touts € (0,1), on as 3" > af = 0 pour touti > j. D’autre part, par la
relation (39) et le corollaire 7.11, il est clair qg€ = of pour touti < j. L'expression (43) est donc
démontee. En utilisant cette prots, la valeur (42) du paragtred” s’obtient par simpleg$olution de
I"equationV ([v7, 7)) = e. &l

Ces Esultats permettent de renforcer le corollaire 7.11 :

COROLLAIRE 7.15 Dans l'algorithme 7.5, pour tout appé@deconposer (P, j), l'intervalle P
est partition® comme suit en exactement j + 2 parties non vides :

> less —j + 1intervallesQY, ... , QL de poidss” W (P);
> lintervalle [y, 3F) de poidse.

On obtient donc la version finale de notre algorithme de partition :

Algorithme 7.6 Construction de la partitio® du cube ung’l®

Donnée: s, ¢
Résultat : P?
P:— o
décompose€t/®, 1, 1.0)

Procédure décompos€iP, j, v)
calculers” al'aide de I'expression (42)
calculery” & l'aide de I'expression (43)
siéfv > ¢ alors
pour i de j as faire
décomposeiQ?!, i, 67v)
sinon
pour i de j as faire
P2 PUQS
P2 —P2U[",B7)

Cet algorithme est de complegitiptimaleO(s|F;|), relativement’la cardinali¢” dePs.
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7.4.4 Cardinalité de la partition. On montre que la partitio® est finie en exhibant une borne
supErieure sur sa cardinadit Cette preuve utilise la notion d’arbre triangulaire (voir figure 7.8) :

DEFINITION 7.16 Pour une paire d’entieris> 1 eth > 0, I'arbre triangulairelz (de hauteurn, et
de largeur)) est dfini comme suit :
> T} est une feuille ;

> pour une hauteuh > 0, I'arbre 7} est constite’d’une racinea’laquelle sont attaels’ arbres
triangulaires?} |, T\ =1,... T} ..

FiG. 7.8. Larbre triangulairel} et sesl5 feuilles.

THEOREME 7.17 L'arbre triangulaire 7}, posgdeN} = ("/'1) feuilles.
PREUVE. Laffirmation estévidente pouh = 0 : T3 est une feuille et} = 1. On pro@de par
induction sur la hauteur de I'arbre. On supposeekuitat proue’pourh et on le dmontre pouh + 1 :

l l . -1 ;
; h+i—1 h+l—-i-1
N£+1:ZNh:Z< i—1 >:Z( I—i—1 )
i=1 i1 i=0
Appliquant cursivement ldenta (") = (%) + (,°

a a

(=200

L), il vient

a

2

Utilisant cette expression pour=1 — 1 etb = h+ [ — 1, on obtient le esultat
h+1
N, = .
h+1 (l o 1)

On montre maintenant que la partitiéli est finie.

THEOREME 7.18 Pour tout choix de € (0,1), on a

s+h R sloge
51 < ouUh=|—"|.
m'_( s ) ) {log(l—a)w

PREUVE. Dans l'algorithme 7.5, pour tout appalla pro&duredeconposer (P, j), le corollaire
7.15 stipule que® est partitione’en un intervalléy”, 37) de poids (directement ajo@a7?) ets—j+1
intervallesQf’, ... , QL de poidsi” W (P). On obtient le €sultat en remarquant que la prene partie
du lemme 7.10 implique qué” est inErieur au tout premier facteur utiéis’” = (1 — )%/,
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En effet, il est alors possible de majorer la longueur de touteel@é @compositions (apparaissant au
cours du @roulement de I'algorithme) par un nombrgou / est le plus petit entier tel que

((1 - s)l/S)h <e.

Globalement, le processus deadmposition se laisse donc repenter sous la forme d'un arbre
triangulaire de hauteur et de largeus + 1 dont de nombreuses branches e#ttronques. Les feuilles
de cet arbre correspondant aux intervalles de la partition, on obtient

s+h . sloge
P < NS = ,OU0h = | ——=——|.
Pl < Ny s log(1 —¢)
k]

En pratique, cette majoration constitue le plus souvent une large surestimation. En revanche, comme
lillustre la table 7.5, I'estimateur empiriqu& fournit généralement une bonne approximation de la
cardinali€ en question. BAnmoins, ces deux indicateurs seiggt que la taille de la partitioR croit
de manére exponentielle avec la dimension.

€ 0.3 0.2 0.1 0.05 0.03
|P2| 1546 12566 428 882 14153521 184095 539

(*th%) 26334 850668 153476148 18934442604 542256910321

5% 2057 15625 500000 16 000 000 205761317

TAB. 7.5. Taille de la partitioriP? en dimensiors = 5 pour differentes valeurs de

Comme cela &t discu€ en page 73, 'utilisation de laetfiode @crite dans la section 7.1 est
susceptible de s'accompagner d’'un certain gaspillage de ressources lorsque la fadditsickrée est
une grille extensible. Ce fait semble clair au vu desuttats de la table 7.6. En effet, on observe sur ces
guelques exemples que la cardimalitune grille pard'nettement plus grande que la taille de la partition
P de méme poids. De plus, la défence aurait tendanees’accentuer lorsque la dimension augmente.
Ainsi, pour un néme effort de calcul, on peut s’attendre€ que la nouvelle ethode de déomposition
présenge dans cette section permette de construire des partitions de peitksungt donc de fournir de
meilleures bornes pour la dispance d’'uneexjuence dorgg. Notons toutefois que ce pronostic ne tient
pas compte des difficls supptimentaires occasioaa$ au niveau duetompte des points.

s 2 3 4 ) 6 7
€= ]\Zflj 0.090263 0.10514 0.11374 0.12100 0.12737 0.13198
k® 225 3375 50625 759375 11390625 170859375
|PZ] 176 1763 17600 163171 1422078 12488175

8 10 12 16 20

0.18456 0.29999 0.42581 0.68599  0.89390
214358881 282475249 244140625 43046721 1048576
8419312 2761801 533026 4734 21

TAB. 7.6. Comparaison, dans quelques cas dmnpar une dimension et un poids
commure = M}, des cardinalés respectives de la partitigii et de la grille extensible
correspondante (voir section 7.2).
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7.4.5 Decompte des points.Pour tout paramtre de pecisione € (0,1), I'algorithme 7.6 fournit
une partition”? du cube uni’/* telle queW (P2) = <. Pour une sfuence doregx den points dans
le cube uni&’I*, il nous reste dona talculer les bornes

APt
C(PZ,r) = max max{ (T’w)

— \PT
Peps ( )

et

+ .
B(PZ,x) = Fr)rézggmax{# ~\P7), MPT) - #}

pour la discepanceD? (x). En utilisant la notation
Rgz{Pf:PEPS}U{PJF:PGPS},

le probEme revieni’compter le nombre de pointy P, =) pour tout intervalleP € .

Dans la section 7.2.2, la considition de partitions?,_, ayant la forme de grilles extensibles a
pu étre exploi€e pour simplifier I'egcution de cetteathe et conduir@ un algorithme de complexit”
O(nlog(|P., ,|) + 2°|P., ,|). Soulignons le fait que c’est dans le logarithme de cette expression que
réside tout I'inErét de cette approche, car il permet d’aborder le calcul de bornes pour legdiace de
séquences de grande taille (voir table 7.3).

Pour les partitions plusegéralesP’ consicrées ici, il n'a pasefe possible de faire aussi bien au
niveau de lasparation des difficuitsS causés d'un ofé par la taille de laesjuence et de l'autre par celle
de la partition. En premier lieu, mentionnons le fait que le poi# du écompte des pointsnon&
ci-dessus peuwttie Esolu directement, panun€ration des: points pour chacun de¥7| intervalles
concerms, mais que la complegitde 'algorithme obtenu esP(n|7|). Il est toutefois possible de
réduire cet effore’O((logn)*|PZ|) en utilisant une technique de comptagedsasur la notion d’arbre
d'intervalles. Comme nous le verrons, la structure partcalde la partitior? peut alorsetre exploi€e
de manérea ace&lérer considfablement le processus.

Afin de motiver I'utilisation d’arbres d’intervalles dans l&thode de comptagesgalise pesente
dans cette section, on illustra ("avance) son effica@ta travers une exgience nurafique dont les
résultats sont dores dans la table 7.7. Il s'agit du calcul des bora&§¥ |, ) et B(P{ |, z) pour la
discépance d’'uneexjuence de: points dans’. Comme on pouvait S’y attendre, on observe que pour
la méthode parhun€ration directe, le temps de calcul par point est pratiguement constant (la petite
tendance vers le haut lorsquecroit étant sans doute due des effets 85a la mémoire-cache). Par
contre, on constate qu’'en effectuant kcdmpte des pointa 'aide de la rethode basé sur les arbres
d’intervalles, I'effort par point est non seulement moindre, mais qedrdt lorsquen augmente.

Signalons au passage que l'utilisation de letihhode de comptage ggénte ci-dessous ne requiert
pas le stockage de la partitid®f. En effet, les valeurs dd(P~, z) et A(P*, z) peuventetre calcutes
et les bornes pour la disgpanceC (7%, z) et B(PZ, x) misesa jour au fur e&’mesure de lagg€ration
des intervalles” € P? par I'algorithme 7.6.

n 50 100 500 1000 5000
comptage paenun€ration directe  22.0 22.6 23.7 26.8 26.8
comptageal'aide d’arbres d’'intervalles 15.0 11.0 5.90 4.95 3.46

TAB. 7.7. Comparaison du temps marginal de calcul (en secondes par pede3seire
a la détermination des bornes(7; ,, z) et B(P{, x) pour la discepance de: points
d’une suite de Faura l'aide de deux technigues de comptageatéfites.
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La notion d’arbre d’intervalles até propoge simultaement par Lucker [Luc78] et Bentley [Ben79].
Des descriptions plusedaillées sont disponibles dans les ouvrages de Mehlhorn [Meh84] et de Preparata
et Shamos [PS85]. Laefihition consi@&rée ci-dessous diéfe BEgérement de la version classique, mais
les principes sous-jacents sont exactement leses.

DEFINITION 7.19 Pour une sguence de points = {z!,... 2"} C I*, unarbre d'intervalles en
dimensions se &finit (par induction) de la maeie suivante. Il s’agit d’'un arbre binaire ordentapes
les valeurs de la premié composante des points qu'il contient. De plus, pour 2, chaque sommet
d’'un tel arbre est detd’'un pointeur vers la racine d’'un arbre d’intervalles en dimensienl défini sur
les projections des — 1 dernéres composantes des points se trouvant dans son sous-arbre de gauche, y
compris lui-méme (voir figure 7.9).

En omettant le terme constant qui trexponentiellement avec la dimensian,(n(logn)) esta
la fois la complexi¢” d’'un algorithme de construction et I'espacemuire requis pour le stockage de
cette structure de doems (voir Lucker [Luc78]). Heureusement, dans notre cas particulieeciaion
compkEte de cettedthe n'est pasetessaire. En effet, il suffit d'une petite partie de I'arbre d’'intervalles
pour résoudre le proleime du @compte des points inclus dans leseliéints intervalles d&.

(0.25 0.72 0.83)
(0.62 0.75 0.98)
(0.53 0.15 0.48)
(0.81 0.39 0.65)
(0.92 0.36 0.71)
(0.33 0.12 0.67)

8 8 8 8 8 8
(= B U R CR

p=(0.85 0.41 0.63)

[0,p) N {z,... 2%} = {23}
A([0,p),z) =1

FiGc. 7.9. Portion d’'un arbre d’intervalles en dimensien= 3 correspondan& une
séquence dé pointsz = {z!,... 2%} C I? et exploration induite par un intervalle
[0, p) spécifié.

Le processus menaata dtermination ded (P, z) pour un intervalleP? =[], [0, p;) € RE donré
peutétre dEcrit comme suit. Partant de la racine de I'arbre d’'intervalles en dimersiom commence
par recherchep;. Considrant le chemin parcouru (on note au passage qu'il est de longu@ug n)
pour un arbre binaireduilibré), on appelle;(p, 1) 'ensemble des sommets visit qui sont suivis d’un
mouvement sur la droite (ou d’ureintention» de mouvement sur la droite, une fois parvenu au niveau
des feuilles). On remarque que I'ensemble des points degassicer dont la premeére composante est
inferieureap; est en bijection avec I'ensemble des sommets inclus ggnd) et leurs sous-arbres de
gauche. Dans I'exemple de la figure 7.9, on obtigit 1) = {2,4} et on \érifie que le sous-ensemble
des points ayant leur preeré coordoneé inErieureap = 0.85 est bien{1,2,3,4,6} (par abus de
langage, on identifie les sommets, les points et leurs index).

Puis, successivement pour chacune des composards, . .. , s}, il suffit de suivre les pointeurs
assocds aux diffrents sommets dg(p,d — 1) et de recherchep; dans les arbres d'intervalles (en
dimensions — d+ 1) correspondants. Commegeédemment, consatant les chemins parcourus, on note
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y(p, d) 'ensemble des sommets vis#t qui sont suivis d’un mouvement sur la droite. Dans I'exemple de
la figure 7.9, on obtieny(p, 2) = {3,4} ety(p,3) = {3}.

Pourtoutd € {1,... , s}, 'ensemble des points de lagience ayant leurspremieres composantes
plus petites quey, ... , ps (respectivement) est donc en bijection avec les sommets inclusy@ang
et leurs sous-arbres de gauche. Ainsi, si I'on stocke en chaque sommet de tout arbre d'intervalles en
dimension1 la cardinali€ de son sous-arbre de gauche (y compris leiraj, on obtientA(P, x) en
sommant ces nombres pour t@lément dey(p, s). Tout chemin impliqge”dans ce processesant de
longueurO(log n) (pour des arbres binairegjlilibrés), cette valeur se calcule én(log n¥).

Notons que l'obtention de cette complexite repose sur aucune hypegh particukire quant’la
nature des regiés. Par contre, en exploitant judicieusement la structweifgpie de la partitior?, la
tache consistara déterminerA(P, z) pour toutP € R¢ se simplifie radicalement. Notons tout d’abord
que, d’apes les esultats de la section 7.4.3, le dernier intervalle &alsths?? est

Y87

Ainsi, si I'on note S(P) l'intervalle inséré dans la partition juste agsP € 7\ {[v'", 37"} (S(P) est
appe€ lesuccesseude P), le thbolEme 7.12 nous assure que

of Ie<XaS(P) et gF Ie<XﬂS(P).
Soit we” (respectivememuﬁP), le plus petiti € {1,...,s} tel queaf(P) > af (respectivement
ﬁf(P) > BF). Pour toutP € P2\ {[v!", 8")}, la relation lexicographique susmenti@enimplique que
S(P)

7

= oF pour touti < w®” et B = P pour touti < w®" .

@ i

Ce fait va s'aerer pegcieux par la suite, mais comments par montrer comment’ etw?” peuvent
étre dstermir€s (au moment de laegération deS(P)) sans le moindre effort de calcul suppiéntaire :

THEOREME 7.20 Pour toutP € P5\ {[v/",31")},ona

ou

wb =

j—1 siS(P) estdirectement issu d’'unéebmposition dans la directiofy®
s sinon, c’esta-dire lorsqueS(P) est un intervalle de la formg/*, 5*).

PREUVE. On remarque tout d’abord que®i < ¢, on a
PSZ{Q{57 ) ésv[’.}/[s’ﬁls)}'

Considrant I'expression (37), on eredlit directement que

Ql®

I8
an J

w*’ =wP7 =4 pourtoutj € {1,...,s}.
Ce cas particulieetant Egié, on supposeasormais qué” > . Il en découle que les intervalles
.., QL sont dcompossa leur tour et qu'ainsi, il existe un intervallg dont P est issu ap@s deux
décompositions (en termes informel3,pos&de un grand-gre R, comme indige”sur la figure 7.10).
Fondamentalement, il n’existe que deux poss#sliimutuellement exclusives) :

3Le casj = 1 ne peut pas se produire. En effet, 'unique intervalle de la partition qui soit issu daauengiosition dans
la direction1 n’est autre que le tout premier. On a dohe {2, ..., s}.
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//\\

R

QR ! R R
Qi i rle , ﬁQr

FiG. 7.10. Décomposition d’un intervall& sur deux gnérations.
1° SiP= Q pour une paire de directionis< j < s, alors son successefif P) dans la partition
est forcement (voir les dereires lignes de I'algorithme 7.6)
QF .
Q% sij <s,
[VQ?,5Q1R> sij=s.

Considrant I'expression (37), on ereduit que dans les deux cas

S(P) =

W = " =7

2° SiP= [nyzR,ﬁQzR) pour une certaine direction< s, alors pourd < iona

R
P QR o =L sid < 1,

Qd =g = R
5P = QAR sid =i

R B sid < i,
Y =6y ={ ;

VB osid=1.

7

et

On distingue les deux cas suivants :

> Sii = s, alorsS(P) = [y, 3%) et on obtient directement

P P
w® =Wk =s.

> Sii < s, alorsS(P) est soﬂQZH1 (commeW (QF |) = W(QF) > ¢, on sait queR¥ ,
doit forcémentetre ddcompos’a son tour) ou I'un de ses descenda@t,_sf+1 obtenu apes
une €rie de @compositions dans la directiont 1. De toute margre, on a

S(P) R
a = ,
{ Z(P) Td pour toutd < i.
ﬁd = ﬁd )
On en a¥duit facilement que
w = WP =
k]
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La majeure partie dessipéfices que I'on peut espér tirer de I'exploitation de la structure de la partition
P appard dans le corollaire suivant :

COROLLAIRE 7.21 Pour tout intervalleP € P2\ {[y*, 37°)} tel quew” > 1, 0n a
y(aS(P),i) =y (af)i) et y(ﬁS(P),i) =y (8F,i), pourtouti € {1,... ,wF —1}.

En d’'autres termes, pour la plupart des intervaltes 72, une partie importante du travail effeetu”
pour csterminerA(P~,x) et A(P*, x) peutétre gutilisée pour calculerl(S(P),z) et A(S(P)*, z).
Plus pecig€ment, I'exploration de I'arbre d'intervalles peeitré court-circuge en commerant par la
recherche dafﬁf’ et ﬁfl(gp) au niveau des arbres d'intervalles de dimension .’ — 1 indiqués par
les pointeurs assaes$ aux sommets contenus dans les ensemfotés w?” — 1) ety (87, w? — 1). On
economise ainsi les” — 1 premires phases du processus correspona#mtitermination de la paire
de sous-ensembles constitudes points de laegliencer dont lesw/” — 1 premires composantes sont
respectivement imffieuresa’(af’, ... ,ol, )eta(sf,... .85 ).

De plus,etant dona'queaig)) > alf,, une partie de 'ensemblg o, w"") peut gréralemenetre

réutilisée pour la construction dga®(”), w"). En effet, si la prengre partie du chemin correspondant °
la recherche dafp dans un arbre poiatpar un sommet dg(o!”, wt — 1) est exclusivement constite”

de mouvements sur la droite, il est bien clair que eleud de chemin est identique poijfgp) etn’adonc

pas besoin d@fre recalcud (bien entendu, le raisonnement similaire obtenu en reraplac-dessus

par 3 estégalement valide). ialisant cet argument dans le cas particulierfd = s, on s’aperoit

gue la somme partielle des cardinaditdes sous-arbres de gauche (y compris leur racine) le long d'un tel
chemin vers la droite pew@tfe stocke et n'a donc paaétre €évallge.

En pratiquew’ est tes frequemmenegala s (une fois sur deux pour donner un ordre de grandeur) et
presque toujoursés proche de cette valeur. Ainsi, comparativenaeatpro&dure d’utilisation standard
des arbres d'intervalles, on obtient une elécation spectaculaire du processus de comptage. Il n’a pas
étt possible d;tablir un Esultat tloriquea ce niveau, mais la complegigmpirique de I'algorithme
obtenu pour le calcul des born€sF;, x) et B(PZ, x) est bien meilleure qué@((log n)*|Pz|).

Dans notre mise en ceuvre de cettetihhode, I'arbre d’'intervalles assed une gquencer n'est
pas construit comptement. Les parties requises sont simplement egsutiu fur el 'mesure de la
gérération de la partitiorP et de la considration des reqetés correspondantes. Ainse¢onomie en
espace-ramoire et en temps de calcul est fort agapable. De plus, il n'estey¥ralement pasatessaire
de conserver jusqa’la fin du édfroulement de I'algorithme toutes les portions construites de I'arbre. En
effet, dans la plupart des cas, il est possible derébl’espace occuppar certaines parties qui, compte
tenu de I'ordre lexicographique d’arge’ des regetes, ne seront de toute meara plus utiliges

REMARQUE 7.22 Dans notre dfinition d’arbre d’intervalles, nous avons omis dedfiér quel type
d’'arbre binaire utiliser. Pour des regfe$ unifornement distribees, le choix optimal est doarpar les
arbres binairegquilibré$ . Par contre, celles de I'ensembié étant concenéés au voisinage ducoin
supgrieur-droits> du cube unié’ [ (tout particulerement en dimensiogié\ee), la considration d'arbres
binaires qui penchent vers la gauche pamattement plus judicieuse.

Par exemple, lessultats de la table 7.7 oe# obtenus T'aide d’'un pararatre de @<€quilibre fixe
a4/5. On entend para que pour tout sommet d’un des arbres binaires esilish trouvet fois plus de

“Dans I'exemple de la figure 7.9,s°?) = 1, on peut pedire que I'on va obtenif2} < y(S([0, p)), 1).

5| s’agit de branches emties sitees sur la partie gauche de I'arbre d'intervalles en dimensi@n de tous les arbres de
dimension inérieure qui y sont attaels). Le cas se produit lorsqué = 1 et que le ébut de chemin exclusivement consgitu”
de mouvements vers la droite est plus long pour la rechercbé(d’é que pour celle ded” (de néme pourﬁf(P) etsh).

SRappelons qu'un arbre binaire est dguilibré si, pour tout sommet qu'il contient, les cardinesitfespectives de son
sous-arbre de gauche et de son sous-arbre de droieetiffd’au plud.
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sommets dans son sous-arbre de gauche que dans son sous-arbre de droite. Ce fait permet de raccourcir
considrablement la longueur des chemins de recherche pour esdange majoré’des reqgefes de

R (celles qui sont site€s au voisinage ducoin suggrieur-droit» du cube) et de la rallonger dans les
guelgques cas restants. Globalement,degfice est &5 net au niveau du temps de calcul, mais le grix °

payer se situe au niveau de I'espacemoire utili€ qui s’a\ere bien plus comgjuent pour une grande

valeur du paramtre de @quilibre.

Du point de vue de la complegitla consiération de tels arbres ne constitue pas un gl En
effet, tant que pour tout sommet le rapport des cardemlies sous-arbres de droite et de gauche est une
constante, on a la garantie que la hauteur totale de I'arbre@ggign).

REMARQUE 7.23 Finalement, mentionnons le fait que la borneeigure
A(P, )

C(P:,r) = max -

— AP
PeRs ( )

pour la discepance de laegjuencer peutétre facilement aeliorée. En effet, il suffit d’'observer que
toute composantg; d’un intervalle P = szl[o,pj) peut étre arrondie (vers le haut ou vers le bas
suivant le signe de\(P) — A(P, z)/n) jusquia la coordongeé z; la plus proche (o@ventuellemena’

0 ou 1 lorsque P jouxte la facette correspondante du cubee)nitans changer la valeur dg P, x).
Clairement, ces intervalles de volume optieneinduisent une meilleure borne igfieure pout (x).

7.5 Expériences nunériques

La méthode de dcomposition dérite dans la section 7.4&€ impémente et ses performances
évaligesa travers quelques egfénces numriques. Comme dans la section 7.3, on commence par
calculer des bornes pour la dispance de quelqud®,m, s)-réeseaux de Faure en baseOn aborde
ensuite la question de la comparaison deedéfits types deegjuences dans le cas particulier de la
dimension7. On termine par une egpience illustrant le fait que cetteatiiode peueventuellemengtre
utilisée pour se forger une opinion sur des questioaerifjues a priori difficilement accessibles.

7.5.1 Bornes pour la discepance. Notre méthode a permis @dtablir des bornes iefieures et
supgrieures pour la disepance de quelqué$, m, s)-réseaux de Faure en baséobtenusa l'aide du
gérérateurGr ay Faur e préseng” dans la section 4.8.4). Cesstiltats sont dores dans la table 7.8.

S b m n=0" e B (CC) [ ( ecr )’ (PSB’ )]
7 7 2 49 0.05 0.05 [0.269011, 0.295125]
3 343 0.59 0.05 [0.129832,0.168598]
4 2401 0.6 0.05 [0 030518,0.074176 ]
10 11 2 121 0.6 0.125 [0 248508, 0. 337404]
3 1331 0.58 0.15 [0.093028, 0.220886]
12 13 2 169 0.61 0.18 [0.265266, 0.396727]
3 2197 058 0.22 [O 096713, 0. 283217]
15 17 2 289 0.59 0.26 [0 256021, 0. 455008]
3 4913 0.57 0.35 [O 085855, 0. 416446]
20 23 2 529 0.58 0.5 [0 259366, 0. 722188}
3 12'167 055 05 [0.080737,0.509607]
[ ]

100 101 1 101 099 0.96 0.954159,0.961973

TAB. 7.8. Intervalle[C(P;,, x), B(P:,,=)] pour la disceépance de quelquesséaux de Faure.
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Il s’agit des meilleures bornes connuascé jour pour la disepance de cesseaux En effet,
comme nous l'avonsaja mentione dans la section 7.3, la majoration fournie par keotBme 6.1 est
supErieurea’l pour les gguences en question et lestimbdes de calcul exact (voir chapitre 5) €t
inapplicables dans ces cas-D’autre part, hormis pour I, 2, 7)-réseau en basg on remarque que
les bornes swgrieures obtenues sont meilleures que celles de la table 7.3.

Pour chaqueeaseau consité, le pararefre de pecisiongs assocat'a la borne sugrieure B(7:,, )
aéte fixé a la plus petite valeur possible de mengid ce que le temps de calcul nepdisse pas quelques
jours. Cependant, mepart dans un cas, la borneenEureC(7Z,, z) correspondante n'est pas deen’
dans la table 7.8. En effet, de meilleures minorations et@itobtenues (le plus souvent en quelques
secondes de calcul seulement) pour des valeurs du p&re pecisiong plus grandes ques. Bien
entendu, cette approcheeserve la garantie fournie par leettiitme 7.3 d’aboutim’un intervalle de

largeur au plusg.

Par ailleurs, signalons gu’en choisissant des valeurs du pamm legerement plus grandes que
celles de la table 7.8, le temps de calcul assac@\ere nettement plus court. Par exemple, pour le
(0,3,15)-réseau en base consicre, la dtermination de la borne sepéure0.416446 avecs = 0.35 a
nécessit’112 heures sur une station de travail @etd’'un Pentium 11B500 MHz, alors qu'avee = 0.45
la majoration0.465755 est obtenue aps2 heures seulement. Ce comportement estli fait qu’en
premiere approximation, le temps de calcul est proportiorméd cardinali¢” de la partition2 qui,
comme nous l'avons disceidans la section 7.4.4, sembleitr@commes /<.

Finalement, mentionnons le fait que notrethbide permeg¢dalement de calculer des bornes assez
précises pour la disepance deexjuences en petite dimension. Par exemple, pod 20, 2)-réseau de
Faure en basg (plus d’un million de points), on obtient I'intervall®.0000071, 0.0000136] en utilisant
le paranetre de pecisions = 0.000007 (en revanche, dans ce cas particulier, EotBme 7.3 fournit une
majoration de meilleure quaditque la ofre :0.0000105).

7.5.2 Comparaison de ésquences.A notre connaissance, la ktature ne contient aucuegultat
sur I'expérience, pourtant naturelle, qui consiateomparer la disepance effective deeguences finies
extraites de suites classiques. Notre technique de calcul d’intervalles a permis d’effectuer usespremi’
tentative en ce sens. Nous avons choigivdluer, en dimensioa = 7, la discépance des segments
initiaux de trois suites disceépance faible et de deweggrateurs pseudo-gdtoires :

> une suite de Halton en bas2s3, 5,7, 11, 13, et17 (voir section 4.2) ;

> une suite de Sobol pernega 'aide d'un code de Gray gEréea partir de la mise en ceuvre de
Bratley et Fox [BF88] dcrite dans la section 4.8.1) ;

> une suite de Faure perneatd I'aide d'un code de Gray en bage (gérérée en utilisant
I'impl'ementationGr ay Faur e décrite dans la section 4.8.4) ;

> le gérérateur (15) combima congruences ladires multiples MRG32k3a de L'Ecuyer [LE99];

> le gérérateur pseudo-adtoireRand() de la librairie C standard asseeiau compilateugcc.

Les intervalles obtenus sont regengs dans la figure 7.11 (les paraires de pcisione utilisés
ont été fixésa 0.05 pourn € {30,... ,100} eta0.04 pourn € {150,200,250}). En conclusion, pour
n < 100, les €quences de Sobol et Faur@gehtent les disepances les plus faibles, maigartir de
150 points, lesechantillons provenant de la suite de Halton semblent tout aussi performants. Notons que
cette exgrience est reconste dans la section 8.5.3.

"Certaines de ces dispancestant calcudes au chapitre 8, cette affirmation est partiellement caduque.
8Sa Eriodeétant de longuel2'®, une telle relique ne devrait plus exister sur un ey informatique moderne.
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Dy, . & Rand()
05 + - - - - - - - - - - - © L'Ecuyer
© Halton
ZD B @ Sobol
04+ --"------=---=----°-°---° O Faure
y i i P
031 --%- -0 --g- "W---""-~"-~"-~-~-~-----
o " e L
DE f==========-- !]ﬂl]!]@
I
Gl ff = = = = = = = = = = = = = 2 -2 --------
1 1 1 1 1 1 1 1 L

03+ @ -- - - - - - - - -
A :
024+ --------- - - - - e
I - E]
01 + - - - - - - - - - - - - @n,,,,m,,, - -
n
: : : : :
50 100 150 200 250

FiG. 7.11. Intervalles pour la disepance de cing types dediences en dimensian

Les suites de Halton, Sobol et Fawtanta discépance faible, elles satisfont

(44) Di(z) < Cn '(logn)®+ O (n '(logn)*™1).

Comme nous l'avons dit dans la section 4.7, on rencontre parfois dangfatlittt des affirmations
du type :« en vue d’'une application de laattiode de quasi-Monte-Carlo, une suite de Faure constitue
un meilleur choix qu’une suite de Halton car ellepehte une plus petite constattelans I'expression
(44) ». Ce raisonnement est incorrect pour au moins trois raisons :

1° les constantes en question (voir chapitre 4) ne sont que des borresRaugs ;
2° personne n'a jamais proavjueD; (r) = Q(n~!(logn)®) pour les trois suites en question ;

3° méme si quelqu’uneUssissaia dmontrer une telle prop, la constante implicge ne @crirait
que le Egime asymptotique et ne constituerait donc pas une mesuresespative de la
discépance d'uneegjuence finie susceptibleadie utilise en pratique.

Pour les suites de Halton, Sobol et Faure en dimerigites meilleures constantésconnues pour
la majoration asymptotique (44) sont respectivemians, 2.6 et 0.0041 (voir table 4.2, page 42). Les
résultats dones$ dans la figure 7.11 montrent clairement que, du moins pour des tailelsadtillon
n < 250, ces constantes ne sont absolument pagseptatives de la disspance effective deggquences
en question.

Au contraire, nous pensons que ces valeurstesit’ surtout la complexdtdu probéme de leur
détermination et, d'une masié plus grérale, le peu de place que la diffialintringgque du cadre
mathématique dans lequel s’inscrit lafihiition des diférentes suites concexes laisse au chercheur
pour exercer son talent.
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Une €quence pseudoeadfoire dand® est censé imiter unechantillon de variables editoires i.i.d.
U(I?). L'expérience consigiée ici pour deux gférateurs particuliers concerne une seekisation du
processus et n'a donc rienvoir avec I'estimation de la disgpance moyenne d’'uechantillon a¢atoire
de n points dansl”. Notre but n’est pas non plus d’homologuer ou d'invalider tel ou &égateur
pseudo-aatoire, mais d'indiquer que notreathode de calcul d'intervalles pourraiténtuellemenetre
utilisée dans un tel but si une statistique de test correspondtaitetvelop@e. D’autre part, pour ne
pas laisser planer de doutegpisons que dans les deux cas coagigl ici, la €quence d&0 points est
un sous-ensemble de celle 4leet ainsi de suite.

Les ensembles de points provenant doggateur de L'Ecuyer semblentggénter (comparativement
aux gquences issues des suites de Halton, Sobol et Faure) unepdisce” assez grande, ainsi qu’un
comportement globalemenedfoissant, quoique localementgtlier. Ces diffrentes observations sont
plutbt rassurantes pour deshantillons ceres imiter une auence aatoire. Bien entendu, un telgavis
demande confirmation pagplication de I'exgrience.

En revanche, pour leegérateurRand( ) , la discépance dcrat réeguliérement et presque aussi bien
gu’'une €quencea discepance faible. A priori, un tel comportement, quoique vraisemblable pour une
réalisation particuére de I'exgrience (le germé2345 a été utilisé), parat trop « lisse» pour provenir
d’'un bon grérateur pseudo-@dtoire. Deseaplications de I'expfience avec d’autres valeurs du germe
seraient bienww"nécessaires avant de pouvoir envisaggiesisement une telle conclusion.

7.5.3 Sur les ensembles minimauxLe théoreme 1.23 stipule que pour toute valele (0,1/2),
la taille n(s, d) de la plus courteexjuence dans présentant une disepance inéfieure olegalead croit
lineairement aves et au pire de maeie quadratique avet!. Bien que leur existence soit prees; la
construction de tels ensembles minimaux est une question ouverte et vraisemblablesdiffidite. Au
premier abord, deschantillons de points provenant de sudediscEpance faible classiques constituent
des candidats naturels pouetlide de ce probme. En particulier, il serait iatessant de savoir si, pour
une famille de suites doee] la taille des ensembles minimaux correspondaseptéegalement une
croissance ligaire avec la dimension.

Nous nous proposons de tester cette question dans le cas particulier des segments initiaux des suites
de Faure permeg€sa l'aide d’'un code de Gray &grés en utilisant I'imptmentationGr ayFaur e
décrite dans la section 4.8.4) palie= 0.45 et les dimensions € {4,... ,12}. Notons que, le théeme
1.23étant un esultat asymptotique, il n’est pas garanti gu@, d) présente un comportement diaire
pour d'aussi petites valeurs deDe manére similaire, nefne si la croissance de la taille daghantillons
minimaux des suites de Faure pererg’s’aerait également lieaire, rien n'empche que, localement,
les Bsultats paraissentess differents (pours € {4,...,12} par exemple). Cesserves m@liminaires
etant formuées, I'exgrience n'en demeure pas moins potentiellemeréldtrice et, par corgjuent,
mérite d'étre tente.

Notre méthode ne fournissant que des bornesriefires et swugrieures pour la disepance d’'une
séquence de points doee, il n'a en gnéral paseté possible d’obtenir des intervalles suffisamment
étroits pour @terminer de mamre exacte la longueur minimalg,;, du segment initial de la suite
étudiée pesentant une disepance ingrieure ouegalea 0.45. En fin de compte, nous avons ¢idus
contenter de construire des ensembles de candidats contenant la vraie valeur de la taille en question (voir
figure 7.12).

Compte tenu desserves mentior®s plus haut, la prudence est de mise pour I'analyseedalafs
de cette exgfience. Toutefois, pour € {4, ... ,12}, le comportement obtenu ne pergas liréaire en
la dimension, mais plot™de la formeslog s, voire quadratique. Ainsi, pour autant qu’une conclusion
puisseetre tie, il semble peu probable que kshantillons minimaux de cette famille de suitesrma’
a la croissance ligdire @sie. Bien entendu, cette assertion ne repose que sur l'intuition et non sur un
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guelconque argument solide. Cependant, I'objectif de cettereqeetait surtout d'illustrer le fait que
notre neéthode pouvait permettre de se forger une peeenopinion sur une telle question.

110
100
90
80
70
60
50
40
30

20

10

FiGc. 7.12. Ensembles de valeurs candidates pour la taille minimglg d'une
séquence issue d'une suite de Faure peemadtl’aide d'un code de Gray psentant
une discepance inérieure ouegalea0.45 pours € {4,... ,12}.
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CHAPITRE 8

Une approche par programmation linéaire en nombres entiers

Il est possible de ramener la question du calcul de la efimice d’'une exjuencer de n points
dansI® a la Esolution d’'une famille de programmesédaifes en nombres entiers. Cette affirmation peut
parafre surprenante au premier abord, vevidente non-lirarig de la fonction dis@pance locale (4).
Cependant, il suffit d’'uneetomposition er2n sous-prol#dimes suivie d’'unegere transformation pour
aboutira une reformulation de ce type.

Bien que certaines similitudes soient apparentes, cette approclkeessfissablement diffénte des
techniques @Senges au chapitre 5. Fondamentalement, on peut la voir comme unermdtaborder la
discrétisation de Niederreiter (21) avec I'ambitioredUrn€rer implicitement une partie aussi importante
gue possible de la grill® engendee par les points de l&glence et les bords du cube. D’autre part, elle
a en commun avec l'algorithme de Dobkin et Eppstein I'exploitation detadiposition du probihe
en2n + 2 parties,a savoir la question de leetErmination, pour tout € {0,... ,n}, des intervalles de
77 de plus petit et de plus grand volume contenant exacteinpatmi lesn points de la squence.

Cette ne€thode a la particulagtle mener en temps polynoméaiin intervalle initial non trivial (mais
hélas de qual@'médiocre) pour la disepance de laegjuence. Par la suite, les bornes en question sont
progressivement apfioréesa I'aide de techniques de programmatiorelire en nombres entiers. Il est
a noter que le processus peite stopp’a tout instant (fournissant alors un intervalle dont la gaalit”
reflete I'effort de calcul consenti jusqua}lou poursuivi jusqu I'obtention de la valeur exacte de la
discépanceD; (z). Il s’agit de la premere approche offrant une telle alternatavéutilisateur.

Le contenu de ce chapitre est une version resgsile notre article [Thi]. Dans la section 8.1, on
montre comment le calcul de la dispdnce se raeme aux2n + 2 problémes de gonétrie combinatoire
mentionres ci-dessus. Dans la section 8.2, ces derniers sont reEsmoime des programmesdaifes
en nombres entiers et diverses techniquesedelution sont @Senges dans la section 8.3. Un processus
dynamique aboutissant au calcul de la dipamce est propegians la section 8.4 et, pour terminer, les
résultats de quelques exqgnces numrigues sont doras dans la section 8.5.

8.1 Decomposition du probEme

Soit une squence de pointsz = {z!,... , 2"} dans le cube urét7*. La réécriture suivante de la
discBpance (3) s’obtient par conditionnement sur le nombre de pbiotsitenus dans l'intervall@ :

A(P
Die) = s |25 )
k k
= max max sup AMP)——1], sup — —A(P)
ke{0,...,n} A(Pz)=k N/ APz)=k \T
PET: PET*
k k .
= max max sup A(P)——], max —— inf A(P)| ;.
ke{0,...,n} A(Px)=k n | ke{0,....,n} \ N A(Px)=k
PeT; PeI;
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C’est donc tout naturellement que I'on voit appé&ey” pour toutk € {0,... ,n}, la question de la
détermination des intervalles d& (i.e. ancesa l'origine) de volume minimal et maximal contenant
exactemenk parmi lesn points de la suence. On note ces prehies

(45) VE = inf AP et VF = sup AP).
A(P,z)=k ( ) A(P,z)=k ( )
PeI; PeT?

Ainsi, on obtient I'expression suivante pour la dejgance :
X & k k &
(46) D;(r) =max< max (Vi5,.——], max [——V5. ).
ke{0,...,n} n ke{0,....n} \

8.2 Lintervalle de volume optimal contenantk points

En dimensiors = 2, Aggarwal, Imai, Katoh et Suri [AIKS91] ont propesin algorithme permettant
de déterminer l'intervalle de&Z; de pErimetre minimum contenarit parmi lesn points de la squence.
Comme nous le verrons dans la remarque 8.4, ce enabentretient des rapportesgtroits aved/. .

Malheureusement, comme pour la plupart des algorithmesde#ifie combinatoire dans le plan, sa
géréralisation en dimension quelconque n’est pas envisageable.

A notre connaissancé/*. et V¥ n'ont jamaisett étudiés. De plus, bien que ce point ne soit
pas proue, nous pensons qu'il s'agit de prebhes NP-durs. Ci-dessous, ces questions sont eéerd”
a l'aide de la programmation kg@ire en nombres entiers (nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de
Wolsey [Wol98] et de Cook, Cunningham, Pulleyblank et Schrijver [CCPS97] pour une introdaction °

ce domaine). Pour parverarune telle formulation, onedinit la paire de points auxiliaires

¥ =(0,...,00 et 2"T=(1,...,1)

correspondant respectivement @agoin inférieur-gauche et « suggrieur-droits du cube ungl*. On
commence pagrioncer deux propositions sur laagfétrie des solutions optimales.

PROPOSITION 8.1 Pour un probémeVr’gm, linfimum dans I'expressiof45) correspond au volume
d’'un intervalle ferme P = [0, p| = szl[o,pj], oup=(p1,...,ps)estun point de la grille induite par
la sequencer et les bords du cube uéitEn d’autres termes, on a

pj € {z§,... ,«}*'}, pour toute composantge {1,... ,s}.

PREUVE. Supposons par I'absurde qu'il existe un intervalle fefm= [0, p] de volume minimal
contenant: points parmin (dont certains peuvent se trouver sur le bord) tel gug {3, . .. ,xg“}
pour une composantéc {1,... ,s}. Il est clair que l'intervalle ferraP’ = [0, p] donrég par

, i &=
o= MAXLief0,... n+1}:ai<p; } Tj sij=d
! Dj sinon

est de volume strictement mrfieura A\(P) et contient les rafesk points. =

PROPOSITION 8.2 Pour un probémeV, , le supremum dans I'expressi¢fb) est atteint pour un
intervalle P = [0,p) = szl[O,pj) € Zr,oup = (p1,-...,ps) €stun point de la grille induite par la
séquencer et les bords du cube uaitEn d’'autres termes, on a

pj € {x?, . ,x?“}, pour toute composantge {1,... ,s}.
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PREUVE. Supposons par I'absurde qu'il existe un intervalle optifat! quep; ¢ {7, . .. ,xQ“}
pour une composantée {1,... ,s}. Il est clair que l'intervalleP = [0, p’) donrg par
p; _ min{iE{O,... n+1}: z;.>p]-} ‘T; SI] =d
D sinon
est de volume strictement seiéura A(P) et ne contient aucun point supphentaire. al

On peut remarquer qu’en combinant ces propositions avec I'expression (46), on retombe facilement sur
la discetisation de Niederreiter (21) pour le calcul de la dipanice.

FiG. 8.1. Solution optimale du probme V2, pour deux instances doee$ par4
points du plan.

Pour les deux types de praphes, la solution optimale est doachercher sur la grille induite par
la $quencer et les bords du cube unit Toutefois, les points sias sur le bord ouvert d'un intervalle
candidat[0, p) ne sont pas consi@&rer parmi les: points cherch$ pourl,  (voir figure 8.1), alors
qu'ils doiventétre comps pourV*, (voir figure 8.2). De marwire équivalente, tout probthe V¥,
peut étre Esolu en recherchant l'intervalle fee® = [0,p] de volume maximal contenarit points
dans sonx semi-in€rieur» [0, p) et V%, correspond au volume minimal de la fermeture d’'un intervalle
semi-ouvert (contenarit points) que I'on peuécrire P(c) :szl[O,pj +¢) avece — 07,

Ainsi, en fin de compte, la congdition d’intervalles ferms ou semi-ouverts dans lafiiition des
problémes (45) s'aere touta fait anecdotique. Cependant, la programmatioadire€ étant par nature
adap€e aux intervalles feres, nous travaillerons exclusivement avec ces derniers. Signalons gu’'une
partie de la difficukt’ des prol@mes (45) tient au fait que, dans les deux cas, le nombre de poirs situ”
sur le bord de l'intervalle optimal n’est pas fixe efpnd der et dek (voir figures 8.1 et 8.2).

T 2

2 Vi
| ‘/min i
1 o

FIG. 8.2. Solution optimale du probiheV2, pour deux instances doee$ pat points
du plan.
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Une approche brutale envisageable pour daofUtion des probhesV®, et VE  passe par
I"enun€ration des(Z) sous-ensembles depoints de la equencer. D'autre part, les propositions 8.1
et 8.2 indiquent qu'ils peuverdtie €solus en consetant les(n + 2y points de la grille induite par
la quencer et les bords du cube upitl utilisation de la programmation lggire en nombres entiers
permet déviter d’aussi importantesnun€rations et fourniegalement, par relaxation, des bornes pour
la solution optimale.

8.2.1 Quelques notations etlimination des cas triviaux. Dans ce qui suit, on suppose qu’aucun
point de la squencer ne possde de composante nulle :

x§ # 0, pour tout point € {1,... ,n} et toute composantge {1,... ,s}.

On pose cette hypo#ise dans un souci de simplification des notations. En effet,dsepce de
coordonmes nulles est susceptible d’engendrer I'apparition déscafinis dans la fonction objectif des
programmes lirairesehon@&s ci-dessous. Bien qu'il soit possible degy une telle situation, ce serait au
prix d’'un alourdissement con®dible de la @Sentation. Nous pférons don&liminer cette possibili;
afin de ne pas mettre erril'la claré de I'expos..

L'origine (0,...,0) est le premier point de bon nombre de suitediscepance faible classiques
(les composantes de tous les autres patdast ggnéralement non nulles). Toutefois, le traitement de ce
cas particulieefant gintroduit dans la remarque 8.18, la&pence de ce point n’entre pas en conflit avec
I'hypothése ci-dessus. Finalement, signalons qu’en dernier recoursitede peut toujourstie utilige
telle quelle, en prenant soin de remplacer chaque coosgonalle par un petit > 0.

Pour chaque composantes {1, ... , s}, on cfinit une permutation; de la €quencer, telle que
(1) oj(n)
xj? < ... ij? .
De plus, oretend cette permutation au point auxiliaife™! = (1,... ,1) en posant

oj(n+1)=n+1, pour toutj € {1,... ,s}.

Lintervalle nul fournissant la solution optimale du prebieV?. , on a
VO

min

=0

guelle que soit laefjuencer (n'incluant pas l'origine). Le cas des poinascoordoneés nulles ayant
et écar€ et VO, résolu, il est clair que pour legn + 1 probémes restantsVf V., et

in’**°  Ymin
VO ..., V), aucun intervalle eégnéré (.e.a intérieur vide) n'est plus consi@rer.

Ainsi, compte tenu des propositions 8.1 et 8.2, nous ne noeeBrONS qu’aux intervalles de la forme

P(a):f[ 0,27) et P(d):ﬁ 0,27]

j=1 J=1
donrés par un paragtred = (d,... ,05) € {1,... ,n+ 1}*.

Ces nouvelles notations sont illusés par un exemple doamians la figure 8.3. Hormig, , cing
autres cas (pour autant que> 3) peuventetre Bsolus directement. Pour chacun des motds en
guestion, on fournit le volume optimal ainsi qu’un intervalle et I'ensemblé deints correspondant :

> anlin

Choisir un poinp € {1,... ,n} minimisant le volume/ (i) =[[;_, b
On obtient le volume optimal’l. = V(p) et l'intervalle P = [1;-,[0,2%] correspondant ne
contient que le point?.
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T o o1 =(2314)
I S 23 < o} <o} <at
| | I 1
il bl Ay o2 =(3124)
| s T3 < x5 < 23 < x5
| |
| P(6) | 6 = (01,02) = (3,1)
| |
| | P(8) = [0,27V) x [0,252)) = [0, 21) x [0, 23)

FiG. 8.3. lllustration, pour uneejuence de = 3 points dans le plan, des nouvelles
notations introduites pour les permutations assegiaux diffrentes composantes et
pour les intervalles de la formg(J).

> vl
Le pointa retirer est"+("™), ou d est une composantec {1,... , s} minimisant le volume restant
S S
Vie) = H x;’j(n) H x;?j(nfl).
j=1 g=1

oj(n)#oc(n) aj(n)=oc(n)
Le volume optimal es¥”;.! = V(d) et l'intervalle correspondar®(s) = szl [O,x?j(aj)}
donre par

. our toutj € {1,...
n—1 sinon P J et s)

5; = { n Si Uj(n) # ogq(n)

contient tous les points de lagience sauf«(").

> Vrﬁin
- s 05(n) G o s a;(n)
On a le volume optimaV, = [],_; z;”" etlintervalle correspondadt = [[;_, [0, z;’
contient toute lasquencer.
S VA
Le pointa retirer est:”+(™), o0 d est une composantec {1,... , s} maximisant le volume restant

Vie) = 27,

c

Le volume optimal est/?..! = V(d) et l'intervalle correspondanP(§) = | [O,x;’j(‘sj))
donrg par

6j:{ n+l sij7#d , pour touty € {1,...,s}

n sinon

contient tous les points de lagtence sauf«(™).

> Vn

max

Le volume optimal est. . = 1 et I'intervalle optimalP = I® contient toute lasjuencer.

max

Ces six cas peuvemtre consiéfés commee@lés et ne acessitent donc pas l'usage de I'approche par
programmation lieaire en nhombres entiersggente ci-dessous.
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8.2.2 Reformulation. Tout d’abord, on associa fout pararafreé € {1,... ,n + 1} l'unique
ensemble de(n + 1) variables binaires dornpar
o) _ [ 1 sii<d; , ,
(47) z _{ 0 sinon , pourtouti € {1,... ,n+1}etje {1,..., s}
En d'autres termes, pour toute composante{1,... ,s}, le paranetred; € {1,... ,n + 1} engendre
une €quence non croissante det 1 variables binaires dont la preeng vautl :
(48) 1= Z;-j(l) Z Z;»Tj(2) 2 .. Z Z;T]'(n'i_l).

Cette transformation est illugte’dans la figure 8.4. Clairement, kfidition (47)établit une bijection
entre{1,... ,n + 1}* et les ensembles de sequences non croissantes «er 1 variables binaires
commenant par unl.

T 7  o01=(2314) o2=(3124)

=t — = — T 6 =(d1,02) = (3,1)
:,,L,,,},,A‘?l;l, z%zz{’zzi:l
| 3 ‘77 21 =0

23:1
1 2 4
25 =25 =25 =0

FiG. 8.4. lllustration, pour uneasjuence d8 points dans le plan, du lien existant entre
un intervalleP(§) donreé par un paraetied € {1,... ,n+ 1} etless(n+ 1) variables
binaires,zj qui lui sont assoe&iés.
Par dfinition, 277 () est le point de laejuence méentant |& plus petitej® composante et}’j(éj)
correspond la longueur dy® coté de l'intervalleP(9). L'expression (47) est dorecinterpgter comme
suit : la variable binaire}’j(’) estégaleal si et seulement si g coordonraa’e.x?j(’) du pointz?i () est
inferieure owegalea la Iongueumjj(éj) du ;€ coté de l'intervalleP(0) (voir figure 8.4).

8.2.2.1 Le probEme de l'intervalle de volume minimal contenamnoints. Par dfinition, un point
x* de la €quencer est donc inclus dans l'intervalle feen”

P(8) = H [O’x;{j@]

j=1
si et seulement sa'§ = 1 pour toute composantee {1,... ,s}. Or, pour un pro®ime du type/*, , la
proposition 8.1 indique que I'on cherche justement un intervalle daromtenank points de la eguence.
Introduisantn, variables binaireg', . .. , y™ soumises aux contraintes diaires

yigz]?,Vje{l,... st Vie{l,... ,n},
S

(49) yi21—3+2z§,Vi€{1,---7n}7
j=1

ou les variables;ﬁ (obtenues par la relation (47) pour un intervall®) donrg) satisfont la contrainte

o;(i) _ _oj(i+1) . . oij(i) _  oj(i+l)
(50) z; " =2 yVie{l,... s}, Vie{l,... ,n} avecz;’ =z’ )
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ona

y'=1 <= 2z =1pourtoutj€{l,... s} <= xieP((S):H[Ox@(‘Sj)].

La variable binairey’ vaut doncl si et seulement si le poinf est inclus dans l'intervalle feren
P(5). Les contraintes (50) sonenéssaires pour @ciser que si deux pointé () etz (+1) posgdent
la méme;° coordon®e, on peut envisager de coreiel un intervalle dormparg = i + 1, mais en
aucun cas paf; = . Finalement, pour obtenir un intervalle contenamoints, il suffit d'imposer

(51) > Y=k
=1

En fin de compte, pouk € {1,... ,n}, les solutions admissibles du prebieV*. correspondent

min

aux ensembles de variables binaizjest y' satisfaisant les contraintes (48)(49)(50) et (51). Par ailleurs,
le volume d’un intervalle €fini par un paramtred € {1,... ,n + 1}* s’écrit

AP(5)) = A\(P(5)) = : 27,
j=1

Le logarithme de cette grandeur

log (A(P(8))) = log (A(P(8))) = Z log (x;j(%))
=1

(52) s [zg](l log <x;rj(1>> +T§Z5¢j<i> {1og (w}’ ()> 10g< o, i 1))}]

]:1 =2

g; (1)

prenant la forme d’'une fonction lg@ire des variable es
fonction objectif pour aboutia 1a formulation ésige :

log(Vk.,) = min Z [log( J<1) Zz {1og( a<>) 10g( o (i— 1))}]

, Il suffit de retenir cette expression comme

sc. 1=z @ > > z}’j(”ﬂ) vie{l,..., s}
z;j(i) = z?j(iﬂ) Vie{l,...,s},Vie{l,... ,n} aver?j(i) = :c?j(iﬂ)
yigz;- Vie{l,... s}, Vie{l,... ,n}
yi21—3+§:z§ Vie{l,...,n}
> =
=1
y' € {0,1} Vie{l,... ,n}
25 € {0,1} Vie{l,... ,n+1},Vje{l,... s}

La taille d'un tel programme ligaire en nombres entiers est proportionnellé&a dimensions et au
nombre de points de la €quencer considrée.
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8.2.2.2 Le probEme de l'intervalle de volume maximal contenamioints. On obtient facilement
la formulation correspondante pour les perbEs du typé’*, en maximisant le logarithme du volume
(52) et en remplaant 'ensemble de contraintes (49) par

; ofli
yi <20y €L sh Vi (Lo

53 o a; i
(53) y>1—8+z 10D i (1, n).

Comme le stipule la proposition 8.2, les points egwsur le bord ouvert de l'intervall®(d) ne
sont pasa’ comptabiliser pour un prodie V¢, . En d’autres termes, alors que les contraintes (49)
permettent de fixea 1 les variables/ assoates aux points’ situés dans l'intervalle fereP(5) (pour
des variableﬁji- obtenues par l'interediaire de la relation (4@ partir d’'un pararatres), les restrictions
(53) aboutissent atesultat correspondant pour l'intervalle semi-ouv(t). Pour parvenia’l'enon&

des contraintes (53), il suffit de remarquer que, pourdoat{2,... ,n + 1}°, les intervalles
P(%) = H [O’xfjfj(éj)> et ]5(5 -1)= H [O’x?j((sj—l)}

contiennent les ermes points de laesjuence:. Remplaant (49) par (53), on a donc

. o o1 . s i (8
yY=1<= zj’(H 5@y pour touty € {1,... ,s} < z' € P(§) = H [O,xj](‘sf)) .
j=1

On obtient la formulation @Sike en maximisant le logarithme du volume (52) sous les contraintes (48)
(50)(51) et (53) :

log(VmaX) = max Z [log ( JJ(l)) + nir:lz?j(i) {log <x;’j(i)) — log (x;’j(i*l)) }]

=1 =2
s.C. l—z] (1)> Zz?j(nﬂ) Vied{l,...,s}
L0 o) e sk Yie {1, n) avec.z”m x‘j’j(iﬂ)

J J

i oj(L+o; (i)
Z;

Vie{l,...,s},Vie{l,... ,n}

y>1—8+z 731y ) Vie{l,... ,n}
> =k
=1
y' €{0,1} Vie{l,...,n}
25 € {0,1} Vie{l,...,n+1},Vj e {1,...,s}
8.2.2.3 RemarquesDans le cas v les points de laegjuencer = {z!,... , 2"} ne sont pas tous

distincts, il arrive que, pour certaines valeursgiglées probémes (45) (et par coaguent les programmes
lineaires correspondants) ne pedsnt pas de solution (admissible). C’est par exemple le caslpqur
etV! etlasquence de = 2 points en dimensior = 2

= {(1/2,1/2),(1/2,1/2)}.

En revanche, lorsque les points sont tous diéffents, les proeresV*, et V% pos®dent une
solution pour tout € {0,... ,n}. Ainsi, afin de ne pas alourdir la suite de l@genhtation, on suppose
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gue la gquencer pos&de cette propeitt. D'ailleurs,a notre connaissance, cette condition estfige
pour toutes les suitesdiscEpance faible classiques.

REMARQUE 8.3 Il est clair que le polgdre d@fini comme I'enveloppe caoexe del’ensemble des
solutions admissibles d’un programmedaife du typelog(V*. ) ou log(V,k,.) est un polytope. En
revanche, la efermination de sa dimension ste’ difficile. Elle dpenda’ la fois den, s et k, mais
également de la disposition dans le cubea(icritea travers les permutations . . . , o) desn points
de la €quence. Pour les deux types de peoids, la relation entre un tel ensemble de permutations et
la dimension du polytope correspondant semble parépefinent complexe. &inmoins, dans la plupart

des cas, la dimension du polytope estesiguire ouegaleas — 1 (voir corollaire 8.13).

Par exemple, on peugvifier (apes quelques calculs fastidieux) que le polytopefi(da partir des
six variablesy!, y2, 21, 23, 23 et z3) obtenu pour le proeimeV. assoat’a une squence écrite par
s =2,n =20 = (123) etog = (123) est de dimensiod. Par contre, pous = 2, n = 2,
o1 = (123) etop = (213), on a toujours six variables, mais le polytoj&  correspondant est cette
fois de dimensiors.

REMARQUE 8.4 On appellepérimetre d’un intervalle la somme des longueurs de sedemr{cette
définition corresponda la notion usuelle pour les rectangles dans le plan). Les programneadrdis”
ci-dessus peuvemtre utiligs pour @terminer les intervalles aresa 'origine de @rimetre minimal ou
maximal contenank parmi lesn points de la squencer. En effet, si I'on applique malablement la
transformationf : x§ — ¢% & chacune des composantes des points de I'ensefuhle . , 2"},
les grandeurg@ ! log(VX. ) et25~1log(V,F,.) sont les giimétres optimaux recherel. Cette propeité
découle du fait qu'un intervalle en dimensierpos&des - 2! arétes et que, suita la transformation
énon&e, le logarithme du volume d’un intervalle devient

log ﬁf(x?j(6‘7)> _ - x?j(éj).
j=1

J=1

8.2.3 Simplification. Avant d’aborder la &solution des programmes diaires en nombres entiers
décrits ci-dessus, on commence paohcer trois observations permettant de fixer, a priori, la valeur de
guelques variables.

OBSERVATION 8.5 Pour toute composangec {1,... , s}, on remarque que le ad”
log (x?j(nﬂ)) — log <ac;'j(n)) = —log (x?j(n)>

assoat’a la variablezg”rl — %" dans la fonction objectif (52) est positif. Ainsi, on a

J
n+1 n+1
2T ==z =0

pour tout programme liggire de la forméog(1/*

min

) et toute equencer C I°.

OBSERVATION 8.6 Etant done” que, dans toute solution admissibleyariables de I'ensemble

{y',... ,y™} prennent la valeut, les contraintes (48)(49) et (53) impliquent que I'on peut poser
z;.”(l) =... = z;”(k) = 1, pour toutj € {1,... ,s}
pour tout programme du tydeg(V%, ) et
i(1 i(k+1 .
z;.’f( - z;.’f( ) = 1, pour toutj € {1,... , s}

pour tout programme du tydeg(V/%,..). De plus, considfant (49) et (53), on obtient dans les deux cas

y' =1 pourtouti € {1,... ,n} tel queaj‘l(z‘) < k pour toute composantee {1,... ,s}.
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OBSERVATION 8.7 Si, pour un point:’ de la €quence, l'intervalle ferm[0, /] contient plus de:
points, alors:’ lui-mé&me ne peut pas apparteaifintervalle optimal. Pour tout probrhe{{kmn ouvVk
on peut donc poser

y' =0, pour touti € {1,... ,n} tel queA([0,2'], z) > k.

8.3 Quelques approches deésolution

Pour un probdme done; on considre tout d'abord seelaxation liaire, c'esta-dire le programme
obtenu en remplaet les contraintes d'iegrali€

yi e {0,1}, Vie{l,...,n},
Zief{0,1}, Vie{l,...,n+1}, Vie{l,... s}

par
yielo,1], Vie{l,...,n},
Ze0,1], Vie{l,....,n+1}, Vje{l,... s}

Ce nouveau programme est facl&Soudre et, suivant le type de prelié considié, la valeur de sa
solution optimale constitue une borneariure poutog(V*, ) ou sugrieure poutog(VZE, . ). De plus,
lorsque cette solution est eeté {.e. toutes les variableg et 2} prennent leurs valeurs dans I'ensemble
{0,1}), il s’agit également d’une solution optimale du programme initial non eel&ctEmatiquement,

les Esultats obtenus en pratique sont de deux formes :

1° La solution optimale de la relaxation d’'un programme de la foloagl*, ) est féquemment
entiére (environ une fois sur deuxegralement pour de grandes valeurskileDe plus, sa valeur
étant le plus souventds proche de I'optimum du pratie non relag, elle fournit dans la plupart
des cas une borne seigure d’excellente quadit”

2° En revanche, pour les programmes du typg(V*. ), les Esultats sont nettement moins
réjouissants. En effet, emsoblvant la relaxation liedire, on obtient presque sgstatiguement
la solution optimale pathologiqueudoutes les variables soagalesa’k/n. Par ailleurs, la valeur
de cette solutiortant gnéralement g3éloignée de I'optimum du proleime non relag; il s'agit
le plus souvent d’'une mauvaise bornecinéure.

On en conclut que, d’'un certain point de vue, la formulation de nos programmesesjalus forte
pourlog(V;¥..) que pourlog(V~. ). Ci-dessous, des contraintes sugspéntaires sont ajoes, dans le
but d’anmgliorer la quali€ des bornes obtenues par relaxatiogdiiné. Un ingrét particulier est donc pat”
aux prob€mes du typé/~, .

8.3.1 Introduction sysématique d’inégalites valides.Pour un programme lagdire en nombres
entiers dona; une iggali€ est ditevalidesi elle est satisfaite pour chacune de ses solutions admissibles.
L'ajout d’'une telle contrainte dans la formulation du prlé peut s’aefér plus ou moins efficace au
niveau de la qual@de la solution relae€ correspondante. Suivant les cas,di@ion peuefre totalement

inutile ou, au contraire, directement me@eune solution optimale eetié.

En outre, I'effet de I'introduction d’'un ensemble dégaligs valides n'est pas faeaient imnediat.
Par exemple, les contraintes disjonctives pregasdans I'observation 8.8 n’ont pas toujours un impact
marqle sur la qual#”de la relaxation lieaire, mais elles conduisenémgralementa’une acelération
substantielle de la convergence lors de l'utilisation d’'unethnde d&€nun€ration par sparation et
évaluation (voir section 8.3.3.3).
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OBSERVATION 8.8 Si, pour un pointz’ de la €quence, l'intervall0, 2*] contient exactemen
points, alorss’ et tout pointz? n'appartenant pas |0, 2°] ne peuvent se trouver tous deux dans wnma”
intervalle admissible. Pour tout programiog(V*. ) etlog(V, ), on a donc l'irgalié valide

min max

y' + 4P <1, pour touti,p € {1,... ,n} tels queA([0, 2], z) = k etz ¢ [0,z"].

On note que, compte tenu des variableedisd I'aide de I'observation 8.7, cette contrainte devient inutile
et n’a donc pas étre introduite s ([0, 2], x) > k.

Intéressons-nous plus partieriément aux probimes du typé*. . Le théoEme suivant permet de
construire une importante famille dégaligs valides, certaines d'entre ellesdaimrant tes nettement

la quali€ de la solution optimale de la relaxationdaife du programmig (1%

min) '

THEOREME 8.9 Soit un entierl € {2,... ,s}, un sous-ensemble de composantes {1,... , s}
tel que|J| > [ etdes index); € {k +1,... ,n} définis pour toutj € J tels que

(54) U {oj(¢;),... ,0j(n)}| > n—k, pour tout sous-ensemblg C .J tel que|.J'| = I.
jeJ’
Alors, les irggalites suivantes sont valides pour le programmédirelog (V. ) :
(55) Z z;.’j(‘bj) > |J'| =1+ 1, pour tout sous-ensemblg C J tel que|J'| > 1.
jeJ’

PREUVE. Commenons par une discussion informelleet&blissement de ces contraintes repose sur
I'id'ee suivante : si'on exclut au moims- &+ 1 points de lasfuence, il n’est pas possible de trouver un
intervalle en contenant exacteméntSupposons par exemple que, pour un ensemblecdmposantes
J’, 'union pour toutj € J' de

29(@5)  poi(n)
{am @ a0}

contienne plus que — k points der (c’est-a-dire la condition (54) pour un ensemblgarticulier). On
en céduit qu’au moins une variable de

{z;’j((bj) e J/}

doit nécessairemerdtieégalea’l dans toute solution admissible du programimg(V*, ) (c’est-d-dire
la conclusion (55) pour le ethe ensembléd’). Les autres cas s’obtiennent par combinaison.

En fin de compte, I'objectif vis'par I'introduction des contraintes (55) est de faire augmenter, dans la

. . , . (1 : : ., .
solution optimale relagé, la valeur des vanablejs” ), . ,zjj (%) assoaes aux composantgss J.

Passons maintenaatla preuve formelle. On prede par induction sur la cardinait'de ./ dans (55).
Pourc = [, on doit donc montrer que
Z Zj-j((bj) Z 1

jeJ’

est une iegalig valide pour tout/ C J tel que|J’| = [. Pour un tel sous-ensemblé, supposons par
I'absurde qu'il existe une solution admissible avec

57 (#5)

; =0, pour toutj € J'.
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Les contrainteg’ < z; du programme lieaire impliquent alors que

y' = 0, pour tout index € {o;(¢;),... ,0;(n)} et toute composantgec .J'.

Considrant la condition (54), cette situation est clairement incompatible avec la contrainte (51). Il
s'agit d’'une contradiction et leesultat est donc vrai pour= [. Par hypotlese d’induction, on suppose
I'assertion proueé pourc — 1 et on la @&gmontre pouk (sans aller plus loin que = |.J|). Pour tout
J' c Javec|J'| = ¢,onnoteJi, ... ,J. lesc sous-ensembles distincts dede cardinali€'c — 1. En
utilisant I'hypotrese d’induction, on a

2919 > (¢~ 1)~ 1+ 1, pourtouti = 1,... .
JeJ]

Sommant ces egaligs, il vient
o5 ($;) o5 (¢;) ¢
(c—l)sz] 7 >cle—1) = szj ! Z;(C—Z).
jeJ’ JjeJ’
Le o6té gauche de la demmié irégalie étant un entier, on obtient lesultat
Zij(¢])ZC—l+1
jeJ’

=

Le théeoeme ci-dessus se limite aux cas@ > k + 1 et! > 2, alors que Enon& s’applique plus
géréralement lorsque; > 1 et! > 1. Par exemple, pour toyte {1,... , s}, cette versioretendue du
theoeme aved = 1, J = {j} et¢; = k fournit I'inegalié valide

o;(k)
zj] > 1.

Toutefois, un tel effort est inutile compte tenu du fait que I'observation 8.6 impligjiedlie

oj(i) _ , .
zj7 =1, pourtouti € {1,... ,k}etje{l,..., s}

On peut donc remarquer que cette versietendue ne ere a aucune autre egalig valide
intéressante lorsque = 1 ou ¢; < k. Ainsi, la formulation propose s’aere touta fait suffisante.
Par ailleurs, on observe que leteme 8.9 permet deegérer un tes grand nombre de contraintes. Le
résultat suivant simplifie la preciure de choix en isolant les plus importantes.

THEOREME 8.10 Soit un entiet/, un sous-ensemble de composantes des indexy; définis pour
tout j € J pour lesquels les hypathes du thoreme 8.9 sont satisfaites. Si I'on introduit Eigalite
valide (55) obtenue pout/ = J

szj(¢])Z’J’—l+1
jeJ

dans la formulation du programme &airelog(V*. ), alors Iesz‘iill_1 ('2’”) autres sont redondantes.

min

PREUVE. Soit un sous-ensemble de composamtes J tel quel < |J'| < |J|. Linegali€ valide
correspondante (55)exrit

jeJ’
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Pour toute composantee J \ J', inegalig valide (55) assoeg au sous-ensemblé = J' U {d} est
S i P (S DL S B b [ )
jeJ’ jeJgr

La variablezgd(d’d) valant au plud, cette contrainte implique la eeédente et leg$ultat est prow.” &l

8.3.1.1 Les(l, ¢)-coupes.On veut renforcer la formulation des programmes du tygéV*. ) par
l'introduction sys€matique i(e. préalablea’ la Bsolution de la relaxation ladire) d’'un nombre limé”
d’inegali€s valides. En pratique, €8, ¢)-coupesequilibrées propasés ci-dessous soneggralement
tres efficaces.

DEFINITION 8.11 Pour un vecteur d’index) = (¢1,...,¢s) € {k + 1,...,n}* et un entier
l€{2,...,s}, une(l, ¢)-coupeest une iegalig valide mise emvidence dans le éoEeme 8.10 dans le
cas particuliera’'J = {1,... ,s}. Il s’agit donc d’'une contrainte de la forme

S
(56) ShC T
j=1

On exige de plus que le vectegirsoit maximal c’esta-dire qu'il n’existe aucurd = ¢ (i.e.¢’ > ¢ et
¢’ # ¢) tel que¢’ conduiseegalement’une ir€gali# valide de la forme de celles dwethéme 8.10.

Par exemple, un€, ¢)-coupe permet de pciser que la somme devariables binairegﬁ distinctes
(une par composantg est au moinggaleas — 1 dans toute solution admissible d'un programme de la
formelog(V,%, ). Dans le cas typiquewdt /n est la valeur de chaque variable dans la solution optimale de
la relaxation li€aire (voir page 106), il estvident que I'introduction d’'une seu(g, ¢)-coupe, assoeg
a l'action indirecte des contraintes (48), a un impaes tnet sur la quaktde la solution obtenue.

On remarque que la condition sur la maximalitép permet de slectionner les contraintes les plus
efficaces. En effet, pouf = {1,... ,s},1 € {2,... , s} et deux vecteurs d’'indeX = ¢ satisfaisant les
conditions du teoEeme 8.9, l'irégali# valide obtenue est clairement plus forte péugue pourg.

Pour que l'irégali# (56) soit valide, le vecteur d'indexutilisé doit satisfaire

(57) U {0(¢;),... ,0j(n)}| > n — k, pour tout sous-ensemblg C {1,... , s} tel que|.J'| = L.
jeJ

Le nombre(?) de conditionsa \érifier étant tes important pour la plupart des valeurside{2, ... , s}
(a moins que la dimensionsoit petite), on se contenteggralement de gférer deg!, ¢)-coupes pour
l€{2,3,s —3,s—2,s—1,s} uniguement.

Pour une valeur dédonrgée, il existe gnéralement de nombreusés ¢)-coupes, mais en pratique
on observe qu'il est le plus souvent inutile d’en introduire plusieurs dans la formulation, I'essentiel du
béréfice pouvanefre retie en en ajoutant une seule. De plus, de meilleessltats sont obtenus lorsque
le vecteurg utilisé estequilibré, c’esta-dire lorsquenin{¢i, ... , ¢s} est maximal. En effet, ce choix
semble menea des(l, ¢)-coupes plus robustes.

Le résultat suivant montre non seulement que(leg)-coupes sont des hyperplans d’appui, mais aussi
gu’elles induisent des faces de dimension non triviale.

THEOREME 8.12 Pour un programme ligaire en nombres entiers du typg(Vn’jin) assock a une
séquencer C I, toute(l, ¢)-coupe induit une face du polytope correspondant (i.e. I'enveloppe convexe
de I'ensemble des solutions admissibles) de dimensi@misupe ouégaled s — 1.
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PReEUVE. Il suffit d’exhiber un ensemble desolutions admissibles affinement euEndantes qui
satisfont ave@gali® I'inegali# valide en question (56). Le vectefifetant par dfinition maximal, on
en tEduit que pour toute composantec {1,... ,s}, il existe un sous-ensemblg C {1,... ,s} de
cardinalig [ et contenant! tel que

U {o5(85).... cos(n)} =n—k+1

je,
et
oa(éa) & {0(¢;),... ,oj(n)}, quel que soif € J; \ {d}.
On a donc
U {058, so5(n)} U{oa(¢a+1),... ,oq(n)}| =n—k.
je\{d}

En d'autres termes, l'intervalle femP(5%) assoat au pararatre s = (6¢, ... , %) donrg par

bdq Slj =d

=3 01 sije s\ {d)
n sij ¢ J,

contientk points de la sguence. De plus, par I'expression (47), les varial?lesrrespondantes

o) _ 1 sii< ¢y
(58) K B { 0 sinon

o) 1 sii<¢;—1 , ,
(59 20 = L e pour € g )
(60) z;.”(l) = ... = z;”(") =1, pourj ¢ J,

satisfont aveegali® I'inegali® valide (56). Il reste dona prouver que leg solutions admissibles
ainsi dgfinies sont affinement imgpendantes. Il suffit deedfiontrer cette propté pour less vecteurs
constitles des valeurs prises, dans chacune de ces solutions, par le sous-ens@nbhridbles

<z<171(¢1)’ Zfl((bl“)v z<272(¢2)’ z;2(¢2+1), . ’ng(%)’ zgs(¢s+1)) )

On remarque facilement que cesecteurs sont erne lirdairement indpendants. En effet, pour

chaque composante € {1,... , s}, 'expression (58) indique que I'on (agd(‘bd),zgd(%“)) = (1,0)
dans la solution assa® au paraetied, alors que, par (59) et (60), on voit que I'on obtient £0it0),
soit(1,1) dans less — 1 autres cas. fal

COROLLAIRE 8.13 Si, pour un prok#me du typd’*. assock a une #quencer C I*, il existe une
(1, ¢)-coupe, alors la dimension du polytope correspondant egriguype ouégalea s — 1.

REMARQUE 8.14 En géréral, une(, ¢)-coupe n’induit pas forement une facette du polytops. .
On s’en apeyait (apes quelques calculs assez fastidieux) par exemple pddr ¢8-coupe€equilibrée
correspondant au vecteur d’indéx= (3, 3,2) et le probEme done’pars = 3,n = 3,0 = (3124),
o2 = (3214), 03 = (2314) etk = 1. En revanche, on peugvifier que, pour le second exemple de
la remarque 8.3, 183, ¢)-coupe€quilibrée obtenue pous = (2,2) induit bien une facette du polytope
V%1 en question.

min
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Pour un entiel € {2,...,s}, un vecteur maximal etduilibré définissant unél, ¢)-coupe peut
géréralementfre construit comme suit. Tout d’abord, oeté/mine (s'il existe) 'unique vecteur initial
¢ qui soit maximal parmi les-uples de la formé, ... ,¢), avecy € {k + 1,... ,n} (cette ogration
permet de garantir que le vecteur final obtenueggiilibré). Un tel index) existe si et seulement si pour
tout sous-ensembl# C {1,... ,s} avec|J'| = [, il existei, j € J' tels que

{os(k+1),...,0i(n)} #{oj(k+1),... ,05(n)}.

Si cette condition n'est pasevifiee (ce qui est rarissime en pratique), aucghe)-coupe n’est
gérérée pour la valeur dé en question. Dans le cas contraire, ce vecteur est rendu maximal en lui
appliguant aussi longtemps que possible la transformation consistarggmenter d’'une ugitine de ses
composantes. Cette epition n'est effecteé que si I'expression (57) est encore satisfaitesgoup.

De plus, afin d’aboutila’un vecteur maximal plus homegé, les composantes candidatesne telle
incrémentation sont consatEes cycliquement tout au long du processus.

L'algorithme trivial permettant de arifier si 'augmentation d’'une urdt’de la composantey
préserve la condition (57) est de complem'(nl(§:11)) (il consistea passer en revu@(n) points del
ensembles pour chacun 0@511) choix possibles dg’). Le méme test peuttre effect@”en seulement

O(1(;~})) en s’assurant qu'au moins une desnditions suivantes est satisfaite pour chacurf;dg$
sous-ensembles de composantes {d} en question (auquel cag peutétre augmer) :

| A{oi(¢),- - o5(n)} | >n—k+1;

jES
2° il existe une composantee J' \ {d} telle quea;l(od(gzbd)) > ;.

Bien entendu, cette approche rapidesuppose que la valeur de

U {o5(8))- . ,os(n)}

jeJ’

soit connue pour tout sous-ensemile- {1,... , s} de cardinali€l. Il parat raisonnable deeterminer
ces cardinalés enO(nl(%)) au dgbut du processus, puis de les medtjedr enO(I(5~})) lors de chaque
incrémentation d’'une composante du vecteur

REMARQUE 8.15 Dans le cas particulieroz est une sguence de variableseatoires i.i.dU (%),
I'analyse probabiliste sommairegeénge ci-dessous fournit une estimation du pagaew) rechercle’
dans la prem@re phase de laethiode. En effet, on remarque que pour tout index{1,... ,n},ona

l b—1)!
P{ie U {es(®),... ,aj(n)}}:1—( - > .
j=1
On en a¥duit I'espggrance
J=nn ()
=n—-n .
n

d

Sil'on impose que cette valeur soit frgurean — k (une approximation grossie), on obtient

l

UAos(@),... ,o5(n)}

J=1

P < l—l-k%nl_Tl.

Notons que le raisonnement ci-dessus ne concerng/qu€(1, ... , [}, alors que la condition (57)
porte sur tous les sous-ensembles{de... , s} de cardinali€ [. Toutefois, en pratique, I'estimateur
(k%nl_Tl} constitue un bon point deeghart pour une recherche locale de l'index maxighal
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8.3.1.2 Le cas des proBmes du typd’*. . Bien que nos exgriences numriques peliminaires
(voir page 106) suggrent que la relaxation legire d'un programme de la formeg(V*,.) méne

géréralementa’ une borne swgrieure de bonne quaditsur I'optimum, il pourrait Banmoinsefre
intéressant d’introduire quelquesegalies valides dans la formulation. Or, il se trouve que lesegl”

présentes ci-dessus poarrﬁin s’adaptent directement au cas des peai#s du typd/s, .. On a par
exemple IBquivalent du tedreme 8.9 :
THEOREME 8.16 Soit un entierl € {2, ... ,s}, un sous-ensemble de composantes {1,... ,s}

tel que|J| > [ etdes index); € {k +2,... ,n + 1} définis pour toutj € J tels que

U {oj(¢; —1),... ,04(n)}| >n —k, pourtout sous-ensemblg C J tel que|J'| = I.
jeJ’

Alors, les iregalites suivantes sont valides pour le programmedlire log(V*

max) -

> z}’j(‘zﬁj) > |J'| =1+ 1, pour tout sous-ensemblB c J tel que|.J’| > I.
jer

PREUVE. La démonstration est scrupuleusement identiguelle du tkoreme 8.9 un dtail pres :
ce sont des contraintes du type
i aj(1+o; (i)
< Z; !

qui doiventétre consiéiées pour aboutia I'implication

O 0, vjed = y=0Vie{od—1),...,0n)}, Vie S

menanta’I'obtention de la contradictionedige. k]

L'adaptation du teoeme 8.10 et desesultats concernant I€$, ¢)-coupes au cas des prebies
vk . s'effectue tout aussi facilement. Cependant, @éséents n'intervenant pas dans I'algorithme de
calcul de la dis@panceshon@ dans la section 8.4, ils ne sont pasaillés ici.

8.3.2 Heuristiques. Les heuristiques propess ci-dessous permettent, suivant le type de proél”
consicré, de construire des intervalles keoints dont le volume est une borne suplre poui®, ou
inferieure pou/, . Les intervalles en question sordrgralement d’excellentes solutions admissibles
des programmes lgdires correspondants (on observe gu’en pratique les volumes obtenus sont rarement
a plus de quelques pour cent de I'optimum).

Pour V. | Iinevitable algorithme gloutoMinGlouton permet d'obtenir un intervalle de volume
restreint contenarit points. Partant dé, 0], ce dernier consiste ajoutera chaque &fation le point qui
minimise 'augmentation du volume de I'intervallesultantMinGlouton utilise la fonction auxiliaire

\ols(i) = f[ max {x?j(éj),x;} .
j=1

qui calcule le volume du plus petit intervalle contenarta foisP(0) et le pointa’.

Min2opt est une heuristique insgie” de la elebre technique de Lin [Lin65] pour le prashe du
voyageur de commerce. Partant de la solution initiale fournidvfiaGlouton, cet algorithme effectue
deséchanges aussi longtemps qu'il en existe un qui induiseachgction de volume. Uachange est une
transformation qui consist& remplacer un point siudans l'intervalle courant (foechent sur le bord)
par un point se trouvart 'extérieur. Clairementyin2opt converge vers un minimum local. Ags avoir
applique MinGlouton et Min2opt, le volumel” obtenu est une borne seéure poui*.

min*
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Algorithme 8.1 MinGlouton

Donnée: z,s,n, k
Résultat: {y1,... ,yn},{01,...,0s}
y' « 0 pourtouti € {1,... ,n}
d; < lpourtoutj € {1,...,s}
pour t del ak faire
choisirp € {1,... ,n} avecy? = 0 minimisant Vo (i)
yP—1
d; < max {5j, O';l(p)} pour toutj € {1,...,s}

Algorithme 8.2 Min2opt

Donnée : résultat de MinGlouton
Résultat : V, {yl, .. ,yn} R {(51, e ,53}
V — Hj:l x;j(‘sj)

repéter

2opt < vrai
pour tout d € {1,... ,s} faire (* le pointz74(%4) est candidas étre retie )

§ — 6

pour tout j € {1,... ,s} faire

si0(0%) = 04(d4) alors
répéter
& 85— 1 (* enlever ce point et tasser I'intervalle au maximurnmk)

jusqu'a ce quey” %) £ 0
choisirp € {1,... ,n} avecy? = 0 minimisant Vo ()
siVoly (p) < V alors (x le pointz? est candidaa &tre ajoug’x)
2o0pt «— faux
V «\ols (p)
yP—1
y7dd) —

8 max{é},aj_l(p)} pour toutj € {1,...,s}

jusqu’a ce que2opt= vrai

Des heuristiques correspondantes segalément propes pourl’, . Aprés une initialisation
base sur I'observation 8.8/axGlouton construit un intervalle?(d) de grande taille contenahtpoints
de la €quence. Le principe de cet algorithme est démsentea chaque gfation I'index§ induisant une
augmentation de volume maximale. De plM&xGlouton utilise une proedure auxiliaireAgrandir (9)
qui permet détendre l'intervalleP () sans y ajouter de point suggphientaire.
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Algorithme 8.3 MaxGlouton

Donnée: z,s,n, k
Résultat: {y1,... ,yn},{01,...,0s}
d; — k+ 1 pourtoutj € {1,...,s}

, 1 sio; (i) < kpourtoutj € {1,...,s} ,
¢ . . our tout 1,...,
v { 0 sinon P ied n}
S Z?:1 yi

tant que S < k faire

choisird € {1, ... ,s} avecd; < n maximisantA(j) = log x}’j@“)

— log :c?j
sio; ' (0a(64)) < 6; pour tout; # d alors

yod0a) 1

S—S+1
Og — 0g+1

Agrandir(9)

Algorithme 8.4 Max2opt

Donnée : résultat de MaxGlouton
Résultat: V,{y1,... ,yn},{01,... ,0s}
(85)
Ve HJ 1 ;’]
répéter
20pt «+ vrai

pourtout d € {1,... ,s} faire (* le pointz?a(%2) est candidas étre ajout )

d; sij£d _
! J
’ %{ 5, +1 sinon Pourtout€{l....s}

Agrandin(¢’)
choisirc # d minimisantV'(j) = min,c(,,(s5,)1u{pe{1,... n} :yp=1} (log x?‘j(éj) — log xé)
i« argmin V(c)
8L — o 1(i) (x le pointz® est candidag &tre reti )
Agrandin(¢’)
;(65)

siV <[[i.
2opt — faux

alors

yad(éd) — 1
y' 0

(8
V<—HJ 1 j]( ])

6 — ¢

jusqu’a ce que2opt= vrai
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Algorithme 8.5 Permet d’agrandir un intervallB(0) donré sans y ajouter de point supplentaire.

Procédure Agrandir(6)

répéter
stop« vrai
choisird € {1,... , s} maximisant
AG) = { log:c?j((sjﬂ) - logac;’j((sj) S? §j <netde#j:o.(0;(0;)) > 6
0 sinon
siA(d) > 0 alors
Og «— 0qg+1
stop « faux

jusgu’a ce questop= vrai

Partant de la solution fournie pstaxGlouton, I'heuristique correspondantdax2opt cherchea’
améliorer cet intervalle initial en effectuant deshanges aussi longtemps qu’il en existe un qui induise
une augmentation de volume. Cet algorithme converge vers un maximum locak Apoir appliga”
successivemerilaxGlouton et Max2opt, le volumel” obtenu est une borne @fieure pour”

max*

En pratique, ces heuristiqgues conduisent presquemggiuemena des esultats d’excellente quadit”
mais il suffit de quelques esquisses dans leecani® pour se convaincre que, dans le pire des cas, elles
peuventegalement menex des €sultats arbitrairement mauvais.

8.3.3 Techniques de&solution des programmes ligaires en nombres entiers.

8.3.3.1 Introduction de plans coupantd.orsque la solution optimale de la relaxationdaife d’'un
de nos programmes n’est pas enti,’il est envisageable detérminer (s’il en existe) uneégali® valide
de la forme de celles propess dans les doEemes 8.9 ou 8.16 qui soit vied, de l'introduire dans la
formulation et de €5oudre le nouveau pravhe obtenu. Un tel processus pourragahuementefre
poursuivi jusqua I'obtention d’une solution ergre ou€puisement de la famille de coupes en question.
Malheureusement, on ne sait pas commesbtdre un tel probme de sparation i(e. décider si une
solution non enére donek \érifie toutes les iagali€s que I'on pourrait obtena 'aide de ces thdEemes
ou en trouver une qui soit vie€) en un temps raisonnable2(polynomial ens etn).

En revanche, la question devient abordable si I'on se limita sous-famille d’iegaligs valides
donree (par exemple) pdr= |.J| = 2. Dans ce cas particulier, pour un programme du tygél/*, ), il
s’agit de trouver une paire d'indé¥;, ¢;) € {k + 1,... ,n}? vérifiant la condition

(61) {oi(di), .. oi(n)} U{o;(d)),... ,05(n)} >n—k,
mais telle que l'iegali€ valide Esultante (55)

(62) Z;n(dn) + Z;Tj((bj) >1

soit violée pour la solution optimale de la relaxationel@ire courante. Comme pour lg@s¢)-coupes, il
suffit de se limitea’la consi@tation de vecteurS;, ¢;) maximaux (.e. pour lesquels il n’existe aucune
paire d'index( ;,gzb;) = (¢, ¢;) telle que la condition (61) soit satisfaite). Sachant que, pour une paire
de composantes doee, il existe au plus — &k vecteurs maximaux, ce processus peebtijuement
menera la génération d’un maximum dg) (n — k) plans coupants (62).
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Pour une paire de composantgsj) fixee | < i < j < s), 'ensemble des vecteurs maximaux
(¢4, ¢;) pour lesquels la condition (61) estnifiee peuktre obtenu e (n — k) a I'aide de la technique
de balayage qui suit. On commence par assacteute paire d'indeXg, ¢;) la quantie

w(@i; 65) = {oi(¢i), - 0i(n)} U{oj()), ... ,oj(n)}.

On observe qu’un vectey;, ¢;) ne peutre maximal que si(¢;, ¢;) = n—k+1 (cette condition
n’‘est pas suffisante). En partantgle= £ + 1 et¢; = n, on remarque que(¢;, ¢;) estégalan — k si
o, (0;(n)) > k+1oudn — k+ 1 dans le cas contraire. On pestg alors comme suit :

(2

Siu(¢i,¢;) = n — k, alorsg; est dimin€ del jusqua ce queu(¢;, ;) =n—k+1ou¢p; = k.
Si cette prenefe phase aboutd ¢; = k, la recherche est termée”: il n’existe pas d’autre vecteur
maximal pour les composantés j) en question. Dans le cas contraire, on paea une seconde phase
qui consistea’augmenter; de 1 tant queg; < n etu(¢; + 1,¢;) = n — k + 1. Le vecteur(¢;, ¢;)
ainsi obtenu est maximal et I'agjali# valide correspondante (62) est agmitdans la formulation du
programmeog(VX. ) si elle s’aere vioke pour la solution optimale de la relaxatiorelire courante.

Puis, sip; < n et¢; > k + 1, il suffit de diminuer la valeur de; d'une uni€ et de recommencer
le processus jusqga’trouver (s'il en existe) une autre paire maximale pour laquelle la condition (61) est
satisfaite A chaque iration,u(¢;, ¢;) peutétre misa jour enO(1) en \érifiant sio; '(0j(¢;)) >
(lorsqueg; est diminw) OUcf;l(o—i(ngZ- — 1)) > ¢; (lorsque¢; est augmera).

8.3.3.2 La technique des variables astreintdsapproche suivante pegalementfre utili€e afin
d’améliorer la solution relagé courante lorsqu’elle s’avé non entite. L'idée consistea choisir une
variable que I'on suspecte de prendre une certaine valetr{0, 1} dans la solution optimale et de
résoudre la nouvelle relaxation obtenue en la fixaht-"v. Si ce probéme auxiliaire ne possle pas de
solution admissible ou si sa valeur est moins bonne que celle de la meilleure solutéra eatinuei(e.
plus grande, respectivement plus petite, que le logarithme du volume de la solution comaspaiti
des heuristiques de la section 8.3.2 dans le cas d'unerabtiu typd{ﬁ. respectivement’* ), alors

m’ max

cette variable estdaleav dans toute solution optimale et peut daie fixéea cette valeur.

Bien entendu, l'utilisation d’'une technique aussi brutale pour toute variable du progranzaiedin”
peut, en fin de compte, ater plus qu’elle ne rapporte sil'on compare son effieaitelle d'une rethode
d’enun€ration par eparation egevaluation. Manmoins, applicgé pour un ensemble raisonnable de
variables, I'approche peut s’axér profitable. Exgfimentalement, une steggie heuristique judicieuse
consistea choisira chaque g&fation la variable non ertie dont la valeur est la plus proche@@eu del
eta s’aréter au premiee¢hec rencongr.”

En ¢géréral, cette rathode permet de fixer quelques variables du gmolel’ |l est alors envisageable
d’appliquera nouveau la technique promasdans la section 8.3.3.1 au pexbi simplifé obtenu ou de
passel uneenungration par eparation eevaluation.

8.3.3.3 Enunération par &€paration etévaluation. Il s’agit d’'une technique puissante etrgrale
pour la Esolution de programmes éaires en nombres entiers. leid de base est de diviser 'ensemble
des solutions admissibles en sous-ensembles de plus en plus petits jissdgr dans I'un d’eux une
solution optimale. L'objectif vie“est [énun€ration implicite, par Evaluation de bornes, d'une partie
importante de ces sous-ensembles. Ceéthote est bevement dcrite ci-dessous dans le cas particulier
des programmes variables binaires. Nous renvoyons le leceliouvrage de Wolsey [WoI98] pour une
présentation plusetaillée.

Tout programme liaire binaire peuttte €pag en deux sous-profaines dans lesquels une variable
est fixte dans un cas0 et dans l'autrexl. L'application €pétee de ce praa¥ menea une partition, que
I'on représente le plus souvent sous la forme d’un arbre binaire, de 'ensemble des solutions admissibles
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du programme deapart. Sckmatiquement, une etiode dénun€ration par eparation eevaluation
consiste en I'application cyclique de trois phases :

> Lasélection: un sous-protdme est choisi.

> L’ évaluation: une borne pour la solution optimale de ce sous-moia ‘est calcelé. Si, pour
simplifier, on suppose qu'il s’agit de la solution optimale de la relaxatiogsli®e” assoeé, trois
situations (mutuellement exclusives) sargnvisager.

1° La solution est endife : dans ce cas, sa valeur est coraparla meilleure solution erdie
connue, conseee si elle s’aere meilleure et le sous-prashe eseliminé ;

2° Il n'existe pas de solution admissible ou sa valeur est moins bonne que la meilleure solution
entiére connue : le sous-prarhe eseliminé ;

3° Dans les autres cas, le sous-peshE estspag.

> La séparation: le sous-prot#ime estliminé et remplae’par une paire de nouveaux programmes
dans lesquels une variable (encore libre) egtdidans un cas0 et dans l'autrea .

Bien que, dans le pire des cas, la compkexdg cette rathode soit exponentielle en la taille du
programmea’résoudre, elle agja largement prouysa valeur sur de nombreux prebiés d’optimisation
combinatoire epuBs difficiles. En pratique, I'effica@td’'une mise en ceuvre repose essentiellement sur
les choix effectes dans les trois phasesatites ci-dessus. C’est en effete niveaud qu'il est possible
de tirer parti de la structure particeté du prok#ime€etudié pour aboutir rapidement 'obtention d’une
solution optimale.

Par ailleurs, il existe aujourd’hui d’excellents logiciels dsaolution de programmes &aires en
nombres entiers qui s'avént capables, dans une certaine mesure, d’analyser ennesrna structure du
probléme, mais qui sorggalement suffisamment souples pour laissButilisateur une certaine marge
de manceuvre pour intervenir. C’'est ainsi qu’entrent eaneaios deux atouts les plusepigux : des
formulations renforeés de nos programmesedaifes susceptibles de donner leedes bornes de bonne
qualité lors de |Bvaluation des sous-prarhes et des heuristigues capables de fournir d'excellentes
solutions engtres admissibles.

De plus, dans l'optique de I'utilisation d'uneatiiode dénun€ration par eparation eevaluation
pour un programme du typleg(V*, ), la considration du teoeme suivant permet de simplifier le
probléme. En effet, par ceesultat, on passe d’'une formulation comportants(n— k) variables binaires
(en tenant compte des observations 8.5 et 8.6y programme li@dire mixte comprenard(n — k)

variables €eelles et seulementvariables binaires.

THEOREME 8.17 Dans un programme de la fornheg(Vn’jin), les contraintes d’iréigralité
Ze{0,1}, vie{l,... n+1},Vjie{l,... s}

peuvengétre rebchees.

PREUVE. Supposons par I'absurde que certaines variab}lemennent des valeurs non eargs

dans une solution optimale de ce programme el@dit{j(i) une variable de cet ensemble telle que
z;.’j(”l) = 0 (on note que < n par I'observation 8.5) et € {1,... ,n} le plus petit index tel que
oi(p) _ o)

x] J

Considrant les contraintes (50), on a
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De plus, les variableg’i(?), ... 4°i() étant binaires, les contraintes (49)

yoj (p) < Z;»Tj (»)

Y 0 < o)

impliquent que

yoiP) = .. = i) =
On remarque que la nouvelle solution obtenue en posant
oip) _ . _ o) _

zj] —---—zj] =0

est admissible et de valeur strictemenenidurea la solution initiale g’j () est la seule variable modif
de cait non nul). Il s’agit d’'une contradiction et lesultat est dmontg. =

Malheureusement, la propté correspondante pour les programmes du tipgV*, ) n'est
pas vraie. Il semble cependant que la construction de contre-exemgaessité la consgtation de
séquences @msentant des promtés touta fait inhabituelles et donc peu susceptibles d'apparan
pratique.

8.3.4 Experiences nun&riques. Les @sultats peseng’s dans cette section ceté ‘obtenus pour des
séquences ahtoires der points i.i.d.U(I*) (en fait, desechantillons du ghérateur pseudo-editoire
MRG32k3a de L'Ecuyer (15) orgté utilisés). Naturellement, chaque exjfEnce a&fé répliquée plusieurs
fois (en gréral entres et 10), afin de garantir une certainegmiSion aux estimateuetablis.

Dans le cas 0’ est une sguence de points i.i.d.U(I*), les volumes optimau¥’*, etV sont
des variables abtoires ne ependant que de n etk. Dans la figure 8.5, des estimateurs de largpice
deVk etVE  sont dones pourk variant entred etn dans le cas particulieruos = 10 etn = 100.
Par ailleurs, dans la figure 8.6, on fournit des estimateurs decfaspé da/g{f et Vil pours =7
etn € {0,...,200} (par la loi forte des grands nombres et le fait qu’'une suieataire uniforme
soit équigpartie, les deux courbes regentes tendent ver8.5 pourn — oo). Bien qu'a priori fort
interessante, ¢éfude tieorique de ces variablesealtoires n’est pas entreprise dans ce travail (la question

étant d’une part hors sujet et d'autre part vraisemblablement d'unenestcOmplexi).

volume s =10, n = 100
1@ docoocacoonsaocaonannaasasnonosasoonoaoos 13238800C

08 4o ' ‘ .....
06 L oo R P A
0.4 . .............. " ..............
0.2 for s o
0 -

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FiG. 8.5. Estimateurs de 'egpance des volumesg®, etV pourk variant de0 a
100 dans le cas particulieruar est une squence aatoire del00 points unifornement

distribués dans le cube ueii 10 dimensions.
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volume s=T7k=mn/2
LD e
08 1 rmnsasz e i
0.6 4TI e
.4 Feerrr ey
[ G
0.2 dovacacs - ............................. Vmi.n ..............
. n
0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fic. 8.6. Estimateurs de I'esgrance des vqumeE’ﬁi/n2 et Vii/2 pour une sguence
aléatoire den points, avecn € {0,...,200}, uniformément distribes dans le cube

unité a7 dimensions.

En revanche, on fournit ci-dessous quelquessittats sur le temps de calculq':gn etVk (surune
station de travail SGI R10000) en fonction glen et k. De nombreuses erpiences onefe nécessaires
pour la mise au point d'une steggie efficace d'utilisation des d#fentes techniques desdlution
présenges plus haut. Comme nous I'avonsjadimentione’, la formulation initiale de nos programmes
lineaires est bien meilleure polf:,, que pourV¥, . Il n’est donc gere surprenant que les difénts
ingrédientsa disposition aient plus d'impact sur les programmes du Igge/’“in) gue pour ceux de la

m
formelog(V;F,.). En fin de compte, lesliéments suivants omté retenus:

max

> pour les programmeleg (V% ) : les observations 8.5, 8.6, 8.7 et 8.8, I'ajout d'u(hgp)-coupe
équilibrée pour touf € {2,3,s — 2,s — 1, s}, la technique des variables astreintes (voir section
8.3.3.2) uniquement pour les variablégprenant des valeurs proches det I'introduction (une

seule fois) de la famille de plans coupants pra@@dans la section 8.3.3.1;
> pour les programmesg (V*

max

) : uniquement les observations 8.6, 8.7 et 8.8.

La librairie CPLEX [CPLO01] aeté utiliste de marg@re intensive pour laesolution des programmes
lineaires en question. Dans chaque cas, les heuristiques de la section 8.3.2 ont permis de construire une
solution entgre initiale de bonne quadit”

Dans une preneire €rie d’exggriences concernant les prebies du typd?. , la dimension &t
fixeea 10 et le nombre de points 2100. Dans ce cas particulier, le temps de calcatéamesue pourk
variant de0 an. Dans la figure 8.7, on remargue que la courbe desetumoyennes obtenueegpente
une forme de cloche autour des cas les plus difficiles (qui semblent se situgr paaghe de:/4). De
plus, on observe qa’partir dek = n/2, le temps de calculetrat trés rapidement lorsquegrandit (on

peut raisonnablement supposer qu'il s'agit principalement d’'uneecpresice de I'observation 8.6).

Pour les nefnes sguences de00 points, les temps de calcul d¢ . obtenus sont irfieursa 10

secondes pour toute valeur des {0,... ,100}. Plus ggréralement, laeSolution d’'un programme du
type log(V,k..) s’avere presque sysmatiquement plus facile que celle de son homoloiggél*. ).

L'expérience correspondante poyf,, a donceté effecte pour desexjuences de = 250 points,
toujours en dimensior = 10. On observe sur la figure 8.8 que les cas les plus complexes semblent
cette fois se situer pour proche den/10. On obtienta nouveau une courbe en forme de cloche et on
remarque que le probme est dja difficile pour de tes petites valeurs de Une autre diffrence entre

les programmed®g(VE. ) etlog(VX, ) appara au niveau de la variance du temps de calcul. En effet,

!Notons que ce choix @é optimiss en vue des exgriences sur le calcul de la dispance psentes dans la section 8.5.
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3000 | temps .
2400 f”‘.ﬂiﬁn s =10,n = 100
1800
1200
600
0

k

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

FIG. 8.7. Temps moyen de calcul (en secondes)/r{jlg en fonction de: pourn = 100
points en dimension = 10.

m
8400 | €MPS

7200 0 npk L 5 =10,n =250
6000 1. :

4800 1
3600 1
2400 1 .

1200 § k

5 152535455565 75885 125 155 185 215 245

FiG. 8.8. Temps moyen de calcul (en secondes)fig, en fonction de: pourn = 250
points en dimension = 10.

alors que (pour des valeurséies$ des, n etk) cette duee est relativement stable pdifr; , elle s’aere
trés variable poul/*. . Notons que lesasultats de cette paire d’expénces sont typiques et qu'un
comportement similaire peetre obserg’pour des valeurs défentes de etn.

On poursuit cetteetude par une exgrience sur Evolution du temps de calcul en fonction de la
dimensions (voir figure 8.9), puis de la taille. de la €quence (voir figure 8.10). Legsultatsetant
gualitativement les ermes pour les deux types de prries, on se limita leur pesentation pout”.

min-*

60000 1 t€MPS Lo | los(temps
0000 % 500, k=250 -
40000 Cyk
30000 g
20000
10000
0

S

3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10

S N = O

FiG. 8.9. A gauche, temps moyen de calcul (en secondespdepour une sguence
den = 500 points en dimensios, pours € {3,...,10}. A droite, le logarithme de
cette duee.
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Dans la figure 8.9, on a regsént’ le temps moyen de calcul lorsgke= n/2 = 250 points dans le
cube uni€ en dimension, pours € {3,...,10}. Sur la partie de droite, on remarque que, en prenant le
logarithme de ces da¥gs, le comportement obtenu semble quasimegaiin. Cette observation swayg’
gue le temps @Cessaire la Bsolution du proldime craf exponentiellement avec la dimension.

Dans une dereire €rie d’exgriences (voir figure 8.10), la dimensicna éte fixéead 7 et on a
mesug (en fonction den) le temps moyen de calcul dans le cas difficile (voir figure 8rko= n/4.
En consi@rant le logarithme de ces @S, la courbe obtenue est approximativement concave. Ce fait
semble indiquer que le temps de calcul natqras de mamire exponentielle avec la taille de kggience.
Cependant, le comportemegtat inconnu pour > 360 ou d'autres valeurs deetk, il serait hasardeux
de tirer une conclusion siegérale de cette simple observation. D’autre part, en prenant la racine cubique
de ces dwgés, la courbe obtenue pdaragalementdgerement concave. La prudence astouveau de
mise, mais cette exgsience sugere que la croissance du temps de calcul n’est vraisemblablement pas
plus rapide que:’. Cependant, en effectuant laame analyse pour d’autres valeurssjd semble que
le dege de ce pesun& polyrdme enn ne soit pas indpendant de la dimension.

14400 | temps . 10 § log(tempy | o5 | V/EMPS
10800 { ° 7/ 8 - 20
7200 L 15
_.'. Vmin 4 10
3600 ) |
w 0 n 0 n
40 120 200 280 360 40 120 200 280 360 40 120 200 280 360

FiG. 8.10. A gauche, temps moyen de calcul (en secondesﬂﬁ,‘épour une sguence
den points en dimensiofi. Au centre, le logarithme de cette éeréta droite, sa racine
cubique.

8.4 Un processus dynamique

Dans cette section, laedomposition du calcul de la diggéance introduite dans la section 8.1, les
problémesenon&s dans la section 8.2 et les techniguesedelrition correspondantesegenges dans la
section 8.3 sontatinies dans un processus dynamique.deide base est de maintenir et dsdiorer des
bornes pour les difffentseléments apparaissant dans I'expression (46) deemaaice que la plupart
des configurations conceres soienevaliges implicitement. Partant d’un intervalle initial, laethode
consiste en une succession d&iofations menant au calcul de la dispeincel}; (x) d’'une €quencer
den points dand®.

Compte tenu du fait qu&®. = 0etV”

min max

k k
(63) D;(xz) = max{ max (Vrﬁax - —> , max (— — Vrﬁin> } .
ke{0,...,n—1} n ke{l,...,n} \ N

Comme nous l'avons annoadans la section 8.2.2, 'hypabéenon&e sur le fait que laegjuence
ne contient aucun point esentant une composante nulle petné assouplie dans le cas de l'origine. Ce
point étant le premier de la plupart dés s)-suites en baseé classiques (ou des suites de Halton), la
remargue suivante s’ave pecieuse.

= 1, 'expression (46) €crit
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REMARQUE 8.18 Le calcul de la dis@pance d'uneesjuencer U {0} den + 1 points comprenant
I'origine se ranghe au calcul des volumes optimaldk (z) etV () pour la €quencer den points.
En effet, on observe que

0 sik=0
k —
Vmax U {0}) - { Vk 1(.%,) sinon

max

, pour toutk € {0,... ,n}

et

V@0 00 ={ Tii) Soon

(z) sinon pour toutk € {1,... ,n+1}.

En adaptant I'expression (63), on obtient

k+1 k41 1
D = vk — —Vk .

Ainsi, pour calculer la dis@pance d’'uneexjuence de + 1 points comprenant I'origine, il suffit de
retirer le point en question et d'utiliser I'expression ci-dessus. On remarque au passage queparliscr
) ¢ ? . S 1
d’'une telle gquence est sepieure oegalea

Il est bienévidemment possible de calculer la deygance d'uneegjuencea’l’'aide de I'expression
(63) apes avoir Esolu le2n programmes linaires en nombres entiers correspondants. Toutefois, cette
approche directe est une perte de temps. En effet, le maximum danst¢@8dans la plupart des cas
atteint pour un seul desn problémes, il suffit de @soudre le programme en question edtdblir des
bornes (inérieures poui/ mm et sugrieures poui/*, ) suffisamment mcises pour les autres. Il semble
malheureusementes difficile de deviner quel est le praphea résoudre exactement.

Une straggie permettant de nesbudre qu’un petit sous-ensemble deieproblemes est propes’
ci-dessous, mais il est d'abor@cgssaire d'introduire quelgues nouvelles notations. En premier lieu, on
remarque qud l'aide des grandeudrs

k k
Drlfnn = — - Vrﬁln et Dr];ax = Vrﬁax - E’
I'expression (63) €crit
(64) D’;’kl(x) = max {ke{g,na,)r(zl} max > ke?ll,ax, }Drlfnn} :
8.4.1 Initialisation. Pour D} (x), D*. , Dk VE etVE | on &finit une paire de bornes, I'une
inferieure et l'autre suwgrieure :
D;(z) < Dj(z) < D,(x)
—k
D-llrcnln S Drliﬁn S Dmin
5
(65) Dfnax S Dﬁlax S DmaX
—k
\Lmln S Vrﬁln S Vmin
—k
Vi < Ve < Vina

2|| est clair que si l'origine fait partie de laguence, mais eneté retige (comme l'indique la remarque 8.18) de neseai’
a vérifier I'hypothése sur I'absence de composantes nulles, alors la fra(‘i‘;tmm étre remplaeé par’€+1 dans toute la section.
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On remarque que les difféntes bornes sur les volumes optimafix etV,xne sont pas ingendantes
et que les irgali@s triviales

1749 R a et VY <yl

min — min max — max

peuvent avoir des retorabs tes utiles. En effet, elles impliquent les affectations suivardaesti(iser
sans modfation) qui induisent parfois de longuesgsiences d’asliorations :

Vi max{\ifmm\ﬁfgj} pour toutk € {2,... ,n},
VvE o+ max {ﬁnax,\ifn;i} pour toutk € {1,... ,n — 1},

(66) —k Tk gktl
Voo — min{V V. } pour toutk € {1,... ,n — 1},

min min’ ¥ min

VE . — min {Vﬁm,Vﬁ;i} pour toutk € {0,... ,n — 2}.
Pour chacune des borne. Y, \7fnin, VA etanaX, une valeur initiale peuttie obtenue par au moins
un des trois moyens suivants :

1° On détermine une borne sapéure pour/®, et une borne irdfieure poutt/®,  en appliquant
les heuristiques de la section 8.3.2.

2° Les volumes optimau¥., , V-1 et V7.1 étant connus (voir section 8.2.1), les relations (66)
impliquent que

> anlm est une borne imffieure poun” mm quel que soik € {2,. — 2},
ngl est une borne s@pieure pourt” mm quel que soik € {2 -2},
> Vil est une borne spieure poui/*,  quel que soik € {0 .,n— 2},

3° Par le biais de I'observation 8.6, des termes constants apparaissent dans la fonction objectif de
nos programmes lggires en nombres entiers. Lesutoasso@s aux variables non #esetant
non régatifs, on obtient des bornesémni€ures pour les volumes optimaux correspondants :

H +77*) est une borne imfieure poun. quel que soik € {2,... ,n — 2},

S
2% (D)
J
J=1
Ces valeurs initiales seront progressivementlarées au cours du processuscdf ci-dessous.
ParalElement, les bornes relativas)* . , D* et D (z) sont systimatiquement mises jour a l'aide

est une borne igffieure poui; ax quel que soik € {0,... ,n — 2}.

min’ max
des relations
D-fnin = % _fmn’
anin = % \Lﬁlma
Dhax = Vi — o
(67) Drax = Vinax — £,
Dy (z) = maX{kng}fgn}Dﬁnnj keﬁ?‘il}uﬁm}’

~ ~k ~k
Di(z) = max max D . max D .
n( ) ke{l,...,n} e ke{o,...,n—1} max

3 A nouveau, si l'origine fait partie de lagluence, mais ena retige (comme l'indique la remarque 8.18) de nesedl
satisfaire I'hypotlese sur les composantes nulles, le tegﬂgg doit &tre ajout dans les maximaefinissant D) (z) etD;, (z).
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On remarque que la borne erféure pour la disepance [)x) ne dpend que des valeurs de

- _ .

[ A Vi - S VU VAL
Ces derrgéresetant gnéralement pecises (car obtenuesl’aide des heuristiques de la section 8.3.2), la
borne inBrieure initiale_D)(x) pour la discepance s’agre le plus souvent de bonne qualiCe fait est
illustré dans I'exemple suivant :

EXeEmMPLE 8.19 On calcule la borne iffieure initiale_D)(z) définie ci-dessus pour une paire de
(0,m, s)-réseaux de Faure en bdsdont |la discepance est dome dans les tables 5.3 et 5.4 :

1° Pour le(0, 3,4)-réseau de Faure en bagsen obtient
D! (z) = 0.0423478

alors queD;; (z) = 0.0893870.
2° Pourle(0,2,6)-réseau de Faure en bagda borne in€rieure initiale

D* () = 0.2109716

est ddja égalea la discEpance cher@€.

L elément le plus important de la dynamique que nous sommes en train de mettre en place est le
suivant : si, au cours dwedbulement du processus, la valeuDﬁg,l1 (respectivemermfnax) devient plus
petite que la borne iefieure_[) () pour la discepance, alors le maximum dans I'expression (64) n’est

pas atteint pouD¥ . (respectivemenD? ) et I'etude du proleime en question peut dortré avorte :

in

DF. <Di(z) = lesprobEmesDt. etV peuventetrescarts

min min

(68) K \
Dpox < Di(x) = les probEmesDF

etVk peuventetreécarts

ax

Cette paire d'implications permet d’interrompre avant termeskolition de la majeure partie de
nos2n probleémes. De plus, on remarque que le dispositif corestitas expressions (66), (67) et (68)
esta méme de dclencher uneedction en chae. En effet, 'anelioration d’'une seule borne pour un
volumeVE. ouVE peutinduire uneexjuence de misesjour conduisana I'amélioration de plusieurs
bornes dans (65) etlI'abandon de probhes assoesa des programmes kaires en nombres entiers qui
n'auront donc pasa €tre Esolus exactement. En pratique, ce processus dynamiqueresaes efficace
et, de margre similairea’ une neéthode d’exploration pareparation eevaluation, permet&hun€ration

implicite d’'une partie importante des configurations coneem”

EXeEmMPLE 8.20 Pour les cas envisag'dans I'exemple 8.19, la phase d'initialisation du processus
décrite ci-dessus aboutitla situation suivante :

1° Pourle(0,3,4)-réseau de Faure en basesur les248 problemes concees, 12 sont dja éliminés
et on obtient l'intervalle initial
Di (x) € [0.0423478,0.984)].

2° Pour le(0,2,6)-réseau de Faure en bagesur lesd6 problemes concers,22 sont dja éliminés
et on obtient l'intervalle initial

Di (z) € [0.2109716,0.9591837).

Ainsi, plusieurs programmes kaires en nombres entiers peuvetre€car€s d’embé&e. En revanche,
on observe que les bornes suieures obtenues sont partierkment mauvaises.
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8.4.2 Resolution. Afin d’améliorer la quali€ de cet intervalle initial pour la disgpance, il suffit
d’etablir des bornes iefieures et sugrieures plus @cises pour les volumes optimalk et VX
des probémes restants. On aborde cette quesdidaide des approches promes dans la section 8.3.
Cependant, d'un point de vue technique (essentiellement pour des questions d’espagieenil n'est

pas envisageable de travailler simultarént sur autant de programmeshires en nombres entiers.

Il est donc plus raisonnable de ne traiter qu’un seul oiga la fois et d’essayer d’apporter des
améliorations substantielles aux estimateurs qui lui sont asso€lé plus, la borne iafieure pour la
discépance_D)(z) étant gréralement d’excellente quaditil est peférable de concentrer nos efforts
surD} () (laissant les progs au niveau de’fiz) apparare de margte indirecte). Poureduire cette
valeur, il convient de choisir le prodine pour lequel la borne sunpéurelSZ(x) prend son maximum
dans I'expression (67). On propose d’aborderelsotition du programme lggire assoel”

> en Bsolvant la relaxation ligire correspondante, renfesd I'aide desléments dcritsa la page
119, la prenere fois qu'il est trai’;

> en appliquant une ethode dénun€ration par sparation eevaluationa cette nefne formulation
renfor@e lors d'uneventuel second passage.

En fin de compte, chacun dés probleémes apparaissant dans I'expression (64) est cesali
maximuma deux reprises avanteatte dfinitivement gsolu ouetcar€. De plus, le processus peatté
stoppga tout instant, fournissant alors un intervalle pour la @iparice reéifant I'effort de calcul consenti
jusque-&, ou poursuivi jusgua T'obtention de la valeur exacte dé&(x).

Lors du premier passage, lkasdlution de la relaxation legire renforee fournit

> le volume optimal recherehsi la solution obtenue est et ;
> une nouvelle borne iefieure poud’*. dans le cas d’un probime du typeD .

min min ’

dans le cas d’'un probine du typeD*

max*

> une nouvelle borne sepieure pouf/”

max

Meme lorsque la solution optimale de la relaxatioredimé n’est pas emie, il arrive féquemment
gue la borne obtenue soit suffisamment bonne pour permettimityation dfinitive du probéme par le
biais de I'expression (68).

EXEmMPLE 8.21 Reprenonsa nouveau les deux cas coreigl dans I'exemple 8.19. Si, & la
phase d'initialisation du processus, a@sout la relaxation li@aire de tous les programmes renésc’
restants, on about# [a situation suivante :

1° Pour le(0,3,4)-réseau de Faure en basesur les248 problemes concees,65 sontéliminés et
on obtient l'intervalle
Di (z) € [0.0423478,0.2336710).

2° Pour le(0,2,6)-réseau de Faure en bagesur les96 problémes concems, 72 sont€liminés et
on obtient I'intervalle

D? (z) € [0.2109716,0.3190308).

Ces Esultats illustrent le fait qu’un intervalle non trivial pour la desgance peuttte calcud” en un temps
polynomial en la taille du prokine.

Lorsqu’un prob&€me requiert une seconde phase de traitement poati@er les bornes qui lui
sont asso@és, on lui applique une ettiode de€nun€ration par sparation eevaluation (voir section
8.3.3.3). Dans le cas d’un programme du type(V*. ), & un instant don@au cours du eoulement
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de l'algorithme en question, on noté . la plus petite valeur d’'un sous-preohe actif @néré par le
processus deeparation de I'ensemble des solutions admissibleh)gi@/kin). Commew” . est une

borne inBrieure poutog(V. ), les expressions (67) et (68)emént au critie d’aret suivant :
k

(69) ¢“min > ~—Dj(z) = larésolution des probhesDE . etV peutétre abandoreg.

De manére similaire, pour un programme du tyle (V%,.), on notew”  la plus grande valeur
d’un sous-prol@ime actif ghéré par le processus deration de I'ensemble des solutions admissibles
delog(Vk. ) & un instant donmau cours duefoulement de I'algorithme. Commaé . est une borne
supgrieure poutog(V~, ), les expressions (67) et (68)emeént au crigie d’argt suivant :

etV _peutétre abandoree.

max

k . N
(70) e¥max < ~ D:(z) = larésolution des probtesD!

En pratique, cette paire d'implications permet d'interrompre la plupart efesy€rations par
séparation eevaluation entreprises avant d'avoir atteint I'optimum (la mise en ceuvre de caesrit’
d’arrét est ealisablea’I'aide de la librairie CPLEX [CPLO1]). Ce fait est illustci-dessous :

EXEMPLE 8.22 En appliquant la rathode dcrite dans cette section pour les deux cas cerésd”
dans I'exemple 8.19, on obtient finalement lesuitats suivants :

1° Pourle(0,3,4)-réseau de Faure en bdse

Temps de calcul de la disgpanceD’ (z) = 0.0893870 : 364 secondes
Nombre total de proleimes : 248
Relaxations lieaires renforeés gsolues . 217
Enungrations pareparation eeValuation avoetés 67

Enumérations pareparation eeValuation meeésa terme  : 10

Lintervalle pour lequel le supremum dans I'expression (3) est attesté abtenu eneSolvant le
problémelog(V."? ) a I'aide d'une€nun€ration par sparation eevaluation.

min

2° Pourle(0,2,6)-réeseau de Faure en base

Temps de calcul de la disgpanceD; () = 0.2109716 : 36 secondes
Nombre total de proleimes : 96
Relaxations lieaires renforeés gsolues 171
Enungrations pareparation eeValuation avoetés 122

Enungrations pareparation eeValuation meeésaterme : 0

Lintervalle pour lequel le supremum dans I'expression (3) est atte#t# abtenu enesSolvant la
relaxation lir€aire du prol@imelog(V/1% ) (la solution optimale est emie).

max

Rappelons que la disgpance des deuxséaux en questionede’ détermiréea I'aide de la nethode
directe baeé sur la dis@tisation de Niederreiter (21). Avec cette approche, les temps de calcul obtenus
étaient de8 heures pour 1€0, 3, 4)-réseau en baseet d'une semaine pour I, 2, 6)-réseau en base

8.5 Expériences nunériques

Les @sultats de quelques exences effecegsa l'aide de la nethode propaeg dans ce chapitre
sont peseng's ci-dessous. On commence par calculer la emce d€0,m, s)-réseaux de Faure en
baseb dans des cas inaccessibles jusqu’alors. Onqule@&nsuite une analyse sommaire du temps de
calcul récessaira I'application de cette technique. Pour terminer, oreoné les gsultats des sections
7.5.2 (sur la comparaison de diféntes squences) et 7.5.3 (sur les ensembles de points minimaux).
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CHAPITRE 8 UNE APPROCHE PAR PROGRAMMATION LIBAIRE EN NOMBRES ENTIERS

8.5.1 Calcul de la discepance.Ll'approche par programmation faire en nombres entiers
présente ci-dessus a permis de calculer la diparice de quelqués, m, s)-réseaux de Faure en bdse
(obtenusa’l'aide du grérateurGr ay Faur e de la section 4.8.4). Cessultats, dones dans la table 8.1,
compktent ceux de la page 52 et aliorent certains intervallestablisa I'aide de la nethode du chapitre
7 (voir page 91). Dans chacun des cas camsisl le temps de calcukbréssaire negpasse pas quelques
jours sur une station de travail SGI R10000.

Soulignons le fait que l'utilisation de laetfiode de la section 5.1 est totalemergaliste pour de
telles €quences. En effet, selon nos estimati@ankaide de notre mise en ceuvre de la digiation de
Niederreiter (21), le calcul de la diggéance du0, 3, 7)-réseau en baseprendrait envirorb millions
d'anrées, alors que pour (@, 2, 12)-réseau en basks, il faudrait au moing - 10+® siécles.

s 4 5 5 6 7
b 5 5 5 7 7
m 4 3 4 3 2
n=>" 625 125 625 343 49
D;(x) 0.01772458 0.1417881 0.02666228 0.08988426 0.2690111
Temps de calcul 2.3jours 650 secondes 15.6jours 2.65jours 13 secondes
7 8 9 10 11 12
7 11 11 11 11 13
3 2 2 2 2 2
343 121 121 121 121 169

0.1298317 0.1701839 0.2121262 0.2574323 0.3010480 0.2718370
6.7 jours 7.4 heures 6.7 heures 3.7 heures 1.9 heures 3.85 jours

TaB. 8.1. Discrépance de quelqués, m, s)-réseaux de Faure en bdse

D’autre part, on note que la borne énféure initiale_[)(z) définie dans la section 8.4.1 exgdlea
la discEpance dan8 des11 cas considfés dans la table ci-dessus. Cette observation confirme le fait
gu'il est possible dgétablir d’excellentes bornes mfieures pour la disepgance en quelques secondes de
calcul (indEpendamment du fait que le processus @honation de la borne s@pieure correspondante
prenne plusieurs jours).

8.5.2 Temps de calcul.La figure 8.11 montre &Vvolution typique de I'intervalle
[D;,(z), Dy, ()]

pour la discepanceD; (z) au cours du dfoulement de l'algorithme dans un des deux casqmés

dans la table 8.1wla borne in€rieure initiale_[)(z) n'est pas optimale. On remarque que les pesgr’
sont particulerement ireguliers. lls s’aerent tout d'abord &s rapides, lorsqu'il suffit deesoudre une
relaxation lirgaire pour araliorer l'intervalle, avant de progressivement ralentir, quand des bornes de
plus en plus pecises doivenetreétablies par le biais dfiun€rations pareparation eevaluation.

Uneétude stieuse de la complextémpirique de notre athode semble difficile, en partie parce que
le temps de calculeend non seulement de la dimensioet du nombre de points, mais€galement
de la discepance elle-mrme. Ce pahomrene est apparent dans lesultats de la table 8.1 : pour les trois
séquences dé21 points consiéiées, I'efforta fournir dcrat avec la dimension, ce qui paralutot
contre-intuitif. Ce comportement s’explique par le fait que kecariisme B aux crieres d'aret (69) et
(70) entre en action plus rapidement lorsque la borreriedire_D)(x) estélevde. Notons cependant que
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8.5 EXFERIENCES NUMERIQUES

Discrépance
1.0

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

12 sec. 10min. 15min. 30 min. 6 heures 12 heures 1 jour 2.65 jours

Fic. 8.11. Convggence de lintervalle pour la disgpance d’'un(0,3,6)-réseau de
Faure en base durant le2.65 jours récessaires aveddulement de I'algorithme.

cet effet semble devenir marginal pour degj®wénces msentant une disepance suffisamment faible
(inferieurea’0.15 environ).

On poursuit ganmoins cettetude par une paire d’egpénces sur &volution du temps de calcul en
fonction de la dimensior (voir figure 8.12) et du nombre de points(voir figure 8.13). Dans chacun
des cas ci-dessous, lagience consatée est le segment initial d’'une suite de Faure pesmat’aide
d’'un code de Gray (voir section 4.8.4).

168 temps 5 log(temps . . o/temps
144 4
120 =645 3 P
96 ; 2 -
72 1 s
48 0 | !
04 1} 345 6 7
S _9 o S

0 . 0

2 3 45 6 7 -3 2 3 45 6 7

FiG. 8.12. A gauche, temps (en heuresdagssaire au calcul de la dispence d'une

séquence (le segment initial d'une suite de Faure pezgdit’aide d'un code de Gray)
de 343 points en dimensioRr, pours € {3,...,7}. Au centre, le logarithme de cette
durée eta droite sa racine cingaime.

Dans la figure 8.12, on a reggéng’ le temps acessaire au calcul de la dispeince d'uneegjuence
de 343 points en dimensios, pours € {3,...,7}. En consi@rant le logarithme de ces a3, la
courbe obtenue semble concave et, en prenant sa racinearimgjutlle pand'quasiment lieaire. Ces
observations suggent que le temps de calcul ne knpas de mamire exponentielle avec la dimension,
mais plutt commes®. Toutefois, le comportemerttant inconnu pour d’autres valeurs glet den, il
serait touta fait hasardeux de tirer une conclusion sigyale deseaSultats de cette egpence.

Dans la figure 8.13, on a regséng’ le temps atessaire au calcul de la dispeince d’'uneegjuence
den points en dimensiofi, pourn € {49,... ,343}. Le méme type deeServes devarat nouveatefre
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CHAPITRE 8 UNE APPROCHE PAR PROGRAMMATION LIBAIRE EN NOMBRES ENTIERS

formulées, leseaSultats obtenus doivertre interpetts comme de simples tendancesaNmoins, dans
ce cas particulier, il semble que le temps de calcul né pas de mamfe exponentielle avec la taille
de la €quence, ni mme plus vite que:® (d’autres expfiences suggrent que le degrde ce pesune
polynéme enn n'est pas inépendant de la dimension).

J/temps
168 P

144
120
96

5 1log(tempy ..
4

3

2

1
0 5
72 —1 1 49 147 245 343
. -2 :

-3

—4

-5

—6

¢ n

48
24

n n

49 147 245 343

S B N W e OO

49 147 245 343

FiG. 8.13. A gauche, temps (en heureg}agssaire au calcul de la dispeince d'une

séquence (le segment initial d’'une suite de Faure pezgaut’aide d’'un code de Gray)
den points en dimensiofi, pourn € {49,... ,343}. Au centre, le logarithme de cette
durée eta droite sa racine cubique.

8.5.3 Comparaison de squences.La méthode propase dans ce chapitre a permis deliofer les
résultats de la section 7.5.2. |l a en et possible de calculer exactement les diparices des segments
initiaux des suites de Halton, Sobol et Faure en dimensipour lesquelles des intervalles sont desn”
dans la table 7.11. Ces valeurs sont esgriges dans la figure 8.14. Notons que de tekultats sur
la discE€pance effective deeguences en dimension non triviale n'ont jametisdbtenus auparavant (en
effet, 30 points est la taille maximale d’'uneglence en dimensidrpour laguelle nous pouvons calculer
la discEépanceal’aide de la disatisation de Niederreiter (21) en moins d’'une semaine).

o Suite de Faure permesad I'aide d'un code de Gray
~ Suite de Sobol permeéa I'aide d'un code de Gray
o Suite de Halton

FiG. 8.14. Discrépance des segments initiaux de trois suites classiques.
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8.5 EXFERIENCES NUMERIQUES

Quelques remarques peuvesite formuEes en complment des conclusions de la section 7.5.2.
En premier lieu, on observe que laggience de valeurs obtenue n'est pas strictemerriodssante en
fonction den. Considrant la nature diseté de la dis@pance, il n’est gere surprenant de constater
I'apparition occasionnelle de tels soubresauts. Demeiment, bien que les difféences soient vraiment
minimes, il semble que leeglences msentant la écroissance la plusguliére et la dis@pance la
plus faible pour la plupart des taillesc {30,... ,250} soient celles issues de la suite de Sobol.

8.5.4 Sur les ensembles minimauxPour terminer, on revient sur I'egpience consigée dans la
section 7.5.%propos du tademe 1.23 de Heinrich, Novak, Wasilkowski et ¥vidkowski [HNWW].
Rappelons qu’il s’agit c&étudier en fonction de la dimension la croissance de la taille minimaledu
segment initial d’'une suite de Faure persmié 'aide d'un code de Gray psentant une disepance
inferieure ouvegalead = 0.45. Alors que dans la section 7.5.3, des intervalles approximatifs contenant
la vraie valeur oneté obtenus pous € {4,...,12} (voir figure 7.12), la rathode propce=e dans ce
chapitre a permis de calculer exactement ces nombresspoy, ... , 19} (voir figure 8.15).

170
160
150
140
130
120
110
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

Fic. 8.15. Tille minimalen,,;, du segment initial d'une suite de Faure peresd’
I'aide d’'un code de Gray psentant une disepance irdgfieure ouegalea 0.45 pour
s €{4,...,19} et repEsentation d¢(s) = 7.77411 slog s — 15.7798s + 33.4046.

L'article de Heinrich, Novak, Wasilkowski et V¢aiakowski [HNWW] contienegalement quelques
résultats teoriques (fonds sur une analyse probabiliste) permettant de majoterd). Par exemple,
apes quelques calculs, on obtients, 0.45) < 656 etn(10,0.45) < 1540. On note cependant que les
valeurs pesentes dans la figure 8.15 fournissent les bornessepres plus @cises(5,0.45) < 16 et
n(10,0.45) < 55.

“Ce dernier stipule que pour toute valelie (0,1/2), la taillen(s, d) de la plus courteezjuence dang’ présentant une
discépance indtrieure ouegalead croit lineairement avec la dimensian
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Cette exgrience indique que la taille deghantillons minimaux conséés ne semble pas ot
lineairement avec la dimension, magggrement plus rapidement. Cependant, le comporteeizimit *
inconnu en dimension plueéve ou pour d’autres valeurs dela prudence est houveau de mise pour
'analyse desesultats. Par ailleurs, on remarque que la fonction

f(s) =7.77411 slog s — 15.7798s + 33.4046,

qui minimise I'erreur caeé moyenne d’approximation pogits) du typemslog s + a1s + ag, €pouse
remarquablement bien les valeurs de la figure 8.15. Ainsi, on conjecture que la taille minjmpale
segment initial d’'une suite de Faure (perewi I'aide d'un code de Gray) en dimensierprésentant
une discepance ingfrieure owegalead est de I'ordre® (s log s).

Les suitesa'discépance faible sont deggliences infinies telles que toute soegtgEnce de points
congcutifs posede de bonnes proptés déquigpartition. En revanche, on remarque que les ensembles
minimaux du tloEme 1.23 ne sont pas sounasune telle contrainte de pouvodtré indfiniment
compBtés. Il pourrait s’agir d’'un argument indiquant pourquoidéebantillons optimaux correspondants
extraits de suitea discEpance faible ne psentent pas le comportemenglaire disié en la dimension.
Cette observation sugge€galement que la structure des ensembles minimauxeduetine 1.23 pourrait
étre totalement difffente de celle des suites que nous connaissons.
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Conclusions et perspectives

Une particulari€” de ce travail est d’aborder une question dmti€ des nombres,diialuation de la
discBpance, comme un prabhe d’optimisation combinatoire. En effet, les approches pegmsans
cette tle'se reposent essentiellement sur des principasdrglement utilies en gongtrie algorithmique
et en recherche epationnelle.

Commenons par un brefetapitulatif des caraetistiques principales de cesthodes en prenant soin
de mettre erevidence quelques points de comparaison.

> Dans la section 7.1, un principegral (bag sur la considfation d’'une partition fini€°> du cube
unité I° en intervalles) permettant de calculer un intervalle (de largeerigife ouegalea son
poidsW (P)) pour la discepance d’uneejuence quelconqueden points dans® est pesen.
Deux techniques partica@lies de dcomposition sont envisags :

1° Dans la section 7.2, le cas des partitighs, de I ayant la forme de grilles extensibles de
cardinalig k° est considfé. La néthode se efoule en deux temps : il s'agit tout d’abord
de minimiser le poid$V (7,, , ), puis de calculer efficacement les bornes correspondantes
pour la discepance de:. '

2° L'approche propaosé dans la section 7.4 permet de construire des intervallesedssipri
arbitraire. En effet, ajs avoir choisi un paraetres € (0, 1) quelconque, il est possible de
gérérer une partitiorP? finie telle quelV (PZ) = e. Bien qu’a priori complexe, la structure
de cette écomposition est exploitable lors du calcul des bornes correspondantes pour la
disceépance de:.

L'avantage de la preraie n€thode est que la considition de grillesP, , permet de
ne compter explicitement qu'une seule fois chacun dgwints, n€éme s'ils appartiennera
une multitude d'intervalles explorer. Lheureuse psence du logarithme dans la complexit”
O(nlog(|P., ,|) + 2°|P., ,|) qui en dcoule explique pourquoi cette technique permetablir
des bornes pour la disgpance deegjuences deds grande taille. Cependant, pour uem® effort
de calcul, la pecision des majorations obtenues est bien moins bonne que celle qu'il est possible
d’'atteindrea I'aide de la seconde approche, lorsqu’elle s’applique.

Cette propete découle du fait que la cardinaditd’'une grille2, , est nettement s@pieure
a celle de la partitionP? de méme poids. En revanche, comme [lillustre la compkexit’
O((logn)*|PZ|) de l'algorithme correspondant, les @fEnts points de laesjuence doivergtfe
compgsa plusieurs reprises avec la secondetimte de d€omposition. Bien que ce prashe
soit fortement aghue par I'utilisation d'une technique de comptagesifique basé sur les arbres
d’intervalles, il n'a pasfé possible deeparer totalement les difficels’causés d’'une part par la
taille de la €quence et d’autre part par la cardiralité la partition. Par ailleurs, nos exgnces
suggrant qugP?| = O((1/¢)*®), cette approche conduggalemeng’un algorithme exponentiel
en la dimension.

> La méthode propas dans le chapitre 8 est totalementatiffiite. Elle consiste en I'agtibration
progressive (en au plus: iterations) d’un intervalle initial pour la disgpance. En effet, le calcul
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de D} (x) est ddcompoe’en2n sous-prok#imes de gormetrie combinatoire que I'on traite en deux
phasesaT'aide de techniques de programmatiorelire en nombres entiers. Un effort particulier
a été fourni pour qu'une partie importante des configurations coeemsoienenunerées de
manigre implicite. Cette approche condaita valeur exacte de la diggance ouveventuellement,
a un intervalle pour cette grandeur lorsque le processus est interrompu avant terme.

Les sous-proldmes les plus difficilegtant gsolusa’ I'aide d’'une nethode dénun€ration
par €paration eevaluation, la complexét'de cet algorithme est, jus@upreuve du contraire,
exponentielle em et s. A priori, cette propmeté ne semble pas se confirmer ekpientalement.

La table 7.3 illustre le fait que la ethode basé sur les grilles extensibles permet de calculer des
bornes pour la disepance deesjuences deéds grande taille, mais montegjdlement que la pcision
gu'il est possible d’atteindre est assez lie@it'Les esultats de la table 7.@vélent que les intervalles
obtenus sont bien meilleussl’aide de I'approche bag’sur les partitions de la fornig, mais il s’aere
malheureusement difficile de maintenir une telle qegbidur des tailles sgpieuresa quelques milliers
de points (pous < 20). Finalement, la table 8.1 et la figure 8.15 indiquent que la technique du chapitre
8 permet de calculer la disgpance deegjuences de quelques centaines de points en dimensidli.

Bien évidemment, ces performances peuvent praaidicules s'il s’agit d'utiliser nos algorithmes
pour comparer la quaétde la distribution dchantillons destieg a une application de la ethode de
guasi-Monte-Carlo. Cependant, d’'un autre point de vue, notre travail constitue un premier pas prometteur
sur une questionetligée, car juge inabordable, par de nombreux experts. En effet, en examinant nos
résultatsa’la lumere de ce qu'ietait p€alablement possible d'esfEr, les progers semblent nettement
plus substantiels. Par exemple, en dimensien10 et en une jouraé de calcul (sur une station de travail
SGI R10000), nos exgrsiences numrigues montrent que I'on peut calculer

> la discepance d'uneegjuence d&0 pointsa l'aide de la disafisation de Niederreiter (21) ;
> la discEépance d’'uneegjuence de plus d®0 points en utilisant la mthode du chapitre 8;

> un intervalle de bonne quadit@ +10%) pour la discepance d'uneexjuence dé 000 pointsa
partir de I'approche ba&s sur les partitions de la fornf& ;

> au niveau desesultats tkoriques, le thbEme 6.1 fournit instant@ment des bornes pour la
discépance de tout, m, 10)-réseau en bade mais cette majoration est sengurea’l pour des
sequences de taille iafieurea 8.5 milliards et200 millions de points respectivement pour les
suites de Sobol et de Faure.

Ces observations illustrent le fait que les techniques algorithmiqesemEés dans ce travail ouvrent
une nouvelle voie de recherche pour le calcul et la majoration de laegisece. Notons cependant que les
méthodes prop@ses n’'ont pas encore troeeur forme eéfinitive et que les amliorations envisageables
semblent nombreuses. Par exemple, ureisflisation de ces approches au catacquence consatée
est un(t, m, s)-réseau en bage(ou plus simplementwles coordoneés des points sont des rationnels
pos€dant un plus petitefiominateur commun de taille raisonnable) pour#ié inEressante. D’autre
part, il est vraisemblable que la formulation des programme=aiias en nombres entiers du chapitre
8 puisseetre aneliorée et qu'il soit possible de mettre au point de nouvelles techniquessdéution
spécifiques nettement plus efficaces.
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