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PRÉSENTÉE AU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES
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Résuḿe

La discrépance est une mesure de la non-uniformit´e d’une séquence de points distribu´es dans un
cube unité multidimensionnel. Cette grandeur est int´eressante `a bien des ´egards, mais sa d´etermination
s’avère particulièrement d´elicate. Les nouveaux algorithmes propos´es dans ce travail permettent de la
calculer ou de la majorer dans des cas inaccessibles jusqu’alors.

En dehors de ces r´esultats, cette pr´esentation ne se limite pas `a l’énoncé de quelques d´efinitions
et propriétés classiques, mais discute ´egalement certaines implications pratiques du sujet. En effet, la
notion de discr´epance ´etant liée à de nombreuses autres disciplines, un important effort de synth`ese a
été consenti afin de mettre en perspective quelques-unes de ces connexions. La premi`ere partie de ce
document est un tour d’horizon qui commence par une introduction `a la théorie de l’équirépartition,
une discipline vou´ee à l’étude du concept d’uniformit´e. Puis, apr`es une br`eve description de la tr`es
populaire méthode de Monte-Carlo pour l’´evaluation d’intégrales multiples, la version d´eterministe de
cette technique est discut´ee plus en d´etail. Cette derni`ere repose sur l’utilisation de s´equences de points
particulièrement bien distribu´ees, les suites `a discrépance faible, dont quelques exemples sont donn´esà
la fin de cette introduction.

La seconde partie de ce travail commence par la pr´esentation des deux m´ethodes connues pour le
calcul de la discr´epance. La complexit´e de ces algorithmes est exponentielle et l’impraticabilit´e de l’un
d’entre eux est illustr´ee numériquement. Apparemment, ces difficult´es semblent contrebalanc´ees par
l’existence de majorations pour certains types de s´equences. H´elas, le nombre minimal de points menant
à l’obtention d’une borne non triviale par ce biais croˆıt de manière exponentielle avec la dimension.

Nous proposons un nouveau principe permettant de calculer des bornes inf´erieures et sup´erieures
pour la discrépance. La largeur maximale de l’intervalle en question pouvant ˆetre spécifiée a priori, cette
approche permet d’atteindre une pr´ecision arbitraire. Cette construction repose sur la consid´eration de
partitions du cube unit´e en intervalles. Deux formes de d´ecompositions sont envisag´ees. Tout d’abord,
dans le cas particulier des grilles, il est possible d’´etablir des bornes pour des s´equences de tr`es grande
taille en exploitant judicieusement cette structure. En revanche, pour un mˆeme effort de calcul, le second
type de partition propos´e permet d’obtenir des intervalles de meilleure qualit´e, mais uniquement pour
des ensembles de points de cardinalit´e plus modeste. Dans les deux cas, des techniques de comptage
multidimensionnelles sp´ecialisées ont ´eté développées. En fin de compte, dans de nombreuses situations,
cette méthode est tout simplement la seule approche connue applicable.

Nous montrons ensuite que le calcul de la discr´epance peut ´egalement se ramener `a la résolution
d’une famille d’instances d’un probl`eme de g´eométrie combinatoire qui consiste `a déterminer l’intervalle
ancré à l’origine de volume minimal ou maximal contenant un nombre fix´e de points d’une s´equence
donnée. Après avoir exprim´e ces probl`emes sous forme de programmes lin´eaires en nombres entiers, leur
résolution est abord´eeà l’aide d’heuristiques et de techniques de g´enération de coupes et d’´enumération
par séparation et ´evaluation. De plus, nous proposons une approche pour traiter de mani`ere implicite une
partie importante des configurations impliqu´ees. La m´ethode obtenue permet de calculer la discr´epance
de séquences dans des cas qui n’avaient jamais ´eté atteints auparavant. D’autre part, comme le processus
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consiste en une suite d’am´eliorations apport´eesà un intervalle initial, il peut ˆetre interrompu `a chaque
instant, fournissant alors une borne inf´erieure et sup´erieure reflétant l’effort de calcul consenti jusque-l`a.

On peut regretter que les techniques propos´ees dans ce document m`enentà des algorithmes qui ne
sont pas polynomiaux. Toutefois, les r´esultats des exp´eriences num´eriques effectu´ees montrent qu’elles
permettent de traiter des cas qui, jusqu’alors, semblaient totalement hors de port´ee. Ajoutons que ces
méthodes n’ont certainement pas encore atteint leur version d´efinitive. En effet, l’approche algorithmique
par calcul (ou am´elioration) d’intervalles introduite dans ce travail est in´edite et son d´eveloppement ne
demande qu’`a être poursuivi. Ainsi, cette th`ese inaugure une voie de recherche prometteuse pour le calcul
et la majoration de la discr´epance.
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Abstract

Star discrepancy is a measure for the irregularity of point sequences in a multidimensional unit cube.
This measure is interesting in many respects, but its computation is known to be very difficult. With the
new algorithms proposed here, the star discrepancy or bounds for it can be computed in cases so far
inaccessible.

In the first part of this thesis, we discuss classical definitions and properties as well as practical
implications of the subject. Indeed, the notion of discrepancy being linked to many other disciplines
as well, a substantial effort has been made to show some of these connections. An overview is given,
starting with an introduction to the theory of irregularities of distribution, a discipline concerned with the
study of the uniformity concept. Then, after a short presentation of the very popular Monte Carlo method
for numerical integration, the deterministic counterpart of this technique is discussed in more detail. The
latter relies on the use of low-discrepancy sequences, i.e. point sets with strong regularity properties that
are briefly presented at the end of this introduction.

The second part of this thesis starts with the presentation of the two known approaches to compute
the star discrepancy. The complexity of these algorithms is exponential and the impracticability of one of
them is illustrated numerically. One might have hoped that these difficulties are partially counterbalanced
by the existence of upper bounds for some special types of low-discrepancy sequences. Unfortunately,
the minimum number of points for which these classical bounds become meaningful grows exponentially
with the dimension.

Here we propose a new principle for computing upper and lower bounds for the star discrepancy.
Since the maximum width of such an interval can be specified beforehand, this approach yields arbitrary
high precision. Our construction is based on the consideration of finite partitions of the unit cube into
subintervals. Two types of decompositions are studied here. First, in the case of grids it is possible to
compute bounds for the star discrepancy of very large sequences by exploiting this special decomposition
structure. For the same computational effort, a second partition algorithm is proposed, which yields much
better results, but for smaller point sets only. Moreover, in both cases, specialized multidimensional
counting techniques needed to be developed. Note that, in many situations, our technique is simply the
only known method which is applicable.

We then show that the computation of the star discrepancy is amenable to solving a set of instances
of a problem in computational geometry, namely finding the subinterval (anchored at the origin) of
minimum or maximum volume that contains a specific number of points of a given sequence. After
the formulation of these problems as integer linear programs, their solution is tackled with heuristics,
cutting plane generation, and branch and bound methods. We also propose a technique to enumerate
most configurations involved implicitly. Our method allows the computation of the star discrepancy in
cases out of reach thus far. Moreover, since a lower and an upper bound are maintained throughout and
gradually improved during the process, the algorithm can be stopped at any time, providing an interval
whose quality reflects the computational effort spent up to this point.

While both proposed techniques lead to algorithms which are not polynomial, the results of our
numerical experiments clearly demonstrate their practical efficiency. Moreover, the novel algorithmic
approach proposed here for computing (or improving) a lower and an upper bound has certainly not yet
been carried to its limit. We are convinced this development is worth further efforts.
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Remarques

Un certain nombre de conventions d’´ecriture ontété respect´ees et l’usage de plusieurs symboles a ´eté
réservé à la désignation de grandeurs ou d’objets math´ematiques pr´ecis. La signification de la plupart de
ces symboles, ainsi que quelques d´efinitions importantes sont donn´ees en pages 5 et 6. La majeure partie
des notations retenues recoupent celles de Niederreiter [Nie92]. Par ailleurs, la terminologie utilis´ee
s’inspire essentiellement de certains travaux en langue franc¸aise de Faure [Fau94] et de Tuffin [Tuf97].

De nombreux r´esultats classiques sont cit´es dans ce travail. Nous avons choisi de ne reproduire
aucune des d´emonstrations correspondantes. En revanche, une mention de l’auteur ainsi qu’un renvoi au
document original contenant la preuve manquante sont donn´es dans chaque cas.

Dans le cadre de la comparaison du comportement asymptotique des fonctions, les notations standard
sont utilisées. Sif etg sont deux fonctions `a valeurs r´eelles non n´egatives de la variablen, on note

	 f(n) = O(g(n)) si et seulement s’il existe une valeurn0 et une constante r´eellec telles que

∀n ≥ n0, f(n) ≤ cg(n) ;
	 f(n) = Ω(g(n)) si et seulement s’il existe une valeurn0 et une constante r´eellec telles que

∀n ≥ n0, f(n) ≥ cg(n) ;
	 f(n) = Θ(g(n)) si et seulement sif(n) = O(g(n)) etf(n) = Ω(g(n)).
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Partie 1

La discrépance : un tour d’horizon





CHAPITRE 1

L’ équirépartition des śequences

Le motdiscŕepancesignifie« désaccord» (du latindiscrepare: rendre un son diff´erent, ne pas ˆetre
d’accord). Dans un contexte math´ematique, il s’agit d’une mesure de l’´ecart existant entre une situation
de référence (g´enéralement l’uniformité parfaite) et une configuration donn´ee.

Les questions de discr´epance constituent une partie essentielle de la th´eorie de l’équirépartition (voir
les excellents ouvrages de Kuipers et Niederreiter [KN74], Beck et Chen [BC87], Drmota et Tichy
[DT97] et Matoušek [Mat99]). Nous commenc¸ons ce chapitre par une br`eve introduction aux probl`emes
typiques que l’on ´etudie dans cette discipline. Cette partie est suivie de l’´enoncé de quelques d´efinitions
et notations relatives `a la discrépance, ainsi que de la description des rares cas que l’on sait manipuler
facilement. Ce chapitre se termine par l’´evocation de quelques r´esultats asymptotiques importants.

1.1 Introduction

L’ étude de l’équirépartition des s´equences est n´ee de la volont´e d’obtenir des r´eponses quantitatives `a
des questions relatives `a la distribution uniforme. Son origine remonte au d´ebut du siècle (le vingtième),
avec les travaux de Weyl sur l’´equirépartition dans l’intervalle unit´e [Wey16]. Une autre contribution
majeure apport´eeà cette th´eorie est la conjecture ´enoncée en 1935 par van der Corput [vdC35].

CONJECTURE 1.1 Si{x1, x2, . . . } est une suite de nombres réels dans l’intervalle[0, 1], alors pour
tout entierk, il existe un entiern et deux intervalles de même taille, tels que le nombre d’éléments de la
séquence{x1, . . . , xn} contenus dans ces deux intervalles diffère d’au moinsk (voir figure 1.1).

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc

0 1

FIG. 1.1. Une s´equence den = 12 nombres r´eels compris entre0 et 1, ainsi que deux
intervalles de mˆeme taille. Celui de droite contientk = 5 points de plus que celui de
gauche.

Cette conjecture exprime l’id´ee qu’aucune suite ne peut ˆetre arbitrairement bien distribu´ee ou, de
manière équivalente, qu’une certaine irr´egularité est nécessairement pr´esente dans toute s´equence de
nombres r´eels. Elle a ´eté démontrée pour la premi`ere fois en 1945 par van Aardenne-Ehrenfest [vAE45].

Considérons maintenant la question fondamentale suivante dans le cas d’une s´equence{x1, . . . , xn}
dans l’intervalle[0, 1] : quelle est la mani`ere la plus uniforme de choisir cesn valeurs ? Il est clair que
l’ensemble den pointséquidistants donn´e par

xi =
2i− 1
2n

, pouri = 1, . . . , n(1)

Eric Thiémard 3



1.1 INTRODUCTION

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc

0 1

FIG. 1.2. Séquence den = 12 valeurs uniform´ement distribu´ees entre0 et 1.

està peu près le seul pr´etendant s´erieux (avec peut-ˆetrexi = (i − 1)/(n − 1)) au titre de s´equence la
mieux distribuée dans l’intervalle unit´e (voir figure 1.2). Par contre, si l’on consid`ere la même question
transpos´ee au cas du carr´e unité, la situation est nettement moins tranch´ee. En effet, il est alors possible
d’énoncer plusieurs d´efinitions défendables, mais inconciliables de l’uniformit´e. Par exemple, il paraˆıt
tout à fait raisonnable de choisir un crit`ere du type suivant :

On noteI∗2 l’ensemble des rectanglesP de la forme[0, βP1 )× [0, βP2 ) dans le carr´e unité
(voir figure 1.3) etλ(P ) = βP1 β

P
2 l’aire d’un tel rectangle. Une s´equence den points

x = {x1, . . . , xn} est diteoptimalement distribúeesi elle minimise le supremum sur tous
les rectanglesP ∈ I∗2 de ladéviation∣∣|P ∩ x| − nλ(P )∣∣.(2)

bc

bc

bc

bc

bc

bc bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bc
bc

bc

bc

bc

bc

βP
1

βP
2

P

FIG. 1.3. Une s´equence den = 25 points et un rectangleP ∈ I∗2 dans le carr´e unité.

Comme on s’attend `a ce que la proportion des points situ´es dans un rectangleP ∈ I∗2 soit proche de
son aireλ(P ), il semble en effet naturel de juger peu uniforme une s´equence pour laquelle il est possible
d’exhiber un rectangle avec une importante d´eviation (2). Malheureusement, `a ce jour, on ne connaˆıt pas
de méthode permettant de construire une s´equence optimalement distribu´ee dans le carr´e unité pourn
quelconque (pourn ∈ {1, . . . , 6}, le problème a n´eanmoins ´eté résolu par White [Whi77]).

Une question l´egèrement moins complexe est de d´ecider si, pour n’importe quelle valeur den, il
existe une s´equencex = {x1, . . . , xn} telle que le supremum surP ∈ I∗2 de la déviation (2) soit
inférieur à une constante ind´ependante den. L’ énoncé paraˆıt très simple, mais c’est un laur´eat de la
médaille Fields, K. F. Roth1, qui réfuta l’affirmation en 1954 [Rot54]. Toutefois, le probl`eme n’aété
résolu de mani`ere réellement satisfaisante qu’en 1972 avec les travaux de Schmidt [Sch72]. Ce dernier a
pu déterminer, pour une s´equence optimalement distribu´ee, l’ordre exact de croissance de ce supremum
en fonction den.

Pour la généralisation de cette assertion en dimension sup´erieure, Roth a montr´e que la réponse
est également n´egative. Malheureusement, il n’existe pas `a ce jour de r´esultat équivalent au pas

1Roth a rec¸u cette insigne distinction en 1958, mais pour la r´esolution d’autres probl`emes non moins complexes.
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CHAPITRE 1 L’ÉQUIRÉPARTITION DES ŚEQUENCES

supplémentaire que Schmidt a su franchir pour le carr´e unité. Ces questions sont discut´ees de mani`ere
moins informelle dans la section 1.4.

Soulignons le fait que dans l’approche ci-dessus, il aurait ´eté parfaitement l´egitime de remplacerI∗2
par la famille des triangles ou des sous-ensembles convexesinclus dans le carr´e unité. Il auraitégalement
été possible d’utiliser un crit`ere d’uniformité reposant sur une tout autre mesure, comme par exemple la
distance minimale entre deux points de la s´equence.

1.2 Quelques discŕepances

Les notations suivantes seront constamment utilis´ees pour d´esigner certaines grandeurs associ´ees
aux intervalles multidimensionnels consid´erés :

	 s est un entier positif repr´esentant ladimensiond’un espace.

	 Is désigne le cube unit´e semi-ouvert[0, 1)s en dimensions.

	 Īs désigne le cube unit´e fermé [0, 1]s en dimensions.

	 P représente unintervallemultidimensionnel semi-ouvert (ou intervalle tout court) de la forme

P =
s∏
j=1

[
αPj , β

P
j

)
, où 0 ≤ αPj ≤ βPj pour toutj ∈ {1, . . . , s}.

On utiliseégalement la notation simplifi´ee

P =
[
αP , βP

)
, où αP = (αP1 , . . . , α

P
s ) etβP = (βP1 , . . . , β

P
s ).

	 αP etβP

sont deux points qui d´esignent respectivement le« coin inférieur-gauche» et« supérieur-droit»
d’un intervalleP .

	 P− etP+

désignent respectivement les intervalles
[
0, αP

)
et
[
0, βP

)
associésà un intervalleP .

	 P̄ est la fermeture
[
αP , βP

]
d’un intervalleP .

	 λ(P )
est levolumed’un intervalleP :

λ(P ) =
s∏
j=1

(
βPj − αPj

)
.

	 Is est l’ensemble des intervalles inclus dansIs :

Is =

P =

s∏
j=1

[
αPj , β

P
j

)
: 0 ≤ αPj ≤ βPj ≤ 1


 .

	 I∗s désigne l’ensemble des intervalles inclus dansIs et ancrésà l’origine :

I∗s =


P =

s∏
j=1

[
0, βPj

)
: 0 ≤ βPj ≤ 1


 .

Pour les grandeurs relatives aux s´equences de points, les notations retenues sont les suivantes :
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1.2 QUELQUES DISCŔEPANCES

	 x est uneśequence(c’est-à-dire un ensemble ordonn´e d’éléments non n´ecessairement distincts)
dénombrable de points que l’on note

x = {x1, x2, . . . }.
Les points consid´erés appartiennent toujours au cube unit´eĪs.

	 x est généralement appel´ee unesuitedans le cas d’une s´equence infinie.

	 x(n) (où x est une s´equence avec|x| ≥ n)
désigne la sous-s´equence constitu´ee desn premiers points dex : x(n) = {x1, . . . , xn}.

	 n est utilisé pour un nombre de points. Lorsquex est une s´equence finie, on utilise g´enéralement
n pour désigner sa cardinalit´e.

	 xi est leie point dex.

	 xij est laje coordonnée du pointxi, où j ∈ {1, . . . , s}.
	 A(E, x)

désigne le nombre de points de la s´equencex appartenant `a l’ensembleE ⊂Īs.

REMARQUE 1.2 On se permet parfois d’emprunter quelques notions ensemblistes telles que∈, ∃,
⊂, \ ou ∪ et de les appliquer `a une s´equence de points. On ne s’autorise de tels abus de notation que
lorsque cela n’induit pas d’ambigu¨ıté : par exemple lorsque l’ordre des ´eléments ne nous int´eresse pas
ou que la multiplicité de tous les points est suppos´ee égaleà 1. Par contre, il convient de souligner le
fait que, dans le cas de la cardinalit´e | . | d’une séquence ou d’une sous-s´equence poss´edant une propri´eté
donnée, la multiplicité des points doit ˆetre prise en compte lors du comptage. C’est notamment le cas
pourA(P, x(n)) dans les d´efinitions ci-dessous.

DÉFINITION 1.3 Une suite de pointsx est ditéequiŕepartiesi pour tout intervalle2 P ∈ Is, on a

A(P, x(n))
n

n→∞−−−→ λ(P ).

La notion de discr´epance d´ecoule directement de cette id´ee.

DÉFINITION 1.4 Soit une s´equencex d’au moinsn points dans̄Is. La discŕepanceD∗
n(x) est une

mesure de la non-uniformit´e dex restreinte `a sesn premiers points (voir figure 1.3) :

D∗
n(x) = sup

P∈I∗
s

∣∣∣∣A(P, x(n))n
− λ(P )

∣∣∣∣ .(3)

La détermination de cette grandeur revient `a chercher l’intervalle ancr´e à l’origine qui contient la
densité la plus anormalement faible ou ´elevée de points comparativement `a son volume. Il est clair que

0 < D∗
n(x) ≤ 1

et que plus la discr´epance est petite, plus la s´equence est uniforme. Cette d´efinition, énoncée pour une
séquence en dimension quelconque, correspond au crit`ere formulé en page 4 dans le cas du carr´e unité.
La question du calcul et de l’´evaluation de bornes pour la discr´epance d’une s´equence constitue le sujet
principal de ce travail.

REMARQUE 1.5 Dans une partie de la litt´erature francophone sur le sujet, ainsi que dans le titre
de ce document,D∗

n(x) est appel´ee discŕepanceà l’origine. Cependant, ´etant donn´e notre utilisation
récurrente de ce terme, il nous a paru pr´eférable d’opter pour la d´enomination simplifi´ee dediscŕepance
afin d’alléger la présentation.

2La définition correspondante o`u l’on se limite aux intervallesP ∈ I∗
s estéquivalente `a celle-ci.
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CHAPITRE 1 L’ÉQUIRÉPARTITION DES ŚEQUENCES

Comme sugg´eré dans l’introduction, la discr´epance n’est pas la seule grandeur susceptible d’ˆetre
utilisée pour caract´eriser la non-uniformit´e d’une séquence. Cependant, il se trouve qu’elle est impliqu´ee
dans un domaine d’application (la simulation de quasi-Monte-Carlo pr´esentée au chapitre 3) justifiant
l’int érêt particulier dont elle jouit depuis une trentaine d’ann´ees. Voici néanmoins les mesures alternatives
les plus courantes de non-uniformit´e :

DÉFINITION 1.6 La discŕepance extr̂emeDn(x) d’une séquencex d’au moinsn points dans̄Is est
donnée par

Dn(x) = sup
P∈Is

∣∣∣∣A(P, x(n))n
− λ(P )

∣∣∣∣ .
DÉFINITION 1.7 La discŕepance isotropeJn(x) d’une séquencex d’au moinsn points dans̄Is est

donnée par

Jn(x) = sup
C∈Cs

∣∣∣∣A(C, x(n))n
− λs(C)

∣∣∣∣
où Cs est la famille des sous-ensembles convexes dēIs et λs désigne la mesure de Lebesgue dansRs.
Niederreiter a montr´e [Nie72] qu’il était possible de restreindre le supremum ci-dessus `a un certain sous-
ensemble deCs.

Il découle directement de ces d´efinitions que pour toute s´equencex d’au moinsn points dans̄Is, on a

0 < D∗
n(x) ≤ Dn(x) ≤ Jn(x) ≤ 1.

De plus, on a pu montrer les relations suivantes :

THÉORÈME 1.8 (Kuipers et Niederreiter [KN74])Pour toute śequencex d’au moinsn points dans
le cube unit́e Īs, on a

D∗
n(x) ≤ Dn(x) ≤ 2sD∗

n(x).

THÉORÈME 1.9 (Niederreiter et Wills [NW75])Pour toute śequencex d’au moinsn points dans le
cube unit́e Īs, on a

Dn(x) ≤ Jn(x) ≤ 4s [Dn(x)]
1/s .

Le résultat suivant fournit un lien suppl´ementaire entre l’´equirépartition d’une suite et les diff´erentes
discrépances d´efinies ci-dessus :

THÉORÈME 1.10(Kuipers et Niederreiter [KN74])Si x = {x1, x2, . . . } est une suite de points
dansĪs, alors les propositions suivantes sontéquivalentes :

1o la suitex estéquiŕepartie ;

2o limn→∞D∗
n(x) = 0 ;

3o limn→∞Dn(x) = 0 ;

4o limn→∞ Jn(x) = 0.

La discrépance (3) peut ˆetre vue comme la normeL∞ de la fonctiondiscŕepance localequi associe `a
tout intervalleP ∈ I∗s la valeur ∣∣∣∣A(P, x(n))n

− λ(P )
∣∣∣∣(4)

Si l’on préfère utiliser la normeL2, on obtient une nouvelle mesure de non-uniformit´e :
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DÉFINITION 1.11 La discŕepance carŕee moyenneT∗
n(x) d’une séquencex d’au moinsn points

dansĪs est donn´ee par

T ∗
n(x) =

[∫
P∈I∗

s

(
A(P, x(n))

n
− λ(P )

)2

dP

] 1
2

.(5)

On a clairement

0 < T ∗
n(x) ≤ D∗

n(x) ≤ 1.(6)

1.3 Les cas abordables

1.3.1 En dimension un.Il est clair que pourx = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs, les valeurs de la discr´epance
D∗
n(x) et de la discr´epance extrˆemeDn(x) ne dépendent pas de l’ordre desn points dans la s´equence.

De plus, en dimensions = 1, ces grandeurs sont faciles `a calculer :

THÉORÈME 1.12(Niederreiter [Nie72])Pour une śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Ī avec

0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1,

on a

D∗
n(x) =

1
2n

+ max
1≤i≤n

∣∣∣∣xi − 2i− 1
2n

∣∣∣∣ .
THÉORÈME 1.13(Niederreiter [Nie92])Pour une śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Ī avec

0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1,

on a

Dn(x) =
1
n
+ max

1≤i≤n

(
i

n
− xi

)
− min

1≤i≤n

(
i

n
− xi

)
.

1.3.2 En dimension deux.De Clerck [Cle86] a pu ´etablir une formule relativement similaire pour
la discrépance des s´equencesx = {x1, . . . , xn} ⊂ Ī2 dont les composantes sont distinctes,i.e.

xi1 �= xj1 etxi2 �= xj2, pour tout1 ≤ i < j ≤ n.

Bundschuh et Zhu ont simplifi´e et généralisé cette formule au cas des s´equences ne satisfaisant pas
forcément cette contrainte :

THÉORÈME 1.14(Bundschuh et Zhu [BZ93])Soit une śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Ī2 dont les
points ont́et́e pŕealablement tríes dans l’ordre croissant de leur première composante :

0 ≤ x1
1 ≤ · · · ≤ xn1 ≤ 1.

On se donne la paire de points auxiliairesx0 = (0, 0) et xn+1 = (1, 1). Maintenant, pour chaque
indicei ∈ {0, . . . , n}, on note{ξ0i , . . . , ξi+1

i } la séquence obtenue en réordonnant le sous-ensemble de
secondes composantes{x02, . . . , xi2, xn+1

2 } de manìereà satisfaire

0 = ξ0i ≤ ξ1i ≤ · · · ≤ ξii ≤ ξi+1
i = 1.

Avec ces notations, on a

D∗
n(x) = max

0≤i≤n
max
0≤k≤i

max
{∣∣∣∣kn − xi1ξki

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣kn − xi+1

1 ξk+1
i

∣∣∣∣
}
.
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CHAPITRE 1 L’ÉQUIRÉPARTITION DES ŚEQUENCES

1.3.3 En dimension quelconque.Dans le cas g´enéral, le calcul de la discr´epance est une tˆache
réputée très difficile. Il a pourtant ´eté montré (voir Niederreiter [Nie72]) que le probl`eme est discr´etisable
et résoluble en un nombre fini d’´etapes. Malheureusement, la complexit´e des différents algorithmes
connus croˆıt de manière exponentielle avec la dimension (voir chapitres 5 et 8). Par ailleurs, la difficult´e
du problème est telle que l’on se contente souvent de bornes inf´erieures et sup´erieures sur la discr´epance
(voir chapitres 6 et 7).

En revanche, il se trouve que la discr´epance carr´ee moyenneT∗n(x) se laisse facilement calculer dans
n’importe quelle dimension :

THÉORÈME 1.15(Warnock [War72])Pour une śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs, on a

(T ∗
n(x))

2 = 3−s − 1
n 2s−1

n∑
i=1

s∏
d=1

(
1 + xid

) (
1− xid

)
+

1
n2

n∑
i=1

n∑
j=1

s∏
d=1

(
1−max

{
xid, x

j
d

})
.

La formule de Warnock montre que la discr´epance carr´ee moyenne d’une s´equence den points peut
être calculée enO(n2) opérations. Retravaillant le dernier terme de cette expression, Heinrich [Hei96] a
obtenu un algorithme enO(n(log n)s). Hélas, comme le laissait d´ejà supposer sa complexit´e théorique,
les expériences num´eriques de Heinrich ont r´evélé qu’en dimension ´elevée (s > 8), sa méthode n’est
pas plus performante que l’approche directe. D’autre part, se fondant sur une analyse de complexit´e
détaillée, Matouˇsek [Mat98] a montr´e que l’algorithme de Heinrich n’est r´eellement plus efficace qu’une
application directe de la formule de Warnock que pour des s´equences comprenant au moins22s points.

1.4 Quelques ŕesultats asymptotiques

Les théorèmes 1.12 et 1.13 impliquent que pour toute s´equencex den points dans l’intervalle unit´eĪ

D∗
n(x) ≥

1
2n

et Dn(x) ≥ 1
n
.

On remarque que ces bornes sont atteintes pour la s´equence d´efinie dans l’introduction par (1) et
représentée sur la figure 1.2. Il existe donc des s´equences finies dansĪ telles queDn(x) = Θ(n−1). Par
contre, le théorème suivant montre qu’il n’existe aucune suitex dans̄I pour laquelleDn(x) = O(n−1)
pour toutn ≥ 1 :

THÉORÈME 1.16(Schmidt [Sch72])Il existe une constantec > 0 telle que pour toute suitex dans
l’intervalle unit́e Ī, on a

Dn(x) ≥ c log n
n

pour une infinit́e de valeurs den.

La meilleure borne connue pour la valeur de cette constante estc = 0.12 (Béjian [Béj82]). En
utilisant le théorème 1.8, on obtient un r´esultat correspondant pour la discr´epance d’une suite quelconque
dans l’intervalle unit´e :

D∗
n(x) ≥ 0.06

log n
n

pour une infinité de valeurs den.

Ainsi, il n’existe aucune suite pour laquelle la discr´epance d´ecroı̂t plus rapidement queO(n−1 log n).
Cependant, on connaˆıt depuis longtemps (voir van der Corput [vdC35]) des suites poss´edant exactement
ce taux (voir section 4.1). En dimensions = 1, on connaˆıt donc des suites pr´esentant la plus rapide
décroissance possible de la discr´epance `a une constante pr`es. La meilleure suite connue dans l’intervalle
unité est une suite de van der Corput g´enéralisée propos´ee par Faure [Fau81] (voir th´eorème 4.6).
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THÉORÈME 1.17(Schmidt [Sch72])Il existe une constantec′ > 0 telle que pour toute séquence
de pointsx = {x1, . . . , xn} ⊂ Ī2, on a

D∗
n(x) ≥ c′

log n
n
.

Généralisant en dimension quelconques les suites donn´ees pours = 1 par van der Corput [vdC35],
Halton [Hal60] a propos´e une famille de suites satisfaisantD∗

n(x) = O(n−1(log n)s) (voir section 4.2).
Ces suites ont ensuite ´eté adapt´ees par Hammersley [Ham60] de mani`ereà engendrer des s´equences de
taille n pour lesquellesD∗

n(x) = O(n
−1(log n)s−1) (voir section 4.3).

Considérons maintenant le r´esultat fondamental suivant :

THÉORÈME 1.18(Roth [Rot54]) Il existe une constanteBs > 0 ne d́ependant que des, telle que
pour toute śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs, on a

D∗
n(x) ≥ Bs

(log n)(s−1)/2

n
.

On aégalement une propri´eté correspondante pour le cas des s´equences infinies :

THÉORÈME 1.19(Roth [Rot54]) Il existe une constanteB′
s > 0 ne d́ependant que des, telle que

pour toute suitex = {x1, x2, . . . } ⊂ Īs, on a

D∗
n(x) ≥ B′

s

(log n)s/2

n
pour une infinit́e de valeurs den.

On remarque qu’il existe un ´ecart sérieux entre la minorationΩ(n−1(log n)(s−1)/2) du théorème
1.18 de Roth et la majorationO(n−1(log n)s−1) sur la discrépance des s´equences de Hammersley. Pour
les séquences finies en dimensions = 2, cet écart aété comblé par le théorème 1.17 de Schmidt.
En revanche, pours ≥ 3 l’ équivalent de ce pas suppl´ementaire est `a l’état de conjecture depuis une
quarantaine d’ann´ees :

CONJECTURE 1.20 Il existe une constanteBs > 0 ne d́ependant que des, telle que pour toute
séquencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs, on a

D∗
n(x) ≥ Bs

(log n)s−1

n
.

Cette affirmation semble particuli`erement difficileà aborder, mais il est commun´ement admis qu’elle
est sans doute vraie. Un pas, qualitativement important, dans cette direction a ´eté franchi récemment par
Baker :

THÉORÈME 1.21(Baker [Bak99]) Il existe une constanteBs > 0 ne d́ependant que des, telle que
pour toute śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs avecs ≥ 3 etn > ee, on a

D∗
n(x) ≥ Bs

(log n)(s−1)/2

n

(
log log n

log log log n

)1/(2s−2)

.

Notonségalement que, pour une suite particuli`ere en dimensions = 2, Faure et Chaix [FC96] ont
réussià démontrer quen−1(log n)2 est bien l’ordre exact de la discr´epance. Il s’agit de la suite de Faure
correspondante (voir section 4.5), mais on peut ´egalement la voir comme une certaine suite de Sobol
(voir section 4.4) ou encore comme une construction de Srinivasan [Sri78].

REMARQUE 1.22 Le théorème 1.18 n’est qu’un corollaire. En fait, ce r´esultat a ´eté établi par Roth
pour le cas de la discr´epance carr´ee moyenneT∗n(x), puis déduit pour la discr´epanceD∗

n(x) en utilisant la
relation (6). De plus, abordant le probl`eme par l’autre extr´emité, Roth aégalement montr´e [Rot80] qu’il
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existe des s´equences permettant d’obtenirT∗n(x) = O(n−1(log n)(s−1)/2). Ainsi, pour la discr´epance
carrée moyenne, les bornes inf´erieures et sup´erieures co¨ıncident. Une construction explicite de s´equences
finies satisfaisantT∗

n(x) = Θ(n−1(log n)(s−1)/2) a été récemment propos´ee par Chen et Skriganov
[CS]. En revanche, dans le cas des s´equences infinies, des constructions explicites ne sont connues qu’en
dimensions = 1 (voir Proinov [Pro83], ainsi que Chaix et Faure [CF93]).

Il a également ´eté montré que, pour toutp > 1, il existe des constructions pr´esentant exactement les
mêmes propri´etés pour la discr´epance moyenne obtenue en prenant la normeLp à la place deL2 dans la
définition 1.11. Cette g´enéralisation est due aux travaux de Schmidt [Sch77] pour la borne inf´erieure et
de Chen [Che80] pour la borne sup´erieure.

Ces résultats, ainsi que le th´eorème 1.21, montrent qu’il se produit un saut lors du passage `a la norme
L∞ et doncà la discrépanceD∗

n(x) (d’après la conjecture 1.20, il s’agirait mˆeme d’un saut important).
Tout ceci indique que la discr´epance locale (4) est faible pour la majorit´e des intervallesP ∈ I∗s , mais
qu’elle est nécessairement d’un ordre de grandeur plus ´elevé pour au moins l’un d’entre eux.

Partant d’un point de vue totalement diff´erent, un résultat important sur la taille de certaines s´equences
optimales de points a ´eté obtenu tr`es récemment.

THÉORÈME 1.23(Heinrich, Novak, Wasilkowski et Wo´zniakowski [HNWW]) Pour tout choix de
d ∈ (0, 1/2), on noten(s, d) la cardinalit́e de la plus courte séquence dans le cube unité Īs ayant une
discŕepance inf́erieure ouégaleà d. Cette taille minimalen(s, d) crôıt linéairement avecs et au pire de
manìere quadratique avecd−1.

Malheureusement, la preuve de ce r´esultat est bas´ee sur des arguments probabilistes et non sur une
approche constructive. Le probl`eme de la g´enération des s´equences optimales reste donc entier. Les
résultats d’une exp´erience pr´esentée dans la section 8.5.4 semblent mˆeme indiquer que la construction
de ces ensembles minimaux n´ecessitera probablement le d´eveloppement de techniques sp´ecifiques.

1.4.1 Les śequences aĺeatoires. Kiefer a établi quelques r´esultats sur la distribution asymptotique
de la discrépance d’une suite al´eatoire de points en dimension quelconques.

THÉORÈME 1.24(Kiefer [Kie61]) Si x = {x1, x2, . . . } est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées selon la loi uniforme dans le cube unité Īs, alors on a

lim sup
n→∞

√
2nD∗

n(x)√
log log n

= 1 p.s.

D’autre part, pour toutε > 0, il existe une constantec > 0 d́ependant uniquement deε et des telle que

Prob
(√
nD∗

n(x) ≤ u
) ≥ 1− ce−(2−ε)u2

, pour toutu ≥ 0.

Ces résultats montrent que la discr´epance d’une suite al´eatoire décroı̂t approximativement comme
O(n−1/2). De plus, le comportement est similaire pour l’esp´erance de la discr´epance carr´ee moyenne
d’une suitex de variables al´eatoires ind´ependantes et identiquement distribu´ees selon la loi uniforme
dans le cube unit´e Īs (voir par exemple Halton [Hal72] ou Morokoff et Caflisch [MC94]) :

E
[
(T ∗
n(x))

2
]
=

(1/2)s − (1/3)s

n
.(7)
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CHAPITRE 2

La méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo compte sans doute parmi les outils les plus puissants et les plus utilis´es
par l’ingénieur d’aujourd’hui. Sch´ematiquement, le principe de base consiste en l’utilisation du hasard
pour aborder l’étude d’un probl`eme déterministe. Il s’agit d’une approche particuli`erement flexible et
possédant un champ d’application extrˆemement large. Elle est l’un des piliers d’une discipline tirant
pleinement parti de la puissance des ordinateurs actuels : la simulation. La m´ethode de Monte-Carlo
est utilisée avec succ`es depuis plus d’un demi-si`ecle dans des domaines aussi vari´es que la physique,
l’analyse num´erique, la statistique, la chimie, la finance et la recherche op´erationnelle. Elle est mˆeme
devenue quasiment incontournable dans l’approche de certains probl`emes en dimension ´elevée et pour
l’ évaluation de mod`eles stochastiques complexes.

Le problème généralement utilis´e pour illustrer la puissance de la m´ethode de Monte-Carlo est celui
de l’intégration num´erique1. En dimensions = 1, les formules de quadrature classiques comme celles du
rectangle, du trap`eze ou de Simpson, permettent d’approcher l’int´egrale d’une fonction par une somme
pondérée de ses valeurs prises en diff´erents points. Consid´erons par exemple la formule du trap`eze dans
le cas particulier d’une int´egrale sur l’intervalle[0, 1] et d’une subdivision enk parties (voir figure 2.1) :∫ 1

0
f(t) dt ≈ 1

k

k∑
i=1

(
f

(
i− 1
k

)
+ f

(
i

k

))
.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIG. 2.1. Illustration de la formule du trap`eze pourk = 5.

Cette méthode n´ecessite l’évaluation de la fonctionf enn = k + 1 points. Pour une fonction deux
fois continûment différentiable sur[0, 1], on peut montrer (voir Davis et Rabinowitz [DR84]) que l’erreur
d’approximation d´ecroı̂t commeO(n−2). La généralisation de cette approche en dimension quelconque
s par le produit cart´esien des subdivisions de ce type conduit `a la consid´eration d’une grille de taille
n = (k + 1)s et garantit une d´ecroissance de l’erreur enO(n−2/s). Ainsi, le nombre de points requis
pour assurer une certaine pr´ecisionà une approximation par la m´ethode du trap`eze multidimensionnelle
croı̂t de manière exponentielle avec la dimension. Il est commun´ement admis que ce ph´enomène (qui se
reproduit en partant de n’importe quelle formule de quadrature unidimensionnelle) rend cette approche
impraticable en dimensions ≥ 5.

1Notre présentation se limite `a cette application dans le cas particulier d’une int´egrale sur le cube unit´eĪs.
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2.1 Utilisation de l’aléatoire

Soitf : Īs → R, une fonction int´egrable sur̄Is. On considère le problème du calcul de l’int´egrale∫
Īs

f(t) dt.(8)

La méthode de Monte-Carlo est bas´ee sur une observation tr`es simple. Siz est une variable al´eatoire
uniformément distribu´ee dans le cube unit´e Īs (on notez ∼ U(Īs)), alors l’espérance de la variable
aléatoireM = f(z) estégaleà la valeur de cette int´egrale :

E(M) = E (f(z)) =
∫
Īs

f(t) dt.

Cette transformation revient `a remplacer le probl`eme du calcul d’une int´egrale par celui de
la détermination d’une esp´erance. Maintenant, consid´erant n variables al´eatoiresx1, . . . , xn i.i.d.
(indépendantes et identiquement distribu´ees)U(Īs) et utilisant le principe statistique de base consistant
à estimer l’esp´erance d’une variable al´eatoire par la moyenne d’un ´echantillon, on d´efinit l’estimateur

Mn =
1
n

n∑
i=1

f(xi).(9)

Il se trouve queMn est un estimateur non biais´e de l’intégrale (8) :

E (Mn) =
1
n

n∑
i=1

E
(
f(xi)

)
= E(M) =

∫
Īs

f(t) dt.

On a donc l’approximation de Monte-Carlo

1
n

n∑
i=1

f(xi) ≈
∫
Īs

f(t) dt avecx1, . . . , xn i.i.d. U(Īs).(10)

De plus, si lavariance de la fonctionf

σ2 =
∫
Īs

(f(t)− E(M))2 dt(11)

est finie, on obtient

Var(Mn) =
1
n2

n∑
i=1

Var
(
f(xi)

)
=
σ2

n
(12)

comme variance de l’estimateur de Monte-CarloMn. Pour de grandes valeurs den, le théorème central
limite peut alors ˆetre invoqué. Il permet de construire un intervalle de confiance du type[

Mn ± z1−α/2
σ

n1/2

]
(13)

avec couverture `a (1 − α)% pour l’intégrale (8), o`u z1−α/2 est le quantile d’une loi normale centr´ee
réduite. Le fait remarquable qui a fait toute la popularit´e de la méthode de Monte-Carlo est que la taille
de cet intervalle d´ecroı̂t commeO(n−1/2) indépendamment de la dimensions. Notons qu’en pratique,
la valeur deσ doit généralement ˆetre estim´ee.

L’histoire « officielle» de cette technique ne commence qu’en 1949 avec la publication d’un article
de Metropolis et Ulam [MU49]. En effet, le d´ebut de son utilisation intensive date de cette ´epoque,
mais l’approche ´etait en fait déjà connue et appliqu´ee depuis bien plus longtemps (voir Tuffin [Tuf97]).
Les ouvrages de Bratley, Fox et Schrage [BFS83], Fishman [Fis96] et Ross [Ros97] sont des r´eférences
classiques pr´esentant diverses extensions et variations relatives `a la simulation de Monte-Carlo.
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CHAPITRE 2 LA MÉTHODE DE MONTE-CARLO

2.2 Simulation du hasard

Un point crucial pour une bonne mise en œuvre de la m´ethode de Monte-Carlo est la qualit´e de
la source de hasard utilis´ee. En effet, l’emploi d’un ´echantillon de points apparemment al´eatoire, mais
présentant en fait (de mani`ere sous-jacente) de mauvaises propri´etés, peut mener `a des résultats incorrects
(voir Paskov [Pas97] ou Tezuka [Tez98] pour une illustration exp´erimentale).

En sa qualit´e de technique math´ematique gourmande en calcul, la m´ethode de Monte-Carlo se prˆete
naturellement `a une mise en œuvre informatique. Cependant, l’ordinateur ´etant une machine purement
déterministe, donc a priori non conc¸ue pour engendrer un comportement al´eatoire, on voit poindre les
premières difficultés. De plus, les diff´erentes tentatives d’utilisation d’une source de hasard externe issue
d’un processus physique n’ont pas ´eté concluantes. C’est ainsi que de nombreux math´ematiciens se sont
tournés vers le probl`eme de lasimulation du hasard, c’est-à-dire de la g´enération d’un processus ayant
uniquement l’apparence de l’al´eatoire,à partir de moyens exclusivement d´eterministes. On parle alors de
générateurs de nombrespseudo-aĺeatoires. Une telle entreprise requiert n´eanmoins une d´efinition claire
du but poursuivi, `a savoir une caract´erisation suffisamment pr´ecise du concept de s´equence al´eatoire.
Cette problématique est bri`evement abord´ee dans la section 2.2.1. En guise d’introduction, citons la
célèbre définition en ce sens ´enoncée par Lehmer [Leh51] :

« Une séquence al´eatoire est une notion impr´ecise couvrant l’id´ee d’une s´equence dont
chaque ´elément est impossible `a prévoir pour un non-initi´e et passant un certain nombre
de tests statistiques d´ependant ´eventuellement de l’usage pour lequel elle est destin´ee.»

La plupart des gens jugeraient sans doute la s´equence

{0.537, 0.117, 0.836, 0.402, 0.966, 0.271, 0.187, 0.608, 0.727, 0.343}

plus« aléatoire» que celle-ci :

{0.000, 0.200, 0.400, 0.600, 0.800, 0.100, 0.300, 0.500, 0.700, 0.900}.

Cependant, du point de vue de la th´eorie des probabilit´es, ce sont deux r´ealisations rigoureusement
équiprobables de l’exp´erience consistant `a générer une s´equence de10 variables al´eatoires i.i.d.U(I).
Pourtant, bien qu’elles couvrent toutes deux le domaine de mani`ere satisfaisante, la seconde paraˆıt trop
« lisse» pour être le fruit du hasard. G´enéralement, comme Lehmer le sugg`ere, ce genre d’intuition se
laisse formaliser sous forme de tests statistiques.

2.2.1 Les suites aléatoires. Qu’entend-on vraiment parsuite aĺeatoire? Plus précisément, que peut-
on raisonnablement s’attendre `a observer en consid´erant une suite de r´ealisations de variables al´eatoires
i.i.d.U(I)? Cette question m`ene inévitablement `a des consid´erations d’ordre m´etaphysique sur la nature
du hasard.

Le sujet préoccupait d´ejà certains math´ematiciens du d´ebut du siècle, mais il se trouve que la th´eorie
moderne des probabilit´es est construite de mani`ere à éviter scrupuleusement cet ´ecueil, ramenant la
questionà des notions g´enérales comme celles de distribution et d’ind´ependance. Pourtant, bien qu’il
soit essentiel de savoir pr´eciser avec quelle probabilit´e une configuration donn´ee est cens´ee se produire
dans le cadre d’une exp´erience stochastique, il est regrettable de n´egliger le fond du probl`eme consistant
à caract´eriser un comportement al´eatoire.

Bien sûr, le hasard est par essence insaisissable, mais il est n´eanmoins possible d’´enoncer quelques
caractéristiques minimales qu’une suite de variables al´eatoires i.i.d.U(I) doit nécessairement pr´esenter :

1o une grande impr´edictibilité ;

2o certaines propri´etés d’équirépartition.
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2.2 SIMULATION DU HASARD

La formalisation de ces concepts est une question particuli`erement d´elicate ayant fait l’objet de
nombreux travaux. Un compte rendu accessible et relativement d´etaillé du sujet est disponible dans
l’ouvrage de référence de Knuth [Knu69]. Il s’agit essentiellement d’une synth`ese de certains r´esultats
fondamentaux de Church, Kolmogorov, Loveland et Schnorr (entre autres).

Schématiquement, la caract´erisation finale (R6) pr´esentée dans [Knu69] stipule qu’une suite peut ˆetre
qualifiée d’« aléatoire» si elle satisfait la propri´eté d’équirépartition (définition 1.3) pour une certaine
famille infinie de sous-suites infinies de la suite consid´erée. La principale difficult´e consiste `a définir une
famille qui soit assez g´enérale pour assurer l’impr´edictibilité et l’équirépartition de la suite, mais qui
soit également suffisamment restreinte pour que la notion ne s’´etouffe pas dans l’œuf, c’est-`a-dire qui
garantisse leur existence (en choisissant par exemple comme famille l’ensemble de toutes les sous-suites
infinies, on arrive `a la conclusion qu’aucune suite« aléatoire» n’existe).

2.2.2 Les ǵenérateurs pseudo-aĺeatoires. Les générateurs pseudo-al´eatoires les plus r´epandus sont
basés sur la m´ethode descongruences lińeairesproposée par Lehmer [Leh51]. En partant d’ungerme
quelconquey1 ∈ {0, . . . ,m}, la séquence{y1, y2, . . . } est générée suivant la relation de r´ecurrence

yi = (ayi−1 + c) mod m,(14)

où a,m et c sont des entiers non n´egatifs appel´es respectivementmultiplicateur, moduleet incŕement.
Lorsquec = 0, on parle d’un g´enérateurmultiplicatifà congruences lińeaires. Il est clair que la s´equence
engendr´ee par (14) est p´eriodique et que la longueur de cette p´eriode est au maximum ´egaleàm.2 Dans
tous les cas, on esp`ere que la s´equencex = {x1, x2, . . . } définie par

xi =
yi

m

présente des caract´eristiques proches de celles d’une suite de variables al´eatoires i.i.d.U(I). Le choix des
paramètresa, c etm permettant d’atteindre ce but est particuli`erement d´elicat. Néanmoins, les propri´etés
théoriques de la m´ethode ont ´eté largement ´etudiées et l’on dispose de techniques ´eprouvées permettant
de tester les param`etres utilisés (voir Knuth [Knu69] et Niederreiter [Nie92]).

Un exemple de g´enérateur multiplicatifà congruences lin´eaires ayant eu son heure de gloire est
donné par les param`etresa = 16807 etm = 231 − 1 (voir Bratley, Fox et Schrage [BFS83] ainsi que la
figure 3.1). Cependant, il a ´eté mis enévidence depuis (voir L’Ecuyer [L’E94]) que ce g´enérateur est en
fait de qualité médiocre et que son usage est par cons´equentà proscrire.

Il existe de nombreux autres types de g´enérateurs pseudo-al´eatoires susceptibles de pr´esenter de
meilleures propri´etés, notamment une plus longue p´eriode (voir L’Ecuyer [L’E98]). Citons par exemple,
les générateurs̀a congruences lińeaires multiplesqui sont bas´es sur des r´ecurrences du type

yi = (a1y
i−1 + · · ·+ akyi−k) mod m,

où k est appel´e ordre du générateur. Plus r´ecemment, on s’est ´egalement int´eress´e à des g´enérateurs
faisant intervenir plusieurs r´ecurrences lin´eaires multiples : les g´enérateurscombińes à congruences
linéaires multiples. Par exemple, le g´enérateur MRG32k3a de L’Ecuyer [L’E99] (consid´eré dans les
expériences num´eriques des chapitres 7 et 8) combine2 générateurs d’ordre3 de la manière suivante :

yi = (1 403 580 yi−2 − 810 728 yi−3) mod (232 − 209)

zi = (527 612 zi−1 − 1 370 589 zi−3) mod (232 − 22 853)

xi =
(yi − zi) mod (232 − 209)

232 − 209
(15)

2En pratique, les choixm = 232 et (du nombre premier)m = 231 − 1 sont particulièrement courants car ils peuvent
permettre (suivant la valeur des autres param`etres) d’assurer une p´eriode relativement longue et une mise en œuvre sur32 bits.
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CHAPITRE 2 LA MÉTHODE DE MONTE-CARLO

Il s’agit d’un générateur rapide, facilement impl´ementable, de p´eriode2191 et ayantété soumis `a des tests
statistiques exigeants jusqu’en dimension45.

2.2.3 Les tests.Revenons quelques instants sur la d´efinition R6 (voir section 2.2.1) du concept de
suite« aléatoire». A priori, on pourrait esp´erer s’en servir pour homologuer ou invalider un g´enérateur
pseudo-al´eatoire donn´e. Malheureusement, cette d´efinition n’est d’aucune utilit´e sur ce point, car elle ne
s’applique tout simplement pas aux s´equences finies. On en revient donc `a l’approche plus pragmatique
de la définition de Lehmer (page 15). Dans cette optique, un bon g´enérateur pseudo-al´eatoire produit
une séquence ne pouvant ˆetre, en un temps limit´e, distinguée d’une s´equence r´eellement al´eatoire. Le tri
s’effectue sur la base de tests d’uniformit´e et d’indépendance. Notons que d’un certain point de vue, cette
approche tient de la schizophr´enie. En effet, elle revient `a tester si une s´equence que l’on sait purement
déterministe, p´eriodique et `a valeurs discr`etes est en fait al´eatoire et continue. En d’autres termes, on
évalue une hypoth`ese que l’on sait clairement fausse d`es le départ. En revanche, elle tient ´egalement du
bon sens : si un g´enérateur est capable de duper une batterie de tests statistiques sophistiqu´es, on peut
raisonnablement penser qu’il simule relativement bien un comportement r´eellement al´eatoire.

Un générateur pseudo-al´eatoireétant par nature d´eterministe et p´eriodique, si suffisamment de temps
est misà disposition, il sera toujours possible de construire un test sp´ecifique pour lequel il ´echouera
lamentablement. Par contre, la m´ethode de validation en temps fini pr´econisée pour un g´enérateur donn´e
consiste en l’exigence d’une suite de non-´echecs `a différents tests r´eputés difficiles. Une telle approche
ne permettra jamais de prouver que le g´enérateur en question est parfaitement fiable pour la simulation ou
la méthode de Monte-Carlo, mais chaque test r´eussi augmentera un peu la confiance qu’il nous inspire.

On distingue essentiellement deux familles de tests : les teststh́eoriquesqui touchent `a la structure
mathématique sous-jacente du g´enérateur (g´enéralement sur toute sa p´eriode) et les testsempiriquesqui
considèrent le générateur comme une boˆıte noire et appliquent un test d’hypoth`ese statistique aux valeurs
retournées dans le but d’y d´eceler des anomalies significatives. Ci-dessous, nous ne faisons qu’effleurer le
sujet (en mettant d´elibérément l’accent sur certains r´esultats en rapport avec la discr´epance) et renvoyons
le lecteurà Knuth [Knu69] età L’Ecuyer et Hellekalek [LH98] pour une pr´esentation approfondie.

Niederreiter [Nie92] a men´e une analyse th´eorique détaillée des g´enérateurs `a congruences lin´eaires.
Par exemple, dans le cas particulier des g´enérateurs multiplicatifs

yi = (ayi−1) mod m

de période maximalem− 1 (avecm premier), il a montr´e [Nie77][Nie78] que la discr´epance moyenne
sur tous les modulesa primitifs3 modulom de la séquencex = {x1, . . . , xm−1} ⊂ Is donnée par

xi =
(
yi

m
, . . . ,

yi+s−1

m

)

est de l’ordre deO(m−1(logm)s log log(m+1)) avec une constante ne d´ependant que des. Considérant
les résultats de la section 1.4.1, on en conclut qu’une telle s´equence est beaucoup trop r´egulière
pour imiter le comportement typique d’une suite al´eatoire. Heureusement, Niederreiter [Nie85] a
également montr´e que pour une sous-s´equence de longueurn constituée d’une petite fraction de
la période, la discr´epance obtenue est plus en accord avec nos esp´erances, `a savoir de l’ordre de
O(n−1/2(log log n)1/2). Il s’agit d’un argument th´eorique qui renforce le principe empirique stipulant
qu’il ne faudrait jamais utiliser plus qu’une fraction n´egligeable de la p´eriode d’un tel g´enérateur.

3Pourm premier,a est ditprimitif modulom si le plus petitλ tel queaλ = 1 mod m estégalàm− 1. D’ailleurs, pour
m premier, il est n´ecessaire quea soit primitif modulom pour que la p´eriode du g´enérateur soit maximale.
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Un test empirique standard, appel´e test d’uniformit́e, consiste `a évaluer l’équirépartition d’une sous-
séquencex = {x1, . . . , xn} ∈ I obtenue `a l’aide du générateurà tester. Soit la fonction de distribution
empiriqueFn(t) de l’échantillonétudiéx :

Fn(t) =
A ([0, t], x)

n
, pour toutt ∈ Ī .

On veut tester l’hypoth`ese nulleH0 : « l’ échantillon est issu d’une collection de variables al´eatoires
i.i.d. selon la loiF ». Dans notre cas,F est la loi uniforme

F (t) = t, pour toutt ∈ Ī .

Considérons maintenant la statistique du test de Kolmogorov-Smirnov

Kn =
√
n sup
t∈Ī
|Fn(t)− F (t)|

=
√
n sup
t∈Ī

∣∣∣∣A ([0, t], x)
n

− t
∣∣∣∣ .

Ce test non param´etrique bien connu (voir par exemple Pratt et Gibbons [PG81]) permet d’´evaluer
la qualité de la répartition de n’importe quel g´enérateur pseudo-al´eatoire. De plus, on remarque que cette
statistique de test (dans le cas particulier de la loi uniforme) n’est autre que la discr´epance (3) de la
séquencex (on peut donc se servir du th´eorème 1.12 pour la calculer). Une cons´equence int´eressante de
cette observation est que pour une suitex constituée de variables al´eatoires i.i.d.U(I), la distribution de
la variable

√
nD∗

n(x) tend vers la loi de Kolmogorov-Smirnov :

lim
n→∞Prob

(√
nD∗

n(x) ≤ t
)
= 1− 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2t2 , pour toutt > 0.

Parmi les techniques actuellement utilis´ees pour l’évaluation de g´enérateurs pseudo-al´eatoires, le test
spectral(Coveyou et MacPherson [CM67]) est peut-ˆetre la plus efficace. On sait d´ejà depuis longtemps
que less-uples de valeurs successives d’un g´enérateurà congruences lin´eaires multiples d´efinissent une
séquence de points dansIs disposés sur un treillis et qu’il existe des familles d’hyperplans parall`eles
et équidistants recouvrant l’ensemble de ces points (sur toute la p´eriode du g´enérateur). La statistique
considérée dans le test spectral est la distance entre une paire d’hyperplans voisins dans une famille
maximisant cette distance. Plus cette statistique est petite, meilleur est le g´enérateur. G´enéralement,
afin d’obtenir une s´ecurité maximale, ce test est successivement appliqu´e dans un grand nombre de
dimensions, afin d’y d´etecter d’éventuelles singularit´es4 . L’approche est n´eanmoins coˆuteuse du point
de vue du temps de calcul. Par exemple, la s´election des param`etres du g´enérateur MRG32k3a (15) a
nécessit´e plusieurs mois de calcul (voir L’Ecuyer [L’E99]). Les meilleures impl´ementations actuelles du
test spectral permettent toutefois d’atteindre des dimensions de l’ordre de45 (voir L’Ecuyer et Couture
[LC97]).

2.3 Discussion

Dans un article aujourd’hui classique, car `a l’origine du développement de la m´ethode de quasi-
Monte-Carlo présentée au chapitre 3, Zaremba [Zar68a] adopte une attitude extrˆemement critique, mais
néanmoins tout `a fait défendable, face `a la méthode de Monte-Carlo. En r´esumé, argumentant sur le
fait que malgré tous les efforts consentis dans la construction de bons g´enérateurs pseudo-al´eatoires, il

4L’illustration la plus classique est celle du g´enérateur multiplicatifà congruences lin´eaires RANDU donn´e para = 65 539

etm = 231. Le cas est tristement c´elèbre aujourd’hui, mais ce g´enérateur a ´eté frénétiquement utilis´e dans les ann´ees soixante,
jusqu’à ce que l’on s’aperc¸oive qu’en dimension3, l’ensemble des points obtenus sont r´epartis sur15 plans parall`eles situésà
une distance1/

√
118 ≈ 0.092 les uns des autres. Il s’agit donc d’un tr`es mauvais g´enérateur.

18 Eric Thiémard
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n’en reste pas moins que les s´equences obtenues sont purement d´eterministes et `a valeurs discr`etes. Il
rejette donc en bloc toute l’analyse probabiliste de la section 2.2. Les math´ematiques ne contiennent en
effet aucun th´eorème justifiant un raisonnement probabiliste tel que la consid´eration de l’intervalle de
confiance (13) s’il est construit `a partir d’une s´equence ayant seulementl’air aléatoire, quoique cela
puisse vouloir dire.

Par contre, le principe de la m´ethode de Monte-Carlo consistant `a approcher l’int´egrale (8) par la
moyenneMn (9) des valeurs prises par la fonction en diff´erents points suffisamment bien distribu´es
n’est pas contest´e. En effet, pour toute fonctionf intégrable au sens de Riemann, il suffit que la s´equence
x = {x1, x2, . . . } soit équirépartie pour garantir la convergence

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

f(xi) =
∫
Īs

f(t) dt.(16)

D’autre part, même en supposant valide l’analyse probabiliste des r´esultats de la m´ethode de Monte-
Carlo (10), il n’en reste pas moins que les garanties sur l’erreur commise ne sont que probabilistes.
En considérant des ´echantillons de points suffisamment larges, il est clair que l’on peut construire un
intervalle de confiance arbitrairement ´etroit. Par contre, on n’aura jamais la certitude que la vraie valeur
de l’intégrale estim´ee se trouve r´eellement dans l’intervalle obtenu, aussi petit soit-il. La m´ethode de
Monte-Carlo n’est donc d’aucun secours dans les applications tr`es exigeantes o`u l’on requiert la valeur
exacte de l’intégrale (8) ou une approximation associ´eeà une borne d´eterministe sur l’erreur commise.

L’int érêt majeur de la m´ethode de Monte-Carlo r´eside dans le fait que l’erreur carr´ee moyenneσ2/n
(12) associ´eeà l’estimateur statistiqueMn décroı̂t linéairement avec la taillen de l’échantillon consid´eré,
ceci indépendamment de la dimensions du problème (en revanche, l’influence de la dimension peut se
manifester `a travers l’innocente constanteσ). On notera au passage qu’en pratique, on se permet une
petite entorse en appliquant le th´eorème central limite pour un ´echantillon de taille finie (dans ce cas,
Mn n’est qu’approximativement distribu´e selon une loi normale). De plus, la valeur deσ2 est presque
toujours inconnue et doit ˆetre estim´ee ; généralement on utilise

σ̂2
n =

1
n− 1

n∑
i=1

(
f(xi)−Mn

)2
.

Bien queσ̂2
n soit un estimateur non biais´e deσ2, il n’en reste pas moins que cette approximation

est une source d’erreur suppl´ementaire (voir Fishman [Fis96]). D’autre part, on a l’assurance que la
considération de l’intervalle de confiance (13) est valide pour toute fonction dont la varianceσ2 est finie,
ce qui est tr`es général. Malheureusement, la m´ethode de Monte-Carlo ne permet pas de tirer parti d’autres
propriétés de régularité que la fonctionf pourraitéventuellement poss´eder (cette objection est `a nuancer
compte tenu de la remarque suivante).

Un ingrédient suppl´ementaire couramment utilis´e en simulation de Monte-Carlo est celui des
méthodes deréduction de variance(voir Bratley, Fox et Schrage [BFS83], Fishman [Fis96] et Ross
[Ros97]). Correctement appliqu´ees, ces techniques s’av`erent très efficaces et permettent de r´eduire
l’erreur carrée moyenne (12) d’un facteur constant. En revanche, leur utilisation ne change rien `a la
décroissance lin´eaire de cette erreur carr´ee en fonction de la taille de l’´echantillon.

En résumé, la méthode de Monte-Carlo poss`ede des avantages :

	 elle est très générale et extrˆemement flexible ;

	 son taux de convergence est ind´ependant de la dimension du probl`eme ;

	 elle fournit des garanties sur l’erreur d’estimation commise ;

	 elle a fait ses preuves ;
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ainsi que certains inconv´enients :

	 elle fournit des garanties sur l’erreur qui ne sont que probabilistes ;

	 elle ne permet pas d’exploiter les ´eventuelles propri´etés de régularité de la fonctionf ;

	 sa convergence est tr`es lente ; l’erreur d´ecroı̂t commeO(n−1/2) (ainsi, en moyenne, il est
nécessaire de multiplier la taille de l’´echantillon consid´eré par100 pour esp´erer réduire l’erreur
d’un facteur10) ;

	 elle repose enti`erement sur l’utilisation de nombres al´eatoires ; comme on ne sait pas comment
en obtenir, on se rabat habituellement sur des g´enérateurs pseudo-al´eatoires, ce qui devrait poser
certains probl`emes de conscience en cas d’analyse probabiliste des r´esultats ;

	 compte tenu des sources potentielles d’erreur inh´erentes `a sa mise en œuvre, elle laissera toujours
un douteà l’utilisateur quant `a la validité des résultats obtenus.
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CHAPITRE 3

La méthode de quasi-Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo (chapitre 2) est une technique d’´echantillonnage statistique qui permet,
entre autres, d’approcher la valeur d’une int´egrale multidimensionnelle

∫
Īs f(t) dt par la moyenne des

valeurs prises par la fonctionf en un ensemble de points g´enérés aléatoirement. Cependant, consid´erant
l’expression (16), il est clair que la propri´eté fondamentale que l’on cherche `a exploiter en utilisant une
séquence de variables al´eatoires i.i.d.U(Īs) n’est pas son impr´edictibilité, mais bien son ´equirépartition.
En d’autres termes, la nature stochastique de l’´echantillon ne nous int´eresse que dans la mesure o`u elle
mène asymptotiquement au« remplissage» du cube unit´e. Cependant, comme l’illustre la figure 3.1 (au
centre) et comme nous l’avons d´ejà mentionn´e au chapitre 1, il existe d’autres suites, d´eterministes, bien
mieux distribuées qu’une suite al´eatoire typique.
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FIG. 3.1. Chacun de ces carr´es contient1 024 points provenant (de gauche `a droite)
d’une suite de variables al´eatoires i.i.d.U(I2) (en fait du générateur pseudo-al´eatoire de
Bratley, Fox et Schrage vu `a la section 2.2.2), d’une s´equence de Hammersley en base2
(voir section 4.3) et d’une grille r´egulière32× 32 (obtenue par simple g´enéralisation de
l’expression (1) en dimension2).

Un simple coup d’œil `a la figure 3.1 (partie de gauche) suffit `a mettre en ´evidence la m´ediocre qualit´e
de la distribution d’une suite al´eatoire typique. En effet, par sa nature mˆeme (i.e. l’ind épendance entre
les différents points dont elle est constitu´ee), une telle s´equence pr´esente de nombreuses singularit´es :
certaines r´egions contiennent d’importants amas de points, alors que de larges zones restent enti`erement
vides. Cela se traduit par une discr´epance asymptotique enO(n−1/2(log log n)1/2) (voir section 1.4.1),
alors que l’on connaˆıt des séquencesx bien meilleures pour lesquelles on aD∗n(x) = O(n−1(log n)s−1)
(voir chapitre 4).

Signalons au passage que dans le cas des grilles r´egulières (partie droite de la figure 3.1) den = ks

points obtenues par simple g´enéralisation de l’expression (1) en dimensions (les coordonn´ees des points
en question sont donc de la forme1/2k, 3/2k, . . . , (2k − 1)/2k), la qualité de la distribution obtenue
est particulièrement mauvaise en dimension ´elevée. En effet, Sobol [Sob82] a montr´e que pour une telle
grille x, on aD∗

n(x) =
1
2n

−1/s. Précisons que le supremum dans la d´efinition de la discr´epance (3) est
atteint pour un intervalle vide de la forme[0, 1) × · · · × [0, 1) × [0, 1/2k).
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3.1 L’ÉCHANTILLONNAGE DÉTERMINISTE

3.1 L’échantillonnage d́eterministe

Une technique susceptible d’exploiter les propri´etés de ces« bonnes» suites déterministes est
présentée dans ce chapitre. En r´esumé, il s’agit de remplacer l’approximation de Monte-Carlo

1
n

n∑
i=1

f(xi) ≈
∫
Īs

f(t) dt avecx1, . . . , xn i.i.d. U(Īs),

par l’approximation de quasi-Monte-Carlo

1
n

n∑
i=1

f(xi) ≈
∫
Īs

f(t) dt où x1, . . . , xn ∈ Īs est une s´equence `a discrépance faible.(17)

Le déterminisme est la sp´ecificité principale de cette seconde m´ethode ; il se manifeste `a deux niveaux :

1o sur le choix de la s´equence utilis´eex = {x1, x2, . . . } ;

2o sur l’estimation de l’erreur d’approximation∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

f(xi)−
∫
Īs

f(t) dt

∣∣∣∣∣ .(18)

Le théorème 3.1 est `a l’origine de la popularit´e de la méthode de quasi-Monte-Carlo. Il stipule que
l’erreur (18) est dans le pire des cas proportionnelle `a la discrépance de la s´equencex utilisée. De plus,
étant donn´e que l’on sait construire des s´equences avecD∗

n(x) = O(n−1(log n)s−1), on entrevoit la
possibilité d’une convergence d´eterministe asymptotiquement quasi lin´eaire en la taille de l’´echantillon.

Ce résultat est `a considérer à la lumière de la vitesse de convergence probabiliste enO(n−1/2) de
la méthode de Monte-Carlo. Ainsi, en th´eorie, les performances de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo
paraissent extrˆemement prometteuses. H´elas, on s’aperc¸oit rapidement que d’un point de vue pratique
ces heureuses perspectives sont `a nuancer.

Commenc¸ons parénoncer ce r´esultat fameux, connu sous le nom d’ińegalit́e de Koksma-Hlawka. Il
a d’abordété établi par Koksma pours = 1, puis généralisé en dimension quelconque par Hlawka.

THÉORÈME 3.1 (Hlawka [Hla61]) Sif : Īs → R est une fonctioǹa variationV (f) borńee au sens
de Hardy et Krause, alors pour toute séquence de pointsx = {x1, . . . , xn} ⊂ Is, on a∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

f(xi)−
∫
Īs

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ V (f)D∗
n(x).

Ainsi, l’erreur d’approximation (18) est dans le pire des cas ´egale au produit de la variationV (f)
(une grandeur qui ne refl`ete que l’irrégularité de la fonctionf ) et de la discr´epanceD∗n(x) (qui mesure
uniquement la qualit´e de la répartition de la s´equence).

L’ évaluation de cette borne soul`eve deux nouvelles questions particuli`erement difficiles :

1o Le calcul de la discr´epance : ce probl`eme est le sujet principal de ce travail. Malheureusement, on
ne connaˆıt actuellement aucun algorithme polynomial (enn ets) capable de d´eterminer ou mˆeme
de majorer1 de manière satisfaisanteD∗

n(x). Les principaux r´esultats classiques sur les techniques
de majoration et de calcul de la discr´epance font l’objet des chapitres 5 et 6, alors que nos propres
contributionsà ces questions sont pr´esentées dans les chapitres 7 et 8.

2o Le calcul de la variation au sens de Hardy et Krause : la d´efinition de cette grandeur est ´enoncée
ci-dessous, mais la question de sa d´etermination (ou de sa majoration) n’est pas ´etudiée dans ce
travail. Le sujet est n´eanmoins discut´e plus longuement dans la section 3.2.

1Il est toutà fait envisageable d’exploiter l’in´egalité de Koksma-Hlawka `a l’aide d’une borne sup´erieure sur la discr´epance.
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La définition de la variation au sens de Hardy et KrauseV (f) d’une fonctionf : Īs → R requiert
l’introduction de quelques notions et notations pr´eliminaires. Ainsi,à tout ensemble des séquences (de
nombres r´eels) de la forme

0 = z0j < z
1
j < · · · < znj

j = 1, pour toutj ∈ {1, . . . , s},

on associe la partitionP (en intervalles) du cube unit´e Is donnée par

P =


P =

s∏
j=1

[
z
ij
j , z

1+ij
j

)
: 0 ≤ ij < nj, ∀j ∈ {1, . . . , s}


 .

De même,à tout intervalle

P =
s∏
j=1

[
p0j , p

1
j

) ⊂ Is,
on fait correspondre la somme altern´ee

∆(f, P ) =
1∑

e1=0

· · ·
1∑

es=0

(−1)e1+···+es f (pe11 , . . . , p
es
s ) .

DÉFINITION 3.2 Pour toute fonctionf : Īs → R, savariation s-dimensionnelle au sens de Vitali
V (s)(f) est donn´ee par

V (s)(f) = sup
P

∑
P∈P

|∆(f, P )| ,

où le supremum est pris sur toutes les partitionsP deIs possibles. Si la grandeurV (s)(f) est finie, alors
f est diteà variation borńee au sens de Vitali.

Cependant, pour qu’une telle fonction soit `a variation born´ee au sens de Hardy et Krause, il faut
non seulement qu’elle soit `a variation born´ee au sens de Vitali, mais ´egalement que certaines de ses
restrictionsà différentes faces dēIs le soient aussi. Ainsi, pour toutj ∈ {1, . . . , s} et tout ensemble de
composantes1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ s, on noteV (j)(f, i1, . . . , ij) la variationj-dimensionnelle au sens
de Vitali de la restriction def à Isi1,... ,ij = {t ∈ Īs : td = 1, ∀d /∈ {i1, . . . , ij}}.

DÉFINITION 3.3 Pour toute fonctionf : Īs → R, savariation au sens de Hardy et KrauseV (f)
est donn´ee par

V (f) =
s∑
j=1

∑
1≤i1<···<ij≤s

V (j)(f, i1, . . . , ij).

Si cette quantit´e est finie, alorsf est ditèa variation borńee au sens de Hardy et Krause.

REMARQUE 3.4 Lorsque la d´erivée partielle ∂sf
∂t1···∂ts est continue sur̄Is, on peut utiliser la

définition suivante pour la variations-dimensionnelle au sens de Vitali :

V (s)(f) =
∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂sf

∂t1 · · · ∂ts

∣∣∣∣ dt1 · · · dts.
REMARQUE 3.5 La borne sur l’erreur donn´ee par l’inégalité de Koksma-Hlawka est essentiellement

la meilleure possible. En effet, pour toute s´equencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Is et toutε > 0, il existe une
fonctionf ∈ C∞(Īs) (i.e. indéfiniment continˆument différentiable sur̄Is) avecV (f) = 1 telle que∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

f(xi)−
∫
Īs

f(t) dt

∣∣∣∣∣ > D∗
n(x)− ε.
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Ce résultat se montre facilement (voir Niederreiter [Nie92]) pour une fonctionf définie comme suit :
par définition, il existe un intervalleP+ = [0, β) tel que∣∣∣∣A(P+, x)

n
− λ(P+)

∣∣∣∣ > D∗
n(x)−

ε

2
.

De plus, il est clair qu’il existe un intervalleP− = [0, α) avec0 ≤ αj < βj et (βj − αj) < ε/(2s)
pour toutj ∈ {1, . . . , s} tel queP+ \ P− ne contient aucun point dex. Pour toutj ∈ {1, . . . , s}, soit
fj : Ī → Ī une fonction non croissante ind´efiniment continˆument différentiable sur̄I telle que

fj(tj) =
{

1 pourtj ∈ [0, αj ],
0 pourtj ∈ [βj , 1].

On peut en d´eduire que la fonctionf(t) =
s∏
j=1

fj(tj) possède la propri´eté énoncée.

Dans le cas d’une fonction poss´edant de fortes propri´etés de différentiabilité et de continuit´e, notons
que d’autres in´egalités que celle de Koksma-Hlawka permettent de borner l’erreur (18) par le produit
de deux grandeurs, l’une ne d´ependant que de la fonction et l’autre que de la s´equence (voir Zaremba
[Zar68b], Hickernell [Hic98] et Sloan et Wo´zniakowski [SW98]). En g´enéral, ces bornes ne sont pas plus
facilesà calculer que celle de Koksma-Hlawka. D’autre part, pour des domaines d’int´egration autres que
le cube unité, Zaremba [Zar70] et De Clerck [Cle81] ont obtenu des in´egalités similaires, mais faisant
intervenir la discr´epance isotrope (d´efinition 1.7) de la s´equence consid´erée.

Dans un registre diff´erent, Proinov a ´etabli la borne suivante pour les fonctions continues :

THÉORÈME 3.6 (Proinov [Pro88])Sif : Īs → R est une fonction continue surĪs, alors pour toute
séquence de pointsx = {x1, . . . , xn} ⊂ Is, on a∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

f(xi)−
∫
Īs

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ 4ω(f,D∗
n(x)

1/s),

où, pour toutδ ≥ 0, ω(f, δ) désigne le module de continuité

ω(f, δ) = sup
y,z∈Īs

maxj∈{1,... ,s} |yj−zj |≤δ

|f(y)− f(z)| .

La valeur« 4 » qui apparaˆıt dans cette expression n’est peut-ˆetre pas la meilleure possible. Proinov
a néanmoins d´emontré que la constante optimale est n´ecessairement sup´erieureà1. Ce théorème est tr`es
intéressant d’un point de vue th´eorique, mais vraisemblablement inutilisable en pratique (du moins en
dimensionélevée).

Les inégalités de Koksma-Hlawka et de Proinov font intervenir la discr´epance dans le calcul d’une
borne dans le pire des cas. Cependant, comme l’illustre le r´esultat suivant, il est ´egalement possible de
considérer le problème de la convergence de l’erreur (18) dans le cas moyen.

THÉORÈME 3.7 (Woźniakowski [Woź91]) Si l’on noteT∗n(1 − x) la discŕepance carŕee moyenne
(5) de la śequence syḿetrique dex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs par rapport au centre du cube unité (i.e.
chaque pointxi est remplaće par son syḿetrique 1 − xi), alors on obtient le ŕesultat suivant pour
l’espérance du carŕe de l’erreur commise dans l’approximation(17) sur les processus de Wiener définis
sur Īs :

E


( 1

n

n∑
i=1

f(xi)−
∫
Īs

f(t) dt

)2

 = (T ∗

n(1− x))2 .
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Ainsi, dans cette application particuli`ere (l’intégration sur̄Is d’une fonctionf issue d’un processus
de Wiener2), la moyenne du carr´e de l’erreur d’approximation (18) est ´egale au carr´e de la discr´epance
carrée moyenne du sym´etrique de la s´equence utilis´ee. Ce résultat caract´erise l’erreur moyenne pour une
séquencex fixée et pour une fonctionf distribuée aléatoirement (conform´ementà la mesure associ´ee au
processus). Il est clair que pour l’approximation de quasi-Monte-Carlo correspondante, il est pr´eférable
d’utiliser une séquence d´eterministe dont la discr´epance carr´ee moyenne est enΘ(n−1(log n)(s−1)/2)
(voir remarque 1.22), plutˆot qu’une séquence de variables al´eatoires i.i.d.U (̄Is) dont on sait qu’elle
conduità une convergence bien moins rapide (voir section 1.4.1).

1
0

0.25

0.50

0.75

1.00

−0.25

−0.50

FIG. 3.2. Discrétisation (sur1 000 points) d’une réalisation d’un processus de Wiener
en dimension1.

Une réalisation d’un processus de Wiener est une fonction continue, mais qui n’est diff´erentiable
nulle part. D’autre part, la mesure de Wiener est concentr´ee sur des fonctions dont la variation au sens
de Hardy et Krause n’est pas born´ee (voir Morokoff et Caflisch [MC94]). N´eanmoins, le th´eorème de
Woźniakowski stipule qu’en moyenne l’int´egration d’une telle fonction est facile `a appréhender par
la méthode de quasi-Monte-Carlo (17). Malheureusement, bien queT∗n(x) ≤ D∗

n(x), l’in égalité de
Koksma-Hlawka ne permet pas d’aborder l’analyse de l’erreur d’approximation (18) dans ce cas. Ces
considérations illustrent le fait qu’en g´enéral le problème de l’estimation d’une erreur dans le pire des
cas est intrins`equement plus difficile que dans le cas moyen (voir Traub et Wo´zniakowski [TW94]).

3.2 Discussion

Commenc¸ons cette discussion par une critique de la notion de variation au sens de Hardy et Krause
en tant que mesure de l’irr´egularité d’une fonction. Cette grandeur a comme d´efaut rédhibitoire de ne
pasêtre invariante sous des transformations ´elémentaires comme la sym´etrie. Par exemple, pour

f(t) =
s∏
j=1

(1− tj) et g(t) =
s∏
j=1

tj,

on a respectivementV (f) = 1 etV (g) = 2s − 1, alors que ces deux fonctions sont essentiellement les
mêmes (elles ont notamment la mˆeme intégrale sur̄Is). Bien qu’il s’agisse d’un cas extrˆeme, cet exemple
suggère qu’au-del`a du fait d’être ou non `a variation born´ee au sens de Hardy et Krause, ce concept ne
donne aucune assurance que d’´eventuelles propri´etés suppl´ementaires de r´egularité de la fonction soient
reflétées. Cette non-robustesse de la notion de variation au sens de Hardy et Krause montre bien qu’en

2Un processus de Wiener en dimensions (voir figure 3.2) est une fonction al´eatoire gaussienne des variables, de moyenne
nulle et de noyau de covarianceK(y, z) =

∏s
j=1 min{yj , zj}. Nous renvoyons le lecteur `a l’ouvrage de Bouleau et L´epingle

[BL94] pour une présentation plus d´etaillée.
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général l’inégalité de Koksma-Hlawka fournit une mesure peu repr´esentative (le plus souvent une large
surestimation) de l’erreur effective (18). En revanche, comme l’illustre la remarque 3.5, la borne obtenue
est la meilleure possible dans le pire des cas.

Précisons ´egalement que des fonctions non continues tr`es simples telles que

f(t1, t2) =
{

1 pourt2 ≤ t1,
0 sinon,

ne sont pas `a variation born´ee au sens de Hardy et Krause. Il en est d’ailleurs de mˆeme pour la fonction
caractéristique de n’importe quelle r´egion non rectangulaire du cube unit´eĪs. Malgré tout, bien que
l’in égalité de Koksma-Hlawka ne s’applique pas pour une telle fonction, la m´ethode de quasi-Monte-
Carlo converge facilement, mˆeme dans ces cas-l`a.

Plus généralement, une condition n´ecessaire pour qu’une fonction soit `a variation born´ee au sens de
Hardy et Krause est que ses ´eventuelles discontinuit´es soient concentr´ees sur un ensemble d´enombrable
d’hyperplans orthogonaux aux axes de coordonn´ees. En ce sens, le concept est donc assez restrictif.
Par contre, il est `a noter que, bien que le th´eorème de Koksma-Hlawka ne permette pas de borner
l’erreur (18) pour certaines fonctions simples pr´esentant des discontinuit´es, les formules de quadrature
classiques (comme celle du trap`eze) ne s’appliquent que pour des fonctions plusieurs fois continˆument
diff érentiables. De ce point de vue, la m´ethode de quasi-Monte-Carlo repr´esente un progr`es. En fin de
compte, l’approche la plus permissive au niveau des discontinuit´es reste encore celle de Monte-Carlo,
car elle est utilisable pour toute fonction int´egrable au sens de Riemann dont la variance (11) est finie.

Dans la plupart des cas, le calcul de la variation au sens de Hardy et Krause est une tˆache très
difficile. Néanmoins, on connaˆıt des méthodes permettant parfois d’obtenir des majorations (voir Hua et
Wang [HW81]). D’autre part, de mani`ere analogue aux techniques de r´eduction de variance ´evoquées au
chapitre 2, il est envisageable de reformuler le probl`eme de mani`ereà réduire la variation de la fonction
(voir Spanier et Maize [SM94] et Tuffin [Tuf97]). Finalement, mentionnons le fait que pour certaines
applications, la variation au sens de Hardy et Krause peut ˆetre majorée à l’aide de techniques ad hoc
(voir par exemple L´ecot et Coulibaly [LC98]).

D’un point de vue pratique, en se basant sur de nombreuses exp´eriences num´eriques, Morokoff et
Caflisch [MC95] sont arriv´esà la conclusion que ni la variation au sens de Hardy et Krause, ni la variance
(11) d’une fonction ne semblent intervenir dans la valeur r´eelle de l’erreur d’approximation (18). Leur
analyse est fond´ee sur des simulations de quasi-Monte-Carlo effectu´ees sur un ensemble h´etérogène de
fonctions-tests maˆıtrisables analytiquement (i.e. pour lesquelles il est possible de calculer ou de borner
de manière suffisamment pr´ecise l’intégrale, la variation et la variance). Leurs exp´eriences sugg`erent
également qu’il est n´ecessaire de consid´erer des ´echantillons de taille croissante avec la dimension du
problème pour que l’utilisation des s´equences d´eterministes `a discrépance faible du chapitre 4 se r´evèle
clairement pr´eférableà l’emploi d’un générateur pseudo-al´eatoire.

En théorie, la méthode de quasi-Monte-Carlo poss`ede deux atouts majeurs : une convergence
asymptotiquement plus rapide que la m´ethode de Monte-Carlo et la possibilit´e de calculer des bornes
déterministes sur l’erreur (18). Malheureusement, en l’´etat actuel de nos connaissances, l’exploitation
de la seconde propri´eté est encore un vœu pieux, car la discr´epance et la variation au sens de Hardy et
Krause sont tr`es difficilesà calculer. Par contre, sa rapidit´e de convergence a d’ores et d´ejà séduit bon
nombre d’anciens adeptes de la m´ethode de Monte-Carlo.
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Jusqu’ici les applications sont essentiellement apparues en finance3 (voir Joy, Boyle et Tan [JBT96],
Paskov [Pas97] et Tezuka [Tez98]), en physique4 (voir Morokoff et Caflisch [MC93], Moskowitz
[Mos95] et Lécot et Coulibaly [LC98]), en statistique5 (voir Shaw [Sha88] et Do [Do91]) et en recherche
opérationnelle6 (voir Fishman [Fis85] et Adlakha [Adl87][Adl92]). Ces diverses exp´eriences illustrent le
fait qu’une simulation de quasi-Monte-Carlo peut converger nettement plus rapidement7 que la méthode
de Monte-Carlo correspondante. D’ailleurs, la quˆete d’une explication th´eorique satisfaisante `a certains
succès particulièrement ´etonnants et, plus g´enéralement, la compr´ehension du comportement empirique
de la méthode occupe de nombreux chercheurs.

Par exemple, on a du mal `a expliquer le fait que Paskov [Pas97] obtienne d’excellents r´esultats pour
le calcul d’intégrales en dimensions = 360, alors que certains r´esultats th´eoriques indiquent qu’en
dimensions > 20, à moins d’utiliser une s´equence de tr`es grande taille, il est peu probable que la
méthode de quasi-Monte-Carlo se montre r´eellement plus performante que son homologue de Monte-
Carlo. Afin de mieux comprendre de tels ph´enomènes, Sloan et Wo´zniakowski [SW98] (par exemple)
suggèrent des concepts alternatifs comme celui de dimension effective (typiquement, on pense que sur
les360 dimensions des int´egrales consid´erées par Paskov, une trentaine de variables suffiraient `a décrire
convenablement la structure de la fonction) ou d’autres grandeurs que la variation au sens de Hardy et
Krause pour mesurer l’irr´egularité de la fonction `a intégrer. De telles approches sont actuellement en
plein développement et on peut esp´erer qu’un résultat théorique fort permettant d’´etablir solidement la
méthode de quasi-Monte-Carlo ne tarde pas `a émerger.

Parallèlement, s’appuyant sur certains acquis de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo, de nouvelles
techniques de Monte-Carlo ont vu le jour. L’id´ee de base de ces approches hybrides est d’appliquer une
perturbation al´eatoireà une suite `a discrépance faible, de mani`ereà pouvoirà la fois calculer des bornes
probabilistes sur l’erreur (18) et b´enéficier d’un taux de convergence sup´erieurà celui de la m´ethode de
Monte-Carlo classique. Plus pr´ecisément, si la s´equence utilis´ee est un(t,m, s)-réseau en baseb (i.e.
un ensemble den = bm points dansIs possédant certaines propri´etés d’équirépartition présentées dans
la section 4.6) auquel on a appliqu´e une transformation al´eatoire (préservant sa structure) propos´ee par
Owen [Owe97a][Owe97b][Owe98], on obtient un estimateur de Monte-CarloMn (voir page 14) dont la
variance (12) d´ecroı̂t suivantO(n−2(log n)2(s−1)) si la fonctionà intégrer est `a variation born´ee au sens
de Hardy et Krause, et mˆeme suivantO(n−3(log n)(s−1)) si elle satisfait en plus une certaine condition
lipschitzienne de r´egularité. Lorsqu’on les compare `a la variance enO(n−1) d’une simulation de Monte-
Carlo standard ces taux sont impressionnants mais, en dehors des hypoth`eses fortes faites sur la fonction,
le nombre de points n´ecessaires avant d’atteindre le r´egime asymptotique peut ˆetre particulièrement
grand, sp´ecialement en dimension ´elevée (un(t,m, s)-réseau en baseb n’existe pas pour n’importe
quelles valeurs dem et b). En vue des applications, une approche pragmatique susceptible de r´eduire la
dimension effective du probl`eme consiste `a répartir les différentes composantes en deux groupes : les
variables importantes (qui sont trait´eesà l’aide d’une méthode hybride) et secondaires (pour lesquelles
une méthode de Monte-Carlo standard est utilis´ee). Cette technique est d´etaillée dans un r´ecent ouvrage
de Fox [Fox99] (voirégalement Caflisch, Morokoff et Owen [CMO97] et Tuffin [Tuf97]).

En conclusion, la m´ethode de quasi-Monte-Carlo a sur celle de Monte-Carlo certains avantages :

3Il s’agit de problèmes d’évaluation de produits d´erivés habituellement abord´esà l’aide de la m´ethode de Monte-Carlo.
4Depuis fort longtemps, la simulation de certains processus physiques (g´enéralement donn´es sous forme de solution d’une

équation différentielle) est abord´eeà l’aide de la m´ethode de Monte-Carlo. Pour de telles applications, le passage `a une approche
purement d´eterministe est moins ´evident, mais la convergence du processus a pu ˆetre démontrée dans de nombreux cas.

5En statistique bayesienne, la distribution a posteriori peut parfois se ramener au calcul d’une int´egrale sur le cube unit´e.
6Typiquement, il s’agit du calcul de l’esp´erance ou de l’estimation de la fonction de distribution d’une grandeur (un plus

court chemin par exemple) associ´eeà un graphe orient´e dont les arcs ont pour longueurs des variables al´eatoires ind´ependantes.
7Sur certains probl`emes d’évaluation d’options europ´eennes, Tezuka [Tez98] parle d’un facteur d´epassant la centaine.

Eric Thiémard 27



3.2 DISCUSSION

	 Elle converge plus rapidement. D’un point de vue th´eorique, ce ph´enomène est apparent au niveau
des discr´epances asymptotiques respectives des s´equences en question. En pratique, ce fait est
confirmé dans les diverses applications mentionn´ees plus haut.

	 Elle fournit des bornes d´eterministes sur l’erreur et non des intervalles de confiance probabilistes.
Hélas, au vu de nos connaissances actuelles, cette propri´eté prometteuse paraˆıt inexploitable.
C’est néanmoins `a ce niveau que r´eside tout le potentiel8 de la méthode.

	 Au niveau des s´equences de points `a utiliser, la remarque 3.5 et les th´eorèmes 3.1, 3.6 et 3.7
désignent un but pr´ecis pour la m´ethode de quasi-Monte-Carlo : minimiser la discr´epance afin de
réduire l’erreur dans le pire des cas (de plus, la g´enération de bonnes suites `a discrépance faible est
un sujet relativement bien maˆıtrisé). Cet objectif a le m´erite d’être limpide et permet d’´echapper
à toute la probl´ematique liéeà la génération de nombres al´eatoires n´ecessaire `a la simulation de
Monte-Carlo (voir chapitre 2).

Dans les applications o`u une borne probabiliste sur l’erreur est suffisante, il serait surprenant qu’`a
terme, les m´ethodes hybrides (lorsqu’elles s’appliquent) ne finissent pas par d´etrôner la simulation de
Monte-Carlo standard. Par contre, dans les situations plus exigeantes o`u une borne d´eterministe sur
l’erreur est requise, l’approche de quasi-Monte-Carlo reste la seule envisageable. Pour l’instant, son
applicabilité reste suspendue aux progr`es qui restent `a accomplirà différents niveaux :

	 l’ établissement de nouveaux r´esultats th´eoriques permettant de majorer plus facilement l’erreur
d’approximation (18) ;

	 l’ élaboration de techniques efficaces pour le calcul de bornes sup´erieures pour la variation au
sens de Hardy et Krause (ou une simplification de cette notion utilisable dans le th´eorème de
Koksma-Hlawka) ;

	 des algorithmes pour le calcul ou la majoration de la discr´epance des s´equences utilis´ees.

8Bien que le th´eorème de Koksma-Hlawka soit relativement ancien, la question de son applicabilit´e est une pr´eoccupation
très récente. En fait, le d´eveloppement de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo est rest´e pendant longtemps confin´e à un cercle de
spécialistes qui se sont essentiellement int´eress´esà ses aspects th´eoriques. Ce n’est que depuis une petite dizaine d’ann´ees (et
la considération de certaines applications en finance) que le domaine s’est r´eellement ouvert aux praticiens et `a leurs attentes.
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CHAPITRE 4

Quelques suites̀a discrépance faible

Nous savons (voir th´eorème 1.19) qu’il existe une constanteB′s ne dépendant que des telle que,
pour toute suitex ⊂ Īs,D∗

n(x) ≥ B′
sn

−1(log n)s/2 pour une infinité de valeurs den. Malheureusement,
on ne connaˆıt pas de suite pour laquelleD∗

n(x) = O(n−1(log n)s/2) et il est commun´ement admis qu’il
n’en existe vraisemblablement aucune. En revanche, on sait construire des suites, que l’on appellesuites
à discŕepance faible, pour lesquellesD∗

n(x) = O(n−1(log n)s). On conjecture queO(n−1(log n)s)
est l’ordre exact de leur discr´epance et qu’il n’existe aucune suite pr´esentant une d´ecroissance plus
rapide. Ce chapitre se limite `a la présentation de quelques suites `a discrépance faible n’exigeant que
peu de connaissances sp´ecialisées. Il en existe d’autres, parfois jug´ees meilleures sur certains crit`eres,
mais leur définition reposant sur des disciplines avanc´ees (théorie des nombres, th´eorie des corps finis,
géométrie algébrique, etc.), leur ´etude n’est pas abord´ee dans ce travail. Toutefois, quelques-unes de
leurs caract´eristiques importantes sont discut´ees dans les sections 4.6 et 4.7.

En vertu du th´eorème 1.10, les suites `a discrépance faible sont ´equiréparties (au sens de la d´efinition
1.3). Elles ont la particularit´e de remplir le cube unit´e de mani`ere extrêmement r´egulière. Précisons
qu’elles le font si bien qu’elles ´echouent lamentablement `a la plupart des tests destin´es à l’évaluation
des générateurs pseudo-al´eatoires (voir section 2.2.3) : typiquement, elles sont jug´ees suspectes, car
anormalement bien distribu´ees par un test d’uniformit´e et fortement corr´elées par un test d’ind´ependance.
D’autre part, il est clair que ces suites ne satisfont pas non plus la d´efinition d’« aléatoire» discutée
dans la section 2.2.1. Ainsi, dans le cadre g´enéral de la simulation, elles ne sont pas destin´ees aux
applications dans lesquelles l’ind´ependance entre les points est importante. En revanche, elles s’av`erent
très performantes dans le cadre de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo (voir chapitre 3).

4.1 Les suites de van der Corput

Les suites de van der Corput sont des suites `a discrépance faible dans l’intervalle unit´e I = [0, 1).
Tout entierb ≥ 2 (un tel nombre est appel´e unebase) peutêtre utilisé pour repr´esenter n’importe quel
i ∈ N de manière unique `a l’aide d’une suite de coefficients deZb = {0, 1, . . . , b− 1} :

i =
∞∑
k=1

ck(i) bk−1, avecck(i) ∈ Zb pour toutk ∈ N∗.

On remarque que les coefficientsck(i) sont nuls pour toutk > 1 + �logb i�), si bien que la somme
ci-dessus est en fait finie. On se sert de cette repr´esentation pour d´efinir la fonction radicale inverseφb :

φb(i) =
∞∑
k=1

ck(i) b−k, pour touti ∈ N.(19)

On s’aperc¸oit facilement queφb(i) ∈ [0, 1) pour touti ∈ N.

DÉFINITION 4.1 (van der Corput [vdC35]) Soit un entierb ≥ 2. La suite1 Cb = {x0, x1, . . . } ⊂ I
donnée parxi = φb(i) est appel´eesuite de van der Corputen baseb.

1Comme la notation s’en trouve simplifi´ee, les points sont num´erotésà partir de0 au lieu de1 dans ce chapitre.
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4.1 LES SUITES DE VAN DER CORPUT

EXEMPLE 4.2 En baseb = 3, les premiers points de la suite de van der Corput s’obtiennent de la
manière suivante (voir figure 4.1) :

i = 0 s’écrit 0 en base3 =⇒ x0 = φ3(0) = 0 · 3−1 = 0,
i = 1 s’écrit 1 en base3 =⇒ x1 = φ3(1) = 1 · 3−1 = 1/3,
i = 2 s’écrit 2 en base3 =⇒ x2 = φ3(2) = 2 · 3−1 = 2/3,
i = 3 s’écrit 10 en base3 =⇒ x3 = φ3(3) = 0 · 3−1 + 1 · 3−2 = 1/9,
i = 4 s’écrit 11 en base3 =⇒ x4 = φ3(4) = 1 · 3−1 + 1 · 3−2 = 4/9,
i = 5 s’écrit 12 en base3 =⇒ x5 = φ3(5) = 2 · 3−1 + 1 · 3−2 = 7/9,
i = 6 s’écrit 20 en base3 =⇒ x6 = φ3(6) = 0 · 3−1 + 2 · 3−2 = 2/9.
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FIG. 4.1. Les13 premiers points de la suite de van der Corput en base3.

Certaines majorations et le fait queD∗
n(Cb) = O(n−1 log n) sont connus depuis longtemps, mais Faure

a également obtenu des r´esultats asymptotiques pr´ecis :

THÉORÈME 4.3 (Faure [Fau81])SoitCb la suite de van der Corput en baseb. On a

lim sup
n→∞

nD∗
n(Cb)

log n
=




b2

4(b+ 1) log b
pour b pair,

b− 1
4 log b

pour b impair.

Ainsi, asymptotiquement,C3 est la meilleure suite de van der Corput. En d’autres termes, pour la
suitex = C3 et pour tout intervalleP ∈ I∗, on a

nλ(P )− 1
2 log 3

log n ≤ A(P, x(n)) ≤ nλ(P ) + 1
2 log 3

log n,

sauf,éventuellement, pour un nombre fini de valeurs den. Béjian et Faure ont ´egalement obtenu une
majoration pour la discr´epance desn premiers points de la suite de van der Corput en base2.

THÉORÈME 4.4 (Béjian et Faure [BF77])PourC2, la suite de van der Corput en base2, on a

nD∗
n(C2) ≤ log n

3 log 2
+ 1, pour toutn ≥ 1.

En introduisant dans leur d´efinition une permutation des ´eléments deZb, il est possible d’obtenir des
suites en dimension1 présentant une discr´epance asymptotique plus faible que celle des suites de van
der Corput standard.
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CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES̀A DISCRÉPANCE FAIBLE

DÉFINITION 4.5 Pour une baseb et une permutationσ deZb, la suitex = {x0, x1, . . . } définie par

xi =
∞∑
k=1

σ(ck(i)) b−k ,

est appel´eesuite de van der Corput géńeraliśeeen baseb.

La suite présentant la plus faible discr´epance asymptotique connue en dimension1 est de ce type. Elle
est donn´ee dans le th´eorème suivant :

THÉORÈME 4.6 (Faure [Fau81])Si x est la suite de van der Corput géńeraliśee en baseb = 12
engendŕee par la permutation

σ12 = (0 5 9 3 7 1 10 4 8 2 6 11),

on obtient

lim sup
n→∞

nD∗
n(x)

log n
=

1919
3454 log 12

≈ 0.224.

Le fait que la constante obtenue soit deux fois plus petite que celle de la meilleure suite de van der Corput
C3 montre le potentiel que l’on peut esp´erer tirer de l’utilisation de permutations dans la construction de
suitesà discrépance faible.

4.2 Les suites de Halton

Les suites de Halton (voir figure 4.2) sont des g´enéralisations en dimension quelconques ≥ 1 des
suites de van der Corput. L’id´ee consiste `a considérer la fonction radicale inverse (19) dans diff´erentes
bases simultan´ement. Halton [Hal60] a d´emontré que ses suites sont `a discrépance faible.
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FIG. 4.2. Les100, 1 000 et10 000 premiers points d’une suite de Halton en bases2 et3.

DÉFINITION 4.7 (Halton [Hal60]) Soitb1, . . . , bs des entiers positifs premiers entre eux deux `a
deux. La suiteHb1,... ,bs = {x0, x1, . . . } donnée par

xi = (φb1(i), . . . , φbs(i)) ∈ Is

est appel´eesuite de Haltonen basesb1, . . . , bs.

Ainsi, pour toutj ∈ {1, . . . , s}, la suite constitu´ee des composantes{x0j , x1
j , . . . } des points d’une

suite de HaltonHb1,... ,bs = {x0, x1, . . . } n’est autre que la suite de van der Corput en basebj. Le
théorème suivant fournit la meilleure majoration connue sur la discr´epance de ces suites.
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4.2 LES SUITES DE HALTON

THÉORÈME 4.8 (Faure [Fau80], repris dans [Nie92])Pour une suite de HaltonHb1,... ,bs , on a

D∗
n(Hb1,... ,bs) ≤

s

n
+

1
n

s∏
j=1

(
bj − 1
2 log bj

log n+
bj + 1

2

)
, pour toutn ∈ N∗.

Il est clair que le fait de choisir comme basesb1, . . . , bs less premiers nombres premiers{2, 3, 5, 7, . . . }
permet de minimiser la constante

s∏
j=1

bj − 1
2 log bj

du terme dominant de la majoration ci-dessus. H´elas, même pour ce choix, la valeur de la constante tend
vers l’infini avec la dimension.
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FIG. 4.3. Les100, 1 000 et10 000 premiers points d’une suite de Halton en bases17 et19.

Ainsi, en dimensions = 8, il convient de choisir les bases2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 et 19. En examinant
la projection des points de cette suite dans le plan correspondant aux bases17 et 19 (voir figure 4.3),
on ne peut ˆetre que d´eçu par l’allure de la structure obtenue. Ce comportement s’explique par le fait
qu’une suite de van der Corput en baseb consiste en une succession de cycles de longueurb constitués
de séquences croissantes de nombres r´egulièrement espac´es. Pour une suite de Halton en bases17 et 19,
cette régularité engendre un balayage du carr´e unité par une succession de diagonales progressivement
décalées au fur et `a mesure des it´erations. Ainsi, mis `a part pour le dernier point d’une telle diagonale, le
successeur d’un point donn´e s’obtient par une translation de vecteur(1/17, 1/19).

Il s’agit bien sûr d’une question d’´echelle, mais visuellement (sur la figure 4.3), mˆeme apr`es10 000
itérations, un nombre restreint de r´egions repr´esentant `a peu près la moitié de la surface du carr´e unité ne
contiennent encore aucun point de la suite. Apr`es environ25 000 itérations, le carr´e paraˆıt entièrement
recouvert, mais un comportement similaire (l´egèrement d´ecalé) se reproduit pour les points suivants.
D’autre part, en changeant d’ordre de grandeur (en consid´erant l’intervalle[0, 1/17) × [0, 1/19) par
exemple), le mˆeme phénomène se d´erouleà plus petite ´echelle et beaucoup plus lentement. Le probl`eme
ne se manifeste pas pour n’importe quelle paire de bases (comme l’illustre la figure 4.2, tout se passe
bien en bases2 et 3). Néanmoins et d’une mani`ere générale, il s’intensifie en dimension ´elevée. Nous
renvoyons le lecteur `a Morokoff et Caflisch [MC94], ainsi qu’`a Kocis et Whiten [KW97], pour une
discussion plus d´etaillée des pathologies relatives aux suites de Halton.

Une manière de conjurer l’apparition de ce malheureux ph´enomène consiste `a généraliser les suites
de Halton. Il s’agit d’une simple adaptation de la transformation d´ejà appliquée aux suites de van der
Corput. Plus explicitement, les composantes des suites de Halton g´enéralisées sont des suites de van der
Corput généralisées engendr´ees par différentes permutations. Par exemple, l’utilisation des permutations

σ17 = (0 8 13 3 11 5 16 1 10 7 14 4 12 2 15 6 9)
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et

σ19 = (0 9 14 3 17 6 11 1 15 7 12 4 18 8 2 16 10 5 13)

proposées par Braaten et Weller [BW79] pour les bases17 et 19 semble conduire `a des résultats plus
satisfaisants au niveau de la distribution `a l’intérieur du carr´e unité (voir figure 4.4).
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FIG. 4.4. Les100, 1 000 et10 000 premiers points d’une suite de Halton g´enéralisée en
bases17 et19 engendr´ee par les permutationsσ17 etσ19 suggérées par Braaten et Weller.

Hormis le fait qu’elles restent des suites `a discrépance faible, les caract´eristiques sp´ecifiques des
suites de Halton g´enéralisées sont encore mal connues. En particulier, on ne dispose pas d’une d´efinition
précise et commun´ement admise des b´enéfices qu’un bon ensemble de permutations devrait permettre
d’obtenir et encore moins d’une m´ethode capable de g´enérer un tel ensemble. Braaten et Weller [BW79]
sont les premiers `a avoir consid´eré des suites de Halton g´enéralisées, mais, depuis, d’autres auteurs se
sont intéress´esà la question du choix des permutations (voir Faure [Fau86][Fau93] et Tuffin [Tuf98]).

4.3 Les śequences de Hammersley

Une séquence de Hammersley en dimensions est constitu´ee d’un ensemble fini de points directement
issus d’une suite de Halton en dimensions− 1.

DÉFINITION 4.9 (Hammersley [Ham60]) Soitb1, . . . , bs−1 des entiers positifs premiers entre eux
deuxà deux etn ∈ N∗. La séquenceHnb1,... ,bs−1

= {x0, . . . , xn−1} donnée par

xi =
(
i

n
, φb1(i), . . . , φbs−1(i)

)
∈ Is,

est appel´eeśequence de Hammersleyen basesb1, . . . , bs−1.

THÉORÈME 4.10(Faure [Fau80], repris dans [Nie92])Pour une śequence de Hammersley den
pointsHnb1,... ,bs−1

, on a

D∗
n(H

n
b1,... ,bs−1

) ≤ s

n
+

1
n

s−1∏
i=1

(
bi − 1
2 log bi

log n+
bi + 1
2

)
.

À nouveau, le fait de choisir comme basesb1, . . . , bs−1 less− 1 premiers nombres premiers permet
de minimiser la constante du terme dominant de la majoration ci-dessus. Mˆeme pour ce choix, la valeur
de la constante tend vers l’infini avec la dimension.

Le passage d’une suite de Halton `a une s´equence de Hammersley est un principe g´enéral. En utilisant
la même technique, il est possible de passer, pour toute valeur den ∈ N∗, d’une suite `a discrépance
faible dansĪs−1 à une s´equence den points dans̄Is dont la discrépance est enO(n−1(log n)s−1).
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4.3 LES ŚEQUENCES DE HAMMERSLEY

Bien que ce taux soit asymptotiquement meilleur, les s´equences obtenues ont pour inconv´enient de ne
pas pouvoir ˆetre facilement ´etendues (par ajout de points suppl´ementaires) sans mettre en p´eril cette
propriété. L’utilisation d’une s´equence de Hammersley est donc `a proscrire si le nombre de points `a
générer n’est pas connu `a l’avance. D’autre part, pour les s´equences de Hammersley en dimensions = 2,
en baseb et de longueurn = bm, des expressions explicites ont ´eté établies pour la discr´epance.

THÉORÈME 4.11(De Clerck [Cle86])Pour les śequences de Hammersley en dimensions = 2, en
baseb et de longueurbm, on a :

	 pour b impair etm ≥ 2 entier

D∗
bm(Hb

m

b ) =
b− 1
4bm

m+
1
bm

(
5
4
+

1
b

)
− 1

4b2m
;

	 pour b pair etm ≥ 2 pair

D∗
bm(Hb

m

b ) =
b2m

4bm(b+ 1)
+

1
bm

(
5
4
+

2b+ 3
4(b+ 1)2

)
− 1

4b2m

(
1 +

2b+ 3
(b+ 1)2

)
;

	 pour b pair etm ≥ 3 impair

D∗
bm(Hb

m

b ) =
b2m

4bm(b+ 1)
+

1
bm

(
5
4
+

5b+ 4
4b(b+ 1)2

)
− 1
b2m

(
b

2
− 1

4
− 1
b
+

5
4b2

− 6b+ 5
4b2(b+ 1)2

)
.

Considérant le terme dominant de ces expressions, on voit clairement queD∗n(x) = Θ(n−1 log n)
pour les s´equences de Hammersley en dimension2 (et n de la formebm). Cette propriété est apparente
dans la table 4.1 et pouvait ˆetre directement d´eduite des th´eorèmes 1.17 et 4.10 (cette fois pour toute
valeur den).

base 2 base 3 base 4 base 5
m n = 2m D∗

n(Hn
2 ) n = 3m D∗

n(Hn
3 ) n = 4m D∗

n(Hn
4 ) n = 5m D∗

n(Hn
5 )

2 4 0.5 9 0.284 16 0.184 25 0.138

3 8 0.316 27 0.114 64 0.0584 125 0.0356

4 16 0.172 81 0.0442 256 0.0178 625 0.00872

5 32 0.0979 243 0.0168 1 024 0.00519 3 125 0.00206

6 64 0.0537 729 0.00629 4 096 0.00150 15 625 0.000477

7 128 0.0296 2 187 0.00232 16 384 0.000422 78 125 0.000108

8 256 0.0161 6 561 0.000851 65 536 0.000118 390 625 0.0000242

9 512 0.00868 19 683 0.000309 262 144 0.0000325 1 953 125 5.35 · 10−6

10 1 024 0.00467 59 049 0.000111 1 048 576 8.93 · 10−6 9 765 625 1.17 · 10−6

11 2 048 0.00250 177 147 0.0000400 4 194 304 2.41 · 10−6 48 828 125 2.55 · 10−7

12 4 096 0.00133 531 441 0.0000143 16 777 216 6.53 · 10−7 244 140 625 5.51 · 10−8

13 8 192 0.000705 1 594 323 5.07 · 10−6 67 108 864 1.74 · 10−7 1.22 · 109 1.18 · 10−8

14 16 384 0.000373 4 782 969 1.79 · 10−6 268 435 456 4.68 · 10−8 6.10 · 109 2.53 · 10−9

15 32 768 0.000197 14 348 907 6.33 · 10−7 1.07 · 109 1.24 · 10−8 3.05 · 1010 5.39 · 10−10

16 65 536 0.000103 43 046 721 2.23 · 10−7 4.29 · 109 3.30 · 10−9 1.53 · 1011 1.14 · 10−10

17 131 072 0.0000543 129 140 163 7.81 · 10−8 1.72 · 1010 8.68 · 10−10 7.63 · 1011 2.42 · 10−11

18 262 144 0.0000284 387 420 489 2.73 · 10−8 6.87 · 1010 2.29 · 10−10 3.81 · 1012 5.10 · 10−12

19 524 288 0.0000148 1.16 · 109 9.54 · 10−9 2.75 · 1011 6.01 · 10−11 1.91 · 1013 1.07 · 10−12

20 1 048 576 7.74 · 10−6 3.49 · 109 3.32 · 10−9 1.10 · 1012 1.58 · 10−11 9.54 · 1013 2.25 · 10−13

TAB. 4.1. Discrépance de quelques s´equences de Hammersley en dimension2 pourb ∈ {2, . . . , 5}.

34 Eric Thiémard



CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES̀A DISCRÉPANCE FAIBLE

4.4 Les suites de Sobol

Les suites de Sobol (voir figure 4.5) sont des suites `a discrépance faible dansIs. Elles sont d´efinies
à partir de récurrences lin´eaires en arithm´etique modulo2 sur le corps finiZ2 = {0, 1} et de polynˆomes
primitifs2 surZ2 = {0, 1}. Sans entrer dans les d´etails, un tel polynˆome peut ˆetre mis en bijection avec un
opérateur monocyclique binaire de p´eriode maximale. On ne connaˆıt pas d’algorithme efficace capable de
générer syst´ematiquement ces polynˆomes. Cependant, pour leur utilisation dans la construction des suites
de Sobol, les tables existant dans la litt´erature s’av`erent amplement suffisantes (voir Lidl et Niederreiter
[LN86] par exemple). Les polynˆomes primitifs de degr´e inférieur ouégalà5 sont

t+ 1,
t2 + t+ 1,
t3 + t+ 1,
t3 + t2 + 1,

t4 + t+ 1,
t4 + t3 + 1,
t5 + t2 + 1,
t5 + t3 + 1,

t5 + t3 + t2 + t+ 1,
t5 + t4 + t2 + t+ 1,
t5 + t4 + t3 + t+ 1,
t5 + t4 + t3 + t2 + 1.
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FIG. 4.5. Les100, 1 000 et 10 000 premiers points d’une suite de Sobol engendr´ee par
les polynômes primitifst+ 1 (avecl1 = 1) et t2 + t+ 1 (avecl1 = l2 = 1).

Partant d’un polynˆometd + u1t
d−1 + · · · + ud−1t+ 1 primitif de degré d surZ2 et d’un ensemble

d’entiers impairs{l1, . . . , ld} tels que1 ≤ li < 2i pour touti ∈ {1, . . . , d}, on définit {ld+1, ld+2, . . . }
en utilisant la relation de r´ecurrence suivante3 :

li = 2u1 li−1 ⊕ 4u2 li−2 ⊕ · · · ⊕ 2d−1 ud−1 li−d+1 ⊕ (2d li−d ⊕ li−d).

Ceséléments suffisent `a la construction d’une suite de Sobol en dimension1.

DÉFINITION 4.12(Sobol [Sob67]) Une suite deSobolS = {x0, x1, . . . } ⊂ I est donn´ee par

xi =
1
2m

(
m⊕
k=1
ck(i) lk

)
,

où (c1(i), . . . , cm(i)) est la repr´esentation binaire dei

i =
m∑
k=1

ck(i) 2k−1, avecm =
{

1 pouri = 0,
1 + �log2 i� sinon.

Pour obtenir une suite de Sobol en dimensions, il suffit de choisirs polynômes primitifs distincts et de
juxtaposer les suites correspondantes en dimension1.

2Un polynôme de degr´ed de la formetd + u1t
d−1 + · · ·+ ud−1t+ ud est ditprimitif sur le corpsZ2 s’il est irréductible

surZ2 et si le plus petit entieri pour lequel il diviseti + 1 estégalà2d − 1.
3Le symbole⊕ désigne l’opérateur< ou exclusif> en arithmétique binaire.
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4.5 LES SUITES DE FAURE

EXEMPLE 4.13 Soitt3+t+1 un polynôme primitif de degr´ed = 3. Les nombresl1, . . . , ld doivent
être impairs et satisfaire la contrainteli < 2i. On choisit par exemplel1 = 1, l2 = 3 et l3 = 7. La relation
de récurrence impos´ee sur lesli est

li = 4li−2 ⊕ (8li−3 ⊕ li−3), pour touti > 3.

On obtient doncl4 de la manière suivante :

l4 = 4l2 ⊕ 8l1 ⊕ l1
= 12⊕ 8⊕ 1
= 1100 ⊕ 1000 ⊕ 0001 en binaire
= 0101 en binaire
= 5

Calculons par exemple le13e (1101 en binaire) point de cette suite de Sobol en dimension1 :

x13 = 1/16 (l1 ⊕ l3 ⊕ l4)
= 1/16 (0001 ⊕ 0111 ⊕ 0101)
= 3/16

THÉORÈME 4.14(Sobol [Sob67])Pour une suite de SobolS en dimensions, on a

D∗
n(S) ≤

2ts

s!(log 2)s
n−1(log n)s +O

(
n−1(log n)s−1

)
,

où ts ne peut̂etre majoŕe par une fonction lińeaire en la dimension :

k
s log s
log log s

≤ ts ≤ s log slog 2
+O(s log log s), aveck > 0.

Les premìeres valeurs dets sont

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ts 0 0 1 3 5 8 11 15 19 23 27 31 35 40 45 50 55 60 65 71

La constante du terme dominant de cette majoration croˆıt nettement plus lentement avecs que pour
une suite de Halton (voir th´eorème 4.8). N´eanmoins, elle tend toujours vers l’infini avec la dimension. Par
ailleurs, hormis le fait d’avoir propos´e ses suites, Sobol [Sob67][Sob76] a effectu´e un travail de pionnier
fructueux qui a conduit, apr`es les contributions subs´equentes de Faure et de Niederreiter, `a l’émergence
des notions de(t, s)-suite et de(t,m, s)-réseau (voir section 4.6).

Sobol aégalement remarqu´e que ses suites poss`edent des propri´etés d’uniformité supplémentaires
lorsquen = 2m avecm ≥ max(2s, ts + s− 1). D’autre part, observant l’influence des valeurs initiales
{l1, . . . , ld} (associéesà un polynôme primitif de degr´ed) sur le segment initial de ses suites, il a propos´e
une table de valeurs assurant de bonnes propri´etés jusqu’en dimension16.

Une méthode de g´enération rapide des suites de Sobol a ´eté propos´ee par Antonov et Saleev [AS79]
(voir section 4.8). Elle a ´eté implémentée par Bratley et Fox [BF88] pours ≤ 40.

4.5 Les suites de Faure

Les suites de Faure (voir figure 4.6) sont des suites `a discrépance faible dansIs. Elles sont d´efiniesà
partir d’une baseb unique, où b ≥ s est un nombre premier (on choisit g´enéralement le plus petit nombre
premier sup´erieur ouégalà s). SoitA = (apq), la matrice de Pascal (d’ordre infini) donn´ee par

apq =
(
q − 1
p− 1

)
=

{
(q−1)!

(p−1)! (q−p)! si p ≤ q,
0 sinon,

∀p, q ∈ N∗,
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CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES̀A DISCRÉPANCE FAIBLE

A =




1 1 1 1 1 1 · · ·
0 1 2 3 4 5 · · ·
0 0 1 3 6 10 · · ·
0 0 0 1 4 10 · · ·
0 0 0 0 1 5 · · ·
0 0 0 0 0 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
. . .



.

On peut montrer que pour tout entierd ≥ 1, la de puissance deA est la matriceAd = (adpq), où

adpq = d
q−p apq ∀d, p, q ∈ N∗.

On pose ´egalementA0 = I, la matrice identit´e.
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FIG. 4.6. Les100, 1 000 et 10 000 premiers points d’une suite de Faure en dimension
2 et en base3 donnée parD = (1, 2).

DÉFINITION 4.15(Faure [Fau82]) Soitb ≥ s un nombre premier etD = (d1, . . . , ds) un vecteur
d’entiers distincts extraits de l’ensemble{0, . . . , b − 1}. La suite de FaureFb,D = {x0, x1, . . . } ⊂ Is
engendr´ee par ces param`etres est d´efinie comme suit :

xi = (xi1, . . . , x
i
s) ∈ Is,

où

xij =
∞∑
p=1

xijp b
−p ∈ [0, 1)

avec

xijp =
∞∑
q=p

a
dj
pq cq(i) mod b ∈ Zb

et la représentation dei en baseb

i =
∞∑
k=1

ck(i) bk−1, avecck(i) ∈ Zb pour toutk ∈ N∗.

REMARQUE 4.16 À nouveau, les coefficientsck(i) étant nuls pour toutk > 1+�logb i�, les sommes
ci-dessus sont en fait finies. Plus pr´ecisément, pour tout entierm ≥ 1 et touti ∈ {0, . . . , bm − 1}, on
a ck(i) = 0 pour toutk > m. Il en découle quexijp = 0 pour toutp > m et tout j ∈ {1, . . . , s}.
Ainsi, xij ∈ [0, 1) est un rationnel de la former/bm. Pour toutj ∈ {1, . . . , s}, la matriceAdj mod b
étant régulière, elle induit (par l’application d´ecrite ci-dessus) pour toutm ∈ N∗ une bijection entre
l’ensemble des entiers{0, . . . , bm − 1} et l’ensemble des rationnels de la forme{r/bm : 0 ≤ r < bm}.
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4.6 LES(T, S)-SUITES ET LES(T,M,S)-RÉSEAUX

THÉORÈME 4.17(Faure [Fau82])Pour une suite de FaureFb,D en dimensions, on a

D∗
n(Fb,D) ≤

1
s!

(
b− 1
2 log b

)s
n−1(log n)s +O

(
n−1(log n)s−1

)
, pour b ≥ 3

et

D∗
n(Fb,D) ≤

3
16 (log 2)2

n−1(log n)s +O
(
n−1(log n)s−1

)
, pour b = 2.

Il est clair que le fait de choisir comme baseb le plus petit nombre premier sup´erieur ouégal à s
permet de minimiser la constante du terme dominant de la majoration ci-dessus. Pour ce choix, cette
constante tend vers0 lorsque la dimension tend vers l’infini. Parmi les suites poss´edant cette propri´eté,
les suites de Faure sont les plus anciennes. Une impl´ementation de ces suites a ´eté propos´ee par Fox
[Fox86] (pours ≤ 40), mais une m´ethode nettement plus rapide est pr´esentée dans la section 4.8.

4.6 Les(t, s)-suites et les(t, m, s)-r éseaux

Un (t,m, s)-réseau en baseb est un ensemble debm points dans le cube unit´e Is, pour lequel la
discrépance locale (4) est nulle pour une certaine famille d’intervalles deIs. Une(t, s)-suite en baseb
est une suite dont certains segments de longueurbm (avecm ≥ t) sont des(t,m, s)-réseaux en base
b. Ces concepts ont ´eté introduits de mani`ere générale par Niederreiter [Nie87], bien qu’ils aient ´eté
préalablement pos´es par Sobol [Sob67] dans le cas particulier de la baseb = 2 et par Faure [Fau82]
pour t = 0 (voir la figure 4.7 pour une illustration de la notion de(0,m, s)-réseau en baseb). Comme
précédemment, dans les d´efinitions suivantes, la dimensions et la baseb sont des entiers fix´es.

DÉFINITION 4.18 Un intervalleélémentaireen baseb est un intervalle de la forme
s∏
j=1

[
aj

bdj
,
aj + 1
bdj

)
, où aj, dj ∈ N etaj < b

dj pour toutj ∈ {1, . . . , s}.

DÉFINITION 4.19 Soit une paire d’entiers0 ≤ t ≤ m. Un (t,m, s)-réseauen baseb est une
séquencex de bm points deIs telle queA(P, x) = bt pour tout intervalle ´elémentaireP en baseb de
volumeλ(P ) = bt−m.

DÉFINITION 4.20 Soit un entiert ≥ 0. Une (t, s)-suite en baseb est une suite de points
{x0, x1, . . . } telle que pour toute paire d’entiersk ≥ 0 etm ≥ t, la séquence

{
xkb

m
, . . . , x(k+1)bm−1

}
est un(t,m, s)-réseau en baseb.

D’un point de vue pratique, la notion de r´eseau est importante, car elle fournit des garanties
d’équirépartition pour un nombre fini de points. Clairement, pourm, s et b fixés, plus la valeur det est
petite, meilleures sont les propri´etés d’un(t,m, s)-réseau en baseb. Ce fait est confirm´e par le théorème
suivant. Ce dernier montre ´egalement que toute(t, s)-suite en baseb està discrépance faible :

THÉORÈME 4.21(Niederreiter [Nie87])Pour une(t, s)-suitex en baseb, on a

D∗
n(x) ≤ Cb,s,t n−1(log n)s +O

(
n−1(log n)s−1

)
où la constante du terme dominant est

Cb,s,t =



bt

s

(
b− 1
2 log b

)s
si s = 2, ou sib = 2 et s ∈ {3, 4},

bt

s!
b− 1
2�b/2�

(�b/2�
log b

)s
dans les autres cas.

38 Eric Thiémard



CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES̀A DISCRÉPANCE FAIBLE
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FIG. 4.7. On areprésenté dans chacun de ces carr´es les mˆemes16 points d’un(0, 4, 2)-
réseau en base2. On remarque que tout intervalle ´elémentaire de volume2−4 contient
un et un seul point de la s´equence.

En utilisant cette nouvelle terminologie, les suites de van der Corput en baseb (définition 4.1) sont
des(0, 1)-suites en baseb, les suites de Sobol (d´efinition 4.12) sont des(t, s)-suites en base2 (pour
la même valeur det que dans le th´eorème 4.14) et les suites de Faure en baseb (définition 4.15) sont
des(0, s)-suites en baseb. Par contre, les suites de Halton ne sont pas des(t, s)-suites (par le simple
fait qu’elles ne sont pas construites `a partir d’une base unique), mais elles poss`edent des propri´etés
passablement similaires.

On remarque que dans certains cas, les majorations du th´eorème 4.21 sont meilleures que celles
des théorèmes 4.14 et 4.17. Par ailleurs, Niederreiter [Nie87] ne s’est pas content´e d’améliorer ces
constantes ; il a ´egalement ´etabli des bornes sup´erieures explicites sur la discr´epance de tout(t,m, s)-
réseau en baseb et de tout segment initial d’une(t, s)-suite en baseb (ces majorations sont pr´esentées et
discutées au chapitre 6).

Hormis celles de van der Corput, Sobol et Faure, d’autres(t, s)-suites ont ´eté développées. Les plus
connues sont sans doute celles de Niederreiter [Nie87][Nie88] et de Niederreiter et Xing [XN95][NX96]
[NX98]. En guise de r´esumé, rapportons quelques caract´eristiques de ces diff´erentes constructions :

	 Les suites de Sobol [Sob67] sont des(t, s)-suites en base2, où t = O(s log s). Il en découle que
lims→∞Cb,s,t tend vers l’infini.

	 Les suites de Faure [Fau82] sont des(0, s)-suites définies pour toute baseb ≥ s, où b est un
nombre premier. Sib est syst´ematiquement choisi comme le plus petit nombre premier sup´erieur
ou égalà s, on obtientlims→∞Cb,s,t = 0.

	 Les suites de Niederreiter [Nie87] sont des(0, s)-suites définies pour toute baseb ≥ s, où b est
une puissance d’un nombre premier. Au niveau de la constanteCb,s,t, elles apportent une l´egère
amélioration sur les suites de Faure dans certaines dimensions seulement.

	 Les suites de Niederreiter [Nie88] sont des g´enéralisations de toutes les pr´ecédentes. Il s’agit de la
première construction `a être définie pour toute baseb ≥ 2. Cependant, pour une baseb fixée, on a
encoret = O(s log s). Ces suites ont ´eté implémentées par Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92].
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4.7 DISCUSSION

	 Les suites de Niederreiter et Xing [XN95][NX96][NX98] sont des(t, s)-suites définies pour toute
baseb ≥ 2, où b est une puissance d’un nombre premier. Ce sont les premi`eres constructions pour
lesquellest = O(s) (ce taux est le meilleur possible). Il en d´ecoule quelims→∞Cb,s,t = 0 pour
tout choix de la base. Malheureusement, bien que leur existence soit assur´ee, l’implémentation
de ces suites pose des probl`emes de g´eométrie algébrique calculatoire encore irr´esolus. Les plus
petites valeurs connues du param`etret pour lesquelles il existe une(t, s)-suite de Niederreiter et
Xing en base2, 3 ou 5 sont donn´ees dans le tableau suivant pours ≤ 20 :

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
b = 2 0 0 1 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 13 15 15 18 19 19 21
b = 3 0 0 0 1 1 1 2 3 3 4 4 5 6 7 7 9 9 9 11 12
b = 5 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 3 3 4 4 5 5 6

On constate qu’en base2, ces param`etres sont bien meilleurs que les valeurs correspondantes
des suites de Sobol. Des tables contenant les meilleurs param`etres connus pour les(t, s)-suites et les
(t,m, s)-réseaux en baseb ont été construites par Mullen, Mahalanabis et Niederreiter [MMN95], puis
réactualis´ees par Clayman, Lawrence, Mullen, Niederreiter et Sloane [CLM+99].

4.7 Discussion

Ainsi, de nombreuses suites `a discrépance faible ont ´eté propos´ees ces derni`eres décennies. Aussi,
est-il parfaitement l´egitime de soulever la question suivante : quelle s´equence faut-il utiliser dans une
approximation de quasi-Monte-Carlo ? Au sens du th´eorème 3.1 et de la remarque 3.5, la r´eponse est :
pour réduire l’erreur (18) dans le pire des cas, la meilleure s´equencex den points est celle qui minimise la
discrépanceD∗

n(x). Malheureusement, on ne sait calculer la discr´epance que pour de petites valeurs des

et den (voir chapitre 5) et l’étude des ´echantillons finis `a discrépance minimale n’en est qu’`a ses pr´emices
(voir théorème 1.23 et section 8.5.4). Cette approche semblant impraticable, certains auteurs ont choisi
la discrépance carr´ee moyenne ou des exp´eriences sur des fonctions-tests comme crit`ere de s´election,
alors que d’autres ont pr´eféré glaner des ´eléments de r´eponse dans les aspects th´eoriques des suites `a
discrépance faible (faisant parfois all´egrement l’amalgame entre les caract´eristiques asymptotiques de
ces suites et les propri´etés de leurs segments initiaux).

4.7.1 La discŕepance carŕee moyenne.Tezuka [Tez95], Warnock [War95] et James, Hoogland et
Kleiss [JHK97] ont calcul´e (respectivement pour des tailles d’´echantillon de10 000, 50 000 et 100 000
points) la discr´epance carr´ee moyenneT∗n(x) de différentes s´equences dont certaines sont extraites des
suites de Halton, Sobol, Faure et Niederreiter (en base2). Les résultats de ces exp´eriences peuvent ˆetre
résumés de la mani`ere suivante :

	 En dimensions ≤ 10, les séquences test´ees présentent toutes des valeurs similaires deT∗n(x).
Ces mesures s’av`erent largement meilleures que l’esp´erance (7) de la discr´epance carr´ee moyenne
d’un échantillon de variables al´eatoires i.i.d.U(Is) de même taille.

	 Dans la zone transitoire10 < s ≤ 15, les suites de Halton et de Faure pr´esentent d´ejà des valeurs
deT ∗

n(x) légèrement moins bonnes que les deux autres types de s´equences.

	 En dimensions > 15, aucune s´equence ne pr´esente une discr´epance carr´ee moyenne clairement
meilleure que l’esp´erance (7) et mˆeme, pour les ´echantillons des suites de Halton (et dans une
moindre mesure de Faure), les mesures s’av`erent parfois sup´erieures `a cette valeur.

Ces exp´eriences confortent deux id´ees assez r´epandues :

	 Dans une base ´elevée, une suite `a discrépance faible peut pr´esenter certaines pathologies. Pour les
suites de Halton, la question a ´eté discutée en page 32 et nous renvoyons le lecteur `a Morokoff et
Caflisch [MC94] età Kocis et Whiten [KW97] pour le cas, moins flagrant, des suites de Faure ;
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	 la taille minimale pour qu’un ´echantillon d’une suite `a discrépance faible pr´esente des propri´etés
d’équirépartition réellement meilleures qu’une s´equence al´eatoire croˆıt exponentiellement avec
la dimension (notons que cette opinion, quoique sans doute fond´ee pour les suites `a discrépance
faible, ne va pas dans la mˆeme direction que le th´eorème 1.23).

Morokoff et Caflisch [MC94] et surtout Matouˇsek [Mat98] critiquent la discr´epance carr´ee moyenne
en tant que mesure de la non-uniformit´e d’une séquencex den points. Ils lui reprochent de totalement
biaiser la mesure en donnant un poids exag´erément important aux points situ´es près de l’origine. Bien
sûr, le phénomène est asymptotiquement n´egligeable, mais pour des tailles d’´echantillon rencontr´ees en
pratique, il s’avèreêtre dominant, tout particuli`erement en dimension ´elevée.

Ayant pris soin de retirer certains points proches de l’origine avant de calculer la discr´epance carr´ee
moyenne de diff´erentes s´equences en dimensions = 4, 6, 10, 15 et 20 pour n = 210, 212, 214 et 216

points, Matouˇsek aboutit `a des conclusions sensiblement diff´erentes de celles des auteurs susmentionn´es.
Il apparaˆıt notamment que pour une s´equence extraite d’une suite de Faure ou de Halton, la discr´epance
carrée moyenne n’est certainement pas plus ´elevée que l’esp´erance de celle d’une s´equence al´eatoire.

Matoušek [Mat98] va mˆeme plus loin, exhibant le cas d’une s´equence manifestement non uniforme
(n copies du point(1, . . . , 1) où n peut même croˆıtre exponentiellement avec la dimension) dont la
discrépance carr´ee moyenne est proche de la meilleure possible. Ces ´eléments ne peuvent que jeter le
discrédit sur la discr´epance carr´ee moyenne et sur le rˆole d’arbitre que certains voudraient lui conf´erer
dans la comparaison des suites `a discrépance faible.

4.7.2 Les fonctions-tests.De nombreux auteurs (voir par exemple Fox [Fox86], Bratley et Fox
[BF88], Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92], Morokoff et Caflisch [MC95], Radovi´c, Sobol et Tichy
[RST96], Kocis et Whiten [KW97]) ont compar´e les performances empiriques de diff´erentes s´equences
sur la base d’approximations de quasi-Monte-Carlo (17) effectu´ees sur des fonctions-tests int´egrables
analytiquement. En fin de compte, ces exp´eriences s’av`erent globalement peu concluantes. En effet, il
semble qu’en moyenne les s´equences issues des suites de Halton, Sobol, Faure et Niederreiter m`enent
à des résultats relativement similaires. Bien sˆur, dans certains cas particuliers, des diff´erences notables
ont été constat´ees, mais il semble hasardeux d’en tirer une quelconque conclusion d´efinitive. En effet,
les résultats sont tels qu’il paraˆıt plus raisonnable d’attribuer les fluctuations observ´ees aux particularit´es
des fonctions choisies plutˆot qu’aux qualités intrinsèques des s´equences test´ees.

4.7.3 La discŕepance asymptotique, la base et le param̀etre de qualité. Considérant l’historique
de l’apparition des suites `a discrépance faible, on s’aperc¸oit que chaque nouvelle construction a permis
de réduire la constanteCb,s,t (du théorème 4.21) pour une dimension donn´ee ou de diminuer la valeur du
paramètret pourb et s fixés (les deux aspects ´etant bien ´evidemment intimement li´es).

La table 4.2 illustre les progr`es enregistr´es au niveau de la r´eduction de cette constante. On y constate
également sa divergence (lorsques→∞) pour les suites de Halton et de Sobol, ainsi que sa convergence
vers0 dans le cas des suites de Faure, Niederreiter, et Niederreiter et Xing. Cette propri´eté pourrait laisser
supposer que ces trois suites sont intrins`equement meilleures que celles de Halton et de Sobol, du moins
en dimension ´elevée. Cependant, il convient de souligner le fait que les constantes en question ne sont
que des majorations et qu’elles ne concernent que le r´egime asymptotique (pourn → ∞). Elles ne
constituent donc pas un crit`ere de comparaison fiable de la qualit´e réelle de ces suites (et encore moins
d’une sous-s´equence finie utilis´ee dans une simulation de quasi-Monte-Carlo).

Comme nous l’avons d´ejà mentionn´e au chapitre 3, la pr´esence du facteurn−1 dans la majoration
D∗
n(x) ≤ C n−1(log n)s + O

(
n−1(log n)s−1

)
est particulièrement r´ejouissante. Asymptotiquement, il

s’agit clairement du terme dominant de l’expression, mais pour de petites valeurs den, le facteur(log n)s

est loin d’être négligeable, tout particuli`erement en dimension ´elevée. En effet, on v´erifie facilement que
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s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Halton 0.65 0.81 1.25 2.62 6.13 17.3 52.9 185.5 771.5 3 370 16 801

Sobol 0.26 0.25 0.541 0.833 1.6 2.6 7.6 19.6 45.0 94.7 182.2

Faure 0.26 0.13 0.099 0.025 0.019 0.0041 0.0089 2.1 · 10−3 4.2 · 10−4 8.1 · 10−5 5.6 · 10−5

Niederreiter 0.26 0.13 0.086 0.025 0.019 0.0041 0.0030 6.1 · 10−4 4.2 · 10−4 8.1 · 10−5 5.6 · 10−5

Nr-Xg2,3,5 0.26 0.13 0.086 0.016 0.002 0.0009 0.0003 3.2 · 10−5 8.7 · 10−6 7.2 · 10−7 1.6 · 10−7

TAB. 4.2. Valeur de la constanteC dans la majorationD∗
n(x) ≤ C n−1(log n)s +

O
(
n−1(log n)s−1

)
pour différentes suites (uniquement en base2, 3 ou 5 pour celles de

Niederreiter et Xing). Dans chaque cas, le jeu de param`etres donnant lieu `a la plus petite
constante possible a ´eté choisi.

la fonctionn−1(log n)s est croissante pour toutn < es. D’autre part, comme le font remarquer Morokoff
et Caflisch [MC94], la tendance g´enérale de la discr´epance d’une suite ´equirépartieétant de d´ecroı̂tre
lorsquen augmente, cette borne ne peut constituer une mesure repr´esentative que lorsque ce maximum
a été atteint (voirégalement la section 6.1).

Comme cela a d´ejà été mentionn´e en page 38, les meilleures propri´etés d’équirépartition s’obtiennent
pour des(t, s)-suites en baseb présentant une valeur detminimale (ce nombre est d’ailleurs couramment
qualifié deparam̀etre de qualit́e de la suite). On observe que, de ce point de vue, les suites de Faure
constituent une famille optimale. H´elas, si l’on tientégalement compte de la valeur de la baseb, les
choses ne sont pas si simples. En effet, le th´eorème suivant montre qu’une(0, s)-suite en baseb ne peut
exister que sib ≥ s :

THÉORÈME 4.22(Niederreiter [Nie87])Il n’existe aucune(0, s)-suite en baseb avecb < s.

Considérons plus en d´etail la structure d’un(t,m, s)-réseau en baseb. On remarque que sim = t, la
définition 4.19 confirme, si besoin est, que lesbm points sont bien dans le cube unit´e Is. Pourm = t+1,
l’information n’est guère plus utile, sachant que les suites `a discrépance faible classiques sont telles que
lesje composantes des points dont elles sont constitu´ees sont distinctes par construction (voir remarque
4.16 pour le cas particulier des suites de Faure). En fin de compte, comme l’ont relev´e Caflisch, Morokoff
et Owen [CMO97], le fait d’ˆetre un(t,m, s)-réseau ne prend tout son sens que lorsqu’il implique une
contrainte sur des intervalles ´elémentaires de pleine dimension (i.e.avecdj ≥ 1 pour toutj ∈ {1, . . . , s}
dans la d´efinition 4.18), ce qui n’est possible que pourm ≥ t + s. D’ailleurs, ces auteurs conjecturent
quenb,s,t = bt+s pourraˆıt en fait être le seuil du r´egime asymptotique, c’est-`a-dire le nombre minimal
de pointsà partir duquel la discr´epance pr´esenterait une d´ecroissance quasi lin´eaire avec la taille de
l’ échantillon. Notons que cette hypoth`ese est corrobor´ee par certains graphiques de Morokoff et Caflisch
[MC94] sur la discrépance carr´ee moyenne des suites de Sobol.

Ainsi, suivant cet argument, le seuil critique se situe `a bs points pour les(0, s)-suites en baseb.
Considérant le théorème 4.22, on obtientnb,s,t = bs ≥ ss, ce qui peut ˆetre consid´eré comme le talon
d’Achille des(0, s)-suites en dimension ´elevée. Par exemple, pours = 10, on anb,s,t = 1110 ≈ 25 · 109

points pour les(0, 10)-suites de Faure et de Niederreiter en base11. On comprend donc mieux l’int´erêt
porté aux constructions dont le param`etret est non nul, mais o`u la baseb est un petit entier ind´ependant
de la dimension. Par exemple, pour une(23, 10)-suite de Sobol, on obtientnb,s,t = 233 ≈ 8 · 109

points. Finalement, pour une(8, 10)-suite de Niederreiter et Xing en base2, le seuil se situe `a seulement
218 = 262 144 points. De telles consid´erations justifient l’élan d’enthousiasme soulev´e par l’apparition
de ces nouvelles suites, ainsi que les espoirs plac´es dans le d´eveloppement d’une mise en œuvre.

Un autre point plaidant en faveur des suites en base2 tient à l’utilisation de la méthode de
génération rapide d’Antonov et Saleev [AS79]. Cette affirmation ´etait pleinement justifi´ee avant que
la généralisation en base quelconque pr´esentée ci-dessous ne vienne relativiser l’argument.
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4.8 Génération efficaceà l’aide d’un code de Gray

Pour la génération d’un(t,m, s)-réseau de Sobol, de Faure ou de Niederreiter, la complexit´e d’une
mise en œuvre directe est deO(m2s) opérationsélémentaires par point. N´eanmoins, pour les suites en
base2, Antonov et Saleev [AS79] ont propos´e une méthode, reposant sur l’utilisation d’un code de Gray,
qui permet de r´eduire l’effort d’un facteurm. Cette approche rapide a ´eté implémentée par Bratley et
Fox [BF88] pour les suites de Sobol et adapt´ee par Bratley, Fox et Niederreiter [BFN92] pour les suites
de Niederreiter en base2. En revanche, pour les suites de Faure et de Niederreiter en base quelconque,
seules les impl´ementations enO(m2s), respectivement d´eveloppées par Fox [Fox86] et Bratley, Fox et
Niederreiter [BFN92], sont actuellement utilis´ees.

Une généralisation de la m´ethode d’Antonov et Saleev, permettant d’obtenir une complexit´e en
O(ms) quelle que soit la base a ´eté propos´ee par Tezuka [Tez95]. Cependant, ind´ependamment, nous
avons réinventé cette technique. Notre pr´esentation [Thi98] s’av`ere plus d´etaillée et comprend la preuve
(donnée ci-dessous) que son utilisation pr´eserve les propri´etés d’équirépartition des suites en question.

4.8.1 La méthode d’Antonov et Saleev.Cette technique a pour origine une patente d´eposée par
Gray [Gra53] pour un appareillage ´electromécanique de communication destin´e à renforcer la fiabilit´e de
la transmission d’une suite de bits par une certain dispositif de codage (voir Press, Flannery et Teukolsky
[PFT88] pour plus de d´etails). D’un point de vue math´ematique, un code de Gray est une bijection
définie sur certains ensembles d’entiers, telle que les images respectives de deux nombres cons´ecutifs ne
diff èrent que sur un seul bit.

DÉFINITION 4.23 Un code de Grayest une fonctionG : N → N telle que

1o Pour toutm ∈ N∗, la restriction deG aux entiersi tels que0 ≤ i < 2m est une bijection.

2o Pour touti ∈ N, les représentations binaires deG(i) et deG(i + 1) ne diffèrent que sur un seul
bit.

Par exemple, la fonctionG qui associe `a touti ∈ N le nombre

G(i) = i⊕ �i/2�,(20)

où⊕ désigne l’opérateur binaire« ou exclusif», est un code de Gray. Pouri ∈ {0, . . . , 15}, on obtient

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
i en base2 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111


i/2� en base2 0 0 01 01 010 010 011 011 0100 0100 0101 0101 0110 0110 0111 0111
G(i) en base2 0 1 11 10 110 111 101 100 1100 1101 1111 1110 1010 1011 1001 1000

G(i) 0 1 3 2 6 7 5 4 12 13 15 14 10 11 9 8

De plus, si l’on noteqi l’index du bit nul le plusà droite dans la repr´esentation binaire dei (en
ajoutant un0 à gauche sii est de la forme2m − 1), alorsG(i) etG(i + 1) ne diffèrent qu’au niveau de
ce qie bit. Plus formellement,qi est le plus petit indexk ∈ {1, . . . ,m + 1} tel queck(i) = 0 dans la
représentation binaire dei

i =
m+1∑
k=1

ck(i) 2k−1, oùm =
{

1 pouri = 0 ;
1 + �log2 i� sinon.

Ainsi, pour le code de Gray (20), les coefficients de la repr´esentation binaire deG(i+ 1) sont

ck(G(i+ 1)) =
{
ck(G(i)) + 1 mod 2 si k = qi
ck(G(i)) sinon

pour toutk ∈ {1, . . . ,m+ 1}.
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Antonov et Saleev [AS79] ont remarqu´e que ce fait pouvait ˆetre exploité pour acc´elérer la génération
d’un (t,m, s)-réseau de Sobol. Rappelons que les composantes des points en question sont de la forme

xi =
1
2m

(
m⊕
k=1
ck(i) lk

)
.

Un code de Gray ´etant une bijection sur les entiersi tels que0 ≤ i < 2m, il est clair que la s´equence
S̄ = {x̄0, . . . , x̄2m−1} donnée par

x̄i = xG(i)

est une permutation du mˆeme(t,m, s)-réseau de Sobol. Appliqu´eeà une(t, s)-suite, cette transformation
préserve ses propri´etés d’équirépartition. Pour n’importe quel segment initial de2m points, seul l’ordre
de génération des points change. L’int´erêt de cette approche tient au fait que

x̄i+1 =
1
2m

(
m⊕
k=1
ck(G(i + 1)) lk

)
=

1
2m

(
lqi

m⊕
k=1

ck(G(i)) lk

)
=

1
2m

(
lqi ⊕ (2m x̄i)

)
.

Il est ainsi possible de g´enérer chaque nouveau point `a partir du précédent en n’appliquant qu’une
seule fois (au lieu dem) l’opérateur⊕. Par cons´equent, lorsque le« ou exclusif» est défini pour les
entiers (de taille raisonnable) sur la machine utilis´ee (ce qui est g´enéralement le cas), la complexit´e
initialeO(ms) s’en trouve réduiteàO(s) pour chaque point de la s´equence. En revanche, dans le cas o`u
le calcul doitêtre effectu´e bit après bit, on passe deO(m2s) àO(ms) opérationsélémentaires par point.

4.8.2 Un code de Gray en base quelconque.Le cas binaire de la d´efinition 4.23 se laisse
généraliser facilement. En effet, un code de Gray en baseb est une bijection d´efinie sur certains ensembles
d’entiers, telle que les repr´esentations en baseb des images respectives de deux nombres cons´ecutifs ne
diff èrent qu’au niveau d’un seul coefficient.

DÉFINITION 4.24 Un code de Gray en baseb est une fonctionG : N → N telle que

1o Pour toutm ∈ N∗, la restriction deG aux entiersi tels que0 ≤ i < bm est une bijection.

2o Pour touti ∈ N, les représentations en baseb deG(i) et deG(i + 1) ne diffèrent qu’au niveau
d’un seul coefficient ; l’écart en question est d’exactement1 mod b.

On introduit la notation vectoriellec(i) = (c1(i), c2(i), . . . )t (où t désigne la transposition) pour l’unique
représentation d’un entier non n´egatifi

i =
∞∑
k=1

ck(i) bk−1, avecck(i) ∈ Zb pour toutk ∈ N∗.

THÉORÈME 4.25 La fonctionG qui associèa tout entier non ńegatif i le nombreG(i) donńe par
sa repŕesentation en baseb

c(G(i)) = B c(i) mod b,

oùB est la matrice

B =




1 −1 0 0 · · ·
0 1 −1 0 · · ·
0 0 1 −1 · · ·
0 0 0 1 · · ·
...

...
...

...
.. .


 ,

est un code de Gray en baseb. De plus, l’indexqi du coefficient qui diffère entre les représentations en
baseb deG(i) et deG(i + 1) n’est autre que le plus petitk ∈ N∗ tel queck(i) �= b− 1.
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PREUVE. La matriceB étant triangulaire sup´erieure, il est clair que pour toute paire d’entiersm ≥ 1
et i ∈ {0, . . . , bm − 1}, seules les composantes d’index1 àm des vecteursc(i) et c(G(i)) peuvent
comporter des coefficients non nuls. Plus pr´ecisément, on a

c(i) = (c1(i), . . . , cm−1(i), cm(i), 0, 0, . . . )t

et

c(G(i)) = (c1(i) − c2(i) mod b, . . . , cm−1(i)− cm(i) mod b, cm(i), 0, 0, . . . )t.

Soit une paire d’entiers distinctsi, j ∈ {0, . . . , bm − 1}. En notantk le plus grand index tel que
ck(i) �= ck(j), on obtient directementck(G(i)) �= ck(G(j)) et doncG(i) �= G(j). On en conclut que la
restriction deG aux entiersi tels que0 ≤ i < bm est une bijection pour toutm ∈ N∗ (on note au passage
que l’application réciproque deG peutêtre expriméeà l’aide de la matrice triangulaire sup´erieure dont
tous leséléments sur et au-dessus de la diagonale sont ´egauxà1).

Soit qi l’index du premier coefficient diff´erent deb− 1 dans la repr´esentation dei en baseb

i =
∞∑
k=1

ck(i) bk−1, où ck(i) ∈


{b− 1} pourk < qi
{0, . . . , b− 2} pourk = qi
Zb pourk > qi

On en déduit la représentation dei+ 1 en baseb

i+ 1 =
∞∑
k=1

ck(i+ 1) bk−1, avecck(i+ 1) =
{
ck(i) + 1 mod b pourk ≤ qi
ck(i) pourk > qi

ainsi que les coefficients de celle deG(i+ 1) :

ck(G(i + 1)) = (B c(i+ 1))k mod b = ck(i+ 1)− ck+1(i+ 1) mod b

=



ck(i) + 1− (ck+1(i) + 1) mod b = ck(G(i)) pourk < qi
ck(i) + 1− ck+1(i) mod b = ck(G(i)) + 1 mod b pourk = qi
ck(i)− ck+1(i) mod b = ck(G(i)) pourk > qi

b

b

b

b

b

b

b

Connaissant l’indexqi, la miseà jour dec(G(i + 1)) à partir dec(G(i)) est réalisable en temps
constant. Pour d´eterminerqi, il suffit de parcourir les composantes du vecteurc(i) jusqu’à rencontrer un
nombre différent deb− 1. L’algorithme suivant se charge d’effectuer ces diff´erentes tˆaches :

Algorithme 4.1 Mise à jour des repr´esentations en baseb lors du passage dei à i+ 1

Donnée : représentation en baseb dei et deG(i) dans les vecteurs(c1, c2, . . . ) et (g1, g2, . . . )

Résultat : représentation en baseb dei+1 et deG(i+1) dans les vecteurs(c1, c2, . . . ) et (g1, g2, . . . )

1: q ← 1

2: tant que cq = b− 1 faire

3: cq ← 0

4: q ← q + 1

5: cq ← cq + 1

6: gq ← gq + 1 mod b

Eric Thiémard 45
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On observe que le nombre de composantes parcourues par l’algorithme avant de trouverqi dépend
de la valeur dei. Afin d’évaluer l’effortà fournir, il paraˆıt plus intéressant de consid´erer le temps moyen
nécessaire au calcul deqi pour touti compris entre0 et bm − 1. Il est clair que sur lesbm itérations, le
coefficient d’indexk est examin´e à bm−k+1 reprises. En tout, le test de la ligne2 est donc ex´ecuté

m∑
k=1

bm−k+1 =
m∑
k=1

bk =
bm+1 − 1
b− 1

− 1 = bm
(
1 +

1
b− 1

)
− b

b− 1

fois. Ainsi, la complexité moyenne de l’algorithme 4.1 pour la mise `a jour des repr´esentations dei et
deG(i) en baseb pour toutes les valeurs successives dei comprises entre0 et bm − 1 est enO(b−1).
Comme on pouvait s’y attendre, l’op´eration est en moyenne moins coˆuteuse lorsque la base est ´elevée.

4.8.3 Ǵenération rapide en base quelconque.La généralisation directe de la m´ethode d’Antonov
et Saleev consistant `a remplacer le code de Gray (20) par celui du th´eorème 4.25 permet d’acc´elérer la
génération des points tout en pr´eservant ses propri´etés d’équirépartition.

THÉORÈME 4.26 Si x = {x0, x1, . . . } est une(t, s)-suite en baseb etG est le code de Gray du
théor̀eme 4.25, alors la suitēx = {x̄0, x̄1, . . . } donńee parx̄i = xG(i) est une(t, s)-suite en baseb.

PREUVE. Il suffit de montrer que pour toute paire d’entiersk ≥ 0 etm ≥ t, la séquence{
x̄kb

m
, . . . , x̄(k+1)bm−1

}
est un(t,m, s)-réseau en baseb. L’ensemble de vecteurs

{(d1, d2, . . . )t : dr ∈ Zb, ∀r ≤ m etdr = cr−m(k), ∀r > m}

contient la repr´esentation en baseb de tous les entiersi tels quekbm ≤ i < (k + 1)bm. À nouveau,
considérant la structure de la matriceB, il est clair qu’en multipliant chaque ´elément de cet ensemble
parB et en prenant le r´esultat modulob, on obtient les vecteurs

{(d1, d2, . . . )t : dr ∈ Zb, ∀r ≤ m etdr = cr−m(G(k)), ∀r > m},

c’est-à-dire la repr´esentation en baseb de tous les entiersi tels queG(k)bm ≤ i < (G(k) + 1)bm. b

b

b

b

b

b

b

De plus, pour toutm ∈ N∗, il découle directement de la d´efinition 4.24 que la s´equence constitu´ee
desbm premiers points de la suitēx est une simple permutation de l’ensemble{x0, . . . , xbm−1}.

REMARQUE 4.27 Le théorème 4.26 n’est pas correct pour tout code de Gray en baseb. Par exemple,
pour une(0, 2)-suite de Faure en base2 et n’importe quel code de Gray tel queG(0) = 0 etG(1) = 2,
les deux premiers points de la suite obtenue ne forment pas un(0, 1, 2)-réseau en base2.

Au niveau de la taille des s´equences, le passage d’un(t,m, s) à un(t,m+1, s)-réseau en baseb peut
représenter un saut important, particuli`erement lorsqueb est grand. Il est alors int´eressant de consid´erer
des subdivisions plus fines (d’une(t, s)-suite) poss´edant de bonnes propri´etés d’équirépartition. C’est
dans cet esprit qu’Owen [Owe97a] a introduit la notion de(ω, t,m, s)-réseau en baseb.À nouveau, on
montre que l’utilisation du code de Gray du th´eorème 4.25 ne perturbe pas la qualit´e de ces s´equences.

DÉFINITION 4.28 Soit des entiers0 ≤ t ≤ m et 1 ≤ ω < b. Un (ω, t,m, s)-réseau en baseb est
une séquencex deωbm points dansIs telle queA(P, x) = ωbt pour tout intervalle ´elémentaireP en
baseb de volumebt−m etA(P, x) ≤ bt pour tout intervalle ´elémentaireP en baseb de volumebt−m−1.

46 Eric Thiémard



CHAPITRE 4 QUELQUES SUITES̀A DISCRÉPANCE FAIBLE

REMARQUE 4.29 Par définition, six = {x0, x1, . . . } est une(t, s)-suite en baseb etm ≥ t, a ≥ 0
et 1 ≤ ω < b sont des entiers, alors la s´equence{xi : abm+1 ≤ i < abm+1 + ωbm} est un(ω, t,m, s)-
réseau en baseb.

THÉORÈME 4.30 Six = {x0, x1, . . . } est une(t, s)-suite en baseb etm ≥ t, a ≥ 0 et 1 ≤ ω < b
sont des entiers, alors la séquencēx = {xG(i) : abm+1 ≤ i < abm+1 + ωbm}, oùG est le code de Gray
du th́eor̀eme 4.25, est un(ω, t,m, s)-réseau en baseb.

PREUVE. On a

x̄ =
ω−1⋃
k=0

{
xG(i) : abm+1 + kbm ≤ i < abm+1 + (k + 1)bm

}

=
ω−1⋃
k=0

{
xG(i) : (ab+ k) bm ≤ i < (ab+ k + 1) bm

}
.

Par l’argument de la preuve du th´eorème 4.26, on voit quēx est l’union de(t,m, s)-réseaux en baseb

x̄ =
ω−1⋃
k=0

{
xi : G(ab+ k) bm ≤ i < (G(ab+ k) + 1) bm

}
,

ce qui montre queA(P, x̄) = ωbt pour tout intervalle ´elémentaireP en baseb de volumebt−m. D’autre
part, on obtientA(P, x̄) ≤ bt pour tout intervalle ´elémentaireP en baseb de volumebt−m−1, car tous
les points dēx font partie du mˆeme(t,m+ 1, s)-réseau en baseb{

xi : G(a) bm+1 ≤ i < (G(a) + 1) bm+1
}
.

b

b

b

b

b

b

b

4.8.4 Le cas particulier des suites de Faure.Rappelons qu’un(0,m, s)-réseau de Faure en baseb
{x0, . . . , xb

m−1} ⊂ Is se laisse construire de la mani`ere suivante (voir d´efinition 4.15) :

xi = (xi1, . . . , x
i
s),

xij =
m∑
p=1

xijp b
−p,

xijp =
m∑
q=p

a
dj
pq cq(i) mod b,

où (c1(i), . . . , cm(i)) désigne la repr´esentation dei ∈ {0, . . . , bm − 1} en baseb

i =
m∑
k=1

ck(i) bk−1, avecck(i) ∈ Zb pour toutk = 1, . . . ,m.

On remarque qu’une mise en œuvre bas´ee sur l’utilisation directe de ces expressions implique un
effort enO(m2s) par point. En revanche, en consid´erant le code de GrayG du théorème 4.25, il est
possible de g´enérer une permutation du mˆeme réseau nettement plus rapidement. En effet, en posant

x̄i = xG(i) =
(
x
G(i)
1 , . . . , xG(i)

s

)
pour touti ∈ {0, . . . , bm − 1}, on a toujours

x
G(i)
j =

m∑
p=1

x
G(i)
jp b−p.
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De plus, comme les repr´esentations en baseb deG(i) etG(i+1) ne diffèrent (de1 mod b) qu’au niveau
du coefficient d’indexqi, on obtient

x
G(i+1)
jp =

m∑
q=p

a
dj
pq cq(G(i + 1)) mod b = xG(i)

jp + adj
pqi mod b.

On ramène ainsi la complexit´e àO(ms) par point. De plus, on observe quex̄0 = x0 = (0, . . . , 0).

Une implémentation de cette m´ethode, baptis´ee GrayFaure, est disponible en langage C (voir
Thiémard [Thi98] pour une description d´etaillée). Ses performances ont ´eté confrontéesà celles de la
mise en œuvre correspondante de Fox [Fox86] en Fortran77 (FoxFaureF). Nous l’avons toutefois
traduite en C (FoxFaureC), de manièreà pouvoir comparer les m´ethodes dans un mˆeme langage. La
table 4.3 illustre les performances de ces g´enérateurs sur une station de travail SGI R10000 pour des
séquences de diff´erentes tailles extraites d’une suite de Faure en dimension10.

n FoxFaureF FoxFaureC GrayFaure FoxFaureF
GrayFaure

FoxFaureC
GrayFaure

100 000 3.554 s 3.065 s 0.204 s 17.4 15.0
500 000 21.12 s 18.24 s 1.040 s 20.3 17.5

1 000 000 43.60 s 37.70 s 2.082 s 20.9 18.1
5 000 000 256.1 s 222.8 s 10.39 s 24.6 21.4
10 000 000 531.2 s 462.9 s 20.77 s 25.6 22.3
50 000 000 3 064 s 2 694 s 103.9 s 29.5 25.9
100 000 000 6 358 s 5 605 s 207.9 s 30.6 27.0

TAB. 4.3. Comparaison du temps (en secondes) n´ecessaire `a la génération de s´equences
de différentes tailles pour l’impl´ementation originale de Fox, sa traduction en langage C
et notre approche par un code de Gray.

Ces résultats mettent en lumi`ere les b´enéfices que l’on peut tirer de l’utilisation d’un code de
Gray. Ils confirment ´egalement que la sup´eriorité de notre approche s’accentue lorsque la taille de la
séquence augmente (ce fait est clair au vu des complexit´es respectives des deux m´ethodes). De plus,
notre implémentation effectue tous les calculs interm´ediaires en arithm´etique entière (ce qui lui conf`ere
une plus grande pr´ecision) et fonctionne pour n’importe quelle valeur des (alors que la mise en œuvre
de Fox ne d´epasse pas la dimension40).
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Calcul et majoration de la discrépance





CHAPITRE 5

Approches calculatoires classiques

Bien que la question du calcul de la discr´epance soit centrale en simulation de quasi-Monte-Carlo
(voir chapitre 3), la littérature sur le sujet s’av`ere particulièrement mince. La d´efinition usuelle de la
discrépance (3) peut laisser penser que le probl`eme est continu, mais Niederreiter [Nie72] a montr´e
qu’il est en fait discr´etisable. Son approche de calcul, ainsi que les r´esultats de quelques exp´eriences
numériques associ´ees, sont pr´esentés dans la premi`ere partie de ce chapitre.

Il n’existe à ce jour (si l’on exclut la nouvelle approche pr´esentée au chapitre 8) qu’une seule autre
méthode permettant de calculer la discr´epance. Il s’agit d’un algorithme propos´e par Dobkin et Eppstein
[DE93]. Cette technique est sommairement pr´esentée dans la seconde partie de ce chapitre. Elle repose
essentiellement sur une structure de donn´ees complexe permettant de d´eterminer les intervalles de plus
petit et de plus grand volume contenant exactementk parmi lesn points de la s´equence. Ces deux
approches m`enentà des algorithmes dont la complexit´e est exponentielle en la taille du probl`eme.

5.1 La discrétisation de Niederreiter

Soit une s´equencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs. Pour toutj ∈ {1, . . . , s}, on note

0 = δ0j < δ
1
j < · · · < δnj

j = 1

les coordonn´ees distinctes apparaissant dans l’ensemble

{x1
j , . . . , x

n
j } ∪ {0, 1}.

On pose ensuite

Q = {(q1, . . . , qs) : 0 ≤ qj < nj , ∀j ∈ {1, . . . , s}} ,

ainsi que

P−(q) =
s∏
j=1

[
0, δqjj

)
et P+(q) =

s∏
j=1

[
0, δ1+qjj

)
pour toutq ∈ Q.

Niederreiter [Nie72] a montr´e que

D∗
n(x) = max

q∈Q
max

{∣∣∣∣A (P+(q), x)
n

− λ (P+(q)
)∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣A (P+(q), x)
n

− λ (P−(q)
)∣∣∣∣
}
.(21)

En d’autres termes, le probl`eme du calcul de la discr´epance peut se ramener `a la consid´eration de la
grille de tailleO(ns) engendr´ee par les bords du cube et les coordonn´ees desn points de la s´equence.
En tenant compte du temps n´ecessaire au d´ecompte des points situ´es dans chaque intervalleP+(q), on
obtientO(ns+1) comme complexit´e d’une mise en œuvre na¨ıve de cette discr´etisation. A priori, cette
approche est donc impraticable dans le cas d’une s´equence en dimension ´elevée.

Malgré tout, afin d’avoir une id´ee concr`ete de la difficulté du problème abord´e, nous avons d´ecidé
de tester cette m´ethode sur quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb. Seules les dimensions pour
lesquelles il a ´eté possible de calculer la discr´epance d’un tel(0, 2, s)-réseau (i.e. b2 points) en moins
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d’une semaine sur une station de travail SGI R10000 ont ´eté considérées. Sous ces conditions, il n’a
pasété possible de d´epassers = 6. Les résultats obtenus sont donn´es dans les tables 5.1 `a 5.4.̀A notre
connaissance, le calcul de la discr´epance de ces s´equences (ou d’autres r´eseaux similaires) n’a jamais
été présenté jusque-là. On remarque au passage que les valeurs de la table 5.1 sont tr`es proches de celles
obtenues par les formules de De Clerck pour les s´equences de Hammersley (voir table 4.1).

m 1 2 3 4 5 6
n = 2m 2 4 8 16 32 64
D∗
n(x) 0.75 0.4375 0.3125 0.171875 0.089844 0.053711

7 8 9 10 11 12 13
128 256 512 1 024 2 048 4 096 8 192

0.025146 0.014587 0.008408 0.004299 0.002448 0.001329 0.000691

TAB. 5.1. Discrépance de quelques(0,m, 2)-réseaux de Faure en base2.

m 1 2 3 4 5 6
n = 3m 3 9 27 81 243 729
D∗
n(x) 0.703704 0.297668 0.196159 0.071280 0.029364 0.013329

TAB. 5.2. Discrépance de quelques(0,m, 3)-réseaux de Faure en base3.

m 1 2 3
n = 5m 5 25 125
D∗
n(x) 0.6704 0.170455 0.089387

TAB. 5.3. Discrépance de quelques(0,m, 4)-réseaux de Faure en base5.

s = 5 s = 6
b = 5 b = 7

m 1 2 1 2
n = bm 5 25 7 49
D∗
n(x) 0.722240 0.238297 0.724333 0.210972

TAB. 5.4. Discrépance de quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb.

Les mesures effectu´ees dans le cadre de ces exp´eriences ont indiqu´e que le temps n´ecessaire `a la
détermination de la discr´epance d’une s´equence den points en dimensions sur une station de travail
SGI R10000 `a l’aide de la discr´etisation (21) est d’environ10−11ns+1 jours. En dimension sup´erieure
(pour s ≥ 7 avecm ≥ 2) ou pour des r´eseaux plus importants (pours ≤ 6 et de plus grandes valeurs
dem que celles donn´ees dans les tables), le calcul aurait pris plus d’une semaine. On en conclut que
l’efficacité de cette approche est particuli`erement limitée en dimension ´elevée.
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5.2 L’algorithme de Dobkin et Eppstein

En 1977, Klee [Kle77] s’est int´eress´e au problème suivant : calculer la mesure de l’union∪ni=1Pi de
n intervallesP1, . . . , Pn de la forme

∏s
j=1[αj, βj ]. En dimensions = 1, il a donné un algorithme en

O(n log n) et soulevé la question de son optimalit´e.

Cette question a ´eveillé l’intérêt de nombreux chercheurs (voir Preparata et Shamos [PS85] pour un
compte rendu) et il a ´eté démontré depuis que cette complexit´e est optimale pours = 1 et s = 2. En
dimension sup´erieure, le meilleur algorithme connu a ´eté propos´e par Overmars et Yap [OY91]. Il repose
sur une subdivision particuli`ere deRs enO(ns/2) régions (dépendant des intervallesP1, . . . , Pn), sur
une technique de balayage (par des plans parall`eles aux axes), ainsi que sur une structure de donn´ees
spécifique permettant de maintenir certaines informations. Sa complexit´e est enO(ns/2 log n).

L’algorithme de Dobkin et Eppstein pour le calcul de la discr´epance [DE93][DEM96] utilise ces
éléments de mani`ere intensive. Leur approche est la suivante : au lieu de chercher l’intervalleP ∈ I∗s qui
maximise la discr´epance locale (4), on commence par d´eterminer pour toutk ∈ {0, . . . , n} quels sont
les intervalles de plus petit et de plus grand volume qui contiennent exactementk parmi lesn points de la
séquence, puis on prend le maximum des discr´epances locales obtenues. Cependant, on n’aborde pas ce
nouveau probl`eme frontalement. On commence par le dualiser en remplac¸ant tout pointxi de la séquence
par un nouvel intervalle de la forme

∏s
j=1[x

i
j ,∞) et tout intervalle consid´eré dans la discr´etisation (21)

par le point qui lui est associ´e (son« coin supérieur-droit»). Maintenant, le probl`eme revient `a chercher
le point dual contenu dans exactementk intervalles duaux qui minimise ou maximise le produit de ses
coordonnées. Il se trouve qu’il est possible d’utiliser la subdivision deRs et la structure de donn´ees de
Overmars et Yap pour d´eterminer ces points enO(ns/2). Répétant l’opération pour toutk ∈ {0, . . . , n},
on obtient un algorithme enO(n1+s/2).

Cette complexit´e en fait la meilleure m´ethode connue pour le calcul de la discr´epance. Cependant,
les structures de donn´ees impliquéesétant très sophistiqu´ees, on peut craindre que la constante cach´ee
dans ceO(n1+s/2) soit trèsélevée. Ainsi, en fin de compte, il n’est pas ´evident que cet algorithme (qui
reste exponentiel) se montre r´eellement plus performant que l’approche directe par discr´etisation (21)
sur des probl`emes solubles en un temps acceptable par l’une des deux m´ethodes. Cette conclusion n’est
d’ailleurs pas r´ecusée par Dobkin (communication personnelle, 2000). Il est clair que cette question
mérite d’être test´ee numériquement, mais l’algorithme de Dobkin et Eppstein n’a apparemment jamais
été implémenté en dimension sup´erieureà2.
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CHAPITRE 6

Quelques bornes pour la discŕepance

Au premier abord, la difficult´e du problème du calcul de la discr´epance (voir chapitre 5) semble
contrebalanc´ee par l’existence de bornes sup´erieures explicites pour certaines s´equences que l’on sait
asymptotiquement efficaces dans une application de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo (17). Cependant,
les majorations en question ne s’av`erent non triviales (i.e. inférieures `a 1) que pour des s´equences dont
la taille est sup´erieureà un seuil critique qui croˆıt de manière exponentielle avec la dimension.

En revanche, le calcul de bornes inf´erieures pour la discr´epance est une tˆache relativement ais´ee. Les
diverses techniques existantes sont pr´esentées dans la section 6.2.

6.1 Le cas des(t, s)-suites et des(t, m, s)-r éseaux

Généralisant les travaux de Sobol [Sob67] et de Faure [Fau82], Niederreiter [Nie87] a ´etabli des
bornes sup´erieures pour la discr´epance des(t,m, s)-réseaux et des(t, s)-suites en baseb. La convention

i > j ou i < 0 =⇒
(
j

i

)
= 0

est utilisée pour l’écriture des coefficients binomiaux apparaissant dans les expressions ci-dessous.

THÉORÈME 6.1 (Niederreiter [Nie87])Six est un(t,m, s)-réseau en baseb, on a

D∗
bm(x) ≤ bt−m

s−1∑
i=0

(
s− 1
i

)(
m− t
i

)⌊
b

2

⌋i
, pour b ≥ 3

D∗
bm(x) ≤ bt−m

[
s−1∑
i=0

(
m− t
i

)(
b

2

)i
+
(
b

2
− 1

) s−2∑
i=0

(
m− t+ i+ 1

i

)(
b

2

)i ]
, pour b pair

D∗
bm(x) ≤ bt−m

⌊
b− 1
2

(m− t) + 3
2

⌋
, pour s = 2

D∗
bm(x) ≤ bt−m

⌊(
b− 1
2

)2

(m− t)2 + b− 1
2

(m− t) + 9
4

⌋
, pour s = 3

D∗
bm(x) ≤ bt−m

⌊(
b− 1
2

)3

(m− t)3 + 3
8
(b− 1)2(m− t)2 + 3

8
(b− 1)(m− t) + 15

4

⌋
, pour s = 4

THÉORÈME 6.2 (Niederreiter [Nie87])Pour une(t, s)-suitex en baseb et un entiern ≥ bt, on a

D∗
n(x) ≤ bt

n

[
b− 1
2

s∑
i=1

(
s− 1
i− 1

)(
k + 1− t

i

)⌊
b

2

⌋i−1

+
1
2

s−1∑
i=0

(
s− 1
i

)((
k + 1− t

i

)
+
(
k − t
i

))⌊
b

2

⌋i]
, pour b ≥ 3
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D∗
n(x) ≤ bt

n

[
b− 1
b

s∑
i=1

(
k + 1− t

i

)(
b

2

)i
+

(b− 1)(b − 2)
2b

s−1∑
i=1

(
k + i+ 1− t

i

)(
b

2

)i

+
1
2

s−1∑
i=0

((
k + 1− t

i

)
+
(
k − t
i

))(
b

2

)i

+
b− 2
4

s−2∑
i=0

((
k + i+ 2− t

i

)
+
(
k + i+ 1− t

i

))(
b

2

)i]
, pour b pair

D∗
n(x) ≤ bt

n

[
1
8
(b− 1)2(k − t)2 + 1

8
(b− 1)(b+ 9)(k − t) + 3

4
(b+ 1)

]
, pour s = 2

D∗
n(x) ≤ bt

n

[
1
24

(b− 1)3(k − t)3 + 1
16

(b− 1)2(b+ 5)(k − t)2

+
1
48

(b− 1)(b2 + 16b+ 61)(k − t) + 1
8
(b2 + 4b+ 13)

]
, pour s = 3

D∗
n(x) ≤ bt

n

[
1
64

(b− 1)4(k − t)4 + 1
32

(b− 1)3(b+ 5)(k − t)3

+
1
64

(b− 1)2(b2 + 16b+ 13)(k − t)2

+
1
32

(b− 1)(7b2 + b+ 64)(k − t) + 1
16

(b3 + 8b+ 51)
]
, pour s = 4

où k est le plus grand entier tel quebk ≤ n.

Lorsque la dimension est tr`es petite, les majorations fournies par les th´eorèmes 6.1 et 6.2 semblent
relativement bonnes. Par exemple, en dimension2, ces bornes sup´erieures sont tr`es proches des valeurs
exactes calcul´ees dans la section 5.1 pour certains(0,m, 2)-réseaux de Faure en base2 (voir figure
6.1). Retournant l’argument, on peut en conclure que les r´eseaux de Faure en question sont d’excellente
qualité. D’autre part, comme l’illustre ´egalement cette figure, les valeurs obtenues sont bien plus petites
pour un réseau (lorsquen = bm) que pour une s´equence de taille voisine arbitraire.

Malheureusement, en dimension plus ´elevée, la situation se d´etériore très nettement. Par exemple, la
figure 6.2 révèle que pour un(0,m, 13)-réseau en base13, la borne sup´erieure fournie par le th´eorème
6.1 est plus grande que1 pour toutm < 10, c’est-à-dire pour tout r´eseau comprenant moins de1310 ≈
1.3·1011 points. De même, pour des s´equences plus courtes, les valeurs obtenues `a l’aide du théorème 6.2
s’avèrent totalement inutiles. Ce ph´enomène semble mˆeme s’accentuer `a vitesse exponentielle lorsque
la dimension augmente. Cette conclusion s’impose d’elle-mˆeme en consid´erant les valeurs de la table
6.1. Pours ∈ {2, . . . , 20}, on y trouve la taille minimale d’un(0,m, s)-réseau de Faure en baseb (où
b est le plus petit nombre premier sup´erieur ouégalà s) pour lequel le th´eorème 6.1 fournit une borne
pour la discrépance plus petite que1. Approximativement, ces valeurs sont de l’ordre de10s points.
D’autre part, comme l’illustre la table 6.2, la situation n’est gu`ere plus réjouissante pour les suites de
Niederreiter et Xing en baseb ∈ {2, 3, 5}. En effet, bien que les r´eseaux correspondants poss`edent
d’excellentes propri´etés théoriques, la taille minimale n´ecessaire `a l’obtention d’une borne non triviale
est encore de l’ordre de4s points.

Poursuivant la discussion amorc´ee dans la section 4.7.3, il paraˆıt raisonnable d’avancer que, le
théorème 6.1étant valide pour un r´eseau de taille quelconque, la borne qu’il fournit ne peut d´ecrire
le comportement de la discr´epance qu’une fois le r´egime asymptotique de la suite sous-jacente atteint.
Bien que cette notion ne soit pas clairement ´etablie, on dispose n´eanmoins de deux candidats int´eressants
(et relativement concordants) pour en marquer le commencement : le seuilnb,s,t donné en page 42 et les
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bc valeur exacte pourn = 2m etm ≤ 13
b borne sup´erieure pourn = 2, . . . , 8192

m = log2 n
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FIG. 6.1. Comparaison entre les majorations fournies par les th´eorèmes 6.1 et 6.2 et la
valeur exacte de la discr´epance des quelques(0,m, 2)-réseaux de Faure en base2 de la
table 5.1).
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FIG. 6.2. Majoration du théorème 6.1 pour la discr´epance de quelques(0,m, 13)-
réseaux en base13.

tailles minimales d´efiniesà la manière de celles des tables 6.1 et 6.2. De plus, on observe que, une fois
cette valeur atteinte, les bornes fournies par les th´eorèmes 6.1 et 6.2 diminuent tr`es rapidement avec la
taille de l’échantillon.

Ainsi, dans le cas d’une application de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo (17) utilisant une s´equence
de taille limitée en dimension ´elevée, les majorations explicites fournies par ces th´eorèmes ne fournissent
aucune information utile pour ´evaluer la qualit´e de l’ensemble de points retenu. Il n’en reste pas moins
qu’un bon candidat doit n´ecessairement pr´esenter une discr´epance r´eduite (voir chapitre 3). Aussi, ne
disposant d’aucun r´esultat théorique capable de caract´eriser la discr´epance d’une s´equence de longueur
raisonnable en dimension ´elevée, on voit l’intérêt pratique d’algorithmes permettant de calculer ou de
majorer suffisamment pr´ecisément cette grandeur.
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s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
b 2 3 5 5 7 7 11 11 11 11 13

mmin 2 2 3 4 4 5 6 7 8 9 9
nmin 4 9 125 625 2 401 16 807 1.7 · 106 1.9 · 107 2.1 · 108 2.3 · 109 1.0 · 1010

13 14 15 16 17 18 19 20
13 17 17 17 17 19 19 23
10 11 12 13 13 14 15 16

1.3 · 1011 3.4 · 1013 5.8 · 1014 9.9 · 1015 9.9 · 1015 7.9 · 1017 1.5 · 1019 6.1 · 1021

TAB. 6.1. Taille minimalenmin = bmmin d’un (0,m, s)-réseau de Faure en baseb (où
b est le plus petit nombre premier sup´erieur ouégalà s) pour laquelle le th´eorème 6.1
fournit une majoration pour la discr´epance de valeur inf´erieureà1.

s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
b 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ts,b 0 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10
mmin 1 2 5 7 9 11 13 15 18 20 22
nmin 3 9 32 128 512 2 048 8 192 32 768 262 144 1.0 · 106 4.2 · 106

13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2
11 13 15 15 18 19 19 21
24 27 30 31 35 37 38 41

1.7 · 107 1.3 · 108 1.0 · 109 2.1 · 109 3.4 · 1010 1.3 · 1011 2.7 · 1011 2.1 · 1012

TAB. 6.2. Taille minimalenmin = bmmin d’un (ts,b,m, s)-réseau de Niederreiter et
Xing en baseb pour laquelle le th´eorème 6.1 fournit une majoration pour la discr´epance
de valeur inférieureà1.

6.2 Les bornes inf́erieures

Contrairement au cas des majorations, le calcul de bornes inf´erieures pour la discr´epance est une
tâche relativement facile. En effet, pour une s´equencex den points dans̄Is et un intervalle quelconque
P ∈ I∗s , on a la minoration ∣∣∣∣A(P, x)n

− λ(P )
∣∣∣∣ ≤ D∗

n(x).

Pour une s´equencex de n points provenant d’un g´enérateur pseudo-al´eatoire ou d’une suite `a
discrépance faible, l’heuristique consistant `a prendre le maximum des valeurs|A(P, x)/n − λ(P )| pour
quelques centaines d’intervallesP choisis aléatoirement fournit g´enéralement une excellente borne
inférieure sur la discr´epanceD∗

n(x). Notons cependant que lorsquex comprend tr`es peu de points, le
facteur chance peut devenir pr´epondérant et donc conduire `a des résultats de qualit´e très variable.

Par définition, la discrépance carr´ee moyenneT∗n(x) est une borne inf´erieure sur la discr´epance. Elle
a l’avantage d’ˆetre facileà calculer (voir section 1.3.3), mais quelques exp´eriences num´eriques suffisent `a
montrer qu’elle est de qualit´e très médiocre. Notons que dans certains cas, une borne inf´erieure explicite
peutêtre obtenue par consid´eration de l’erreur de discr´etisation :
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THÉORÈME 6.3 (Niederreiter [Nie92])Si x ⊂ Is est une śequence pour laquelle les coordonnées
de chaque point sont des nombres rationnels de la formec/d avecc ∈ {0, . . . , d− 1}, alors on a

D∗
n(x) ≥ 1−

(
d− 1
d

)s
.

Cette minoration concerne toutes les suites `a discrépance faible d´ecrites dans le chapitre 4, mais
malheureusement, elle s’av`ere particulièrement mauvaise. D’autre part, une adaptation de la m´ethode du
recuit simulé (voir Aarts et Korst [AK89]) a ´eté propos´ee par Winker et Fang [WF97] pour le calcul de
bornes inférieures pour la discr´epance. Fondamentalement, cette technique consiste `a n’explorer qu’une
partie de la grille correspondant `a l’ensembleQ de la discrétisation de Niederreiter (21). Avec la notation
de la section 5.1, le recuit en question utilise

V (q) = {p ∈ Q : |pj − qj| ≤ k, ∀j ∈ {1, . . . , s}} ⊂ Q

comme définition du voisinage d’un pointq ∈ Q, où k ∈ N∗ est un param`etre fixé de mani`ere arbitraire.
Cette approche semble fournir d’excellents r´esultats. Pour terminer, signalons qu’une nouvelle technique
de minoration particuli`erement efficace est propos´ee dans la section 8.4 (elle repose sur des heuristiques
présentées dans la section 8.3.2).
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CHAPITRE 7

Une approche par d́ecomposition du cube unit́e

Une méthode permettant de construire des intervalles arbitrairement petits contenant la valeur exacte
de la discrépance d’une s´equence quelconque dans le cube unit´eĪs est propos´ee dans la section 7.1. Cette
approche repose sur la consid´eration d’une partition deIs en intervalles. Deux m´ethodes particuli`eres de
décomposition et des techniques de mise en œuvre sp´ecifiques sont pr´esentées dans les sections 7.2 et 7.4.
Bien que les algorithmes obtenus ne soient pas polynomiaux, les exp´eriences num´eriques des sections
7.3 et 7.5 montrent que cette approche permet d’´etablir des bornes pour la discr´epance de s´equences dans
des cas totalement inaccessibles jusqu’alors. Pour l’essentiel, le contenu de ce chapitre est une version
remaniée de nos articles [Thi00] et [Thi01].

7.1 Un intervalle pour la discrépance

Soit x une séquence den points dans le cube unit´e Īs. On veut construire un intervalle pour la
discrépanceD∗

n(x). Rappelons que l’on associe `a toutP =
∏s
i=1[αi, βi) ∈ Is les deux intervalles

P− =
∏s
i=1[0, αi) etP+ =

∏s
i=1[0, βi). Pour toute partition finieP deIs en intervalles, on d´efinit

B(P, x) = max
P∈P

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P−), λ(P+)− A(P

−, x)
n

}
.(22)

Il est clair queB(P, x) ≤ 1 pour toute s´equencex et tout choix deP. On montre que cette grandeur est
une borne sup´erieure pour la discr´epanceD∗

n(x) :

THÉORÈME 7.1 Pour toute śequencex = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs et toute partition finieP de Is en
intervalles de la forme

∏s
i=1[αi, βi) ∈ Is, on a

D∗
n(x) ≤ B(P, x).

PREUVE.

D∗
n(x) = sup

P∈I∗
s

∣∣∣∣A(P, x)n
− λ(P )

∣∣∣∣
= max

P∈P
sup

P−⊂Q⊂P+

Q∈I∗
s

{
A(Q,x)
n

− λ(Q), λ(Q)− A(Q,x)
n

}

≤ max
P∈P

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P−), λ(P+)− A(P

−, x)
n

}
.

b

b

b

b

b

b

b

De même, pour toute partition finieP deIs en intervalles,

C(P, x) = max
P∈P

max
{∣∣∣∣A(P−, x)

n
− λ(P−)

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣A(P+, x)

n
− λ(P+)

∣∣∣∣
}

(23)

est une borne inf´erieure pour la discr´epance dex. On vient donc d’´etablir l’intervalle

C(P, x) ≤ D∗
n(x) ≤ B(P, x).(24)
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DÉFINITION 7.2 On définit le poidsW (P ) d’un intervalleP =
∏s
i=1[α

P
i , β

P
i ) ∈ Is comme la

diff érence entre les volumes deP+ =
∏s
i=1[0, β

P
i ) et deP− =

∏s
i=1[0, α

P
i ) :

W (P ) = λ(P+)− λ(P−) =
s∏
i=1

βPi −
s∏
i=1

αPi .

De même, pour une partition finieP deIs en intervalles, on pose

W (P) = max
P∈P

W (P ).(25)

Bien évidemment, on aimerait que l’intervalle (24) associ´e à une partitionP de Is soit aussi ´etroit
que possible. Le r´esultat suivant montre que sa taille ne peut pas d´epasserW (P).

THÉORÈME 7.3 Pour toute śequencex ⊂ Īs et toute partition finieP deIs en intervalles, on a

B(P, x) − C(P, x) ≤W (P).

PREUVE. On observe tout d’abord que pour tout intervalleP ∈ P, on a

A(P+, x)
n

− λ(P−) =
A(P+, x)

n
− λ(P+) + [λ(P+)− λ(P−)]

≤ A(P+, x)
n

− λ(P+) +W (P)

et

λ(P+)− A(P
−, x)
n

= [λ(P+)− λ(P−)] + λ(P−)− A(P
−, x)
n

≤ λ(P−)− A(P
−, x)
n

+W (P).

On en déduit que

B(P, x) = max
P∈P

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P−), λ(P+)− A(P

−, x)
n

}

≤ max
P∈P

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P+), λ(P−)− A(P

−, x)
n

}
+W (P)

≤ C(P, x) +W (P).
b

b

b

b

b

b

b

Il est clair que la valeur deW (P) est indépendante de la s´equencex considérée. Ainsi, pour obtenir
un intervalle (24) de petite taille, deux options sont envisageables :

	 choisir un param`etre de pr´ecisionε ∈ (0, 1) et construire une partitionP telle queW (P) = ε

(cette approche est envisag´ee dans la section 7.4) ;

	 chercher la partitionP minimisantW (P) sous certaines contraintes (le cas particulier des grilles
extensibles de cardinalit´e fixée est consid´eré ci-dessous).
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7.2 Les grilles extensibles

Soit un entierk ≥ 2 et un ensemble des séquences croissanteszs,k = {z1, . . . , zs} donné par

zi = (zi0, . . . , z
i
k)

et

0 = zi0 < z
i
1 < · · · < zik = 1, pour touti ∈ {1, . . . , s}.

De manière naturelle, on associe `a tout vecteura = (a1, . . . , as) ∈ {1, . . . , k}s l’intervalle

Pa =
s∏
i=1

[
ziai−1, z

i
ai

)
.

Ainsi, zs,k induit une partition du cube unit´e Is ayant la forme d’unegrille extensiblede cardinalité ks

Pzs,k
= {Pa : a ∈ {1, . . . , k}s} .

Dans ce cas particulier, les bornes (22) et (23) s’´ecrivent

B(Pzs,k
, x) = max

a∈{1,... ,k}s
max

{
A(P+

a , x)
n

− λ(P−
a ), λ(P+

a )− A(P
−
a , x)
n

}

et

C(Pzs,k
, x) = max

a∈{1,... ,k}s
max

{∣∣∣∣A(P−
a , x)
n

− λ(P−
a )
∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣A(P+

a , x)
n

− λ(P+
a )
∣∣∣∣
}

= max
a∈{1,... ,k}s

∣∣∣∣A(P+
a , x)
n

− λ(P+
a )
∣∣∣∣ .

Comme nous l’avons d´ejà mentionn´e au chapitre 6, dans le cadre de la construction d’un intervalle
pour la discrépance, le plus difficile est en g´enéral d’obtenir une bonne borne sup´erieure. Il se trouve
que, pour un choix donn´e dezs,k, il est facile d’établir des bornes inf´erieures sur la valeur de la borne
supérieureB(Pzs,k

, x) :

	 Poura = (1, k, . . . , k), on aA(P−
a , x) = 0. On en déduit que

B(Pzs,k
, x) ≥ λ(P+

a )− A(P
−
a , x)
n

= z11 .

De la même mani`ere, on obtient

B(Pzs,k
, x) ≥ zi1, pour touti ∈ {1, . . . , s}.(26)

	 Poura = (k, k, . . . , k), on aA(P+
a , x) = n et par cons´equent

B(Pzs,k
, x) ≥ A(P

+
a , x)
n

− λ(P−
a ) = 1−

s∏
i=1

zik−1.

On note que ces bornes inf´erieures sont ind´ependantes dex. En d’autres termes, bien que la
discrépance d’une s´equence puisse ˆetre arbitrairement petite, ces valeurs constituent un seuil minimal
incompressible pour la valeur deB(Pzs,k

, x). En guise d’introduction, examinons la qualit´e de cette
majoration pour quelques s´equences dont la discr´epance est connue :
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EXEMPLE 7.4 On considère le cas des quelques(0,m, 2)-réseaux de Faure en base2 dont la
discrépance a ´eté calculée au chapitre 5 (voir table 5.1). Pour ces s´equences, la partition d´efinie par

k = 100 et z1j = z
2
j = 1−

(
1− j

100

)2

, pour toutj ∈ {0, . . . , 100}

mène aux bornes sup´erieures donn´ees dans la table 7.1. Un intervalle ayant un poids inf´erieur lorsqu’il
est translat´e près de l’origine, cette grille (voir figure 7.1) semble constituer un choix raisonnable pour
aboutir à une partition pr´esentant une petite valeur deW (Pz2,100). Pourm ∈ {1, . . . , 7}, les bornes
obtenues sont proches des valeurs exactes de la table 5.1 et meilleures que les majorations fournies
par le théorème 6.1 (voir figure 6.1). Par contre, pourm ≥ 8, la valeur deB(Pz2,100 , x) s’écarte de la
discrépance et semble tendre vers0.020020. Ce fait n’est gu`ere surprenant au vu de la relation (26). En
effet, cette derni`ere implique queB(Pz2,100 , x) ≥ z11 = 0.0199 pour toute s´equencex. Ce phénomène
est symptomatique de cette m´ethode. Il se produit pour un seuil qui grandit avecs et décroı̂t aveck.

m 1 2 3 4 5 6
n = 2m 2 4 8 16 32 64

B(Pz2,100 , x) 0.754083 0.452548 0.327548 0.183537 0.102539 0.060025

7 8 9 10 11 12 13
128 256 512 1 024 2 048 4 096 8 192

0.036471 0.026929 0.022328 0.020508 0.020237 0.020020 0.020020

TAB. 7.1. BorneB(Pz2,100 , x) pour la discrépance de quelques(0,m, 2)-réseaux de
Faure en base2.

FIG. 7.1. Unepartition du carr´e unité en10 000 intervalles.

7.2.1 Construction de la grille. Intuitivement, plus la discr´etisation est fine (i.e. plusk est grand),
meilleures sont les perspectives d’obtention de bornes de bonne qualit´e. En fin de compte, le choix de
k revient à trouver un compromis entre la pr´ecision désirée et le temps de calcul `a disposition. Pour
l’instant, on supposek fixé et l’on s’intéresse au probl`eme de la construction d’une grille minimisant la
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largeur maximale de l’intervalle pour la discr´epance (24). Par le th´eorème 7.3, il s’agit donc de trouver
une partitionPzs,k

de poids minimum. Sachant que

W (Pzs,k
) = max

P∈Pzs,k

W (P ) = max
a∈{1,... ,k}s

W (Pa),

où Pa =
∏s
i=1

[
ziai−1, z

i
ai

)
, le problème revient `a résoudre le programme math´ematique non-lin´eaire

Gsk = min
zs,k

max
a∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

ziai
−

s∏
i=1

ziai−1

}
(27)

s.c. 0 = zi0 < · · · < zik = 1, pour touti ∈ {1, . . . , s}.

Les cas particuliers suivants sont ´evidents :

	 En dimension1, la solution optimale de (27) est donn´ee par

G1
k =

1
k
, où z1j =

j

k
pour toutj ∈ {0, . . . , k}.

	 Pourk = 2, il est facile de remplacer le maximum sur2s termes par un maximum surs+1 termes
dans le programme (27). En effet, il suffit d’observer que pour tout choix ded ∈ {1, . . . , s} et de
a = (a1, . . . , as) ∈ {1, 2}s avecad = 1, on a

s∏
i=1

ziai
−

s∏
i=1

ziai−1 =
s∏
i=1

ziai
≤ zd1 .

Cette inégalité est serr´ee pour touta = (a1, . . . , as) avecad = 1 et ai = 2, pour touti �= d.
Finalement, le dernier candidat s’obtient en prenanta = (2, . . . , 2). En fin de compte, on a

Gs2 = min
z11 ,... ,z

s
1

max

{
z11 , . . . , z

s
1, 1−

s∏
i=1

zi1

}

s.c. 0 < zi1 < 1, pour touti ∈ {1, . . . , s}.

La solution de ce programme est

Gs2 = zi1 = z, pour touti ∈ {1, . . . , s},

où z est l’unique solution de l’´equationz = 1− zs sur l’intervalle[0, 1].

En dehors de ces cas particuliers, le programme (27) semble d´efier toute approche analytique. Il a
toutefoisété possible d’´etablir une condition de concavit´e caract´erisant une de ses solutions optimales :

THÉORÈME 7.5 Le programme math́ematique(27) poss̀ede une solutionzs,k pour laquelle

zij − zij−1 ≥ zij+1 − zij, pour touti ∈ {1, . . . , s} et j ∈ {1, . . . , k − 1}.(28)

PREUVE. Soit zs,k une solution admissible du programme (27) telle qu’il existed ∈ {1, . . . , s} et
p ∈ {1, . . . , k − 1} pour lesquels la condition (28) n’est pas satisfaite. On construit alors une nouvelle
solution admissiblēzs,k de la manière suivante :

z̄ij =

{
zij−1 + z

i
j+1 − zij si (i, j) = (d, p),

zij sinon.
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En itérant ce processus, on finit par obtenir une solution admissible pour laquelle la condition (28)
est satisfaite. On ach`eve la preuve en d´emontrant que cette transformation ne d´etériore pas la qualit´e de
la solution, c’est-`a-dire que

max
a∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

z̄iai
−

s∏
i=1

z̄iai−1

}
≤ max
a∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

ziai
−

s∏
i=1

ziai−1

}
.

Il suffit de prouver que pour touta ∈ {1, . . . , k}s,
s∏
i=1

z̄iai
−

s∏
i=1

z̄iai−1 ≤ max
c∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

zici −
s∏
i=1

zici−1

}
.

On distingue trois cas :

	 Si ad /∈ {p, p + 1}, on a

s∏
i=1

z̄iai
−

s∏
i=1

z̄iai−1 =
s∏
i=1

ziai
−

s∏
i=1

ziai−1.

	 Si ad = p+ 1, on a

s∏
i=1

z̄iai
−

s∏
i=1

z̄iai−1 =
s∏
i=1

ziai
−
(
zdp−1 + z

d
p+1 − zdp

)∏
i�=d
ziai−1

<

s∏
i=1

ziai
−

s∏
i=1

ziai−1.

	 Si ad = p, on a

s∏
i=1

z̄iai
−

s∏
i=1

z̄iai−1 =
(
zdp−1 + z

d
p+1 − zdp

)∏
i�=d
ziai
−

s∏
i=1

ziai−1

=
(
zdp+1 − zdp

)∏
i�=d
ziai

+ zdp−1


∏
i�=d
ziai
−
∏
i�=d
ziai−1




<
(
zdp+1 − zdp

)∏
i�=d
ziai

+ zdp


∏
i�=d
ziai
−
∏
i�=d
ziai−1




= zdp+1

∏
i�=d
ziai
− zdp

∏
i�=d
ziai−1

=
s∏
i=1

zici −
s∏
i=1

zici−1, où ci =
{
p+ 1 si i = d,
ai sinon.

b

b

b

b

b

b

b

Le programme math´ematique (27) ´etant difficilement abordable, nous restreignons notre ´etude au
cas sym´etrique où less séquences{z1, . . . , zs} sont identiques. On obtient donc le nouveau probl`eme

M s
k = min max

a∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

zai −
s∏
i=1

zai−1

}
(29)

s.c. 0 = z0 < · · · < zk = 1.
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On remarque que la fonction objectif

f(z) = max
a∈{1,... ,k}s

{
s∏
i=1

zai −
s∏
i=1

zai−1

}
(30)

de ce programme n’est pas convexe. En effet, pours = k = 2, on a

f(z) = max
{
z1, 1− z21

}
,

mais en posantz1 = 0.5 et z̄1 = 0.6, on obtient

f(1/2 z1 + 1/2 z̄1) = 0.6975 > 0.695 = 1/2 (0.75 + 0.64) = 1/2 f(z1) + 1/2 f(z̄1).

Mentionnons au passage que, dans ce cas, la solution de (29) est unique et qu’il s’agit du nombre d’or

M2
2 =

√
5− 1
2

.

On conjecture que, pour toutes valeurs des et k, chacun des programmes (27) et (29) poss`ede une
unique solution et que celles-ci co¨ıncident (les r´esultats de toutes nos exp´erimentations num´eriques
abondent dans ce sens). Par ailleurs, consid´erant la sym´etrie de la fonction objectif (30), le probl`eme
(29) estéquivalent au programme math´ematique simplifi´e

M s
k = min max

a∈{1,... ,k}s

a1≤···≤as

{
s∏
i=1

zai −
s∏
i=1

zai−1

}
(31)

s.c. 0 = z0 < · · · < zk = 1.

Que ce probl`eme poss`ede une ou plusieurs solutions, le th´eorème 7.5 nous assure qu’il en existe au moins
une pour laquelle les conditions suivantes sont satisfaites :

1
k

≤ z1 ≤ 1,

1− z1
k − 1

≤ z2 − z1 ≤ min {z1, 1− z1},
1− z2
k − 2

≤ z3 − z2 ≤ min {z2 − z1, 1− z2},(32)

...
...

...
1− zk−2

2
≤ zk−1 − zk−2 ≤ min {zk−2 − zk−3, 1− zk−2}.

De plus, si l’on dispose d’une borne sup´erieureM < 1 pour la valeur d’une solution optimale du
programme (31), alors la relation (26) implique que la premi`ere contrainte ci-dessus peut ˆetre renforc´ee
en la remplac¸ant par

1
k
≤ z1 ≤M.(33)

Ajoutées au programme math´ematique (31), les contraintes (32) et (33) permettent de r´eduire
considérablement la taille du domaine de minimisation. Une m´ethode de recherche locale ou al´eatoire
comme l’algorithme 7.1 peut alors ˆetre utilisée afin d’obtenir une solution approch´ee. Il est clair que
chaque am´elioration induit, par le biais de la contrainte (33), une nouvelle contraction du domaine.

Bien évidemment, la partie d´elicate de l’algorithme 7.1 est la potentielle ´enumération de l’ensemble
A dans la boucle constitu´ee des lignes10 à12. Ce cas pathologique peut ˆetreévité pour la quasi-totalit´e
des solutions admissibles(y0, . . . , yk) envisagées par une politique ad´equate de s´election de l’élément
a ∈ A à la ligne11. Expérimentalement, pour une partition donn´ee, l’intervallePa de poids maximum
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Algorithme 7.1 Approximation deMs
k

Donnée : s, k

Résultat : M̂ s
k , {z0, . . . , zk}

1: y0 ← 0.0

2: yk ← 1.0

3: M̂ s
k ← 1.0

4: tant que condition d’arrêt pas satisfaitefaire

5: y1 ← U

(
1
k
, M̂ s

k

)
6: pour i de2 à k − 1 faire

7: yi ← yi−1 + U
(

1− yi−1

k − i+ 1
,min {yi−1 − yi−2, 1− yi−1}

)
8: m← 0.0

9: A ← {a ∈ {1, . . . , k}s : a1 ≤ · · · ≤ as}
10: tant queA �= ∅ etm < M̂ s

k faire

11: choisir et retirer uns-uplea = (a1, . . . , as) deA

12: m← max

{
m,

s∏
i=1

yai −
s∏
i=1

yai−1

}

13: sim < M̂ s
k alors

14: zi ← yi pour touti ∈ {0, . . . , k}
15: M̂ s

k ← m

se trouve presque toujours sur la diagonale centrale (poura = (i, . . . , i) avec1 ≤ i ≤ k), sur une
arêteéloignée de l’origine (poura = (i, k, . . . , k) avec1 ≤ i ≤ k) ou près du« coin supérieur-droit»
(k, . . . , k). Empiriquement, en commenc¸ant l’énumération deA par ces r´egions, la quasi-totalit´e des
« mauvais» candidats(y0, . . . , yk) sontéliminés (par le biais du testm < M̂ s

k de la ligne10) au cours
des toutes premi`eres itérations de la boucle en question.

(s, k) (7, 15) (8, 11) (9, 8) (10, 6) (11, 5) (12, 4) (13, 4)
M̂ s
k 0.13198 0.18456 0.25796 0.34733 0.41885 0.51901 0.52634

(14, 3) (15, 3) (16, 3) (17, 2) (18, 2) (19, 2) (20, 2)
0.67236 0.67942 0.68599 0.88191 0.88625 0.89023 0.89390

TAB. 7.2. Valeur approch´ee de la solution de (31) pour quelques valeurs des etk.

Bien que cet algorithme soit rudimentaire, ses performances sont tout `a fait honorables en pratique.
La table 7.2 contient la meilleure approximation̂M s

k deMs
k obtenue pour quelques valeurs des et k.

Malheureusement, la figure 7.2 montre queM̂ s
k décroı̂t très lentement aveck. Notons qu’une approche

de décomposition plus efficace du cube unit´e menant `a des partitions de cardinalit´e inférieure pour un
poids donn´e est présentée dans la section 7.4.
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FIG. 7.2. Valeur approch´ee de la solution de (31) pour quelques valeurs des etk.

7.2.2 D́ecompte des points.Le calcul effectif des bornes

C(Pzs,k
, x) = max

a∈{1,... ,k}s

∣∣∣∣A(P+
a , x)
n

− λ(P+
a )
∣∣∣∣

et

B(Pzs,k
, x) = max

a∈{1,... ,k}s
max

{
A(P+

a , x)
n

− λ(P−
a ), λ(P+

a )− A(P
−
a , x)
n

}

pour la discrépance n´ecessite la d´etermination deA(P+
a , x) pour touta ∈ {1, . . . , k}s. La méthode

directe consistant `a compter les points de la s´equence contenus dans chaque intervalleP+a possède une
complexitéO(nks). Il estégalement possible d’effectuer cette tˆache enO(ns log k+k2s) en exploitant le
fait quePzs,k

est une grille. En effet, pour tout point de la s´equence, une quˆete dichotomique sur chaque
composante suffit `a déterminer, en un tempsO(s log k), dans quel intervallePa il se trouve. Ayant ainsi
obtenu les valeurs deA(Pa, x) pour touta ∈ {1, . . . , k}s, il resteà calculer

A(P+
a , x) =

∑
c∈{1,... ,k}s

ci≤ai,∀i∈{1,... ,s}

A(Pc, x), pour touta ∈ {1, . . . , k}s.(34)

On note que la complexit´eO(k2s) de ce dernier pas est ind´ependante de la taillen de la séquence.
Il est cependant possible d’acc´elérer le processus en utilisant de mani`ere adéquate le th´eorème 7.6. On
ramène alors l’effort total `a O(ns log k + 2sks). Il convient de souligner le fait que cette complexit´e
présuppose la disponibilit´e d’un espace-m´emoire important pour le stockage des valeurs deA(Pa, x).

THÉORÈME 7.6 Pour touta = (a1, . . . , as) ∈ {1, . . . , k}s, on a

A(P+
a , x) = A(Pa, x) +

∑
v∈{0,1}s

v �=(0,... ,0)

(−1)1+
∑s

i=1 viA
(
P+
a−v, x

)
.(35)

PREUVE. On remarque tout d’abord que pour tout triplet d’ensembles finisE1, E2 etE3, on a

|E1 ∪ E2| = |E1|+ |E2|
−|E1 ∩ E2|
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et

|E1 ∪E2 ∪ E3| = |E1|+ |E2|+ |E3|
−|E1 ∩ E2| − |E1 ∩ E3| − |E2 ∩E3|
+|E1 ∩ E2 ∩ E3|.

De même, siE1, . . . , Es sonts ensembles finis, on obtient la g´enéralisation

|E1 ∪ · · · ∪ Es| =
s∑
i=1

|Ei|

−
∑
i�=j
|Ei ∩Ej |

...(36)

+(−1)s
s∑
i=1

∣∣∣∣ ∩j �=iEj
∣∣∣∣

−(−1)s
∣∣∣∣ s∩i=1

Ei

∣∣∣∣ .
Cette formule se d´emontre facilement par induction (voir Hall [Hal86]). D’autre part, on a

A(P+
a , x) = A(Pa, x) +A(P+

a \ Pa, x)
= A(Pa, x) +A

(
s∪
i=1
P+
a−ed , x

)
,

où ed désigne lede vecteur unité de la base canonique deRs. Pour prouver le th´eorème, il suffit d’utiliser
l’expression (36) avec

Ed = x ∩ P+
a−ed , pour toutd ∈ {1, . . . , s}.

b

b

b

b

b

b

b

Pour un vecteura ∈ {1, . . . , k}s donné, le calcul deA(P+
a , x) à l’aide de l’expression (34) n´ecessite

la considération deO(ks) termes, alors que dans (35), la somme ne porte que sur2s éléments. Cette
amélioration implique toutefois une difficult´e supplémentaire. En effet, avec la formule (35), lesks

diff érentes valeurs deA(P+
a , x) ne sont pas calculables dans n’importe quel ordre. Plus pr´ecisément,

la détermination deA(P+
a , x) requiert queA(P+

a−v , x) soit connu pour tout vecteurv ∈ {0, 1}s non nul.

L’algorithme 7.2 résout ce probl`eme en ´enumérant l’ensemble des vecteursa ∈ {1, . . . , k}s dans
un ordre non d´ecroissant de la somme de leurs composantes. En effet, un appel `a la procédure récursive
distribuer(c, r) génère l’ensemble desc-uples(as−c+1, . . . , as) sommant `ar et constitués d’entiers
compris entre1 et k. Chaque fois qu’un nouveau vecteura est obtenu (lorsquec = 1 à la ligne7), la
valeur correspondante deA(P+

a , x) est calculée et les bornes sur la discr´epance sont mises `a jour en
conséquence (vu l’ordre de g´enération, on a l’assurance qu’en ligne11, A(P−a , x) a été préalablement
établi). Tel qu’il est pr´esenté, cet algorithme implique une occupation-m´emoireO(ks). Il est sans doute
possible d’imaginer une mise en œuvre plus ´economique (et sophistiqu´ee) dans laquelle les seules valeurs
deA(Pa, x) et deA(P+

a , x) stockéesà un instant donn´e constituent un petit sous-ensemble de celles
impliquées dans les applications ult´erieures de l’expression (35).

Notons que, `a la ligne9 de l’algorithme 7.2, le calcul direct deA(P+
a , x) à l’aide de la formule (35)

implique un effort enO(2ss). L’algorithme 7.3 permet, par l’utilisation d’un code de Gray en base2 (voir
section 4.8.1), de r´eduire cette complexit´e àO(2s). En effet, cet artifice permet d’´enumérer l’ensemble
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Algorithme 7.2 Calcul de l’intervalle pour la discr´epance

Donnée : s, k, x, zs,k

Résultat : C(Pzs,k
, x), B(Pzs,k

, x)

1: calculerA(Pa, x) pour touta ∈ {1, . . . , k}s
2: C(Pzs,k

, x)← 0

3: B(Pzs,k
, x)← 0

4: pour t des à ks faire

5: distribuer(s, t)

6: Procédure distribuer(c, r)

7: si c = 1 alors

8: as ← r

9: calculerA(P+
a , x) à l’aide de l’expression (35)

10: C(Pzs,k
, x)← max

{
C(Pzs,k

, x),
∣∣∣∣A(P+

a , x)
n

− λ(P+
a )
∣∣∣∣
}

11: B(Pzs,k
, x)← max

{
B(Pzs,k

, x),
A(P+

a , x)
n

− λ(P−
a ), λ(P+

a )− A(P
−
a , x)
n

}
12: sinon

13: pour i demax{1, r − (c− 1)k} à min{k, r − (c− 1)} faire

14: as−c+1 ← i

15: distribuer(c − 1, r − i)

des vecteursv = (v1, . . . , vs) ∈ {0, 1}s non nuls dans un ordre tel que, `a chaque it´eration, une seule
composante (et donc la parit´e de leur somme) change.

Algorithme 7.3 à substituer `a la ligne9 de l’algorithme 7.2

A(P+
a , x)← A(Pa, x)

vi ← 0 pour touti ∈ {1, . . . , s}
ci ← ai pour touti ∈ {1, . . . , s}
pour i de1 à 2s − 1 faire

g ← 1 + log2

[(
(i− 1) ⊕ � i−1

2 �
) ⊕ (

i ⊕ � i2�
)]

vg ← 1− vg
cg ← ag − vg
si g = 1 alors

A(P+
a , x)← A(P+

a , x) +A(P+
c , x)

sinon

A(P+
a , x)← A(P+

a , x)−A(P+
c , x)
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En fin de compte, pour tout entierk ≥ 2, l’algorithme obtenu permet de calculer des bornes pour
la discrépance d’une s´equence den points en dimensions en un tempsO(ns log k + 2sks) et pour une
occupationO(ks) de l’espace-m´emoire. La complexit´e de cette m´ethode est donc exponentielle en la
dimension, mais lin´eaire en la taille de la s´equence. D’autre part, il est clair que plus la valeur dek est
élevée, meilleures sont les perspectives d’obtenir un intervalle pour la discr´epance (24) de bonne qualit´e.
Il s’agit donc de trouver un compromis entre la pr´ecision désirée et les ressources `a disposition.

7.3 Expériences nuḿeriques

La méthode de la section 7.2 a ´eté utilisée pourétablir une borne sup´erieure pour la discr´epance de
quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb. Chaque majorationB(Pzs,k

, x) présentée dans la table 7.3
est meilleure que la valeur correspondante fournie par le th´eorème 6.1. D’autre part, on remarque que,
lorsquem grandit, la borneB(Pzs,k

, x) semble tendre vers la valeur correspondante deM̂ s
k donnée dans

la table 7.2. Notons que ces majorations ne sont valables que pour les r´eseaux en question (obtenus `a
l’aide du générateurGrayFaure présenté dans la section 4.8.4), mais que la m´ethode peut ˆetre utilisée
pour calculer une borne similaire pour toute s´equence pr´esentant les mˆemes valeurs des etn.

m

(s, b, k) 2 3 4 5 6 7 8
(7, 7, 15) 0.29179 0.24050 0.16100 0.13318 0.13266 * *
(8, 11, 11) 0.29059 0.21414 0.18881 0.18547 0.18462 * *
(9, 11, 8) 0.38061 0.27197 0.26268 0.25840 0.25805 0.25799 *
(10, 11, 6) 0.57184 0.36248 0.35632 0.34751 0.34739 0.34735 0.34734
(11, 11, 5) 0.60090 0.43559 0.42816 0.41915 0.41891 0.41887 0.41886
(12, 13, 4) 0.58701 0.52095 0.52530 0.51919 0.51912 0.51902 0.51902
(13, 13, 4) 0.59532 0.53410 0.53284 0.52663 0.52642 0.52635 0.52635
(14, 17, 3) 0.78284 0.67318 0.67567 0.67237 0.67240 0.67236◦
(15, 17, 3) 0.83738 0.67976 0.68475 0.67942 0.67949 0.67942◦
(16, 17, 3) 0.88928 0.68616 0.69338 0.68600 0.68610 0.68600◦
(17, 17, 2) 0.94810 0.88195 0.89215 0.88192 0.88206 0.88192◦
(18, 19, 2) 0.95291 0.88629 0.89388 0.88625 0.88640 0.88625◦
(19, 19, 2) 0.95291 0.89037 0.90073 0.89023 0.89048 0.89023◦
(20, 23, 2) 0.95086 0.89398 0.89991 0.89390 0.89400 ◦ ◦

TAB. 7.3. Borne sup´erieureB(Pzs,k
, x) pour la discrépance de quelques(0,m, s)-

réseaux de Faure en baseb. Les valeurs manquantes correspondent aux cas suivants :

∗ La majoration fournie par le th´eorème 6.1 est meilleure.
◦ La taille de la s´equencen = bm est sup´erieureà109 points.

La table 7.3 ne concerne que des r´eseaux en dimensions ≥ 7. En effet, comme le laisse supposer
la table 6.1, le th´eorème 6.1 fournit d´ejà des bornes efficaces pour des s´equences de taille raisonnable
lorsques ≤ 6. Cependant, le temps de calcul devenant prohibitif en dimension plus ´elevée, nous n’avons
pasété plus loin ques = 20. D’autre part, nous n’avons pas jug´e utile de consid´erer des r´eseaux de
plus de109 points. Les valeurs dek ont été choisies en fonction des, de manièreà ne pas d´epasser la
capacité-mémoire de la machine (ks < 3 · 108) et la grillezs,k utilisée aété, dans chaque cas, construite
à l’aide de l’algorithme 7.1. La d´etermination de chacune de ces bornes a n´ecessit´e de quelques heures `a
quelques jours de calcul sur une station de travail SGI R10000.
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7.4 Une partition plus ǵenérale

L’utilisation de la méthode pr´esentée dans la section 7.2 est susceptible d’entraˆıner un gaspillage de
ressources. En effet, bien que le th´eorème 7.3 garantisse l’obtention d’une pr´ecisionégale au poids de la
partition consid´erée, il existe des approches de d´ecomposition du cube unit´e autres que celle bas´ee sur les
grilles extensibles qui parviennent `a un résultat similaire pour un effort nettement moindre. En d’autres
termes, il apparaˆıt que dans une solution optimale du programme math´ematique (31) et par cons´equent
dans l’expression (25), une ´ecrasante majorit´e desks intervalles contenus dans une partitionPzs,k

donnée
ont un poids largement inf´erieuràMs

k .

Par exemple, en dimensions = 8 et pourk = 10, moins de1% des108 intervalles de la grille
obtenue par l’application de l’algorithme 7.1 au programme math´ematiqueM8

10 ont un poids proche de
la solution approch´eeM̂8

10 = 0.2023 (voir figure 7.3). Dans ce cas particulier, la m´ethode plus g´enérale
présentée dans cette section m`eneà une partition de poids0.2023 comprenant moins de4·106 intervalles,
dont63% atteignent exactement cette valeur.

0.01

0.02

0.03

0.04

0 M8
10

FIG. 7.3. Distribution (discrétisée sur100 intervalles de mˆeme largeur) entre0 etM8
10

du poids des108 intervalles de la partition correspondant `a une solution approch´ee du
programme math´ematiqueM8

10.

Ainsi, d’un certain point de vue, la restriction au cas des grilles extensibles est p´enalisante quant
à l’efficacité de la méthode propos´ee dans la section 7.1. Par contre, l’algorithme de d´ecomposition
présenté ci-dessous est affranchi de cette contrainte et permet de construire une partitionP de cardinalité
plus raisonnable et de poidsε, où ε ∈ (0, 1) est un param`etre de pr´ecision arbitrairement choisi.

D’après le théorème 7.3, l’intervalle pour la discr´epance obtenu[C(P, x), B(P, x)] est de largeur
inférieure ou ´egaleà ε. De ce point de vue, plusε est petit, meilleures sont les garanties sur la qualit´e
des bornes en question. En revanche, la cardinalit´e de la partition et l’effort de calcul associ´e suivant un
mouvement inverse, un compromis doit donc ˆetre trouvé.

Au niveau du choix deε, signalons qu’un autre argument pourrait ´eventuellement ˆetre utilisé. En
effet, nous suspectons que le poidsW (P) de la partitionP considérée constitue une borne inf´erieure
sur la borne sup´erieureB(P, x)1. Cette assertion n’a pas pu ˆetre prouvée en toute g´enéralité, mais la
remarque 7.7 ci-dessous, ainsi que toutes nos exp´eriences num´eriques (dont celles de la section 7.3),
abondent dans ce sens. Cette conjecture implique que, si l’on estime la discr´epance d’une s´equence
proche d’une certaine valeur, il est sans doute judicieux de choisirε inférieureà celle-ci.

Il n’a pas été possible d’obtenir un algorithme capable de g´enérer une partitionP de poidsε qui
soit de cardinalit´e minimale. Toutefois, hormis l’assurance queW (P) = ε, la construction propos´ee
ci-dessous fournit les garanties suppl´ementaires suivantes :

1Par exemple, nous pensons que la situation d´ecrite parC(P , x) = 0.1, D∗
n(x) = 0.2, B(P , x) = 0.3 etW (P) = 0.7

ne peut pas se produire, bien qu’elle soit en accord avec tous les r´esultats ´etablis jusqu’ici.
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	 quelle que soit la dimensions, la partition obtenue est finie pour tout choix deε ∈ (0, 1) ;

	 on aW (P ) = ε pour une proportion importante des intervallesP ∈ P (ce fait pourrait sugg´erer
que la cardinalit´e de la partition n’est pas loin d’ˆetre minimale) ;

	 l’algorithme de génération obtenu est de complexit´e optimale (relativement `a la cardinalité de la
partition),à savoirO(s|P|) ;

	 la structure mˆeme de la partitionP peutêtre exploitée de mani`ereà faciliter le calcul des bornes
C(P, x) et B(P, x). Plus précisément, la complexit´e de la proc´edure de d´ecompte des points
appartenant `aP− etP+ pour toutP ∈ P est sous-lin´eaire en la taille de la s´equence.

REMARQUE 7.7 On conjecture que pour toute s´equencex ⊂ Īs et toute partitionP deIs,

B(P, x) ≥W (P).

Cette assertion n’a pas pu ˆetre prouvée, mais plusieurs arguments indiquent qu’elle est probablement
vraie. Tout d’abord, on remarque que, dans le cas o`u x est une s´equence de variables al´eatoires i.i.d.
U(Is), on a l’espérance

E [B(P, x)] = E

[
max
P∈P

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P−), λ(P+)− A(P

−, x)
n

}]

≥ max
P∈P

max
{
E

[
A(P+, x)

n
− λ(P−)

]
, E

[
λ(P+)− A(P

−, x)
n

]}
= max

P∈P
{
λ(P+)− λ(P−)

}
=W (P).

D’autre part, la paire de relations

A(P+, x)
n

≥ λ(P+) =⇒ A(P+, x)
n

− λ(P−) ≥ λ(P+)− λ(P−) =W (P )

A(P−, x)
n

≤ λ(P−) =⇒ λ(P+)− A(P
−, x)
n

≥ λ(P+)− λ(P−) =W (P )

implique que

B(P, x) ≥W (P )

pour tout intervalleP appartenant au, g´enéralement tr`es large, sous-ensemble deP suivant :{
P ∈ P :

A(P+, x)
n

≥ λ(P+) ou
A(P−, x)

n
≤ λ(P−)

}
.

7.4.1 Le principe de d́ecomposition. Soit un intervalle

[α, β) =
s∏
i=1

[αi, βi) ⊂ Is,

défini parα < β ∈ Īs. Alors, pour toute composanted ∈ {1, . . . , s} et tout choix deγd ∈ [αd, βd),
l’intervalle [α, β) se laisse partitionner en[α, β′) et [α′, β), où α′, β′ ∈ Īs sont deux points donn´es par

α′i =
{
γd si i = d
αi sinon

et β′i =
{
γd si i = d
βi sinon.

Un tel pas (voir figure 7.4) est appel´e uned́ecomposition de param̀etreγd dans la directiond. Nous
allons montrer que, partant du cube unit´e Is, ce processus peut ˆetre appliqu´e récursivement jusqu’`a
engendrer une partition ne contenant que des intervalles de poids inf´erieur ouégalà ε.
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α α′

ββ′

d

FIG. 7.4. Décomposition dans la directiond d’un intervalle[α, β) en [α, β′) ∪ [α′, β).

Généralisant cette op´eration pour un point quelconqueγ ∈ [α, β), on obtient uned́ecomposition de
param̀etre γ. Ce nouveau pas est d´efini comme l’application successive, pourd = 1, . . . , s (dans cet
ordre), d’une d´ecomposition de param`etreγd dans la directiond à l’intervalle issu de la transformation
précédente dont le« coin supérieur-droit» a été préservé. Une telle combinaison des décompositions
dans différentes directions permet de partitionner un intervalle[α, β) ⊂ Is en au pluss+ 1 parties.

P0

Q1

P1

Q2

P2

Q3

P3

Qs−1

Ps−1

Qs

Ps

· · ·

FIG. 7.5. Décomposition d’un intervalleP0 = [α, β) ens+ 1 partiesQ1 ∪ · · · ∪Qs ∪ Ps.

Partant deP0 = [α, β) et appliquant pourd = 1, . . . , s une décomposition de param`etreγd dans la
directiond àPd−1, on obtient une succession de paires d’intervallesQd etPd tels que

Qd ∪ Pd = Pd−1.

Ce processus est illustr´e dans les figures 7.5 et 7.6. De mani`ere plus explicite, on a

P0 =
[
(α1, α2, . . . , αs), β

)
= [α, β) ,

Q1 =
[
(α1, α2, . . . , αs), (γ1, β2, . . . , βs)

)
,

P1 =
[
(γ1, α2, . . . , αs), β

)
,

Q2 =
[
(γ1, α2, . . . , αs), (β1, γ2, β3, . . . , βs)

)
,

P2 =
[
(γ1, γ2, α3, . . . , αs), β

)
,

...
...

Qs =
[
(γ1, . . . , γs−1, αs), (β1, . . . , βs−1, γs)

)
,

Ps =
[
(γ1, γ2, . . . , γs), β

)
= [γ, β) .
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b

b

b

α

β

γ

P0

b

b

b

α

β

γ

Q1 P1

b

b

b

α

β

γ

Q1

Q2

P2

d = 1 d = 2

FIG. 7.6. Décomposition de param`etreγ d’un intervalle[α, β) ∈ I2.

En fin de compte, on obtient

[α, β) =

(
s⋃
d=1

Qd

)
∪ [γ, β) .

Soulignons le fait que, suivant le choix deγ ∈ [α, β), la partition de l’intervalle[α, β) peut comporter
moins des + 1 parties. En effet, on observe que la d´ecomposition de param`etreγd dans la directiond
mèneà un intervalleQd vide si et seulement siγd = αd :

γd = αd ⇐⇒ Qd = ∅ ⇐⇒ Pd = Pd−1.

Cette présentation informelle du processus de d´ecomposition ´etant termin´ee, introduisons la notation
nécessaire `a la définition de la partitionPsε de poidsε du cube unit´e Is que nous nous proposons de
construire.

DÉFINITION 7.8 Pour un intervalleP = [αP , βP ) ⊂ Is et un pointγP ∈ [αP , βP ) donnés, une
décomposition de param̀etreγP est définie de la mani`ere suivante :

P =

(
s⋃
d=1

QPd

)
∪ [γP , βP ) ,

oùQPd =
[
αQ

P
d , βQ

P
d

)
est donn´e par

α
QP

d
i =

{
γPi pour i < d
αPi pour i ≥ d β

QP
d

i =
{
γPi pouri = d
βPi pouri �= d.(37)

On relève que pour touti, d ∈ {1, . . . , s}, on a

αPi ≤ αQ
P
d

i ≤ γPi ≤ βQ
P
d

i ≤ βPi .

Bien évidemment, la consid´eration de ce principe de d´ecomposition est une mani`ere très particulière
d’aborder le probl`eme de la partition du cube unit´e Is. D’autres approches ont ´eté testées, mais aucune
ne semblait mener `a des partitions de cardinalit´e substantiellement inf´erieure ou poss´edant une structure
aussi agr´eable que celle qui a ´eté retenue.
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7.4.2 Le choix du param̀etre γP . Partant d’un intervalleP = [αP , βP ) ⊂ Is de poids sup´erieurà
ε, plusieurs politiques de choix du param`etreγP conduisent, apr`es la décomposition correspondante, `a un
ensemble d’intervalles de poids inf´erieur. Cependant, la plupart des strat´egies envisageables occasionnent
des coˆuts importants (pour la r´esolution d’un sous-probl`eme) ou m`enentà des partitions de cardinalit´e
infinie ou dont le manque de structure ne facilite par le d´ecompte deA(P−, x) etA(P+, x) lors du calcul
effectif des bornesC(P, x) etB(P, x). Par exemple, il aurait ´eté envisageable de choisir successivement
γP1 , . . . , γ

P
s de manièreà ce que chacun des intervalles r´esultants non videsQP1 , . . . , Q

P
s soit de poids

égal à ε et de réappliquer ce processus `a l’intervalle restant[γP , βP ) s’il s’avère de poids sup´erieur à
ε. À première vue, cette approche peut sembler judicieuse, mais on s’aperc¸oit rapidement qu’elle m`ene
parfoisà des partitions de cardinalit´e infinie (par exemple pourε = 0.15 dans le carr´e unité).

Une meilleure strat´egie consiste `a choisirγP tel queW
(
[γP , βP )

)
= ε, mais d’une mani`ere qui

permette de d´ecomposer les intervalles restantsQP1 , . . . , Q
P
s non vides et de poids sup´erieur à ε en un

nombre de plus en plus restreint d’intervalles au cours des phases ult´erieures induites par l’application
récursive du proc´edé. Ce but peut ˆetre atteint par le biais de la proc´edure de choix suivante :

DÉFINITION 7.9 À tout intervalleP = [αP , βP ) ⊂ Is de poids strictement sup´erieur à ε, on
associe le param`etre de d´ecompositionγP = γP (δP ) ∈ [αP , βP ) donné par less fonctions

γPi (δ) =
{
αPi si δβPi ≤ αPi
δβPi sinon

, pour touti ∈ {1, . . . , s}(38)

et le facteurδP ∈ (0, 1) défini comme l’unique solution de l’´equationW
([
γP (δ), βP

))
= ε.

Intuitivement,γP est une transformation lin´eaire deβP , tronquée en fonction deαP selon certaines
composantes. Les troncations en question se laissent d´ecrire succinctement comme suit :

δPβPd ≤ αPd ⇐⇒ γPd = αPd ⇐⇒ QPd = ∅.(39)

On obtient donc une premi`ere version de notre algorithme de construction de la partitionPsε :

Algorithme 7.4 Construction de la partitionPsε du cube unit´e Is

Donnée : s, ε

Résultat : Psε
Psε ← ∅

décomposer(Is)

Procédure décomposer(P )

calculerδP etγP

pour d de1 à s faire

si γPd �= αPd alors

siW (QPd ) > ε alors

décomposer(QPd )

sinon

Psε ← Psε ∪QPd
Psε ← Psε ∪ [γP , βP )
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Bien que des modifications importantes doivent encore ˆetre apport´eesà cette formulation, la structure
globale de cet algorithme est quasiment d´efinitive. Précisons notamment qu’une proc´edure permettant
de calculer efficacementδP etγP resteà formuler.

Considérons tout d’abord un exemple d’application de cette m´ethode de d´ecomposition. Pourε = 0.6
ets = 3 la partition obtenue est repr´esentée dans la figure 7.7 et les valeurs num´eriques correspondantes
sont donn´ees dans la table 7.4. En examinant cette derni`ere, on remarque que les s´equences de pointsαP

etβP définissant les intervalles en question semblent avoir ´eté triées dans l’ordre lexicographique.

I3

1

2

3

QI3

1

QI3

2

QI3

3

[γI3
, βI3

)

Q
QI3

1
1

Q
QI3

1
3

[γQI3
1 , βQI3

1 )

Q
QI3

1
2

Q
QI3

2
3

[γQI3
2 , βQI3

2 )

Q
QI3

2
2

Q
QI3

3
3

[γQI3
3 , βQI3

3 )

[γI3
, βI3

)

FIG. 7.7. Décomposition du cube unit´e I3 pourε = 0.6.

7.4.3 Structure de la partition Psε . De manière formelle,Psε est l’unique partition deIs obtenue
en appliquant r´ecursivement le principe de d´ecomposition d´ecrit dans les d´efinitions 7.8 et 7.9 `a tout
intervalle de poids strictement sup´erieur à ε rencontré au cours du processus en question. Clairement,
tout intervalle généré est de poids inf´erieur ouégalà ε, mais on n’a a priori aucune assurance quant au
fait que la partition obtenue soit finie.

Ci-dessous, on prouve dans un premier temps quelques r´esultats concernant la construction de la
partition lorsqu’on examine le processus au cours des« générations» successives de d´ecomposition. On
démontre ensuite que la propri´eté relativeà l’ordre lexicographique observ´ee dans l’exemple de la table
7.4 est vraie en toute g´enéralité. Finalement, des formules explicites permettant de calculer efficacement
les param`etresδP etγP sontétablies. La question de la cardinalit´e de la partitionPsε est abord´ee dans la
section 7.4.4.
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Q
QI3

1
1 = [(0.000000, 0.000000, 0.000000), (0.420343, 1.000000, 1.000000))

Q
QI3

1
2 = [(0.420343, 0.000000, 0.000000), (0.736806, 0.570494, 1.000000))

Q
QI3

1
3 = [(0.420343, 0.570494, 0.000000), (0.736806, 1.000000, 0.570494))[

γQI3
1 , βQI3

1
)

= [(0.420343, 0.570494, 0.570494), (0.736806, 1.000000, 1.000000))

Q
QI3

2
2 = [(0.736806, 0.000000, 0.000000), (1.000000, 0.369873, 1.000000))

Q
QI3

2
3 = [(0.736806, 0.369873, 0.000000), (1.000000, 0.736806, 0.501995))[

γQI3
2 , βQI3

2
)

= [(0.736806, 0.369873, 0.501995), (1.000000, 0.736806, 1.000000))

Q
QI3

3
3 = [(0.736806, 0.736806, 0.000000), (1.000000, 1.000000, 0.251999))[

γQI3
3 , βQI3

3
)

= [(0.736806, 0.736806, 0.251999), (1.000000, 1.000000, 0.736806))[
γI3
, βI3)

= [(0.736806, 0.736806, 0.736806), (1.000000, 1.000000, 1.000000))

TAB. 7.4. Décomposition du cube unit´e I3 pourε = 0.6.

L EMME 7.10 Si P = [αP , βP ) ⊂ Is est un intervalle de poidsW (P ) > ε, alors pour toute
directionj ∈ {1, . . . , s} telle queQPj �= ∅ etW (QPj ) > ε, on a

1o δQ
P
j < δP ,

2o γ
QP

j

i = α
QP

j

i = γPi , pour toute directioni < j.

PREUVE. 1o On commence par d´eterminer la valeur deγ
QP

j

i (δP ) pour tout i ∈ {1, . . . , s}.
Reformulant la d´efinition (38), il vient

γ
QP

j

i (δP ) =


 α

QP
j

i si δPβ
QP

j

i ≤ αQ
P
j

i ,

δPβ
QP

j

i sinon.
(40)

On examine les trois cas suivants :

	 Cas 1 :i < j

i < j =⇒(37) α
QP

j

i = γPi etβ
QP

j

i = βPi

=⇒(40) γ
QP

j

i (δP ) =
{
γPi si δPβPi ≤ γPi ,
δPβPi sinon.

(41)

Considérant séparément les deux cas de la d´efinition (38), on obtient
 δPβPi ≤ αPi =⇒(38) γPi = αPi =⇒(41) γ

QP
j

i (δP ) = γPi
δPβPi > α

P
i =⇒(38) γPi = δPβPi =⇒(41) γ

QP
j

i (δP ) = γPi

=⇒ γ
QP

j

i (δP ) = γPi , pour touti < j.

	 Cas 2 :i = j

i = j =⇒(37) α
QP

j

j = αPj etβ
QP

j

j = γPj

=⇒(40) γ
QP

j

j (δP ) =

{
αPj si δP γPj ≤ αPj
δP γPj sinon
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=⇒ γ
QP

j

j (δP ) ≥ δP γPj .
	 Cas 3 :i > j

i > j =⇒(37) α
QP

j

i = αPi etβ
QP

j

i = βPi

=⇒(40) γ
QP

j

i (δP ) =
{
αPi si δPβPi ≤ αPi
δPβPi sinon

=(38) γPi .

Il est maintenant possible de majorer le poids de l’intervalle
[
γQ

P
j (δP ), βQ

P
j

)
parδP ε :

W
([
γQ

P
j (δP ), βQ

P
j

))
=

s∏
i=1

β
QP

j

i −
s∏
i=1

γ
QP

j

i (δP )

= δP
s∏
i=1

βPi −
s∏
i=1

γ
QP

j

i (δP ) ≤ δP

(
s∏
i=1

βPi −
s∏
i=1

γPi

)
= δP ε < ε.

Ainsi, l’unique coefficientδQ
P
j ∈ (0, 1) tel queW

([
γQ

P
j (δQ

P
j ), βQ

P
j

))
= ε satisfaitδQ

P
j < δP .

2o Reformulant la d´efinition (38), on a

γ
QP

j

i =


 α

QP
j

i si δQ
P
j β

QP
j

i ≤ αQ
P
j

i ,

δQ
P
j β

QP
j

i sinon.

i < j =⇒(37) γ
QP

j

i =

{
γPi si δQ

P
j βPi ≤ γPi ,

δQ
P
j βPi sinon.

Considérantà nouveau les deux cas de la d´efinition (38), on obtient

	 Cas 1 :δPβPi ≤ αPi
δPβPi ≤ αPi =⇒(38) γPi = αPi

δQ
P
j < δP =⇒ δQ

P
j βPi < δ

PβPi ≤ αPi = γPi =⇒ γ
QP

j

i = γPi .

	 Cas 2 :δPβPi > α
P
i

δPβPi > α
P
i =⇒(38) γPi = δPβPi

δQ
P
j < δP =⇒ δQ

P
j βPi < δ

PβPi = γPi =⇒ γ
QP

j

i = γPi .

D’autre part et pour terminer, rappelons que l’´egalité entreα
QP

j

i etγPi pour touti < j est assur´ee
par la relation (37).

b

b

b

b

b

b

b

Le corollaire fondamental suivant d´ecoule de la propri´eté (39) et de la seconde partie du lemme 7.10.

COROLLAIRE 7.11 SiP = [αP , βP ) ⊂ Is est un intervalle de poidsW (P ) > ε, alors pour toute
directionj ∈ {1, . . . , s} telle queQPj �= ∅ etW (QPj ) > ε, on a

Q
QP

j

i = ∅, pour toute directioni < j.
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Par définition, QPj est un intervalle issu deP après décomposition dans les directions1 à j. Le
corollaire 7.11 affirme que, dans le cas o`u QPj doit être partitionn´e à son tour, les d´ecompositions dans
les directions1 à j − 1 mènent syst´ematiquement `a des intervalles vides. Plus pr´ecisément, on a

QPj =


 s⋃
i=j

Q
QP

j

i


 ∪ [γQP

j , βQ
P
j

)
.

On obtient donc un maximum des − j + 2 nouveaux intervalles. Ces consid´erations m`enentà la
reformulation suivante de notre algorithme de partition :

Algorithme 7.5 Construction de la partitionPsε du cube unit´e Is

Donnée : s, ε

Résultat : Psε
Psε ← ∅

décomposer(Is, 1)

Procédure décomposer(P, j)

γPi ← αPi pour touti < j

calculerδP etγPj , . . . , γ
P
s

pour i de j à s faire

si γPi �= αPi alors

siW (QPi ) > ε alors

décomposer(QPi , i)

sinon

Psε ← Psε ∪QPi
Psε ← Psε ∪ [γP , βP )

On en arrive au r´esultat annonc´e plus haut concernant l’ordre particulier dans lequel l’algorithme
introduit les intervalles dans la partitionPsε . Cette propriété est exploit´ee de mani`ere intensive pour
accélérer le décompte des points lors du calcul des bornes pour la discr´epance (voir section 7.4.5).

THÉORÈME 7.12 Les deux śequences de points{αP : P ∈ Psε} et {βP : P ∈ Psε} définissant les
intervalles de la partitionPsε sont ǵeńerés par l’algorithme dans l’ordre lexicographique.

PREUVE. Pour tout intervalle non videQPj , apparaissant au cours du d´eroulement de l’algorithme,
on noteF(QPj ) ⊂ Psε le sous-ensemble de la partition issu de la d´ecomposition deQPj en intervalles de
poids inférieur ouégalàε. Par la nature r´ecursive du processus, il est clair que, pourj < s, la génération
deF(QPj ) est entièrement termin´ee avant que la question de la d´ecomposition deQPj+1 ne soit abord´ee.
D’autre part, consid´erant l’expression (37), on voit que less+1 intervalles que l’on peut ´eventuellement
obtenir par d´ecomposition directe deP sont dans l’ordre lexicographique d´esiré :

αP = αQ
P
1

lex
< · · · lex

< αQ
P
s

lex
< γP

βQ
P
1

lex
< · · · lex

< βQ
P
s

lex
< βP .

Il suffit donc de montrer que, pour toute directionj < s, cet ordre est pr´eservé entre les intervalles de
F(QPj ) et ceux contenus dansF(QPj+1), ainsi qu’entre ceux deF(QPs ) et [γP , βP ).
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	 Pour{αP : P ∈ Psε} :

Considérant la relation (37), la seconde partie du lemme 7.10 et le corollaire 7.11, on a

αRi = γPi , pour touti < j et toutR ∈ F(QPj ).

D’autre part, l’expression (37) implique queα
QP

j

j = αPj < γ
P
j = β

QP
j

j lorsqueQPj est non vide.
On en déduit que

αRj ∈
[
αPj , γ

P
j

)
, pour toutR ∈ F(QPj ).

En particulier, on aαRj < γ
P
j pour tout intervalleR ∈ F(QPj ), si bien qu’en fin de compte

αR = (γP1 , . . . , γ
P
j−1, α

R
j , . . . , α

R
s )

lex
< (γP1 , . . . , γ

P
j , α

P
j+1, . . . , α

P
s ) = α

QP
j+1 pourj < s,

αR = (γP1 , . . . , γ
P
s−1, α

R
s )

lex
< (γP1 , . . . , γ

P
s ) = γ

P pourj = s.

	 Pour{βP : P ∈ Psε} :

Considérant la relation (37) et le corollaire 7.11, on obtient

βRi = βPi , pour touti < j et toutR ∈ F(QPj ).

Or, par construction,βRj ≤ β
QP

j

j = γPj < β
P
j pour toutR ∈ F(QPj ). Ainsi, pourj = s et tout

intervalleR ∈ F(QPs ), on a

βR = (βP1 , . . . , β
P
s−1, β

R
s )

lex
< (βP1 , . . . , β

P
s ) = β

P

et finalement, pour toute directionj < s et toute paire d’intervallesR ∈ F(QPj ) etT ∈ F(QPj+1),
on obtient

βR = (βP1 , . . . , β
P
j−1, β

R
j , . . . , β

R
s )

lex
< (βP1 , . . . , β

P
j , β

T
j+1, . . . , β

T
s ) = β

T .

b

b

b

b

b

b

b

Il nous reste encore `a établir des expressions permettant de calculer les param`etresδP etγP nécessaires
au processus de d´ecomposition.

L EMME 7.13 Dans l’algorithme 7.5, lors de chaque appelà la proćeduredécomposer(P, j) et
pour toute directioni ∈ {j, . . . , s}menant̀a la géńeration d’un intervalleQPi non vide, on a

W (QPi ) = δ
PW (P ).

PREUVE. Examinant de plus pr`es l’expression (37), on s’aperc¸oit que la composante d’indexs du
« coin inférieur-gauche» des intervalles d´ecompos´es est pr´eservée durant tout le processus2 :

α
QP

i
s = αPs = · · · = αIs

s = 0.

On en déduit facilement que

W (QPi ) =
s∏
k=1

β
QP

i
k −

s∏
k=1

α
QP

i
k =

s∏
k=1

β
QP

i
k = δP

s∏
k=1

βPk = δPW (P ).

b

b

b

b

b

b

b

2Bien sûr, la partition contient des intervallesP avecαP
s �= 0, mais il s’agit exclusivement d’intervalles du type[γ∗, β∗).
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THÉORÈME 7.14 Dans l’algorithme 7.5, pour tout appelà décomposer(P, j), on a

δP =

( ∏s
i=1 β

P
i − ε∏j−1

i=1 α
P
i

∏s
i=j β

P
i

) 1
s−j−1

(42)

γPi =
{
αPi pour i < j
δPβPi pour i ≥ j(43)

PREUVE. Par définition, δP ∈ (0, 1) est l’unique solution de l’´equation

W
(
[γP , βP )

)
= ε, où γPi =

{
αPi si δPβPi ≤ αPi
δPβPi sinon

, pour touti ∈ {1, . . . , s}.

Le corollaire 7.11 implique que l’intervalleP est issu deIs après une s´equence de d´ecompositions
dans des directions d’index au plusj. En considérant l’expression (37), on voit queαPi = · · · = αIs

i = 0
pour touti ≥ j. Ainsi, pour toutδ ∈ (0, 1), on aδ βPi > α

P
i = 0 pour touti ≥ j. D’autre part, par la

relation (39) et le corollaire 7.11, il est clair queγPi = αPi pour touti < j. L’expression (43) est donc
démontrée. En utilisant cette propri´eté, la valeur (42) du param`etreδP s’obtient par simple r´esolution de
l’ équationW

(
[γP , βP )

)
= ε. b

b

b

b

b

b

b

Ces résultats permettent de renforcer le corollaire 7.11 :

COROLLAIRE 7.15 Dans l’algorithme 7.5, pour tout appelà décomposer(P, j), l’intervalle P
est partitionńe comme suit en exactements− j + 2 parties non vides :

	 less− j + 1 intervallesQPj , . . . , Q
P
s de poidsδPW (P ) ;

	 l’intervalle [γP , βP ) de poidsε.

On obtient donc la version finale de notre algorithme de partition :

Algorithme 7.6 Construction de la partitionPsε du cube unit´e Is

Donnée : s, ε

Résultat : Psε
Psε ← ∅

décomposer(Is, 1, 1.0)

Procédure décomposer(P, j, v)

calculerδP à l’aide de l’expression (42)

calculerγP à l’aide de l’expression (43)

si δP v > ε alors

pour i de j à s faire

décomposer(QPi , i, δ
P v)

sinon

pour i de j à s faire

Psε ← Psε ∪QPi
Psε ← Psε ∪ [γP , βP )

Cet algorithme est de complexit´e optimaleO(s|Psε |), relativement `a la cardinalité dePsε .
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7.4.4 Cardinalité de la partition. On montre que la partitionPsε est finie en exhibant une borne
supérieure sur sa cardinalit´e. Cette preuve utilise la notion d’arbre triangulaire (voir figure 7.8) :

DÉFINITION 7.16 Pour une paire d’entiersl ≥ 1 eth ≥ 0, l’arbre triangulaireTlh (de hauteurh et
de largeurl) est défini comme suit :

	 T l0 est une feuille ;

	 pour une hauteurh > 0, l’arbre Tlh est constitu´e d’une racine `a laquelle sont attach´es l arbres
triangulairesT lh−1, T

l−1
h−1, . . . , T

1
h−1.

FIG. 7.8. L’arbre triangulaireT3
4 et ses15 feuilles.

THÉORÈME 7.17 L’arbre triangulaire T lh poss̀edeN lh =
(
h+l−1
l−1

)
feuilles.

PREUVE. L’affirmation estévidente pourh = 0 : Tl0 est une feuille etNl0 = 1. On procède par
induction sur la hauteur de l’arbre. On suppose le r´esultat prouv´e pourh et on le démontre pourh+ 1 :

N lh+1 =
l∑
i=1

N ih =
l∑
i=1

(
h+ i− 1
i− 1

)
=
l−1∑
i=0

(
h+ l − i− 1
l − i− 1

)
.

Appliquant récursivement l’identit´e
(
b+1
a

)
=
(
b
a

)
+
(
b
a−1

)
, il vient(

b+ 1
a

)
=

a∑
i=0

(
b− i
a− i

)
.

Utilisant cette expression poura = l − 1 et b = h+ l − 1, on obtient le r´esultat

N lh+1 =
(
h+ l
l − 1

)
.

b

b

b

b

b

b

b

On montre maintenant que la partitionPsε est finie.

THÉORÈME 7.18 Pour tout choix deε ∈ (0, 1), on a

|Psε | ≤
(
s+ h
s

)
, où h =

⌈
s log ε

log(1− ε)
⌉
.

PREUVE. Dans l’algorithme 7.5, pour tout appel `a la procédured́ecomposer(P, j), le corollaire
7.15 stipule queP est partitionn´e en un intervalle[γP , βP ) de poidsε (directement ajout´eàPsε ) ets−j+1
intervallesQPj , . . . , Q

P
s de poidsδPW (P ). On obtient le résultat en remarquant que la premi`ere partie

du lemme 7.10 implique queδP est inférieur au tout premier facteur utilis´e δI
s
= (1− ε)1/s.
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En effet, il est alors possible de majorer la longueur de toute chaˆıne de décompositions (apparaissant au
cours du d´eroulement de l’algorithme) par un nombreh, où h est le plus petit entier tel que(

(1− ε)1/s
)h
≤ ε.

Globalement, le processus de d´ecomposition se laisse donc repr´esenter sous la forme d’un arbre
triangulaire de hauteurh et de largeurs+1 dont de nombreuses branches ont ´eté tronquées. Les feuilles
de cet arbre correspondant aux intervalles de la partition, on obtient

|Psε | ≤ N s+1
h =

(
s+ h
s

)
, où h =

⌈
s log ε

log(1− ε)
⌉
.

b

b

b

b

b

b

b

En pratique, cette majoration constitue le plus souvent une large surestimation. En revanche, comme
l’illustre la table 7.5, l’estimateur empiriquesεs fournit généralement une bonne approximation de la
cardinalité en question. N´eanmoins, ces deux indicateurs sugg`erent que la taille de la partitionPsε croı̂t
de manière exponentielle avec la dimension.

ε 0.3 0.2 0.1 0.05 0.03
|P5
ε | 1 546 12 566 428 882 14 153 521 184 095 539(5+h5

ε
5

)
26 334 850 668 153 476 148 18 934 442 604 542 256 910 321

5
ε5 2 057 15 625 500 000 16 000 000 205 761 317

TAB. 7.5. Taille de la partitionPsε en dimensions = 5 pour différentes valeurs deε.

Comme cela a ´eté discuté en page 73, l’utilisation de la m´ethode d´ecrite dans la section 7.1 est
susceptible de s’accompagner d’un certain gaspillage de ressources lorsque la partitionP considérée est
une grille extensible. Ce fait semble clair au vu des r´esultats de la table 7.6. En effet, on observe sur ces
quelques exemples que la cardinalit´e d’une grille paraˆıt nettement plus grande que la taille de la partition
Psε de même poids. De plus, la diff´erence aurait tendance `a s’accentuer lorsque la dimension augmente.
Ainsi, pour un même effort de calcul, on peut s’attendre `a ce que la nouvelle m´ethode de d´ecomposition
présentée dans cette section permette de construire des partitions de poids inf´erieur et donc de fournir de
meilleures bornes pour la discr´epance d’une s´equence donn´ee. Notons toutefois que ce pronostic ne tient
pas compte des difficult´es suppl´ementaires occasionn´ees au niveau du d´ecompte des points.

s 2 3 4 5 6 7

ε = M̂ s
k 0.090263 0.10514 0.11374 0.12100 0.12737 0.13198

ks 225 3 375 50 625 759 375 11 390 625 170 859 375
|Psε | 176 1 763 17 600 163 171 1 422 078 12 488 175

8 10 12 16 20
0.18456 0.29999 0.42581 0.68599 0.89390

214 358 881 282 475 249 244 140 625 43 046 721 1 048 576
8 419 312 2 761 801 533 026 4 734 21

TAB. 7.6. Comparaison, dans quelques cas donn´es par une dimensions et un poids
communε = M̂ s

k , des cardinalit´es respectives de la partitionPsε et de la grille extensible
correspondante (voir section 7.2).
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7.4.5 D́ecompte des points.Pour tout param`etre de pr´ecisionε ∈ (0, 1), l’algorithme 7.6 fournit
une partitionPsε du cube unit´e Is telle queW (Psε ) = ε. Pour une s´equence donn´eex den points dans
le cube unité Īs, il nous reste donc `a calculer les bornes

C(Psε , x) = max
P∈Ps

ε

max
{∣∣∣∣A(P−, x)

n
− λ(P−)

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣A(P+, x)

n
− λ(P+)

∣∣∣∣
}

et

B(Psε , x) = max
P∈Ps

ε

max
{
A(P+, x)

n
− λ(P−), λ(P+)− A(P

−, x)
n

}

pour la discrépanceD∗
n(x). En utilisant la notation

Rsε =
{
P− : P ∈ Psε

} ∪ {P+ : P ∈ Psε
}
,

le problème revient `a compter le nombre de pointsA(P, x) pour tout intervalleP ∈ Rsε.
Dans la section 7.2.2, la consid´eration de partitionsPzs,k

ayant la forme de grilles extensibles a
pu être exploitée pour simplifier l’ex´ecution de cette tˆache et conduire `a un algorithme de complexit´e
O(n log(|Pzs,k

|) + 2s|Pzs,k
|). Soulignons le fait que c’est dans le logarithme de cette expression que

réside tout l’intérêt de cette approche, car il permet d’aborder le calcul de bornes pour la discr´epance de
séquences de grande taille (voir table 7.3).

Pour les partitions plus g´enéralesPsε considérées ici, il n’a pas ´eté possible de faire aussi bien au
niveau de la s´eparation des difficult´es caus´ees d’un cˆoté par la taille de la s´equence et de l’autre par celle
de la partition. En premier lieu, mentionnons le fait que le probl`eme du d´ecompte des points ´enoncé
ci-dessus peut ˆetre résolu directement, par ´enumération desn points pour chacun des2|Psε | intervalles
concernés, mais que la complexit´e de l’algorithme obtenu estO(n|Psε |). Il est toutefois possible de
réduire cet effort `aO((log n)s|Psε |) en utilisant une technique de comptage bas´ee sur la notion d’arbre
d’intervalles. Comme nous le verrons, la structure particuli`ere de la partitionPsε peut alors ˆetre exploitée
de manièreà accélérer consid´erablement le processus.

Afin de motiver l’utilisation d’arbres d’intervalles dans la m´ethode de comptage sp´ecialisée présentée
dans cette section, on illustre (`a l’avance) son efficacit´e à travers une exp´erience num´erique dont les
résultats sont donn´es dans la table 7.7. Il s’agit du calcul des bornesC(P7

0.1, x) etB(P7
0.1, x) pour la

discrépance d’une s´equence den points dansI7. Comme on pouvait s’y attendre, on observe que pour
la méthode par ´enumération directe, le temps de calcul par point est pratiquement constant (la petite
tendance vers le haut lorsquen croı̂t étant sans doute due `a des effets li´es à la mémoire-cache). Par
contre, on constate qu’en effectuant le d´ecompte des points `a l’aide de la m´ethode bas´ee sur les arbres
d’intervalles, l’effort par point est non seulement moindre, mais qu’il d´ecroı̂t lorsquen augmente.

Signalons au passage que l’utilisation de la m´ethode de comptage pr´esentée ci-dessous ne requiert
pas le stockage de la partitionPsε . En effet, les valeurs deA(P−, x) etA(P+, x) peuventêtre calculées
et les bornes pour la discr´epanceC(Psε , x) etB(Psε , x) misesà jour au fur et `a mesure de la g´enération
des intervallesP ∈ Psε par l’algorithme 7.6.

n 50 100 500 1 000 5 000
comptage par ´enumération directe 22.0 22.6 23.7 26.8 26.8

comptage `a l’aide d’arbres d’intervalles 15.0 11.0 5.90 4.95 3.46

TAB. 7.7. Comparaison du temps marginal de calcul (en secondes par point) n´ecessaire
à la détermination des bornesC(P7

0.1, x) etB(P7
0.1, x) pour la discrépance den points

d’une suite de Faure `a l’aide de deux techniques de comptage diff´erentes.

86 Eric Thiémard



CHAPITRE 7 UNE APPROCHE PAR D́ECOMPOSITION DU CUBE UNIT́E

La notion d’arbre d’intervalles a ´eté propos´ee simultan´ement par Lucker [Luc78] et Bentley [Ben79].
Des descriptions plus d´etaillées sont disponibles dans les ouvrages de Mehlhorn [Meh84] et de Preparata
et Shamos [PS85]. La d´efinition considérée ci-dessous diff`ere légèrement de la version classique, mais
les principes sous-jacents sont exactement les mˆemes.

DÉFINITION 7.19 Pour une s´equence de pointsx = {x1, . . . , xn} ⊂ Īs, unarbre d’intervalles en
dimensions se définit (par induction) de la mani`ere suivante. Il s’agit d’un arbre binaire ordonn´e d’après
les valeurs de la premi`ere composante des points qu’il contient. De plus, pours ≥ 2, chaque sommet
d’un tel arbre est dot´e d’un pointeur vers la racine d’un arbre d’intervalles en dimensions− 1 défini sur
les projections dess− 1 dernières composantes des points se trouvant dans son sous-arbre de gauche, y
compris lui-même (voir figure 7.9).

En omettant le terme constant qui croˆıt exponentiellement avec la dimension,O (n(log n)s) est à
la fois la complexité d’un algorithme de construction et l’espace-m´emoire requis pour le stockage de
cette structure de donn´ees (voir Lucker [Luc78]). Heureusement, dans notre cas particulier, l’ex´ecution
complète de cette tˆache n’est pas n´ecessaire. En effet, il suffit d’une petite partie de l’arbre d’intervalles
pour résoudre le probl`eme du d´ecompte des points inclus dans les diff´erents intervalles deRsε.

2

6 5

1 3 4

1

3 2

6

6

3

4

4

x1 = (0.25 0.72 0.83)

x2 = (0.62 0.75 0.98)

x3 = (0.53 0.15 0.48)

x4 = (0.81 0.39 0.65)

x5 = (0.92 0.36 0.71)

x6 = (0.33 0.12 0.67)

< 0.85

< 0.41 < 0.41

< 0.63

p = (0.85 0.41 0.63)

[0, p) ∩ {x1, . . . , x6} = {x3}
A([0, p), x) = 1

FIG. 7.9. Portion d’un arbre d’intervalles en dimensions = 3 correspondant `a une
séquence de6 pointsx = {x1, . . . , x6} ⊂ Ī3 et exploration induite par un intervalle
[0, p) spécifié.

Le processus menant `a la détermination deA(P, x) pour un intervalleP =
∏s
i=1 [0, pi) ∈ Rsε donné

peutêtre décrit comme suit. Partant de la racine de l’arbre d’intervalles en dimensions, on commence
par rechercherp1. Considérant le chemin parcouru (on note au passage qu’il est de longueurO(log n)
pour un arbre binaire ´equilibré), on appelley(p, 1) l’ensemble des sommets visit´es qui sont suivis d’un
mouvement sur la droite (ou d’une« intention» de mouvement sur la droite, une fois parvenu au niveau
des feuilles). On remarque que l’ensemble des points de la s´equencex dont la première composante est
inférieureà p1 est en bijection avec l’ensemble des sommets inclus dansy(p, 1) et leurs sous-arbres de
gauche. Dans l’exemple de la figure 7.9, on obtienty(p, 1) = {2, 4} et on vérifie que le sous-ensemble
des points ayant leur premi`ere coordonn´ee inférieureà p1 = 0.85 est bien{1, 2, 3, 4, 6} (par abus de
langage, on identifie les sommets, les points et leurs index).

Puis, successivement pour chacune des composantesd ∈ {2, . . . , s}, il suffit de suivre les pointeurs
associés aux différents sommets dey(p, d − 1) et de rechercherpd dans les arbres d’intervalles (en
dimensions−d+1) correspondants. Comme pr´ecédemment, consid´erant les chemins parcourus, on note
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y(p, d) l’ensemble des sommets visit´es qui sont suivis d’un mouvement sur la droite. Dans l’exemple de
la figure 7.9, on obtienty(p, 2) = {3, 4} et y(p, 3) = {3}.

Pour toutd ∈ {1, . . . , s}, l’ensemble des points de la s´equence ayant leursd premières composantes
plus petites quep1, . . . , pd (respectivement) est donc en bijection avec les sommets inclus dansy(p, d)
et leurs sous-arbres de gauche. Ainsi, si l’on stocke en chaque sommet de tout arbre d’intervalles en
dimension1 la cardinalité de son sous-arbre de gauche (y compris lui-mˆeme), on obtientA(P, x) en
sommant ces nombres pour tout ´elément dey(p, s). Tout chemin impliqu´e dans ce processus ´etant de
longueurO(log n) (pour des arbres binaires ´equilibrés), cette valeur se calcule enO ((log n)s).

Notons que l’obtention de cette complexit´e ne repose sur aucune hypoth`ese particuli`ere quant `a la
nature des requˆetes. Par contre, en exploitant judicieusement la structure sp´ecifique de la partitionPsε , la
tâche consistant `a déterminerA(P, x) pour toutP ∈ Rsε se simplifie radicalement. Notons tout d’abord
que, d’après les résultats de la section 7.4.3, le dernier intervalle ajout´e dansPsε est[

γI
s
, βI

s)
.

Ainsi, si l’on noteS(P ) l’intervalle inséré dans la partition juste apr`esP ∈ Psε \ {[γI
s
, βI

s
)} (S(P ) est

appelé lesuccesseurdeP ), le théorème 7.12 nous assure que

αP
lex
< αS(P ) et βP

lex
< βS(P ).

Soit ωα
P

(respectivementωβ
P

), le plus petiti ∈ {1, . . . , s} tel queαS(P )
i > αPi (respectivement

β
S(P )
i > βPi ). Pour toutP ∈ Psε \ {[γI

s
, βI

s
)}, la relation lexicographique susmentionn´ee implique que

α
S(P )
i = αPi pour touti < ωα

P
et β

S(P )
i = βPi pour touti < ωβ

P
.

Ce fait va s’avérer précieux par la suite, mais commenc¸ons par montrer commentωα
P

et ωβ
P

peuvent
être déterminés (au moment de la g´enération deS(P )) sans le moindre effort de calcul suppl´ementaire :

THÉORÈME 7.20 Pour toutP ∈ Psε \ {[γI
s
, βI

s
)}, on a

ωα
P
= ωβ

P
= ωP ,

où

ωP =

{
j − 1 si S(P ) est directement issu d’une décomposition dans la directionj,3

s sinon, c’est-̀a-dire lorsqueS(P ) est un intervalle de la forme[γ∗, β∗).

PREUVE. On remarque tout d’abord que siδI
s ≤ ε, on a

Psε =
{
QI

s

1 , . . . , Q
Is

s , [γ
Is
, βI

s
)
}
.

Considérant l’expression (37), on en d´eduit directement que

ωα
QIs

j = ωβ
QIs

j = j, pour toutj ∈ {1, . . . , s}.

Ce cas particulier ´etant réglé, on suppose d´esormais queδI
s
> ε. Il en découle que les intervalles

QI
s

1 , . . . , Q
Is

s sont décompos´esà leur tour et qu’ainsi, il existe un intervalleR dontP est issu apr`es deux
décompositions (en termes informels,P possède un grand-p`ereR, comme indiqu´e sur la figure 7.10).
Fondamentalement, il n’existe que deux possibilit´es (mutuellement exclusives) :

3Le casj = 1 ne peut pas se produire. En effet, l’unique intervalle de la partition qui soit issu d’une d´ecomposition dans
la direction1 n’est autre que le tout premier. On a doncj ∈ {2, . . . , s}.
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Q
QR

i
i

· · · Q
QR

i
j

· · · Q
QR

i
s [γQR

i , βQR
i )

QR
i · · ·QR

k

· · · · · · · · ·

· · · QR
s

· · · · · ·

[γR, βR)

R

FIG. 7.10. Décomposition d’un intervalleR sur deux g´enérations.

1o Si P = QQ
R
i

j pour une paire de directionsi ≤ j ≤ s, alors son successeurS(P ) dans la partition
est forcément (voir les derni`eres lignes de l’algorithme 7.6)

S(P ) =



Q
QR

i
j+1 si j < s,[
γQ

R
i , βQ

R
i

)
si j = s.

Considérant l’expression (37), on en d´eduit que dans les deux cas

ωα
P
= ωβ

P
= j.

2o SiP =
[
γQ

R
i , βQ

R
i

)
pour une certaine directioni ≤ s, alors pourd ≤ i on a

αPd = γQ
R
i

d =


 α

QR
i

d = γRd si d < i,

δQ
R
i β
QR

i
i = δQ

R
i γRi si d = i

et

βPd = βQ
R
i

d =

{
βRd si d < i,

γRi si d = i.

On distingue les deux cas suivants :

	 Si i = s, alorsS(P ) = [γR, βR) et on obtient directement

ωα
P
= ωβ

P
= s.

	 Si i < s, alorsS(P ) est soitQ
QR

i+1

i+1 (commeW (QRi+1) = W (QRi ) > ε, on sait queQRi+1

doit forcémentêtre décompos´e à son tour) ou l’un de ses descendantsQ···
QR

i+1

i+1 obtenu apr`es
une série de décompositions dans la directioni+ 1. De toute mani`ere, on a{

α
S(P )
d = γRd ,

β
S(P )
d = βRd ,

pour toutd ≤ i.

On en déduit facilement que

ωα
P
= ωβ

P
= i.

b

b

b

b

b

b

b
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La majeure partie des b´enéfices que l’on peut esp´erer tirer de l’exploitation de la structure de la partition
Psε apparaˆıt dans le corollaire suivant :

COROLLAIRE 7.21 Pour tout intervalleP ∈ Psε \ {[γI
s
, βI

s
)} tel queωP > 1, on a

y
(
αS(P ), i

)
= y

(
αP , i

)
et y

(
βS(P ), i

)
= y

(
βP , i

)
, pour touti ∈ {1, . . . , ωP − 1}.

En d’autres termes, pour la plupart des intervallesP ∈ Psε , une partie importante du travail effectu´e
pour déterminerA(P−, x) etA(P+, x) peutêtre réutilisée pour calculerA(S(P )−, x) etA(S(P )+, x).
Plus précisément, l’exploration de l’arbre d’intervalles peut ˆetre court-circuit´ee en commenc¸ant par la
recherche deαS(P )

ωP et βS(P )

ωP au niveau des arbres d’intervalles de dimensions − ωP − 1 indiqués par
les pointeurs associ´es aux sommets contenus dans les ensemblesy(αP , ωP − 1) et y(βP , ωP − 1). On
économise ainsi lesωP − 1 premières phases du processus correspondant `a la détermination de la paire
de sous-ensembles constitu´es des points de la s´equencex dont lesωP − 1 premières composantes sont
respectivement inf´erieures `a (αP1 , . . . , α

P
ωP −1

) et à (βP1 , . . . , β
P
ωP −1

).

De plus,étant donn´e queαS(P )

ωP > αP
ωP , une partie de l’ensembley(αP , ωP ) peut généralement ˆetre

réutilisée pour la construction dey(αS(P ), ωP ). En effet, si la premi`ere partie du chemin correspondant `a
la recherche deαP

ωP dans un arbre point´e par un sommet dey(αP , ωP − 1) est exclusivement constitu´ee

de mouvements sur la droite, il est bien clair que ce d´ebut de chemin est identique pourαS(P )

ωP et n’a donc
pas besoin d’ˆetre recalcul´e4 (bien entendu, le raisonnement similaire obtenu en remplac¸ant ci-dessusα
parβ estégalement valide). Sp´ecialisant cet argument dans le cas particulier o`u ωP = s, on s’aperc¸oit
que la somme partielle des cardinalit´es des sous-arbres de gauche (y compris leur racine) le long d’un tel
chemin vers la droite peut ˆetre stock´ee et n’a donc pas `a être réévaluée.

En pratique,ωP est très fréquemment ´egalàs (une fois sur deux pour donner un ordre de grandeur) et
presque toujours tr`es proche de cette valeur. Ainsi, comparativement `a la procédure d’utilisation standard
des arbres d’intervalles, on obtient une acc´elération spectaculaire du processus de comptage. Il n’a pas
été possible d’´etablir un résultat théoriqueà ce niveau, mais la complexit´e empirique de l’algorithme
obtenu pour le calcul des bornesC(Psε , x) etB(Psε , x) est bien meilleure queO((log n)s|Psε |).

Dans notre mise en œuvre de cette m´ethode, l’arbre d’intervalles associ´e à une s´equencex n’est
pas construit compl`etement. Les parties requises sont simplement ajout´ees au fur et `a mesure de la
génération de la partitionPsε et de la consid´eration des requˆetes correspondantes. Ainsi, l’´economie en
espace-m´emoire et en temps de calcul est fort appr´eciable. De plus, il n’est g´enéralement pas n´ecessaire
de conserver jusqu’`a la fin du déroulement de l’algorithme toutes les portions construites de l’arbre. En
effet, dans la plupart des cas, il est possible de lib´erer l’espace occup´e par certaines parties qui, compte
tenu de l’ordre lexicographique d’arriv´ee des requˆetes, ne seront de toute mani`ere plus utilisées5.

REMARQUE 7.22 Dans notre d´efinition d’arbre d’intervalles, nous avons omis de sp´ecifier quel type
d’arbre binaire utiliser. Pour des requˆetes uniform´ement distribu´ees, le choix optimal est donn´e par les
arbres binaires ´equilibrés6 . Par contre, celles de l’ensembleRsε étant concentr´ees au voisinage du« coin
supérieur-droit» du cube unit´e Is (tout particulièrement en dimension ´elevée), la consid´eration d’arbres
binaires qui penchent vers la gauche paraˆıt nettement plus judicieuse.

Par exemple, les r´esultats de la table 7.7 ont ´eté obtenus `a l’aide d’un param`etre de d´eséquilibre fixé
à 4/5. On entend par l`a que pour tout sommet d’un des arbres binaires utilis´es, on trouve4 fois plus de

4Dans l’exemple de la figure 7.9, siω[0,p) = 1, on peut pr´edire que l’on va obtenir{2} ⊂ y(S([0, p)), 1).
5Il s’agit de branches enti`eres situ´ees sur la partie gauche de l’arbre d’intervalles en dimensions (et de tous les arbres de

dimension inférieure qui y sont attach´es). Le cas se produit lorsqueωP = 1 et que le d´ebut de chemin exclusivement constitu´e
de mouvements vers la droite est plus long pour la recherche deα

S(P )
1 que pour celle deαP

1 (de même pourβS(P )
1 etβP

1 ).
6Rappelons qu’un arbre binaire est ditéquilibré si, pour tout sommet qu’il contient, les cardinalit´es respectives de son

sous-arbre de gauche et de son sous-arbre de droite diff`erent d’au plus1.
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sommets dans son sous-arbre de gauche que dans son sous-arbre de droite. Ce fait permet de raccourcir
considérablement la longueur des chemins de recherche pour une tr`es large majorit´e des requˆetes de
Rsε (celles qui sont situ´ees au voisinage du« coin supérieur-droit» du cube) et de la rallonger dans les
quelques cas restants. Globalement, le b´enéfice est tr`es net au niveau du temps de calcul, mais le prix `a
payer se situe au niveau de l’espace-m´emoire utilisé qui s’avère bien plus cons´equent pour une grande
valeur du param`etre de d´eséquilibre.

Du point de vue de la complexit´e, la consid´eration de tels arbres ne constitue pas un probl`eme. En
effet, tant que pour tout sommet le rapport des cardinalit´es des sous-arbres de droite et de gauche est une
constante, on a la garantie que la hauteur totale de l’arbre resteO(log n).

REMARQUE 7.23 Finalement, mentionnons le fait que la borne inf´erieure

C(Psε , x) = max
P∈Rs

ε

∣∣∣∣A(P, x)n
− λ(P )

∣∣∣∣
pour la discrépance de la s´equencex peut être facilement am´eliorée. En effet, il suffit d’observer que
toute composantepj d’un intervalleP =

∏s
j=1[0, pj) peut être arrondie (vers le haut ou vers le bas

suivant le signe deλ(P ) − A(P, x)/n) jusqu’à la coordonn´eexij la plus proche (ou ´eventuellement `a
0 ou 1 lorsqueP jouxte la facette correspondante du cube unit´e) sans changer la valeur deA(P, x).
Clairement, ces intervalles de volume optimis´e conduisent `a une meilleure borne inf´erieure pourD∗n(x).

7.5 Expériences nuḿeriques

La méthode de d´ecomposition d´ecrite dans la section 7.4 a ´eté implémentée et ses performances
évaluéesà travers quelques exp´eriences num´eriques. Comme dans la section 7.3, on commence par
calculer des bornes pour la discr´epance de quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb. On aborde
ensuite la question de la comparaison de diff´erents types de s´equences dans le cas particulier de la
dimension7. On termine par une exp´erience illustrant le fait que cette m´ethode peut ´eventuellement ˆetre
utilisée pour se forger une opinion sur des questions th´eoriques a priori difficilement accessibles.

7.5.1 Bornes pour la discŕepance. Notre méthode a permis d’´etablir des bornes inf´erieures et
supérieures pour la discr´epance de quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb (obtenus `a l’aide du
générateurGrayFaure présenté dans la section 4.8.4). Ces r´esultats sont donn´es dans la table 7.8.

s b m n = bm εC εB D∗
n(x) ∈ [C(PsεC , x), B(PsεB , x)]

7 7 2 49 0.05 0.05 [0.269011, 0.295125]
3 343 0.59 0.05 [0.129832, 0.168598]
4 2’401 0.6 0.05 [0.030518, 0.074176]

10 11 2 121 0.6 0.125 [0.248508, 0.337404]
3 1’331 0.58 0.15 [0.093028, 0.220886]

12 13 2 169 0.61 0.18 [0.265266, 0.396727]
3 2’197 0.58 0.22 [0.096713, 0.283217]

15 17 2 289 0.59 0.26 [0.256021, 0.455008]
3 4’913 0.57 0.35 [0.085855, 0.416446]

20 23 2 529 0.58 0.5 [0.259366, 0.722188]
3 12’167 0.55 0.5 [0.080737, 0.509607]

100 101 1 101 0.99 0.96 [0.954159, 0.961973]

TAB. 7.8. Intervalle[C(PsεC , x), B(PsεB , x)] pour la discrépance de quelques r´eseaux de Faure.
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Il s’agit des meilleures bornes connues `a ce jour pour la discr´epance de ces r´eseaux7. En effet,
comme nous l’avons d´ejà mentionn´e dans la section 7.3, la majoration fournie par le th´eorème 6.1 est
supérieureà 1 pour les s´equences en question et les m´ethodes de calcul exact (voir chapitre 5) s’av`erent
inapplicables dans ces cas-l`a. D’autre part, hormis pour le(0, 2, 7)-réseau en base7, on remarque que
les bornes sup´erieures obtenues sont meilleures que celles de la table 7.3.

Pour chaque r´eseau consid´eré, le param`etre de pr´ecisionεB associé à la borne sup´erieureB(PsεB , x)
a été fixé à la plus petite valeur possible de mani`ereà ce que le temps de calcul ne d´epasse pas quelques
jours. Cependant, mis `a part dans un cas, la borne inf´erieureC(PsεB , x) correspondante n’est pas donn´ee
dans la table 7.8. En effet, de meilleures minorations ont ´eté obtenues (le plus souvent en quelques
secondes de calcul seulement) pour des valeurs du param`etre de pr´ecisionεC plus grandes queεB. Bien
entendu, cette approche pr´eserve la garantie fournie par le th´eorème 7.3 d’aboutir `a un intervalle de
largeur au plusεB.

Par ailleurs, signalons qu’en choisissant des valeurs du param`etreεB légèrement plus grandes que
celles de la table 7.8, le temps de calcul associ´e s’avère nettement plus court. Par exemple, pour le
(0, 3, 15)-réseau en base17 considéré, la détermination de la borne sup´erieure0.416446 avecε = 0.35 a
nécessit´e112 heures sur une station de travail dot´ee d’un Pentium III `a500 MHz, alors qu’avecε = 0.45
la majoration0.465755 est obtenue apr`es 2 heures seulement. Ce comportement est li´e au fait qu’en
première approximation, le temps de calcul est proportionnel `a la cardinalité de la partitionPsε qui,
comme nous l’avons discut´e dans la section 7.4.4, semble croˆıtre commes/εs.

Finalement, mentionnons le fait que notre m´ethode permet ´egalement de calculer des bornes assez
précises pour la discr´epance de s´equences en petite dimension. Par exemple, pour un(0, 20, 2)-réseau de
Faure en base2 (plus d’un million de points), on obtient l’intervalle[0.0000071, 0.0000136] en utilisant
le paramètre de pr´ecisionε = 0.000007 (en revanche, dans ce cas particulier, le th´eorème 7.3 fournit une
majoration de meilleure qualit´e que la nˆotre :0.0000105).

7.5.2 Comparaison de śequences.À notre connaissance, la litt´erature ne contient aucun r´esultat
sur l’expérience, pourtant naturelle, qui consiste `a comparer la discr´epance effective de s´equences finies
extraites de suites classiques. Notre technique de calcul d’intervalles a permis d’effectuer une premi`ere
tentative en ce sens. Nous avons choisi d’´evaluer, en dimensions = 7, la discrépance des segments
initiaux de trois suites `a discrépance faible et de deux g´enérateurs pseudo-al´eatoires :

	 une suite de Halton en bases2, 3, 5, 7, 11, 13, et17 (voir section 4.2) ;

	 une suite de Sobol permut´eeà l’aide d’un code de Gray (g´enéréeà partir de la mise en œuvre de
Bratley et Fox [BF88] d´ecrite dans la section 4.8.1) ;

	 une suite de Faure permut´ee à l’aide d’un code de Gray en base7 (générée en utilisant
l’impl émentationGrayFaure décrite dans la section 4.8.4) ;

	 le générateur (15) combin´e à congruences lin´eaires multiples MRG32k3a de L’Ecuyer [L’E99] ;

	 le générateur pseudo-al´eatoireRand() de la librairie C standard associ´ee au compilateurgcc8.

Les intervalles obtenus sont repr´esentés dans la figure 7.11 (les param`etres de pr´ecisionε utilisés
ont été fixésà 0.05 pourn ∈ {30, . . . , 100} et à 0.04 pourn ∈ {150, 200, 250}). En conclusion, pour
n ≤ 100, les séquences de Sobol et Faure pr´esentent les discr´epances les plus faibles, mais `a partir de
150 points, leséchantillons provenant de la suite de Halton semblent tout aussi performants. Notons que
cette exp´erience est reconsid´erée dans la section 8.5.3.

7Certaines de ces discr´epances ´etant calcul´ees au chapitre 8, cette affirmation est partiellement caduque.
8Sa périodeétant de longueur215, une telle relique ne devrait plus exister sur un syst`eme informatique moderne.
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FIG. 7.11. Intervalles pour la discr´epance de cinq types de s´equences en dimension7.

Les suites de Halton, Sobol et Faure ´etantà discrépance faible, elles satisfont

D∗
n(x) ≤ C n−1(log n)s +O

(
n−1(log n)s−1

)
.(44)

Comme nous l’avons dit dans la section 4.7, on rencontre parfois dans la litt´erature des affirmations
du type :« en vue d’une application de la m´ethode de quasi-Monte-Carlo, une suite de Faure constitue
un meilleur choix qu’une suite de Halton car elle pr´esente une plus petite constanteC dans l’expression
(44)». Ce raisonnement est incorrect pour au moins trois raisons :

1o les constantes en question (voir chapitre 4) ne sont que des bornes sup´erieures ;

2o personne n’a jamais prouv´e queD∗
n(x) = Ω(n−1(log n)s) pour les trois suites en question ;

3o même si quelqu’un r´eussissait `a démontrer une telle propri´eté, la constante impliqu´ee ne d´ecrirait
que le régime asymptotique et ne constituerait donc pas une mesure repr´esentative de la
discrépance d’une s´equence finie susceptible d’ˆetre utilisée en pratique.

Pour les suites de Halton, Sobol et Faure en dimension7, les meilleures constantesC connues pour
la majoration asymptotique (44) sont respectivement17.3, 2.6 et 0.0041 (voir table 4.2, page 42). Les
résultats donn´es dans la figure 7.11 montrent clairement que, du moins pour des tailles d’´echantillon
n ≤ 250, ces constantes ne sont absolument pas repr´esentatives de la discr´epance effective des s´equences
en question.

Au contraire, nous pensons que ces valeurs refl`etent surtout la complexit´e du problème de leur
détermination et, d’une mani`ere plus g´enérale, le peu de place que la difficult´e intrinsèque du cadre
mathématique dans lequel s’inscrit la d´efinition des différentes suites concern´ees laisse au chercheur
pour exercer son talent.
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Une séquence pseudo-al´eatoire dansIs est cens´ee imiter unéchantillon de variables al´eatoires i.i.d.
U(Is). L’expérience consid´erée ici pour deux g´enérateurs particuliers concerne une seule r´ealisation du
processus et n’a donc rien `a voir avec l’estimation de la discr´epance moyenne d’un ´echantillon aléatoire
de n points dansI7. Notre but n’est pas non plus d’homologuer ou d’invalider tel ou tel g´enérateur
pseudo-al´eatoire, mais d’indiquer que notre m´ethode de calcul d’intervalles pourrait ´eventuellement ˆetre
utilisée dans un tel but si une statistique de test correspondante ´etait développée. D’autre part, pour ne
pas laisser planer de doute, pr´ecisons que dans les deux cas consid´erés ici, la séquence de30 points est
un sous-ensemble de celle de40 et ainsi de suite.

Les ensembles de points provenant du g´enérateur de L’Ecuyer semblent pr´esenter (comparativement
aux séquences issues des suites de Halton, Sobol et Faure) une discr´epance assez grande, ainsi qu’un
comportement globalement d´ecroissant, quoique localement irr´egulier. Ces diff´erentes observations sont
plutôt rassurantes pour des ´echantillons cens´es imiter une s´equence al´eatoire. Bien entendu, un tel pr´eavis
demande confirmation par r´eplication de l’exp´erience.

En revanche, pour le g´enérateurRand(), la discrépance d´ecroı̂t régulièrement et presque aussi bien
qu’une séquence `a discrépance faible. A priori, un tel comportement, quoique vraisemblable pour une
réalisation particuli`ere de l’expérience (le germe12345 a été utilisé), paraˆıt trop « lisse» pour provenir
d’un bon générateur pseudo-al´eatoire. Des r´eplications de l’exp´erience avec d’autres valeurs du germe
seraient bien sˆur nécessaires avant de pouvoir envisager s´erieusement une telle conclusion.

7.5.3 Sur les ensembles minimaux.Le théorème 1.23 stipule que pour toute valeurd ∈ (0, 1/2),
la taillen(s, d) de la plus courte s´equence dans̄Is présentant une discr´epance inf´erieure ou ´egaleàd croı̂t
linéairement avecs et au pire de mani`ere quadratique avecd−1. Bien que leur existence soit prouv´ee, la
construction de tels ensembles minimaux est une question ouverte et vraisemblablement tr`es difficile. Au
premier abord, des ´echantillons de points provenant de suites `a discrépance faible classiques constituent
des candidats naturels pour l’´etude de ce probl`eme. En particulier, il serait int´eressant de savoir si, pour
une famille de suites donn´ee, la taille des ensembles minimaux correspondants pr´esente ´egalement une
croissance lin´eaire avec la dimension.

Nous nous proposons de tester cette question dans le cas particulier des segments initiaux des suites
de Faure permut´eesà l’aide d’un code de Gray (g´enérés en utilisant l’implémentationGrayFaure
décrite dans la section 4.8.4) pourd = 0.45 et les dimensionss ∈ {4, . . . , 12}. Notons que, le th´eorème
1.23 étant un résultat asymptotique, il n’est pas garanti quen(s, d) présente un comportement lin´eaire
pour d’aussi petites valeurs des. De manière similaire, mˆeme si la croissance de la taille des ´echantillons
minimaux des suites de Faure permut´ees s’av´erait également lin´eaire, rien n’empˆeche que, localement,
les résultats paraissent tr`es différents (pours ∈ {4, . . . , 12} par exemple). Ces r´eserves pr´eliminaires
étant formulées, l’expérience n’en demeure pas moins potentiellement r´evélatrice et, par cons´equent,
mérite d’être tentée.

Notre méthode ne fournissant que des bornes inf´erieures et sup´erieures pour la discr´epance d’une
séquence de points donn´ee, il n’a en g´enéral pas ´eté possible d’obtenir des intervalles suffisamment
étroits pour d´eterminer de mani`ere exacte la longueur minimalenmin du segment initial de la suite
étudiée présentant une discr´epance inf´erieure ou ´egaleà 0.45. En fin de compte, nous avons dˆu nous
contenter de construire des ensembles de candidats contenant la vraie valeur de la taille en question (voir
figure 7.12).

Compte tenu des r´eserves mentionn´ees plus haut, la prudence est de mise pour l’analyse des r´esultats
de cette exp´erience. Toutefois, pours ∈ {4, . . . , 12}, le comportement obtenu ne paraˆıt pas linéaire en
la dimension, mais plutˆot de la formes log s, voire quadratique. Ainsi, pour autant qu’une conclusion
puisseêtre tirée, il semble peu probable que les ´echantillons minimaux de cette famille de suites m`ene
à la croissance lin´eaire désirée. Bien entendu, cette assertion ne repose que sur l’intuition et non sur un
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quelconque argument solide. Cependant, l’objectif de cette exp´erienceétait surtout d’illustrer le fait que
notre méthode pouvait permettre de se forger une premi`ere opinion sur une telle question.
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FIG. 7.12. Ensembles de valeurs candidates pour la taille minimalenmin d’une
séquence issue d’une suite de Faure permut´ee à l’aide d’un code de Gray pr´esentant
une discrépance inf´erieure ou ´egaleà0.45 pours ∈ {4, . . . , 12}.
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CHAPITRE 8

Une approche par programmation linéaire en nombres entiers

Il est possible de ramener la question du calcul de la discr´epance d’une s´equencex de n points
dansĪs à la résolution d’une famille de programmes lin´eaires en nombres entiers. Cette affirmation peut
paraˆıtre surprenante au premier abord, vu l’´evidente non-lin´earité de la fonction discr´epance locale (4).
Cependant, il suffit d’une d´ecomposition en2n sous-probl`emes suivie d’une l´egère transformation pour
aboutirà une reformulation de ce type.

Bien que certaines similitudes soient apparentes, cette approche s’av`ere passablement diff´erente des
techniques pr´esentées au chapitre 5. Fondamentalement, on peut la voir comme une mani`ere d’aborder la
discrétisation de Niederreiter (21) avec l’ambition d’´enumérer implicitement une partie aussi importante
que possible de la grilleQ engendr´ee par les points de la s´equence et les bords du cube. D’autre part, elle
a en commun avec l’algorithme de Dobkin et Eppstein l’exploitation de la d´ecomposition du probl`eme
en2n + 2 parties,à savoir la question de la d´etermination, pour toutk ∈ {0, . . . , n}, des intervalles de
I∗s de plus petit et de plus grand volume contenant exactementk parmi lesn points de la s´equence.

Cette méthode a la particularit´e de mener en temps polynomial `a un intervalle initial non trivial (mais
hélas de qualit´e médiocre) pour la discr´epance de la s´equence. Par la suite, les bornes en question sont
progressivement am´elioréesà l’aide de techniques de programmation lin´eaire en nombres entiers. Il est
à noter que le processus peut ˆetre stopp´e à tout instant (fournissant alors un intervalle dont la qualit´e
reflète l’effort de calcul consenti jusque-l`a) ou poursuivi jusqu’`a l’obtention de la valeur exacte de la
discrépanceD∗

n(x). Il s’agit de la premi`ere approche offrant une telle alternative `a l’utilisateur.

Le contenu de ce chapitre est une version revisit´ee de notre article [Thi]. Dans la section 8.1, on
montre comment le calcul de la discr´epance se ram`ene aux2n+2 problèmes de g´eométrie combinatoire
mentionnés ci-dessus. Dans la section 8.2, ces derniers sont reformul´es comme des programmes lin´eaires
en nombres entiers et diverses techniques de r´esolution sont pr´esentées dans la section 8.3. Un processus
dynamique aboutissant au calcul de la discr´epance est propos´e dans la section 8.4 et, pour terminer, les
résultats de quelques exp´eriences num´eriques sont donn´es dans la section 8.5.

8.1 Décomposition du probl̀eme

Soit une s´equence den pointsx = {x1, . . . , xn} dans le cube unit´e Īs. La réécriture suivante de la
discrépance (3) s’obtient par conditionnement sur le nombre de pointsk contenus dans l’intervalleP :

D∗
n(x) = sup

P∈I∗
s

∣∣∣∣A(P, x)n
− λ(P )

∣∣∣∣
= max

k∈{0,... ,n}
max

{
sup

A(P,x)=k

P∈I∗
s

(
λ(P )− k

n

)
, sup
A(P,x)=k

P∈I∗
s

(
k

n
− λ(P )

)}

= max

{
max

k∈{0,... ,n}

(
sup

A(P,x)=k

P∈I∗
s

λ(P )− k
n

)
, max
k∈{0,... ,n}

(
k

n
− inf
A(P,x)=k

P∈I∗
s

λ(P )

)}
.
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C’est donc tout naturellement que l’on voit apparaˆıtre, pour toutk ∈ {0, . . . , n}, la question de la
détermination des intervalles deI∗s (i.e. ancrés à l’origine) de volume minimal et maximal contenant
exactementk parmi lesn points de la s´equence. On note ces probl`emes

V kmin = inf
A(P,x)=k

P∈I∗
s

λ(P ) et V kmax = sup
A(P,x)=k

P∈I∗
s

λ(P ).(45)

Ainsi, on obtient l’expression suivante pour la discr´epance :

D∗
n(x) = max

{
max

k∈{0,... ,n}

(
V kmax −

k

n

)
, max
k∈{0,... ,n}

(
k

n
− V kmin

)}
.(46)

8.2 L’intervalle de volume optimal contenantk points

En dimensions = 2, Aggarwal, Imai, Katoh et Suri [AIKS91] ont propos´e un algorithme permettant
de déterminer l’intervalle deI∗2 de périmètre minimum contenantk parmi lesn points de la s´equence.
Comme nous le verrons dans la remarque 8.4, ce probl`eme entretient des rapports tr`esétroits avecVkmin.
Malheureusement, comme pour la plupart des algorithmes de g´eométrie combinatoire dans le plan, sa
généralisation en dimension quelconque n’est pas envisageable.

À notre connaissance,V kmin et V kmax n’ont jamaisété étudiés. De plus, bien que ce point ne soit
pas prouv´e, nous pensons qu’il s’agit de probl`emes NP-durs. Ci-dessous, ces questions sont abord´ees
à l’aide de la programmation lin´eaire en nombres entiers (nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de
Wolsey [Wol98] et de Cook, Cunningham, Pulleyblank et Schrijver [CCPS97] pour une introduction `a
ce domaine). Pour parvenir `a une telle formulation, on d´efinit la paire de points auxiliaires

x0 = (0, . . . , 0) et xn+1 = (1, . . . , 1)

correspondant respectivement au« coin inférieur-gauche» et « supérieur-droit» du cube unit´eĪs. On
commence par ´enoncer deux propositions sur la g´eométrie des solutions optimales.

PROPOSITION 8.1 Pour un probl̀emeV kmin, l’infimum dans l’expression(45)correspond au volume
d’un intervalle ferḿe P̄ = [0, p] =

∏s
j=1[0, pj ], où p = (p1, . . . , ps) est un point de la grille induite par

la séquencex et les bords du cube unité. En d’autres termes, on a

pj ∈ {x0
j , . . . , x

n+1
j }, pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}.

PREUVE. Supposons par l’absurde qu’il existe un intervalle ferm´eP̄ = [0, p] de volume minimal
contenantk points parmin (dont certains peuvent se trouver sur le bord) tel quepd /∈ {x0

d, . . . , x
n+1
d }

pour une composanted ∈ {1, . . . , s}. Il est clair que l’intervalle ferm´eP̄ ′ = [0, p′] donné par

p′j =

{
max{i∈{0,... ,n+1} : xi

j<pj} xij si j = d

pj sinon

est de volume strictement inf´erieuràλ(P̄ ) et contient les mˆemesk points. b

b

b

b

b

b

b

PROPOSITION 8.2 Pour un probl̀emeV kmax, le supremum dans l’expression(45) est atteint pour un
intervalleP = [0, p) =

∏s
j=1[0, pj) ∈ I∗s , où p = (p1, . . . , ps) est un point de la grille induite par la

séquencex et les bords du cube unité. En d’autres termes, on a

pj ∈ {x0
j , . . . , x

n+1
j }, pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}.
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PREUVE. Supposons par l’absurde qu’il existe un intervalle optimalP tel quepd /∈ {x0
d, . . . , x

n+1
d }

pour une composanted ∈ {1, . . . , s}. Il est clair que l’intervalleP′ = [0, p′) donné par

p′j =

{
min{i∈{0,... ,n+1} : xi

j>pj} xij si j = d

pj sinon

est de volume strictement sup´erieuràλ(P ) et ne contient aucun point suppl´ementaire. b

b

b

b

b

b

b

On peut remarquer qu’en combinant ces propositions avec l’expression (46), on retombe facilement sur
la discrétisation de Niederreiter (21) pour le calcul de la discr´epance.

V 2
max V 2

max

FIG. 8.1. Solution optimale du probl`emeV 2
max pour deux instances donn´ees par4

points du plan.

Pour les deux types de probl`emes, la solution optimale est donc `a chercher sur la grille induite par
la séquencex et les bords du cube unit´e. Toutefois, les points situ´es sur le bord ouvert d’un intervalle
candidat[0, p) ne sont pas `a considérer parmi lesk points cherch´es pourVkmax (voir figure 8.1), alors
qu’ils doivent être compt´es pourVkmin (voir figure 8.2). De mani`ere équivalente, tout probl`emeVkmax

peut être résolu en recherchant l’intervalle ferm´eP̄ = [0, p] de volume maximal contenantk points
dans son« semi-intérieur» [0, p) etV kmin correspond au volume minimal de la fermeture d’un intervalle
semi-ouvert (contenantk points) que l’on peut ´ecrireP (ε) =

∏s
j=1[0, pj + ε) avecε→ 0+.

Ainsi, en fin de compte, la consid´eration d’intervalles ferm´es ou semi-ouverts dans la d´efinition des
problèmes (45) s’av`ere toutà fait anecdotique. Cependant, la programmation lin´eaireétant par nature
adaptée aux intervalles ferm´es, nous travaillerons exclusivement avec ces derniers. Signalons qu’une
partie de la difficulté des probl`emes (45) tient au fait que, dans les deux cas, le nombre de points situ´es
sur le bord de l’intervalle optimal n’est pas fixe et d´epend dex et dek (voir figures 8.1 et 8.2).

V 2
min

V 2
min

FIG. 8.2. Solution optimale du probl`emeV 2
min pour deux instances donn´ees par4 points

du plan.
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Une approche brutale envisageable pour la r´esolution des probl`emesVkmin et V kmax passe par
l’ énumération des

(n
k

)
sous-ensembles dek points de la s´equencex. D’autre part, les propositions 8.1

et 8.2 indiquent qu’ils peuvent ˆetre résolus en consid´erant les(n + 2)s points de la grille induite par
la séquencex et les bords du cube unit´e. L’utilisation de la programmation lin´eaire en nombres entiers
permet d’éviter d’aussi importantes ´enumérations et fournit ´egalement, par relaxation, des bornes pour
la solution optimale.

8.2.1 Quelques notations et́elimination des cas triviaux. Dans ce qui suit, on suppose qu’aucun
point de la s´equencex ne poss`ede de composante nulle :

xij �= 0, pour tout pointi ∈ {1, . . . , n} et toute composantej ∈ {1, . . . , s}.

On pose cette hypoth`ese dans un souci de simplification des notations. En effet, la pr´esence de
coordonnées nulles est susceptible d’engendrer l’apparition de coˆuts infinis dans la fonction objectif des
programmes lin´eairesénoncés ci-dessous. Bien qu’il soit possible de g´erer une telle situation, ce serait au
prix d’un alourdissement consid´erable de la pr´esentation. Nous pr´eférons donc ´eliminer cette possibilit´e,
afin de ne pas mettre en p´eril la clarté de l’expos´e.

L’origine (0, . . . , 0) est le premier point de bon nombre de suites `a discrépance faible classiques
(les composantes de tous les autres points ´etant généralement non nulles). Toutefois, le traitement de ce
cas particulier ´etant réintroduit dans la remarque 8.18, la pr´esence de ce point n’entre pas en conflit avec
l’hypothèse ci-dessus. Finalement, signalons qu’en dernier recours, la m´ethode peut toujours ˆetre utilisée
telle quelle, en prenant soin de remplacer chaque coordonn´ee nulle par un petitε > 0.

Pour chaque composantej ∈ {1, . . . , s}, on définit une permutationσj de la séquencex, telle que

x
σj(1)
j ≤ · · · ≤ xσj(n)

j .

De plus, onétend cette permutation au point auxiliairexn+1 = (1, . . . , 1) en posant

σj(n + 1) = n+ 1, pour toutj ∈ {1, . . . , s}.

L’intervalle nul fournissant la solution optimale du probl`emeV0
min, on a

V 0
min = 0

quelle que soit la s´equencex (n’incluant pas l’origine). Le cas des points `a coordonn´ees nulles ayant
été écarté et V 0

min résolu, il est clair que pour les2n + 1 problèmes restants (V1
min, . . . , V

n
min et

V 0
max, . . . , V

n
max), aucun intervalle d´egénéré (i.e. à intérieur vide) n’est plus `a considérer.

Ainsi, compte tenu des propositions 8.1 et 8.2, nous ne nous int´eressons qu’aux intervalles de la forme

P (δ) =
s∏
j=1

[
0, xσj (δj)

j

)
et P̄ (δ) =

s∏
j=1

[
0, xσj(δj)

j

]

donnés par un param`etreδ = (δ1, . . . , δs) ∈ {1, . . . , n + 1}s.
Ces nouvelles notations sont illustr´ees par un exemple donn´e dans la figure 8.3. HormisV0

min, cinq
autres cas (pour autant quen ≥ 3) peuventêtre résolus directement. Pour chacun des probl`emes en
question, on fournit le volume optimal ainsi qu’un intervalle et l’ensemble dek points correspondant :

	 V 1
min

Choisir un pointp ∈ {1, . . . , n}minimisant le volumeV (i) =
∏s
j=1 x

i
j .

On obtient le volume optimalV 1
min = V (p) et l’intervalle P̄ =

∏s
j=1[0, x

p
j ] correspondant ne

contient que le pointxp.
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P (δ)

x1

x2

x3

σ1 = (2 3 1 4)

x2
1 ≤ x3

1 ≤ x1
1 ≤ x4

1

σ2 = (3 1 2 4)

x3
2 ≤ x1

2 ≤ x2
2 ≤ x4

2

δ = (δ1, δ2) = (3, 1)

P (δ) = [0, x
σ1(δ1)
1 ) × [0, x

σ2(δ2)
2 ) = [0, x1

1) × [0, x3
2)

FIG. 8.3. Illustration, pour une s´equence den = 3 points dans le plan, des nouvelles
notations introduites pour les permutations associ´ees aux différentes composantes et
pour les intervalles de la formeP (δ).

	 V n−1
min

Le pointà retirer estxσd(n), où d est une composantec ∈ {1, . . . , s}minimisant le volume restant

V (c) =
s∏
j=1

σj(n)�=σc(n)

x
σj(n)
j

s∏
j=1

σj(n)=σc(n)

x
σj(n−1)
j .

Le volume optimal estV n−1
min = V (d) et l’intervalle correspondant̄P (δ) =

∏s
j=1

[
0, xσj(δj )

j

]
donné par

δj =
{
n si σj(n) �= σd(n)
n− 1 sinon

, pour toutj ∈ {1, . . . , s}

contient tous les points de la s´equence saufxσd(n).

	 V nmin

On a le volume optimalV nmin =
∏s
j=1 x

σj(n)
j et l’intervalle correspondant̄P =

∏s
j=1

[
0, xσj(n)

j

]
contient toute la s´equencex.

	 V n−1
max

Le pointà retirer estxσd(n), oùd est une composantec ∈ {1, . . . , s}maximisant le volume restant

V (c) = xσc(n)
c .

Le volume optimal estV n−1
max = V (d) et l’intervalle correspondantP (δ) =

∏s
j=1

[
0, xσj (δj)

j

)
donné par

δj =
{
n+ 1 si j �= d
n sinon

, pour toutj ∈ {1, . . . , s}

contient tous les points de la s´equence saufxσd(n).

	 V nmax

Le volume optimal estV nmax = 1 et l’intervalle optimalP = Is contient toute la s´equencex.

Ces six cas peuvent ˆetre consid´erés comme r´eglés et ne n´ecessitent donc pas l’usage de l’approche par
programmation lin´eaire en nombres entiers pr´esentée ci-dessous.
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8.2.2 Reformulation. Tout d’abord, on associe `a tout param`etre δ ∈ {1, . . . , n + 1}s l’unique
ensemble des(n+ 1) variables binaires donn´e par

z
σj(i)
j =

{
1 si i ≤ δj
0 sinon

, pour touti ∈ {1, . . . , n+ 1} et j ∈ {1, . . . , s}.(47)

En d’autres termes, pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}, le paramètreδj ∈ {1, . . . , n + 1} engendre
une séquence non croissante den+ 1 variables binaires dont la premi`ere vaut1 :

1 = zσj(1)
j ≥ zσj(2)

j ≥ · · · ≥ zσj(n+1)
j .(48)

Cette transformation est illustr´ee dans la figure 8.4. Clairement, la d´efinition (47)établit une bijection
entre{1, . . . , n + 1}s et les ensembles des séquences non croissantes den + 1 variables binaires
commenc¸ant par un1.

P (δ)

x1

x2

x3

σ1 = (2 3 1 4) σ2 = (3 1 2 4)

δ = (δ1, δ2) = (3, 1){
z2
1 = z3

1 = z1
1 = 1

z4
1 = 0{
z3
2 = 1

z1
2 = z2

2 = z4
2 = 0

FIG. 8.4. Illustration, pour une s´equence de3 points dans le plan, du lien existant entre
un intervalleP (δ) donné par un param`etreδ ∈ {1, . . . , n+1}s et less(n+1) variables
binaireszij qui lui sont associ´ees.

Par définition,xσj(i) est le point de la s´equence pr´esentant laie plus petiteje composante etx
σj(δj )
j

correspond `a la longueur duje côté de l’intervalleP (δ). L’expression (47) est donc `a interpréter comme

suit : la variable binairez
σj(i)
j estégaleà 1 si et seulement si laje coordonnéex

σj(i)
j du pointxσj(i) est

inférieure ou ´egaleà la longueurx
σj(δj)
j du je côté de l’intervalleP (δ) (voir figure 8.4).

8.2.2.1 Le probl̀eme de l’intervalle de volume minimal contenantk points. Par définition, un point
xi de la séquencex est donc inclus dans l’intervalle ferm´e

P̄ (δ) =
s∏
j=1

[
0, xσj (δj)

j

]

si et seulement sizij = 1 pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}. Or, pour un probl`eme du typeVkmin, la
proposition 8.1 indique que l’on cherche justement un intervalle ferm´e contenantk points de la s´equence.
Introduisantn variables binairesy1, . . . , yn soumises aux contraintes lin´eaires


yi ≤ zij, ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n},
yi ≥ 1− s+

s∑
j=1

zij , ∀i ∈ {1, . . . , n},(49)

où les variableszij (obtenues par la relation (47) pour un intervalleP (δ) donné) satisfont la contrainte

z
σj(i)
j = zσj(i+1)

j , ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n} avecx
σj(i)
j = xσj(i+1)

j ,(50)
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on a

yi = 1 ⇐⇒ zij = 1 pour toutj ∈ {1, . . . , s} ⇐⇒ xi ∈ P̄ (δ) =
s∏
j=1

[
0, xσj(δj)

j

]
.

La variable binaireyi vaut donc1 si et seulement si le pointxi est inclus dans l’intervalle ferm´e
P̄ (δ). Les contraintes (50) sont n´ecessaires pour pr´eciser que si deux pointsxσj(i) etxσj(i+1) possèdent
la mêmeje coordonnée, on peut envisager de consid´erer un intervalle donn´e parδj = i + 1, mais en
aucun cas parδj = i. Finalement, pour obtenir un intervalle contenantk points, il suffit d’imposer

n∑
i=1

yi = k.(51)

En fin de compte, pourk ∈ {1, . . . , n}, les solutions admissibles du probl`emeVkmin correspondent
aux ensembles de variables binaireszij etyi satisfaisant les contraintes (48)(49)(50) et (51). Par ailleurs,
le volume d’un intervalle d´efini par un param`etreδ ∈ {1, . . . , n+ 1}s s’écrit

λ(P (δ)) = λ(P̄ (δ)) =
s∏
j=1

x
σj(δj)
j .

Le logarithme de cette grandeur

log (λ(P (δ))) = log
(
λ(P̄ (δ))

)
=

s∑
j=1

log
(
x
σj(δj)
j

)

=
s∑
j=1

[
z
σj(1)
j log

(
x
σj(1)
j

)
+
n+1∑
i=2

z
σj(i)
j

{
log

(
x
σj(i)
j

)
− log

(
x
σj(i−1)
j

)}]
(52)

prenant la forme d’une fonction lin´eaire des variablesz
σj(i)
j , il suffit de retenir cette expression comme

fonction objectif pour aboutir `a la formulation d´esirée :

log(V kmin) = min
s∑
j=1

[
log

(
x
σj(1)
j

)
+
n+1∑
i=2

z
σj(i)
j

{
log

(
x
σj(i)
j

)
− log

(
x
σj(i−1)
j

)}]

s.c. 1 = zσj(1)
j ≥ · · · ≥ zσj(n+1)

j ∀j ∈ {1, . . . , s}

z
σj(i)
j = zσj(i+1)

j ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n} avecx
σj(i)
j = xσj(i+1)

j

yi ≤ zij ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n}
yi ≥ 1− s+

s∑
j=1

zij ∀i ∈ {1, . . . , n}
n∑
i=1

yi = k

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n}
zij ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀j ∈ {1, . . . , s}

La taille d’un tel programme lin´eaire en nombres entiers est proportionnelle `a la dimensions et au
nombre de pointsn de la séquencex considérée.
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8.2.2.2 Le probl̀eme de l’intervalle de volume maximal contenantk points. On obtient facilement
la formulation correspondante pour les probl`emes du typeVkmax en maximisant le logarithme du volume
(52) et en remplac¸ant l’ensemble de contraintes (49) par


yi ≤ zσj(1+σ

−1
j (i))

j , ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n},
yi ≥ 1− s+

s∑
j=1

z
σj (1+σ−1

j (i))

j , ∀i ∈ {1, . . . , n}.(53)

Comme le stipule la proposition 8.2, les points situ´es sur le bord ouvert de l’intervalleP (δ) ne
sont pas `a comptabiliser pour un probl`emeVkmax. En d’autres termes, alors que les contraintes (49)
permettent de fixer `a 1 les variablesyi associées aux pointsxi situés dans l’intervalle ferm´eP̄ (δ) (pour
des variableszij obtenues par l’interm´ediaire de la relation (47) `a partir d’un param`etreδ), les restrictions
(53) aboutissent au r´esultat correspondant pour l’intervalle semi-ouvertP (δ). Pour parvenir `a l’énoncé
des contraintes (53), il suffit de remarquer que, pour toutδ ∈ {2, . . . , n + 1}s, les intervalles

P (δ) =
s∏
j=1

[
0, xσj (δj)

j

)
et P̄ (δ − 1) =

s∏
j=1

[
0, xσj(δj−1)

j

]

contiennent les mˆemes points de la s´equencex. Remplac¸ant (49) par (53), on a donc

yi = 1 ⇐⇒ z
σj(1+σ

−1
j (i))

j = 1 pour toutj ∈ {1, . . . , s} ⇐⇒ xi ∈ P (δ) =
s∏
j=1

[
0, xσj (δj)

j

)
.

On obtient la formulation d´esirée en maximisant le logarithme du volume (52) sous les contraintes (48)
(50)(51) et (53) :

log(V kmax) = max
s∑
j=1

[
log

(
x
σj(1)
j

)
+
n+1∑
i=2

z
σj(i)
j

{
log

(
x
σj(i)
j

)
− log

(
x
σj(i−1)
j

)}]

s.c. 1 = zσj(1)
j ≥ · · · ≥ zσj(n+1)

j ∀j ∈ {1, . . . , s}

z
σj(i)
j = zσj(i+1)

j ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n} avecx
σj(i)
j = xσj(i+1)

j

yi ≤ zσj (1+σ−1
j (i))

j ∀j ∈ {1, . . . , s}, ∀i ∈ {1, . . . , n}
yi ≥ 1− s+

s∑
j=1

z
σj(1+σ

−1
j (i))

j ∀i ∈ {1, . . . , n}
n∑
i=1

yi = k

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n}
zij ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀j ∈ {1, . . . , s}

8.2.2.3 Remarques.Dans le cas o`u les points de la s´equencex = {x1, . . . , xn} ne sont pas tous
distincts, il arrive que, pour certaines valeurs dek, les problèmes (45) (et par cons´equent les programmes
linéaires correspondants) ne poss`edent pas de solution (admissible). C’est par exemple le cas pourV1min

etV 1
max et la séquence den = 2 points en dimensions = 2

x = {(1/2, 1/2), (1/2, 1/2)}.

En revanche, lorsque lesn points sont tous diff´erents, les probl`emesVkmin et V kmax possèdent une
solution pour toutk ∈ {0, . . . , n}. Ainsi, afin de ne pas alourdir la suite de la pr´esentation, on suppose
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que la séquencex possède cette propri´eté. D’ailleurs,à notre connaissance, cette condition est v´erifiée
pour toutes les suites `a discrépance faible classiques.

REMARQUE 8.3 Il est clair que le poly`edre défini comme l’enveloppe convexe del’ensemble des
solutions admissibles d’un programme lin´eaire du typelog(Vkmin) ou log(V kmax) est un polytope. En
revanche, la d´etermination de sa dimension s’av`ere difficile. Elle dépendà la fois den, s et k, mais
également de la disposition dans le cube unit´e (décriteà travers les permutationsσ1, . . . , σs) desn points
de la séquence. Pour les deux types de probl`emes, la relation entre un tel ensemble de permutations et
la dimension du polytope correspondant semble particuli`erement complexe. N´eanmoins, dans la plupart
des cas, la dimension du polytope est sup´erieure ou ´egaleà s− 1 (voir corollaire 8.13).

Par exemple, on peut v´erifier (après quelques calculs fastidieux) que le polytope (d´efini à partir des
six variablesy1, y2, z21 , z31 , z22 et z32) obtenu pour le probl`emeV 1

min associé à une s´equence d´ecrite par
s = 2, n = 2, σ1 = (1 2 3) et σ2 = (1 2 3) est de dimension4. Par contre, pours = 2, n = 2,
σ1 = (1 2 3) et σ2 = (2 1 3), on a toujours six variables, mais le polytopeV1

min correspondant est cette
fois de dimension3.

REMARQUE 8.4 On appellepérimètre d’un intervalle la somme des longueurs de ses arˆetes (cette
définition correspond `a la notion usuelle pour les rectangles dans le plan). Les programmes lin´eaires
ci-dessus peuvent ˆetre utilisés pour d´eterminer les intervalles ancr´esà l’origine de périmètre minimal ou
maximal contenantk parmi lesn points de la s´equencex. En effet, si l’on applique pr´ealablement la
transformationf : xij &−→ ex

i
j à chacune des composantes des points de l’ensemble{x1, . . . , xn+1},

les grandeurs2s−1 log(V kmin) et2s−1 log(V kmax) sont les p´erimètres optimaux recherch´es. Cette propri´eté
découle du fait qu’un intervalle en dimensions possèdes · 2s−1 arêtes et que, suite `a la transformation
énoncée, le logarithme du volume d’un intervalle devient

log


 s∏
j=1

f
(
x
σj(δj)
j

) =
s∑
j=1

x
σj(δj)
j .

8.2.3 Simplification. Avant d’aborder la r´esolution des programmes lin´eaires en nombres entiers
décrits ci-dessus, on commence par ´enoncer trois observations permettant de fixer, a priori, la valeur de
quelques variables.

OBSERVATION 8.5 Pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}, on remarque que le coˆut

log
(
x
σj(n+1)
j

)
− log

(
x
σj(n)
j

)
= − log

(
x
σj(n)
j

)

associé à la variablezn+1
j = zσj(n+1)

j dans la fonction objectif (52) est positif. Ainsi, on a

zn+1
1 = · · · = zn+1

s = 0

pour tout programme lin´eaire de la formelog(Vkmin) et toute s´equencex ⊂ Is.
OBSERVATION 8.6 Étant donn´e que, dans toute solution admissible,k variables de l’ensemble

{y1, . . . , yn} prennent la valeur1, les contraintes (48)(49) et (53) impliquent que l’on peut poser

z
σj(1)
j = · · · = zσj(k)

j = 1, pour toutj ∈ {1, . . . , s}

pour tout programme du typelog(V kmin) et

z
σj(1)
j = · · · = zσj(k+1)

j = 1, pour toutj ∈ {1, . . . , s}

pour tout programme du typelog(V kmax). De plus, consid´erant (49) et (53), on obtient dans les deux cas

yi = 1 pour touti ∈ {1, . . . , n} tel queσ−1
j (i) ≤ k pour toute composantej ∈ {1, . . . , s}.

Eric Thiémard 105



8.3 QUELQUES APPROCHES DE ŔESOLUTION

OBSERVATION 8.7 Si, pour un pointxi de la séquence, l’intervalle ferm´e [0, xi] contient plus dek
points, alorsxi lui-même ne peut pas appartenir `a l’intervalle optimal. Pour tout probl`emeVkmin ouV kmax,
on peut donc poser

yi = 0, pour touti ∈ {1, . . . , n} tel queA([0, xi], x) > k.

8.3 Quelques approches de résolution

Pour un probl`eme donn´e, on consid`ere tout d’abord sarelaxation lińeaire, c’est-à-dire le programme
obtenu en remplac¸ant les contraintes d’int´egralité

yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, . . . , n},
zij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀j ∈ {1, . . . , s}

par

yi ∈ [0, 1], ∀i ∈ {1, . . . , n},
zij ∈ [0, 1], ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀j ∈ {1, . . . , s}.

Ce nouveau programme est facile `a résoudre et, suivant le type de probl`eme consid´eré, la valeur de sa
solution optimale constitue une borne inf´erieure pourlog(Vkmin) ou supérieure pourlog(V kmax). De plus,
lorsque cette solution est enti`ere (i.e. toutes les variablesyi et zij prennent leurs valeurs dans l’ensemble
{0, 1}), il s’agit également d’une solution optimale du programme initial non relax´e. Schématiquement,
les résultats obtenus en pratique sont de deux formes :

1o La solution optimale de la relaxation d’un programme de la formelog(Vkmax) est fréquemment
entière (environ une fois sur deux, g´enéralement pour de grandes valeurs dek). De plus, sa valeur
étant le plus souvent tr`es proche de l’optimum du probl`eme non relax´e, elle fournit dans la plupart
des cas une borne sup´erieure d’excellente qualit´e.

2o En revanche, pour les programmes du typelog(Vkmin), les résultats sont nettement moins
réjouissants. En effet, en r´esolvant la relaxation lin´eaire, on obtient presque syst´ematiquement
la solution optimale pathologique o`u toutes les variables sont ´egales `ak/n. Par ailleurs, la valeur
de cette solution ´etant généralement tr`eséloignée de l’optimum du probl`eme non relax´e, il s’agit
le plus souvent d’une mauvaise borne inf´erieure.

On en conclut que, d’un certain point de vue, la formulation de nos programmes s’av`ere plus forte
pour log(V kmax) que pourlog(V kmin). Ci-dessous, des contraintes suppl´ementaires sont ajout´ees, dans le
but d’améliorer la qualité des bornes obtenues par relaxation lin´eaire. Un intérêt particulier est donc port´e
aux problèmes du typeV kmin.

8.3.1 Introduction syst́ematique d’inégalités valides.Pour un programme lin´eaire en nombres
entiers donn´e, une inégalité est ditevalidesi elle est satisfaite pour chacune de ses solutions admissibles.
L’ajout d’une telle contrainte dans la formulation du probl`eme peut s’av´erér plus ou moins efficace au
niveau de la qualit´e de la solution relax´ee correspondante. Suivant les cas, l’op´eration peut ˆetre totalement
inutile ou, au contraire, directement mener `a une solution optimale enti`ere.

En outre, l’effet de l’introduction d’un ensemble d’in´egalités valides n’est pas forc´ement immédiat.
Par exemple, les contraintes disjonctives propos´ees dans l’observation 8.8 n’ont pas toujours un impact
marqué sur la qualit´e de la relaxation lin´eaire, mais elles conduisent g´enéralement `a une acc´elération
substantielle de la convergence lors de l’utilisation d’une m´ethode d’énumération par s´eparation et
évaluation (voir section 8.3.3.3).
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OBSERVATION 8.8 Si, pour un pointxi de la séquence, l’intervalle[0, xi] contient exactementk
points, alorsxi et tout pointxp n’appartenant pas `a [0, xi] ne peuvent se trouver tous deux dans un mˆeme
intervalle admissible. Pour tout programmelog(Vkmin) et log(V kmax), on a donc l’inégalité valide

yi + yp ≤ 1, pour touti, p ∈ {1, . . . , n} tels queA([0, xi], x) = k etxp /∈ [0, xi].

On note que, compte tenu des variables fix´eesà l’aide de l’observation 8.7, cette contrainte devient inutile
et n’a donc pas `a être introduite siA([0, xp], x) > k.

Intéressons-nous plus particuli`erement aux probl`emes du typeVkmin. Le théorème suivant permet de
construire une importante famille d’in´egalités valides, certaines d’entre elles am´eliorant très nettement
la qualité de la solution optimale de la relaxation lin´eaire du programmelog(Vkmin).

THÉORÈME 8.9 Soit un entierl ∈ {2, . . . , s}, un sous-ensemble de composantesJ ⊂ {1, . . . , s}
tel que|J | ≥ l et des indexφj ∈ {k + 1, . . . , n} définis pour toutj ∈ J tels que∣∣∣∣∣∣

⋃
j∈J ′

{σj(φj), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣∣ > n− k, pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ J tel que|J ′| = l.(54)

Alors, les ińegalit́es suivantes sont valides pour le programme linéaire log(V kmin) :∑
j∈J ′

z
σj(φj)
j ≥ |J ′| − l + 1, pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ J tel que|J ′| ≥ l.(55)

PREUVE. Commenc¸ons par une discussion informelle. L’´etablissement de ces contraintes repose sur
l’id ée suivante : si l’on exclut au moinsn−k+1 points de la s´equence, il n’est pas possible de trouver un
intervalle en contenant exactementk. Supposons par exemple que, pour un ensemble del composantes
J ′, l’union pour toutj ∈ J′ de {

xσj(φj), . . . , xσj (n)
}

contienne plus quen− k points dex (c’est-à-dire la condition (54) pour un ensembleJ′ particulier). On
en déduit qu’au moins une variable de {

z
σj(φj)
j : j ∈ J ′

}

doit nécessairement ˆetreégaleà 1 dans toute solution admissible du programmelog(Vkmin) (c’est-à-dire
la conclusion (55) pour le mˆeme ensembleJ′). Les autres cas s’obtiennent par combinaison.

En fin de compte, l’objectif vis´e par l’introduction des contraintes (55) est de faire augmenter, dans la

solution optimale relax´ee, la valeur des variablesz
σj(1)
j , . . . , z

σj (φj)
j associées aux composantesj ∈ J .

Passons maintenant `a la preuve formelle. On proc`ede par induction sur la cardinalit´e c deJ′ dans (55).
Pourc = l, on doit donc montrer que ∑

j∈J ′
z
σj(φj)
j ≥ 1

est une in´egalité valide pour toutJ′ ⊂ J tel que|J ′| = l. Pour un tel sous-ensembleJ′, supposons par
l’absurde qu’il existe une solution admissible avec

z
σj(φj)
j = 0, pour toutj ∈ J′.
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Les contraintesyi ≤ zij du programme lin´eaire impliquent alors que

yi = 0, pour tout indexi ∈ {σj(φj), . . . , σj(n)} et toute composantej ∈ J′.

Considérant la condition (54), cette situation est clairement incompatible avec la contrainte (51). Il
s’agit d’une contradiction et le r´esultat est donc vrai pourc = l. Par hypoth`ese d’induction, on suppose
l’assertion prouv´ee pourc − 1 et on la démontre pourc (sans aller plus loin quec = |J |). Pour tout
J ′ ⊂ J avec|J ′| = c, on noteJ ′1, . . . , J ′c lesc sous-ensembles distincts deJ′ de cardinalité c − 1. En
utilisant l’hypothèse d’induction, on a∑

j∈J ′i
z
σj(φj)
j ≥ (c− 1)− l + 1, pour touti = 1, . . . , c.

Sommant ces in´egalités, il vient

(c− 1)
∑
j∈J ′

z
σj(φj)
j ≥ c(c− l) =⇒

∑
j∈J ′

z
σj (φj)
j ≥ c

c− 1
(c− l).

Le côté gauche de la derni`ere inégalité étant un entier, on obtient le r´esultat∑
j∈J ′

z
σj(φj)
j ≥ c− l + 1.

b

b

b

b

b

b

b

Le théorème ci-dessus se limite aux cas o`u φj ≥ k + 1 et l ≥ 2, alors que l’énoncé s’applique plus
généralement lorsqueφj ≥ 1 et l ≥ 1. Par exemple, pour toutj ∈ {1, . . . , s}, cette version ´etendue du
théorème avecl = 1, J = {j} etφj = k fournit l’in égalité valide

z
σj(k)
j ≥ 1.

Toutefois, un tel effort est inutile compte tenu du fait que l’observation 8.6 implique d´ejà que

z
σj(i)
j = 1, pour touti ∈ {1, . . . , k} et j ∈ {1, . . . , s}.

On peut donc remarquer que cette version ´etendue ne m`ene à aucune autre in´egalité valide
intéressante lorsquel = 1 ou φj ≤ k. Ainsi, la formulation propos´ee s’avère toutà fait suffisante.
Par ailleurs, on observe que le th´eorème 8.9 permet de g´enérer un très grand nombre de contraintes. Le
résultat suivant simplifie la proc´edure de choix en isolant les plus importantes.

THÉORÈME 8.10 Soit un entierl, un sous-ensemble de composantesJ et des indexφj définis pour
tout j ∈ J pour lesquels les hypothèses du th́eor̀eme 8.9 sont satisfaites. Si l’on introduit l’inégalit́e
valide (55) obtenue pourJ′ = J ∑

j∈J
z
σj(φj)
j ≥ |J | − l + 1

dans la formulation du programme linéaire log(V kmin), alors les
∑|J |−1
i=l

(|J |
i

)
autres sont redondantes.

PREUVE. Soit un sous-ensemble de composantesJ′ ⊂ J tel quel ≤ |J ′| < |J |. L’in égalité valide
correspondante (55) s’´ecrit ∑

j∈J ′
z
σj(φj)
j ≥ |J ′| − l + 1.
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Pour toute composanted ∈ J \ J′, l’in égalité valide (55) associ´ee au sous-ensembleJ′′ = J ′ ∪ {d} est

z
σd(φd)
d +

∑
j∈J ′

z
σj(φj)
j =

∑
j∈J ′′

z
σj (φj)
j ≥ |J ′′| − l + 1 = |J ′| − l + 2.

La variablezσd(φd)
d valant au plus1, cette contrainte implique la pr´ecédente et le r´esultat est prouv´e. b

b

b

b

b

b

b

8.3.1.1 Les(l, φ)-coupes.On veut renforcer la formulation des programmes du typelog(Vkmin) par
l’introduction systématique (i.e. préalableà la résolution de la relaxation lin´eaire) d’un nombre limit´e
d’inégalités valides. En pratique, les(l, φ)-coupes ´equilibrées propos´ees ci-dessous sont g´enéralement
très efficaces.

DÉFINITION 8.11 Pour un vecteur d’indexφ = (φ1, . . . , φs) ∈ {k + 1, . . . , n}s et un entier
l ∈ {2, . . . , s}, une(l, φ)-coupeest une in´egalité valide mise en ´evidence dans le th´eorème 8.10 dans le
cas particulier o`u J = {1, . . . , s}. Il s’agit donc d’une contrainte de la forme

s∑
j=1

z
σj(φj)
j ≥ s− l + 1.(56)

On exige de plus que le vecteurφ soit maximal, c’est-à-dire qu’il n’existe aucunφ′ � φ (i.e.φ′ ≥ φ et
φ′ �= φ) tel queφ′ conduise ´egalement `a une inégalité valide de la forme de celles du th´eorème 8.10.

Par exemple, une(2, φ)-coupe permet de pr´eciser que la somme des variables binaireszij distinctes
(une par composantej) est au moins ´egaleà s− 1 dans toute solution admissible d’un programme de la
formelog(V kmin). Dans le cas typique o`u k/n est la valeur de chaque variable dans la solution optimale de
la relaxation linéaire (voir page 106), il est ´evident que l’introduction d’une seule(2, φ)-coupe, associ´ee
à l’action indirecte des contraintes (48), a un impact tr`es net sur la qualit´e de la solution obtenue.

On remarque que la condition sur la maximalit´e deφ permet de s´electionner les contraintes les plus
efficaces. En effet, pourJ = {1, . . . , s}, l ∈ {2, . . . , s} et deux vecteurs d’indexφ′ � φ satisfaisant les
conditions du th´eorème 8.9, l’inégalité valide obtenue est clairement plus forte pourφ′ que pourφ.

Pour que l’inégalité (56) soit valide, le vecteur d’indexφ utilisé doit satisfaire∣∣∣∣∣∣
⋃
j∈J ′

{σj(φj), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣∣ > n− k, pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ {1, . . . , s} tel que|J ′| = l.(57)

Le nombre
(
s
l

)
de conditions `a vérifier étant très important pour la plupart des valeurs del ∈ {2, . . . , s}

(à moins que la dimensions soit petite), on se contente g´enéralement de g´enérer des(l, φ)-coupes pour
l ∈ {2, 3, s − 3, s− 2, s − 1, s} uniquement.

Pour une valeur del donnée, il existe g´enéralement de nombreuses(l, φ)-coupes, mais en pratique
on observe qu’il est le plus souvent inutile d’en introduire plusieurs dans la formulation, l’essentiel du
bénéfice pouvant ˆetre retiré en en ajoutant une seule. De plus, de meilleurs r´esultats sont obtenus lorsque
le vecteurφ utilisé est́equilibré, c’est-à-dire lorsquemin{φ1, . . . , φs} est maximal. En effet, ce choix
semble mener `a des(l, φ)-coupes plus robustes.

Le résultat suivant montre non seulement que les(l, φ)-coupes sont des hyperplans d’appui, mais aussi
qu’elles induisent des faces de dimension non triviale.

THÉORÈME 8.12 Pour un programme lińeaire en nombres entiers du typelog(Vkmin) assocíe à une
séquencex ⊂ Īs, toute(l, φ)-coupe induit une face du polytope correspondant (i.e. l’enveloppe convexe
de l’ensemble des solutions admissibles) de dimension supérieure ouégaleà s− 1.
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PREUVE. Il suffit d’exhiber un ensemble des solutions admissibles affinement ind´ependantes qui
satisfont avec ´egalité l’inégalité valide en question (56). Le vecteurφ étant par d´efinition maximal, on
en déduit que pour toute composanted ∈ {1, . . . , s}, il existe un sous-ensembleJ′d ⊂ {1, . . . , s} de
cardinalité l et contenantd tel que∣∣∣∣∣∣

⋃
j∈J ′d

{σj(φj), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣∣ = n− k + 1

et

σd(φd) /∈ {σj(φj), . . . , σj(n)} , quel que soitj ∈ J′d \ {d}.

On a donc ∣∣∣∣∣∣
⋃

j∈J ′d\{d}
{σj(φj), . . . , σj(n)} ∪ {σd(φd + 1), . . . , σd(n)}

∣∣∣∣∣∣ = n− k.
En d’autres termes, l’intervalle ferm´eP̄ (δd) associé au param`etreδd = (δd1 , . . . , δ

d
s ) donné par

δdj =



φd si j = d
φj − 1 si j ∈ J ′d \ {d}
n si j /∈ J ′d

contientk points de la s´equence. De plus, par l’expression (47), les variableszij correspondantes

z
σd(i)
d =

{
1 si i ≤ φd
0 sinon

(58)

z
σj(i)
j =

{
1 si i ≤ φj − 1
0 sinon

, pourj ∈ J ′d \ {d}(59)

z
σj(1)
j = · · · = z

σj (n)
j = 1, pourj /∈ J ′d(60)

satisfont avec ´egalité l’inégalité valide (56). Il reste donc `a prouver que less solutions admissibles
ainsi définies sont affinement ind´ependantes. Il suffit de d´emontrer cette propri´eté pour less vecteurs
constitués des valeurs prises, dans chacune de ces solutions, par le sous-ensemble de2s variables(

z
σ1(φ1)
1 , z

σ1(φ1+1)
1 , z

σ2(φ2)
2 , z

σ2(φ2+1)
2 , . . . , zσs(φs)

s , zσs(φs+1)
s

)
.

On remarque facilement que cess vecteurs sont mˆeme linéairement ind´ependants. En effet, pour
chaque composanted ∈ {1, . . . , s}, l’expression (58) indique que l’on a(zσd(φd)

d , z
σd(φd+1)
d ) = (1, 0)

dans la solution associ´ee au param`etreδd, alors que, par (59) et (60), on voit que l’on obtient soit(0, 0),
soit (1, 1) dans less− 1 autres cas. b

b

b

b

b

b

b

COROLLAIRE 8.13 Si, pour un probl̀eme du typeV kmin assocíe à une śequencex ⊂ Īs, il existe une
(l, φ)-coupe, alors la dimension du polytope correspondant est supérieure ouégaleà s− 1.

REMARQUE 8.14 En général, une(l, φ)-coupe n’induit pas forc´ement une facette du polytopeVkmin.
On s’en aperc¸oit (après quelques calculs assez fastidieux) par exemple pour la(3, φ)-coupeéquilibrée
correspondant au vecteur d’indexφ = (3, 3, 2) et le problème donn´e pars = 3, n = 3, σ1 = (3 1 2 4),
σ2 = (3 2 1 4), σ3 = (2 3 1 4) et k = 1. En revanche, on peut v´erifier que, pour le second exemple de
la remarque 8.3, la(3, φ)-coupeéquilibrée obtenue pourφ = (2, 2) induit bien une facette du polytope
V 1

min en question.
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Pour un entierl ∈ {2, . . . , s}, un vecteur maximal et ´equilibré définissant une(l, φ)-coupe peut
généralement ˆetre construit comme suit. Tout d’abord, on d´etermine (s’il existe) l’unique vecteur initial
φ qui soit maximal parmi less-uples de la forme(ψ, . . . , ψ), avecψ ∈ {k + 1, . . . , n} (cette opération
permet de garantir que le vecteur final obtenu est ´equilibré). Un tel indexψ existe si et seulement si pour
tout sous-ensembleJ′ ⊂ {1, . . . , s} avec|J ′| = l, il existei, j ∈ J ′ tels que

{σi(k + 1), . . . , σi(n)} �= {σj(k + 1), . . . , σj(n)}.
Si cette condition n’est pas v´erifiée (ce qui est rarissime en pratique), aucune(l, φ)-coupe n’est

générée pour la valeur del en question. Dans le cas contraire, ce vecteur est rendu maximal en lui
appliquant aussi longtemps que possible la transformation consistant `a augmenter d’une unit´e une de ses
composantes. Cette op´eration n’est effectu´ee que si l’expression (57) est encore satisfaite apr`es coup.
De plus, afin d’aboutir `a un vecteur maximal plus homog`ene, les composantes candidates `a une telle
incrémentation sont consid´erées cycliquement tout au long du processus.

L’algorithme trivial permettant de v´erifier si l’augmentation d’une unit´e de la composanteφd
préserve la condition (57) est de complexit´eO(nl

(s−1
l−1

)
) (il consisteà passer en revueO(n) points del

ensembles pour chacun des
(s−1
l−1

)
choix possibles deJ′). Le même test peut ˆetre effectu´e en seulement

O(l
(
s−1
l−1

)
) en s’assurant qu’au moins une desl conditions suivantes est satisfaite pour chacun des

(
s−1
l−1

)
sous-ensembles de composantesJ′ ⊃ {d} en question (auquel casφd peutêtre augment´e) :

1o

∣∣∣∣∣
⋃
j∈J ′

{σj(φj), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣ > n− k + 1 ;

2o il existe une composantej ∈ J′ \ {d} telle queσ−1
j (σd(φd)) ≥ φj .

Bien entendu, cette approche rapide pr´esuppose que la valeur de∣∣∣∣∣
⋃
j∈J ′

{σj(φj), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣

soit connue pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ {1, . . . , s} de cardinalité l. Il paraı̂t raisonnable de d´eterminer
ces cardinalit´es enO(nl

(s
l

)
) au début du processus, puis de les mettre `a jour enO(l

(s−1
l−1

)
) lors de chaque

incrémentation d’une composante du vecteurφ.

REMARQUE 8.15 Dans le cas particulier o`u x est une s´equence de variables al´eatoires i.i.d.U (̄Is),
l’analyse probabiliste sommaire pr´esentée ci-dessous fournit une estimation du param`etreψ recherch´e
dans la premi`ere phase de la m´ethode. En effet, on remarque que pour tout indexi ∈ {1, . . . , n}, on a

P

{
i ∈

l⋃
j=1

{σj(ψ), . . . , σj(n)}
}

= 1−
(
ψ − 1
n

)l
.

On en déduit l’espérance

E

(∣∣∣∣∣
l⋃
j=1

{σj(ψ), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣
)

= n− n
(
ψ − 1
n

)l
.

Si l’on impose que cette valeur soit sup´erieureàn− k (une approximation grossi`ere), on obtient

ψ < 1 + k
1
l n

l−1
l .

Notons que le raisonnement ci-dessus ne concerne queJ′ = {1, . . . , l}, alors que la condition (57)
porte sur tous les sous-ensembles de{1, . . . , s} de cardinalité l. Toutefois, en pratique, l’estimateur

(k 1
l n

l−1
l ) constitue un bon point de d´epart pour une recherche locale de l’index maximalψ.
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8.3.1.2 Le cas des problèmes du typeV kmax. Bien que nos exp´eriences num´eriques pr´eliminaires
(voir page 106) sugg`erent que la relaxation lin´eaire d’un programme de la formelog(Vkmax) mène
généralement `a une borne sup´erieure de bonne qualit´e sur l’optimum, il pourrait n´eanmoins ˆetre
intéressant d’introduire quelques in´egalités valides dans la formulation. Or, il se trouve que les id´ees
présentées ci-dessus pourVkmin s’adaptent directement au cas des probl`emes du typeVkmax. On a par
exemple l’équivalent du th´eorème 8.9 :

THÉORÈME 8.16 Soit un entierl ∈ {2, . . . , s}, un sous-ensemble de composantesJ ⊂ {1, . . . , s}
tel que|J | ≥ l et des indexφj ∈ {k + 2, . . . , n+ 1} définis pour toutj ∈ J tels que∣∣∣∣∣∣

⋃
j∈J ′

{σj(φj − 1), . . . , σj(n)}
∣∣∣∣∣∣ > n− k, pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ J tel que|J ′| = l.

Alors, les ińegalit́es suivantes sont valides pour le programme linéaire log(V kmax) :∑
j∈J ′

z
σj(φj)
j ≥ |J ′| − l + 1, pour tout sous-ensembleJ′ ⊂ J tel que|J ′| ≥ l.

PREUVE. La démonstration est scrupuleusement identique `a celle du th´eorème 8.9à un détail près :
ce sont des contraintes du type

yi ≤ zσj(1+σ
−1
j (i))

j

qui doiventêtre consid´erées pour aboutir `a l’implication

z
σj(φj)
j = 0, ∀j ∈ J ′ =⇒ yi = 0, ∀i ∈ {σj(φj − 1), . . . , σj(n)} , ∀j ∈ J ′

menantà l’obtention de la contradiction d´esirée. b

b

b

b

b

b

b

L’adaptation du th´eorème 8.10 et des r´esultats concernant les(l, φ)-coupes au cas des probl`emes
V kmax s’effectue tout aussi facilement. Cependant, ces ´eléments n’intervenant pas dans l’algorithme de
calcul de la discr´epance ´enoncé dans la section 8.4, ils ne sont pas d´etaillés ici.

8.3.2 Heuristiques. Les heuristiques propos´ees ci-dessous permettent, suivant le type de probl`eme
considéré, de construire des intervalles dek points dont le volume est une borne sup´erieure pourVkmin ou
inférieure pourV kmax. Les intervalles en question sont g´enéralement d’excellentes solutions admissibles
des programmes lin´eaires correspondants (on observe qu’en pratique les volumes obtenus sont rarement
à plus de quelques pour cent de l’optimum).

PourV kmin, l’in évitable algorithme gloutonMinGlouton permet d’obtenir un intervalle de volume
restreint contenantk points. Partant de[0, 0], ce dernier consiste `a ajouterà chaque it´eration le point qui
minimise l’augmentation du volume de l’intervalle r´esultant.MinGlouton utilise la fonction auxiliaire

Volδ(i) =
s∏
j=1

max
{
x
σj(δj)
j , xij

}
.

qui calcule le volume du plus petit intervalle contenant `a la foisP̄ (δ) et le pointxi.

Min2opt est une heuristique inspir´ee de la c´elèbre technique de Lin [Lin65] pour le probl`eme du
voyageur de commerce. Partant de la solution initiale fournie parMinGlouton , cet algorithme effectue
deséchanges aussi longtemps qu’il en existe un qui induise une r´eduction de volume. Un ´echange est une
transformation qui consiste `a remplacer un point situ´e dans l’intervalle courant (forc´ement sur le bord)
par un point se trouvant `a l’extérieur. Clairement,Min2opt converge vers un minimum local. Apr`es avoir
appliqué MinGlouton et Min2opt , le volumeV obtenu est une borne sup´erieure pourVkmin.
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Algorithme 8.1 MinGlouton

Donnée : x, s, n, k

Résultat : {y1, . . . , yn} , {δ1, . . . , δs}
yi ← 0 pour touti ∈ {1, . . . , n}
δj ← 1 pour toutj ∈ {1, . . . , s}
pour t de1 à k faire

choisirp ∈ {1, . . . , n} avecyp = 0 minimisant Volδ(i)

yp ← 1

δj ← max
{
δj , σ

−1
j (p)

}
pour toutj ∈ {1, . . . , s}

Algorithme 8.2 Min2opt

Donnée : résultat de MinGlouton

Résultat : V, {y1, . . . , yn} , {δ1, . . . , δs}
V ←∏s

j=1 x
σj(δj)
j

r épéter

2opt← vrai

pour tout d ∈ {1, . . . , s} faire (∗ le pointxσd(δd) est candidat `a être retiré ∗)
δ′ ← δ

pour tout j ∈ {1, . . . , s} faire

si σj(δ′j) = σd(δd) alors

r épéter

δ′j ← δ′j − 1 (∗ enlever ce point et« tasser» l’intervalle au maximum∗)
jusqu’ à ce queyσj(δ′j) �= 0

choisirp ∈ {1, . . . , n} avecyp = 0 minimisant Volδ′(i)

si Volδ′(p) < V alors (∗ le pointxp est candidat `a être ajouté ∗)
2opt← faux

V ← Volδ′(p)

yp ← 1

yσd(δd) ← 0

δj ← max
{
δ′j , σ

−1
j (p)

}
pour toutj ∈ {1, . . . , s}

jusqu’ à ce que2opt= vrai

Des heuristiques correspondantes sont ´egalement propos´ees pourVkmax. Après une initialisation
basée sur l’observation 8.6,MaxGlouton construit un intervalleP (δ) de grande taille contenantk points
de la séquence. Le principe de cet algorithme est d’incr´ementer `a chaque it´eration l’indexδd induisant une
augmentation de volume maximale. De plus,MaxGlouton utilise une proc´edure auxiliaireAgrandir (δ)
qui permet d’étendre l’intervalleP (δ) sans y ajouter de point suppl´ementaire.

Eric Thiémard 113



8.3 QUELQUES APPROCHES DE ŔESOLUTION

Algorithme 8.3 MaxGlouton

Donnée : x, s, n, k

Résultat : {y1, . . . , yn} , {δ1, . . . , δs}
δj ← k + 1 pour toutj ∈ {1, . . . , s}

yi ←
{

1 si σ−1
j (i) ≤ k pour toutj ∈ {1, . . . , s}

0 sinon
pour touti ∈ {1, . . . , n}

S ←∑n
i=1 y

i

tant queS < k faire

choisird ∈ {1, . . . , s} avecδd ≤ nmaximisant∆(j) = log xσj(δj+1)
j − log xσj(δj)

j

si σ−1
j (σd(δd)) < δj pour toutj �= d alors

yσd(δd) ← 1

S ← S + 1

δd ← δd + 1

Agrandir(δ)

Algorithme 8.4 Max2opt

Donnée : résultat de MaxGlouton

Résultat : V, {y1, . . . , yn} , {δ1, . . . , δs}
V ←∏s

j=1 x
σj(δj)
j

r épéter

2opt← vrai

pour tout d ∈ {1, . . . , s} faire (∗ le pointxσd(δd) est candidat `a être ajouté ∗)

δ′j ←
{
δj si j �= d
δd + 1 sinon

pour toutj ∈ {1, . . . , s}

Agrandir(δ′)

choisirc �= d minimisantV (j) = mini∈{σd(δd)}∪{p∈{1,... ,n} : yp=1}

(
log x

σj(δ
′
j)

j − log xij

)
i← argminV (c)

δ′c ← σ−1
c (i) (∗ le pointxi est candidat `a être retiré ∗)

Agrandir(δ′)

si V <
∏s
j=1 x

σj(δ
′
j)

j alors

2opt← faux

yσd(δd) ← 1

yi ← 0

V ←∏s
j=1 x

σj(δ′j )

j

δ ← δ′

jusqu’ à ce que2opt= vrai
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Algorithme 8.5 Permet d’agrandir un intervalleP (δ) donné sans y ajouter de point suppl´ementaire.

Procédure Agrandir(δ)

r épéter

stop← vrai

choisird ∈ {1, . . . , s}maximisant

∆(j) =

{
log xσj(δj+1)

j − log xσj(δj)
j si δj ≤ n et∃c �= j : σ−1

c (σj(δj)) ≥ δc
0 sinon

si ∆(d) > 0 alors

δd ← δd + 1

stop← faux

jusqu’ à ce questop= vrai

Partant de la solution fournie parMaxGlouton, l’heuristique correspondanteMax2opt cherche `a
améliorer cet intervalle initial en effectuant des ´echanges aussi longtemps qu’il en existe un qui induise
une augmentation de volume. Cet algorithme converge vers un maximum local. Apr`es avoir appliqu´e
successivementMaxGlouton et Max2opt, le volumeV obtenu est une borne inf´erieure pourVkmax.

En pratique, ces heuristiques conduisent presque syst´ematiquement `a des résultats d’excellente qualit´e,
mais il suffit de quelques esquisses dans le carr´e unité pour se convaincre que, dans le pire des cas, elles
peuventégalement mener `a des résultats arbitrairement mauvais.

8.3.3 Techniques de ŕesolution des programmes lińeaires en nombres entiers.

8.3.3.1 Introduction de plans coupants.Lorsque la solution optimale de la relaxation lin´eaire d’un
de nos programmes n’est pas enti`ere, il est envisageable de d´eterminer (s’il en existe) une in´egalité valide
de la forme de celles propos´ees dans les th´eorèmes 8.9 ou 8.16 qui soit viol´ee, de l’introduire dans la
formulation et de r´esoudre le nouveau probl`eme obtenu. Un tel processus pourrait th´eoriquement ˆetre
poursuivi jusqu’à l’obtention d’une solution enti`ere ouépuisement de la famille de coupes en question.
Malheureusement, on ne sait pas comment r´esoudre un tel probl`eme de s´eparation (i.e. décider si une
solution non enti`ere donn´ee vérifie toutes les in´egalités que l’on pourrait obtenir `a l’aide de ces th´eorèmes
ou en trouver une qui soit viol´ee) en un temps raisonnable (i.e. polynomial ens etn).

En revanche, la question devient abordable si l’on se limite `a la sous-famille d’in´egalités valides
donnée (par exemple) parl = |J | = 2. Dans ce cas particulier, pour un programme du typelog(Vkmin), il
s’agit de trouver une paire d’index(φi, φj) ∈ {k + 1, . . . , n}2 vérifiant la condition

|{σi(φi), . . . , σi(n)} ∪ {σj(φj), . . . , σj(n)}| > n− k,(61)

mais telle que l’inégalité valide résultante (55)

z
σi(φi)
i + zσj (φj)

j ≥ 1(62)

soit violée pour la solution optimale de la relaxation lin´eaire courante. Comme pour les(l, φ)-coupes, il
suffit de se limiter `a la consid´eration de vecteurs(φi, φj) maximaux (i.e.pour lesquels il n’existe aucune
paire d’index(φ′i, φ

′
j) � (φi, φj) telle que la condition (61) soit satisfaite). Sachant que, pour une paire

de composantes donn´ee, il existe au plusn − k vecteurs maximaux, ce processus peut th´eoriquement
menerà la génération d’un maximum de

(s
2

)
(n − k) plans coupants (62).
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Pour une paire de composantes(i, j) fixée (1 ≤ i < j ≤ s), l’ensemble des vecteurs maximaux
(φi, φj) pour lesquels la condition (61) est v´erifiée peut ˆetre obtenu enO(n− k) à l’aide de la technique
de balayage qui suit. On commence par associer `a toute paire d’index(φi, φj) la quantité

u(φi, φj) = |{σi(φi), . . . , σi(n)} ∪ {σj(φj), . . . , σj(n)}| .

On observe qu’un vecteur(φi, φj) ne peutêtre maximal que siu(φi, φj) = n−k+1 (cette condition
n’est pas suffisante). En partant deφi = k + 1 etφj = n, on remarque queu(φi, φj) estégalàn − k si
σ−1
i (σj(n)) ≥ k + 1 ou àn− k + 1 dans le cas contraire. On proc`ede alors comme suit :

Si u(φi, φj) = n − k, alorsφj est diminué de1 jusqu’à ce queu(φi, φj) = n − k + 1 ouφj = k.
Si cette premi`ere phase aboutit `a φj = k, la recherche est termin´ee : il n’existe pas d’autre vecteur
maximal pour les composantes(i, j) en question. Dans le cas contraire, on proc`edeà une seconde phase
qui consiste `a augmenterφi de 1 tant queφi < n et u(φi + 1, φj) = n − k + 1. Le vecteur(φi, φj)
ainsi obtenu est maximal et l’in´egalité valide correspondante (62) est ajout´ee dans la formulation du
programmelog(V kmin) si elle s’avère violée pour la solution optimale de la relaxation lin´eaire courante.

Puis, siφi < n etφj > k + 1, il suffit de diminuer la valeur deφj d’une unité et de recommencer
le processus jusqu’`a trouver (s’il en existe) une autre paire maximale pour laquelle la condition (61) est
satisfaite.À chaque itération,u(φi, φj) peutêtre misà jour enO(1) en vérifiant siσ−1

i (σj(φj)) ≥ φi
(lorsqueφj est diminué) ouσ−1

j (σi(φi − 1)) ≥ φj (lorsqueφi est augment´e).

8.3.3.2 La technique des variables astreintes.L’approche suivante peut ´egalement ˆetre utilisée afin
d’améliorer la solution relax´ee courante lorsqu’elle s’av`ere non enti`ere. L’idée consiste `a choisir une
variable que l’on suspecte de prendre une certaine valeurv ∈ {0, 1} dans la solution optimale et de
résoudre la nouvelle relaxation obtenue en la fixant `a1− v. Si ce problème auxiliaire ne poss`ede pas de
solution admissible ou si sa valeur est moins bonne que celle de la meilleure solution enti`ere connue (i.e.
plus grande, respectivement plus petite, que le logarithme du volume de la solution construite `a partir
des heuristiques de la section 8.3.2 dans le cas d’un probl`eme du typeVkmin, respectivementV kmax), alors
cette variable est ´egaleàv dans toute solution optimale et peut donc ˆetre fixéeà cette valeur.

Bien entendu, l’utilisation d’une technique aussi brutale pour toute variable du programme lin´eaire
peut, en fin de compte, coˆuter plus qu’elle ne rapporte si l’on compare son efficacit´eà celle d’une m´ethode
d’énumération par s´eparation et ´evaluation. N´eanmoins, appliqu´ee pour un ensemble raisonnable de
variables, l’approche peut s’av´erer profitable. Exp´erimentalement, une strat´egie heuristique judicieuse
consiste `a choisirà chaque it´eration la variable non enti`ere dont la valeur est la plus proche de0 ou de1
et à s’arrêter au premier ´echec rencontr´e.

En général, cette m´ethode permet de fixer quelques variables du probl`eme. Il est alors envisageable
d’appliquerà nouveau la technique propos´ee dans la section 8.3.3.1 au probl`eme simplifié obtenu ou de
passer `a uneénumération par s´eparation et ´evaluation.

8.3.3.3 Énuḿeration par śeparation et́evaluation. Il s’agit d’une technique puissante et g´enérale
pour la résolution de programmes lin´eaires en nombres entiers. L’id´ee de base est de diviser l’ensemble
des solutions admissibles en sous-ensembles de plus en plus petits jusqu’`a isoler dans l’un d’eux une
solution optimale. L’objectif vis´e est l’énumération implicite, par l’évaluation de bornes, d’une partie
importante de ces sous-ensembles. Cette m´ethode est bri`evement d´ecrite ci-dessous dans le cas particulier
des programmes `a variables binaires. Nous renvoyons le lecteur `a l’ouvrage de Wolsey [Wol98] pour une
présentation plus d´etaillée.

Tout programme lin´eaire binaire peut ˆetre séparé en deux sous-probl`emes dans lesquels une variable
est fixée dans un cas `a0 et dans l’autre `a1. L’application répétée de ce proc´edé mèneà une partition, que
l’on représente le plus souvent sous la forme d’un arbre binaire, de l’ensemble des solutions admissibles
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du programme de d´epart. Sch´ematiquement, une m´ethode d’énumération par s´eparation et ´evaluation
consiste en l’application cyclique de trois phases :

	 La sélection: un sous-probl`eme est choisi.

	 L’ évaluation: une borne pour la solution optimale de ce sous-probl`eme est calcul´ee. Si, pour
simplifier, on suppose qu’il s’agit de la solution optimale de la relaxation lin´eaire associ´ee, trois
situations (mutuellement exclusives) sont `a envisager.

1o La solution est enti`ere : dans ce cas, sa valeur est compar´eeà la meilleure solution enti`ere
connue, conserv´ee si elle s’av`ere meilleure et le sous-probl`eme est ´eliminé ;

2o Il n’existe pas de solution admissible ou sa valeur est moins bonne que la meilleure solution
entière connue : le sous-probl`eme est ´eliminé ;

3o Dans les autres cas, le sous-probl`eme est s´eparé.

	 La séparation: le sous-probl`eme est ´eliminé et remplac´e par une paire de nouveaux programmes
dans lesquels une variable (encore libre) est fix´ee dans un cas `a0 et dans l’autre `a1.

Bien que, dans le pire des cas, la complexit´e de cette m´ethode soit exponentielle en la taille du
programme `a résoudre, elle a d´ejà largement prouv´e sa valeur sur de nombreux probl`emes d’optimisation
combinatoire r´eputés difficiles. En pratique, l’efficacit´e d’une mise en œuvre repose essentiellement sur
les choix effectu´es dans les trois phases d´ecrites ci-dessus. C’est en effet `a ce niveau-l`a qu’il est possible
de tirer parti de la structure particuli`ere du probl`emeétudié pour aboutir rapidement `a l’obtention d’une
solution optimale.

Par ailleurs, il existe aujourd’hui d’excellents logiciels de r´esolution de programmes lin´eaires en
nombres entiers qui s’av`erent capables, dans une certaine mesure, d’analyser eux-mˆemes la structure du
problème, mais qui sont ´egalement suffisamment souples pour laisser `a l’utilisateur une certaine marge
de manœuvre pour intervenir. C’est ainsi qu’entrent en sc`ene nos deux atouts les plus pr´ecieux : des
formulations renforc´ees de nos programmes lin´eaires susceptibles de donner lieu `a des bornes de bonne
qualité lors de l’évaluation des sous-probl`emes et des heuristiques capables de fournir d’excellentes
solutions enti`eres admissibles.

De plus, dans l’optique de l’utilisation d’une m´ethode d’énumération par s´eparation et ´evaluation
pour un programme du typelog(V kmin), la considération du th´eorème suivant permet de simplifier le
problème. En effet, par ce r´esultat, on passe d’une formulation comportantn+s(n−k) variables binaires
(en tenant compte des observations 8.5 et 8.6) `a un programme lin´eaire mixte comprenants(n − k)
variables réelles et seulementn variables binaires.

THÉORÈME 8.17 Dans un programme de la formelog(V kmin), les contraintes d’int́egralité

zij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ∀j ∈ {1, . . . , s}

peuvent̂etre rel̂ach́ees.

PREUVE. Supposons par l’absurde que certaines variableszij prennent des valeurs non enti`eres

dans une solution optimale de ce programme relax´e. Soitz
σj(i)
j une variable de cet ensemble telle que

z
σj(i+1)
j = 0 (on note quei ≤ n par l’observation 8.5) etp ∈ {1, . . . , n} le plus petit index tel que

x
σj(p)
j = xσj(i)

j .

Considérant les contraintes (50), on a

z
σj(p)
j = · · · = zσj(i)

j .
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De plus, les variablesyσj(p), . . . , yσj(i) étant binaires, les contraintes (49)

yσj(p) ≤ z
σj(p)
j

...

yσj(i) ≤ z
σj(i)
j

impliquent que

yσj(p) = · · · = yσj(i) = 0.

On remarque que la nouvelle solution obtenue en posant

z
σj(p)
j = · · · = zσj(i)

j = 0

est admissible et de valeur strictement inf´erieureà la solution initiale (z
σj (p)
j est la seule variable modifi´ee

de coût non nul). Il s’agit d’une contradiction et le r´esultat est d´emontré. b

b

b

b

b

b

b

Malheureusement, la propri´eté correspondante pour les programmes du typelog(Vkmax) n’est
pas vraie. Il semble cependant que la construction de contre-exemples n´ecessite la consid´eration de
séquences pr´esentant des propri´etés toutà fait inhabituelles et donc peu susceptibles d’apparaˆıtre en
pratique.

8.3.4 Exṕeriences nuḿeriques. Les résultats pr´esentés dans cette section ont ´eté obtenus pour des
séquences al´eatoires den points i.i.d.U(Īs) (en fait, des ´echantillons du g´enérateur pseudo-al´eatoire
MRG32k3a de L’Ecuyer (15) ont ´eté utilisés). Naturellement, chaque exp´erience a ´eté répliquée plusieurs
fois (en général entre5 et10), afin de garantir une certaine pr´ecision aux estimateurs ´etablis.

Dans le cas o`u x est une s´equence den points i.i.d.U(Īs), les volumes optimauxV kmin etV kmax sont
des variables al´eatoires ne d´ependant que des, n etk. Dans la figure 8.5, des estimateurs de l’esp´erance
deV kmin et V kmax sont donn´es pourk variant entre0 et n dans le cas particulier o`u s = 10 et n = 100.

Par ailleurs, dans la figure 8.6, on fournit des estimateurs de l’esp´erance deVn/2min et V n/2max pour s = 7
et n ∈ {0, . . . , 200} (par la loi forte des grands nombres et le fait qu’une suite al´eatoire uniforme
soit équirépartie, les deux courbes repr´esentées tendent vers0.5 pour n → ∞). Bien qu’a priori fort
intéressante, l’´etude théorique de ces variables al´eatoires n’est pas entreprise dans ce travail (la question
étant d’une part hors sujet et d’autre part vraisemblablement d’une extrˆeme complexit´e).
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FIG. 8.5. Estimateurs de l’esp´erance des volumesVkmin et V kmax pour k variant de0 à
100 dans le cas particulier o`u x est une s´equence al´eatoire de100 points uniformément
distribués dans le cube unit´e à10 dimensions.
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FIG. 8.6. Estimateurs de l’esp´erance des volumesVn/2min et V n/2max pour une s´equence
aléatoire den points, avecn ∈ {0, . . . , 200}, uniformément distribu´es dans le cube
unité à7 dimensions.

En revanche, on fournit ci-dessous quelques r´esultats sur le temps de calcul deVkmin etV kmax (sur une
station de travail SGI R10000) en fonction des, n et k. De nombreuses exp´eriences ont ´eté nécessaires
pour la mise au point d’une strat´egie efficace d’utilisation des diff´erentes techniques de r´esolution
présentées plus haut. Comme nous l’avons d´ejà mentionn´e, la formulation initiale de nos programmes
linéaires est bien meilleure pourV kmax que pourV kmin. Il n’est donc gu`ere surprenant que les diff´erents
ingrédientsà disposition aient plus d’impact sur les programmes du typelog(Vkmin) que pour ceux de la
forme log(V kmax). En fin de compte, les ´eléments suivants ont ´eté retenus1 :

	 pour les programmeslog(V kmin) : les observations 8.5, 8.6, 8.7 et 8.8, l’ajout d’une(l, φ)-coupe
équilibrée pour toutl ∈ {2, 3, s − 2, s − 1, s}, la technique des variables astreintes (voir section
8.3.3.2) uniquement pour les variablesyi prenant des valeurs proches de1 et l’introduction (une
seule fois) de la famille de plans coupants propos´ee dans la section 8.3.3.1 ;

	 pour les programmeslog(V kmax) : uniquement les observations 8.6, 8.7 et 8.8.

La librairie CPLEX [CPL01] a ´eté utilisée de mani`ere intensive pour la r´esolution des programmes
linéaires en question. Dans chaque cas, les heuristiques de la section 8.3.2 ont permis de construire une
solution entière initiale de bonne qualit´e.

Dans une premi`ere série d’expériences concernant les probl`emes du typeVkmin, la dimension a ´eté
fixéeà10 et le nombre de pointsn à100. Dans ce cas particulier, le temps de calcul a ´eté mesur´e pourk
variant de0 àn. Dans la figure 8.7, on remarque que la courbe des dur´ees moyennes obtenues pr´esente
une forme de cloche autour des cas les plus difficiles (qui semblent se situer pourk proche den/4). De
plus, on observe qu’`a partir dek = n/2, le temps de calcul d´ecroı̂t très rapidement lorsquek grandit (on
peut raisonnablement supposer qu’il s’agit principalement d’une cons´equence de l’observation 8.6).

Pour les mˆemes s´equences de100 points, les temps de calcul deVkmax obtenus sont inf´erieursà 10
secondes pour toute valeur dek ∈ {0, . . . , 100}. Plus généralement, la r´esolution d’un programme du
type log(V kmax) s’avère presque syst´ematiquement plus facile que celle de son homologuelog(Vkmin).
L’expérience correspondante pourVkmax a doncété effectuée pour des s´equences den = 250 points,
toujours en dimensions = 10. On observe sur la figure 8.8 que les cas les plus complexes semblent
cette fois se situer pourk proche den/10. On obtientà nouveau une courbe en forme de cloche et on
remarque que le probl`eme est d´ejà difficile pour de très petites valeurs dek. Une autre différence entre
les programmeslog(V kmin) et log(V kmax) apparaˆıt au niveau de la variance du temps de calcul. En effet,

1Notons que ce choix a ´eté optimisé en vue des exp´eriences sur le calcul de la discr´epance pr´esentées dans la section 8.5.
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FIG. 8.7. Temps moyen de calcul (en secondes) deVkmin en fonction dek pourn = 100
points en dimensions = 10.
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FIG. 8.8. Temps moyen de calcul (en secondes) deVkmax en fonction dek pourn = 250
points en dimensions = 10.

alors que (pour des valeurs fix´ees des, n etk) cette durée est relativement stable pourVkmin, elle s’avère
très variable pourV kmax. Notons que les r´esultats de cette paire d’exp´eriences sont typiques et qu’un
comportement similaire peut ˆetre observ´e pour des valeurs diff´erentes des etn.

On poursuit cette ´etude par une exp´erience sur l’évolution du temps de calcul en fonction de la
dimensions (voir figure 8.9), puis de la taillen de la séquence (voir figure 8.10). Les r´esultats ´etant
qualitativement les mˆemes pour les deux types de probl`emes, on se limite `a leur présentation pourVkmin.
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FIG. 8.9. À gauche, temps moyen de calcul (en secondes) deV250
min pour une s´equence

den = 500 points en dimensions, pour s ∈ {3, . . . , 10}. À droite, le logarithme de
cette durée.
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Dans la figure 8.9, on a repr´esenté le temps moyen de calcul lorsquek = n/2 = 250 points dans le
cube unité en dimensions, pours ∈ {3, . . . , 10}. Sur la partie de droite, on remarque que, en prenant le
logarithme de ces dur´ees, le comportement obtenu semble quasiment lin´eaire. Cette observation sugg`ere
que le temps n´ecessaire `a la résolution du probl`eme croˆıt exponentiellement avec la dimension.

Dans une derni`ere série d’expériences (voir figure 8.10), la dimensions a été fixée à 7 et on a
mesuré (en fonction den) le temps moyen de calcul dans le cas difficile (voir figure 8.7) o`u k = n/4.
En considérant le logarithme de ces dur´ees, la courbe obtenue est approximativement concave. Ce fait
semble indiquer que le temps de calcul ne croˆıt pas de mani`ere exponentielle avec la taille de la s´equence.
Cependant, le comportement ´etant inconnu pourn > 360 ou d’autres valeurs des etk, il serait hasardeux
de tirer une conclusion si g´enérale de cette simple observation. D’autre part, en prenant la racine cubique
de ces dur´ees, la courbe obtenue paraˆıt également l´egèrement concave. La prudence est `a nouveau de
mise, mais cette exp´erience sugg`ere que la croissance du temps de calcul n’est vraisemblablement pas
plus rapide quen3. Cependant, en effectuant la mˆeme analyse pour d’autres valeurs des, il semble que
le degré de ce pr´esumé polynôme enn ne soit pas ind´ependant de la dimension.
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FIG. 8.10. À gauche, temps moyen de calcul (en secondes) deV
n/4
min pour une s´equence

den points en dimension7. Au centre, le logarithme de cette dur´ee età droite, sa racine
cubique.

8.4 Un processus dynamique

Dans cette section, la d´ecomposition du calcul de la discr´epance introduite dans la section 8.1, les
problèmesénoncés dans la section 8.2 et les techniques de r´esolution correspondantes pr´esentées dans la
section 8.3 sont r´eunies dans un processus dynamique. L’id´ee de base est de maintenir et d’am´eliorer des
bornes pour les diff´erentséléments apparaissant dans l’expression (46) de mani`ere à ce que la plupart
des configurations concern´ees soient ´evaluées implicitement. Partant d’un intervalle initial, la m´ethode
consiste en une succession d’am´eliorations menant au calcul de la discr´epanceD∗n(x) d’une séquencex
den points dans̄Is.

Compte tenu du fait queV 0
min = 0 etV nmax = 1, l’expression (46) s’´ecrit

D∗
n(x) = max

{
max

k∈{0,... ,n−1}

(
V kmax −

k

n

)
, max
k∈{1,... ,n}

(
k

n
− V kmin

)}
.(63)

Comme nous l’avons annonc´e dans la section 8.2.2, l’hypoth`eseénoncée sur le fait que la s´equence
ne contient aucun point pr´esentant une composante nulle peut ˆetre assouplie dans le cas de l’origine. Ce
point étant le premier de la plupart des(t, s)-suites en baseb classiques (ou des suites de Halton), la
remarque suivante s’av`ere précieuse.
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REMARQUE 8.18 Le calcul de la discr´epance d’une s´equencex ∪ {0} den+ 1 points comprenant
l’origine se ramène au calcul des volumes optimauxVkmin(x) etV kmax(x) pour la séquencex den points.
En effet, on observe que

V kmax(x ∪ {0}) =
{

0 si k = 0
V k−1

max (x) sinon
, pour toutk ∈ {0, . . . , n}

et

V kmin(x ∪ {0}) =
{

0 si k = 1
V k−1

min (x) sinon
, pour toutk ∈ {1, . . . , n+ 1}.

En adaptant l’expression (63), on obtient

D∗
n+1(x ∪ {0}) = max

{
max

k∈{0,... ,n−1}

(
V kmax(x)−

k + 1
n+ 1

)
, max
k∈{1,... ,n}

(
k + 1
n+ 1

− V kmin(x)
)
,

1
n+ 1

}
.

Ainsi, pour calculer la discr´epance d’une s´equence den+ 1 points comprenant l’origine, il suffit de
retirer le point en question et d’utiliser l’expression ci-dessus. On remarque au passage que la discr´epance
d’une telle séquence est sup´erieure ou ´egaleà 1

n+1 .

Il est bienévidemment possible de calculer la discr´epance d’une s´equence `a l’aide de l’expression
(63) après avoir résolu les2n programmes lin´eaires en nombres entiers correspondants. Toutefois, cette
approche directe est une perte de temps. En effet, le maximum dans (63) ´etant dans la plupart des cas
atteint pour un seul des2n problèmes, il suffit de r´esoudre le programme en question et d’´etablir des
bornes (inférieures pourV kmin et supérieures pourV kmax) suffisamment pr´ecises pour les autres. Il semble
malheureusement tr`es difficile de deviner quel est le probl`emeà résoudre exactement.

Une stratégie permettant de ne r´esoudre qu’un petit sous-ensemble de ces2n problèmes est propos´ee
ci-dessous, mais il est d’abord n´ecessaire d’introduire quelques nouvelles notations. En premier lieu, on
remarque qu’`a l’aide des grandeurs2

Dkmin =
k

n
− V kmin et Dkmax = V kmax −

k

n
,

l’expression (63) s’´ecrit

D∗
n(x) = max

{
max

k∈{0,... ,n−1}
Dkmax , max

k∈{1,... ,n}
Dkmin

}
.(64)

8.4.1 Initialisation. PourD∗
n(x),D

k
min,Dkmax, V kmin etV kmax, on définit une paire de bornes, l’une

inférieure et l’autre sup´erieure :

D
¯
∗
n(x) ≤ D∗

n(x) ≤ D̄∗
n(x)

D
¯
k
min ≤ Dkmin ≤ D̄kmin

D
¯
k
max ≤ Dkmax ≤ D̄kmax

V
¯
k
min ≤ V kmin ≤ V̄kmin

V
¯
k
max ≤ V kmax ≤ V̄kmax

(65)

2Il est clair que si l’origine fait partie de la s´equence, mais en a ´eté retirée (comme l’indique la remarque 8.18) de mani`ere
à vérifier l’hypothèse sur l’absence de composantes nulles, alors la fractionk

n
doit être remplac´ee park+1

n+1
dans toute la section.
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On remarque que les diff´erentes bornes sur les volumes optimauxVkmin etV kmax ne sont pas ind´ependantes
et que les in´egalités triviales

V 1
min ≤ · · · ≤ V nmin et V 0

max ≤ · · · ≤ V n−1
max

peuvent avoir des retomb´ees très utiles. En effet, elles impliquent les affectations suivantes (`a utiliser
sans mod´eration) qui induisent parfois de longues s´equences d’am´eliorations :

V
¯
k
min ← max

{
V
¯
k
min,V¯

k−1
min

}
pour toutk ∈ {2, . . . , n},

V
¯
k
max ← max

{
V
¯
k
max,V¯

k−1
max

}
pour toutk ∈ {1, . . . , n− 1},

V̄kmin ← min
{

V̄kmin, V̄
k+1
min

}
pour toutk ∈ {1, . . . , n− 1},

V̄kmax ← min
{

V̄kmax, V̄
k+1
max

}
pour toutk ∈ {0, . . . , n− 2}.

(66)

Pour chacune des bornes V
¯
k
min, V̄kmin, V

¯
k
max et V̄kmax, une valeur initiale peut ˆetre obtenue par au moins

un des trois moyens suivants :

1o On détermine une borne sup´erieure pourVkmin et une borne inf´erieure pourV kmax en appliquant
les heuristiques de la section 8.3.2.

2o Les volumes optimauxV 1
min, V n−1

min et V n−1
max étant connus (voir section 8.2.1), les relations (66)

impliquent que

	 V 1
min est une borne inf´erieure pourVkmin quel que soitk ∈ {2, . . . , n− 2},

	 V n−1
min est une borne sup´erieure pourVkmin quel que soitk ∈ {2, . . . , n− 2},

	 V n−1
max est une borne sup´erieure pourVkmax quel que soitk ∈ {0, . . . , n− 2}.

3o Par le biais de l’observation 8.6, des termes constants apparaissent dans la fonction objectif de
nos programmes lin´eaires en nombres entiers. Les coˆuts associ´es aux variables non fix´eesétant
non négatifs, on obtient des bornes inf´erieures pour les volumes optimaux correspondants :

s∏
j=1

x
σj(k)
j est une borne inf´erieure pourVkmin quel que soitk ∈ {2, . . . , n− 2},

s∏
j=1

x
σj(k+1)
j est une borne inf´erieure pourV kmax quel que soitk ∈ {0, . . . , n− 2}.

Ces valeurs initiales seront progressivement am´eliorées au cours du processus d´ecrit ci-dessous.
Parallèlement, les bornes relatives `aDkmin,Dkmax etD∗

n(x) sont syst´ematiquement mises `a jour à l’aide
des relations3

D
¯
k
min = k

n − V̄kmin,

D̄kmin = k
n − V

¯
k
min,

D
¯
k
max = V

¯
k
max − k

n ,

D̄kmax = V̄kmax − k
n ,

D
¯
∗
n(x) = max

{
max

k∈{1,... ,n}
D
¯
k
min , max

k∈{0,... ,n−1}
D
¯
k
max

}
,

D̄∗
n(x) = max

{
max

k∈{1,... ,n}
D̄kmin , max

k∈{0,... ,n−1}
D̄kmax

}
.

(67)

3À nouveau, si l’origine fait partie de la s´equence, mais en a ´eté retirée (comme l’indique la remarque 8.18) de mani`ereà
satisfaire l’hypoth`ese sur les composantes nulles, le terme1

n+1
doit être ajouté dans les maxima d´efinissant D

¯
∗
n(x) et D̄∗

n(x).
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On remarque que la borne inf´erieure pour la discr´epance D
¯
∗
n(x) ne dépend que des valeurs de

V̄1
min, . . . , V̄

n
min et V

¯
0
max, . . . ,V¯

n−1
max.

Ces derni`eresétant généralement pr´ecises (car obtenues `a l’aide des heuristiques de la section 8.3.2), la
borne inférieure initiale D

¯
∗
n(x) pour la discrépance s’av`ere le plus souvent de bonne qualit´e. Ce fait est

illustré dans l’exemple suivant :

EXEMPLE 8.19 On calcule la borne inf´erieure initiale D
¯
∗
n(x) définie ci-dessus pour une paire de

(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb dont la discrépance est donn´ee dans les tables 5.3 et 5.4 :

1o Pour le(0, 3, 4)-réseau de Faure en base5, on obtient

D
¯
∗
n(x) = 0.0423478

alors queD∗
n(x) = 0.0893870.

2o Pour le(0, 2, 6)-réseau de Faure en base7, la borne inférieure initiale

D
¯
∗
n(x) = 0.2109716

est déjà égaleà la discrépance cherch´ee.

L’ élément le plus important de la dynamique que nous sommes en train de mettre en place est le
suivant : si, au cours du d´eroulement du processus, la valeur deD̄kmin (respectivement̄Dkmax) devient plus
petite que la borne inf´erieure D

¯
∗
n(x) pour la discrépance, alors le maximum dans l’expression (64) n’est

pas atteint pourDkmin (respectivementDkmax) et l’étude du probl`eme en question peut donc ˆetre avortée :

D̄kmin < D
¯
∗
n(x) =⇒ les problèmesDkmin etV kmin peuventêtreécartés

D̄kmax < D
¯
∗
n(x) =⇒ les problèmesDkmax etV kmax peuventêtreécartés

(68)

Cette paire d’implications permet d’interrompre avant terme la r´esolution de la majeure partie de
nos2n problèmes. De plus, on remarque que le dispositif constitu´e des expressions (66), (67) et (68)
est à même de d´eclencher une r´eaction en chaˆıne. En effet, l’am´elioration d’une seule borne pour un
volumeV kmin ouV kmax peut induire une s´equence de mises `a jour conduisant `a l’amélioration de plusieurs
bornes dans (65) et `a l’abandon de probl`emes associ´esà des programmes lin´eaires en nombres entiers qui
n’auront donc pas `a être résolus exactement. En pratique, ce processus dynamique s’av`ere très efficace
et, de mani`ere similaireà une méthode d’exploration par s´eparation et ´evaluation, permet l’´enumération
implicite d’une partie importante des configurations concern´ees.

EXEMPLE 8.20 Pour les cas envisag´es dans l’exemple 8.19, la phase d’initialisation du processus
décrite ci-dessus aboutit `a la situation suivante :

1o Pour le(0, 3, 4)-réseau de Faure en base5, sur les248 problèmes concern´es,12 sont déjà éliminés
et on obtient l’intervalle initial

D∗
n(x) ∈ [0.0423478, 0.984].

2o Pour le(0, 2, 6)-réseau de Faure en base7, sur les96 problèmes concern´es,22 sont déjà éliminés
et on obtient l’intervalle initial

D∗
n(x) ∈ [0.2109716, 0.9591837].

Ainsi, plusieurs programmes lin´eaires en nombres entiers peuvent ˆetreécartés d’emblée. En revanche,
on observe que les bornes sup´erieures obtenues sont particuli`erement mauvaises.
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8.4.2 Ŕesolution. Afin d’améliorer la qualité de cet intervalle initial pour la discr´epance, il suffit
d’établir des bornes inf´erieures et sup´erieures plus pr´ecises pour les volumes optimauxVkmin et V kmax

des problèmes restants. On aborde cette question `a l’aide des approches propos´ees dans la section 8.3.
Cependant, d’un point de vue technique (essentiellement pour des questions d’espace-m´emoire), il n’est
pas envisageable de travailler simultan´ement sur autant de programmes lin´eaires en nombres entiers.

Il est donc plus raisonnable de ne traiter qu’un seul probl`emeà la fois et d’essayer d’apporter des
améliorations substantielles aux estimateurs qui lui sont associ´es. De plus, la borne inf´erieure pour la
discrépance D

¯
∗
n(x) étant généralement d’excellente qualit´e, il est préférable de concentrer nos efforts

sur D̄∗
n(x) (laissant les progr`es au niveau de D

¯
∗
n(x) apparaˆıtre de mani`ere indirecte). Pour r´eduire cette

valeur, il convient de choisir le probl`eme pour lequel la borne sup´erieureD̄∗
n(x) prend son maximum

dans l’expression (67). On propose d’aborder la r´esolution du programme lin´eaire associ´e

	 en résolvant la relaxation lin´eaire correspondante, renforc´eeà l’aide des ´eléments d´ecritsà la page
119, la première fois qu’il est trait´e ;

	 en appliquant une m´ethode d’énumération par s´eparation et ´evaluationà cette mˆeme formulation
renforcée lors d’unéventuel second passage.

En fin de compte, chacun des2n problèmes apparaissant dans l’expression (64) est consid´eré au
maximumà deux reprises avant d’ˆetre définitivement résolu ouécarté. De plus, le processus peut ˆetre
stoppéà tout instant, fournissant alors un intervalle pour la discr´epance refl´etant l’effort de calcul consenti
jusque-là, ou poursuivi jusqu’`a l’obtention de la valeur exacte deD∗n(x).

Lors du premier passage, la r´esolution de la relaxation lin´eaire renforc´ee fournit

	 le volume optimal recherch´e si la solution obtenue est enti`ere ;

	 une nouvelle borne inf´erieure pourVkmin dans le cas d’un probl`eme du typeDkmin ;

	 une nouvelle borne sup´erieure pourVkmax dans le cas d’un probl`eme du typeDkmax.

Même lorsque la solution optimale de la relaxation lin´eaire n’est pas enti`ere, il arrive fréquemment
que la borne obtenue soit suffisamment bonne pour permettre l’´elimination définitive du problème par le
biais de l’expression (68).

EXEMPLE 8.21 Reprenons `a nouveau les deux cas consid´erés dans l’exemple 8.19. Si, apr`es la
phase d’initialisation du processus, on r´esout la relaxation lin´eaire de tous les programmes renforc´es
restants, on aboutit `a la situation suivante :

1o Pour le(0, 3, 4)-réseau de Faure en base5, sur les248 problèmes concern´es,65 sontéliminés et
on obtient l’intervalle

D∗
n(x) ∈ [0.0423478, 0.2336710].

2o Pour le(0, 2, 6)-réseau de Faure en base7, sur les96 problèmes concern´es,72 sontéliminés et
on obtient l’intervalle

D∗
n(x) ∈ [0.2109716, 0.3190308].

Ces résultats illustrent le fait qu’un intervalle non trivial pour la discr´epance peut ˆetre calculé en un temps
polynomial en la taille du probl`eme.

Lorsqu’un problème requiert une seconde phase de traitement pour am´eliorer les bornes qui lui
sont associ´ees, on lui applique une m´ethode d’énumération par s´eparation et ´evaluation (voir section
8.3.3.3). Dans le cas d’un programme du typelog(V kmin), à un instant donn´e au cours du d´eroulement
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de l’algorithme en question, on noteωkmin la plus petite valeur d’un sous-probl`eme actif généré par le
processus de s´eparation de l’ensemble des solutions admissibles delog(Vkmin). Commeωkmin est une
borne inférieure pourlog(V kmin), les expressions (67) et (68) m`enent au crit`ere d’arrêt suivant :

eω
k
min >

k

n
− D

¯
∗
n(x) =⇒ la résolution des probl`emesDkmin etV kmin peutêtre abandonn´ee.(69)

De manière similaire, pour un programme du typelog(Vkmax), on noteωkmax la plus grande valeur
d’un sous-probl`eme actif généré par le processus de s´eparation de l’ensemble des solutions admissibles
de log(V kmax) à un instant donn´e au cours du d´eroulement de l’algorithme. Commeωkmax est une borne
supérieure pourlog(V kmax), les expressions (67) et (68) m`enent au crit`ere d’arrêt suivant :

eω
k
max <

k

n
+ D

¯
∗
n(x) =⇒ la résolution des probl`emesDkmax etV kmax peutêtre abandonn´ee.(70)

En pratique, cette paire d’implications permet d’interrompre la plupart des ´enumérations par
séparation et ´evaluation entreprises avant d’avoir atteint l’optimum (la mise en œuvre de ces crit`eres
d’arrêt est réalisable `a l’aide de la librairie CPLEX [CPL01]). Ce fait est illustr´e ci-dessous :

EXEMPLE 8.22 En appliquant la m´ethode d´ecrite dans cette section pour les deux cas consid´erés
dans l’exemple 8.19, on obtient finalement les r´esultats suivants :

1o Pour le(0, 3, 4)-réseau de Faure en base5 :

Temps de calcul de la discr´epanceD∗
n(x) = 0.0893870 : 364 secondes

Nombre total de probl`emes : 248
Relaxations lin´eaires renforc´ees résolues : 217
Énumérations par s´eparation et ´evaluation avort´ees : 67
Énumérations par s´eparation et ´evaluation men´eesà terme : 10

L’intervalle pour lequel le supremum dans l’expression (3) est atteint a ´eté obtenu en r´esolvant le
problèmelog(V 73

min) à l’aide d’uneénumération par s´eparation et ´evaluation.

2o Pour le(0, 2, 6)-réseau de Faure en base7 :

Temps de calcul de la discr´epanceD∗
n(x) = 0.2109716 : 36 secondes

Nombre total de probl`emes : 96
Relaxations lin´eaires renforc´ees résolues : 71
Énumérations par s´eparation et ´evaluation avort´ees : 22
Énumérations par s´eparation et ´evaluation men´eesà terme : 0

L’intervalle pour lequel le supremum dans l’expression (3) est atteint a ´eté obtenu en r´esolvant la
relaxation linéaire du probl`emelog(V10

max) (la solution optimale est enti`ere).

Rappelons que la discr´epance des deux r´eseaux en question a ´eté déterminéeà l’aide de la m´ethode
directe bas´ee sur la discr´etisation de Niederreiter (21). Avec cette approche, les temps de calcul obtenus
étaient de8 heures pour le(0, 3, 4)-réseau en base5 et d’une semaine pour le(0, 2, 6)-réseau en base7.

8.5 Expériences nuḿeriques

Les résultats de quelques exp´eriences effectu´eesà l’aide de la m´ethode propos´ee dans ce chapitre
sont présentés ci-dessous. On commence par calculer la discr´epance de(0,m, s)-réseaux de Faure en
baseb dans des cas inaccessibles jusqu’alors. On proc`ede ensuite `a une analyse sommaire du temps de
calcul nécessaire `a l’application de cette technique. Pour terminer, on am´eliore les résultats des sections
7.5.2 (sur la comparaison de diff´erentes s´equences) et 7.5.3 (sur les ensembles de points minimaux).
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8.5.1 Calcul de la discŕepance. L’approche par programmation lin´eaire en nombres entiers
présentée ci-dessus a permis de calculer la discr´epance de quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb
(obtenus `a l’aide du générateurGrayFaure de la section 4.8.4). Ces r´esultats, donn´es dans la table 8.1,
complètent ceux de la page 52 et am´eliorent certains intervalles ´etablisà l’aide de la m´ethode du chapitre
7 (voir page 91). Dans chacun des cas consid´erés, le temps de calcul n´ecessaire ne d´epasse pas quelques
jours sur une station de travail SGI R10000.

Soulignons le fait que l’utilisation de la m´ethode de la section 5.1 est totalement irr´ealiste pour de
telles séquences. En effet, selon nos estimations, `a l’aide de notre mise en œuvre de la discr´etisation de
Niederreiter (21), le calcul de la discr´epance du(0, 3, 7)-réseau en base7 prendrait environ5 millions
d’années, alors que pour le(0, 2, 12)-réseau en base13, il faudrait au moins2 · 1013 siècles.

s 4 5 5 6 7
b 5 5 5 7 7
m 4 3 4 3 2

n = bm 625 125 625 343 49
D∗
n(x) 0.01772458 0.1417881 0.02666228 0.08988426 0.2690111

Temps de calcul 2.3 jours 650 secondes 15.6 jours 2.65 jours 13 secondes

7 8 9 10 11 12
7 11 11 11 11 13
3 2 2 2 2 2
343 121 121 121 121 169

0.1298317 0.1701839 0.2121262 0.2574323 0.3010480 0.2718370
6.7 jours 7.4 heures 6.7 heures 3.7 heures 1.9 heures 3.85 jours

TAB. 8.1. Discrépance de quelques(0,m, s)-réseaux de Faure en baseb.

D’autre part, on note que la borne inf´erieure initiale D
¯
∗
n(x) définie dans la section 8.4.1 est ´egaleà

la discrépance dans9 des11 cas consid´erés dans la table ci-dessus. Cette observation confirme le fait
qu’il est possible d’´etablir d’excellentes bornes inf´erieures pour la discr´epance en quelques secondes de
calcul (indépendamment du fait que le processus d’am´elioration de la borne sup´erieure correspondante
prenne plusieurs jours).

8.5.2 Temps de calcul.La figure 8.11 montre l’´evolution typique de l’intervalle[
D
¯
∗
n(x), D̄

∗
n(x)

]
pour la discrépanceD∗

n(x) au cours du d´eroulement de l’algorithme dans un des deux cas pr´esentés
dans la table 8.1 o`u la borne inférieure initiale D

¯
∗
n(x) n’est pas optimale. On remarque que les progr`es

sont particulièrement irréguliers. Ils s’av`erent tout d’abord tr`es rapides, lorsqu’il suffit de r´esoudre une
relaxation linéaire pour am´eliorer l’intervalle, avant de progressivement ralentir, quand des bornes de
plus en plus pr´ecises doivent ˆetreétablies par le biais d’´enumérations par s´eparation et ´evaluation.

Uneétude s´erieuse de la complexit´e empirique de notre m´ethode semble difficile, en partie parce que
le temps de calcul d´epend non seulement de la dimensions et du nombre de pointsn, maiségalement
de la discrépance elle-mˆeme. Ce ph´enomène est apparent dans les r´esultats de la table 8.1 : pour les trois
séquences de121 points consid´erées, l’effort à fournir décroı̂t avec la dimension, ce qui paraˆıt plutôt
contre-intuitif. Ce comportement s’explique par le fait que le m´ecanisme li´e aux critères d’arrêt (69) et
(70) entre en action plus rapidement lorsque la borne inf´erieure D

¯
∗
n(x) estélevée. Notons cependant que
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FIG. 8.11. Convergence de l’intervalle pour la discr´epance d’un(0, 3, 6)-réseau de
Faure en base7 durant les2.65 jours nécessaires au d´eroulement de l’algorithme.

cet effet semble devenir marginal pour des s´equences pr´esentant une discr´epance suffisamment faible
(inférieureà0.15 environ).

On poursuit n´eanmoins cette ´etude par une paire d’exp´eriences sur l’´evolution du temps de calcul en
fonction de la dimensions (voir figure 8.12) et du nombre de pointsn (voir figure 8.13). Dans chacun
des cas ci-dessous, la s´equence consid´erée est le segment initial d’une suite de Faure permut´eeà l’aide
d’un code de Gray (voir section 4.8.4).
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FIG. 8.12. À gauche, temps (en heures) n´ecessaire au calcul de la discr´epance d’une
séquence (le segment initial d’une suite de Faure permut´eeà l’aide d’un code de Gray)
de 343 points en dimensions, pours ∈ {3, . . . , 7}. Au centre, le logarithme de cette
durée età droite sa racine cinqui`eme.

Dans la figure 8.12, on a repr´esenté le temps n´ecessaire au calcul de la discr´epance d’une s´equence
de 343 points en dimensions, pour s ∈ {3, . . . , 7}. En considérant le logarithme de ces dur´ees, la
courbe obtenue semble concave et, en prenant sa racine cinqui`eme, elle paraˆıt quasiment lin´eaire. Ces
observations sugg`erent que le temps de calcul ne croˆıt pas de mani`ere exponentielle avec la dimension,
mais plutôt commes5. Toutefois, le comportement ´etant inconnu pour d’autres valeurs des et den, il
serait toutà fait hasardeux de tirer une conclusion si g´enérale des r´esultats de cette exp´erience.

Dans la figure 8.13, on a repr´esenté le temps n´ecessaire au calcul de la discr´epance d’une s´equence
den points en dimension7, pourn ∈ {49, . . . , 343}. Le même type de r´eserves devant `a nouveau ˆetre

128 Eric Thiémard



CHAPITRE 8 UNE APPROCHE PAR PROGRAMMATION LIŃEAIRE EN NOMBRES ENTIERS

formulées, les r´esultats obtenus doivent ˆetre interprétés comme de simples tendances. N´eanmoins, dans
ce cas particulier, il semble que le temps de calcul ne croˆıt pas de mani`ere exponentielle avec la taille
de la séquence, ni mˆeme plus vite quen3 (d’autres exp´eriences sugg`erent que le degr´e de ce pr´esumé
polynôme enn n’est pas ind´ependant de la dimension).
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FIG. 8.13. À gauche, temps (en heures) n´ecessaire au calcul de la discr´epance d’une
séquence (le segment initial d’une suite de Faure permut´eeà l’aide d’un code de Gray)
den points en dimension7, pourn ∈ {49, . . . , 343}. Au centre, le logarithme de cette
durée età droite sa racine cubique.

8.5.3 Comparaison de śequences.La méthode propos´ee dans ce chapitre a permis d’am´eliorer les
résultats de la section 7.5.2. Il a en effet ´eté possible de calculer exactement les discr´epances des segments
initiaux des suites de Halton, Sobol et Faure en dimension7 pour lesquelles des intervalles sont donn´es
dans la table 7.11. Ces valeurs sont repr´esentées dans la figure 8.14. Notons que de tels r´esultats sur
la discrépance effective de s´equences en dimension non triviale n’ont jamais ´eté obtenus auparavant (en
effet,30 points est la taille maximale d’une s´equence en dimension7 pour laquelle nous pouvons calculer
la discrépance `a l’aide de la discr´etisation de Niederreiter (21) en moins d’une semaine).
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FIG. 8.14. Discrépance des segments initiaux de trois suites classiques.
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Quelques remarques peuvent ˆetre formulées en compl´ement des conclusions de la section 7.5.2.
En premier lieu, on observe que la s´equence de valeurs obtenue n’est pas strictement d´ecroissante en
fonction den. Considérant la nature discr`ete de la discr´epance, il n’est gu`ere surprenant de constater
l’apparition occasionnelle de tels soubresauts. Deuxi`emement, bien que les diff´erences soient vraiment
minimes, il semble que les s´equences pr´esentant la d´ecroissance la plus r´egulière et la discr´epance la
plus faible pour la plupart des taillesn ∈ {30, . . . , 250} soient celles issues de la suite de Sobol.

8.5.4 Sur les ensembles minimaux.Pour terminer, on revient sur l’exp´erience consid´erée dans la
section 7.5.3 `a propos du th´eorème 1.23 de Heinrich, Novak, Wasilkowski et Wo´zniakowski [HNWW]4.
Rappelons qu’il s’agit d’´etudier en fonction de la dimension la croissance de la taille minimalenmin du
segment initial d’une suite de Faure permut´ee à l’aide d’un code de Gray pr´esentant une discr´epance
inférieure ou ´egaleà d = 0.45. Alors que dans la section 7.5.3, des intervalles approximatifs contenant
la vraie valeur ont ´eté obtenus pours ∈ {4, . . . , 12} (voir figure 7.12), la m´ethode propos´ee dans ce
chapitre a permis de calculer exactement ces nombres pours ∈ {4, . . . , 19} (voir figure 8.15).
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FIG. 8.15. Taille minimalenmin du segment initial d’une suite de Faure permut´ee à
l’aide d’un code de Gray pr´esentant une discr´epance inf´erieure ou ´egaleà 0.45 pour
s ∈ {4, . . . , 19} et représentation def(s) = 7.77411 s log s− 15.7798s + 33.4046.

L’article de Heinrich, Novak, Wasilkowski et Wo´zniakowski [HNWW] contient ´egalement quelques
résultats th´eoriques (fond´es sur une analyse probabiliste) permettant de majorern(s, d). Par exemple,
après quelques calculs, on obtientn(5, 0.45) ≤ 656 etn(10, 0.45) ≤ 1 540. On note cependant que les
valeurs présentées dans la figure 8.15 fournissent les bornes sup´erieures plus pr´ecisesn(5, 0.45) ≤ 16 et
n(10, 0.45) ≤ 55.

4Ce dernier stipule que pour toute valeurd ∈ (0, 1/2), la taillen(s, d) de la plus courte s´equence dans̄Is présentant une
discrépance inf´erieure ou ´egaleàd croı̂t linéairement avec la dimensions.
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Cette exp´erience indique que la taille des ´echantillons minimaux consid´erés ne semble pas croˆıtre
linéairement avec la dimension, mais l´egèrement plus rapidement. Cependant, le comportement ´etant
inconnu en dimension plus ´elevée ou pour d’autres valeurs ded, la prudence est `a nouveau de mise pour
l’analyse des r´esultats. Par ailleurs, on remarque que la fonction

f(s) = 7.77411 s log s− 15.7798s + 33.4046,

qui minimise l’erreur carr´ee moyenne d’approximation pourf(s) du typea2s log s + a1s + a0, épouse
remarquablement bien les valeurs de la figure 8.15. Ainsi, on conjecture que la taille minimalenmin du
segment initial d’une suite de Faure (permut´ee à l’aide d’un code de Gray) en dimensions présentant
une discrépance inf´erieure ou ´egaleàd est de l’ordreΘ(s log s).

Les suites `a discrépance faible sont des s´equences infinies telles que toute sous-s´equence de points
consécutifs poss`ede de bonnes propri´etés d’équirépartition. En revanche, on remarque que les ensembles
minimaux du théorème 1.23 ne sont pas soumis `a une telle contrainte de pouvoir ˆetre indéfiniment
complétés. Il pourrait s’agir d’un argument indiquant pourquoi les ´echantillons optimaux correspondants
extraits de suites `a discrépance faible ne pr´esentent pas le comportement lin´eaire désiré en la dimension.
Cette observation sugg`ereégalement que la structure des ensembles minimaux du th´eorème 1.23 pourrait
être totalement diff´erente de celle des suites que nous connaissons.
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Conclusions et perspectives

Une particularité de ce travail est d’aborder une question de th´eorie des nombres, l’´evaluation de la
discrépance, comme un probl`eme d’optimisation combinatoire. En effet, les approches propos´ees dans
cette thèse reposent essentiellement sur des principes g´enéralement utilis´es en g´eométrie algorithmique
et en recherche op´erationnelle.

Commenc¸ons par un bref r´ecapitulatif des caract´eristiques principales de ces m´ethodes en prenant soin
de mettre en ´evidence quelques points de comparaison.

	 Dans la section 7.1, un principe g´enéral (bas´e sur la consid´eration d’une partition finieP du cube
unité Is en intervalles) permettant de calculer un intervalle (de largeur inf´erieure ou ´egaleà son
poidsW (P)) pour la discrépance d’une s´equence quelconquex den points dans̄Is est présenté.
Deux techniques particuli`eres de d´ecomposition sont envisag´ees :

1o Dans la section 7.2, le cas des partitionsPzs,k
deIs ayant la forme de grilles extensibles de

cardinalité ks est consid´eré. La méthode se d´eroule en deux temps : il s’agit tout d’abord
de minimiser le poidsW (Pzs,k

), puis de calculer efficacement les bornes correspondantes
pour la discrépance dex.

2o L’approche propos´ee dans la section 7.4 permet de construire des intervalles de pr´ecision
arbitraire. En effet, apr`es avoir choisi un param`etreε ∈ (0, 1) quelconque, il est possible de
générer une partitionPsε finie telle queW (Psε ) = ε. Bien qu’a priori complexe, la structure
de cette d´ecomposition est exploitable lors du calcul des bornes correspondantes pour la
discrépance dex.

L’avantage de la premi`ere méthode est que la consid´eration de grillesPzs,k
permet de

ne compter explicitement qu’une seule fois chacun desn points, même s’ils appartiennent `a
une multitude d’intervalles `a explorer. L’heureuse pr´esence du logarithme dans la complexit´e
O(n log(|Pzs,k

|) + 2s|Pzs,k
|) qui en découle explique pourquoi cette technique permet d’´etablir

des bornes pour la discr´epance de s´equences de tr`es grande taille. Cependant, pour un mˆeme effort
de calcul, la pr´ecision des majorations obtenues est bien moins bonne que celle qu’il est possible
d’atteindreà l’aide de la seconde approche, lorsqu’elle s’applique.

Cette propriété découle du fait que la cardinalit´e d’une grillePzs,k
est nettement sup´erieure

à celle de la partitionPsε de même poids. En revanche, comme l’illustre la complexit´e
O((log n)s|Psε |) de l’algorithme correspondant, les diff´erents points de la s´equence doivent ˆetre
comptésà plusieurs reprises avec la seconde m´ethode de d´ecomposition. Bien que ce probl`eme
soit fortement att´enué par l’utilisation d’une technique de comptage sp´ecifique bas´ee sur les arbres
d’intervalles, il n’a pas ´eté possible de s´eparer totalement les difficult´es caus´ees d’une part par la
taille de la séquence et d’autre part par la cardinalit´e de la partition. Par ailleurs, nos exp´eriences
suggérant que|Psε | = O((1/ε)s), cette approche conduit ´egalement `a un algorithme exponentiel
en la dimension.

	 La méthode propos´ee dans le chapitre 8 est totalement diff´erente. Elle consiste en l’am´elioration
progressive (en au plus4n itérations) d’un intervalle initial pour la discr´epance. En effet, le calcul
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deD∗
n(x) est décompos´e en2n sous-probl`emes de g´eométrie combinatoire que l’on traite en deux

phases `a l’aide de techniques de programmation lin´eaire en nombres entiers. Un effort particulier
a été fourni pour qu’une partie importante des configurations concern´ees soient ´enumérées de
manière implicite. Cette approche conduit `a la valeur exacte de la discr´epance ou, ´eventuellement,
à un intervalle pour cette grandeur lorsque le processus est interrompu avant terme.

Les sous-probl`emes les plus difficiles ´etant résolusà l’aide d’une méthode d’énumération
par séparation et ´evaluation, la complexit´e de cet algorithme est, jusqu’`a preuve du contraire,
exponentielle enn et s. A priori, cette propriété ne semble pas se confirmer exp´erimentalement.

La table 7.3 illustre le fait que la m´ethode bas´ee sur les grilles extensibles permet de calculer des
bornes pour la discr´epance de s´equences de tr`es grande taille, mais montre ´egalement que la pr´ecision
qu’il est possible d’atteindre est assez limit´ee. Les résultats de la table 7.8 r´evèlent que les intervalles
obtenus sont bien meilleurs `a l’aide de l’approche bas´ee sur les partitions de la formePsε , mais il s’avère
malheureusement difficile de maintenir une telle qualit´e pour des tailles sup´erieures `a quelques milliers
de points (pours ≤ 20). Finalement, la table 8.1 et la figure 8.15 indiquent que la technique du chapitre
8 permet de calculer la discr´epance de s´equences de quelques centaines de points en dimensions ≤ 20.

Bien évidemment, ces performances peuvent paraˆıtre ridicules s’il s’agit d’utiliser nos algorithmes
pour comparer la qualit´e de la distribution d’´echantillons destin´es à une application de la m´ethode de
quasi-Monte-Carlo. Cependant, d’un autre point de vue, notre travail constitue un premier pas prometteur
sur une question n´egligée, car jug´ee inabordable, par de nombreux experts. En effet, en examinant nos
résultats `a la lumière de ce qu’il ´etait préalablement possible d’esp´erer, les progr`es semblent nettement
plus substantiels. Par exemple, en dimensions = 10 et en une journ´ee de calcul (sur une station de travail
SGI R10000), nos exp´eriences num´eriques montrent que l’on peut calculer

	 la discrépance d’une s´equence de10 pointsà l’aide de la discr´etisation de Niederreiter (21) ;

	 la discrépance d’une s´equence de plus de200 points en utilisant la m´ethode du chapitre 8 ;

	 un intervalle de bonne qualit´e (à±10%) pour la discrépance d’une s´equence de1 000 points à
partir de l’approche bas´ee sur les partitions de la formePsε ;

	 au niveau des r´esultats th´eoriques, le th´eorème 6.1 fournit instantan´ement des bornes pour la
discrépance de tout(t,m, 10)-réseau en baseb, mais cette majoration est sup´erieureà1 pour des
séquences de taille inf´erieureà 8.5 milliards et200 millions de points respectivement pour les
suites de Sobol et de Faure.

Ces observations illustrent le fait que les techniques algorithmiques pr´esentées dans ce travail ouvrent
une nouvelle voie de recherche pour le calcul et la majoration de la discr´epance. Notons cependant que les
méthodes propos´ees n’ont pas encore trouv´e leur forme d´efinitive et que les am´eliorations envisageables
semblent nombreuses. Par exemple, une sp´ecialisation de ces approches au cas o`u la séquence consid´erée
est un(t,m, s)-réseau en baseb (ou plus simplement o`u les coordonn´ees des points sont des rationnels
possédant un plus petit d´enominateur commun de taille raisonnable) pourrait ˆetre intéressante. D’autre
part, il est vraisemblable que la formulation des programmes lin´eaires en nombres entiers du chapitre
8 puisse ˆetre améliorée et qu’il soit possible de mettre au point de nouvelles techniques de r´esolution
spécifiques nettement plus efficaces.
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[RST96] I. Radović, I. M. Sobol, and R. F. Tichy,Quasi-Monte Carlo methods for numerical integration : Comparison of
different low discrepancy sequences, Monte Carlo Methods and Appl.2 (1996), no. 1, 1–14.

[Sch72] W. M. Schmidt,Irregularities of distribution VII, Acta Arith.21 (1972), 45–50.

[Sch77] W. M. Schmidt,Irregularities of distribution X, in Number theory and algebra, Academic Press, 1977, pp. 311–329.

[Sha88] J. E. H. Shaw,A quasi-random approach to integration in Bayesian statistics, Annals of Statistics16 (1988), no. 2,
895–914.

[SM94] J. Spanier and H. Maize,Quasi-random methods for estimating integrals using relatively small samples, SIAM
Review36 (1994), no. 1, 18–44.

[Sob67] I. M. Sobol,On the distribution of points in a cube and the approximate evaluation of integrals, USSR Comput.
Math. Math. Phys.7 (1967), no. 4, 86–112.

[Sob76] I. M. Sobol,Uniformly distributed sequences with an additional uniform property, USSR Comput. Math. Math.
Phys.16 (1976), 236–242.

[Sob82] I. M. Sobol,On an estimate of the accuracy of a simple multidimensional search, Soviet Math. Dokl.26 (1982),
no. 2, 398–401.

[Sri78] S. Srinivasan,On two-dimensional Hammersley’s sequences, Journal of Number Theory10 (1978), 421–429.

[SW98] I. H. Sloan and H. Wo´zniakowski,When are quasi-Monte Carlo algorithms efficient for high dimensional inte-
grals ?, Journal of Complexity14 (1998), 1–33.

[Tez95] S. Tezuka,Uniform Random Numbers : Theory and Practice, Kluwer Academic Publishers, Boston, 1995.

[Tez98] S. Tezuka,Financial applications of Monte Carlo and quasi-Monte Carlo methods, in Random and Quasi-Random
Point Sets, Lecture Notes in Stat. 138 (P. Hellekalek and G. Larcher, eds.), Springer, 1998, pp. 303–332.

[Thi] E. Thiémard,Optimal volume rectangles withk points and star discrepancy, submitted to Mathematical Methods
of Operations Research.

138 Eric Thiémard



[Thi98] E. Thiémard,Economic generation of low-discrepancy sequences with ab-ary Gray code, EPFL-DMA-ROSO,
RO981201 (1998), http ://rosowww.epfl.ch/papers/grayfaure/.

[Thi00] E. Thiémard,Computing bounds for the star discrepancy, Computing65 (2000).

[Thi01] E. Thiémard,An algorithm to compute bounds for the star discrepancy, Journal of Complexity17 (2001).

[Tuf97] B. Tuffin, Simulation acc´elérée par les m´ethodes de Monte Carlo et quasi-Monte Carlo : th´eorie et applications,
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[Woź91] H. Woźniakowski,Averagecase complexity of multivariate integration, Bull. Amer. Math. Soc.24 (1991), 185–
194.

[XN95] C.P. Xing and H. Niederreiter,A construction of low-discrepancy sequences using global function fields, Acta
Arith. 73 (1995), no. 3, 87–102.

[Zar68a] S. K. Zaremba,The mathematical basis of Monte Carlo and quasi-Monte Carlo methods, SIAM Review10 (1968),
no. 3, 303–314.

[Zar68b] S. K. Zaremba,Some applications of multidimensional integration by parts, Ann. Polon. Math.21 (1968), 85–96.
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