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INTRODUCTION

1. Rachat anticipé et risque pour 'assureur

La clause de rachat anticipé d'un contrat de capitalisation peut étre exercée a tout

moment par le souscripteur :

- volontairement, en cas de hausse des taux significative et durable, Ie
souscripteur ayant alors intérét a racheter son contrat pour en souscrire de plus
rémunérateurs.

- Involontairement, lorsque le souscripteur décede (c'est alors le bénéficiaire qui
obtient le remboursement de la valeur capitalisée du contrat).

Le volant de liquidités courant peut permettre & l'assureur de faire face aux sorties
structurelles pour cause de décés. En cas de sorties plus massives dues a la
hausse des taux, l'assureur peut étre conduit a vendre des actifs obligataires dans
des conditions de taux désavantageuses et a réaliser d'importantes moins-values.
Le risque est significatif s'il n'existe pas une couverture financiére appropriée.

2. Le contrat étudié -

Nous nous intéressons a un contrat d'assurance frangais particulier : le bon de
capitalisation d'échéance T.

Une prime unique, de valeur L), est versée par le souscripteur a la date initiale.

Dans ce type de contrat, le taux d'intérét effectivement versé chaque année n'est
normalement pas connu a l'avance puisqu'il est composé d'un taux minimum
garanti et d'une participation aux bénéfices aléatoire. Pour des raisons techniques,
nous le supposons fixé & un certain niveau dés le moment de I'émission du bon
(hypothése acceptable lorsque I'assureur cherche a lisser les taux de rendement
effectifs versés). Il est égal 4 R sur toute la durée du contrat, de sorte que la
valeur capitalisée du bon peut s'écrire, 4 toute date t, L, = L,.exp{Rt}.

En cas de sortie anticipée a la date t, l'assureur verse au souscripteur ou au
bénéficiaire le montant L, (capital + intéréts capitalisés).




3. Caractéristiques financiéres de I'option de rachat anticipé

Comme pour le remboursement anticipé d'un prét a taux fixe, le droit de rachat
anticipé du bon peut s'analyser comme une option sur ce bon, exercable par le
souscripteur, et dont les trois principales caractéristiques sont les suivantes :

- L'option est américaine : elle peut étre exercée a tout instant aléatoire < 0<t<T).

- L'exercice peut étre rationnel (hausse des taux) ou non (déces, contraintes
personnelles du souscripteur). Cela suppose que nous devrons choisir une
modélisation réaliste du comportement des souscripteurs, par l'intermédiaire
d'une fonction "taux de rachat" reflétant la proportion de bons rachetés a un
instant donné par rapport au nombre de bons encore en vie avant cette date.

- L'option porte sur un actif sensible aux taux d'intérét, ce qui pose le probléme du
choix de la modélisation de la courbe des taux.

4. Prix de I'option et horizon de réinvestissement

L'horizon de réinvestissement est un déterminant essentiel du prix de l'option. En
effet, toutes choses étant/ égales par ailleurs, le souscripteur ayant un horizon long
sera plus sensible a une hausse de taux que celui ayant un horizon limité a la
durée T du contrat car il bénéficiera plus longtemps d'un taux plus élevé. Ainsi, le
risque de rachat anticipé et le prix de I'option sont des fonctions croissantes de
T'horizon de réinvestissement.

Nous examinerons deux types de souscripteurs :

- le premier a un horizon d'investissement limité 4 T années - en cas de sortie
anticipée a la date t, il réinvestit sur une durée (T-t).

- le second a un horizon d'investissement supérieur & T années : en cas de sortie
anticipée a la date t, il réinvestit sur une nouvelle durée T.

5. Moment de I'exercice

Nous proposons deux approches pour modéliser le moment de I'exercice -

- lapproche discréte : les souscripteurs peuvent exercer a des dates fixes

annuelles :
- l'approche continue : le souscripteurs peuvent exercer a tout moment pendant la

durée du contrat




6. Notations

- B(t,.D) : prix, 4 la date t, d'une obligation zéro-coupon sans risque de défaut
d'échéance D.

Nous avons B(t,t) = 1 V t (convergence vers la parité).

- Y(t,D) : taux de rendement a I'échéance D, en date t = TRI d'un investissement a
la date t dans ume obligation zéro-coupon sans risque de défaut
conservée jusqu'a son échéance D.

Pour t fixé et D variable, Y(t,D) décrit la courbe des taux de 1a date t.

-I(t)  : taux d'intérét court terme instantané sans risque de la date t.

. 8(t) : fonction d'actualisation de la date t. Nous avons §( 0)=1.

.Q : probabilité risque-neutre équivalente a la probabilité historique.

Relations fondamentales -

B(t,D) =exp{—(T- t).YV(t,D)} (D et 8(t) = exp{-jr(s)ds} (2)
' D 0
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[ EVALUATION : étape n°1

OBJECTIE : déterminer le flux F(t) associé a l'option de rachat
anticipé lorsque celle-ci est exercee a la date aléatoire T.

Le flux associé a l'option est égal au flux écart obtenu comme étant la différence
entre la valeur d'une stratégie consistant a racheter le contrat et celle dune
stratégie consistant a ne pas le racheter.

En effet, I'exercice de l'option (volontaire ou non) entraine pour le bénéficiaire un
gain égal a la valeur de rachat du contrat (valeur capitalisée du bon a la date 1),
diminué de la valeur de marché du contrat & la date t (abandon des intéréts qui
auraient pu étre accumulés entre t et T.

En appliquant le principe de valorisation d'ume actif financier dans l'univers
risque-neutre, la valeur actualisée du contrat 2 la date T est égale a :
Eqo[L1.8(T)/E,]

Donc la valeur de marché du contrat a la date T est égale & : EQ[LT.Z—((F—; / FT}
T

Par conséquent, le flux associé a l'option de rachat anticipé a une date t<T est:

8(T) T
F(1)=L, - EQ[LT.%/ F,} =L - EQ[LT .exp{—jr(s)ds} / thl (3)

Cette derniére expression montre clairement que l'option de rachat est un put sur
le contrat dont le prix d'exercice, croissant, est égal a la valeur de rachat du

contrat.

L'exercice a la date T est rationnel dés lors que F(7) > 0.
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EVALUATION : étape n°2

1

OBJECTIF : déterminer une formule probabiliste pour le prix de
I'option dans l'univers risque-neutre.

On notera ORA la valeur de I'option de rachat anticipé a la date initiale t = 0.
Dans toute la suite de I'exposé, la date de référence est la date t = 0.

!

!

En appliquant le principe de valorisation d'un actif financier dans I'univers risque-
neutre, la valeur de l'option 4 la date O est égale a I'espérance, sous la probabilité

risque-neutre Q, du flux actualisé associé a 'option 4 la date d'exercice aléatoire T.

ORA.8(0) = Eo[F(7).8(t)/ F]

1

D'ou: ORA =Eq !:F(t).exp{—j'r(s)ds} / FOJ
0

En remplagant F(t) par son expression et en remarquant que F, < F. puisque 0 < <

(on pourra donc écrire E[E[./ F. ]/ Fo] =E[./Fy]=E[.]), il vient apres calculs :

T T
ORA = EQ,\'Lt .exp{—fr(s)ds} - LT.exp{—J'r(s)dsH 4) -
0 0

' L] ' | " f
' ] 1 . ) . .
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EVALUATION : étape n°3

OBJECTIF : décomposer l'option en plusieurs options classiques
exercées a des dates fixes.

Afin de mieux comprendre I'exposé, nous passons d'abord en temps discret : on
suppose que le rachat du contrat est uniquement possible aux (N-1) dates
ponctuelles t7,...,tN-1 telles que t] <ty <... <tN-], la date initiale étant notée
to = 0 et la date finale tjy = T. Si le rachat a lieu a la date t;, on a alors T =t; =i (afin
d'alléger les notations, on notera souvent t;=1)oui=1,... N-1

L'option américaine de date d'exercice aléatoire 1 peut s'analyser comme la somme
de (N-1) options classiques de méme nature qui ne pourraient chacune étre exercée
qu'a une date t; fixée (i = 1,...,N-1). Toutefois, il faut prendre en compte le fait que
I'exercice d'une de ces options s'accompagne de I'abandon des options dont le
moment d'exercice théorique est postérieur a celui de I'option exercée.

Ainsi, la valeur 4 la date t) = 0 de I'option exergable 4 la date aléatoire 7 est égale a
la somme des valeurs d¢ marché a la date 0 des flux F(tj) (ou t; > tg = 0) associés
aux (N-1) options fictives, chacune étant pondérée par la probabilité que le flux F(t;)
soit effectivement versé a la date t; , c'est-a-dire pondérée par la probabilité que la
date d'exercice aléatoire T soit égale a la date tj . Notons qu'il s'agit d'une probabilité
conditionnelle puisqu'il faut prendre en compte le lien existant entre les (N-1)
options fictives.

En suivant ce raisonnement, nous pouvons écrire :
N-1 L T
ORA = > Eq Lti .exp —J'r(s)ds —LT.exp{—fr(s)ds} Plr=t;/F)
0 0

i=1

Puisque I'espérance est un opérateur linéaire et que P(t=t, / F, ) désigne une
probabilit¢é indépendante de Q (c'est un nombre pouvant étre "entré" dans
I'espérance), il vient, en utilisant les notations simplifiées :

- i T
ORA = EQHNZI[Li .exp{—fr(s)ds} - LT.exp{—fr(s)dsH.P(r =1/ E)H (5)
i=1 0 0




EVALUATION : étape n°4

OBJECTIF : déterminer un estimateur de la probabilité théorique P
que la variable aléatoire T (représentant la date d'exercice
aléatoire) soit égale a une date quelconque donnée entre

OetT.

La probabilité conditionnelle P(t =1/ F,) représente la probabilité qu'a un contrat j
(parmi les M contrats totaux souscrits a la date initiale) d'étre racheté a la date tj,
c'est-a-dire la probabilité théorique p; associée a la variable aléatoire de Bernouill
N;; défime par :

N. = 1 si le contrat j est racheté a la date t; (probabilité =p;)
9710 sile contrat j n'est pas racheté a la date t; (probabilité¢ =1-p;)

L'objectif est de trouver un estimateur sans biais de pj. Pour cela, considérons la

M
variable aléatoire S; = >N j Teprésentant le nombre aléatoire de contrats rachetés a
j=1
la date t; S; étant la somme de M variables de Bernouilli de parametre pj, S; suit
donc une loi bindmiale B(M,p;). Nous savons alors qu'un estimateur sans biais de pj
est donné par la proportion empirique de contrats rachetés a la date tj par rapport au
nombre total de contrats M.

Donc un estimateur sans biais de P(t =1/ Fj) est donné par :

P = S; nombre de contrats rachetés a la date t;
1" M nombre total de contrats souscrits a la date initiale

Ainsi, nous pouvons & partir de (5) obtenir une estimation du prix de I'option a la
date O :

ORA = EQKE:I:Li .exp{—j'r(s)ds} - LT.exp{—-}r(s)dsH.Pi ﬂ 6)

-

1

i P 1 b
1
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EVALUATION : étape n°4 (suite)

D'autre part, a la date d'évaluation du contrat tg = 0, le nombre de contrats rachetés
aux différentes dates t; est inconnu. Par conséquent, il faut soit estimer
statistiquement Pj, soit se donner une modélisation a priori. Nous retenons la
deuxiéme solution.

Toutefois, plutdt que de modéliser P;j , il est plus facile de modéliser un taux de
rachat, noté v;, reflétant la proportion de contrats rachetés a la date t; par rapport au
nombre de contrats encore "vivants” a la date précédente t;.], puis de trouver une
relation entre Pj et v;.
\ ., Si

Le taux de rachat a la date t] est estimé par : v, = Yl

i-1
ou M;.1 est le nombre de contrats encore "vivants” a la date t;_; (plus précisément,
Juste apres les rachats de cette date t;_;)

I est facile de montrer par récurrence que la relation entre P; et v, est donnée par :

| Vi pouri =1

S
Py = vi [TA-v;)) pouri>2 (7)
j=1

Le cas continu s'obtient comme limite du cas discret : le rachat du contrat peut se
faire a des dates trés proches I'une de l'autre.

On notera P; et vt respectivement la proportion instantanée des contrats totaux
rachetés a la date t e]O;T[ et le taux instantané de rachat a la date t.

Ainsi, la valeur de I'option a la date 0 est donnée par :

T

t T
ORA =Eg| | {Lt.exp{—fr(s)ds}—LT.exp{—J‘r(s)dsH.Pt.dt (8)
0 0

0

La relation entre P; et vt est obtenue comme cas limite de la relation (7) :

P, =v, .exp{—j' vsds} )
0
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EVALUATION : étape n°5

OBJECTIF : déterminer une formule probabiliste pour le prix de
I'option dans l'univers forward-neutre.

Les calculs sont poursuivis en temps discret dans un premier temps. Le passage
dans l'univers forward-neutre va nous permettre d'exprimer le prix de l'option en
fonction des prix des zéro-coupons d'échéance tj (i =1,...,N-1).

En utilisant :
- la propriété de linéarité de l'opérateur espérance mathématique,
- la définition de la probabilité forward-neutre Qy, équivalente a Q, relative a un

a0, exp{—]}r(s)ds}

_ 0
dQ  B(Ou)
- le fait que les valeurs capitalisées L; et L; sont déterministes puisque le taux de

rendement effectif R est supposé déterminé dés la date initiale,
- la relation fondamentale sur les espérances sous deux probabilités équivalentes :

Eo[cii%l -Pu] =Eq [dd% }'EQu [Fu] (application avec u=ietu=T)

instant u quelconque : (application avec u=ietu=T),

II est facile de démontrer que :

ORA = NZ_I[Li B(0,).Eq[R]-LrBOT).Eq [R]]  (10)

i=1

Dans le cas continu, la formule s'écrit :

T
ORA = | [LI.B(O,t).EQz [P.]-L1.B(0,T).Eq, [Pt]]dt (11)
0

oA
[W—

l 1 \ ¥ ’ 1

' ] ) 1 . 1 ] 1 1 1 F ]
: . : | ! i

!

!

i
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EVALUATION : étape n°6

BJECTIF : spécifier la dynamique des zéro-coupons.

35 général : nous retenons un modele a un aléa (incertitude sur le taux d'intérét
court terme r(t) avec une structure de volatilit¢ déterministe du
temps, mais non constante. Cette volatilité¢ s‘écrit o(t,D) et
représente la volatilité, a la date t, du prix d'une obligation zéro-
coupon d'échéance D.

35 particulier : nous retenons le modéle de Ho et Lee ou la volatilité est une
fonction linéaire de la maturité. Elle s'écrit o(t,D)=c.(D-1)
ol o est une constante positive.

ans le cas général, nous supposons que le prix B(t,D) suit, sous la probabilité
sque-neutre Q, le processus de diffusion suivant :

dB(t,D) _ _ -
D) - r(t)dt - o(t,D)dW, (12)

1 W, est un Q-mouvement brownien standard représentant l'incertitude sur la
wurbe des taux.

1 utilisant le lemme d'Tt6 et le fait que la valeur d'une obligation zéro-coupon
mverge vers la parité a 'échéance, la solution de I'équation différentielle (12) (0
ant choisi comme date origine) est donnée par :

_B(0,D) _.D _ %D
B(1.D)= 5 o exp{-4P - ZP} (13)
avece
o E%}[GZ(S,D) —~ cz(s,t)]ds (13.1)
0

7P = j[c(s,D) ~o(s,t) | dW, (13.2)
0
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EVALUATION : étape n°6 (suite)

De méme, en utilisant le théoréme de Girsanov et la définition de la probabilité
forward-neutre, il est possible de déterminer un nouveau mouvement brownien

t
W =W, + _fc(s,u)ds sous la probabilité forward-neutre Qy.
0

La solution de l'équation différentielle (12) dans l'univers forward-neutre est alors
donnée par :

BOD) epfy2, - 20 (14)

B(t,D)= BO.O ta

avee

Yoy = j[—%[c-’- (s,D) - 6*(s,)| + o(s,).[o(s,D) - c(s,t)]]ds (14.1)
0

2P =[[o(s,D) - o (s,t) AW, (14.2)
) WY

Dans le cas particulier du modéle de Ho et Lee, oY, ygu, ZPD et ZP peuvent étre
calculés :

6P =~ o’ DH(D- 1) (15.1)

You = ——;-czt(D —t)(D+t-2u) (15.2)

ZP =(D- )W, (15.3)
7P =5(D-tW, (15.4)
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EVALUATION : étape n°7

OBJECTIF : déterminer une fonction permettant de modéliser le
comportement des souscripteurs face a I'évolution des
taux d'intérét, afin de calculer les espérances des
estimateurs des probabilités de rachat.

L'idée est d'exprimer le taux de rachat de la date t comme une fonction de
variables explicatives observables influencant les souscripteurs dans leur décision
de rachat (niveau des taux d'intérét, situation fiscale et financiére personnelle des
souscripteurs, dge des souscripteurs).

Il existe deux possibilités :
- détermination statistique des facteurs explicatifs et des sensibilités a ces facteurs
- détermination & priori des variables explicatives et de la relation fonctionnelle

Nous choisissons ici la deuxiéme possibilité, avec un modéle a une variable
explicative X(t) et une relation fonctionnelle ftelle que v, =f [X(t)].

’

Détermination de la variable explicative X(t)

- ler cas : le souscripteur a un horizon d'investissement limité & T années

Dans ce cas, le souscripteur décide de racheter son contrat a la date t si le gain
procuré par ce rachat (apres impdts sur intéréts capitalisés, pénalité de rachat
anticipé et droits d'entrée payés sur le nouveau contrat) est supérieur a la valeur
de marché du méme contrat conservé jusqu'a son échéance T.

Il devient ainsi naturel de prendre comme variable explicative :
.~ @QAA el

(@B
Xl(t)‘(fm (16)
\1) '\/q,&uﬁ e (ZQV%O/V-

ou B, <1 représente l'effet cumulé des taxes, pénalités et droits d'entrée, soit :

. L,-L
Be=(1-J)(1-b)(1-d) ot J=p .~
't
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EVALUATION : €tape n°7 (suite)

avec : P = taux d'imposition sur les intéréts capitalisés en cas de rachat
anticipé a la date t
b = taux de pénalité en cas de rachat anticipé
d = droits d'entrée (en %) sur I'achat du nouveany contrat

Deés lors que Xi(t)>1, le souscripteur a intérét i racheter sop contrat et
Inversement lorsque X,(t)<1. Par conséquent, le taux de rachat instantané \Z
devra étre une fonction croissante de X 1(1).

- 2éme cas : le souscripteur a un horizon d'investissement H supérieur 4 T années
(on suppose qu'en cas de rachat 4 la date t, il réinvestit sur T années, soit H=t+T)

11 devient ainsi naturel de prendre comme variable explicative :

B(0,T)

X2 (0= B(t,t+T)’

By (17)

Dés lors que B(0,T).8, > B(t,t+T), on a Y(O,T)—(I/T).Ln(Bt) < Y(tt++T) et le
Souscripteur est incité a racheté Son contrat. Par conséquent, le taux de rachat
instantané v, devra étre une fonction croissante de X, ().

Connaissant les expressions de B(t.D) (étape précédente), les variables
explicatives s'écrivent -

X, (6) =%, (t,u,T).exp| 2T (18) |
avec

. L, B(O,
Xl(t,u,T)EBt,ﬁ_B((O”B,exp{——yzu} (18.1)
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EVALUATION : étape n°7 (suite)

et:

X, (1) = x, (t,u,T).exp| 2T | (19)

avec

X, (t,u,T)= Bt_B(OJ)-B(O,t)

B(0,t + T)

.exp{——y:f} (19.1)

avec yE u €t ZP donnés par les relations (14.1) et (14.2)

Détermination de la relation fonctionnelle f

Les deux variables explicatives X](t) et X2(t) sont des variables dépendantes de
I'évolution des taux d'intérét permettant de modéliser le comportement d'un
souscripteur qui serait financiérement parfaitement rationnel et "immortel” pendant
toute la durée du contrat. Nous allons nous donner & priori une forme fonctionnelle

entre vt et Xi(t) (k = 1,2) permettant de prendre en compte :

- une sensibilité plus ou moins grande a I'évolution des taux d'intérét, le souscripteur

ne réagissant pas toujours de fagon rationnelle,
- la possibilité de rachats "non volontaires", diis a la mort de l'assuré, et de rachats

volontaires non liés a 1’évolution des taux.

Dans le cas continu, la relation fonctionnelle f vérifie simplement : v, = f[ X (t)]
Dans le cas discret : v; = 1- exp{—f[X, (1)]}

On peut en effet montrer qu'il y a équivalence des deux approches a l'ordre 1.

Nous choisissons pour la fonction f une forme Log-linéaire du type :
f(x) =-Ln(A) + p.Ln(x) ol A et p sont des constantes telles que 0 <A <1 et p>0.

Avec une telle spécification pour £, le taux de rachat instantané s'écrit :

- Cas continu : v, =-Ln(A)+p.La[X, ()]  (20)

- Cas discret : vi=1——A—— : (21)

[Xe DT
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EVALUATION : étape n°7 (suite)

Le choix de cette fonction Log-linéaire répond a trois objectifs :
- Les calculs que nous développerons par la suite resteront simples,

- Avec un choix approprié des paramétres A et D, les valeurs obtenues pour le taux
de rachat grice a cette fonction sont réalistes,

- Les paramétres A et p ont une signification financiére facilement compréhensible :

. Le coefficient p représente la pente de la courbe. Plus p est élevé et plus
les souscripteurs seront sensibles  I'évolution des taux et auront tendance a
effectuer des rachats financiérement rationnels.

. Le coefficient A représente la proportion de souscripteurs qui gardent leur
contrat lorsqu'il est équivalent, d'un point de vue rationnel, de "sortir" ou de
ne pas "sortir" du contrat. Plus A est élevé et plus la proportion de
souscripteurs qui maintiennent leur contrat est importante, alors qu'aucune
raison financiére rationnelle ne les poussait a garder leur contrat. Le
coefficient (1-A) mesure donc la propension des souscripteurs a racheter
leur contrat pour des raisons différentes de celles qui sont liées a I'évolution
des taux. En particulier, plus I'dge de l'assuré est avancé et moins on
choisira A €levé car la probabilité de rachat "non volontaire” (di au déces)
augmente, ndépendamment de I'évolution des taux.

Graphique 1

taux de rachat (%)

0.6 0.8 1 1.2 1,4

variable explicative X

Ce graphique, avec A fixé a 0,90, montre bien que la courbe est d'autant plus pentue
que p est élevé.
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EVALUATION : étape n°7 (suite)

Graphique 2

25

20

15

[ P P—

taux de rachat (%)
P

o
(o]
o
@

h o o
' ‘\w-—

1 1,2 1.4

variable explicative X

Ce graphique, avec p fixé a 0,2, montre bien que le taux de rachat est d'autant plus
élevé que A est faible.
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EVALUATION : étape n°8

OBJECTIF : déterminer une formule analytique pour le prix de
l'option dans le cas général d'une volatilité¢ déterministe
(les formules sont données pour des souscripteurs ayant
un horizon d'investissement limité a T années).

Les formules probabilistes qui avaient été obtenues sont les suivantes :

Cas discret :

ORA = El[Li.B(O,i).EQi [P]-Lr.BO,T)Eq [R]]  (10)
i=1

Cas continu :
_ T
ORA = [[L,.B(0,1). Eq [P,]- L1.B(0,T)Eq [P Jldt  (11)
0
Cas discret :

Nous avons désormais tous les €léments pour calculer Eq, [P,] et Eq. [P, ] a partir
des relations (7) et (21) :

-1=1

2
EQH[PI]-:1-A.(xl(l,u,T))—p.exp{%—.Vm(Zf)} u=1, T (22)

1=2,.. . N-1

Eo,[Ri- [“”H {8 J}

{Ai‘1 xlp(1 u,T). exp{p Var\ZT } {p Cov(l‘i1 72T }}_{

j=1
u=1T1 (22.1)

Pour le souscripteur ayant un horizon supérieur a T années, il suffit de remplacer
. n - . 5 5+T
dans les formules (22) et (22.1) x1(,u,T) par x7(,u,T) et ZJ-T par Z} .
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EVALUATION : étape n°8 (suite)

Cas continu :
Nous avons désormais tous les éléments pour calculer Eq, [P,] et Eq [P] &

partir des relations (9) et (20) :

t

Eq, [Pt ] = —g’:exp{_"(Ln(A) - p.Ln[xl(s,u,T)])ds + pz—zVarUlzgds]H
0

0

u=tT (23)

Pour le souscripteur ayant un horizon supérieur a T années, il suffit de remplacer
dans la formule (23) x1(s,u,T) par xp(s,u,T) et ZI par Z5*T.
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EVALUATION : étape n°9

déterminer une formule analytique pour le prix de
l'option dans le cas particulier d'une volatilité linéaire

OBJECTIF

de la maturité.

Cas discret : nous avons déja vu :

Yeu =——21-0' t(D-t)(D+1t-2u) (15.2)
ZP =s(D-t)W, (15.4)

. Horizon limité ¢ T années : D =T

L, B(O,t)

Ona :
L "B(0, T)

x(t,u,T) =B, —

{20' ((T—t)(T+t —2u)} (24)

D'autre part, (22) et (22:1) s'écrivent ici :

-i=1
2
EQu[Pl]=1—A.(xl(l,u,T))_p.exp{Ez—cz(T—1)2} u=LT (25
-i=2,..N-1
2 i-1 2 i-2 i-1
Eq[Bi]= {Hﬁlp(JuT) .eXp l:ZJ(T—j) +23 ZJ(T—j)(T—k)H
j=1 j=1 j=lk=j+1

2

{Ai"1 - Al xP (i,u,T).exp{ P

u=1T

° 1(T—i)2}.exp{p202§j('[—j)(T—i)H
j=1

(25.1)
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EVALUATION : étape n°9 (suite)

. Horizon supérieur @ T années - D =t+T

B(0,1).B(O,1) _

Ona:[x,(t,u,T)=p,. BO.t+T)

xp{—;—cth(T+ 2t - Zu)} (26)

D'autre part, (22) et (22.1) s'écrivent 1c1 :

-1=1

2
EQu[P1]=1-—A.(xz(l,u,T))_p.eXp{%—csz} u=1T (27

-1=2,...,N-1

EQu[Pi]=(ﬁx;"<j,u,T)].exp{§pchTZi<i—n}

=1

X {Ai"l - Al x;? (1',u,’l").exp{—zl—pzcszi2 H
T u=iT 27.1)

Cas continu :
X1 et x7 sont donnés respectivement par (24) et (26)
(selon I'horizon du souscripteur)

. Horizon limité a T années

La formule (23) devient alors :

t.

2.2~
Eq, [p,]{_mA) +p.Lafx, (t,n.T)] - "1 2% 5’[—“’0:‘—)]] x exp{ J(Ln(A) - p.La[x, (s,0.T)])ds +
0

avece |
w(t) = t°(8t% = 25Tt +20T")

cly(t 2m 2 4
¥=20t“(2t* —5tT +3T7)

-~

t, T (28)

-
I

5
o_Zpb

120

w(t)}
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EVALUATION : étape n°9 (suite)

. Horizon supérieur o T années :

On obtient alors -

Gzpsztz

, t czp2T2t3
EQu iPt]= ~Ln(A) +p.Ln[x2 (t,u,T)] - X eXp f(Ln(A) - p.Ln[xz(s,u,T)])ds +T
0 .

u=t T (29)




ETUDE GRAPHIQUE DES DETERMINANTS DU PRIX

1. Les données de I'exemple

- Cas discret, modele de Ho et Lee (volatilité linéaire de la maturité)

- Résultats exprimés en pourcentage du nominal du contrat

- Durée du contrat : T = 8 ans

- Taux de rendement effectif servi aux souscripteurs : R =72 %

- Courbe des taux de la date initiale plate : Y(0,1) =8 % Vi

- Coefficient de volatilité¢ : 6 =2 %

- Droits d'entrée lors de la souscription & un nouveau contrat : d =5 %

- Pénalité en cas de rachat anticipé : b=0 %

39,4 % pouri=1,2,3

- Taux d'mmposition en cas de rachat anticipé : p; = .
19,4 % pour1=4,5,6,7

- Fonction "taux de rachat" : p=0,2 e¢ A=0,95

Ontrouve: |ORA =

2,87 % (CT)
5,01 % (LT)

?,

2. Sensibilité du prix de l'option a la courbe des taux initiale

Nous supposons ici un déplacement parallele d'une courbe de taux plate.

Graphique 3
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Nous remarquons en premier lieu l'importance de lhorizon d'mvestissement du
souscripteur qui est fondamental dans I'analyse du risque de rachat anticipé : plus il
est long, et plus le souscripteur attache de l'importance a I'évolution des taux et le
risque de rachat anticipé est plus élevé : l'option est donc plus chére.

Dans le cas court terme, le graphique 3 nous montre qu'il existe une relation linéaire
croissante entre le prix de I'option de rachat anticipé et la courbe des taux initiale :
avec nos données, pour une hausse des taux d'un point de base, le pnx de l'option
augmente de 0,8 point.

Dans le cas long terme, c'est la méme chose, mais I'influence des taux est d'autant
moins importante qu'ils sont élevés.

3. Sensibilité du prix de l'option a la volatilité des taux

Graphique 4-

.
c
L2 :
2 ORA (CT) .
S 6 i
3, oRA LD
5 !
0 H
s ]

0

0 0,5 1 1,5 2 25 3
volatilité des taux (%)

Le graphique 4 montre que le prix de l'option est une fonction croissante de la
volatilité des taux d'intérét. En effet, plus les taux sont volatils et plus ils risquent de
dépasser un taux seuil au-dela duquel les souscripteurs sont incités & racheter leur
contrat. Il s'agit d'un résultat tout a fait classique de la théorie financiére : la valeur
de l'option augmente avec la volatilité du sous-jacent.

D'autre part, nous remarquons que la valeur de l'option est plus sensible a la
volatilité des taux quand I'horizon d'investissement du souscripteur est long (courbe
plus "pentue") : en effet, le souscripteur est d'autant plus attentif aux mouvements
des taux que son horizon de gestion est long car la perte en cas de mauvaise gestion
serait alors plus importante que celle d'un souscripteur ayant un horizon plus court.
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Enfin, notons que la valeur de I'option reste positive lorsque les taux ne sont pas
volatils : cela s'explique par la possibilité de rachats systématiques non rationnels,
diis au déces de l'assuré par exemple.

4. Sensibilité du prix de 1'option a la pente de la fonction "taux de rachat”

Graphique S
g8
=7
s6 ;
S5 ———ORA(CT)
24
S 3 —ORA() ;
52— '
2 1
S ol

0,05 0,1 0,15 02 025 03
parameétre p

Le graphique 5 montre que le prix de l'option augmente avec le parameétre p. Ceci
est tout 4 fait logique : plus les souscripteurs sont sensibles & I'évolution des taux,
plus le droit de rachat du contrat doit &tre cher car il sera exercé plus souvent et de
fagon plus rationnelle.

La relation est linéaire lorsque I'horizon est court ; quand l'horizon est long, la
courbe est 1égérement convexe.

¥
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CONCLUSION

1. Relative a cette étude

Nous avons établi que :

- Le risque de rachat anticipé est significatif (valeur de I'option comprise entre 2% et
8% selon les données et I'horizon du souscripteur) : nécessité d'une couverture.

- La valeur de l'option de rachat anticipé¢ est une fonction croissante de trois
variables essentielles : le niveau de la courbe des taux initiale, la volatilité des taux
et la pente de la fonction "taux de rachat" modélisant le comportement des

souscripteurs face aux fluctuations des taux.

- L'horizon d'investissement, ou plut6t de réinvestissement en cas de rachat, est tout
aussi essentiel car il est en relation directe avec la sensibilité des souscripteurs aux
mouvements des taux.

- Enfin, la valeur de I'option est plus petite quand la durée du contrat T diminue.
Autrement dit, la valeur de I'option décroit avec le passage du temps : son théta est
négatif.

2. Relative aux possibilités d'amélioration du modele

Voies de recherche possibles :
- Développer des formules explicites dans le cadre de la modélisation de Vasicek
(volatilité exponentielle du type o(t,D) = %[1 —exp{-a(D- t)}] ou G eta sont

des constantes positives).

- Déterminer une fonction "taux de rachat”" plus appropriée a partir de différentes
statistiques sur le comportement des souscripteurs.

- Développer une modélisation plus complexe qui tiendrait compte du caractere
aléatoire de la participation bénéficiaire.




