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RESUME 

Dana le travail qui suit nous Ctudierons, sous des hypotheses qui ne sont 
pas excessivement restrictives, l’effet d’une r6assurance quote part dans la dimi- 
nution du danger d’un portefeuille, et nous soulignerons le surprenant resultat 
qui consiste en la diminution de la probabilite de wine (dans des circostances 
determinees) quand une quote de reassurance augmente. Ceci Cquivaut done 
a affirmer que la probabilite de ruine diminue quand le volume du portefeuille 
total retenu augmente. 

1. INTRODUCTION 

Si bien il est vrai que le r&sultat d’une compagnie d’assurances a 
la fin de chaque exercice depend de la realisation de nombreuses ac- 
tivites, tout au long de ce rapport nous ne considerons que l’activite 
provenant du c&i! “purement assurance”. C’est ainsi que le modele 
sera reduit & la representation du niveau des reserves (a la fin d’un 
exercice) comme &ant le resultat de la difference entre les recettes par 
primes chargees et les paiments dGs aux sinistres enregistrks dans les 
divers sous-portefeuilles composant le portefeuille total des polices de la 
compagnie. 

Dans ce contexte extremement simplifie (mais aussi t&s habitue1 
dans les Bcrits actuariels), le risque caracteristique auquel une compa- 
gnie d’assurances doit faire face consiste en la possible incapabilite pour 
efectuer les paiments dQs aux sinistres, c’est a dire, de tomber dans un 
&at d’insolvabilite. 

La sinistralite X d’un portefeuille pendant une periode de temps 
finie (un exercice par exemple) est certainement une variable aleatorie, 
cependant.,que les recettes totales des primes chargees au long de la 
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mdme pkiode est un montant parfaitement dCtermin6, & savoir: 

(1+ A). P 

oh P est la prime pure (qui coincide avec l’espkance mathkmatique 
E(X)), plus une marge de skcuritk qui sera Ctablie d’une faGon habituelle 
comme un pourcentage X de la prime pure. Dans le cas oh ces primes 
chargk seraient insuffisantes pour 6galiser la sinistralitk, la compagnie 
aurait recours aux r&serves de solvabilitk que nous noterons S 2 0. 

Une des tbches les plus importantes pour les actuaires est celle de 
proposer des mesures du danger d’une portefeuille. Celle-ci est une 
question saris rCponse unique, de faGon que diffkrentes mesures ont CtB 
proposks et employ6es autant dans la pratique comme dans la literature 
actuarielles. Certaines de ces mesures ne considkrent que la sinistralitk 
X d’une pkriode. Ainsi se passe t-i1 par exemple, avec la variance de 
X, sa dkviation typique, sa semi-variance, etc... 11 parait assez clair que 
de grandes valeurs pour les mesures prk5dentes impliquent de grandes 
probabilitk pour la sinistralitk de dbpasser son esp&ance mathematique; 
ce dernier fait apparait comme un sympt8ne clair du possible danger du 
portefeuille. 

D’autres mesures comme la probabilitk de ruine tiennent compte 
non seulement de la sinistralitk, mais aussi des recettes par primes 
chargks. La probabilitk de ruine pendant une pkriode n’est autre que 
la probabilitk pour la sinistralitk de cette pkriode de dBpasser la somme 
du total des primes chargbes plus les r&serves de solvabilit6, c’est & dire: 

P(X >S+(l+X)P) . 

Dans le cas oh une quelconque des mesures cit&s ci-haut nous in- 
diquerait le danger d’un portefeuille, nous pourrions diminuer ce danger 
au moyen d’un trait6 de rkassurance. 

En principe, un trait6 de kassurance consiste en un partage d’un 
risque entre deux compagnies, l’assureur et le r6assureur. Celui-ci sera 
responsable d’une partie de la sinistralitk de l’autre en fonction du type 
de trait& et tout cela en Cchange, evidemment, d’un prix. 

Dans le travail qui suit sous Btudierons, sous des hypothkses qui 
ne sont pas excessivement restrictives, l’effet d’une r&.ssurance quote- 
part dans la diminution du danger d’un portefeuille, et nous souligne 
rons le surprenant resultat qui consiste en la diminution de la probabi- 
lit6 de ruine (dans des circonstances d&ermin&s) quand une quote de 
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reassurance augmente. Ceci equivaut done a affirmer que la probabilite 
de ruine diminue quand le volume du portefeuille total retenu augmente. 

2. HYPOTHESES BASQUES 

Dorenavant un assureur sera caracterise de la facon suivante: 
a) Son portefeuille de polices est divise en deux sous-portefeuilles(‘). 

Nous noteson X1, X2 les sinistralites respectives dans une pkriode 
de temps determinke, et nous les supposerons comme &ant des varia- 
bles aleatoires normales(2) independantes N(Y~, or), N(p2, a~) respecti- 
vement. La sinistralite totale sera done normale iV(pr + ,a~, dm). 

b) Les encaissages des primes chargees seront, respectivement pour 
chaque sow-portefeuille: 

et 

(1+ X2) . P2 

avec I+ = E{Xr}, PZ = E{Xg}, et X1, Xp les marges de securite. 
c) L’assureur dispose de reserves de solvabilite Cgales a S > 0. 
d) Aussi, ce dernier dispose de la possibilite de r&assurer chaque sous- 

portefeuille au moyen d’un trait6 quote-part. Rappelons en passant 
que ce trait6 se caracterise par le fait suivant: une fois fix&s la 
quote de r&ssurance a E [0, 11, s’il survient un sinistre de montant 
X, l’assureur versera (a. X) tandis que ((1 - a) . X) sera pay6 par 
le r6assureur. 
Si nous notons al et a2 les quotes de r&.ssurances de chaque sous- 

portefuille, les sinistralites respectives apres signature du trait6 seront 
encore des variables aleatoires normales, mais cette fois avec parametres 
N(arl.~r, alal) et N(azl-12, ~972). C’est ainsi que la sinistralite totale de 
l’assureur apres reassurance sera encore une variable aleatoire normale 
de parametres: 

(‘)Cette supposition n’implique pas une perte de generalite, et nous l’adoptons 
dans le but d’obtenir une plus grande clarte dans le developpement mathema- 
tique qui suit. 
(*)Quand a l’app lication de la distribution normale & l’etude de la sinistralite, 
conferez l’aeuvre de Beard, Pentikainen et Pesonen (1984). 
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Finalement, nous supposerons que les primes encaisskes par notre assu- 
reur sont Bgales & (respectivement pour chaque sous-portefeuille) 

q(1+ A,). Pl , aa(l + w .fi 

tandis que celles qui vont Gtre encaisskes par le rhassureur sont Bgales & 

(1 - al) * (1+ Xl) ’ Pl , (1 -(x2).(1 +x2). P2 . 

3. ETUDE DE L'INFLUEWE DU TRAITE DE REASSURANCE DANS LE DAN- 
GER DU PORTEFEUILLE 

Nous allons ktudier la relation entre les quotes de rhssurance et le 
danger du portefeuille. 

Si nous considhons la variance de la sinistraliti: totale comme mesure 
de ce danger, il sera suffisant de faire attention & son expression 

pour se rendre compte qu’il s’agit d’une fonction B deux variables 
(al, ~2) E [0, 112 croissante vis & vis des deux. Ce dernier fait s’ac- 
corde assez bien avec l’idke que nous avons sur la fonction du trait6 de 
Assurance. Nous aurions pu 6tudier aussi les relations entre la variance 
(respectivement la dhviation typique) et l’espkance mathkmatique (re- 
spectivement les ressources disponibles), Ctudes que nous ne dheloppe- 
rons pas ici puisque nous pensons que les rhltats sont assez confus. 

Prenons la probabilitk de ruine comme mesure du danger du porte- 
feuille. La probabilitk de ruine dans une pkriode n’est que la proba- 
bilit6 de 1’6vknement “le montant de la sinistralitk totale pendant une 
pkiode est supkrieur B la somme des rhserves et des encaissages des 
primes de la m2me phiode” (toutes les variables sont considkr6es ici 
aprbs Assurance). Now pouvons done exprimer cette probabilitk aprks 
rhssurance de la facon suivante: 

?+b(q, u2) = P{X > s + (1 + Xl)/LlUl + (1 + ~2)PLz~~ZI = 

=p x- 
r J”” 22 

PlUl - P2U2 > s + Plxlal+ PusX2U2 

01% + a2a2 
2 2 

22 1. OlU2 + 02Q2 
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En notant 

cp(m, a21 = 
8s + Plh(% + I-L2X2(12 

ofa; + o?ju,H 
> 

et en tenant compte de 

z = X  -  kal -  w2a2 
2 2 2 z 

alal + ffza2 

est une variable aleatoire distribuee N(0, I), nous pouvons ecrire: 

J 
+c*> 

G(ai, a2) = (l/G) exp{-t”/2}. dt 
dJ(a1,az) 

ou encore, 

$(al,a2) = 1 - (l/~)/v(o’.n,‘exp(-fj .dt . 

L’hypothese de normalite de la sinistralite totale va nous permettre 
d’obtenir d’une facon t&s simple les derivees partielles de la fonction $. 
En effet, puisque: 

dm, a2) = 
s + plXlal+ pzX2a2 

3 9- 
a:ai + a+j 

et en regardant le diagramme suivant 

Lo, II2 - 
cp 

P, +m) y+ PT 11 

da1 ,w) 

(al, a21 - cp(al,aa) - 1 - - exp { -t2/2} dt = $(a~, 4 . 

I 

A --oo J T dJ=socp 
nous pouvons calculer 2 au moyen de la regle de la chaine: 

all, 4 89 -=-.-= 
aal die aal 

-A .exp{-(l/2) . p2(w, a2)). -i$ . 

En tenant compte de: 
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et en remplaqant nous obtenons enfin: 

all, a,-& -- . wd-(l/2) . (P~(uI, ~2)). 

(S + PlAlal + ,2~2~2,4~1- /-A(+? + 4%;) 

(+I; + +zp 

11 est important d’etudier le signe de cette d6rivQ partielle ce qui, en 
plus, n’a pas l’air d’etre spkialement complique. 11 est clair que: 

si et seulement si 

(S + pIAla + pz~z~z)& - Plh(# + &4) < 0, 

ce qui equivalent a: 

Nous aurons done, Bvidemment: 

si et seulement si: 

Ainsi, nous venons d’obtenir un r6sultat interessant et choquant a la 
fois: il se peut q’une fois fix& la quote de &assurance ~2, la 
probabilitk de ruine diminue (intervalle dans lequel la dhrivhe 
partielle &+!J/?? al est nggative) quand la quote al augment (ce 
qui revient B augmenter le volume de l’affaire retenue). 11 nous 
semble assez clair que ceci est du B l’effet d’une diversification 
du risque retenue. A partir d’une certaine valeur de la quote al, 
la probabilith de ruine augmente avec la part retenue (intervalle 
dans lequel la d&iv&e partielle est positive). 

11 nous semble interessant de chercher la fonction qui associe a chaque 
valeur de a2 celle de al telle que la derivee partielle a$/%1 soit nulle 
(cessant d’@tre negative et devenant positive). 
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En posant l’expression suivante 

nous arrivons facilement & 

Aussi, nous aurions pu calculer c%J/&x~ ce qui nous aurait permis 
d’kcrire: 

pour enfin en dkduire d’une faGon analogue que si 

alors 

a2 = fi(m) = 
p2x244 

a$!(S + PlhW) . 

11 n’est pas difficile d’htudier les deux fonctions 

al = fl(a2) = 
plXl@fai 

u:cs + EL2X2a2) 

a2 = fi(m) = 
pzAz$a? 

4s + k4hal) 

dans le sens d’analyser de quelle faGon les variations des divers pa- 
rambtres: ,ui, ui, Xi, ai(i = 1,2) et S, affectent & l’intervalle de dkroissance 
de $. Quand h la fonction fl par exemple, et une fois fix& les valeurs 
de ~2, ,u2, ~72, Xp, et S, la quote al pour laquelle la probabilitk de 
ruine atteint son minimum ddpendra du rapport entre le MnCfice espkr6 
et la variance du premier sous-portefeuille: & un plus grand rapport 
correspondra una plus grande quote al. 
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Nous espkrons pouvoir approfondir l’ktude de ce rCsultat en rkalisant une 
analyse minutieuse des relations antkrieures ainsi qu’une gknkalisation 
des hypothkses exposkes dans le paragraphe 2. 

Finalement, nous concluons ce rapport en ramenant B un cas parti- 
culier tout ce qui vient d’ktre exposC. 

4. ETUDE D’UN CAS PARTICULIER 

Supposons que, une fois acceptkes les hypothkses de normalitk et 
d’indkpendance, l’espkrance et la dkviation typique des deux sous-porte- 
feuilles sont respectivement: 

PI = 90 , 01 = 18 ; pz = 120 , o2 = 27 . 

Nous considkrerons aussi des marges de skcuritk et une rkserve de solva- 
bilitk Bgales 8: 

x1 = 0,05 ) X2 = 0,l et S= 20 . 

La probabilith de ruine en fonction des quotes du trait6 de kssurance 
sera done: 

avec 

cp(a1, a2) = 
20 + 4,5a1 + 12a2 

J324aT + 729n; ’ 

Etant donnCes les valeurs choisies dans notre exemple, si nous fixons 
a2 = 1 (ce qui implique la retention de la totalitk du dew&me sous- 
portefeuille) alors nous aurons: 

a(P 256. cc1 - 81 -- = 
aal 18 . (4a; + 9)3/2 ’ 

D’autre part l’expression al = fl(a2) devient (aprbs quelques simplifica- 
tions) 

a1 = fl(U2) = 
81~; 

32. (3U2 + 5) ’ 

(Nous aurions pu 6crire a2 = f(al) en suivant les m&mes pas). 
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Dans le figure No.1 et 2 se trouvent reprbsentkes les fonctions &/I/&Q 
et ~1 = h(a2). 

0.05 

Fig. 1 

0 0.2 0.5 a: 1 

Fig. 2 

a2 

La premibre fonction nous donne directement le signe de 

&ant don& que les deux autres facteurs impliqu6s dans la dCrivCe par- 
tielle sont toujours positifs. Soulignons que, puisque la d&ivCe est 
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negative pour tout al E (0,0’31), la probabilitk de ruine sera dkcroissante 
sur ce m8me intervalle. 

La deuxibme fonction identifie les couples (~1, ~2) tels que la d6rivCe 
de la probabilitk de ruine aprks rhssurance soit nulle. C’est ainsi que le 
carrk [0, 112 se trouve divis6 en trois rkgions que nous passons & dkcrire: 

* Si nous fixons une quote ai E [0, I] dans le deuxikme sous-portefeuille, 
les valeurs al pour lesquelles la probabilitk de ruine dkroit seront celles 
qui appartiennent au segment de la verticale que est contenu dans la 
region II. C’est ii. dire, les valeurs al telles que: 

O<q< 
81. (ai)2 

32 . (3a; + 5) ’ 

* Les valeurs al correspondantes au segment de la verticale qui est inclus 
dans la region I, seront telles que la probabilit6 de ruine croit. C’est & 
dire, les valeurs al telles que:, 

81. (c&J” 
32 . (34 + 5) 

<a1<1. 

* Les couples appartennant B la courbe al = fl(az) sont les quotes 
de rhssurance pour lesquelles la probabilitk de ruine atteint un point 
critique: 

all, x=0. 
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