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1. Introduction

Comme le rappelle Vaupel [2002], toutes les poputatsont hétérogeénes :
deux individus de méme age et de méme sexe danpaméation peuvent
présenter deux risques de déces tres différents.

En pratique, il apparait que la modélisation dquésde déces fournit des
résultats différents au niveau agrégé (c’est-a-éireconsidérant la population
au global) et désagrégé (c'est-a-dire en segmefdapbpulation en sous-
populations), ce qui traduit un biais d’hétérogén@f. par exemple Droesbeke
et al. [1989]). Ce résultat est souvent expliqué Ipaphénomene « mobile-
stable », selon lequel les individus du segment awe taux de sortie élevé
sortent en premier et augmentent ainsi la proportitndividus du segment
avec un taux de sortie faible lorsque le tempsosiksc Ainsi, on comprend que
lorsque la répartition de la population par segnieste stable dans le temps,
on peut faire I'’économie d’'une modélisation de t&régénéité. En revanche,
dés que la répartition de la population évolue, memsouvent lors de
I'évaluation d’une provision technique, une prisec@mpte de I'’hétérogénéité
est indispensable, afin de disposer d’'une loi déedgmce robuste.

Une réflexion s'impose alors sur la démarche anrefgour modéliser les
lois de survie d'une population hétérogéne, comigieu notamment des
problématiques de choix de segmentation optimabé Planchet et
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Leroy [2009]) et de risque d’estimationf.( Kamega et Planchet [2010]). On
cite ici trois approches possibles.

La premiere démarche consiste a modéliser le campent de chaque
sous-population de maniéere indépendante. Les nedidedurée associés a
cette démarche peuvent toutefois rapidement setdrear des problemes
d’insuffisance de données, qui accentuent les prodliques de choix de
segmentation optimale et majorent le risque d’esion Cf. Kamega et
Planchet [2010]).

La deuxieme démarche consiste a se tourner versndegles de durée
intégrant des facteurs d’hétérogénéité observallepartir de variables
explicatives. Ici, la population est considéréesdson ensemble et on s’attache
a mesurer l'effet des variables explicatives (qgfirdssent les segments) sur le
phénomene observé (en I'occurrence la fonctionadsard).

La troisieme démarche consiste a se tourner vessnumdeles de durée
intégrant des facteurs d’hétérogénéité inobsersalptei résiduelscf. par
exemple Delwarde et Denuit [2006]). A cet effet, peut s’appuyer sur des
modeles de fragilité, qui permettent de rendre dende I'’hétérogénéité dans
les risques de déces individuels. En pratique,istmdue le modéle de fragilité
classique de Vaupel, qui considere les différemtmsiveau de mortalité par
individu et s'appuie sur I'hypothése de proportialité, et le modéle de
fragilité combiné de Barbi, qui considére les diféces de niveau par individu
et les différences de pente par groupe d'indivieuge s'appuie donc pas sur
I'hypothése de proportionnalité (ces modeéles saBsgntés dans Vaupel et
al. [1979] et dans Barbi et al. [2003]).

Dans cette étude on s'intéresse aux modeéles deuteédne catégorie, qui
integrent des facteurs d’hétérogénéité observablepartir de variables
explicatives. En particulier, cette étude permeapgtécier I'évolution du risque
d’estimation lors du passage de la premiere adarske démarche.

Plan et données

L'étude s’attache alors a justifier le choix du ratedd’hétérogénéité retenu
(section 2) et a mesurer le risque d’estimationcégsections 3 a 6).

Les illustrations numériques présentées s’appuismt les données
d’expérience utilisées pour la construction deslembde mortalité
réglementaires dans la zone CIMA/FANAPour les contrats d’assurance en
cas de vie et en cas de décés. Ces données coylusnprécisément la
population des pays de la sous-région UEMOA, repné&s ici par la Cote
d’lvoire, le Mali et le Togo.

On considére une hétérogénéité potentielle par, paydela des différences
liees au sexe et a I'dge. Aussi, les tableaux atsvarésentent des statistiques
(exposition, age moyen et taux de déces annuel mioger les données

! Zone couvrant les pays membres de la CIMA et reptés par des sociétés
d'assurance ou de réassurance de la FANAF, a dav®énin, le Burkina Faso, la Cote
d’lvoire, le Mali, le Niger, le Sénégal et le Toguest-a-dire les pays de 'TUEMOA,
hors Guinée Bissau) ainsi que le Cameroun, la Ceiguafrle Congo Brazzaville, le
Gabon, le Tchad (c’est-a-dire les pays de la CEMARES Buinée Equatoriale).
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relatives aux populations assurées par pays psurdmmes et les femmes de
la sous-région UEMOA et agées de 30 a 55 ans.

Tableau 1 - Statistiques ventilées par pays (UEMOAFemme)

PR Taux déces Taux déces
Femme - N Taux décés
(pop. ass.) Exposition Age moyen moven moyen (borne | moyen (borne
POp. ass. Y inf.295%) | sup.a 95%)
Cl 117 199 43,2 ans 0,19% 0,17% 0,22%
ML 3499 41,7 ans 0,11% 0,00% 0,23%
TG 22 882 42,2 ans 0,07% 0,04% 0,11%
UEMOA (CI-ML-TG) 143 580 43,0 ans 0,17% 0,15% 0,19%

Tableau 2 - Statistiques ventilées par pays (UEMOAHomme)

L Taux déces Taux déces
Homme " A Taux déces
(pop. ass.) Exposition Age moyen moven moyen (borne | moyen (borne
pop. ass. 4 inf. 295%) | sup. a95%)
Cl 549 656 43,9 ans 0,40% 0,38% 0,41%
ML 12114 42,5 ans 0,22% 0,14% 0,31%
TG 133 779 43,2 ans 0,42% 0,39% 0,46%
UEMOA (CI-ML-TG) 695 549 43,8 ans 0,40% 0,38% 0,41%

Ces données ont été collectées en 2009 et sorenpéés en détail dans
Planchet et al. [2010]. On retient ici qu’elles sobservées sur les années 2003
a 2006 et comptent des troncatures a gauche yedatiux entrées apres le
01/01/2003) et des censures a droite (relativessatbes avant le 31/12/2006
pour un motif autre que le déces).

2. Choix du modeéle

Dans cette section, on présente les étapes dugstereu choix du modéle
retenu : de la présentation de la problématiquedideension associée aux
modeles a variables explicatives au choix des nesdde Cox et de Lin et
Ying.

2.1. Modéles a variables explicatives et problémes de
dimension

En statistique mathématiques, lorsqu’'un phénomeng re expliqué par
plusieurs variables explicatives, on peut se tauwmers des régressions
purement paramétriques telles que les régressindailes. L'avantage est que
dans ce cas, on peut facilement trouver des esimgtconvergents.
L'inconvénient de ces modéles est quils s’appuisot de nombreuses
hypothéses pour le comportement du phénoméne @bseprésentent donc un
risque important de ne pas étre fidéles aux dondiéapérience.

Une alternative consiste alors a se tourner vers mgressions non
paramétriques, qui S’appuient sur un nombre lindtBypothéses pour le
comportement du phénomene observé et sont doncsngoimraignants. Ces
modeles présentent toutefois un inconvénient biemg sous le terme de
« fléau de la dimension » (du mathématicien RichBellman), relatif a
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laugmentation explosive du volume de données asso@ I'ajout de
dimensions supplémentaires dans un espace mathéma8elon ce fléau, les
estimateurs non paramétriques d’'une fonction deesdgpn se comportent mal
lorsque le nombre de variables est important (furpaint, on pourra par
exemple consulter Viallon [2006]).

Le modele additif d’Aalen est un exemple de moale paramétrique. Ce
modele suppose que lintensité d'un processus dasséo N(t)

(t D[O,t] ,T <00 ) de dimensionn (n représentant le nombre d’'individus sous

risque) prend la forme suivante (une descriptiomméte de ce modéle est
disponible dans Martinussen et Scheike [2006] et eirkl et

Moeschberger [2005]) :
M) =Y (9 X7 (98(9).

ou Y(t) est un indicateur de risque (pour tauf[Ln], Y (t)est égal a 1 si
l'individu i est sous risque a la ddfeet est égal a 0 sinoro,(t) représente le

vecteur du coefficient de base et des coefficigles p variables etx(t)
représente la matrice du terme constant de badesetariables de dimension
p (la premiére colonne deX(t) est ainsi égale a l'unité). Si ce modéle
présente une grande souplesse, il peut dans cedamétre trop sophistiqué,
notamment lorsque le volume de données dispon#iléimaité, et faire I'objet

d'importantes limites opérationnelles, notammentraison du « fléau de la
dimension ».

Il est donc nécessaire de réduire la dimensiomueles. La méthode qui
est considérée ici est la méthode retenue par Li@@€7] dans sa thése sur la
réduction de dimension en présence de donnéesréessuil s'agit de la
régressiorsingle index

2.2. Choix de modéles single-index (SIM) : Cox et Lin et
Ying
Les modéles de régressisingle indexSIM) sont définis par :

m(9= v z= 3= (o' }

ou Y représente la variable a expliquer de dimensiorZ 1yeprésente les
variables explicatives de dimensiom, m représente une fonction inconnue

telle quem:RP - R, f représente une fonction de lien inconnue telle que
f:R - R et3000RP estun paramétre inconnu de dimension finie.

Si f est connue, le probléme devient purement paraouétriet d'un autre

cOté sid est connu, le probléeme devient non paramétriquie dexdimension

1. De maniére générale, les modéles SIM sont soywesentés comme un
compromis raisonnable entre une modélisation punémaramétrique et une
modélisation purement non paramétrique (comme gEépar exemple dans
'ouvrage de McCullagh et Nelder [1989]).
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Lopez [2007] propose donc le choix des modéles $ddir limiter le
probléme de dimension et montre que I'on peut reiablement estimer ces
modeles semi-paramétriques en présence de cenfoar modéliser
'hétérogénéité a partir d'un modele prenant en m@mdes variables
explicatives, les modéles semi-paramétriques de 8iM semblent donc étre
adaptés. Il convient désormais de s'interrogerlswhoix du modéle SIM a
retenir.

En pratique il apparait que le modéle multiplicaté Cox [1972] et le
modele additif de Lin et Ying [1994] sont des castiguliers du modele SIM,
dans lesquels les hypothéses ne portent pas spetance conditionnelle mais
sur le taux de hasard instantané conditionnel. fiat, ée modéele multiplicatif
de Cox peut s’écrire :

T
Mt1Z=2) =2 () € 7,
ou A, est une fonction supposée inconnue edst un parametre a estimer (on
retrouve ainsi facilement I'écriture d'un modeleM3! De méme, le modeéle
additif de Lin et Ying peut s'écrire :
Mt1Z=2) =2 () +y" 2,
ou 1, est une fonction supposée inconnuey eest un parametre a estimer (le
modele de Lin et Ying est un cas particulier du aledi’Aalen, dans lequel
remplacey(t) ). En outre, il apparait que le modele multiplitae Cox et le

modele additif de Lin et Ying se rejoignent lorsauee 1 est constant (donc
invariant dans le temps) et que le terme exporled@ns le modéle

T
multiplicatif (soit & %) est remplacé par I'expression Iinéa{ﬂ9+ ' z} ; dans
ce casy =2g0 .

On limite ici notre choix de modéle SIM aux deuxdates ci-dessus : le
modele de Cox et le modéle de Lin et Ying (en gatj de nombreux modeéles
alternatifs auraient pu étre retenus, dont dessidas au modéle multiplicatif
de Cox et d’autres extensions au modéle additifatBA, cf. Martinussen et
Scheike [2006]).

Le modéle de Cox est le plus couramment utiliséptertenu de ses bonnes
propriétés qui ont été largement étudiées. Cepéndamme le rappellent Hill
et al. [1990], dans ce modéle le rapport des risdusantanés pour deux sous-
populations de caractéristiques et z, ne dépend que dg, et z, et pas du

T T
temps : A(t|Z =3)/A(t] Z= 3) = & Zl/ & 2 Le modéle de Cox repose
ainsi sur I'hypothése de proportionnalité des tdendéces instantanés entre les
différents segments, ce qui est contraignant.

Dans le modéle de Lin et Ying, c’est la différermgsolue des risques
instantanés pour deux sous-populations de carsiigies z et z, qui ne
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dépend que de z et zZ, et pas du temps :

Mt1Z=17)-1(t 2= 22)=yT z2-v' 3. Cette hypothése est également
contraignante.

En pratique, on est donc amené a faire un chore amte contrainte sur les
différences relatives (hypothése de proportionéaktt une contrainte sur les
différences absolues. Au-dela de tout test statistisur les hypothésesf.(
références dans les sections suivantes, notammantig modéle de Cox et la
validation de I'hypothése de proportionnalité), deoix peut étre guidé par
« avis d’expert », en tenant compte du contextéétiede.

Selon les statistiques de I'OMSsur la population générale il apparait
gu’entre 30 et 54 ans les différences relativestdes de décés au sein de la
zone CIMA/FANAF lorsque l'dge augmente sont plusbkis que les
différences absolues (sur ce point, des référesart également disponibles
dans Planchet et al. [2010]). Dans ce contextecang&ainte sur les différences
relatives semblerait plus appropriée.

Mais d’'un autre c6té, selon les mémes statistiglee$OMS, il apparait
gu'au-dela de 55 ans, les différences dans lesdaukécés diminuent lorsque
'age augmente (sur ce point, des références ggalement disponibles dans
Planchet et al. [2010]). Dans ce contexte, uneraotie sur les différences
absolues semblerait plus appropriée.

En d'autres termes, selon le cadre d’exploitaties données, le modéle de
Cox ou le modéle de Lin et Ying peut étre plus airmm approprié. Aussi, dans
cette étude, on utilisera ces deux modeles pouumaete risque d'estimation
dans le cadre d'un modeéle intégrant I'hétérogénditépartir de facteurs
observables (en particulier, le modéle de Lin etgvést comparé au modéle de
Cox).

3. Modéle de Cox : ajustement et simulation des taux de
déces

Le modele de Cox est un modéle classique en andlysrvie et a ainsi
été largement étudié. Ici, on se concentre suruitisation dans le cadre de la
mesure du risque d’estimation.

L'approche retenue ici pour illustrer le risque sfimation consiste a
générer directement et de manieére aléatoire des lauts (suivant la loi
adéquate), afin d’en déduire l'impact sur I'estiamaties parametres requis pour
I'estimation des taux ajustés.

Dans ce contexte, dans un premier temps cetteoaqutésente I'évaluation
des taux de déces annuels ajustés 3.1), et dans un second temps elle
présente la simulation des taux de déces en vuéa deesure du risque
d’estimation €f. 3.2).

2 Cf. http://apps.who.int/whosis/databasel/life _tables/lifbles.cfm
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3.1. Cox : évaluation des taux de décés annuels ajustés
Le modéle de Cox, qui pour mémoire peut S'écrire

h
AMt1Z=2)=2ro(1) & 2, permet de mesurer I'effet multiplicatif des vélizs

explicatives, en I'occurrence ici des pays, sisuevie. A cet effet, on estime le
parametred par la méthode du maximum de vraisemblance. Osidere en
particulier la vraisemblance partielle de Cox, seicalcule par le produit des

probabilités conditionnelles d'observer a linstant (iD[l;D]) un (ou

plusieurs) décés connaissant la composition depailption sous risque a cet
instant (Hill et al. [1990] présentent une justfion de cette démarche).

3.1.1. Estimation de Cox (en absence et en présence d’ex-
aequo)

Ce paragraphe présente I'estimation proposée pay €vo absence et en
présence d'ex-aequo.

Estimation de Cox en absence d’ex-aequo

Lorsque I'on suppose gu’il ne se produit qu'un seétés a chaque instant
t;, Cox [1972] indique que la probabilité conditiolleeue ce soit le sujet de

caractéristiquez(i) qui meurt ent;, sachant que l'on avait le groug® de
sujets a risque, esex 8z, Z expld! z ol z..\ représente les
| Wif & SR 500 50

caractéristiques di"individu sous risque e . La vraisemblance partielle de
Cox se calcule ainsi comme le produit de ces dmutions, et la log-

vraisemblance s'écrit alork (3) = iﬁT %) —iln Z exp[é‘)T 2 )}
i=1 iR,

i=1

Estimation de Cox en présence d’ex-aequo
Lorsque I'on suppose qu'il se produit plusieurséd®a chaque instartt,

Cox [1972] fournit une nouvelle spécification densnodéle multiplicatif dans
un cas discret :

Mt1Z=2) _ 2g(1) '
1-0(t|Z=2) 1-2y(Y)
En effet, si Cox suppose qu’en temps continue loilsne se produit qu'un
seul décés a chaque instdnt son modele s'écrit(t|Z = z) =2y ( ) éSTZ, en
temps discret (lorsqu’il se produit plusieurs dééeshaque instant;) il

suppose que les taux de hasard instantanés npaostiffisamment proches de
0 pour considérer que-A(t|Z = z) =1 et1-2y(t) =1.
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Avec cette nouvelle spécification, la contributéoia vraisemblance ded
deces ert; , sachant que I'on avait le groui® de sujets a risque, s’écrit :

eXp{STS(i)}/ jDZ eXp{ST 3 )} ’

(Rid)
ou s(i) représente la somme de§) , pour tous les individus morts ép, et la

notation du dénominateur signifie que la somme m@s$e sur tous les
ensembles d'individugd, bien distincts tirés dan® . La log-vraisemblance

s’écrit alors :

L(3)= D6T i —Dln expl ! i
Z W Z ju(%q) p{ %()}

i=1 i=1

3.1.2. Estimation de Breslow (en présence d’ex-aequo)

Une des spécificités du risque déces, est quédpdénce de survenance du
risque est faible et que I'exposition au risque retativement élevée. Aussi,
dans ce cas, le nombre de combinaisons possiblas ta somme du

dénominateur Z exp{éTsj(i)} dans l'estimateur de Cox en présence
(R d)

d’ex-aequo est particulierement important et limiée mise en ceuvre de
'estimation (notamment lorsque I'estimation s'iiscdans le cadre de
simulations, comme c’est le cas ici).

Dans ce contexte, on peut se tourner vers les gipmtions de Breslow et
d’Elfron (une comparaison des approches de Coxsl@reet Elfron a partir
d’exemples chiffrés simples est présentée dansikdeMoeschberger [2005]).
On retient ici la simplification de Breslow, la plwtilisée en pratique, selon
laquelle la contribution a la vraisemblance diesdéces ert; , sachant que I'on
avait le groupe R de sujets a risque, s'écrit
dj

exp[STs(i)} Z exp{é‘)T%(i)} , avec les notations définies ci-dessus. La
=R

log-vraisemblance s’écrit alors :

L(8)= éSTs(i) —gq xIn Z exp[é‘)T %(i)}

iR,

3.1.3. Statistiques de test

Dans le cadre de cette étude, on se limite pouillledrations au test de
significativité globale et au test de significatitvides parametres. On suppose
ici que ces tests sont réalisés a partir de laisstate du rapport des
vraisemblances qui suit une distribution du Khisdexous I'hypothése nulle
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H, (cette statistique compte parmi les plus utilisé@ss ce contexte, avec la

statistique de Waldgf. par exemple Klein et Moeschberger [2005] pour une
présentation illustrée).

Dans le cas du test de significativité globaletaste 'hypothese de nullité
simultanée de I'ensemble des paramétres, et orideémasdoncH :5 =0, soit

(p étant la dimension deZ représentant les variables explicatives du
modele) :

rt (p)=2[ L(8)-L(0) .
Dans le cas du test de significativité des parasgtin teste I'’hypothése de
nullité chaque paramétresj (avec j=1,...p et &= (81,...,8p) ), et on

considere dondd,:8; =0, soit :
2 R .~
xt, (=2 L(8)-L(8135,5; =0))].
ou l'expression <<§\Sj,6j =0 » représente I'estimation des paramétﬁ%s

(avecgO(L,...,p) \j) en fixants; =0.

Seuls ces deux tests de significativité du modéldes paramétres sont
réalisés ici, dans le cadre de notre étude. On mtefois qu'en pratique,
l'utilisation du modele de Cox renvoie a de nombrdests statistiques
complémentaires. La littérature est abondante suje (une revue détaillée de
la littérature sur les principaux tests statistgjegistants sur le modéle de Cox
est présentée dans les ouvrages de Hill et al0J199herneau et
Grambsch [2000] et Martinussen et Scheike [20@])se limitant aux tests les
plus classiques et portant uniquement sur I'hypghée taux de hasard
proportionnels (en pratique, les tests portentefgaht sur la fonction de lien
du modéle, la forme des variabels du modéle, leprjiés des résidus, etc.), on
énumere ici trois approches. La premiére (approchphique de Kay) consiste
a considérer un modele stratifié et a illustrevd¥@tion des différences des
logarithmes des fonctions de hasard cumulés destestrlorsque I'age
augmente : si elles sont a peu pres constantegpathese de risque
proportionnel est supposée adéquate pour la gtediifn retenue. La deuxieme
(approche de Therneau et Grambsch [2000]) consisteonsidérer une
extension du modéle de Cox en considérant un paramiépendant du temps :
si le paramétre depend significativement du tempbkypothése de
proportionnalité n'est pas appropriée. La troisief@@proche de Lin et
al. [1993]) consiste a tester I'hypothése de priponalité a partir des résidus
cumulés du modéle.

3.1.4. Evaluation des taux de décés annuels ajustés

Une fois les paramétres estimés, on en déduitilesde décés ajustés pour
chaque sous-population.
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En pratique, dans un premier temps on déterminélesde déces ajustés
pour la sous-population ivoirienne (sous-populatide base dans nos
applications) a partir du modéle a référence erterm Brass. A cet effet, les
taux bruts sont estimés selon I'approche de Hoelmsetaux de référence sont
ceux des tables réglementaires francaises TH/TRO@€xes). Ces taux ajustés

A

sont notésq, ¢ (6) ,ou = (é, E)) sont les paramétres du modele de Brafs (

Kamega et Planchet [2010]).

Dans un second temps on en déduit les taux de dfcstés du Mali et du
Togo, a partir des paramétres du modéle de Coxepaelations suivantes (en
retenant I'hypothése que les taux de hasard irmstéstsont constants entre
~\\EX SML
o

deux ages entiers): qx’ML(é;E‘)ML)=1—(1—qX’C|( et

aurlirie) a0 . e (i) o e

parameétres estimés du modéle de Cox.

3.2. Cox : évaluation des taux de décés annuels simulés
On se place dans le cas des taux bruts estimés kapproche de Hoem

pour chaque sous-population. Ces taux bruts saésﬁg’h pour le paysh.

La technique de simulation retenue consiste a dérsi une méthode de
Monte-Carlo pour simuler la distribution d’'une lobrmale (& partir de la
simulation d’'une distribution de loi normale cemetrét réduite, elle-méme
déduite d’'une simulation de distribution de loi fonine entre 0 et 1). Ainsi,
pour chaque paysh, on génére dans une premiére étdpesimulations

(kO[LK]) des taux de déces bruts, pour tous les agelsx O] X, Xy |),

Dans une seconde étape, on en déduit pour chamgueason k et pour
tous les agesx la valeur approchée du nombre de décés par pays pa

~k ~k A .
dxn= A(qxlhx Fg(’hj, ou A() représente I'arrondi a I'entier le plus proche,

~k — .
Oy représente une réalisatidn de Q, |, et R |, représente le groupe de
sujets a risque a la I'age pour le paysh.

Les étapes suivantes consistent a estimerkleséalisations (au titre des
fluctuations d’échantillonnage) des taux ajustés (marle alors de taux
simulés), et a cet effet on distingue le cas dede d’lvoire du cas du Mali et
du Togo.
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Dans le cas de la Céte d’lvoire, les taux ajustdg sbtenus a partir du
modele de Brass. Pour chaque simulatiokk on a donc

3 eXp(akzx +Abk) f f
Ox.ci (9 j= " N ol pour mémoirez, =|n(q;e /(1— (i(e ))
1+ exp{a z+b j

N o, i , i
et o =(a b ) est estimée par la méthode des moindres carrgschague

simulationk .

Dans le cas du Mali et du Togo, les taux ajustés sbtenus a partir du
modele de Cox. Pour chaque simulatidn on estime les paramétres
5% =(6,'f,”_; 6¥G) dudit modele avec la méthode de Breslow ; danesasg la

log-vraisemblance s’écrit :
D T D T
k) _ k)" ok ~K k
L(54)= 264 fy -l xin zexp{(s ) 4@)} ,
i=1 i=1 iR
~k ~Kk
ou dj :zdi'h (avec h=CI,ML, TG dans notre étude). Pour chaque
h

simulation k, on déduit ensuite des paramétré%z(és,i\(,lL;S'T‘G) les taux

A k)jexr{SKALj

~k ~k
ajustés du Mali et du Togo pag, \. (6 ;SMLJ :1—(1— qf(’Cl (6

~k
K ok K (aK EX{BTGJ
etay1g| 0 ;016 |[=1-|1-0y | O .

4. Modéle de Lin et Ying : ajustement et simulation des
taux de déces

A l'image des travax présentés pour le modéle de 6o se concentre ici
sur l'utilisation du modéle de Lin et Ying dansciedre de la mesure du risque
d’estimation.

On présente ainsi d'une part les taux ajusté<i(1), et d’autre part les taux
simulés ¢f. 4.2).

4.1. Lin et Ying : évaluation des taux de décés annuels
ajustés

Le modéle de Lin et Ying, qui pour mémoire peut celé
AMt|Z=2) =k0(t)+yT z, est un cas particulier du modeéle additif d’Aalén.
permet de mesurer le risque additionnel di a feffss variables explicatives
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du modele, en l'occurrence ici des pays, en terafs®lu (pour mémoire, le
modele multiplicatif de Cox mesure plutdt I'excés isque en termes relatif).
A cet effet, on estime le paramétyea partir d'une formule explicite.

4.1.1. Estimation de Klein et Moeschberger

Lin et Ying [1994] et Klein et Moeschberger [200Bpntrent qu’a partir de
la décomposition martingale du processus de Pais$estimation des
coefficients du modéle est :

v=A"1B,

ol AzZD:Z(Z,-(i)—_Zj(i))T(%(i)—_;(i))' BZZD:Zdi,h(Z(i),h ‘_Z(i)) et

i=1 j[R; i=1 h

— 1 . ;

Z(j) =—Z zj(i) (avec les mémes notations que celles de la se&ion
R iOR

relative au modéle de Cox).

4.1.2. Statistiques de test

A l'image des travaux réalisés pour le modeéle de,@ans le cadre de cette
étude on se limite pour les illustrations au testsgynificativité globale et au
test de significativité des paramétres.

Selon les mémes auteurs, la significativité globdle modéle peut étre
appréciée a partir de la statistique de Wald qiti wue distribution du Khi-
deux a p degrés de libertés étant la dimension d& représentant les

variables explicatives du modéle) sous I'hypothelge v =0, soit :

2 =AT\7—1,\
w =Y Y,
~ 4 D T _
oV =hTeA 1""‘V“C:§;dw(%>n'40) (%0 0):

Dans le cas du test de significativité des paraesebn teste I'hypothese de
nullit¢ chaque parametrey; (avec j=1..p et y= (yl,...,yp)), et on

considere dondd, :y; =0, soit :
2 _r2 /G
T, —Yj/VJJ :

4.1.3. Evaluation des taux de déceés annuels ajustés

Une fois les paramétres estimés, on en déduitilesde déces ajustés pour
chaque sous-population.

En pratique, dans un premier temps on déterminéales de déces ajustés

pour la sous-population ivoirienne (pour mémoire sihgit de la sous-
population de base) a partir de I'approche retepoer les travaux sur le
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modéle de Coxcf. paragraphe 3.1.4). Ces taux ajustés sont rug(t%'f(é) , ou

é=(é,f)) sont les paramétres du modéle de Brast Kamega et

Planchet [2010]).

Dans un second temps on en déduit les taux de dfcstés du Mali et du
Togo, a partir des paramétres du modele de Linreg,par la relation suivante
(sous I'hypothese que les taux de hasard instasitsoiét constants entre deux

ages entiers) : qX’ML(é; {/ML) :1—(1— qX’C|( ))exp(—yA/ML) et

0
qx,TG(e; YTG) :1‘(1‘ Ay Cl(e))eXp(_YTG) , ou y= (yTG; “/lvu_) sont les
parameétres estimés du modéle de Lin et Ying.

4.2. Lin et Ying : évaluation des taux de décés annuels
simulés

Les premiéres étapes de la simulation des tauxédésda partir du modéle
de Lin et Ying sont identiques a celles réalisésrpes simulations a partir du
modele de Coxdf. sous-section 3.2).

Pour chaque simulatiok (kD[l, K]) des taux de déces bruts, et pour tous

les &gesx (xD[&n, x,vd), on dispose ainsi d’'une simulation du nombre de

. ~k PO ~ .
déces par pays patxnh et des taux de déces simulés pour la Cote d’lvoire

~Kk
Oxci| 9 |-

Il convient alors de déterminer, pour chaque sitrutak , les taux de décés
du Mali et du Togo. A cet effet, on s’appuie suniedéle de Lin et Ying et on

estime pour la simulatiok les parametreg® =(y,'f,|,_; V'llfG) dudit modele. A

cet effet, on utilise la relation :

S =ATlBk,
koo ak -
ol B =22di,h(z(i)h - z(i)). Pour chaque simulatiokk, on en déduit
i=1 h

ensuite les taux de décés simulés du Mali et duoTpar les relations

~k ~k Kk ~k ~k

Oeme| O ivme [Z1-[ 10| O ||exP —vme et
Ak A~k K ~k ~k

el 9 iv1e |=1-| 10y O ||eXP ~YT1G |-
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5. Comparaison des ajustements des modéles de Cox et
de Lin et Ying et backtesting sur I'hétérogénéité

Cette section présente les résultats des ajusterdest modéles intégrant
I'hétérogénéité a partir de facteurs observablgsétente ubacktestingsur la
capacité de ces modeéles a prendre en compte Bogédéité, en comparaison
avec une approche consistant a retenir un modédé&pendant pour chaque
sous-population.

5.1. Comparaison des ajustements de Cox et de Lin et
Ying

Cette sous-section présente les résultats desmajents des modéles de
Cox et de Lin et Ying respectivement. Une comparaide ces résulats est
également présentée.

5.1.1. Résultats des ajustements de Cox

On considére ici la population UEMOA, représentée par la Cobte
d’lvoire, le Mali et le Togogf. Tableau 1 et Tableau 2 ci-avant).

Les résultats de I'estimation di= (STG; SML) a partir des deux approches

envisagées en cas de présence d'ex-aequo (appdecBex ou de Breslow),
sont présentés dans le tableau suivant (pour esnés uniquement). Ces
estimations sont réalisées a partir des décésabgmsitions au risque par age.
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Tableau 3 — Modéle de Cox : comparaison ajusteme(iEMOA - Femme)

Statistique Cox (avec ex-aequo) Breslow (avec ex-aequo)
Minimum(*) 1747 2146
Itérations 8 8

xf (p-value modéle)

18, 02( p= 0,01.102)

18, 07( p= 0,01.102)

ML (valeur initiale)

-0,4638( Q

-0,4709

exefow.

0,628¢

0,6244

XZ (p-value parametre)
Lmi

1, 03( p= 31, 01.162)

1, 07( p= 30,10.102)

TG (valeur initiale)

-0,9199(

-0,9198

eXp(éTG)

0,398¢6

0,398¢

XZ (p-value paramétre)
Lre

17,49( 0= 2,89.105)

17,51( p= 2,86.105)

(*) car en pratique on minimise I'opposé de la log-vraisemblance.

Il apparait que les estimations de Cox et de Bwestonduisent a des
résultats comparables dans cet exemple.

En retenant désormais I'approche de Breslow unigmle tableau ci-
dessous présente les résulats des estimationslgpqopulation féminine et
masculine.
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Tableau 4 — Modéle de Cox : ajustement Breslow (UE®IA — F. et H.)

Statistique Femmes Hommes
12 (p-value modele) 18, 07( p= 0,01.102) 12,79( p= 0,17.102)
exp(SML) 0,6244 0,6084

XEML (p-value paramétre) | 1, 07( p= 30,10.102) 7,89( p= 0,50.1(‘)2)

exp(éTG) 0,3986 1,105

XETG (p-value paramétre) 17,51( p= 2,86.105) 4,38( p=3, 64.162)

Les résultats des parameétres sont cohérents asstalestiques descriptives
présentées dans le Tableau 1 et le Tableau 2./@¢est de significativité des
modeles, il ressort que la valeur du test empirigstesupérieure a celle de la
table au seuil de 5 % a 2 degrés de liberté (&nal®9 pour mémoire), que ce
soit pour la population féminine ou masculine. Ainks modéles sont
significatifs au seuil de 5 %. Au niveau des vdralioutefois, il apparait que
le paramétre du Mali pour les femmes n’est pasifgigtif au seuil de 5 %
(pour ce parameétre individuel, la valeur du tespigigue est inférieure a celle
de la table au seuil de 5 % a 1 degré de libegafleéa 3,84 pour mémoire). Les
parameétres des autres variables sont en revargitiécsitifs au seuil de 5 %.

5.1.2. Résultats des ajustements de Lin et Ying

A l'image de lillustration du modéle de Cox, onnsidére ici la population
féminine et masculine de la population UEMOA, repréée ici par la Cote
d’lvoire, le Mali et le Togogf. Tableau 1 et Tableau 2).

Les résultats de I'estimation dé=(§TG;§ML) sont présentés dans le

tableau suivant.
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Tableau 5 — Modéle de Lin et Ying : ajustement (UENDA — F. & H.)

Statistique Femmes Hommes
2 : 26,55/ p=1,71.10°) | 16,01 p= 0,03.17
Xw (p-value modéle) ) p=41/71L1 Ol p=0,0s.
YL -0,0693 % -0,1429 %

18y, (pevalue parametre) | 1 43(p: 23 25.102) 10, 68(p: 0,11.102)

e -0,1129 % 0,0399 %

X\%Vre (p-value paramétre) 26,14(p: 3,17.107) 4,07(p: 4,37.102)

Les résultats des paramétres sont cohérents avstalistiques descriptives
présentées dans le Tableau 1 (pour les femmes) &ableau 2 (pour les
hommes) d’'une part, et avec les coefficients d’'&bbzent du modéle de Cox
présentés dans le Tableau 4 (pour les femmes éblames) d'autre part. En
termes de tests statistiques, a I'image des résutta modele de Cox, il
apparait que les modeéles pour les femmes et psimommes sont significatifs
au seuil de 5 %, méme si le paramétre du Mali fEsifemmes ne I'est pas.

En outre, concernant la comparaison entre le mauéléplicatif (Cox) et
le modele additif (Lin et Ying) sur le volet opéoainel, on retrouve les
principales conclusions des travaux de Cao [2085isi, il apparait que ces
deux modéles multiplicatifs et additifs sont extbies pour les données
tronquées et/ou censurées, permettent de tenirteodepfacteurs observables
et présentent dep-value cohérentes pour les coefficients des variables du
modéle.

5.1.3. Illustration et comparaison des résultats des
ajustements de Cox et de Lin et Ying

Les deux graphiques ci-dessous (Figure 1) présemie@ comparaison
entre les résultats du modele de Cox et ceux dielaatk Lin et Ying, pour la
population masculine uniqguement. Le premier graphigrésente les taux de
déces ajustés de la Cote d’'lvoire, issus du modieélBrass, ainsi que ceux du

Mali et du Togo, déduits des paramétﬁas(ém; SML) du modele de Cox.

Sur le méme principe, le second graphique prédestmux de déceés ajustés de
la Cote d’lvoire issus du modéle de Brass, ainsi ggux du Mali et du Togo,

déduits des paramétrés:(«}TG;«}ML) du modele de Lin et Ying (dans les

deux graphiques, les courbes relatives a la Céteite sont donc identiques).

En termes statistiques, dans le cadre de I'ajustiemhes taux a partir du
modele de Brass pour la Céte d’lvoire, il ressart ¢ modéle est significatif
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au seuil de 5% (test de Fisher) et que le R2 éjast égal a 83,8 %. On
rappelle également que les paramétres retenus IEaaluation des taux

ajustés a partir de Ling et Ying pour le Togo eMali sont significatifs au

seuil de 5 %.

Figure 1 - Taux de décés ajustés (Cox et Lin et Ygn UEMOA - H)

Taux ajustés par pays (Cox) Taux ajustés par pays (Lin et Ying)
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Dans la continuité des commentaires relatifs auixclmtre ces deux
modeles ¢f. sous-section 2.2), il apparait qu'avec le modEh&térogénéité
multiplicatif de Cox, les différences absolues entes pays augmentent
significativement lorsque I'dge augmente, contragat au modele
d’hétérogénéité de Lin et Ying dans lequel les édédhces absolues sont
constantes pour tous les ages.

5.2. Backtesting sur I’hétérogénéité (comparaison des
modéles d’hétérogénéité)

L'objectif de I'étude est de comparer le risque stiimation selon deux
approches pour le traitement de [I'hétérogénéitétteCeomparaison est
présentée dans la section suivante (section 6)nete concentre ici sur le
traitement de I'hétérogénéité selon ces approches.

On considére une population composée de trois gopshations : la Céte
d’lvoire (sous-population de base), le Mali et legd. Dans la premiére
approche, I'nétérogénéité est prise en compte tir per modéles indépendants
pour chaque sous-population (en pratique, les tdexdéceés de chaque
population sont ajustés a partir d'un modéle des8raDans la seconde
approche, I'hétérogénéité est prise en compte tir plar modeéles intégrant des
facteurs observables (ici, les taux de décés Jamtés a partir du modéle de
Brass pour la Céte d’lvoire et a partir du modeédeQibx ou de Lin et Ying pour
le Mali et le Togo).

Les résultats des ajustements de taux de décés setodeux approches
(qui comptent trois modeéles au total) sont présesié le graphique ci-dessous,
pour le Mali et le Togo (le graphique relatif a Gbte d’lvoire n'est pas
présenté car il est identique dans les deux apps)ch
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Figure 2 — Présentation des taux de déces du Mati Eogo (H)

Taux de décés - Mali Taux de décés - Togo
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Dans le cas du Mali, il apparait des taux de décéts nuls ¢f. graphique

ci-dessus), ce qui limite I'utilisation du logit siéaux de déces bruts, pourtant
indispensable a la modélisation de Brass. La cdiomersuivante a donc été
retenue pour I'ajustement (pour le modele de Brassuement): il a été
considéré que les taux nuls sont égaux au plukefebx de décés brut non nul
de la plage d’age retenue pour I'ajustement. Desamhes alternatives auraient
pu étre de ne pas retenir les dges ou I'on obs#egetaux bruts nuls ou de
substituer les taux bruts nuls par les taux moydrservés, mais ces solutions
majorent significativement les taux déces retermus pajustement.

Sur ces bases, pour le Mali, il apparait que lex e décés ajustés
divergent et dépendent du modeéle. Sur le plansstate, le modéle de Brass
pour le Mali (premiére approche) n’est pas sigaiffcau seuil de 5 % (test de
Fisher), et le R2 ajusté est égal a 1,4 %. Paeuadl pour mémoire, les
parameétres du Mali pour les modéles de Cox et deetiYing (modéles de la
deuxiéme approche) sont significatifs au seuil dé &f. Tableau 4 et Tableau
5). On retient donc ici que les modéles intégramétérogénéité permettent,
contrairement au modeéle de Brass, d'éviter de iretirs conventions en cas de
taux bruts nuls d’'une part et de présenter desdta¢ssatisfaisants en termes de
tests statistiques d’autre part.

Pour le Togo, il apparait que les taux de décéségisont proches, quel que
soit le modele considéré. On note ici que le modeldrass pour le Togo est
significatif au seuil de 5 % (test de Fisher) e¢ trIR2 ajusté est égal a 69,2 %.
Pour mémoire, les paramétres du Togo pour les resdtd Cox et de Lin et
Ying sont significatifs au seuil de 5 %f(Tableau 4 et Tableau 5), malgré les
faibles écarts avec les taux de la Cote d’'lvaifeRigure 1).

Afin d’apprécier la pertinence des taux de décéstés dans ces trois
modeles, le tableau suivant présente des compasa&tre les réalisations et
les prédictions des déces (établies a partir des d® déces ajustés et des
expositions au risque par age).
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Tableau 6 — Comparaison réalisation / prédiction dges (UEMOA —H.)

Modeéle global UEMOA - H (Brass global) Modeles intégrant I'hétérogénéité (sans et avec fact. obs.)
Pays Décés{ Dé-jcti‘es Diﬁérgnce Pays (modéle) Décés, Dé{C‘éS Différ(‘ence

observés prédits relative observés prédits relative

Cote d'lvoire 2188 2203 0,7% Cote d'Ivoire (Brass) 2188 2144 -2,0%
Mali (Brass(*)) 29 8,4%

Mali 27 44 63,8% Mali (Cox) 27 26 -3,2%
Mali (Lin et Ying) 26 -4,9%

Togo (Brass) 565 -0,1%

Togo 565 511 -9,6% Togo (Cox) 565 548 -3,0%
Togo (Lin et Ying) 550 -2,7%

(*) avec convention pour le traitement des taux de déces bruts nuls.

Le premier sous-tableau présente les écarts loteguaux de décés ajustés
sont déterminés au global, sans prendre en contgtEérnogénéité entre sous-
populations. Le deuxiéeme sous-tableau présentédass lorsque les taux de
déces ajustés sont déterminés a partir de modatgant 'hétérogénéité, soit
a partir de modéles indépendants pour chaque smusdation (avec le modéle
de Brass), soit a partir de modéles intégrant étagénéité a partir de facteurs
observables (avec les modéles de Cox et de Linireg, Yes facteurs étant ici
les pays). Une comparaison des deux sous-tableanfiroe la nécessité de
tenir compte de I'hétérogénéité dans la population.

Dans le sous-tableau intégrant I'hétérogénéitépjlasait, hormis pour les
taux ajustés du Mali avec le modéle de Brass, gqaeétarts entre les déces
observés et les déces théoriques sont tous inféréed %, ce qui confirme la
prise en compte de I'hétérogénéité.

Dans le détail, pour ce deuxieme sous-tableau de dans un premier
temps que le nombre de décés théoriques pour k& @idbire sous-estime de
2 % le nombre decés observés. Cet écart tradbitale d’estimation introduit
par la fonction logit du modéle de Brass. En efpetir mémoire, le caractére
concave de la fonction logit entre O et % condeit, utilisant I'inégalité de
Jensen, a une sous-estimation des taux de d&fc@$apchet et Thérond [2006]
pour une description plus compléte de ce phénomene)

Les estimations du modéle de Brass pour la Céteidd sont a la base des
estimations des modéles de Cox et de Lin et Yingr p@ Mali et le Togo.
Aussi, les écarts observés pour le Mali et le Tagpartir de ces modéles
incluent I'écart observé pour la Cote d’lvoire atpalu modéle de Brass.

Enfin, malgré la convention retenue pour le tragemdu Mali avec le
modele de Brass (substitution des taux nuls palue faible taux non nul
observé), on note sur ce deuxieme sous-tableauegudécées théoriques du
Mali estimés avec le modéle de Brass majorent éeesl observés. A titre de
comparaison, avec la convention consistant a eairejue les ages ou les taux
de déces bruts sont non nuls, le nombre de dééditppour le Mali s’éléve a
38 (soit un écart de 39,7 % avec les déces théssjouontre 8,4 % avec la
convention retenue). La convention retenue seminme glus adaptée, bien que
présentant des limites importantes (les écartsnabtpour le modéle de Brass
appliqué au Mali ne sont pas satisfaisants congote tles écarts observés pour
les autres pays et les autres modeéles).
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Au final, il ressort de ces analyses que le chdixndmodele intégrant
I'hétérogénéité a partir de facteurs observablas égemple le modéle de Cox
ou le modéle de Lin et Ying), permet de conservee bonne appréciation
statistique du risque de décés pour les sous-piyn#ahétérogénes au sein
d’une population. En outre, ces modéles permettertenir en compte des taux
annuels nuls pour des ages données (phénomeéneeritédans les petites
populations), et permet ainsi d'éviter de reter@s thypothéses ou convention
(contrairement au modéle de Brass).

6. Comparaison des risques d’estimation entre les
modeles indépendants pour chaque sous-population et
ceux intégrant I’'hétérogénéité a partir de facteurs
observables

Cette section présente le risque systématique & #Huctuations
d’échantillonnage (il s’agit du risque d’estimafiadans les différents modéles
retenus pour chacune des deux approches: modékrads (modéle de la
premiére approche), modele de Cox et modele deeLiving (modeles de la
seconde approche). Pour les trois modeéles étuidgsutils de mesure sont
présentés a travers les taux de déces ajustés plupest a travers les tables de
mortalité d’autre part.

De maniére générale, les approches présentéesinscrivent dans la
continuité de celles présentées en détail dans gamePlanchet [2010] sur la
mesure du risque d’estimation dans le cadre du lea#eBrass.

Par ailleurs, dans I'ensemble des applications mignés, on s’appuie sur
K =1000 simulations des taux bruts et on considére quer paque

simulation k, les réalisations de la loi normale centrée réduit(o;l),

desquels on déduit les réalisations appropriées poaque sous-population,
sont _exactemenkes mémes dans les trois modéles utilisés (poer sgus-
population donnée). On note en outre que les tauksbsont en pratique

générés sous la contraincé:h >0 (lorsque cette condition n'est pas vérifiée

pour une simulatiork , celle-ci est annulée et reconduite pour le pays

Enfin, dans cette section, seules les illustrationmériques relatives au
Togo seront présentées : les illustrations de lae GBlvoire ne sont pas
présentées car la modélisation est identique damsgdux approches, et celles
du Mali ne le sont pas car elles font appellenea conventions arbitraires, ce
qui peut étre de nature a créer un biais dans Ib@&apion et I'analyse des
résultats. De surcroit, I'objectif de I'étude esttésenter les mesures de risque
d’estimation selon le choix de modéle retenu poanirt compte de
I'hétérogénéité ; balayer le risque d’estimatiors ahfférents modéles en se
limitant a la sous-population togolaise permet iadlaméliorer la clarté des
illustrations.
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6.1. Mesure du risque d’estimation sur les taux ajustés

On présente ici les outils de mesure du risquetidiation sur les taux
ajustés, ainsi qu'une illustration et interprétatides résultats pour les trois
modeles étudiés.

6.1.1. Outils de mesure du risque d’estimation sur les taux

On dispose des taux de déces ajustés selon le endel@rass, le modéle de
Cox ou le modele de Lin et Ying. Pour simplifiers l@otations, on note

quh(é) ces taux de décés ajustés pour un gaypour le Mali et le Togo, les

taux de déces ajustés devraient théoriguement réités quh(é;éh) et

qxlh(é;:{hj, respectivement pour les estimations a partir ddéte de Cox et

de Lin et Ying). A partir dek simulations des taux bruts pour chaque pays
on dispose également des taux de décées simulés Iselnodéle de Brass, le
modele de Cox ou le modéle de Lin et Ying. Pourpsiier les notations, on

~k L. .
note quh(e ) les taux de décés pour une simulatloret un paysh (pour le
Mali et le Togo, les taux de déces simulés devtdiedoriquement étre notés
~k ~k Ak ~k _ N R .
qxlh(e ;Sh) et qxlh(e ;yh), respectivement pour les estimations a partir du

modele de Cox et de Lin et Ying).
Le risque d’estimation des taux de décés pour ws [ba peut alors étre

. N . - v N
mesuré a partir du coefficient C(‘I’x,h) = ;hA , ou
%n )

2
~k ~ . .
Vyh=.|E (qx,h(e j—qx h(e)j . Ce coefficient constitue une mesure de

dispersion, en pourcentage et au titre du risqastihation, des taux de déces
simulés autour du taux de déces ajusté.

6.1.2. Comparaison du risque d’estimation sur les taux
La comparaison du risque d’estimation sur les tajustés est réalisée a

partir de la moyenne du coeﬁicien(wx’h) , pour tous les égesD[&n, "y } .
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Tableau 7 — Risque d’estimation sur les taux (moye®) (Togo - H)

Population

Modéle de Brass
(approche 1)

Modéle de Cox
(approche 2)

Modele de Lin et
Ying (approche 2)

9,89 %

6,19 %

6,78 %

Togo ¢(vr)

Il apparait que I'utilisation du modéle de Brasso(i@le indépendant pour
chaque sous-population), conduit a un risque dieston supérieur a celui
obtenu avec le modéle de Cox (modéle multiplidatégrant I'hétérogénéité a
partir de facteurs observables) ou avec le modgleet Ying (modéle additif
intégrant I'nétérogénéité a partir de facteurs ola#es). Pour le modéle de
Lin et Ying, les comparaisons doivent toutefoiseétraitées avec prudence,
compte tenu de I'hypothése de constance des difféeeabsolues des taux de
déceés instantanés.

Pour information, on note par ailleurs que le resgiestimation est d’autant
plus important que la population présente une daédposition. Ainsi, a titre
d’exemple le risque d’estimation avec le modélddess pour la Cote d’lvoire
est égal a 4,73 %. De méme, le risque d’estimatam le Mali avec le modeéle
de Cox est égal a 22,27 %.

Les comparaisons présentées ci-dessus se limitenttaux de déces
simulés ; les comparaisons des tables de mortaitétruites a partir des taux
de déces simulés sont présentées dans la sousasgetiessous.

6.2. Mesure du risque d’estimation sur les tables

Outre la présentation et la comparaison des tauédes, il est nécessaire
de comparer les tables de mortalité associées.

6.2.1. Outil de mesure du risque d’estimation sur les tables

Pour la mesure du risque d’estimation sur les satiéemortalité, il convient
d’utiliser une fonctionnelle propre a chaque tafjle lui associe un nombre
positif. L'espérance de vie est de ce point dewue fonctionnelle naturelle, et
dans le cadre de l'assurance, le montant de laigiooven est une autre. Ces
deux fonctionnelles sont ainsi utilisées dansrgatux ci-dessous.

Ainsi, dans un premier temps le risque d’estimasionles tables est mesuré
a partir de I'espérance de vie résiduelle a 30 emtse 30 et 55 ans. On utilise a
cet effet la distribution des espérances de vieluéfles établies a partir des
taux simulés.

Dans un second temps, le risque d’estimation sutdbles est mesuré a
partir des provisions. On considére plus précisémdas provisions
déterministes relatives a des engagements tempsrair décés (la durée de
'engagement est del années, aved =1) et évaluées a partir des taux de
déces simulés (dans ce cas, les taux de décésesmrules sources d’'aléas).
En faisant I'hypotheése de déces en milieu d’annéeen déduit que le montant
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d-1
de la provision pour la réalisatidn est L ,, = > Fp (t) % (14 1) e , ol
t=0

ka’h(t) représente les flux probables des prestationsyarpent pour un

individu d’age x du paysh (pour la réalisatiork des taux de déces simulés)
et r, représente le taux d’actualisation des flux deh&ancet . L'impact du

risque d’estimation sur les provisions peut aldre énesuré par le coefficient

c(Yh) =—N  ou Lo correspond a la provision calculée a partir des te

i

« 2
déces ajustésqxlh(e) et Yy :\/E[(L(k)’h—LO‘h) } Ce coefficient permet

d’avoir en pourcentage une mesure de dispersion tiae du risque
d’estimation) autour de la provision calculée &ipdes taux de déces ajustés.

K
.= 1 - . . -
On note enfinLoh =—ZL6h , la moyenne des provisions déterministes
j=1
calculées avec les taux de déces simulés.

6.2.2. Comparaison du risque d’estimation sur les tables

Dans un premier temps, on présente le risque diattn sur les tables a
travers les espérances de vie partielles. Dansmexte, le graphique suivant
présente, pour la sous-population du Togo, lesnasibns des fonctions de
densité (par I'estimateur a noyau) des espérareemdésiduelles (entre 30 et
55 ans) établies a partir des taux de déces simulés

Figure 3 - Distribution des espérances de vie pagiles du Togo (H)

Dist. des espérances de vie partielles a 30 ans (Togo)

—— Brass
© - —= Cox A
- LinetYing !

1000 réalisations)

Densité (K

o - el - REVP,..
T T T T T T T T
238 239 240 24.1 242 243 244 245

Espérance de vie partielle entre 30 et 55 ans

Dans la continuité des observations et des comtiasii-dessus, il apparait
sur ce graphique que la distribution de I'espérateevie partielle issue des
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modeles de Cox présente une queue moins épaisselfpiessue du modele de
Brass. En d'autres termes, les tables de morteiiges des taux simulés a
partir du modéle multiplicatif intégrant I'hétérag@été a l'aide de facteurs
observables présentent une volatilité plus faikle ks tables issues des taux
simulés a partir du modéle de Brass utilisé inddpemment pour chaque sous-
population. Dans le cas du modéle additif de LinYaig en revanche, il
apparait que les tables de mortalité présententelaélité comparable a celles

issues du modele de Brass.

Dans un second temps, il est question de quantiéerisque d’estimation
supplémentaire sur les tables dans un contextesufasce. A cet effet, on
introduit la notion de provision, calculée avecdaurbe d'actualisation de
I'Institut des Actuaires au 31/12/200%n outre, on considére un assuré d’age
x=31, un capital assuré égal @ =1 et une durée de contrat égal a est
d =20.

A ce titre, on présente dans le tableau ci-desksusésultats synthétiques
des estimations et des simulations de provisiotsriadnistes, respectivement
avec les taux ajustés et avec les taux simulés.

Tableau 8 - Risque d’estimation sur les provision0 ans) (Togo - H)

Brass Cox Lin et Ying
Statistique Prov. et Prov. et Prov. et Prov. et Prov. et Prov. et
taux taux taux taux taux taux

ajustés simulés ajustés simulés ajustés simulés
Moyenne 4,18.10%| 4,03.10% | 4.06.10%| 4,01.10° | 4,22.16% | 4,17.10°
(LO ou Lo)
Quantile a Sans - Sans ) Sans 3, 54.102
0,5% objet 3,18.10 objet 3,52.10 objet
Quantile a Sans 2 Sans 2 Sans 3,74.10°
5% objet 3,52.10 objet 3,70.10 objet
Quantile & Sans 4,50.10° Sans 4,34.10° Sans 4,61.10°
95 % objet objet objet
Quantile & Sans 4,74.102 Sans 4,50.10° Sans 4,83.10°
99,5 % objet objet objet
Coefficient Sans o Sans o Sans o
c(Y) objet 7,91% objet 515% objet 6,41%
3 Courbe disponible sur le site de [llinstitut des tusdres :

http://www.institutdesactuaires.com/gene/link.phpdink=../docs/2010003190313_|
A20091231.xls.



Kamega A. — Planchet F. 27

Il ressort qu'avec les données masculines du Tlagprise en compte du
risque systématique diminue de 3,6 % la provisimouwée lorsque I'on retient
le modéle de Brass, alors que I'impact est plusldaavec les modéles de Cox
de Lin et Ying (baisses de 1,2 % pour ces deux tesjleConcernant les
guantiles, il ressort que les écarts avec les mm&sont plus importants pour
le modéle de Brass que pour les modeles de Cor ¢irdet Ying. Enfin, il

apparait que le coefﬁciem(Y) relatif a la modélisation a partir des modéles

de Cox ou de Lin et Ying minore celui obtenu a ipattt modéle de Brass
(baisses respectives de 20 % et 35 %).

On retient donc que le choix d’'un modéle intégldrétérogénéité permet
de réduire significativement le risque d’estimatessocié a la construction de
la loi d’expérience. Dans notre exemple, il apgacapendant que le poids du
risque d'estimation dans I'évaluation d'une prooisi(mesuré pour chaque
modele par la différence entre la provision calewdépartir des taux ajustées et
celle calculée a partir des taux simulés) est coafp@ au poids du risque de
modele (mesuré par la différence entre la provisiaiculée a partir des taux
ajustées pour les trois modeles proposés). Uneghrtrisque d’estimation est
transformé en risque de modele.

7. Synthése et conclusion

Dans un contexte d’hétérogénéité, cette étude a plojectif d’apprécier
I'évolution du risque d’estimation lors du passagee évaluation des taux de
déces a partir de modéles indépendants pour clsmpsepopulation (premiére
approche), a un modeéle intégrant directement lHoéEnéité a partir de
facteurs observables (seconde approche).

S'il est acquis que dans cette étude le choix ddéateopour la premiere
approche est le modéle de Brass (dans la contide#étravaux réalisés dans
Kamega et Planchet [2010]), il convient de s'imager sur le(s) choix de
modele(s) pour la seconde approche. L'analyse meiaés la section 2 a
conduit aux choix du modéle multiplicatif de Coxdet modéle additif de Lin et
Ying.

Dés lors, I'ajustement des taux de décés pour ehaqus-population a été
présenté et mis en ceuvre pour ces deux modeles skednde approche. Une
comparaison des résultats du calibrage et des g&ststiques associés a ces
deux modéles illustre leur cohérence. Les modeéde€alx et de Lin et Ying
présentent toutefois des différences, qui peuvestifier le choix de I'un ou
l'autre selon les besoins. Ainsi, alors que le nedfe Cox considére que les
différences relatives des taux de décés instantsornitsstables (les différences
absolues augementent donc significativement adge); le modele de Lin et
Ying considéere que les différences absolues samblest (les différences
relatives diminuent donc significativement ave@#f En conséquence, si ces
deux modéles peuvent conduire & des résultats cabilpa sur les ages
retenues pour I'ajustement, ils peuvent aboutiesitdux de déces sensiblement
différents en dehors de cette plage d'age (de siirée modele de Lin et Ying
peut présenter d'importantes limites opérationsgdleur les ages faibles).

Aprés avoir vérifié dans la sous-section 5.2 quedmix modéles prennent
en compte le caractere hétérogéne de la populatioa, mesure du risque
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d’estimaton a été réalisée. A cet effet, plusiamstimations des taux de décés
issus du modeéle de Brass (premiére approche) enddsles de Cox et de Lin
et Ying (deuxieme approche) ont été simulées surake de simulations de
taux de déces bruts (générés a partir de la loitales bruts initiaux, afin de
refléter les fluctuations d’échantillonnage).

Les résultats obtenus illustrent une diminution ldmpact du risque
d’estimation sur les provisions de plus de 50 %cales modéles de la
deuxiéme approche (modeles de Cox et de Lin et)Ypay rapport a I'impact
observé avec le modele de la premiere approchedmat® Brass). En outre,
avec les modeéles de la seconde approche, la mésurisque d’estimation sur
les provisions diminue de 20 % a 35 %. Néanmoiasisdnotre exemple on
note en paralléle que le poids du risque d’estmatlans les provisions (qui
reflete la dispersion des estimations de proviste aux fluctuations
d’échantillonnage des taux bruts, pour un modélendp est comparable au
poids du risque de modéle (qui reflete la dispersites estimations de
provision due au choix du modéle retenu). Danselzherche d'un modéle
permettant de réduire le risque d’estimation, utenéion particuliére doit donc
également étre accordée aux conséquences en memsgues de modeles.

Au final, le choix d’'un modéle intégrant I'hétéragité a partir de facteurs
observables (deuxiéme approche) présente plusisarstages, parmi lesquels
on retient :

- la diminution de l'impact du risque d’estimationrsia provision
estimée (baisse de plus de 50 % par rapport adampbservé avec le
modéle de Brass utilisé indépendamment pour chagoes-
population) ;

— la capacité a modéliser les taux de déces lorsgsiedbnnées sont
sensiblement limitées (en particulier lorsqu'il €®i des données avec
des taux de déces bruts nuls, sachant que de deltees ne sont pas
exploitables avec le modéle de Brass, sauf a retls conventions
arbitraires).

Le choix de modeles de la seconde approche prédentefois des
inconvénients, parmi lesquels on note :

— TI'hypothése sur la constance des différences velatimodéle de Cox)
ou absolues (modéle de Lin et Ying) des taux déslétstantanés ;

— de maniére générale, 'impact potentiel en terngegstjue de modéle.
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