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Introduction

Le cadre général de notre probléme est ’évaluation du prix d’un produit financier dont
le payoff terminal dépend des valeurs futures d’un actif sous-jacent. Dans un premier
temps, il convient de modéliser correctement ’évolution de la valeur du sous-jacent sur
lequel est construit le produit financier.

Le modele de BLACK-SCHOLES [2] est un des modeéles les plus simples. La valeur du
sous-jacent suit un mouvement brownien géométrique :

5 = bdt + cdW;

St
ol b et o sont deux constantes, (W;) est un mouvement brownien standard sous la pro-
babilité historique. Cette modélisation est trés intéressante pour ’évaluation d’options.
En effet, le marché muni d’un actif sans risque de rendement 7 est alors complet, ce qui
permet de déterminer de fagon unique le prix de tout produit financier. Un deuxiéme
avantage est ’existence de formules fermées donnant la valeur de beaucoup de produits
financiers, comme les options européennes de vente et d’achat. Cependant, ce modéle
ne rend pas compte de plusieurs phénomeénes. L'effet leptokurtique (queues épaisses des
rendements) n’est pas pris en compte par ce modele lognormal. De plus, le smile observé
sur les volatilités implicites, calculées en inversant la formule de BLACK-SCHOLES pour
les options, contredit ce modeéle.

HUuLL et WHITE [15] se sont intéressés & un modeéle plus général, dans lequel la valeur
du sous-jacent est gouvernée par les équations suivantes :

L = bydt + o (V) dWh g
dy; = mdt + 'YtdWQ,t
d (Wi, Wa), = pydt

Ce modéle ne présente pas les inconvénients du modéle de BLACK-SCHOLES. Néanmoins,
le marché n’est plus complet et il n’est pas possible de déterminer de fagon unique le prix
des options. Cependant, I’existence d’une option européenne cotée permet de compléter
le marché (ROMANO et Touzi[18]). Ainsi, en supposant qu’il y a absence d’opportunité
d’arbitrage sur les marchés, il existe une unique probabilité @Q telle que le prix I, d'un
produit financier de flux futurs actualisés g (S, 0 < ¢t < T') se mette sous la forme :

I,=E%[g(S,0<t<T).

Il n’existe plus en général de formule analytique simple qui permette d’obtenir /; de fagon
directe, mais cette représentation probabiliste du prix, issue de la théorie développée par
HARRISON et KREPS [11], suggere d’utiliser les méthodes de Monte Carlo pour en estimer
la valeur.

La simulation par Monte Carlo est fondée sur la loi des grandes nombres. Le principe est
de simuler, de facon indépendante, un grand nombre de variables aléatoires (St)0§t§T7



puis de prendre comme estimateur du parametre d’intérét I, la moyenne empirique des
g (S:,0 <t <T) réalisés.

Si 'erreur commise est nulle de fagon asymptotique, ce n’est pas le cas a distance finie.
Il convient donc de mettre en place des outils de controle de la convergence. Ceux-ci
reposent essentiellement sur 1'utilisation du théoréme Central Limite. Il apparait que la
variance de la loi simulée joue un role fondamental pour la construction des intervalles
de confiance : plus la variance est élevée, plus la taille de I'intervalle est importante.
Afin d’améliorer la précision de I’estimateur, on cherchera donc a simuler de nouvelles
variables aléatoires d’espérance le parametre d’intérét I, et de variance inférieure a celle
de g(S;,0 <t <T).

Dans la premiére partie de ce mémoire, nous présentons, dans un cadre général, les quatre
méthodes de réduction de la variance les plus classiques. Nous nous intéresserons plus
particulierement a 1’échantillonnage d’importance et a la stratification, méthodes que
nous exploiterons, dans les deux parties suivantes, dans le cas particulier des processus
de diffusion.

Appliquée au calcul du paramétre I, = EQ[g (S;,0 < t < T))], I'échantillonnage d’impor-
tance est une méthode qui consiste & modifier la loi de la variable (S;)y<,<p simulée
de facon & prendre en compte les spécificités de la fonction g & intégrer, les réalisations
g (St,0 <t < T) étant alors pondérées afin de ne pas biaiser I'estimation de I. g repré-
sentant le payoff actualisé d’un produit dérivé, il s’agit en général d’une fonction positive
ou nulle, strictement positive sur le domaine d’exercice. La simulation de trajectoires
ne permettant pas ’exercice de I'option n’apportent que peu d’information pour esti-
mer I,. En revanche, ces trajectoires contribuent de facon significative a la variance de
'estimateur. I peut donc étre intéressant de modifier la loi du processus (St)y<,;<p afin
d’augmenter le nombre de trajectoires simulées permettant I'exercice de option.

L’approche que nous développons dans les deuxiéme et troisiéme parties de ce mémoire
consiste & modifier la dérive du processus (St) << afin d’accroitre la probabilité d’exer-
cice. De facon plus fine, il s’agit de mettre en place des changements de dérive prenant
en compte la distribution du payoff sur le domaine d’exercice : on cherche a construire
un estimateur intégrant le maximum d’information pertinente sur la fonction & intégrer.

Les différentes méthodes présentées différent par le mode de construction du changement
de dérive. Dans la deuxiéme partie, on se limite aux seuls changements de dérive déter-
ministes. Cette technique présente ’avantage de pouvoir étre couplée a une deuxiéme
méthode d’accélération : la stratification. Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons
au cas des changements de dérive stochastiques. Dans tous les cas, les changements de
dérive proposés s’avérent optimaux de fagon asymptotique.



1. Evaluation de produits dérivés par simulation

1 Evaluation de produits dérivés par simulation

La représentation sous forme probabiliste des produits dérivés, issue de la théorie déve-
loppée par HARRISON et KREPS [11], et HARRISON et PLISKA [12][13] conduit naturel-
lement & considérer les méthodes de Monte Carlo pour I’évaluation de leurs prix : dans
la mesure ol un marché financier peut étre doté d’une probabilité risque-neutre Q, le
prix d’un actif apparait comme étant égal & I’espérance, sous cette probabilité, des flux
futurs actualisés qu’il génére. Formellement, le probléme de ’évaluation d’une option
s’écrit

I, =E%[g(S,0 <t <T). (1.1)

S; représentant le prix du sous-jacent a la date ¢. Le prix d’un actif peut donc étre calculé
en simulant IV trajectoires indépendantes (S’tl)o e (StN )0 <4<+ Pour chacune de

ces trajectoires, on calcule alors le montant g (Si, 0<t<LT ) des flux futurs actualisés
correspondants. La loi forte des grands nombres assure la convergence de la moyenne
arithmétique des valeurs simulées vers le prix.

Dans un certain nombre de situations particuliéres, I’équation (1.1) se résout de fagon
analytique. C’est par exemple le cas des options d’achat européennes dans le modeéle
de BLACK et SCHOLES. Cependant, pour des produits plus complexes, ou pour une
modélisation plus fine du sous-jacent intégrant un aléa supplémentaire dans 1’évolution
de la fonction de volatilité o, il est rare que ’on puisse obtenir des formules fermées
d’évaluation. Il est alors nécessaire d’appliquer des méthodes numériques pour résoudre
le probléme d’évaluation de 'option. Les simulations par méthodes de Monte Carlo sont
alors une des techniques couramment utilisées.

1.1 Principe des méthodes de Monte Carlo

Les techniques de simulation par méthode de Monte Carlo utilisent la loi forte des grands
nombres pour estimer la valeur recherchée I,. Si les courbes St = {Sti, 0<t< T} ,1 <
1 < N, représentent IV trajectoires indépendantes distribuées suivant une méme loi, alors

cN = ii\]:g(ﬁ”) 25T
N ”

Le principe de base des méthodes de Monte Carlo consiste a générer N trajectoires
St = {Sf, 0<t< T} et & considérer cy comme estimateur du prix, celui-ci convergeant
vers le parametre d’intérét I,.

Le théoréme central limite permet d’avoir une idée de 'approximation réalisée. Si le
moment d’ordre 2 de g (S;,0 <t < T) est fini, alors :

V(205 - 1) S i)
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La détermination du nombre N de simulations nécessaires pour obtenir un estimateur
satisfaisant du prix constitue I’'un des problémes auquel se trouve confronté le praticien.
D’aprés le théoreme central limite que ’on vient de rappeler, plus la variance V de g (S’)
est élevé, plus le nombre de simulations nécessaires & I’obtention d’un estimateur précis
est important. Si la réalisation d’une simulation est trés cotiteuse en temps de calcul, il
peut étre intéressant de développer une approche alternative jouant non pas sur /N mais
sur V afin de réduire le ratio %

Nous présentons dans les paragraphes suivants les méthodes classiques de réduction de
la variance utilisées dans le cadre des schémas de Monte Carlo. Dans un premier temps,
nous adoptons un point de vue relativement général, indépendamment des considérations
spécifiques a la modélisation financiére. Le formalisme propre aux processus utilisés dans
les applications financiéres est développé dans un second temps.

Parmi les différentes méthodes présentées, nous étudierons plus particulierement la mé-
thode d’échantillonnage d’importance (ou d’échantillonnage pondéré), sur laquelle se
fondent les différents estimateurs de prix que nous présentons dans les deux parties
suivantes.

Pour commencer, nous nous intéressons au probléme du controle de la convergence. En
particulier, nous rappelons succinctement la fagon dont on construit les intervalles de
confiance apparaissant dans les diverses applications de ce mémoire.

1.2 Controle de la convergence

Le cadre d’analyse est posé de la fagon suivante. On considére un espace probabilisé
(Q,F,Q) et on se donne un variable aléatoire X a valeurs dans un espace S, de loi
i (dx). On souhaite estimer numériquement, a partir d’'une méthode de simulation de
Monte Carlo, le paramétre d’intérét

I, = / g (2) t (dz) = E@ [g (X)] (1.2)
JS

ou g représente une fonction p-intégrable. La méthode de Monte Carlo standard consiste
a réaliser N tirages aléatoires indépendants (x1,... ,zy) suivant la loi p et & considérer

1 N
g_N; (1.3)

comme estimateur du parametre I,. Il s’agit ici d'une application directe de la loi forte
des grands nombres qui, compte tenu des hypothéses que I'on vient de formuler, assure
que

lim ¢, = I, p.s.
R S g P
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Comme dans le cas des méthodes d’intégration déterministes, I’erreur d’approximation
liée & ¢4 décroit lorsque N augmente. Néanmoins, I’erreur ne s’exprime pas ici en terme
d’approximation mathématique mais suivant des considérations statistiques liées a I'aléa
de I’échantillonnage. En particulier, comme nous 1’avons déja noté, la convergence de ¢,
vers le parametre d’intérét I, est une convergence presque sure, ce qui signifie que

Q (J\}gnoo cqg = Ig> =1.

Si cette propriété est bien évidemment souhaitable, elle ne permet pas d’évaluer ’erreur
commise lorsque N est fini.

Nous présentons ici la méthode d’évaluation de I'erreur communément utilisée en pra-
tique pour résoudre ce probléme. Elle repose sur la construction d’un intervalle de
confiance. De plus, nous explicitons les approximations réalisées afin de mettre en évi-
dence les limites d’un tel intervalle.

L’intervalle IC' (A) que l'on souhaite expliciter est centré sur I'estimateur c,, et tel que
le parametre d’intérét I, appartienne & IC () avec probabilité 1 — X :

QI e IC(N)=1-A

Lorsque le moment d’ordre 2 de g (X) est fini, le théoréme central limite assure que :

N .
VR (20t =1) A g 0.
i=1

Ainsi, pour N suffisamment grand, on peut supposer que l'estimateur ¢, est distribué

suivant une loi N/ (Ig, %) . Cette premiére approximation permet d’écrire IC ()

sous la forme suivante :

IC(\) = [cg —yf verleX)] g1 <1 - g) ,Cq ) Llg D] 1 <1 - %)] (1.4)

ou ® représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Il est im-
portant de remarquer que 'approximation réalisée induit ici une premiére erreur sur la
définition de l'intervalle de confiance, erreur qui ne peut étre controlée : si les queues
de distribution de la véritable loi de ¢, sont plus épaisses que pour la loi normale, alors
'utilisation de U'intervalle IC' (A) défini par la relation (1.4) sur-estime 'efficacité de 'es-
timateur ¢4 et, inversement, 'efficacité de ¢, est sous-estimée si les queues de distribution
sont plus fines.

Par ailleurs, le parametre var [g (X)] est a priori inconnu. Néanmoins, on peut I'estimer
a partir de ’échantillon des variables x; simulées pour construire ¢,. Si I'on note v,
lestimateur de la variance de g (X) construit a partir des réalisations x;, on a :

vy = %;gw - (%;gm)) .
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L’intervalle de confiance s’écrit alors
IC(\) = Z2ap—1 (1 A Z2ap—1 (1 A 1.5
N =l =7 D) G TN D) (1.5)

Si vy correspond bien a un estimateur convergent, sans biais, de var [g (X)], le fait de
remplacer var [g (X )] par vy dans la formule (1.4) introduit une nouvelle source d’erreur
liée a ’aléa de I’échantillonnage.

Notons en outre que 'erreur induite par 1'utilisation de la statistique vy est d’autant
plus importante que ¢, et vy ne sont pas des statistiques indépendantes. La corrélation
entre ces deux statistiques conduit & sur-estimer, ou sous-estimer, la précision de ’esti-
mateur ¢,. Par exemple, dans le cas particulier ot g (X) est une variable de Bernouilli
de parameétre A\, FISHMAN [4] montre que

1 sio<a<i

lim corr (cq,vq) = 0

>l
I\ ol

A
< 1

N[

En général, la corrélation entre ¢, et v, ne tend donc pas vers 0 lorsque le nombre de
simulations utilisées tend vers 'infini.

Les intervalles de confiance que nous présentons dans les divers applications de ce mé-
moire reposent sur la formule (1.5). Les quelques remarques que nous venons de formuler
montrent qu’il s’agit d’un outil de controle imparfait. Il permet néanmoins d’avoir une
premiére idée de la vitesse de convergence des estimateurs que nous allons construire.

1.3 Accélération de la convergence

Dans les paragraphes suivants, nous présentons quatre méthodes usuelles qui, pour un
nombre de simulations NN fixé, permettent de construire des estimateurs de I; de va-
riance inférieure & var (cy) : utilisation d’une variable de controle, utilisation de variables
antithétiques, stratification constituent trois méthodes générales de réduction de la va-
riance. La quatriéme méthode nous intéresse plus particulierement dans le cadre de ce
mémoire : il s’agit de la méthode d’échantillonnage pondéré (ou d’importance).

Variables de controle

Si I’on connait une fonction h pour laquelle on sait calculer I, = E2[h(X)], on peut
construire un nouvel estimateur sans biais de I, utilisant cette information supplémen-
taire. On considére pour cela ’estimateur pondéré

cett (B) = cg — B (cn — In) (1.6)
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ou ¢y, est lestimateur de Monte Carlo standard de I;,. La variance de cz est
var (cqy) = var (cq) + B2var () — 28cov (cg, cp) -
Le choix optimal pour 3 correspond a

g = cov (g, cp)

var (cp)

la variance de cq; () étant alors égale a (1 — p?] h) var (cg) . Notons que si la variance

de cey (6%) est nécessairement inférieure & la variance de ¢4, une forte réduction de la
variance implique cependant une corrélation trés élevée entre la variable g (X) et la
variable de controle h (X)), ce qui limite la portée de cette premiére méthode.

D’un point de vue pratique, 8* étant inconnu (on ne connait pas a priori cov (cg,cp)),
on construit dans un premier temps un estimateur de ce parameétre a partir d’'un nombre
relativement réduit de simulations. La valeur obtenue est alors utilisée pour construire un
estimateur c.y de I,;. Notons que I’estimation préliminaire de 5* ne biaise pas I’estimation
de I, par cq, que 'on réalise dans un second temps seulement, de fagon indépendante.

Nous présentons en annexe de ce mémoire, page 48, un exemple d’application pour lequel
I'utilisation d’une variable de controle s’avére particuliérement efficace. Le probléme
que ’on se pose est I’évaluation d’une option d’achat européenne définie a partir de la
moyenne arithmétique d’un panier d’actions. Dans un cadre d’analyse BLACK-SCHOLES,
le prix d’un tel produit ne s’exprime pas de fagon analytique. L’estimation du prix de ce
type d’option par simulation est trés rapide si on utilise comme variable de controle le
méme produit, mais défini cette fois-ci & partir de la moyenne géométrique des prix des
actions. Dans ’application numérique présentée en annexe, on obtient une réduction de
variance d’environ 100 dans le cas d’une option a la monnaie.

Variables antithétiques

Jusqu’a présent, nous avons présenté les méthodes de Monte Carlo comme des méthodes
nécessitant la production d’échantillons de variables aléatoires indépendantes, identique-
ment distribuées. Néanmoins, il peut s’avérer préférable de construire des échantillons de
variables corrélées dans la mesure ol cela peut conduire & une réduction de la variance
des estimateurs correspondants.

Plus précisément, considérons un premier échantillon de taille 2N, (x1,...,zon), de
variables aléatoires indépendantes distribuées suivant la loi pu. Cet échantillon permet
d’estimer le paramétre d’intérét I, = [og () p(dz) a partir de la méthode de Monte
Carlo standard, en utilisant la statistique ¢,. Si 'on dispose par ailleurs d’un second
échantillon de taille N, (y1,...yn), de variables aléatoires iid suivant la loi u, on peut



1. Evaluation de produits dérivés par simulation

construire un nouvel estimateur cq,¢ de I; en posant :

1 N
Cant = T+ Zg (xz) +9 (yz) . (17)
2N 4

Si les variables g (X;) et g (Y;) sont corrélées négativement, cet estimateur est plus efficace
que l'estimateur de Monte Carlo standard fondé sur un échantillon iid de taille 2/V.

RUBINSTEIN [19] propose la méthode suivante pour la simulation des échantillons (;); ;< 5
et (¥i);<;<n dans le cas ot g o ™~ est monotone (= représente I'inverse de la fonction
de répartition de la loi p) : x; est généré a partir de la réalisation d’une loi uniforme wu;
en posant

= (ui),

y; étant généré de la méme fagon a partir de 1 — u;. Cette méthode est relativement
restrictive dans la mesure ou d’une part, il faut que la condition de monotonie portant
sur go u~ soit vérifiée, et d’autre part, il faut disposer de =~ de fagon analytique, ce qui
est rarement le cas.

Une méthode plus aisément implémentable a été proposée par GEWEKE [8] dans le cas
ol la loi p est symétrique autour d’'une valeur m. Cette méthode consiste a simuler
un échantillon de N réalisations (z1,...,xy) de fagon indépendante suivant la loi p
et & poser y; = 2m — x;,i € {1,...,N}. Une telle méthode est facilement applicable
en finance dans la mesure ou les variables aléatoires simulées sont la plupart du temps

construites a partir de lois normales.

Stratification

Supposons maintenant que 1’on puisse découper l’espace S des valeurs de X en k
ensembles mesurables Str;, appelés strates, pour lesquels on sait calculer

w(Stry) = Q (X € Stry) = Q(Str (X) = Stry)

ou Str (X) représente la variable aléatoire indicatrice de la strate dans laquelle se situe
X. Si de plus, on est capable de générer les variables aléatoires conditionnelles X |
(Str(X) = Str;), de lois

15157“1 (x)
p(Stry)

il peut étre intéressant de récrire le paramétre d’intérét I, = EQ [g (X)] sous la forme
équivalente suivante :

w; (dx) = p(dr),ie{1,... k},

k
I, = Z 1 (Stri) EQ[g (X) | X € Stry]
i=1
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ou
B2 (g (X) | St = o | g (@) u(do).
H (St,ri) Str;
La méthode de Monte Carlo par stratification consiste alors a simuler, au sein de chacune
des strates Str; considérée, un échantillon de IV; réalisations indépendantes (a:zl, e IB}Vl)

issues de variables aléatoires distribuées suivant ji;. On construit alors un estimateur sans
biais de I, en posant

= (Str) o~
i=1 Jj=1

Posons N = Zle N; et supposons que N; = p(Str;) N. Dans ce cas, la variance de
I'estimateur cg;, S’écrit :

var (cur) = B2 Joar (g (X) | Str (X))].
La formule de décomposition de la variance permet d’écrire
var (g (X)) = B [var (g (X) | Str (X)) + var (E2[g (X) | Str (X)])
si bien que
1
var (csr) = var (cg) — e (EQ [g(X) | Str (X)]) .

La stratification permet donc de réduire la variance, par rapport & une méthode de Monte
Carlo standard, du terme var (EQ [g (X) | Str (X)]) . Notons que cette méthode sera
d’autant plus efficace que la variance de la variable g (X) au sein de chacune des strates
sera faible, et que la variance inter-strate sera élevée.

Le cas d’un vecteur gaussien. On s’intéresse ici au cas particulier d’'un vecteur
gaussien, les résultats obtenus dans ce court paragraphe étant utilisés par la suite.

Considérons une variable aléatoire X & valeur dans S = R¢, de loi A/ (0, ;) et un vecteur
unitaire s € R%. Le vecteur aléatoire X peut se récrire sous la forme

X=(/X)s+Y

ouY = X — (¢’X) s est un vecteur gaussien centrée de matrice de variance-covariance
I, — P, P, étant la matrice de la projection orthogonale sur le vecteur s. De plus, s'X
est une variable aléatoire normale centrée réduite.

On construit alors k strates Str;,i € {1,...,k}, suivant la valeur prise par la variable
s’ X. Plus précisément, on définit Str; par

L, .
\ﬁe{1,...,k},XesmcﬂTgcb(s’X) <%
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ou @ représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. On tire alors
le vecteur aléatoire X | X € Str; a partir de la décomposition :

loi

X|XeStri Zo (u)s+Y

ol u; suit une loi uniforme sur [%7 %] indépendante de Y.

Le probléme qui se pose alors est de déterminer une direction s permettant de réduire
significativement la variance. Nous traiterons cette question dans la deuxiéme partie de
ce rapport.

Echantillonnage pondéré

L’échantillonnage pondéré constitue une quatriéme méthode permettant de construire
des estimateurs du parametre d’intérét I, (équation 1.2 page 4 ), dont la variance, pour
un nombre de simulations donné, est inférieure a la variance de l’estimateur de Monte
Carlo standard. L’idée de I’échantillonnage d’importance est d’utiliser non plus la loi
pour la simulation des variables aléatoires, mais une loi instrumentale qui tient compte
de la répartition, au sein de ’espace S, du produit g (x) p(dz). Les simulations ainsi
obtenues sont alors pondérées pour supprimer le biais induit par le changement de loi
lors de I’étape de simulation.

Supposons que l'espace S puisse étre identifié & R?,d > 1, et que la mesure de probabilité
1 admette une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? :

(dz) = f (x) do.

De plus, en limitant le champ de I’étude aux fonctions g positives, on peut réécrire I,
sous la forme

f:/gwmwwwm (1.9)
JRA

ol D représente le domaine au sein duquel la fonction g prend des valeurs strictement
positives.

Considérons & présent une fonction de densité sur R?, notée h, telle que
Vo € R g (x) > 0= h(zx) > 0.

Le relation (1.9) peut se réécrire

I, = ‘/Rdg(:v) o 1o (@) h (x) . (1.10)
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1. Evaluation de produits dérivés par simulation

Il apparait alors clairement que 'on peut construire un nouvel estimateur c¢;s du para-

metre I, en simulant N variables aléatoires indépendantes y1, ... ,yn suivant la loi h et
en posant
1 f (i)
Cis = — 9 (yi) (1.11)
"N & h(y)

La variance de cet estimateur vaut

' (g () % - Ig>2 h(z) da.

Ainsi la densité A* qui minimise la variance de ’estimateur pondéré s’écrit :

var (cis) = /

J D

la variance de l'estimateur c}, étant alors nulle. Notons que ce résultat est sans grand
intérét pratique puisque la construction de ~* fait intervenir le parametre d’intérét 1!
Il montre néanmoins que la densité h & utiliser pour la construction de ¢;s doit étre
choisie de telle sorte que f—}f soit quasi constant et de variance finie. Le changement de
loi conduit donc a un tirage fréquent des valeurs de x pour lesquelles le produit g f prend
des valeurs élevées, les valeurs de x telles que f () g (x) est faible étant plus rarement

sélectionnées.

Le cas des processus de diffusion. Le choix du changement de probabilité pour la
simulation des variables aléatoires constitue la difficulté principale des méthodes d’échan-
tillonnage d’importance. La famille de densités possibles, au sein de laquelle on recher-
chera la loi instrumentale, dépend bien entendu du cadre d’analyse dans lequel on se
place.

Dans le cas particulier des modeéles financiers, les variables aléatoires utilisées corres-
pondent la plupart du temps a des processus de diffusion. Ainsi, I, s’écrit

Ig:Ig(tﬂx):EQ[Q(X57t§3§T)|Xt:5da

X = (Xt)g<y<r ¢tant un processus a valeur dans R?, solution d'une équation différentielle
stochastique de la forme

dXt = b(t,Xt) dt—’-G'(t,Xt)th, (112)

ot (Wy);~( est un mouvement brownien standard de dimension d défini sur 'espace

(Q,F,Q). Le théoréme de Girsanov permet ici d’introduire un nouveau formalisme afin
d’orienter le choix de la loi instrumentale.
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1. Evaluation de produits dérivés par simulation

Théoréme 1.1 - Girsanov —

Soit T > 0, (Q, (Ft)o<t<r ,.’FT,Q) un espace filtré et (W) un Fy — mouvement brownien
d — dimensionnel issu de 0.

Soit (¢t)0§t§T un processus & valeurs dans RY, mesurable, adapté. Si le processus M(?)
défini par

ot ot
M) = exp [— [ ouaw. =5 [ o, ds] :
JO J0

est une martingale sous Q alors on définit une nouvelle probabilité Q®) sur (Q,Fr) en
1
posant” :

dQ(#) _ @
dQ T
et le processus By = Wy + fot ¢y ds, t € [0,T] est un Fy-mouvement brownien pour la
probabilité Q).
Compte tenu de ce théoréme, il apparait que le parametre d’intérét I, (¢, x) peut s’écrire :

1, (t,z) = EQ? [g (Xt <s<T)LY| X, = x} : (1.13)

ol

1@ _ M
B VIC)

= oxp | [ 6udBs — 4 [0, ds|

Un estimateur cz(-z)) (t,x) de I, (t,x) peut donc étre construit en simulant N trajectoires

indépendantes suivant la loi du processus (X ), sous la probabilité Q(#), et en posant

N
1 , .
AP (t,2) = < Z;g (s (i) ,t <5 <T) L) (i) . (1.14)
1=
La simulation de trajectoires suivant la loi du processus (X;),. .« sous la probabilité
Q(?) peut étre réalisée en remarquant que (XS)tg s<7> solution de I'équation différen-

tielle stochastique (1.12) sous @, est la solution, sous Q). de l'équation différentielle
stochastique suivante :

dXs =1[b(s,Xs) — 0 (s,Xs) ¢, dt + 0 (s, Xs)dBs. (1.15)

'Une condition suffisante portant sur le processus ¢ correspond au critére de NOVIKOV : si
EC [exp <.]'0T EXE ds)} < oo alors E¢ [M;‘b)} =1et M® est une Q — martingale.
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2. Changement de dérive déterministe

Le changement de probabilité pour la construction d’un nouvel estimateur cz(-f) (t,z)
de I, (t,x) conduit donc & la modification du processus de dérive intervenant dans la
caractérisation du processus (X;). L’idée est ici de modifier 'allure des trajectoires par
le choix d’un processus ¢ judicieux, afin de prendre en compte les spécificités de la
fonction g & intégrer.

Les deux sections suivantes présentent deux approches différentes conduisant a la construc-
tion d'un processus ¢ permettant de réduire la variance de l’estimateur de I,. Dans la
premiére approche, le processus ¢ utilisé est une fonction en escalier déterministe. Dans
la seconde approche, ¢ est un processus stochastique : ¢, dépend, de facon déterministe,
de la valeur X; du processus sous-jacent a la date t. Que ¢ soit stochastique ot détermi-
niste, la construction de ce processus repose sur l'utilisation de résultats asymptotiques
issus de la théorie des grandes déviations. Appliquées a ’évaluation de produits dérivés,
ces méthodes s’avérent particuliérement efficaces dans le cas d’options trés en dehors de
la monnaie.

2 Changement de dérive déterministe

Cette partie est consacrée a la mise en place d’une méthode d’échantillonnage pondéré
pour le calcul du parameétre d’intérét

I (t,x) =EQ[g (X5,t <s < T) | X; =

ol (X) est un processus défini sur un espace probabilisé (€2, (%), F,Q), a valeurs dans
R?, solution d’une équation différentielle stochastique de la forme

ot (Wy) est un (F;) —mouvement brownien sous la probabilité Q. Notons que I'on sup-
pose désormais que les fonctions b et ¢ sont indépendantes du temps.

Dans la section précédente, nous avons explicité une méthode permettant de définir, a
partir d’un processus ¢, ’estimateur CEZ)) (t,) (relation 1.14 page précédente) de I, (t, ).
On dispose a priori d’une trés grande liberté de choix pour le processus ¢, dans la mesure
ol la seule contrainte qui lui est pour 'instant imposée est de vérifier les hypothéses du
théoréme de Girsanov. En particulier, ¢ peut étre déterministe ou stochastique. Dans
cette section, nous limitons le domaine des processus ¢ admissibles aux seuls processus

déterministes.

La détermination d’une fonction ¢ conduisant & un estimateur cgf) (t,z) de faible va-
riance est menée aprés discrétisation de ’équation différentielle stochastique vérifiée par
(X¢) . Une telle approche restreint le domaine des fonctions possibles aux fonctions en
escalier. Le choix de la meilleure fonction possible repose ensuite sur un raisonnement
heuristique, raisonnement qui conduit & un choix optimal dans un cadre asymptotique.
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2. Changement de dérive déterministe

2.1 Discrétisation du processus de diffusion

1l existe de nombreuses méthodes pour simuler la solution d’une équation différentielle
stochastique (cf PARDOUX et TALAY [17]) entre les dates t et T. La méthode que nous
utiliserons correspond a la méthode la plus simple. Il s’agit de la méthode d’Euler aléa-
toire.

Méthode d’Euler aléatoire

Etant donnée 'équation différentielle stochastique (2.1), on fixe un pas de temps At =
%, l € N, et on construit un processus en temps discret (Y;) approximant aux différentes
dates iAt, 0 <i <, le processus X solution de (2.1) en posant :

%:Xt::[j

2.2
Yiii=Yi+b(Y;) At +0(Y3) (VVt+(z'+1)At — Wiyint) (2:2)

Le processus X g) =Y,

t+[ot] ,t < s < T approxime alors (Xt)tg s<T dans le sens suivant :

Théoréme 2.1 Pour tout T > 0,

2
EQ sup )Xs(l) — X < Cr_iAt

t<s<T

ot Cr_y est une constante ne dépendant que de T —t

Pour un horizon donné T, il est donc possible de rendre ’écart entre le processus
(Xs),<s<7 €t le processus (X §”> cer aussi petit qu’on le souhaite. Il suffit pour cela
- = t<s<

de choisir un pas de discrétisation At suffisamment fin.

L’estimation de I, (¢, x) est réalisée a partir de la simulation de trajectoires du processus
X. Une premiére approximation est donc faite puisque le calcul réellement mené est celui
de

I, (t,z,1) = EC [g (Xs(l),t <s< T) | x® = a:} (2.3)

L’étude de la convergence de I, (t,x,1) vers I, (t,x) lorsque At tend vers 0 est traité
dans GOBET [10].

Changement de probabilité aprés discrétisation

Dans la mesure ou le schéma de discrétisation (2.2) est utilisé pour construire le processus
X, le paramétre d’intérét que lon cherche a calculer apparait comme l'espérance

14



2. Changement de dérive déterministe

d’une variable aléatoire dépendant d’un nombre [ de lois normales centrées réduites
indépendantes, & valeurs dans R9.

GLASSERMAN et al. [9] proposent alors d’étudier la méthode de réduction de variance
fondée sur un changement de probabilité en limitant le domaine de processus ¢ possibles
aux fonctions en escalier et déterministes.

Si l'on note ¢;, ¢ € {0,...,l—1}, la valeur prise par la fonction ¢ sur Uintervalle
de temps [t 4+ iAt,t + (i + 1) At] = [t;,ti41], le processus discrétise X vérifie sous la
nouvelle probabilité Q(?) induite par ¢ :

X(l) = x
X0~ i, b (X09) — o (X0) 6] at-+ Vo (x40 72

= X0 +0(x1) At +vBto (X)) [ 201 — Vg,

ol Z1,...,7 représentent ! loi normales centrées réduites indépendantes sous Q(?), a
valeur dans RY. Dés lors, si 'on note Z = (Z1,. .. ,Zl’)/, le parameétre d’intérét s’écrit,
sous la probabilite Q(#) :

I, (t,2,1) = B2 [ ( (Z \/_qs)) (Z \/_qs) | X80 = x}
i (Z - \/Eqﬁ) = exp (\/Ed (Z - x/E¢) + % W)
= exp (\/EQS’Z - % |¢I2>

On est donc ramené au calcul de I'espérance d’une fonction dépendant d’une loi normale
centrée réduite de dimension ld.

2.2 Construction de la dérive suivant un principe de grandes dévia-
tions

Pour simplifier les notations, g (X @ (Z)) est identifie dans cette section & g(Z) et ¢

représente le vecteur —v/At¢. De plus, on suppose que g est une fonction positive. Notons
D= {z eRM g > 0}. On définit alors sur D la fonction F' par

F(z)=1Ing(z),Vz € D.
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2. Changement de dérive déterministe

Minimisation du moment d’ordre 2

Compte tenu de ce que I'on vient d’écrire, le probléme que I'on se pose est le suivant :
on souhaite déterminer un vecteur ¢ € R, tel que la variable aléatoire

1

29@’@) 1p(Z + )

/
9(Z +p)exp (—@Z—
ait une variance la plus faible possible, Z étant un vecteur aléatoire gaussien centré
réduit sur R, sous la probabilité Q(¥). La minimisation de la variance de cette variable
aléatoire revient & minimiser son moment d’ordre 2 dans la mesure ol son espérance est
indépendante du vecteur ¢ considéré.

Le probléme de minimisation de la variance s’écrit donc :

mwin EQ¥ [g (Z + ) exp (—20'Z+ ') 1p (Z + ‘P)}

ce qui s’écrit, en repassant sous la probabilité initiale :

1
min E¢ [exp <2F (Z)+¢'Z + 54,0’@) 1D} ,ou Z ~ N (0,I) sous Q. (2.4)
¢

Ce probléme est complexe car il s’agit de résoudre un calcul d’espérance similaire & ceux
intervenant dans les calculs de prix d’options.

Approximation du probléme : la méthode de Laplace abstraite

Une résolution approchée peut néanmoins étre menée en utilisant une approximation
suggérée par la théorie des grandes déviations, issue du théoréme de la méthode de
Laplace abstraite (pour plus de précisions, nous renvoyons & I’annexe A page 40). En
effet, d’aprés ce théoreme, si F' est continue et s'il existe A € R tel que F (2) < A+c2'z
ol ¢ < i, alors :

tInEQ e%@F(\/ZZ)’*/Z*"'Z*%‘P"P)lD} — max < 2F (2) — o'z + 1(,0’@ L
t—0 zeD 2 2
Cela ameéne donc a chercher un vecteur ¢* tel que :
©* € argmin { max<{ 2F (2) — ¢’z + 1<,0'go — lz’z (2.5)
%] z€D 2 2 '

Résoudre ce probléme est encore relativement complexe (résolution d’un probléme min-
max). Nous présentons alors une approche qui conduit & un probléme plus simple.
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2. Changement de dérive déterministe

Simplification du programme d’optimisation

Une autre idée, afin de trouver le vecteur de dérive ¢ est de lisser la variable aléatoire
dont on cherche I'espérance I,. Revenons donc au probléme de la recherche de la dérive
¢ minimisant la variance de l'estimateur de la quantité inconnue I, (t,z,[). Si nous
notons fp (respectivement f,) la densité de la loi gaussienne centrée (respectivement
d’espérance ¢) de matrice de variance-covariance 1'identité, le probléme posé peut alors
se réécrire comme la minimisation de la variance de la variable aléatoire :

e

ou Z ~ N (p,I). Sous forme intégrale, cette variance s’écrit :

/D <g (2) ;Z Ei)) —1I (t,x,l)>2 fo (2) dz.

D’aprés ce que nous avons remarqué dans la présentation de ’échantillonnage pondéré
(sous-section 1.3), une maniére de chercher ¢ est de faire en sorte que la densité f, soit
le plus proportionnel possible a la fonction gfo. Pour cela, plagons les maxima de f, et
de la fonction gfp au méme endroit. Cela revient alors & chercher le vecteur ¢ comme
solution du programme :

1p(Z2)

p* € arg max {F (2) — %z'z} (2.6)

Ce programme est bien plus facile & résoudre que le programme trouvé dans la premiére
approche. La proposition suivante démontrée dans GLASSERMAN et al.[9] prouve alors,
sous certaines conditions, qu’il est possible de se limiter a la résolution de (2.6).

Proposition 2.1 Supposons qu’il existe une fonction h telle que D = {z : h(z) <0} et
qu’il existe z € D tel que h(z) < 0. Supposons que F (x) — A—llm’x soit concave sur D. Si
©* est solution de (2.6), alors ¢* résout (2.5).

Pour ’ensemble des applications que nous étudierons par la suite, les conditions de la
proposition sur le domaine D et sur F' seront vérifiées. Cependant, I’hypothése la plus
contraignante sur le plan pratique est que D doit étre convexe, ce qui n’est par exemple
pas le cas lorsque ’'on étudie les options & barriére.

La résolution approchée du programme (2.4) que nous venons d’effectuer en considérant
le programme simplifié (2.6) peut étre interprétée de la fagon suivante : la définition du
changement de probabilité a partir de ¢ € argmax,cp {F (2) — %z’ z} élimine la part de
la variance due a la composante linéaire de F'. En effet, ¢ vérifie la condition du premier
ordre :

p=VF(p).
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2. Changement de dérive déterministe

En réalisant un développement de Taylor au premier ordre de F' au point ¢, on obtient :

eF(DFVE(R) 2+0(2'2)=¢' Z—5¢'¢q | — oF(P)=3¢'¢+0(2'2) 1

L’idée naturelle prolongeant cette approche, pour réduire encore la variance, est alors
de mettre en place une méthode éliminant la part de la variance due & la composante
quadratique de F'. La méthode de stratification présentée dans la section suivante permet
de résoudre un tel probléme.

2.3 Accélération de la convergence par stratification

Dans cette partie, nous allons chercher une direction de stratification du vecteur gaussien
Z, suivant le formalisme présenté dans le paragraphe 1.3 page 8. Effectuons pour cela
un développement de Taylor de F' au second ordre. Il vient, en notant H le Hessien de
F

F(Z+0)—'Z=5¢"01 ) — oF(9)- 3¢ 32 H(9)Z+0(2'2)q
Le choix essentiel est donc celui d’une direction s qui permet de réduire significativement
la variance. Cela revient donc & chercher un vecteur s qui minimise la variance suivante :

k
%Ze%Z’H@Zb | St (2)
=1

2 mot.

0L = var EC

ot Str(%) (Z) représente la variable indicatrice de la strate dans laquelle se situe Z. Plus
précisément,

Str®) (Z) = Str; = {S,Z € Str; = [(ID_l <Z ; 1) , 071 (%)] } )

k correspondant au nombre de strates considérées. Ce probléme est complexe car la
variable aléatoire s'Z | s'Z € Str; (variable gaussienne tronquée) a une loi non standard,
et ainsi le vecteur aléatoire Z | s'Z € Str; ne posséde plus une loi standard. Pour
simplifier le probléme et se ramener au cas gaussien, on utilise alors le lemme suivant :

Lemme 2.1 si k est une puissance de 2,

(rik = %E@ {var (e%Z’H(‘p)Z | S/Z)} +o <%>

La variable aléatoire Z | s'Z est cette fois bien une loi gaussienne. Cela ameéne donc a
chercher la direction optimale de stratification en résolvant le probléme :

min E% [Var [e%ZIH(‘P)Z | s'ZH (2.7)

s:8's=1

Ce probléme est alors résolu grace au théoréme suivant :
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2. Changement de dérive déterministe

Théoréme 2.2 Soient ey, - ,eyq les vecteurs propres (normalisés) de H (p) de valeurs
propres respectives Ay, -+, Ng. Soit 7 Uindice tel que :

)\j* i = max AZ i
1 — Aj i=1,ld \ 1 —\;

alors ej« résout le probléme (2.7).

En pratique, il s’agit donc, une fois trouvé le changement de dérive ¢ optimal, de calculer
la matrice hessienne de F' en ce point. On calcule ensuite les valeurs propres de la matrice
obtenue, et I’on choisit comme direction de stratification un vecteur propre unitaire e;«
associée a la valeur propre \;« vérifiant :

Ao \2 Ao
J* _ %
<1_)‘j*> _igéz(,l(l—Ai)

Nous allons voir dans la suite plusieurs applications de cette méthode.

2.4 Applications : options sur un sous-jacent a volatilité stochastique

On se place ici dans le cadre d’'un modéle & volatilité stochastique. La spécification
que nous avons choisie est celle de HULL et WHITE [15]. Dans ce modele, la valeur du
sous-jacent est gouvernée, sous une mesure martingale QQ, par ’équation différentielle
stochastique :

ds
?t = rdt+/VidWi,
t

dVy = vVidt +EVidWay

ou (Wiy),(Wa,) sont deux mouvements browniens standards tels que (dWi ¢, dWay) =
pdt, ou r représente le rendement de 'actif sans risque, v et £ sont 2 parameétres du
modéle. Comme cas particulier de ce modeéle, on retrouve le modéle de BLACK-SCHOLES

(rv=¢£=0).

La théorie d’accélération des techniques de Monte Carlo présentée dans ce paragraphe
s’effectue sur le processus discrétisé :

S = S (1 FrAt+ Vz-AtZi)
Vier = V,e(v—%EQ)At—&-&\/E(pZH-\/l—pQZH_i)

ou Z = (Zy,---,Zy) est un vecteur gaussien centré et de variance l'identiteé.

Application numérique 2.1 Pour les options que nous étudierons dans la suite de
cette section, nous avons choisi les valeurs suivantes :
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2. Changement de dérive déterministe

— La valeur So du sous-jacent est choisie ¢ 100, le prixz d’exercice K a 110, la volati-
lité initiale \/Vg a 0,2, la corrélation p entre les browniens vaut —0, 5, le rendement
r vaut 0, la tendance v de la variance est nulle, et le nombre | de pas de discréti-
sation est choisi a 32.

— Nous allons ensuite jouer sur la maturité T' des options considérées afin de rendre
les options plus ou moins hors la monnaie. En effet, plus la maturité sera faible
plus la probabilité que option ait un payoff nul sera grande. Enfin cette étude
s’effectuera suivant différentes valeurs de &, calibrant la perturbation de la volatilité
du sous-jacent.

Premier exemple : option asiatique

L’option asiatique est caractérisée par un payoff terminal fonction d’une moyenne arith-
métique de valeurs du sous-jacent & différentes dates. Ainsi, pour des dates a intervalles
réguliers, 'option asiatique de prix d’exercice K que 'on étudie aura un payoff terminal
de la forme (S (Z) — K )+. On veut donc trouver l'espérance de

1 +
e T(S(2)-K) = (% >8.(2) - K>
i=1

oll Z est un vecteur gaussien de dimension 2/. En appliquant ce qui précéde, la dé-
rive optimale est obtenue en maximisant (de facon numeérique), sur le domaine D =

{z e R¥| (5(2) — K) > 0}, la fonction :

In(S(z) - K) - %z’z.
Puis, une fois la dérive optimale ¢ estimée, on calcule la matrice hessienne de la fonc-
tion In (S (.) — K) au point ¢. On choisit alors la direction optimale de stratification &
partir d’une diagonalisation numérique de la matrice obtenue, en utilisant le résultat du
théoréme 2.2. Le graphique 2.1 page suivante présente les vecteurs obtenus dans le cas
d’une option de maturité 1 an.

Nous présentons dans le tableau B.1 page 42 I’évolution des réductions de variance
lorsque la maturité diminue, pour £ = 0.2 et £ = 0.

Les réductions de variance dépendent bien évidemment des paramétres du modéle, mais
sont significatives dans de nombreux cas. Pour une maturité d’'un an, les parameétres
choisis sont raisonnables, et I'option asiatique aura souvent un payoff non nul sous la
probabilité initiale. Pourtant les accélérations de convergence sont déja non négligeables.
Ainsi, on trouve pour £ = 0.2 une réduction de variance d’un facteur 15 avec changement
de dérive, de 864 avec changement de dérive et stratification, par rapport & une méthode
de Monte Carlo classique. Dans le graphique 2.2 page suivante, nous présentons les
courbes de convergence des différentes méthodes correspondant a ce jeu de parameétres.
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2. Changement de dérive déterministe

Derive
— Direction optimale de stratification

partie sous—jacent partie volatilite

— 0.6 . I . I . I I . I . I .
Q 10 20 30 40 50 60 70

Graphique 2.1. Dérive et direction optimale de stratification pour une option asiatique, modeéle
de HULL et WHITE. K = 110, So =100, Vo =0.04, £ = 0.2, p=—0.5, v =0, et [ = 32
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Graphique 2.2. Estimation du prix d’une option asiatique de maturité 1 an et de prix d’exercice
110, modéle de HULL et WHITE. Sy = 100, V5 =0.04. £ =02, v =0, p=—-0.5et [ = 32.
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3. Changement de dérive stochastique

De plus, lorsque 'exercice de 'option devient rare, les réductions de variance peuvent
étre trés importantes. Ainsi, si la volatilité est choisie constante (i.e. v = £ = 0), ce
qui correspond au cas particulier BLACK-SCHOLES, et que 1’on choisit une maturité plus
petite (en l'occurrence T' = 0.25), le facteur de réduction de variance est de 41 avec
changement de dérive, et de 7847 avec changement de dérive et stratification.

Sur ces premiers résultats, on voit conformément a 'intuition que le facteur de réduction
de variance est d’autant plus important que 'option est en dehors de la monnaie.

Deuxiéme exemple : option européenne d’achat

Dans le cadre du modeéle a volatilité stochastique étudié, et de la discrétisation utilisée,
on s’intéresse maintenant a un payoff terminal de la forme : (St (Z) — K)*, et l'on
applique le changement de dérive déterministe et la stratification suivant la méthode
précédemment présentée. Le domaine D = {z eR? | Sr(2) > K } est bien convexe et
on obtient la dérive optimale ¢ en maximisant sur D de fagon numérique 1’équation :
1
In(Sr(z) — K) — 52’2.

La stratification optimale s est obtenue ensuite en calculant la matrice hessienne de la
fonction In (S7 (.) — K) au point ¢. Les réductions de variance sont alors significatives
lorsque l'option est trés en dehors de la monnaie. Le tableau B.2 page 42 met en lumiére
la croissance du facteur de réduction de la variance lorsque la maturité diminue.

Conclusion

La méthode présentée ci-dessus fondée sur un changement de dérive et sur une stratifi-
cation permet une accélération de la convergence, surtout lorsque les options sont treés
en dehors de la monnaie. Cependant, une des hypothéses les plus contraignantes de cette
méthode est que le domaine D ou le payoff de I'option est non nul doit étre convexe.
Ce n’est par exemple pas le cas lorsque I'on s’intéresse a4 une option & barriére. De plus,
en se limitant & un changement de dérive déterministe, on n’utilise pas 'information
accumulée grace a I’évolution de la valeur du sous-jacent. Nous présentons dans la suite
de ce mémoire une deuxiéme méthode qui permet de traiter ce cas par un changement
de dérive stochastique.

3 Changement de dérive stochastique

Dans la partie précédente, la recherche d’'un nouveau processus de dérive permettant
de construire un estimateur de I, (t,x) de variance inférieure a celle de l'estimateur
de Monte Carlo standard est effectuée aprés discrétisation du processus de diffusion
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3. Changement de dérive stochastique

(X¢) . La méthode présentée dans cette section n’intégre le probléme de la discrétisation
qu’aprés détermination de la nouvelle dérive. De plus, on ne restreint plus le domaine
des processus ¢ possibles aux seules fonctions déterministes : ¢ peut étre stochastique
dans le sens ou il peut s’agir d’une fonction du processus (Xt).

Comme nous ’avons déja noté dans la premiére partie de ce mémoire, lors de 1’étude gé-
nérale des méthodes d’échantillonnage pondéré, il est possible d’exprimer le changement
de probabilité qui conduit & un estimateur de variance nulle en fonction de I (¢, x).
Un tel résultat semble a priori inutile dans la mesure ol le parameétre d’intérét, qui
est inconnu, intervient dans la construction de I’estimateur optimal. Il peut néanmoins
nous aider a choisir un changement de probabilité pertinent, qui induira une réduction
significative de la variance.

Nous présentons dans les paragraphes suivants une méthode d’échantillonnage d’impor-
tance dans laquelle le changement de dérive est réalisé a partir d’'une approximation
du changement de dérive optimal. Nous étudierons ensuite 'efficacité de la méthode en
I’appliquant au calcul du prix des options d’achat européennes et des options & barriére
de type DIC (Down and In Call).

3.1 Processus optimal ¢*

Jusqu’ici, nous avons supposé que g pouvait dépendre de I’ensemble des valeurs prises par
le processus X entre les dates t et T'. Dans ce paragraphe seulement, nous ne considérons
que les fonctions g dépendant uniquement de la valeur terminale X7. Dans ce cas, il est
en effet possible d’exhiber un changement de dérive optimal, conduisant & une variance
nulle.

Le parameétre d’intérét I, (¢, x) se réécrit, sous la probabilité Q(?) induite par le processus
o :
I (t,2) = B2 g (Xr) L) | X = o] .

On peut alors montrer, en appliquant le calcul d'Tto, que la variable g (X7) LE@ s’écrit :

T
g (Xr) L) = 1, (t,2) +/ L [0(X,) Valy (5, Xs) + 6,1, (5, X5)] dBy
t

ou VI, représente le gradient de la fonction I, par rapport aux coordonnées de X. Il

apparait donc que la variance de g (X7) LE@ sera nulle dés que

1

m(r (Xs)' Vi, (s, X5) . (3.1)

¢s:¢::_
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3. Changement de dérive stochastique

La fonction I, étant inconnue, il est impossible d’implémenter un changement de dérive
utilisant ¢*. Néanmoins, I'utilisation d’un processus ¢ construit a partir de la formule
(3.1), en remplagant I, par une fonction qui I’approxime, peut permettre une réduction
significative de la variance. Notons de plus que si la formule (3.1) a été établie pour
des fonctions g ne dépendant que de X7, on peut supposer que son utilisation, dans le
cadre plus général de fonctions dépendant de tout ou partie de la trajectoire, induira
également une réduction de la variance.

La recherche de processus ¢ pertinents peut étre menée suivant deux directions diffé-
rentes.

1. La premiére approche consiste a utiliser une approximation asymptotique de la
fonction I, dans la formule (3.1) dans le cas ou g correspond au payoft de I'op-
tion Up and In Bond? (UIB). On utilise pour cela un résultat issu de la théorie
des grandes déviations. Le changement de dérive qui en résulte permet de simu-
ler un plus grand nombre de trajectoires appartenant au domaine d’exercice de
Poption UIB. Dés lors, il peut étre appliqué a tout type d’option caractérisée par
un domaine d’exercice similaire : c’est par exemple le cas de 'option d’achat eu-
ropéenne. Nous montrerons comment la méthode peut-étre étendue au cas des
options & barriére en considérant le cas particulier de 'option DIC.

2. Dans la deuxiéme approche, on remplace la fonction I, (t,2) dans la formule (3.1)
par la fonction I, (t,z) que I'on obtient lorsque 1'on spécifie un nouveau modeéle
sous-jacent pour le processus (X;) “approximant” le modeéle initial, et dans le-
quel I, (t,x) s’écrit sous la forme d'une formule fermée. Le modéle de BLACK et
SCHOLES constitue un candidat naturel pour appliquer ce type de méthode.

3.2 Utilisation des grandes déviations pour ’accélération de la conver-
gence

La méthode que I'on cherche & mettre en place ici repose sur I’'idée suivante : si ’exercice
d’une option, définie par sa fonction de payoff ¢, correspond & un événement rare, une
proportion élevée de trajectoires simulées conduit & un payoff nul. Il est alors difficile
d’évaluer avec précision la répartition du payoff au sein du domaine d’exercice. De fagon
plus problématique, il se peut méme que ’on ne parvienne & simuler aucune trajectoire
induisant un payoff strictement positif. On s’attend donc & ce que la variance de ’esti-
mateur du prix I, (¢, x) soit élevée. Afin de réduire cette variance, il peut étre intéressant
de réaliser un changement de dérive rendant le domaine d’exercice plus probable.

2 . . N , Lz A . N s :
“L’option Up and in Bond permet a son détenteur de toucher 1 unité de numéraire a la maturité si
le sous-jacent passe au-dessus d’une barriére au cours de la vie du contrat.
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3. Changement de dérive stochastique

Le cas de option Up and In Bond

Dans cette optique, on commence par se restreindre au calcul de I, (t,x) dans le cas
ol ce parameétre correspond au prix UIB (t,z) d'un Up and In Bond, c’est a dire d’une
option versant 1 unité de numéraire si I'actif sous-jacent passe au-dessus d’une barriére
K prédéfinie. Notons I' le domaine de R? A atteindre pour que I’option soit exercée :

F:{xeRd,xlzK}.
Introduisons le temps d’atteinte 7 de ce domaine, défini sur |¢, co] :

T=inf{s >t,X; €T}.
Compte tenu de ces nouvelles notations, UIB (t,x) se réécrit :

UIB (t,x) =E%[1,<7 | X; = 2.

Une premiére approche : le modéle de Black et Scholes. Dans le cas particulier
ol le processus de diffusion considéré est a valeur dans R, solution de

dX; = bXydt + o X dWr,

on dispose d'un formule analytique de UIB (t, ) :

gl
UIB(tz)=Q(r <t|Xo=2) = ®(d) + (%) O (ds) (3.2)
ol ® représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, v =1 — 5—2,

dy = %ﬁ [ln = %O’Qt] , et dy = dy + yo/t. 1l est bien évident que le changement de
dérive que l'on peut obtenir ici ne sera d’aucune utilité pour le calcul de UIB (t,x).
Néanmoins, ce changement pourra servir pour estimer le prix d’options qui, méme dans
un cadre BLACK-SCHOLES, ne possédent pas de formules d’évaluation fermées. Compte
tenu de la formule (3.2), il est relativement aisé¢ de démontrer que

1 z\]?
lim —2t1 t|Xo=2)=|-1 (—)
iy -2 Q(r < Xo =) = | 21a ()]
On peut exploiter ce résultat pour construire un processus de dérive a partir de la

1 102 In (%)2}, ce qui conduit a

formule (3.1) : on approxime UIB (t,x) par exp {—MT

poser

6(13) =~ In () Loer

Cette derniére formule montre que trois paramétres influencent 'amplitude de la cor-
rection apportée a la trajectoire :
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3. Changement de dérive stochastique

— le temps restant pour atteindre la barriere K.

— le niveau de la volatilité : toutes choses égales par ailleurs, plus la volatilité du
processus est élevée, plus il est probable que le processus atteigne la barriére K
avant la date limite 7.

— la distance de = a K.

Généralisation aux modéles a volatilité stochastique. Le résultat obtenu dans le
cas particulier de modéle de BLACK et SCHOLES se généralise & 1’ensemble des processus
de diffusion solutions d’une équation différentielle stochastique de la forme

dXt =b (Xt) dt +0o (Xt) th

On dispose en effet du résultat suivant, portant sur le temps d’atteinte 7 défini précé-
demment :

%ir% —2tInQ (1 < t| Xo=x) =D*(x) (3.3)
ou ® est I'unique solution de viscosité de I’équation différentielle non linéaire

VD (z) o(x)o(x)) VD (z) =1 sizeRI\T

= (0 sinon (3.4)

Pour plus de détails sur ce résultat, le lecteur pourra se référer & FLEMING et SONER
[5], FOURNIE, LASRY et LIONS [6], et FOURNIE, LASRY et Touz [7].

Comme dans le cadre BLACK-SCHOLES, ce résultat permet d’exhiber une fonction ap-
proximant la parameétre d’intérét UIDB (t,x) puisque asymptotiquement,

?? (x)

UIB (t,.’lﬂ') ~ exp—m.

Le changement de probabilité utilisé pour réduire la variance de 'estimateur de UI B (t, x)

est alors construit & partir du processus ¢ suivant :

6(t,7) = ?820 () VD (x). (3.5)

L’implémentation de ce changement de dérive requiert au préalable la recherche de la
solution de viscosité a I’équation différentielle (3.4) . Nous présentons ici une approche
suggérée par FOURNIE, LASRY et Touzl [7], qui est fondée sur l'interprétation de D en
terme de distance au domaine T'.
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3. Changement de dérive stochastique

Interprétation de la fonction ©. Si I'on munit I'espace R% de la métrique locale
Ax) = [o(x)o (x)']_l, x € RY, associée a la fonction de volatilité o du processus de
diffusion, alors @ (x) s’interpréte comme la longueur du plus court chemin permettant
de rejoindre le domaine I' partant de . En effet la solution ® du programme (3.4) vérifie
également

D (x) = inf® (z,y) (3.6)

ou

D (z,y) = inf ./0‘1<A(w(t))w(t),w(t)>%dt

weH (x,y)

avec H (z,y) = {w € C* ([0,1] ,R?) : w (0) = z,w (1) =y}, w représentant la dérivée w
de par rapport a t.

La présentation de © sous cette nouvelle forme permet d’analyser de facon qualitative
I'impact du changement de dérive (3.5) sur la distribution des trajectoires du processus
(X¢).

Notons w* la solution du probléme (3.6). Asymptotiquement, I’événement {7 < T'} cor-
respond a I'ensemble des trajectoires du processus (X ) oscillant de fagon trés rapprochée
autour du chemin critique w*, celui-ci étant le plus court chemin reliant la position =
occupée en t au domaine cible I'. Sous la probabilité initiale, cet ensemble de trajec-
toires constitue un événement rare dans la mesure ot Q (7 < 7T') tend vers 0. Le résultat
(3.3) explicite la vitesse de convergence de cette probabilité vers 0 et montre qu’elle est
directement reliée & la distance ® du point x a I'.

En appliquant le changement de dérive (3.5), on modifie la distribution de (X;) de sorte
que la probabilité d’occurrence de I’événement {7 < T'} reste suffisamment importante
a mesure que 1’on se rapproche de la maturité T'. Le changement de dérive modifie donc
I’allure des trajectoires de sorte qu’elles se propagent autour du chemin critique w*.

Calcul numérique de ©. La représentation de © sous la forme (3.6) permet de
résoudre numériquement le calcul de ©. On peut en effet appliquer une méthode de
programmation dynamique en utilisant ’algorithme suivant (cf FOURNIE, LASRY et
L1oNS [6]) :

Algorithme 3.1 - calcul numérique de © —

1. Discrétiser un domaine de l'espace d’état R? du processus (X;) en une grille de
points.

2. Initialiser les points de I' appartenant a la grille a 0.
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J 4 5

Distance
2

7

Graphique 3.1. Distance ® a T' = {(s,0) : s > 110}, Modele de HESTON. p = —0.6, v = 0.1.

3. Sélectionner un point x sur la grille et calculer, pour ’ensemble des points y dont

on a déja calculé les distances © (y) a T, la distance ® (x,y) = \/(y —x) A(z) (y — o)
associée a la métrique locale A (x). Poser alors

D () = rrgin@ (y) +D (z,y) .

Notons que cette algorithme permet de construire les chemins critiques correspondant
a la métrique A. En effet, le point x étant sélectionné dans ’étape 3 de I'algorithme,
le point y minimisant © (y) + © (x,y) correspond au premier point succédant x sur le
chemin critique allant de x a T'.

Exemple 3.1 Nous présentons dans cet exemple les résultats que l'on obtient dans le
cas du modéle & volatilité stochastique de Heston [14]. (Xt) = (St, Vi) est a valeurs dans
R?, solution de ’équation différentielle stochastique

ds,
?t = rdt +/VdWi,
t

dVy = k(0 —V)dt+ v/ VidWay

ot (Wiy) et (Way) sont deux mouvements browniens standards unidimensionnels tels
que

<dW1,t, dWQ,t> = pdt
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Graphique 3.2. Chemins critiques associés a I' = {(s,0):s > 110}, Modele de HESTON.
p=—06,v=0.1.
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Graphique 3.3. Trajectoires simulées avant (pointillés) et apres (traits pleins) changement de
probabilité pour ’évaluation d’une option UIB de maturité de 7 jours et de barriére 110, Modele
de HESTON. p= —0.6, y = 0.1, r =0, K = 0.5, § = 0.22. Initialement, Sy = 100 et o¢ = 0.2
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Le graphique 3.1 page 28 représente la surface © que l’on obtient dans le cas ot :

v=0.1¢etp=-0.6
r'={(s,v),s > 110}

Le graphique 3.2 page précédente correspond auzx chemins critiques associés & ce méme
jeu de paramétres. La corrélation entre les deux mouvements browniens (W) et (Way)
étant négative, une augmentation de Sy sera en général accompagnée d’une diminution
de la variance Vi. Ceci explique 'allure des chemins critiques : partant du point (sg,00)
avec sg < 110, le domaine T est atteint plus rapidement en réduisant le niveau de la
volatilité dans la mesure ot cela induit généralement une hausse du sous-jacent.

Le graphique 3.3 page précédente illustre la fagon dont les trajectoires sont modifiées en
utilisant le changement de dérive (3.5). Nous avons représenté 5 trajectoires différentes
pour t compris entre 0 et 7 jours, simulées pour évaluer une option Up and In de ma-
turité restante égale o 7 jours. A la date initiale, So = 100 et o9 = 0.2, et le domaine
d’exercice correspond o T' = {(s,0),s > 110}. Le temps restant avant la maturité étant
trés court, la probabilité initiale de [’événement I' est trés faible. Il sera donc trés diffi-
cile de simuler des trajectoires conduisant & 'exercice de l'option. Sur le graphique, on

.....

voit que les § trajectoires simulées sous la probabilité initiale (représentées en pointillés)
restent concentrées autour de la valeur initiale (Sp,0¢). Sous la nouvelle probabilité, on
obtient, o partir de la méme graine, 5 trajectoires (en traits pleins) qui se propagent
autour du chemin critique (en noir).

Changement de dérive pour les calls européens et les options DIC

L’intérét du changement de dérive que ’on vient de construire dans le cas de 'option Up
and In Bond est de modifier la distribution des trajectoires afin d’accroitre la probabilité
de l'exercice de I'option. Dés lors un tel changement de dérive peut s’avérer intéressant
dans un cadre plus général que celui de ’évaluation de UIB (t,z) : on peut l'utiliser
pour évaluer toute option possédant un domaine d’exercice semblable & celui de ’option
Up an In. C’est par exemple le cas de l'option d’achat européenne ou des options &
barriére.

Si I'utilisation de ce changement de dérive ne prend pas en compte les spécificités de
la distribution du payoff sur le domaine d’exercice, on peut néanmoins s’attendre & ce
qu’elle induise une réduction de la variance dans la mesure oti ’on simulera davantage
de trajectoires appartenant au domaine d’exercice. Par suite, cette réduction devrait
étre d’autant plus importante que la probabilité d’exercer est faible, c’est-a-dire dans le
cas des options trés hors la monnaie.

Evaluation d’options d’achat européennes. Dans le cas du call européen, le do-
maine d’exercice s’exprime quasiment de la méme facon que pour l'option binaire : le
détenteur d’une telle option touche la différence, lorsqu’elle est positive, entre le prix St
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du sous-jacent a la maturité T et le prix d’exercice K de 'option. Formulé dans le cadre
d’un modele & volatilité stochastique, le domaine d’exercice I' s’écrit

I'={(s,0) eR%,s > K}.

Dans le cas des calls européens, on utilisera donc directement la formule (3.5) pour
construire un estimateur de moindre variance que ’estimateur de Monte Carlo standard.

Application numérique 3.1 Nous avons appliqué la technique de réduction de va-
riance fondée sur lutilisation directe du changement de dérive (3.5) & un ensemble de
calls européens pour deux modéles o volatilité stochastique différents® :

— Le premier modéle correspond au modéle de HESTON que [’on a déja présenté dans
Uexemple 3.1 page 28 . Nous reprenons ici le méme jeu de paramétres : v = 0,

k=0.5,0=02%v=0.1¢et p=—0.6.

— Dans le second modéle, on change ’équation différentielle caractérisant la diffusion
de la volatilité au cours du temps. On suppose que Yy = Inoy, t > 0 est solution de

dY; = (C — k‘Y;g) dt + ’ydeﬂg

Le jeu de paramétre retenus en application est : v =0, k=0, v=0.25, c = —32L2
et p=—0.5.

L’ensemble des options considérées ont un priz d’exercice de 110, le paramétre variant

......

Les tableaux C.3 page 44 et C.5 page 45 situés en annexe de ce mémoire présentent les
résultats obtenus.

Conformément & ce que 'on pouvait penser a priori, 'utilisation du changement de
dérive (3.5) induit une réduction de variance, celle-ci étant d’autant plus importante que
I’on se rapproche de la maturité. Néanmoins, le fait d’accroitre le nombre de simulations
appartenant au domaine d’exercice sans se préoccuper de la répartition du payoff sur
ce domaine ne permet pas d’obtenir des réductions de variance trés importantes. Par
exemple, dans le cas du modéle de HESTON la réduction de variance est de 11.6 pour
I'option de maturité 1 mois.

Evaluation d’options a barriére DIC. L’option a barriére DIC est une option
d’achat européenne que le détenteur peut exercer si le sous-jacent passe sous une certaine
barriere H inférieure au prix d’exercice K, avant la maturité du contrat. Le domaine
d’exercice de 'option est donc plus complexe que dans le cas de 'option Up and In ou
du call européen. Néanmoins, il est possible de construire un changement de dérive fondé
sur la formule (3.5) en décomposant les trajectoires en deux portions :

3La spécification compléte des deux modeles est rappelée 4 I'annexe B de ce mémoire.
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Trajectoire standard
Trajectoire avec changement de drift 213
Trajectoire avec changement de drift (2
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Graphique 3.4. Changement de dérive appliqué a une option DIC, modéle de HESTON. r = 0,
k=0.560=0.2527v=0.1,p=—0.6.

— tant que la barriere H n’est pas atteinte, on utilise le changement de dérive (3.5)
associé au domaine I'yy = {(s,(r) € Ri, s < H} ;

— une fois la barriére atteinte, on se retrouve dans le cas du call européen et on
applique le changement de dérive (3.5) associé a 'y = {(5, o) €RZ,s > K}.

Cette premiére approche accroit le nombre de trajectoires simulées permettant 1’exercice
de 'option. Néanmoins, lors du premier changement de dérive, on ne prend pas en compte
la distance de la barriére au prix d’exercice. Avant que la barriére ne soit atteinte, on
sous-estime donc la distance au domaine d’exercice, ce qui réduit la portée de la méthode.

Une deuxiéme approche consiste & utiliser un changement de dérive fondé sur la formule
(3.5) pour atteindre la barriere H en intégrant la distance de la barriere au strike dans
le calcul de la D. Pour cela, on modifie la premiére étape de 1’algorithme 3.1 page 27 en
initialisant le domaine I'yy & sa distance au domaine I'x. On prend ainsi en compte le
fait qu'une fois la barriére atteinte, le processus devra remonter vers le prix d’exercice.
En fait, une telle méthode s’avére assez naturelle compte tenu de l'interprétation des
chemins critiques présentée précédemment : en procédant ainsi, on calcule la longueur
du chemin critique pour un point n’ayant pas encore atteint la barriére.

Le graphique 3.4 illustre I'impact de la prise en compte de la distance de 'y & ' dans
la construction du changement de dérive : elle permet d’atteindre plus rapidement la
barriére H, ce qui rend la remontée du processus vers le strike plus probable.
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3. Changement de dérive stochastique

Application numérique 3.2 On considére a nouveau les deux modéles o volatilité sto-
chastique utilisés pour les applications numériques 3.1 . Seul le paramétre 0 du modéle
de Heston est modifié : on le fize 4 0.25.

L’ensemble des options considérées ont un priz d’exercice de 110 et une barriére de 90,
le paramétre variant étant la maturité. Le sous-jacent vaut initialement 100. La volatilité
initiale est de 0.25 dans la cas du modéle de HESTON, elle vaut 0.2 dans le cas du second
modéle.

Les tableaux C.7 page 46 et C.9 page 47 situés en annexe de ce mémoire présentent les
résultats obtenus.

Remarque 3.1 Notons que dans le cas des options & barriére, la discrétisation des
trajectoires lors de la simulation induit un biais sur le priz a estimer.

Considérons deux valeurs du sous-jacent simulées aux dates t et t + At, S; et Siiag, et
supposons que la barriére H n’ait toujours pas été atteinte a la date t. Si Seynr > H,
il se peut néanmoins que la barriére ait été touchée entre t et t + At. Le fait de ne pas
prendre en compte cette possibilité lors de la simulation conduit & un biais important sur
le priz, méme lorsque le pas de discrétisation est trés fin.

Pour remédier a ce probléeme, nous avons utilisé une variable de Bernouilli de parameétre
q: égal o la probabilité que le sous-jacent passe sous la barriére H entre t et t + At
sachant Sy et Siiae, et en supposant la volatilité constante entre t et t + At :

e ! In il In i
= ex - — -
% P QU%At St St+At

Si le résultat du tirage est 1, alors on considére que la barriére a été touchée.

Les commentaires que 'on peut formuler au vu des résultats obtenus sont similaires a
ceux que l'on a fait dans le cas du call. Notons que les domaines d’exercice considérés
étant plus rares pour 'option DIC que pour le call, on observe des réductions de variance
supérieures : le nombre de trajectoires simulées entrant dans le domaine d’exercice joue
un role trés important sur la variance de la variable aléatoire simulée par la méthode de
Monte Carlo standard.

D’ailleurs, il convient de noter que pour les trés courtes maturités les réductions de
variance affichées n’ont plus de réelle signification : en simulant les trajectoires par
la méthode de Monte Carlo standard, le nombre de trajectoires simulées autorisant
I’exercice de l'option devient négligeable et on ne parvient & estimer ni le prix ni la
variance de ’estimateur de fagon correcte. On peut a cet effet souligner le cas extréme
de loption DIC de maturité 1 mois, évaluée dans le cadre du modeéle 2 : sur 100000
trajectoires simulées, aucune n’atteint le domaine d’exercice.
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3. Changement de dérive stochastique

Conclusion

1l ressort des deux applications numériques que ’on vient de présenter que la méthode de
Monte Carlo utilisant la formule (3.5) conduit & une réduction de variance par rapport a
la méthode de Monte Carlo standard dés que le domaine d’exercice de I'option considérée
est de faible probabilité : la majeure partie de la variance de l’estimateur standard
provient alors du fait qu’il est trés difficile de réaliser des tirages au sein du domaine
d’exercice. Le fait de changer la dérive du processus permet de résoudre ce probléme.

Néanmoins, on constate que pour les options peu éloignées de la monnaie, la méthode
est peu efficace : dans ce cas la probabilité du domaine d’exercice est relativement im-
portante, si bien que le probléme de la simulation de trajectoires au sein du domaine
d’exercice n’explique que de fagon secondaire la variance de I’estimateur de Monte Carlo
standard. Si 'on souhaite réduire la variance de fagon plus significative pour les op-
tions proches de la monnaie, il apparait nécessaire de davantage prendre en compte la
distribution du payoff au sein du domaine d’exercice. C’est ce que permet dans une
certaine mesure la méthode suivante, également fondée sur un changement de dérive
stochastique.

3.3 Dérive de Black et Scholes

Dans la section 3.1 page 23, nous avons explicité le changement de dérive optimal (cf
formule (3.1)), conduisant & un estimateur de variance nul, dans le cas ot la fonction de
payoff g ne dépend que de la valeur du processus sous-jacent & la maturité du contrat.
Rappelons que 'utilisation directe de la formule (3.1) est impossible dans la mesure ot le
parameétre d’intérét I, (t,x) est inconnu. L’approche exposée dans cette section consiste
a approximer I, (t,z) par le parametre que 'on obtiendrait en spécifiant un modele de
diffusion pour le processus (X;) conduisant & une formule fermée : dans de nombreux
cas on pourra considérer le modeéle de BLACK et SCHOLES.

Justification empirique. Sil’on se référe a la pratique des salles de marché, on peut
penser qu'une telle approche améliorera la convergence des estimateurs. En effet, bien
que la volatilité du rendement des actions ne soit pas déterministe, le modéle de BLACK
et SCHOLES demeure trés utilisé.

La justification d’une telle pratique repose en partie sur le fait que le modéle de BLACK et
SCHOLES permet d’évaluer trés facilement de nombreux produits dérivés. Bien entendu,
cette raison ne peut étre invoquée que dans la mesure ou, de facon plus fondamentale,
ce modeéle constitue une bonne approximation du comportement des actifs sous-jacents.
L’utilisation de modéles a volatilité stochastique permet de raffiner les résultats obtenus
en utilisant le modéle de BLACK et SCHOLES : ils permettent par exemple de capter 'effet
smile observé sur les prix de marchés. De tels modéles cherchent & mieux appréhender
le comportement des marchés : ils apparaissent comme une extension plus précise du
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3. Changement de dérive stochastique

modéle de BLACK et SCHOLES qui demeure néanmoins le modéle fondamental sur le
marché des actions.

Dés lors, on peut a priori s’attendre a ce que l'utilisation du modéle de BLACK et
SCHOLES pour évaluer I, (t,z) conduise & une bonne approximation du comportement
du parameétre d’intérét lorsque le processus sous-jacent est un processus a volatilité
stochastique.

Justification théorique. D’un point de vue mathématique, on peut se placer dans
le cadre d’analyse suivant, proposé par FOURNIE, LASRY et TOUZI [7]. Considérons le
processus (S, Y}) , solution de I’équation différentielle stochastique :

s,
St
dyp = 1Y)+ (Yr) dWay

= rdt+o(Y;)dWiy

ot (Wi) et (Wa,) sont deux mouvements browniens standards tels que (dWi ¢, dWa ) =
pdt, et ou n, o, v sont trois fonctions différentiables a tout ordre, dont les dérivées sont
bornées. En faisant dépendre la dynamique du processus de volatilité d’un paramétre e,
ce processus apparait comme appartenant a la famille de processus (Sf,Y)), solutions
des équations différentielles stochastiques :

dss
S
ayy = en (V) + ey (Yy) dWay

= rdt+o (Yf) dWl’t

ot (W1,) et (Wa,t) sont deux mouvements browniens standards tels que (dWi ¢, dWa ;) =
epdt. On dispose alors du résultat suivant : lorsque € tend vers 0, le processus (S§) tend
vers (S;) dans le sens ot

lim sup E@ ‘Sf - S,?‘ =0.
e=0o<i<T

Dés lors, le processus de diffusion BLACK-SCHOLES de paramétres (r,0 (Yp)) apparait
comme une approximation asymptotique du processus (S, Y;) initialement considéré.
Une approximation naturelle du parameétre d’intérét

I; (t,S,y) :EQ [g<5§7YV567t <s ST) | St6 :S,Yf :y}

est donc obtenue en réalisant un développement asymptotique autour de la valeur € = 0.
FOURNIE, LEBUCHOUX et TOUZI [7] ont établi un ensemble de résultats concernant les
développements asymptotiques a tout ordre. Dans notre approche, nous nous limiterons
au développement a l’ordre 0, ce qui revient a utiliser les prix BLACK-SCHOLES comme
approximation du paramétre d’intérét.
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3. Changement de dérive stochastique

Methode MC standard

Acceleration par approximation asymptotique
4.1+ Acceleration par approximation B&S T
‘ Bornes de I'intervalle
‘ de confiance a' 99.5 %

DriX
=
O

Vh\f i \/Awwm*"w“«m
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nombre de simulations (/1000)

Graphique 3.5. Estimation du prix d’un call européen de maturité 1 an et de prix d’exercice
110, modéle de HESTON. p = —0.6, v = 0.1, r = 0, k = 0.5, § = 0.22. Initialement, Sy = 100 et
gg = 0.2

Evaluation d’options d’achat européennes L’accélération de la convergence re-
pose sur 'utilisation de la formule (3.1), le parameétre I, et son gradient étant évalués en
utilisant les formules classiques du prix et des grecs d’un call européen dans le modéle
de BLACK-SCHOLES. Si 'on note

In (ﬁ) + %0'2 (T—t)

dy = ,
! oI —t

le prix, le delta et le vega d’un call européen de maturité T et de strike K, valent a la
date t, en fonction du prix s et de la volatilité o :

CALL (t,5,K,T,0) = s®(di) — Ke "9 (dy — o/T — 1)
Acarr (t,8,T,K,0) = ®(d1)
veoarr (t,8, T, K,0) = s/T —t® (dy)

Application numérique 3.3 On considére les deux mémes modéles que ceur utilisés
dans Uapplication numérique 3.1 page 31, en conservant des jeur de paramétres iden-
tiques. Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux C.4 page 44 et C.6 page 45,
en annexe de ce mémoire. Le graphique 3.5 permet de comparer les vitesses de conver-
gence associées & la méthode de Monte Carlo standard et aux deux méthodes de Monte
Carlo accélérées étudiées dans cette partie, dans le cas d’un call de maturité 1 an.
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Methode MC standard

Acceleration par approximation asymptotique
Acceleration par approximation B&S

0.28 Bornes de I'intervalle

de confiance a" 99.5 7%

0.26 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
nombre de simulations (/1000)

Graphique 3.6. Estimation du prix d’une option DIC de maturité 6 mois, de barriére 90 et de prix
d’exercice 110, modele de HESTON. p = —0.6, v = 0.1, r = 0, kK = 0.5, # = 0.252. Initialement,
S(] =100 et gg = 0.25

Evaluation d’options & barriére DIC Dans le cas de I'option a barriére DIC, les
formules analytiques du prix, du delta et du vega dans le cas d'une modélisation BLACK-
SCHOLES du sous-jacent sont les suivantes :

_ r(T—t))2
DIC (t,s,K,H,T,0) = ()" 7%= PUT s,%

_ ( r(T—t))2 T(T—t)22
AD[C = (%)fy ! — K __ 3:—1PUT <S, fie ) ) +APUT (8, (He

Her(T—t) K K
-1 HeT(T_t) 2 HeT(T—t) 2
ore = G et [oror (5 P50 ) <2 -y gpur (5,750
2r

avec v = 1 — %5, le prix et les grecs du put européen étant obtenus en utilisant le fait
que le prix d’'un put de strike K, pour un sous-jacent valant s en t, s’écrit

PUT (s,K) = e "TOCALL (K seQT(T*ﬂ) .

Application numérique 3.4 On reprend ici l'application numérique 3.2 page 32 . Les
résultats obtenus sont présentés dans les tableaux C.8 page 46 et C.10 page 47 , en
anneze de ce mémoire. Le graphique 3.6 permet de comparer les vitesses de convergence
associées & la méthode de Monte Carlo standard et aux deur méthodes de Monte Carlo
accélérées étudiées dans cette partie, dans le cas d’une option o barriére DIC de maturité
6 mois.
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Conclusion

Dans les deux types d’option considérés, on constate une nette amélioration des résultats
par rapport & la méthode précédente, aussi bien pour les options proches de la monnaie
que pour les options trés hors la monnaie.

Conclusion

Les méthodes de Monte Carlo permettent de résoudre numériquement le calcul d’in-
tégrales multiples suivant une approche probabiliste. Appliquées a la finance, ces mé-
thodes permettent de calculer les prix de produits dérivés complexes, qu’on ne peut pas
expliciter de fagon analytique : en simulant un grand nombre de fois le prix d’un actif
sous-jacent, on parvient a estimer le prix d’un produit dérivé en considérant la moyenne
empirique, sur I’échantillon simulé, de ses flux futurs actualisés.

L’utilisation d’une telle méthode requiert un bon contréle de la convergence de ’estima-
teur du prix ainsi obtenu. Ce controle peut s’effectuer soit en augmentant le nombre de
simulations, ce qui peut s’avérer cotteux en temps de calcul, soit en mettant en place
des méthodes de réduction de la variance des variables aléatoires simulées.

Dans ce mémoire, nous avons présenté trois méthodes de réduction de la variance ap-
pliquées aux processus de diffusion, reposant sur la méme idée directrice. La plupart
des options sont caractérisées par une fonction de payoff positive ou nulle, la fonction
étant strictement positive sur le domaine d’exercice. La simulation de trajectoires en
dehors du domaine d’exercice apporte peu d’information et conduit donc & une variance
relativement élevée de I'estimateur. L’idée est alors de modifier la fonction de dérive du
processus sous-jacent afin d’obtenir davantage de trajectoires autorisant l’exercice. En
procédant ainsi, on modifie bien entendu la loi du processus et il convient par consé-
quent de pondérer les variables aléatoires obtenues afin de ne pas biaiser ’estimateur du
parameétre d’intérét.

Si le théoréme de Girsanov permet de poser le cadre théorique du changement de dérive,
il n’apporte pas d’information sur la dérive a choisir pour réduire la variance de fagon
significative. Il convient donc de se référer a d’autres types de résultats. Dans les trois cas
que nous abordons, nous avons construit les changements de dérive a partir de résultats
asymptotiques, deux d’entre eux étant issus de la théorie des Grandes Déviations.

La premiére approche que nous avons considérée consiste a utiliser un changement de
dérive déterministe, indépendant des trajectoires simulées. La nouvelle dérive est dé-
terminée en exploitant la méthode de Laplace abstraite. Cette technique d’accélération
présente 'avantage de pouvoir étre améliorée en la couplant & une méthode de stra-
tification. Les résultats numériques que nous avons obtenus dans le cas de modeéles
a volatilités stochastiques montrent que cette méthode est relativement efficace. Néan-
moins, une condition nécessaire & son utilisation est que le domaine d’exercice de 1’option
considérée soit convexe, ce qui limite la portée de la méthode. On ne peut notamment
pas I'appliquer dans le cas des options & barriére.
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Conclusion

La deuxiéme méthode que nous avons mise en place repose sur un changement de dérive
stochastique. Ce changement transforme les trajectoires de sorte qu'une fois modifiées,
elles se propagent autour du seul chemin qui, asymptotiquement, permet d’atteindre le
domaine d’exercice. Les applications numériques que nous avons réalisées montrent que
cette méthode est efficace lorsqu’une proportion importante de la variance des variables
simulées provient du fait que I’exercice de I'option est un événement de faible probabilité.
Si ce n’est pas le cas, le taux de réduction de la variance est minime, la variance provenant
alors essentiellement de la distribution du payoff sur le domaine d’exercice et non de la
taille de ce domaine.

La troisiéme méthode que nous avons implémentée permet, dans certains cas, de résoudre
ce probléme. Elle présente un intérét en finance lorsque 1’on spécifie la dynamique du
sous-jacent sous la forme d’un modeéle a volatilité stochastique. La modélisation BLACK-
SCHOLES conduit alors & une bonne approximation du comportement du sous-jacent sur
le domaine d’exercice. Si ’on dispose d’une formule d’évaluation fermée dans ce modeéle
simplifié, on peut construire un changement de dérive exploitant cette information sup-
plémentaire. Une telle méthode produit des taux de réduction de la variance significatifs,
méme pour des options proches de la monnaie.
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A. Principe de Grandes Déviations

Annexes

A Principe de Grandes Déviations

Soient (€2, F) un espace Polonais (espace métrique complet séparable, muni de sa tribu
borélienne) et (f4;),, une famille de probabilités convergeant vers la masse de Dirac 6,,,
ol m est un point de Q. Soit alors C' € F tel que m ¢ C, on a :
C 0
pe (C) 0

Le borélien C' est qualifié d’événement ”rare” ; la théorie des grandes déviations s’inté-
resse a la vitesse de convergence vers 0 de y, (C) lorsque t tend vers 0.

Définition A.1 Principe de Grandes déviations

On dira que (j1;);~ suit un principe de grandes déviations s’il eviste v : Ry — Ry et
A:Q— Ry U{+oo} telles que :

1. limy v (t) = o0
2. Pour tout s € Ry, {\ < s} est compact dans §).
3. Pour tout C € F, on a :

~InfA(w) < lim—— log (44, (C)) < T —— log (41, (C)) < —InfA (w)

weé’ t—0U (t) t—0 U (t) wea

Le couple (v, \), ou, plus simplement, \ est appelé "fonctionnelle d’action” pour la fa-
mille (i)~

Par exemple, dans la section (2), les processus discrétisés sont gouvernés par un vecteur
gaussien. Or si Z est un vecteur gaussien dans R? centré, de matrice de variance-
covariance l'identité, alors sur R munie de sa tribu borélienne, on définit la famille de
probabilités (). par oy (-) = P (ﬁZ S ) (a);~( suit alors un principe de grandes
déviations avec pour fonctionnelle d’action (t, %z’ z) . Plus précisément, on a la conver-
gence suivante :

1
limtln P (ﬁZ € B) = —min=22
t—0 zeB 2

ol B est un borélien de R%. La théorie des grandes déviations s’intéresse donc a la
distribution asymptotique de la famille de probabilités (v ), -

Nous souhaitons en fait utiliser une approximation non pas de la probabilité d’appartenir
au borélien B, mais de 1’espérance d’une variable aléatoire. Le théoréme suivant permet
de réaliser, & partir d’un principe de grandes déviations, cette approximation.
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Théoréme A.1 (Méthode de Laplace abstraite)

Sur un espace polonais (2, F), soit (;),~q une famille de probabilités vérifiant un Prin-
cipe de Grandes Déviations associé a la fonctionnelle d’action (v, \). Soit 0 une appli-
cation mesurable de ) dans R telle que :

1. exp(v(t)0) € L' () (¢t >0)
2. 0 est continue en tout point de {\ < 400}
3.

lim mi log {/ exp (v (t)0) dut} = —00
J(o>L)

L—4o0c0t—0v (t)

alors :

. 1 '
fim 1o [ exp (0 ®)8)duy = Sup {6 () ~ A ()}

De plus, on montre alors que la condition :

1 .

(F¢>1) (%ir% sup @ In </ exp (qu (t) ) dut> < +oo> (A.1)
— v .

entraine la condition (3) du théoréme. L’application de ce théoréme permet de déduire

alors une approximation de la quantité (en reprenant les notations de la section 2) :

1
EQ {exp <2F (Z2)+¢'Z + 5(,0’90) ID] , Z ~N(0,I) sous Q.

Puisque la famille de probabilité (ay),, défini par oy (-) = P (\/EZ € -) suit un principe
de grandes déviations associé a la fonctionnelle (t, z— %z’ z), on va pouvoir appliquer
le théoréme précédent pour obtenir une approximation asymptotique de la quantité
recherchée. En effet si F(Z) < A+ c¢Z'Z avec ¢ < i, la condition 7?7 est alors vérifiée,

et on en conclut que

tInEQ [e%(QF(ﬁZ)_‘/Z‘p/ZJ“%‘pI‘p)lD} — max {QF (2) —¢'z+ lSO/SO - 12/2}
t—0 zeD 2 2
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B Changement de dérive déterministe et stratification :
résultats numériques

Les résultats numériques présentés dans cette annexe illustrent les performances des
méthodes d’accélération de la convergence présentées dans la deuxiéme partie de ce
mémoire, appliquées au modéle a volatilité stochastique de HULL et WHITE : le processus
(X¢) = (S, V;) & valeurs dans R? est solution de I'équation différentielle stochastique

ds,
?t = rdt +/VidWy,
t

AV, = vVidt + EVidWay,

ou (Wiy) et (Way) sont deux mouvements browniens standards unidimensionnels tels
que

<dW17t,dW27t> = pdt

Réduction de variance
. . ” Fonction d’importance

T ¢ Prix | Fonction d’importance ot stratification

1 02 144 15 864

0.5 0.538 22 1963
0.25 0.134 41 5177

1 0 1.49 15 1633

0.5 0.564 21 3317
0.25 0.143 41 7847

TAB. B.1. Evaluation d’options asiatiques, modéle de HULL et WHITE. Nombre de simulations :
10%; nombre de strates : 50; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2;
r=0,v=0, p=-0.5.

Réduction de variance
. . ) Fonction d’importance

T ¢ Prix | Fonction d’importance ot stratification

1 02 4.17 11 569

0.5 2.14 13 1070
0.25 0.92 17 2197

1 0 4.28 12 1358

0.5 2.21 13 2332
0.25 0.95 18 4300

TAB. B.2. Evaluation d’options asiatiques, modéle de HULL et WHITE. Nombre de simulations :
10%; nombre de strates : 50; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2;
r=0,v=0, p=-0.5.
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C Changement de dérive stochastique : résultats numé-
riques

Les résultats numériques présentés dans cette annexe illustrent les performances des
méthodes d’accélération de la convergence présentées dans la troisiéme partie de ce
mémoire, appliquées aux deux modeéles & volatilité stochastique suivants :

Modéle 1 : modéle de Heston [14]. Le processus (X;) = (S, V;) & valeurs dans R?
est solution de I’équation différentielle stochastique

dS
Si
dVi = k(0 —V;)dt+y/VidWay

= rdt +/V,dWi,

ou (Wiys) et (Way) sont deux mouvements browniens standards unidimensionnels tels
que

<dW17t, dW27t> = pdt

Modéle 2. Le processus (X;) = (S;,Y;) & valeurs dans R? est solution de 1’équation
différentielle stochastique

as
St
dY; = (c—kY;)dt +~ydWoy

= rdt+ et dW,

ou (Wiys) et (Way) sont deux mouvements browniens standards unidimensionnels tels
que

<dW1,t, dWQ,t> = pdt

On pourra se référer &8 FOURNIE, LASRY et ToUzI [7] pour d’autres résultats numériques
portant sur ce type de modeéle.
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C. Changement de dérive stochastique : résultats numériques

C.1 Evaluation d’options d’achat européennes : modéle 1 (Heston)

Prix estimé Ecart-type (x10?) Réduction de

Maturité (x10?) (% du prix) variance
1 396.8 2.11 (0.53%) 1.7
i 202.5 1.10 (0.54%) 2.1
1 85.50 0.48 (0.56%) 3.2
3 45.05 0.26 (0.57%) 45
= 10.31 0.062 (0.60%) 11.6
= 5.534 0.034 (0.61%) 17.7
& 3.093 0.019 (0.62%) 26.5
> 2.134 0.013 (0.63%) 34.2

TaAB. C.3. Evaluation de calls européens, modéle de Heston : accélération de la convergence par
approximation asymptotique.

Nombre de simulations : 10°; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2;
r=0,k=0560=02%~v=.1,p=—0.6.

Prix estimé Ecart-type (x10%) Réduction de

Maturité (x10?) (% du prix) variance
1 396.9 23.00 (0.058%) 140.2
3 202.4 11.01 (0.054%) 211.8
1 85.49 4.78 (0.056%) 320.2
3 45.07 2.65 (0.059%) 431.3
3 26.22 1.62 (0.062%) 561.5
= 16.15 1.04 (0.065%) 719.0
L 10.33 0.70 (0.067%) 911.8
L 6.792 0.47 (0.070%) 1149.3
+ 4.555 0.33 (0.073%) 1442.6
£ 3.104 0.23 (0.075%) 1803.7
35 2.143 0.16 (0.077%) 2248.5
= 1.149 0.12 (0.079%) 2793.2
= 1.052 0.08 (0.082%) 3460.0

TAB. C.4. Evaluation de calls européens, modéle de Heston : accélération de la convergence par
approximation BLACK-SCHOLES.

Nombre de simulations : 10°; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2;
r=0,k=05,60=02%v=0.1, p=—0.6.
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C.2 Evaluation d’options d’achat européennes : modéle 2

Maturité Prix estimé Ecart-type (x100) Réduction de

(x10) (% du prix) variance
1 40.58 2.26 (0.55%) 1.55
3 20.71 1.19 (0.57%) 1.93
1 8.773 0.53 (0.60%) 2.78
3 4.640 0.29 (0.62%) 3.85
3 2.709 0.17 (0.63%) 5.25
& 1.674 0.11 (0.65%) 7.03
& 1.074 0.07 (0.65%) 9.36

TaB. C.5. Evaluation de calls européens, modeéle 2 : accélération de la convergence par approxi-
mation asymptotique.

Nombre de simulations : 10%; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2;
2
r=0,k=0,v=025c=-%,p=-05.

Prix estimé Ecart-type (x10%) Réduction de

Maturité (x10%) (% du prix) variance
1 406.4 19.24 (0.047%) 214.1
i 207.4 9.91 (0.048%) 277.3
1 84.84 4.46 (0.051%) 387.8
3 46.47 2.51 (0.054%) 509.0
3 27.13 1.54 (0.057%) 653.0
& 16.78 1.00 (0.060%) 828.4
= 10.78 0.67 (0.062%) 1044.7
& 7.108 0.46 (0.065%) 1312.3
= 4.785 0.32 (0.067%) 1642.4
& 3.273 0.23 (0.069%) 2047.0
3 2.268 0.16 (0.071%) 2544.8
= 1.588 0.12 (0.073%) 3156.5
o 1.122 0.08 (0.075%) 3905.2

TAB. C.6. Evaluation de calls européens, modeéle 2 : accélération de la convergence par approxi-
mation BLACK-SCHOLES.

Nombre de simulations : 10°; Prix d’exercice : 110; Prix initial : 100; Volatilité initiale : 0.2
2
r=0,k=0,v=025c=—-%,p=-05.
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C.3 Evaluation d’options DIC : modéle 1 (Heston)

Maturité

Prix estimé

Ecart-type (x103)

Réduction de

(x10?) (% du prix) variance
1 133.6 9.54 (0.71%) 3.38
3 30.79 2.42 (0.78%) 7.60
3 3.246 0.290 (0.89%) 28.90
3 0.458 0.0466 (1.02%) 117.2
3 0.072 0.00815 (1.14%) 741.9
= 0.013 0.00175 (1.38%) 2016.8
L 0.002 0.00033 (1.43%) 62.95

TaB. C.7. Evaluation de DIC, modéle de Heston : accélération de la convergence par approxi-

mation asymptotique.

Nombre de simulations : 10% ; Prix d’exercice : 110; Barriére :

initiale : 0.25; r =0, kK = 0.5, 8 = 0.25%, v = .1, p = —0.6.

90; Prix initial : 100; Volatilité

Maturité

Prix estimé

Ecart-type (x103)

Réduction de

(x10?) (% du prix) variance

2 373.0 6.42 (0.17%) 33.6

1 135.4 4.46 (0.33%) 15.4

3 31.47 0.497 (0.15%) 187.2
o 3.262 0.0527 (0.16%) 872.4
3 0.457 8.21e — 3 (0.18%) 3782.6
3 0.074 1.60e — 3 (0.22%) 19278
+ 0.013 2.80e — 4 (0.22%) 78983
L 0.002 5.51e — 5 (0.24%) 2228.3

TAB. C.8. Evaluation de DIC, modeéle de Heston : accélération de la convergence par approxi-

mation BLACK-SCHOLES.

Nombre de simulations : 10% ; Prix d’exercice : 110; Barriére :

initiale : 0.25; r =0, Kk = 0.5, # = 0.25%, v = .1, p = —0.6.
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C. Changement de dérive stochastique : résultats numériques

C.4 Evaluation d’options DIC : modéle 2

i imé _ 3 " ;
Maturité Prix estimé Ecart-type (x10°) Réduction de

(x10%) (% du prix) variance

1 616.7 5.97 (0.96%) 3.0

3 92.26 1.16 (1.25%) 7.9

3 18.89 0.28 (1.49%) 17.1

1 4.414 0.08 (1.82%) 27.8
3 0.285 6.63¢ — 3 (2.32%) 185.1
3 5.970e — 3 2.66e — 4 (4.45%) 2552
L 1.396e — 4 9.04e — 6 (6.48%) 0

TaB. C.9. Evaluation de DIC, modéle 2 : accélération de la convergence par approximation
asymptotique.

Nombre de simulations : 10 ; Prix d’exercice : 110; Barriére : 90; Prix initial : 100; Volatilité
2
initiale : 0.2; 7 =0, k =0,y =0.25, c = =%, p = —0.5.

Prix estimé Ecart-type (x103) Réduction de

Maturité (x10%) (% du prix) variance
2 2141.5 9.05 (0.42%) 7.6
1 616.7 3.02 (0.49%) 11.8
i 93.48 0.33 (0.35%) 98.9
3 18.88 7.56€ — 2 (0.40%) 240.1
1 4.341 1.75¢ — 2 (0.40%) 585.8
3 1.071 4.81e — 3 (0.45%) 2301.6
3 0.282 1.42e — 3 (0.50%) 4064.6
i 7.560e — 2 3.98¢ — 4 (0.53%) 692.8
3 2.081e — 2 1.11e — 4 (0.53%) 31.1
3 5.939¢ — 3 3.66e — 5 (0.62%) 134839
* 1.691e — 3 1.20e — 5 (0.71%) 0
L 4.942e — 4 3.36e — 6 (0.68%) 0
L 1.456e — 4 1.21e — 6 (0.83%) 0

TAB. C.10. Evaluation de DIC, modele 2 : accélération de la convergence par approximation
BLACK-SCHOLES.

Nombre de simulations : 10%; Prix d’exercice : 110; Barriére : 90; Prix initial : 100; Volatilité
2
initiale : 0.2; 7 =0, k =0,v=0.25, c = —%, p = —0.5.
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D Variable de contréle : le cas d’une option sur panier

Cet exemple illustre la méthode d’accélération de la convergence a partir d’une variable
de controle, présentée dans la premiére partie de ce rapport, page 6. On s’intéresse a un
produit dérivé défini a partir du cours a la date T" de d actions sous-jacentes Sk, ..., S%.
Le payoff de ce produit s’écrit

XT — max (AT — K,O)

ol

Ap =

QU=

d
> Sk
i=1

En supposant que le taux d’intérét instantané r est constant sur la période considérée,
le prix de cette actif s’écrit

Py =Ee "' Xy,
I’espérance étant calculée sous la probabilité risque-neutre du marché.

On suppose que l'ensemble des actions considérées suivent un processus de diffusion
BLACK-SCHOLES sous la probabilité risque-neutre. Formellement, on considére un mou-
vement brownien standard sur R?, noté (Bt)i>0s 2 = (04)1<i<4 un vecteur de coordon-
nées strictement positives et 2 = (Pz’j)l <ij<q UD€ matrice de corrélation. On note I' la
matrice associée a ) résultant de la décomposition de Cholesky? de cette derniére. On
modélise alors I’évolution des d actions composant le panier sous-jacent par le processus
aléatoire sur R, (Stl, . ,Sf) caractérisé par I’équation différentielle stochastique
suivante :

>0

dS} = rdt +o;dW},i € {1,...,d}
ol Wy =T'B;,t > 0, de telle sorte que
VZ,] € {17 s 7N} ) <W27 W]>t = p’L]t

Un premier estimateur sans biais de ce paramétre, noté cx, peut étre obtenu par une

méthode de Monte Carlo standard, en simulant N vecteurs (Btl, . ,Btd) et en calculant

les N valeurs (.7:%, ooy ) prises par la variable aléatoire X;. On pose alors :

_ N
e T ;
CX — E .’L‘T
N
i=1

T est Punique matrice triangulaire inférieure telle que I'TY = Q.
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52.55

52.50 |l i =

52.45 | B
Cx
Cz
Intervalle de Confiance a" 957%

5240 L Il L Il L Il L Il L

o] 200 400 600 800 1000

nombre de simulations (x107%)

Graphique D.1. Accélération par variable de controle, K = 50, 8 = 1.042

La variance de cet estimateur est

e*QTt

ovar (X7)

var (cx) =

L’utilisation d’une variable de controle permet de réduire cette variance pour un nombre
de simulations donné. On considére pour cela un nouveau produit dérivé défini non plus
a partir de la moyenne arithmétique A des sous-jacents, mais a partir de la moyenne
géométrique G

Dans un cadre d’analyse BLACK-SCHOLES, le prix

Pg=Ee " (Gr - K),

est connu sous forme analytique. On peut facilement établir que

Pg = Goe™ T® (d)) — Ke T ® (dy)

ou
In( €9) 4 (7ris2)T
di = (K)&S%Qa) 5= LVTan
dy= dy—6VT F= r+i52—5> 07



D. Variable de controle : le cas d’une option sur panier

Le graphique D.1 page précédente représente le comportement de ’estimateur standard
cx et de l'estimateur controlé cz pour le jeu de parameétres suivant : 7' = 1; r = 0;
d = 10; SO = {80, 85, 90, 95, 100, 105, 110, 115, 120, 125}; ¥ = {0.15, 0.16, 0.17, 0.18,
0.19, 0.20, 0.21, 0.22, 0.23, 0.24}; p;; = 1, Pij = 0.5 si ¢ # j; K = 50. La variance de
Pestimateur controlé ¢z est 360 fois plus petite que la variance de I'estimateur standard
cx. Notons que le taux de réduction de la variance dépend du jeu de parameétres. Si
I'on considére une option & la monnaie (K = 102.5), on obtient une réduction dans
un rapport de 100, le rapport s’établissant & 10 dans le cas d’une option tres hors la
monnaie (K = 150).
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