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Résumé :

L'objectif de ce mémoire est de mieux appréhendenr@vers « risque neutre » le risque de
credit (risque de défaut et risque de liquidité)siies modeéles de projections utilisés pour les
calculs de la « Market Consistent Embedded Valaede Best Estimate. Nous avons retenu
le modele a intensité de défaut (i.e. modéle a éorgduite) baptise LMN (Francis A.

L ongstaff, Sanjajithal et EricNeis).

Les modeles a intensité de défaut contournentflewdté d’obtenir la valeur de marché des
actifs des entreprises, en s’appuyant uniquementatservation du spread de taux comme
traduction du risque de crédit. Ces modeles n’gupint pas directement la cause du défaut,
ils s’'intéressent plutét a la modélisation de labjaibilité de défaut des entreprises et ont pour
gualité principale de pouvoir étre calibrés aux gles « Crédit Default Swaps » et des
« Obligations de sociétés » observés sur le marché.

En outre le modéle LMN est compatible avec tousiesiéles de taux court et en particulier
le modéle utilisé dans le générateur de scénacmsoénique de La Mondiale.

Le premier volet de ce mémoire présente le générates scénarios économiques de La
Mondiale, ainsi que les modélisations en universque neutre » des difféerentes classes
d’actifs (taux, actions et immobilier).

Nous introduisons ensuite le modéleMN et nous nous intéressons a son implémentation
dans le générateur des scénarios économiques.

Par la suite, nous détaillons I'implémentation thgue de crédit dans le modéle ALM et son
impact sur les données d’actif en alimentation el@ernier. Nous présentons apres, I'impact
de ce risque dans les projections ALM : cash-floses obligations, valorisation des
obligations Corporates.
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Abstract:

The objective of this report is to better underdtamder risk-neutral measure , the credit risk
(default risk and liquidity risk) in the projectiomodels used to compute the "Market
Consistent Embedded Value” and the “Best Estimat®t. this purpose, we considered a
reduced form model for the default time called LNMRrancis A.L ongstaff, SanjapMithal
and EricNeis).

The reduced form models circumvent the difficulbyabtain the market value of corporate
assets, solely by the observation of the rate’sapas an explanation of credit risk. These
models do not explain directly the cause of theadkf but they compute the probability-
default of corporations and they have as a prinajoality the possibility to be calibrated
from the prices of “Credit Default Swaps” and “Corate bonds” observed on the market.

Besides, the LMN model is compatible with all thedels of short rate and particularly the
one used in the economic scenario generator oMibadiale”.

The first part of this report deals with the ecoimstenario generator of “La Mondiale” and
the modelling, under risk-neutral measure, of umi@sset types (rates, equities and real
estate).

We then introduce the LMN model and we work onintplementation within the economic
scenario generator.

Finally, we focus on the implementation of creakrin the ALM model and on its impact on

its asset’s data. We present the impact of thisinghe ALM projections: bond’s cash flows
and valuation of corporate bonds.
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CONTEXTE ET OBJECTIFES :

Les autorités de contrdle sont de plus en pluseaxitgs sur la connaissance et la mesure des
risques inhérents a l'activité de la compagnie sliegnce. Dans ce contexte I'équipe
Modélisation d’AG2R LA MONDIALE est chargée de déygper des outils permettant une
meilleure connaissance et une meilleure gestiomisigges liés a I'activité de la compagnie.

Les portefeuilles de type épargne-retraite de Landiflde font face a différents risques que
sont principalement le risque de marché (risquéade d’intérét, risque de crédit, etc....), le
risque de souscription (longévité, frais de gestata....)

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux risqueefdut et de liquidité qui sont deux
composantes du risque de crédit. Le risque de tééarespond a l'incapacité du débiteur a
faire face a ses obligations (manquement ou retardle paiement du principal ou des
intéréts).Le risque de liquidité correspond a fialilté de vendre un placement financier.
Dans une telle situation, les créanciers sont gtibbes d’accuser une perte s’ils ne
recouvrent qu’une partie du montant stipulé paoletrat de dette.

Actuellement, une approche simplifiée est utilipéer tenir compte du risque de crédit (les
coupons sont abattus de maniére a égaliser I'esp&rde cash-flows futurs et la valeur de
marché initiale de ces obligations). L’équipe Masktion d’AG2R LA MONDIALE souhaite
mettre en place une mesure plus fine de ce rigtjaatant plus que les obligations risquées
représentent une part importante dans nos porlietediactifs.

Plusieurs modéeles existent pour évaluer le risguerédit d'une entreprise ou d'une institution

financiére. On distingue deux grandes classes déele® : les modeéles structurels et les
modeles a intensité de défaut. Les modéles stemistwont les modeles qui cherchent a
expliquer I'événement de défaut a partir de vaeml@lconomiques tandis que les modeles a
intensité de défaut s’intéressent plutbt a la medébn de la probabilité de défaut des

entreprises.

L’équipe Modélisation AG2R LA MONDIALE a retenu pola modélisation de ce risque en
univers « Risque Neutse un modele a intensité de défaut dit modele LMN t#y@é par
Francis A.Longstaff, Sanjafithal et EricNeis.

Ce mémoire traitera du risque de crédit en unigaisque neutre » et il est structuré autour
de trois étapes :
= Mise en place dans la génération des scénariolsasttigues d’'une composante de
crédit :
o0 Intégrer au générateur de scénarios un modelegeride crédit
0 Mise en place des techniques de calibrage
» [Implémentation du risque de crédit dans le mod&lsA
o Impact sur les données d’actif en alimentation da@he
o0 Impact dans les projections ALM : cash-flows delgaltions, valorisation des
obligations Corporate
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Nous introduisons dans ces premieres parties (Bectl et 1ll) le générateur des scénarios
economiques (ESG) de la Mondiale. Ce génératemseepur différents applicatifs et options
de modélisation permettant de projeter en univaisggie neutre » ou en univers « monde-
réel » les différentes classes d’actifs (Taux, @&wsi Immobilier et Crédit).

Ensuite, nous présentons les démarches de cabois modeles d’actifs ainsi que les tests
effectués pour valider la modélisation de chagassd d’actifs.

GENERATEUR DES SCENARIOS STOCHASTIQUES

Nous commencgons par présenter le générateur deresnaléatoires utilisé dans I'ESG,
ensuite nous détaillons la technique de réductlenla variance dite: « des variables
Antithétiques » qui nous permet d’augmenter lasgiéede convergence des scénarios.

1.1 Générateur de nombre aléatoire :

Dans le générateur des scénarios economiques Biendiale, les nombre aléatoires sont
généres par un générateur pseudo-aléatoire applidiadgorithme Mersenne Twister (1997).

Un générateur de nombres pseudo-aléatoires edligantlame qui génere une séquence de
nombres présentant certaines propriétés du haBardexemple, les nombres sont supposés
étre approximativement indépendants les uns dessaut il est potentiellement difficile de
repérer des groupes de nombres qui suivent urereeregle (comportements de groupe).

Cependant, les sorties d'un tel générateur ne past entierement aléatoires; elles
s'approchent seulement des propriétés idéaledeses complétement aléatoires.

La raison pour laguelle on se contente d’'un renskugdo-aléatoire est : d’'une part qu'il est
difficile d’obtenir de « vrais » nombres aléatoires que, dans certaines situations, il est
possible d'utiliser des nombres pseudo-aléatoiass, lieu et place de vrais nombres
aléatoires ; d’autre part, que ce sont des génggtparticulierement adaptés a une
implantation informatique, donc plus facilemenpkts efficacement utilisables.

Mersenne Twister est particuliérement réputé peuqualité. Avec sa période dé&*P~1
itérations, il distribue de maniére uniforme suB @mensions (pour des nombres de 32 bits)
et s'avere étre plus rapide que la plupart desadéthstatistiquement plus faibles.

A ce jour, les seuls effets négatifs sont liés aryatographie, Mersenne Twister ne pouvant
acceder au titre de générateur cryptographique.

1.2 Reéduction de la variance (Variable Antithétigue):

Les techniques de réduction de la variance pernmtattaugmenter la précision des
estimations qui peuvent étre obtenues avec unicerdanbre de simulations.

Risque de crédit 15
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La réduction de la variance regroupe l'ensembletedmiques, plus ou moins simples, qui
permettent de réduire la variance des estimateukdahte-Carlo. En voici une courte liste :

= Variable de contrdle : on introduit une variabkerde, dite variable de contréle, et on
construit une nouvelle classe d'estimateurs, dépgridtiun paramétre c. On cherche la
valeur du parameétre ¢ permettant de réaliser uthecté®n de variance, par rapport a
I'estimation Monte-Carlo de base.

» Variable antithétique : on introduit une secondeialde aléatoire trés fortement
négativement corrélée avec la premiére, permettantduire la variance. L'élément
clef est la formule suivante, valable pour deuxakdes X, Y:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

= L'Echantillonnage préférentiel : lors du tiragedimnées aléatoires, certaines valeurs
ont plus d'importance que d'autres dans I'évalnatel'espérance/intégrale. L'idée est
donc d'abandonner I'échantillonnage uniforme (skldoi uniforme continue) pour un
échantillonnage selon une autre loi, plus appreprié

Le générateur d’AG2R LA MONDIALE des nombres alé@o utilise la technique des
variables antithétiques. 1l s'agit de tirer pad@éecertaines symétries d'une distribution et de la
corrélation (statistique) négative entre deux \mHes aléatoires.

[1.2.1 Principe :

On souhaite estimé&= E(h(X))La méthode de Monte-Carlo de base consiste aleimu
variables iid selon la loi de X, disois, X,,...,X,,, puis a estime® par :

~ 1
6==7% h(X)
n=
On peut avoir une idée de l'erreur commise en ogisant un intervalle de confiance ; ce
dernier nécessite un estimateur de la variancteslmhateurag .
Supposons que I'on dispose de deux échantillotesltéen ; le premier est not¥,, X,,..., X,

et le seconX,, X,,...,X, . Pour simplifier les notations, on pose ml, m2 dsimateurs

empiriques de l'espérance de h(X) sur respectivetigamantillon 1 et 2. Autrement dit, on
aura :

= DO N0 gy RO hOK)

, , . . - +m
L'estimateur Monte-Carlo sur I'échantillon commst simplementé = m*m

2 2
O, 0, +2CoM(m;,m,)
4
Dans le cas iid, la covariance s'annuleret= o, , si bien ques; = o7, /2: le facteur 2
s'expligue car on a doublé la taille de I'échaonill

Et, du point de vue de la varianceg =

Risque de crédit 16
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La technique de la variable antithétique consistehaisir I'échantillon 2 identiquement
distribué selon la loi de X mais en renoncant adépendance, plus précisément en
s'arrangeant pour q@\v(m,,m,) < 0. Il faut donc exploiter les éléments de symétdadalloi

de X afin de construire le second échantillon aipdu premier, en s'assurant de la négativité
de la covariance. Se faisant, la variance seraéufi& a la variance "normale‘f11 /2.

Par exemple, si la loi de X est la loi uniforme d0rl], le premier échantillon sera
simplement,,...,u,, ou pour tout i,u, est tirée selod (01). On construit le second

b nl
échantilloru,,...,u;, en posant pour tout i =1-u, . Si les), sont uniformes sur [0;1], alors il
en va de méme pour les De plus, la covariance est négative, ce qui pedeaéduire la

variance initiale.
Un autre exemple concerne la loi normaleN(y,s . )En appliquant la

transformatiorx;, =2 —x, oux.-N(i,o), on obtient un tirage damhyu,s ,)qui est
négativement corrélé avec le premier tirage

[1.2.2 Exemple : estimation d'une intéqgrale :

On souhaite estimel = J’Oll_% dx
X

La valeur exacte ebt=In(2) =0,6931471805 599Cette intégrale peut se voir comme
I'espérance de f(U), of(x) :%et U distribuée selon une loi uniforme sur [0;1].

X
On compare l'estimateur Monte-Carlo classique (&ilan de taille 2n, avec n = 1500, tiré

selon la loi uniforme standard) a l'estimateur avagable antithétique (échantillon de taille
n, complété par I'échantillon transforin€u, ). La variance se réduit comme suit :

| [EstimationVariance
' Méthode classique  0,69365 0,02005
Variable antithétique 0,69399 | 0,0006

W

On constate une tres nette réduction de la varidaos le cas de l'utilisation d'une variable
antithétique.
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MODELISATION EN RISQUE NEUTRE :

L’équipe de modélisation a développé en universsgue neutre » les différentes classes
d’actifs dans générateur des scénarios eéconomigunesattachant a calibrer les modeéles sur
des données de marché, afin que les scénariog saiesrket consistent ». Nous détaillons ici
les choix de modeélisation, les calibrages et Iststeffectués pour chaque modele, par classe
d’actif.

1.1 Modéle de taux d’intérét :

Le modele retenu pour modéliser I'évolution desctd’intérét, est le modele de Hull &
White a 1 facteur. Ce choix a été motivé par :

= Sa relative simplicité

= |l s'agit d'un modéle d’arbitrage, couramment s#lien finance pour pricer des
instruments dérivés de taux.

= |l est calibré sur I'ensemble de la courbe ZC obSerraujourd’hui (ce qui n'est pas le
cas des modéeles d’équilibre)

» Le modele & 1 facteur (plutdét qu'a 2 facteurs) é @éféré car il suffit a capter le
principal risque de taux pour La Mondiale, qui estrisque de translation des taux
d’intérét (déformation de ler ordre).

Principal inconvénient : le taux court étant gagissil peut prendre des valeurs négatives
avec une probabilité non nulle.

[11.1.1 Description du modéle :

Dans ce modéle, le taux court est simulé en pasunetet verifie 'équation d’évolution
suivante :

r)y=1@0¢t)- aj e S dw(s) + o (L-eg )2 .
- , 2a2 1)
0

Ou a et g sont 2 parametres du modéle, calibrés sur la eatithaujourd’hui. (W(s)) est un
pont brownien standard, et (0,t) est le taux forward instantané déterminé a la Qast

commencant a t. Il se déduit de la courbe ZC oseaujourd’hui par la formule :
_9InP@Ot) _o(RO)xt) _ OR(0,1)
ot ot ot

Ou P(0,t) et R(0,t)sont respectivement le prix d’'une obligation ZQeetaux ZC a t=0 de
maturité t.

fO1) = R(O,t) +tx
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Seuls les taux ZC que nous récupérons sur Bloombamg utilisés pour estimer les taux
forward instantanés. Les taux forward mensuels mmamg sont obtenus par interpolation
linéaire et par une dérivation du prix Zc. On aspouré trés petit, la formule suivante :
-InPO,t+&)+InP(Ot
o ="nPOLEATPOY = o)

£
Ou P(0,t) =exp(-taux continu(t)* t)

Remarque.3.1.1 :Généralement, les courbes de taux récupérées komBerg sont
exprimées en taux discret. Lorsque nous utilis@sstaux pour l'estimation des prix zéro-
coupons, nous considérons que ces taux sont centi effet, les prix zéro-coupons a
l'origine sont exprimés sous la fornexp(r(t) *t .Ppur convertir les taux discrets en taux
continu, on applique la formule suivante :

taux_continut) = In(1+ taux_ discref(t))

[11.1.2 Calibration du modéle :

Le calibrage du modéle de Hull et White consistdaisir les parametres et o de facon a
retrouver, a une marge d’erreur prés, la valeumdeché réellement observée d’instruments
financiers reflétant bien le risque de taux de lanbliale (swaptions sur swap de taux 10 ans).

Pour le calibrage, nous avons utilisé I'outil délbrage développé sous Excel/VBA. Cet outil
s’appuie sur des macros téléchargeables depuiteldes Hull, qui permettent de calculer le
prix de swaptions sur la base du modéle de tauntéat&t Hull & White.

De facon plus précise, 'outil calcule le prix deaptions 10 ans observés sur le marché a
partir de 2 modéles :

= modele de Black (formule fermée), prenant en in@uwtourbe ZC issue des prix des
swaptions observés sur le marché et la volatikte sivaptions> on obtient alors le
prix de marché des swaptions

» modele de Hull & White, en utilisant la fonctionH«llWhiteSwapOpt » (macro
importée depuis le site de Hull). Cette fonctioarmat en input la courbe ZC issue des
prix des swaptions observés sur le marché.

Les parametres et g sont déterminés de facon a minimiser la sommeadié aes écarts
entre les prix des swaptions issus des 2 modeles.

Exemple de données utilisées dans le calibrageati¢l®m HW1f ;

Courbee des taux (Conlinus) 2Ero Couporn Woldatilfé imphicitesdes Swaptions de matwité 10ans
a3 10T 20000 au 3101 202009
0.00 O, 42 % D.O=333333 0.194
0325 0. 70% 025 0.214
050 0. S8 0.5 022
100 1.24% i 0221
] 1.87 %% ] 0. 207
300 2 24% H 0. 188
4.00 2 55% 4 0175
S.00 =, 505 =) 0154
& 00 3.0 % I 0. 151
7.00 3.23% ji2] 0.144
200 3355 15 Lo
500 EFEES 20 0165
10,00 3.62% 25 D.1775
iS5 00 A4.05% = 0181
2000 4 15 %
3000 . 90%
AL 00 3,.90%
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[11.1.3 Simulation des taux courts :

L’équation d’évolution des taux courts (1) permécdre la relation suivante, reliant les taux
courts a 2 instants T et t quelconques :

2 _ [2at-T)
= e—a(T—t)rt +f(OT)- e ¢ O,t) +%[1_ g2t 4 ga2l _ e—a(T+t)] ro /% x N (01)
a a

Voir 'annexel pour la démonstration.

Sans aucune condition sur le pas de tempson peut donc écrire la relation de récurrence
exacte suivante entre(A(n+1)) etr(An):

— b —ah 0'2[ —ah | -a20(n+1) —aA(2n+1)] L1-e**)
My =€ Ty + F(O,A(N+D) —e f(O,An)+E1—e +e -e +0 T><N(O;L)

Cette equation de récurrence permet de calculpratde en proche les valeurs du taux court
a chaque pas de temps. Elle fait intervenir :

» |es paramétrea et g déterminés a I'étape de calibrage du modéle,
» |es taux forward instantanég0,t , )
» |es différentes réalisations de la loi normale déad N (0,1).
Remarque Dans le modele Hull & White a un facteur, les tawourts sont gaussiens. lls

peuvent donc étre négatifs avec une probabilitémule. Nous avons donc, choisi de ne pas
annuler les taux courts en amont mais de laissgrdix a I'utilisateur de les annuler ou pas.

[11.1.4 Facteur d’actualisation :

Le facteur d’actualisation se déduit des taux cogénérés dans chaque scénario par la
formule :

1 T
Facteurd'actu(T) =— = =exp(| r,ds)
@+rOT) j
Avec :R(0, T) Le taux zéro coupon discret démarrant a t = OéttiBance T

r, : Le taux court.

Pour une meilleure estimation de ce facteur, nppfiGuons une discrétisation a pas mensuel
plutét qu’annuel.

l 1*T
facteur_actu(T) =exp - T z f ,12)
1=0

Our, ,, le taux court mensuel.
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Exemple.3.1.4 :
En pas annuel :

facteur_actu(l) =exp(r,)  ou g est le taux court annuel 1 an

En pas mensuel :

18 N
facteur_actu(l) = ex —1—22 f llzj ol 112 est le taux court mensuel.
1=0

Ainsi, au lieu d'utiliser un seul taux en pas amnae utilise 12 taux pour estimer le facteur
d'actualisation a 1 an en pas mensuel. Ceci indoé meilleure estimation du facteur
d'actualisation.

Le graphe ci-dessous compare les courbes desifactactualisation simulés et théoriques :

Facteur d'actualisation

1.20

1.00

0.80 4

0.60 +
0.40 \
0.20

0.00

1 11 21 31 41 51

les annéees

‘— Moyenne des facteurs d'actu simulés Facteur d'actu théorique ‘

Notons que ce graphe est obtenu grace a une siomuktbchastique utilisant les variables
antithétiques ce qui explique la correspondancealdas courbes.

Remarque.3.1.4 :On utilise pour chaque scénario, la courbe de tdiactualisation
correspondante.

En effet, si par exemplele taux d’actualisation est utilisé pour actualiesr flux de marges
futures servant au calcul de I'EV, suivant la folenu

EV = E{Zn: F(t,r)x exp{— Jt' rsdsﬂ

Si le flux a la date t était indépendant du taudrtq, on pourrait faire entrer I'espérance a
I'intérieur de la somme, et écrire :

EV = Zn: F(t) ><E|:exp{—j' rsdsﬂ = Zn: F(t)xP(0,t)

Puisque par définition, le prix d’'une obligation 4€ maturité t, a I'instant 0 est égal :
t
P@Ot) = E{exr{—jrsdsﬂ
0
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Dans ce cas, on aurait une courbe de taux d’as@@n unique pour tous les scénarios, égale
a la courbe des taux ZC observée at=0.

Comme dans la pratique les flux dépendent du tauxta;, on ne peut pas faire entrer
'espérance dans la somme, ce qui oblige a comsidqeéwur chaque scénario i le facteur
d’actualisation qui lui est propre, défini par :

t
oo dj
0
En pratique, les taux courts sont générés suivant le pas de tempsEn posant

toujours t =nA, on a la relation discrétisée suivante (sous vésgue A soit suffisamment
petit) :

na n-1
FO, () = p( jrsdsj - expaS )
0 k=0

[11.1.5 Génération des trajectoires :

Nous avons généré les taux d’'une obligation « coé@o de maturité 10ans sur un horizon
de 0 a 40 ans, avec un pas de temps annuel.

Moyenne du taux 10 ans simulé

N /
5.00% //— \\/\\’_//\,

4.00% /

6.00%

3.00%

2.00% -

1.00%

0.00% L s s s s s s B s B B B B B B B B S B B B S S S
O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Taux 10 ans empirique

[11.1.6 Test de martingale :

Le graphe suivant affiche les résultats du te$a eartingale pour les prix d’'une obligation
ZC de maturité 10ans :
E[DR, ¢10)] = R, (010)

Ou D, est le facteur d’actualisation.

| Remarque 3.1.6nous introduisons le test de la martingale ereze8.
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Test de la martingale pour les ZC 10 ans
115.00%

110.00%
105.00% - /\ /\
100.00% - AN
I YV U ——g
95.00% -| \/

90.00% -+

85.00% +————++—+ T+ """ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

simulé

théorique

[11.2 Taux de rendement action :

[11.2.1 Modele utilisé :

Pour simuler le prix des actions, nous supposorig guit un mouvement brownien
géomeétrique (modéle de B&S) :

d§ =S x((¢, -d)Odt+ o, dW,)  (3)
Avec p, le taux de rendement moyen attendu de 'acticestde taux de dividendes attendu,
et g, la volatilité des prix de I'action.
Sous la probabilité risque-neutre, on peut écrire :

d§ =§ x((r, ~d)Odt+ o, dW)  (4)
Ou r, est le taux court a la date t (suivant le proceskeudiffusion de Hull & White décrit au
paragraphe précédent).

Si on considére un pas de temps suffisamment/pgtiéquation (4) peut étre discrétisée de la
maniere suivante (discrétisation d’Euler):

Su-S=Sx(n-d)o+a,vaN©)) )

Cette derniere équation permet de générer destoaps de prix de l'action au cours du
temps.

[11.2.2 Calibration :

Les parametres du modéle sont :
= d: le taux de dividendes moyen attendu

» g, :lavolatilité des prix de I'action
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Aujourd’hui, ces paramétres sont calibrés comme: suli
= d= 0%
= g, = volatilité implicite moyenne d’'un panel d’opti®rsur indice Eurostoxx 50, les
plus liquides, a la monnaie ; la moyenne est parel@ar la maturité afin de donner
plus de poids aux maturités les plus longues.

Remarque.3.2.2Dans le modeéle actuel, on suppose que nous réiss@ss les dividendes,
chose qu’on ne fait pas automatiguement dans la vie. Il faut donc développer ce modeéle
de telle facon a laisser le choix a l'utilisateerrdinvestir les dividendes ou pas.

[11.2.3 Génération des trajectoires :

Nous avons génére les taux de rendement actiomnskiorizon de 0 a 50 ans, avec un pas de
temps 1 an. Cette trajectoire est générée par atggbles antithétiques, nous obtenons donc
par construction une courbe simulée qui corresgoladcourbe théorique.

Le graphe ci-dessous représente les rendementsimogtenus :

Rendement action

6.00% -

4.00% // —
3.00% /‘V
2.00%

1.00%

0.00%

— Oy ENNE des taux courts

rdt action moyen + sigmaz/2

[11.2.4 Test de martingale :

Le test de la martingale repose sur l'actualisatilenl'indice des actifs par le facteur
d’actualisation.
E[D,s]=1

Ou D, est le facteur d’actualisation &test la valeur de I'indice action.

Le graphique suivant, montre le résultat du tedadpartingale :
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Test de la martingale pour les actions

120.0%

110.0% -
100.0% + —— \’—\’\'\/W/\
90.0%

80.0% A

70.0% -

60.0% +——F—7F—r—F—F+F+"+—""—"—"—"F"—"—"T T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

‘ simulé théorique

Nous obtenons des résultats satisfaisants.

[11.3 Taux de rendement immobilier :

[11.3.1 Modeéle utilisé :

Pour simuler le prix des titres immobiliers, noup@osons, comme pour les actions, qu'il suit
un mouvement brownien géométrique (modele de B&S) :

dl, =1, x((& -)Odt+o, dW)  (6)

Avec u le taux de rendement moyen attendu de 'immobiliées loyers moyens attendus
(en % du prix de I'actif) et; la volatilité des prix de I'immobilier.

Sous la probabilité risque-neutre, on peut écrire :
dl, =1, x((r, =) dt+g, dW)  (7)
Ou r, est le taux court a la date t.

Si on considére un pas de temps suffisammentypgtéquation (7) peut étre discrétisée de la
maniére suivante :

L=l =1 x( -ND+o, VAN©D)  (®
Cette derniere équation permet de générer destoags de prix de 'immobilier au cours du
temps.

[11.3.2 Calibration :

Les parameétres du modéle sont :
= |:le loyer moyen attendu
= ¢, :lavolatilité des prix des actifs immobilier

Aujourd’hui, ces parametres sont calibrés comme: suli
= 1=0%
= g, =en l'absence de produits dérivés sur les aetifsobilier, on retient la volatilité
historique des prix immobilier, soit 10% au 3121M9.
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Remarque3.3.2Dans le modeéle actuel, on suppose gue nous réiss@ss les loyers, chose
gu’on ne fait pas automatiquement dans la vraie lviaut donc développer ce modele de
telle facon a laisser le choix a I'utilisateur @nwestir ou de ne pas réinvestir les dividendes.

[11.3.3 Génération des trajectoires :

Nous avons génére les taux de rendement immolaierc des variables antithétiques, ce qui
explique la correspondance entre la courbe théergla courbe simulée.

Le graphe suivant représente la moyenne des remdgrobtenus sur un horizon de 0 a 50
ans, avec un pas de temps annuel :

Rendement immo

6.00%

5.00% -

4.00% -

3.00% -

2.00%

1.00% -+

0.00%0

1 11 21 31 41

rdt immo moyen + sigmaz2/2

moyenne taux courts (pas mensuel)

[11.3.4 Test de martingale :

Nous appliquons le test suivarE[DtIt]:l, ou D, est le facteur d'actualisation éfest la
valeur de l'indice immobilier.

Le graphique ci-dessous représente le résultaside la martingale :

Test de la martingale pour I'immobilier

120.0%

110.0%

100.0% —_—

90.0%

80.0%

70.0%

60.0% +—+—F—FF—F—FF+—F——F """+ """ T T T T T T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49

‘ simulé théorique

Le résultat est satisfaisant.
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[11.4 Corrélations taux-action-immo :

En risque neutre, il y a deux types de corrélations

= Corrélation implicite via I'utilisation des taux courts pour la simutatides actions et
de I'immobilier.

= Corrélation explicite via I'utilisation d’'une matrice de corrélation emtes browniens
en utilisant la transformée de Cholesky (L) de &roe de corrélation empirique.

La matrice L est une matrice diagonale supériealie fjue L'L= matrice de corrélation
empirique.

Wa [01=0 Wa(i) Wa [2)
e - ' }
t=0 t=1 I=2 l
W 0y=b wr (1) Wir (2]
i ¥ ? _}-
=¢ =1 =2
Wa (=0 Wa [1) Wa 2}
: s
t=0 =1 ; =2 l
W (0j=0 W (1) Wi (2]
t=0 t=1 =2

La matrice de corrélation est la suivante :

31/12/2008 Taux Actions Immobilier
Taux 100.0% -20.0% 0.0%
Actions -20.0% 100.0% 10.0%
Immobilier 0.0% 10.0% 100.0%

La transformée de Cholesky (L) associée est laastev

Taux Actions Immobilier
Taux 1 0 0
Actions -20.00% 97.98% 0
Immobilier 0.00% 10.21% 99.48%

[11.5 Ponts Browniens :

Comme nous l'avons vu dans les sections précédentes

= |e taux court instantané est utilisé dans les dygaes servant a simuler les
indices «actions » et « immobilier ».

le taux instantané est simulé en pas mengaet un calcul robuste des facteurs
d’actualisation.

Cependant les drivers « actions » et « immobiiaont simulés en pas semestpelr les
besoins de projection dans le modele ALM.
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Pour résoudre cette difficulté, nous simulongrdgectoire du taux instantané en utilisant un
pont brownien. Ainsi, comme on I'a vu dans la smatiprécédente, pour corréler deux risques
simulés par pont Brownien (qui suit une loi gauss& il suffit de corréler les normales
centrées réduites utilisées pour former les deuntspo

Exemple.3.5 Mise en ceuvre opérationnelle pour une simulatatioms / taux :

Etape 1 : simulation des browniens actions / taugas semestriel

Wa [0}=0 Wwail) Wa [2)
] f i >
t=0 =1 =2
Wr (0j=0 Wi (1] Wr (2]
i 1 T -
t=0 =1 i=2

Etape 2 : simulation mensuelle du brownien « taux »
Wr{0}=0 Wr{112)  Wr{2nz) Wi 1)
i L i

k 4

| T T
=0 =Nz t=2112 =1

Etape 3 : obtention des indices « actions » etalesinstantanés

Rappel :la formule du pont brownien :
Pour si < s <si+1, la loi conditionnelle t¢(s) sachanW(s, )etW(s,, )est la suivante :

W(S)/W(S )’W(Sﬂ) — (S|+1 - S)W(S|) +_(S_ S )W(§+l) +\/(5,+1 - S)_(S— S ) 7
S 7S S =S

Ou Z~N(0,1) indépendante dE(s ejW(s.,)
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INTRODUCTION AU RISQUE DE CREDIT:

IV.1 Présentation du marché du risque de crédit :

Avant de parler de risque de défaut, ou de risquerddit, il est important de comprendre
guels sont les intervenants sur les marchés fisexcComme c’est expliqué dans plusieurs
ouvrages et articlesles marchés financiers réunissent des acheteute®vendeurs. Ceux ci

sont liés par un contrat qui stipule les conditidieshange de flux financiers ou d'achat vente.

Chaque contrat stipule les modalités d'échangenoRsel'exemple d'une obligation d’'une
société « SP » du secteur privé. SP veut levergpample, 1 Milliard d'Euros de capitaux
pour financer une opération de rachat d'une soc@ébéurrente. SP va se tourner vers les
interlocuteurs habituels pour obtenir les fonds gquamts : banques, introduction en bourse de
nouvelles actions, marché financiers.

Si la solution retenue est celle d'un empruntesinharchés financiers, SP doit lever 1Milliard
d'Euros sous forme d'obligation et peut propos@élation suivante : pour 100 EUR prétés,
SP versera un intérét annuel de 6%, et remboulesed®0 EUR dans leur totalité en 2014.

Plusieurs questions vont étre soulevées par lentgdes portefeuilles intéressés par cette
obligation :
1. dois-je effectivement préter 100 a SP, en échamgerdmboursements promis, ou
moins? Pourquoi pas 95, ou 103 ? Quel prix dodejemer a I'obligation SP ?
2. suis-je déja trop exposé dans mon portefeuille aemteur d’activité. Les nouvelles
obligations que j'achéte me permettent-elles de tieersifier mon risque ?
3. acheter des obligations SP implique des réseregie(nentaires et économiques) que
je vais devoir supporter. Le rendement propose |'patigation me permet-il de
couvrir ces frais additionnels?

IV.1.1 Préteurs, emprunteurs, produits :

Les marchés de la dette regroupent plusieurs typesrvenants :
* les emprunteurs
= les préteurs (investisseurs privés ou institutits)ne
»= |es agences de notation qui sont des organismespendants dont le métier est
d'attribuer une note représentative du risque dditcassocié a n'importe quel type
d'émission obligataire.

Les produits traités sur les marcheés financiers dimers. Les plus simples et les plus anciens
sont les obligations, qui sont émises par des HEéatd-rance Obligation au Trésor (OAT),
Government Bonds américains, emprunts russes,, eteg administrations, des villes
(Municipality bonds aux Etats-Unis), des grandedregmises (France Telecom, EDF,
Sodexho) dont des banques (BNPP, Société Gené&addjt Agricole, etc.). Des produits
dérivés sont ensuite apparus : les CO{Sredit Default Swap) ou plus généralement les

*les définitions présentées dans ce mémoire (sumdeché du crédit, les produits financiers, les gpies
d’échange de ces produits, etg..sont prises de plusieurs ouvrages et articlesmpus citerons a la fin de ce
mémoire dans la bibliographie.

** nous définissons les CDS en détail dans le chapitie ce mémoire.
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Dérivés de Crédit classiques et enfin des prodpits complexes tels que les CDO
(Collateralized Debt Obligations) ou First-to-DdfatNotons enfin I'existence de produits dits
hybrides tels que les obligations convertiblespprimettent d'échanger de la dette contre des
actions.

Le marché de la dette représente un volume impodas échanges. La figure suivante
montre I'évolution de ce volume ainsi que la csaisce de la titrisation puis sa chute avec la
crise avec une tres timide reprise aujourd’hui.

Rise and fall — a decade of issuance in global debt capital markets

By type ($bn)
3000

mm Covered bond
2500 == Non - US Agency
B Sovereign, local authority
Supranational

2000 US Agency
== Corporate

= Financial institutions

Securitised debt
1500

1000

500

2000 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10*
Source: Dealogic * Year to date

Figure4.1.1 : Dette et son évolution 2000/2010esunarché des capitaux.
(Source http://investmentbankerparis.blogspot.gom

On note aussi la montée des émissions Corporat0ef, le trés fort volume des ces
emissions fait jeu égal avec les émissions desutisns financieres.

IV.1.2 Les obligations risquées :

Reprenons notre exemple de la société « SP ». Alljmi, en 2010, SP souhaite lever des
Fonds pour financer une acquisition importante ne avancée technologique. En raison de
contraintes fiscales, d'un cours boursier défavere®P souhaite financer son opération via
I'émission d'un emprunt sur les marchés financsengs la forme de bons aux porteurs.
L'intérét proposé est de 6% et la maturité de tapen 4 ans.

*CDO : Le CDO (Collateralized Debt Obligation) est produit financier qui s'est réellement dévelofipd0
début 2000. Les CDO sont des titres représentdéfportefeuilles de créances bancaires ou d'instmtan
financiers de nature variée. Au méme titre queittesdtion et les dérivés de crédit, ces produgsfidance
structurés, sont issus de montages complexes, dapbra différents besoins tel que réduire les cal@ts
refinancement, exploiter des opportunités d'arpitret surtout se défaire du risque de crédit. Toistequelle
gue soit leur forme, les CDO ont en commun d'é&tnés &n différentes tranches de la méme fagon qoditrise
une créance. Ainsi I'émetteur vend aux investissdas produits plus ou moins risqués selon la i@oboisie.
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SP va se tourner vers une banque qui s'engageeér @ar les marchés financiers les titres
emis, au prix de 100. Afin de parvenir a ce chjffite banque "testera" les marchés et
demandera en conséquence a SP d'ajuster a la lmauask baisse le taux d'intérét proposé

(le coupon). La banque garantira ensuite a SPrtevde tous les titres, s'engageant ainsi a
prendre ceux qu'elle n‘aura pas placés.

Les titres sont émis au ler septembre 2010. Ura@cigr est mis en place suivant lequel :
= au 01.09.2010, SP percoit 100

= aux 01.09.2011, ..., 01.09.2013, SP verse le codpdhau porteur

= |e 01.09.2014, SP verse au porteur le dernier aodeds et rembourse le principal de
100.

Oktbligation de Maturite 4. Coupon annuel C

Pa

Flax regus par

I'emngpruntpur

Flix gl par

lreshase,r

Figure 4.1.2a: Echéancier des paiements pendduotée de vie de I'obligation.

Un porteur qui a acheté l'obligation SP au 01.0B02@eut la revendre sur le marché
obligataire. Le prix d'échange est fixé par le rharet on assiste a une cotation de I'obligation
SP aux cotés d'autres obligations. Un exemple t#ico est le suivant :

rating L w— m— =
émetteur - AAA For e
5,50% 2010 111,93 27818 1-—
/' 1 \
COUpON paye par maturite \\
lobligation b
(taux d'intsrét promis)

Figure 4.1.2b: exemple de cotation d’'une obligatierd’état francais en 2006.
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Plusieurs informations sont rassemblées autoua dethtion :
= nom de I'émetteur
= qualité de crédit de I'émetteur (rating attribuéyreze agence de notation)
= maturité de I'obligation
= coupon

La cotation est un prix (en l'occurrence 111.93jumli on associe un taux, le taux actuariel.
Le taux actuariel est le taux qui égalise prix lstdaqla jambe fixe) et flux a venir (la jambe
variable). Il reflete la rémunération exigée paurisque pris (risque de taux et risque de non-
remboursement), qui dépend donc de la qualité dditcde I'emprunteur (I'émetteur), du
coupon et de la maturité de l'obligation. Le taexrendement actuarigh est donc solution

de I'équation :

Prix =11193= 55 + 100
t=2011---,2014 (1+ p)t_2010 (1+ p) 20142010
5.50% mm — 11:93 N 2?8i8
TR
5,-%6;.;’0 2‘010. - 11128 .2-,:91355
:5,-:16% 2ﬂ10 - -..1. 0805 3-,282?
5:-2;50.."0 2010 — 1{38,5 — 3,2826
4:5;33;::-. 2009 ;1&3. . i.?;,l?Ogd

Figure 4.1.2c: Le prix de l'obligation et le taux ®ndement actuariel dépendent de la qualité&dmtunteur.
Comparaison de taux de rendement actuariels peumdéurités similaires.

La différence entre le taux de rendement actuatiéd taux sans risque mesure le risque de
crédit sous-jacent a I'émetteur et supporté ppréteur.

Un investisseur qui porte l'obligation quelques sneimtre deux versements de coupons doit
étre rémunéré pour le risque porté bien qu'il nessa) en théorie, avoir droit a aucun

versement de coupon puisqu'il ne posséde pasgkdian lors des versements de coupon.
Aussi, le prix d'une obligation est-il corrigé doupon couru qui est simplement l'intérét

linéaire (au taux du coupon) sur la période emtr@drnier versement coupon et aujourd'hui.

Le prix c6té de I'obligation est généralement & pred de coupon (Clean Price), c'est a dire

le prix réel de l'obligation auquel on retranchedeipon couru. En conséquence, le prix de
I'obligation dans le temps ne subit pas de salgsady versements de coupons.
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Certaines obligations vont étre cotées différemmiéstagit des obligations convertibles. Les
obligations convertibles sont des obligations ndesmauxquelles est ajoutée une option de
conversion en actions. Le nombre d'actions en #kul'obligation peut étre convertie est
spécifie a l'avance, ainsi que les dates d'exerdecd'option. Cette option permet pour
I'émetteur de réduire le colt de la dette ainsilgaecash-flows a verser. Ce type de produit
est attractif lorsque les marchés actions sontvivéiles. Il justifie enfin l'intérét de modéles
structurels permettant de décrire dans une mémanaiguie actions et obligations.

V.2 Modélisation :

Dans cette section, nous allons présenter sucaonectela modélisation du marché du risque
de crédit. On distingue deux grandes classes detlemd les modeles structurels et les
modeles a intensité de défaut. Nous aborderondempant les premiers, puis nous définirons
le cadre général des modeles a intensité de défald. nous permettra de situer dans cette
classification le modele LMN, qui est introduit ahapitre suivant, comme un modele a
intensité.

IV.2.1 Les modeles structurels :

Les modéles structurels sont les modéles qui chatch expliquer I'événement de défaut a
partir de variables économiques. Nous allons ptésdni les modeles de Merton et de
Black-Cox qui ont été les premiers introduits aliem des années 1970.

Le modele de Merton suppose que la vaMud'une entreprise « C » a un instant t suit sous

une probabilité martingale équivalente (i.e. sous laquelle les actifs actualisés sont des
martingales) la dynamique :
dVv, =V, ((r —k)dt+ adW,

Ici, r=O0représente le taux d'intérét sans risqhe; le dux de dépense de l'entreprise
(salaires, amortissement...) @t= laQvolatilité de la valeur de l'entreprise. On gators la
valeur de Cv,, comme la somme de son actif(ia valeur de ses actions) et de son paSsif

(dette contractée pour financer son activité). ®place sur un intervalle [0, T], et on suppose
gue la dette a été contractée auprés d'une sendeatité « A », et que C doit rembourser en
Tlasomme L >0 a A. Le modéle de Merton considénes deux cas de figure au moment du
remboursement : so; = L et alors C rembourse sa dette, 34it< L et alors C fait faillite

et A récupére de C la somiWe L'instant de défaut s'écrit ainsi :
N VT Vi)
Et la dette a l'instant t vabt = min(V,,L . pous ce modéle la valeur de la dette a l'in€ant

s'écrit :
D, = E[e" min(V,,L)]
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Un inconvénient de ce modele est que le défauedamreprise ne peut intervenir qu'a une
seule date, connue a l'avance, ce qui n'est pastmbste.

« L

I
1

Figure 4.2.1a : le défaut est considéré en T etsmofiintervalle [0, T]

Pour pallier ce probléme, Black et Cox ont propdséiéfinir le défaut de I'entreprise C par
le premier temps de passage en dessous d'una®ai(ie :

r =inf{t 0[01],V, < H (t)}
Avec :inf ¢ = +o_lls proposent de prendréi(T) =kt pour tO[0,T[,H(t)=Le™™.

Le paramétre est supposé positif, et on supposderagnt L<Lce qui signifie que
I'entreprise C a plus de marge de manceuvre avaetriboursement de la dette.

Option Vanille Option a Barriére
T Maturité T

Maturité

I
f

L NN ‘ -

L A

Figure 4.2.1b : Option Vanille : considération dadfait & maturité T
Option a barriére : considération du premier instEnpassage

L

|

!

{ kil
1

{

Depuis ce modele, plusieurs modeles expliquanéfaud comme le passage en dessous d'une
barriére de la valeur (ou de Il'actif) de I'entrepront été développés. Nous n'entrerons ici pas
plus en détail sur les modéles structurels car ¢elele LMN présenté dans ce mémoire
appartient a l'autre catégorie de modeles : lesehesdh intensité de défaut dits aussi modeles
a forme réduite.

IV.2.2 Les modeéles a intensité de défaut (ou a forme réde) :

Comme on a vu dans la section précédente, la miseuwvre des modeles structurels pose un
certain nombre de difficultés pratiques liées mjiossibilité d’observer la valeur de marché

des actifs de la firme. Pour contourner cette cliffe, une nouvelle voie de recherche est
apparue durant les années 90 et toute une classmdides a intensité a été proposée. Ces
modeles contournent la difficulté d’obtenir la walede marché des actifs en s’appuyant

uniquement sur I'observation du spread de taux cernaduction du risque de crédit.

Dans cette partie nous considérons un espace talplite (Q,&,P) qui décrit les aléas

observés sur le marché. Nous ferons ici I'hypothigsela probabilité P sous laquelle nous
travaillons est une probabilité risque neutre Neupposons aussi que cet espace est muni
d'une filtration(F,,t = 0) de £ qui contient schématiquement l'information de ttessactifs

« sans risque de défaut ».
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En particulier ici, nous supposerons que B(t),deeur a l'instant t d'1 euro placée a l'instant 0
dans un placement sans risque, est adapté a ratidifi(F, ). Notons que le coefficient

d'actualisation utilisé pour décrire les produiésist :
Ot<T,D(t,T) =B(t)/B(T)

On consideére ici un seul instant de défaut qusapposé étre une variable aléatoire positive
& -mesurable :
r:Q - [O,+OO]

Maintenant que nous avons défini I'espace de piligabur lequel nous travaillons, nous
pouvons définir ce qu'est un modéle de défautensite :

Définition 4.1.3.2 :On dira quer suit un modeéle a intensité de défaut s'il exist@nocessus
positif (A,,t =0) adapté a la filtration(F,,t =0) et une variable aléatoire £ -mesurable,

indépendante dé& =tD0 F. et de loi exponentielle de paramétre 1 sous Popets:

r=inf{ t20[ Ads>¢ }

Le processug/,,t = 0) est alors appelé intensité de défaut ou creditagpre

t . . ..
On pose alors dans ce ¢¥a($):J'0/15ds qui est un processus croissant. Remarquons ici

que{/\(t) :+oo} D{rst}, et on peut ainsi obtenir de linformation surdéfaut a partir
de(F,,t = 0). Pour éviter cela, on ajoute souvent pour défesrmodéles a intensité de défaut

I'hypothese suivante :
OtOIR, P(A(t) <+w) =1 et P(lim, . A(t) =+w)=1

Cette hypothése est satisfaite en général par tefeles a intensité qui sont utilisé et en
particulier par le modéle LMN que nous allons pnése

Par définition de& , on a pourt > 0,

{r>t}={[Ads<é}={A@W)<é}

Par conséquent, on a pour toute variable aléaYoinéégrable etk -mesurable :
El YL |=El Y1 nwee) J=€[ g L nyeey! Fe ] 1=€[ eOv ]

Appliquons ceci pour calculer le prix en 0 d'unazéoupon d'échéance T > 0 avec défaut.

Puisqueéd(0, Test kF -mesurable, on a:
E[ D©,T)].., ]=E[ DO, T)e"™ ]

Supposons que l'actif sans risque soit modéliséupaaux d'intérét courfr,,t = @dapté a
(F.,t=0):

B(t) = expl j; r.ds )
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Ce prix est alors égal a:
.
E[ exd —L (r,+A)ds ) ]
Qui représente également le prix d'un zéro-coupos ssque de défaut avec un taux d'intérét

court égal ar, + A, au lieu de,. L'intensité (A,,t = Oyeprésente bien ainsi un écart entre le
prix d'un zéro-coupon sans défaut et avec défaut.
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V. LE MODELE LMN :

V.1 Geénéralités sur le Modele :

Le modele LMN comme les autres modéles a inten@iéé modéles a forme réduite)
n'explique pas directement la cause du défautirtésesse plutét a la modélisation de la
probabilité de défaut des entreprises. Ce défault greiver a n’importe quel moment (aucun
élément ne peut le prédire).

Ce modele est calibré uniquement a partir des geixnarché des obligations Corporate et
des dérivées de crédit ce qui permet de respeoteg démarche de modélisation en risque
neutre qui permet d’obtenir des scénarios « Ma@aisistent ».

Le schéma ci-dessous explique le principe de catted cash-flows d’'une obligation
Corporate a une date de détachement de coupon :

Cash flow en t est égal & Cash flow en t est égal &
{Probabil\té de survie x coupon , ST (1-w) Principal x Probabilité de défaut
Frobabilité de survie x {Coupon + Principal), Si =T

Si pas defaut Si defaut

Ou: T est la date d'échéance de I'Obligation et w est le taux LGD(Loss Given Default).

Remarque5.1 :
Le remboursement en cas de défaut a lieu au mashetiéfaut, ce qui n’est pas le cas dans la

vraie vie.

En plus du fait que ce modeéle est un modele «&taConsistent », 'équipe Modélisation a
retenu ce modéle pour les raisons suivantes :
= [Implémentation facilitée du fait des formules feeméour calculer le prix du ZC
Corporate
= Compatibilité avec tous les modeéles de taux saug+e
= Peut étre utilisé comme un input externe au modgM
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V.2 Description du modéle :

V.2.1 Principe :

Le prix des obligations zéro coupon Corporates rasdélisé par un taux instantané
décomposé en taux sans risque, spread de crépitestd de liquidité.

Le taux d’intérét Corporatec, est alors défini comme suit :
rc, =r, +A +y,
Ou r, est le taux sans risqud,est le spread de crédit pgtest le spread de liquidité :

Puisque Le modéle LMN n'impose pas de modele de sams risque particulier, on utilise
alors le taux ZC modélisé dans notre géenératescéearios avec le Modele Hull & White a
un facteur. Il nous reste donc a modéliser deuggssus :

» L’intensité du défaut qu’on modélise a partir dimodéle de type CIR :
dA, = (a - BA)dt+a.[A, dZ(t)

Ol , B eto sont des constantes positives tels que< og” <2a etl, > 0, et Z(t) est un

mouvement brownien standard. Ces parametres pemhatla fois un retour a la moyenne et
I'hétéroscédasticité conditionnelle du taux Corpmraet de garantir que le processus de
I'intensité est toujours positive ou nulle.

»= La prime de liquidité est modélisée grace au prRes
dy, =ndB(t)

Ou 1 est une constante positive et B(t) est aussi uoverment brownien standard. Ces
parameétres permettent au processus de liquiditgrdedre des valeurs positives et négatives.

Hypothéese supplémentaireCe modele suppose qu’en cas de défaut une fractingtante
(L1-«)de la valeur de I'obligation est conservée, @uest le taux de LGD (Loss Given

Default).

Remarque5.2.1ce mémoire ne traitera que le cas ou les troisgssusr,, A, ety, sont
décorreles.

V.2.2 Modélisation :

Suite aux articles de : Duffie (1998), Lando (199B)ffie et Singleton (1999) et d'autres, il
est maintenant simple de représenter sous la piid@abrisque-neutre », la valeur d’'une
Obligation Corporate comme somme de simples espésa
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CB(O,c,w,t) = E[c [ exp(— [l 2+ ys)dstt} 9)

+ E{exr{—ﬂ(n +A + yt)dtﬂ

+ E[(l— ) jOT A exp(— j; (r.+ A, + ys)ds)dt}

Ou c est le taux nominal du coupon de I'obligati@erporate qui, pour simplifier est supposé
payé en permanence tant qu'il n'y a pas de défaut.

La premiéere espérance de I'équation (9) est lawadctuelle des coupons promis, la seconde
espérance est la valeur actualisée du rembourseprerdipal promis, et la troisieme
espérance est la valeur actualisée des paiemerddsven cas de défaut. Notons que dans
chaque terme, les flux de trésorerie de I'obligatsmnt actualisés au taux d'actualisation

ajustac, =r, + A, +,.

Compte tenu de I'équation du processus de l'int@reti celle du processus de liquidité, des
résultats standards tels que ceux de « Duffie,el?éirhgletgn (2000) » rendent facile le calcul
du prix d’'une obligation Corporate par des formudtrsées. On a alors :

CB (0,c,w,1) = c[ (A(t) exp(A,B(1))C(t)D (0,t)e™" )dt (10)
+ A(T)exp(4,B(T))C(T)D (0, T)e ™"
+ @~ o) (exp(ABM)CHD O.)(G(1) + AH (B)e™ )dt

Avec :
o ABHD), o
At) = exp[ o ][1 Ke”‘] ,
_B-9 2¢
Bl ="t o’(1-ke?)’
_ o 1
C()= exp[ 5 J
_ay, a(p+o), E
G() = ¢( 1)exp[ j[l Ke‘“j ,
_ (aBra e Y 1k o
H (1) —exp( e tJ[l—Ke‘“j ,
p=420%+p%,
kK=(B+@) (B ~-9).
Ou:

D(t,T)= E[exr{—f+t rsdsﬂ

*Nous démontrons ces formules fermées en annexe?2.
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V.3 Discrétisation des équations du modéle :

Nous présentons dans cette section la discrétisdéd'équation différentielle stochastique de
Cox-Ingersoll-Ross (CIR) ainsi que la discrétisatie I'équation de la prime de liquidité qui
intervient dans le modéle LMN

V.3.1 Discrétisation du modele CIR :

Nous rappelons que nous modélisons I'intensitéédaud a partir d’'un modéle de type CIR :

dA, = (a - BA)dt+ g, [A, dZ(t)

Pour les besoins de modélisation, nous utilisonpas de temps mensuel (=1/12) et nous
appliguons dans un premier temps le schéma d'Bderyama pour discrétiser ce modele:

1
Aa = Ak (@ - BAk) 5+ 0 [A (Z
12 12 12 12
Ou Z; est un mouvement brownien centré de variance i.

kr112 Lk )

Avec cette discrétisation, nous obtenons des isakitnégatives pour le modele CIR, car
l'incrément brownien peut prendre des valeurs fioet@ négatives. Ainsi, a I'étape suivante,
la racine carrée n'est plus correctement défihan bst de méme pour plusieurs schémas.

Parmi les schémas existants dans la littératureesdiype de diffusion, nous avons retenu le

schéma de «Deelstra et Delbaen(1998)» :

1
At = Ak +(@ =B )15+ 0 [Alas0(Zin, ~ Z)
THRT] 12 12 12

Il peut certes prendre des valeurs négatives meate toujours bien défini. Nous appliquons
dans un deuxiéme temps ce schéma.

Remarque.5.3.1.1l existe une autre approche de discrétisatiorr péquation du CIR faite
par « Diop(2003) », que nous présentons brievesreannexe3.

V.3.2 Discrétisation du Processus Brownien :

La prime de liquidité est modélisée grace au pmee8rownien :
dy, =ndB(t)

Nous avons appliqué Le schéma d'Euler-Maruyama ghisarétisé ce modele:
YVk+1 = yL + ,7(Bk+l/12 - Bk)

12 12
Ou B; est un mouvement brownien centré de variance i.
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V.4 Calibration du modéle LMN :

Afin d’assurer la « Market Consistency » du modetays avons besoin de quelques données
de marché pour lancer la calibration du modéle LMN
= La prime CDS (Credit Default Swaps). Les CDS soe$ dontrats permettant de
protéger ses acheteurs contre la faillite d'un é&mnetde crédit (nous détaillerons cette
définition dans la section suivante).

» Prix d'une « ZC Corporate ».
» Prix ZC sans risque (déduit de la courbe Swap).

Et d’'une hypothese supplémentaire sur le Taux LG&3¢ Given Default= Taux de perte en
cas de défaut de crédit).

Les paramétres, 8, g, n, A, ety, sontles paramétres de calibration. lls sontrestipar

la méthode des moindres carrés a partir des prixatehé des obligations Corporate et des
CDS, en prenant en compte les conditiors < 20 et A0 >0, pour obtenir des solutions
positives.

Grace a I'équation (10), notre approche empiriqusera de calibrer le modéle pour

correspondre a la fois la prime CDS et le prix dbBgations de sociétés dont I'échéance
correspond a la maturité de cing ans du CDS.

Nous calibrons alors dans un premier temps lesnptrasr , 5,0 et A, du processus de
défaut A, en résolvant:

a* ,ﬂ* ’0_* ,A; — Arg mina’ﬁ‘m/]o Z (Sthéorique _ Smarohé)Z
T

Ou s est la prime CDS (voir plus loin la formulenfiée).

Ensuite, nous calibrons les paraméfrety, du processus de liquidige en résolvant:

,7* ' VS = Arg mil’],”/0 z (CBthéorique - CBmarché)z
T
Ou CB est le prix d’une obligation Corporate contgatavec le choix du CDS.

Nous avons donc, besoin de connaitre I'évaluatiéortique de la valeur de la prime d’'un
CDS ainsi que les valeurs de marché d’'une obligafiorporate et d'une prime CDS.

V.4.1 Les CDS (Credit Default Swaps) :

Au début de cette section, nous introduisons IEsedlit Default Swaps » par la suite nous
détaillons le calcul théorique pour I'évaluation k#e prime d’'une CDS par une formule
fermée, et enfin nous présentons le choix de kuwale marché du spread CDS.
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V.4.1.1 Introduction aux CDS :

Les CDS (Credit Default Swaps) sont les dérivésrddit les plus liquides du marché, ce sont
les produits les plus simples des produits dérilgsrédit et ils constituent une base pour les

produits dérivés plus complexes comme les CDO.WapsCDS est une protection contre le
défaut d'une entité donnée.

Imaginons par exemple gu'une entité « A » ait prété certaine somme d'argent a une
entité « B », sous forme d'obligations, et souhagepas avoir a supporter la perte de cet
argent si B fait faillite. L'entité A va alors aatler un CDS qui I'engage a payer régulierement
au vendeur du CDS « C» une somme d'argent R. B pajte somme jusqu'a une certaine
échéance fixée au préalable ou jusqu'au défautgliiBtervient avant.

Pour se couvrir contre le
B a une datte risque de defaut, A

contracte un CDS avec C

/ surA Entreprise A s B

—> Acheteur =

-

de protection

Figure 5.3.1.2a: situation initiale d’'un échangeQiis

Si l'entité B fait défaut pendant cette périodagHeteur recoit de C une somme LGD (Loss
Given Default) qui idéalement correspond au pré&eidiubi par A a cause de la faillite de B.

En revanche, si B ne fait pas défaut durant leodérdu contrat, le vendeur du CDS C aura
recu des paiements sans avoir rien a débourser.

B ne fait pas défaut B fait Défaut

Averse a C une Prime 40

Entreprise A 5
Acheteur

de protection

C paie le notionnel

<
Entreprise A
Acheteur : >
de protection AverseaCla
derniere Prime

B honore sa dette B fait défaut

Il n’honore pas sa |
dette

A ————— Lt

Figure 5.3.1.2a: Pendant toute la durée du comteaix situations sont envisageables.

Les CDS ont été “standardisés” afin de pouvoneé&changés sur le marché. Typiquement,

les paiements réguliers de A a C ont lieu tousrtés mois, et les échéances du CDS peuvent
étre de un an, trois ans, cing ans, sept ans oangix

Ce type de produit permet bien évidemment a A dmserir du risque de défaut de I'entité B

lui-méme. Mais le fait qu'il soit coté et échangg&rpet également d'échanger le risque de
détérioration de la qualité de crédit de B.
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En revanche, ces produits ne permettent pas deuseirccontre le risque de plusieurs faillites
en cascades, car il est fréquent que la failliteel grande entreprise entraine la faillite
d'autres entreprises (la crise des Subprimes ef, ZBERON et le cabinet d'audit Arthur

Andersen, la crise de 1929, etc.).

Comme on I'a mentionné au début de cette sect®RIRS sont les dérivés de crédit les plus
liquides du marché, le volume d’échange est assgwrtant et permet de déduire les
anticipations du marché quant aux probabilitésafaud des émetteurs.

Créés au milieu des années 90, les CDS ont conmigweloppement exponentiel stoppé par
la crise financiére. Utilisés afin de spéculer kuhausse du risque de défaut d’'un Etat ou
d’'une entreprise.

80.000
Encours -
Y divisés par deux Encours de
Les CDS . 438.000 Mds$ 30.400 Mds$
ont un encours g :
40.000 ' (e 3.780 Mds$ Apotheose, les
2 encours s'élevent
_ 4 62.000 Mds$ |
Création des CDS
par JPMorgan
0
1994 2003 2007 2008 2009

Source : ISDA

Verse des intéréts ?ﬁmgﬁgﬁgﬁuﬁim La fabrication d’un CDS

Achéte une obligation

ou assurance) ——Verse une prime réguliérement ———b [T Que, hedge funds ou assurance)

 0u Efat

vendeur d'une protection de type CDS

#—————— \end un CDS

Figure 5.3.1.1a: encours notionnels des CDS 19994-20
Source : http://www.investir.fr

Les spreads de CDS sont donc des indicateurs gealéé du crédit. Les marchés de CDS
jouent désormais un role informatif sur les marctiéscrédit, ou les spreads de CDS sont
souvent considérés comme le reflet du consensusagché sur la solvabilité de I'entité sous-
jacente (entreprise ou Etat). Cela se vérifie égafe a travers la pratigue du marché
consistant a calculer la probabilité implicite d&fadit d’'une entité a partir de ses spreads de
CDS et a utiliser ces probabilités pour la valdiisades dérivés de crédit.

Comme la volatilité implicite dérivée des prix deptions, ces probabilités de défaut ne
contiennent pas nécessairement d’informationsesudéfauts futurs ou sur le risque de défaut
de I'entité de référence, mais indiquent simplemantonsensus du marché relatif a la prime
de protection contre le défaut a différentes éctean

Néanmoins, les spread(s) de CDS constituent diisateurs utiles du risque de crédit,
notamment lorsque les marchés de la dette soustgasent moins liquides.
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En conclusion, les CDS sont une bonne source dfimdtion pour calibrer les modéles de
crédit « Market-Consistent ».

Avant de commencer I'évaluation du prix d’'un CD®us expliquons notre choix de ne pas
appliquer le processus de liquidige aux flux de trésorerie provenant des contrats CDS.

Nous avons bien vu de ce qui précéde qu'un CDSuest opération Swap entre deux
ensembles de flux déterminés par la possibilit@éfiaut. Dondes CDS sont des produits
dérives.

Paiement d’'une prime périodique
Acheteur jusqu'a min(z. T)

de protection
(A)

\ersement du notionnel
ajusté du taux de recovery
entsit<T

ou t est la date de défaut de I'entreprise B et T est 'échéance du contrat

Cette distinction est importante parce que la matentractuelle des CDS les rend beaucoup
moins sensibles aux effets de la liquidité. Towabdid, les titres sont en offre fixe. En
revanche, le montant notionnel des CDS peut ébigrairement grand. Cela signifie que la
pression de l'offre et la demande qui peut affeldsrobligations Corporate est beaucoup
moins susceptible d'influencer les CDS. Deuxiemdnapuis que les CDS ressemblent aux
contrats d'assurance, de nombreux investisseuractp@tent la protection de crédit peuvent
avoir lintention de le faire pour un horizon fixet, par conséquent, n’envisagent
généralement pas de dénouer leurs positions amtgsie Troisiemement, méme Si
l'investisseur veut liquider une position de CDISpeut étre moins codteux pour lui de
simplement entrer dans un nouvel échange dansi$eggposé au lieu d'essayer de vendre sa
position actuelle. Ainsi, la liquidité de sa pasit actuelle est moins pertinente compte tenu
de sa capacité a reproduire les flux de trésomdehange par le biais d'autres contrats.
Quatriemement, il peut parfois étre difficile etiteux de vendre les obligations de sociétés.
En revanche, il est généralement plus facile delnela protection qu’acheter une protection
dans le marché des CDS. Enfin, Blanco, BrennanatsMdans leur article publié en 2003,
constatent que les marchés de crédit dérivés samtiquides que les marchés des obligations
de sociétés dans le sens ou de nouvelles infornsasiont saisies par les primes de CDS plus
rapidement que dans les prix des obligations detasc

En raison de ces considérations, nous n'impliquepas le processys dans I'évaluation des
primes CDS.
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Les flux de paiement en cas de défaut avant I'éateddu contrat sont :

Primes payés i - payé

: ?1—’. | ‘\ Pr'm“is fon payes Jambe acheteuse

|[ T ‘ ‘ [ [ i e de protection

Echéance T
Jambe vendeuse
de protection
'y
Défaut r

Soit s la prime payée par l'acheteur de protegimndéfaut. En supposant que la prime est
payée en continu, la valeur actuelle de la jamiheetacise de protectionPA(s,T) peut étre
exprimée sous la probabilité « risque neutre » cerauit :

PAS.T) = E[sﬂ [expe(ir, +/1hdh))jt}

De méme, la valeur de la jambe vendeuse de proteest :
PR(,T) = E[a).[OT (1, expcfir, +/1hdh))jt}
En égalisant la valeur des deux jambes, on trcuveleur de s :

) E[wﬂ (1, experir, +/1hdh))1|t}
o E[ [ expetr, +/1hdh))jt}

On en déduit la prime du CDS par la formule fermdigante :

 of (expt, B)D (O,1)(G(L) + A, H () it
théorique — J.O( 0 0 b

S T
[ (At) exp(1,B()D (0, 1) it

(11)
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V.4.2 Les données de marché :

Une premiére approche a été envisagée qui corssisédculer une prime CDS a partir d'un
échantillon présentant les spécificités du mardhéele de notre portefeuille. Mais vu la
difficulté de trouver les données nécessaires poartelle méthode, une approchiedice »

a été privilégiee.

Cette approche «indice » consiste a choisir uncénddlu marché correspondant aux
spécificités de notre portefeuille.

Notre choix d’indice se limite aux indices europgevu que notre portefeuille est composé
essentiellement des produits financiers en euro.

Nous avons choisi l'indice « Itraxx Europe Main $an car il répond a nos besoins de
modélisation (maturité/duration, rating des sosd& composant, secteurs d’activité de ces
sociéteés, etc.).

L’indice « Itraxx Europe Main 5ans » est constitiee125 dérivés de crédit équipondérés sur
des entreprises européennes « investment gradeeité@irs de « qualité ») dont la notation
est supérieure a BBB- (Standard & Poor’s) ou Bad8ody’'s). Ce sont les indices les plus
liquides et les plus représentatifs du marché.

Les regles de diversification de cet indice peremgttd’inclure des entreprises dans les
principaux secteurs d’activité. Ces indices ontrada transparence et la liquidité des marchés
des dérivés de crédit, sur lesquels lindices axkr Europe Main 5ans » constitue la
référence en Europe.

Voici quelques valeurs de marché du CDSde l'ingidgaxx Europe Main 5ans » :

Date TR ELR Main 8% Corp (en BF)
411122009 758615
a1/12/2008 177 5322
a1/12/2007 49 8902
2091122006 2344
a0/12/2005 a6.9062

D’autres indices Itraxx existent mais répondentma@ nos criteres, tels :
= Jtraxx Europe Hi Vol : Il offre une exposition a®@DS de 30 entreprises peu risquées
mais avec des spreads de crédit ayant une forailtélsur 5 ans.
= Jtraxx Crossover : Il regroupe 50 CDS d'entreprs@®péennes qui appartiennent a la
catégorie la plus risquée "high yield" (notes irg@res ou égales a BB).
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V.4.2.2 Valeurs de marché des Obligations Corporate :

Pour calibrer les parameétres liés a la liquiditgisravons besoin du prix de marché d'une
obligation « ZC Corporate ». Plusieurs indices peivépondre a nos besoins :

» L’indice « Markit lboxx Eur»: est concu pour répler les investissements
«investment gradeet & haut rendement des marchés a revenu fixe,eftaimh aux
investisseurs d'analyser et sélectionner des repqre refletent leurs profils
d'investissement spécifiques.

= L’indice Corporate de Barclays: est un indice qui regroupe une evastbase
d’obligation Corporate, mis a jour par Barclays iT&pqui a repris I'entreprise indice
de la banque «Lehman Brothers », et est souvalgéupour représenter des
obligations de qualité.

= L’indice Aggregate de Barclays : « Barclays Caphaglgregate Bond Index », qui
était appelé « Lehman Aggregate Bond Index ». Gdiceé a le méme principe de
fonctionnement que l'indice Corporate du méme nsauf qu’il est surpondéré par
les obligations d’état.

Nous avons retenu I'Indice Corporate de Barclayssa duration est proche de la maturité de
l'indice CDS choisi précédemment.

Voici quelques valeurs de marché de I'indice « Bars Corporate » :

Value Date Price Coupaon Maturity
31/12/2009 102 54 5,06 4 87
30/11/2009 103,00 5,06 494
30/10/2009 102 59 5.09 4 95
30/09/2009 102 10 5,09 496
31/08/2009 100,86 5,08 496
31/07/2009 100,06 508 499
30/06/2009 96,95 5,09 496
29/05/2009 95,09 5,09 494
30/04/2009 93,01 5.09 498
31/03/2009 90,27 5,06 502
27/02/2009 90,09 5.08 505
30/01/2009 90,35 5,06 506
31/12/2008 89,69 5,04 5,08

V.4.2.3 Taux LGD :

Nous avons retenu dans un premier temps un talx d€&35%, sans ignorer le fait, que ce
taux est lié au type d'activité de la Corporateaessi du niveau de levier (la dette de la
Corporate, titre subordonné ou pas etc.).D’autedswrs de taux LGD pourront étre testées
par la suite.
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V.4.3 Calibration du modéle :

Comme nous l'avons déja expliqué dans le débutetie section, les parameéteess, o,
n,A, ety, sontles parametres de calibration. lls sontr&stipar la méthode des moindres
carrés a partir des prix de marché des obligat@orporate et des CDS.

Nous rappelons ci-dessous les formules fermées gbemmb I'évaluation du prix d’une
Obligation ZC Corporate et de la prime d’'un CDS :

CB " (0,¢,w,t) = c[ (A(t) exp(,B(t))C(t)D (0,t)e ™" bt
+ A(T) exp(,B(T))C(T)D (0, T)e ™"

+(1- )] (exp@,BO)CHDOB(G(E) + AH (1)e™ bt

Et

@], (exp,BE)DOY(G() + AHM)t
IOT (At) exp@,B())D(0,t))dt

théorique —

S

Grace a ces formules fermées, notre approche eeirisera de calibrer le modéle pour
correspondre a la fois la prime CDS et le prix dblgations de sociétés dont I'échéance
correspond a la maturité de cing ans du CDS.

Ce calibrage sera effectué sous les conditiohs: 20 et)o >0, pour garantir la positivité des
solutions de I'équation CIR qui modélise I'inteisite crédit.

Nous calibrons alors dans un premier temps lesnpetrasr , 5,0et A, du processus de
défaut A, en résolvant:

O’* ,ﬂ* ’0_* ,A:) — Arg ming’ﬂ’g’/]o z (Sthéorique _ Smarché)Z
T
Ou s est la prime CDS.

Un premier calibrage est effectué avec les dondéemarché correspondantes a la date du
31/12/2009:

Tx LGD Maturite Prime CDS
J5% ) 0.76%
Et
Maturite Coupon Prix
wers les Sans 5.059% 102.54%
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Voici une image du fichier de calibration Excel :

% i ; o b
Of*’ )(']ﬂ" O"I‘_| /1,0* — ‘41'5; min ik Z (Sf dorique Smarc e)

B Microsoft Excel - fichier calibrage2009.xls

|;i_'] Eichier  Edition  Affichage  Insertion  Format  Cutile  Dornées  Fénétre  MoSes 7 ) " Tapes une question -1
2 .
AEHR S SR TE X aR- - R8s e B'[u.. e z | = = ',,‘: o € % e =[S A
~ = & ! e - —
MY EE=0 @l Y AE -.,'.!.,":- 5 3 S N | G 5'," = | 53 3| ey ':.:H
VAN * ¥ J K =(C14-B26)2 v S i

A | B

125 larmbda(0} ;o DEE%
3 alpha A 1.69%
B E Intensité R ; 60.00%
i sigma 5.03%
& gamma(l} 0.B844%
e Bime s lquidine cta 1.00E-02
13}
9 Caleuls intermediaires 50.42%
|10 -28655,83%) |
1
12|
13 TxLGD
BEE %
15 :
15 Périodes 3.00 4.00 500 500
B 0.2500 0.3333 0.4167 0.5000
18 All) 0.993342421 b 599773466 09595458622 0995123145 0956652063 0.996030185
20 Bit) -0 DS12$4EIED , -0.168602535 -0.232147693 -0.302102596 -0.36864 1527 -0.431930404
| 21 Cit) 1000000010 /4 1.000000077 1.000000260 1,000000617 1.000001206 1.000002083
|22 Gl 0.001370424 ,/0.002673538 0.003912202 0005089184 0006207163 0.007268725
2'3 Hit) 0,951166430 J/ 0.904601676 0.8602116832 0.817905150 0.777593577 0.739191290
24 numerateur U,IJ?J."SS.‘??J?,-’! 0.010428375 0.011267866 0.012059843 0.012806185 0.013508608
2_5_ denominateur 0.9988 12066 0.997407461 0.995773135 0993904674 0.991814682 0.989508022
=
14 4 > wi\calib /- Tl
{Degsin v |+ | Fopmes automatiques = “CDoE 43 B Q‘\ﬂ =i - A - = 5 E a3 !
Modifier NUM

Figure 5.3.3a : une image du fichier de calibraties CDS

Ensuite, nous calibrons les paraméfrety, du processus de liquidige en résolvant:

’7* ) VS = Arg minwo z (CBthéOfiqUE - CBmarché)z
T

Ou CB est le prix d’'une obligation Corporate conigatavec le choix du CDS.

L’image suivante montre une capture d’écran duédictie Calibration Excel permettant

d’obtenir la valeur des parameétrgsty, :
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pk o, " : VD théorigue Y marché N\ 2
n*.7,*= Argmin, Z(Lﬁ CB™)
: T ;

] '

E Microsolt Excel - fichier calibragepresentation.xls L
] Eichier  Edition  Affichage  Insertion  Format  Qutils Qonl;llées Fepftre  MoZes 7/ ,‘

DEHRASRITH SDB- 9B x5 0e BT

'

| 2 AW .! e 2 | P2 2| @

. } A \ B I = F G ==
12 / [
13 16D Maturite [Prime CDS /
14 35%
E
16| Périodes 5.00 600
flen annee) = 04167 0.5000
19 Aft) 0.999942421 1 D.999??J3455 0.999493622 | 0.993123145 0.998652063 0,998090185
20 B(t) -0.081284060 | -0.1586[2535 0232147693 | -0.302102556 -0.368E41527 -0.431830404
|21 | Cit) 1.000000010 1.000p00077 1.000000260 / 1.000000617 1.000001206 1.000002083
|22 G(t) 0.001370424 i"’ 0.!:!025?3}'33 0.003912202 ,lr 0.005089184 0.006207163 0.007268725
_21 Hit) 0951166430 | 0.90460£676 0.860211683 i} 0.817905150 0777593577 0,739191290
| 24 numerateur 0,009539711;'7 U,IDIJUJ.’BE?S 0,0.’.’267351? 0.012059849 0.012806185 0.013508608
_2‘5 denaminateur 0.998818066 }1,997407451 0.995773135 0,993904674 0.991814682 0.289508022
o o i owen
27 - / ;
% aoofo% [/
29 /
30
EIR T LGD Maturite! , Coupon Prix_y
Ed wrsles Gans [/ 5059%
1 i
"ID.UU35$’ 0.00366 0.00366 0.00365 0.00365 0.00364
! U.UUDJ&? 0.00056 0.00081 0.00085 0.00063 0.00073
-
I=17 HJJ
Degsinv [y | Formesautomatiques~ . s 1O Bl Al o H [ M- Z-A-E=E d u‘!

Figure 5.3.3b : une image du fichier de calibraties Obligations Corporates

On obtient alors, les valeurs suivantes :

lambda{i} 0.86%
alpha 1.73%
beta E60.00%
sigma 15.00%

Et

gammai} 0.6000%:
eta 1.00%

| Remarque.5.4.3 :
= Notons que pour ce modeéle il faut calibrer 6 pataese chose qui est difficile,

d’autant plus que I'outil qu'on utilise en I'occence le « Solver d’Excel », converge

vers des solutions locales.
= Pour une question de temps, nous n'avons pas appéelun meilleur outil de

calibration.
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V.5 Simulation du Modéle LMN:

Nous langcons une simulation du modeéle sous le iglgie projection « Moses », on obtient
les graphes suivants :

Moyenne des Taux 10ans simulés

0.08
0.07
0.06
0.05 S N
0.04
0.03 -
0.02 -
0.01 -

0

0 2 4 6 81012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

—— taux ZC Sans Risque couponné 10ans —— taux ZC Corp couponné 10 ans

Graphe5.3.4. : 1a moyenne des taux 10 ans sajens moyenne des taux 10 ans Corporate

L’écart entre le taux 10ans Sans Risque et le 1@ans Corp varie entre 94 BP et 109 BP.
Cet écart s’explique bien entendu du fait que ldgyations Corporate sont moins liquides et
comportent un risque. Cet écart de taux, correspaort en théorie a la somme :
= d'une prime de liquidité.
= [|'espérance mathématique du risque de défaut miettéur multipliée par le taux de
recouvrement des créances attendu en cas de défaut.

La stabilité en moyenne de cet écart dans le taspdue aux équations du modéle, qui par
construction permettent un retour a la moyenne :

= pour lintensité du crédit, 'espérance de la désisation du processus est donnée par
la formule suivante :

E(/]t)théorique - (l_ﬁj /]0 +£ l_(l_ﬁj
12 B 12

. ; a
Sit - oo, 'espérance tend veF%

= pour la prime de liquidité, I'espérance de la ditisation du processus est donnée par
la formule suivante :

E(yt )théorique = yo
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Moyenne et Quantile du Taux corporate 10ans simulés

0.2

0.15

0.1

0.05

O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T T 1T T T T T T
0 2 4 6 81012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 338 40

-0.05

—— Taux ZC Corp couponné 10 ans Quantile corp 5% Quantile Corp 95%

Graphe5.3.4.1b : taux 10 ans Corporate (moyenngsagitiles)

Ce graphe montre les quantiles 95% et 5% de lalatron sous Moses des taux Corporates.
On remarque que des taux négatifs sont généréa, ekpligue par la présence des
Browniens (qui sont des gaussiens) dans les éaqsatiio modeles.

Quantiles 95% des Taux 10ans simulés

0.2

0.15

0.1

0.05

O rrr—rrr—rr—rrr—rrrrrrrrrrrrrrrrrr-rrTr T T T T T T T T
0 2 4 6 81012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Quantile Corp 95% —— Quantile Ss Risque 95%

Graphe5.3.4.1c : guantiles 95% des taux 10 ansoCatget sans risque

Ce graphe montre les quantiles 95%, on remarqeel’doart augmente entre les deux
courbes, cela s’explique par I'écart-type des psee appliqués dans LMN. Par exemple la

variance du processus de la liquidité est la stézan
2

Var théorique - t/7_
(") 1

Quand t augmente I'écart-type augmente aussi.

Nous détaillerons ce calcul en annexe4.
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V.6 Tests de validation:

V.6.1 Tests statistigues :

Nous effectuons dans cette section des teststgpa#is pour tester les moyennes et les
variances empiriques des deux discrétisations eEegsus stochastiques du modéele LMN.

Nous rappelons que les schémas de discrétisatieteus pour les deux processus
stochastiques sont :
= pour l'intensité du crédit :

1
/lk;,l =/1£ +(a—,8/1£)ﬁ+0 Al so Wy, = W)
12 12 12 12 1

Ou W est un mouvement brownien centré de variance i.
= pour la prime de liquidité :

Vk+1 = yL+,7(Bk+1/12 _Bk)
12 12
Ou B; est un mouvement brownien centré de variance i.

Avant de présenter les tests effectués, nous puserti-dessous les résultats du calcul
théorique des espérances et varianceslidegetisationsdes deux processus stochastiques du
modele :

= espérances des discrétisations des deux processus

E(/it)théorique = [1_£JtAO +£(1_[1_£JtJ
12 B 12

E(yt )théorique - yo

Et

= variances des discrétisations des deux processus :
On obtient les expressions suivantes pour l'intérdil crédit :
_ BY, .o
Var) =V 12 | 4+ S EGh
Et

2

Var théorique — t’7_
() 1

Nous avons remarqué que dans la pratique, les msmbe fois ouA, < Osont

négligeables ou inexistants. Pour les valeurs @deanmetres obtenus dans le calibrage
précédent, lesl, simulés sont tous positifs.

Afin d’obtenir une formule de récurrence pour laiaace de ce processus, nous faisons
I'hypothése suivante :
E(Al,50) = E() Presque surement.
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On obtient alors, la formule suivante :

2 t-1 t ) l—(l—’gj2t
Var(/h)t“éc’"que:fe(”o‘aJ(l ﬂ] [1—[1 ﬂ)]*“” 12)  ps.

BN 12 12) |2t B
24
Nous effectuons alors les quatre tests suivant :
(1) Ho . E(/‘t)empirique - E(At)théorique (2) H 0 :Var(/‘t)empirique :Var(/‘t )théorique
H1 . E(/‘t)empirique £ E(/‘t)théorique ! H1 :Var(At)empirique Z Var(/‘t)théorique
Et
(3) H o . E(yt )empirique — E(yt )théorique (4 H o :Var(yt )empirique =Var.(yt )théorique
H L : E(yt )empirique Z E(yt )théorique H ) :Var(yt )empirique Z Var(yt )théorique

Les tests (1) et (3) sont des tests de Studentcguoiparent la moyenne observée d'un
échantillon statistique a une valeur fixée. Et é&st4 (2) et (4) sont des tests de la variance qui
comparent la variance observée d'un échantilldisitpie a une variance théorique.

Remarque.5.6.1anous détaillerons le calcul théorique des espémsatdes variances de ces
discrétisations, et nous présenterons brievementtdsts statistiques utilisés dans cette
section en annexe 5 et 6.

Ces tests sont effectués a chaque année de pje@our ded, et y, semestriels. Par

exemple, si nous simulons les scénarios stochestigur 50 ans ; en effectuera alors, 99 fois
les tests précédents et nous comptons ensuiteribreale fois ou I’hypothesepldst réalisé :

(1) HO : E(/‘Gmois)empirique: E(/]smois)théori(:lue (1) HO : E(/‘12mois)empirique = E(/‘lzmois)théori(:lue
Hl : E(/‘Gmois)empiriquei E(/‘Gmois)théorique , Hl : E(/112mois)empirique 7 E(Alzmois)théorique

...... (1){"| 0 Eagomais) ™" = EAsoomas) "
Hl E(/‘GO(XnOiS)empmque 7 E(A600m0is)th(z)oncwe
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On a alors les résultats suivants pour une sinoulate 1000 scénarios sur 50 ans:

seuil de rejeter dtort HO | 1% 5%
Esperance Yariance Esperance ariance
acceptée rejetée accentée reiatée acceptée rejetée acceptée tpiptEe
lambda 100.00% 0.00% B59.00% 11.00% 100.00% 0.00% B52.00% 18.00%
farmnma 100.00% 0.00% 596.00% 4.00% 100.00% 0.00% 77.00% 23.00%

Et les résultats suivants pour une simulation dé0268cénarios pour le méme nombre
d’années de projection :

| 1% 5%

Esperance Yariance Esperance Yariance
acceptes rejetée accepiae rejetee accepiae rejetée accepiae rejetee
lambda 100.00% 0.00% 595.00% 5.00% 100.00% 0.00% 91.67% 8.33%
garmma 100.00% 0.00% 100.00% 0.00% 100.00% 0.00% 595.00% 5.00%

seuil de rejeter & tort HO

En augmentant le nombre de simulation, on rejetimsn les hypothésesyH

Remarque5.6.1b afin d’améliorer ces résultats, on pourrait damsfutur tester d’autres
schémas de discrétisations des équations du modele.

V.6.2 Test de validation pour la valeur de marché :

Dans cette section, nous testons le développemiemiiatique du modéle LMN sous Moses.

Le principe de ce test est de vérifier si on oliteus Moses la valeur marché calculée dans
le fichier de calibrage.

Ce test est appliqgué a I'échéancier suivant:
* au 31/12/2009, un détenteur de titre obligataimgg@t 102 d’'un porteur pour un titre
eémis 6 mois plus tét.
= aux 01.07.2010, ..., 01.07.2012, I'émetteur de titbligataire verse le coupon de 5 au
porteur
= |e 01.07.2013, I'émetteur du titre obligataire eeas porteur le dernier coupon de 5 et
rembourse le principal de 100.
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Obligaticn de Maturité 3.5 ; Coupon annuel C =5
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Figure 4.1.2a: Echéancier des paiements pendduotée de vie de I'obligation.

Puisque on n’a pas de valeur de marché d'une p@D8 correspondant a I'échéancier ci-
dessus, et puisque ce test vérifie le développersens Moses du modéle LMN ; nous

appliguerons le calibrage suivant la méthode dasanes carrés a partir des prix de marcheé
des obligations Corporate :

a-k ’ﬂ* ’0_* ’A* ’,7* ’ y("; - Arg min”’yo z (CBthéorique _ CBmarChé)z
T

On obtient les valeurs suivantes :

lambda(0) 0. 66%
alpha 4 20%
beta 80 15%
sigma 5.00%
gammaf{0) 0.4700%
efa 1.20E-02

Intensité

prime de liquidité

N.B : ce calibrage est effectué en prenant en commeupon couru dans la formule du prix
de I'obligation Corporate :
T ;
CBO.cwt)=cf (At) exp@t, B)C(t)D (0, )e ™ hit
+ A(T) exp(A, B(T))C(T)D (0, T)e™""

+1-w) IOT [exp@, BO)C®)D 0,1)(G(t) + A, H (t)e ™ kit
— Coupon_Couru
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Nous langons une simulation de 1000 itérations $doses, et nous obtenons les résultats
suivant :

= Pour les coupons :

coupons actualisés a t=0
Coupons ecar-type théoq - siml variation
somme des coupons actualisés 01781133 :
0,1782420 0,003856 -0,000129 0,072%
1er coupon & t=6 mois actualisé a t=0 0,0499739 :
0,0493020 0,000113 -0,000028 0,057%
2eme coupon & t=18 moais actualisé & t=0 0,0465958 .
0,0466390 0,000628 -0,000043 0,093%
Jeme coupon & t=30 mois actualisé a t=0 0,0430122 .
0,0430470 0,001301 -0,000035 0,081%
4eme coupon a t=42 mois actualisé at=0 00392314 .
0,0392540 0,001966 -0,000023 0,058%

valeurs théoriques
valeurs simulées

=  Pour les remboursements en cas de défaut:

les remboursements en cas de défaut actualisés & t=0
_ Defaut gcart-type théog - siml variation
somme des remboursement actualisés & =0 0081354768 .
0,08244800 0,009841 -0,000493 0,602%
somme entre 0 et Gmois actualisés a1=0 00043300 .
000433400 0,000507 -0,000003 0,079%
somme entre 6 et 18 mois actualisés a t=0 0,02006077 -
0,02007200 0,00291 -0,000011 0,056%
somme entre 18 et 30 mois actualisés a t=0 gggg:;gg 0,041 0000248 0.805%
somme entre 30 et 42 mois actualisés 4 1=0 ggggfgggg 0004620 0000231 0.773%

= Pour le remboursement du principal:

Remboursement Principal
RP ecart-type théoq - siml variation
0,784627007
0,785088 0,039325 -0,000461 0,059%

Risque de crédit 59



Document Confidentiel

Nous obtenons alors la valeur de marché suivante :

Valeur de Marché

VI ecart-type théog - siml variation
1.02
1,021083 0,042259 -0,001083 0,106%

Les tests ci-dessous nous montrent que les vargaéiotre le théorique et simulé sont

inférieures a 1%. Les résultats sont donc sataftss
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Dans cette partie, nous introduisons le modele Algkset and Liability Management), ainsi
gue les projections du passif et de l'actif poue wes sociétés dAG2R LA MONDIALE.
Nous présenterons ensuite, les stratégies investass et désinvestissements appliquées
dans la gestion Actif-Passif.

VI. MODELE ALM LA MONDIALE :

Nous commencons par définir les objectifs du moddl®l, ensuite nous présentons les

projections du passif et de I'actif pour une desétés d’Ag2r La Mondial. Et nous terminons

cette partie par la présentation des trois straségl’investissement/désinvestissement
appliguées dans le ce Modéle.

VI.1 Obijectif du modeéle :

Le modele ALM a pour objectif :
= de permettre une appréciation de I'adéquation gémétes politiques d’actif et de
passif sur un horizon de gestion précis,

= de calculer ' Embedded Value

= de fournir les éléments nécessaires dans le cadéeldency 2 :
0 a une analyse quantitative : éléments chiffrés cemnlm calcul de Best

Estimate.

0 aune analyse qualitative : alimentation des tabdek bord des risques.

Le modele ALM est un modele avec des interactiati$ passif.

Produits financiers ™S\

Passif
Projection des engagements et du résultat
Lois dynamiques de comportement des assurés

Passif LMX Epargne
Passif LMX Retraite

Actif
Projection des actifs en VM
Scénarios de marché
Actif Général
Actifs LMP cantons
Actifs LMEP

Passif LMP cantons
Passif LMP réassuré
Passif LMEP
Passifs ARIAL

Flux d'investissement
r— [ désinvestissement =1

PM, résultat

Produits financiers

Passif FP
Projection du besoin de marge de solvabilité
FPLMX
FPLMP

Actif FP
Projection des actifs en VM
Scénarios de marché
Actif Général
Actif FP LMP
Actif FPLMEP
Actif FP ARIAL

FPLMEP
FPARIAL

Flux d'investissement
M~/ désinvestissement __—1
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Dans la suite de cette partie nous présentons LlaeledALM pour le périmétre LMP (La
Mondiale Partenaire).

Notre choix de présenter les projections du pastsife I'actif que pour la société LMP est
motivé par les raisons suivantes:
* nos tests sur I'implémentation du risque de crédits le modéle ALM sont effectués
sur un canton appartenant a cette société.
= Les contrats vendus par LMP sont essentiellementadetrats d’épargne.
= @viter d’aborder un sujet vaste qui nous éloigmerdut de ce mémaoire.

V1.2 La projection du passif :

VI.2.1 Flux du passif :

Pour les contrats dpargne les flux concernés sont :
» |es primes (on différencie les reversements dedra#f nouvelles),
= |es sorties en déces et rachats,
= les arbitrages

Remarque.6.2.1 :
= Dans le modele, nous faisons I'hypothése que les fénérés par ces contrats
tombent emmilieu d’année.
= Les mouvements sur ces flux génerent des chargemsenéncours et sur primes.

VI1.2.2 Projection nombre/montant :

Le modéle tient compte de la projection de deursygbe flux :
= Les flux en montant pour la projection de la preonsmathématique
= Les flux en nombre pour la projection du nombrecdatrat (nécessaire notamment
pour le calcul des frais généraux par année degtiop)

Remarque.6.2.2Les lois retenues sont déterminées selon I'expéeiede chacun des
portefeuilles.

VI.2.3 Lois dynamiques :

La projection des flux répond a des lois qui petétre de deux natures distinctes:
= des lois déterministes qui se basent sur I'expéeiede chacun des portefeuilles
(construites a partir des données historiques dibjes)
= des lois dynamiques qui sont déclenchées selarotaditions de marché.

Remarque.6.2.3L utilisation de ces lois est optionnelle pour iligateur.
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Deux approches sont prises en compte :
= une premiere approche utilisant le montant desigitns mathématiques,
» et une deuxieme utilisant le nombre de contrat.

VI.2.3.1.1 Loi en montant :

Le montant de PM (Provisions Mathématiques) ragsetipend du taux de rachat appliqué
au montant de PM d’ouverture.

Rachats= PM_,, X Tauxderachat
En déterministe, le taux de rachat utilisé estrdétee a partir de I'expérience du portefeuille.

En dynamique, le taux de rachat utilisé corresmanthux déterministe auquel on applique un
coefficient dépendant de I'écart entre le taux OXOrans et le taux de PB servi. Cette loi
permet de prendre en compte un niveau de rachagsimpportant dés lors qu’il y a un écart
significatif entre le taux de PB servi et le tawxRB du marcheé.

Lod derachat en noomatard

b e e

o o 0AT'™ -taxde FB imcorporée

VI.2.3.1.2 Loi en nombre:

bY

En déterministe, le taux de rachat en nombre ewrddé a partir de I'expérience du
portefeuille.

En dynamique, deux options sont possibles :
= soit le taux de rachat correspond a une translatola loi dynamique de rachat vers le
bas,
= soit le taux de rachat correspond a une translaliotaux de rachat maximal observé
sur le passif.

Remarque.5.2.3.1.2L.e nombre de contrats rachetés n’est pas forcétigeatix rachats en
montant.
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Les mémes approches pour la loi de rachat sorgads ici.

VI.2.3.2.1 Loi en nombre:

Le nombre de reversements se calcule grace a nrdéareversement appliqué au nombre de
contrats présents en début d’année :

Nombredereversemets, = Nombredecontrats , x Taux dereversemen

En déterministe, le taux de reversement utilise déterminé a partir de I'expérience du
portefeuille.

En dynamique, Le taux de reversements est simulépgpication d’'un coefficient a un taux
de reversements historique. Le coefficient suibiguivante :

Coefficient Multiplicateur

A

Ecart
OAT 10ans -TRA€E
>

VI.2.3.2.2 Loi en montant :

Les montants de reversement sont calculés via tiyftmmique du nombre de reversements :
Montantdereversemerr= Nombrede reversemets x Montantmoyende reversemen

VI.3 La projection de l'actif :

Nous commencons cette partie par une présentagenscénarios pris en compte pour la
projection de I'actif, ensuite nous détaillons femcipes de calcul des valeurs comptables et
boursiéres pour chaque classe d’actif.

V1.3.1 Prise en compte des scénarios :

Pour projeter I'actif, I'utilisation de données dearché est nécessaire. Différents scénarios
peuvent étre utilisés, notamment des scénariogrelessqui permettent de juger de la solidité
de I'entreprise en cas de crise.
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Actuellement Les scénarios utilisés dans le modélet composés de données de taux
annuels, sur une période qui peut varier ente der)et 90ans. lls correspondent aux
données :

= de taux zéro-coupon pour différentes maturités,

= de taux d’actualisation,

= de rendement des actions (rendement global y cerdpridende),

= de rendement de I'immobilier (rendement global gnpas loyers),

= de rendement monétaire.

Les taux zéro-coupon sont renseignés pour desabiolits de maturité d’lan a 30 ans, pour
les maturités non renseignées, on trouve le taroccagipon par interpolation linéaire.

Remarque.6.3.1 apres l'implémentation de risque de crédit d’'aitdonnées vont étre
ajoutées, comme par exemple les taux zéro coupguoGes.

VI1.3.2 Classes d’actifs modélisées :

Plusieurs classes d’actif sont représentées damodele :
» |es obligations a taux fixe,
= |es actions,
= limmobilier,
* |e monétaire,
= |es OPCVM obligataires,
= les IFT : swaps et swaptions.
= LesUC

Chacun de ces actifs est source de revenus fimancie

Actif Flux
Obligations Coupons

Remboursement du nominal a échéance

Actions Dividendes en % de la VB
Immobilier Loyers en % de la VB
Monétaire Revenus monétaires en % de la VB
OPCVM obligataire Aucun : coupons réinvestis
IFT Intéréts payes par la contrepartie ou a payer
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Lorsqu’une obligation est achetée, sa valeur dtafda prix historique) peut étre différente
de sa valeur de remboursement :
» si le prix historique est supérieur a la valeurrdmboursement de I'obligation, on
parle de surcote,
» sile prix historique est inférieur a la valeurrdenboursement de I'obligation, on parle
de décote.
Cette surcote/décote doit alors étre amortie auscale la durée de vie résiduelle de
I'obligation.

La valeur comptable d’'une obligation est alors dopar :
VC,yiy = Prix historique+ Surcote Décoteamortie

La valeur boursiere d’'une obligation corresponcaegsdmme actualisée de ses cash-flows
futurs (coupons + remboursement).

La valeur comptable d’'une action est donnée parpsisnd’achat. Pour déterminer sa valeur
boursiére, on utilise le taux de rendement desm@etentré en input (ce taux est net de frais de
gestion) :

VB = (VBacions: X (1 + Tauxderendemenactions,. — Tauxdividende3*™'? +achat/ ventg

Actionst’

x (L+ Tauxderendemengctions,. — Tauxdividendey" ™'
Ol"l : VBActionsAchat :VCActions

Les principes de comptabilisation de I'immobiliems les mémes que ceux de la classe des
actions. La valeur comptable correspond a la valdachat, la valeur boursiére de
immobilier se déduit via le taux de rendement’@emobilier entré en input (net de frais de
gestion).

VB, o = VBymg X (L+ Tauxderendemenimmq,. - Tauxloyer9 ™™ + achat/ vent¢
x (L+ Tauxderendemenimmq,. — Tauxloyerg™*'?
Ol"l VBlmquchat :VCimmo

La part de monétaire est détenue via des OPCVM.réesnus provenant de ces OPCVM
sont calculés a partir du taux de rendement maeadanné par les inputs du Modéle ALM :

Revenusnonétaires=VBmonétaire, x ((1+ Tauxderendementmonétaire,, )*'? 1)
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La valeur boursiere est calculée comme suit :
VB, = (VB + montanichats- montantentepx ((1+ Tauxderendemenhonétairgm)1’ 2-1)

= La valeur boursiére se calcule en tenant compta dariation des prix zéro-coupons :
VB, = (VB X (1+ rdt _oblig)* ™™ + montantachats- montantsventes)

x (1+rdt _oblig)* ™™
Ourdt_oblig=P(t',9)/P(t,10 -1, avec P(t’,9) est le prix d’'un ZC de maturité % @nla date t’
et P(t,10) est le prix d'un ZC de maturité 10 are date t.

= La valeur comptable correspond au prix payé a #ach

= La valeur comptable en t = 0 est égale a la primertie payée. Elle évolue chaque
année de I'amortissement supplémentaire réalisér(@sement linéaire).

= La valeur boursiere n'a pas encore été modéliséeilca’y a pas de stratégie
d’achat/vente d’IFT.

A t=0 la composition initiale des UC (unités de @) est renseignée selon 4 catégories :
= les OPCVM actions
= |es OPCVM monétaires
= Jles OPCVM immobiliers
= les OPCVM obligataires

Chaque classe d’actif a son rendement propre. Ux de@ rendement synthétique est alors
calculé en tenant compte du poids de chacune dessed d’'UC et permet le calcul de
'ajustement ACAV.

Etant donné que le rendement de chaque classéf d’ast pas le méme, le pourcentage dans
la PM UC totale de chacune des classes d’'UC neagargster stable. Pour suivre cette
déformation, chaque année est recalculée la neupalt associée a chacune des classes UC
dans la PM totale. Le rendement synthétique estilgahvec la mise a jour de ces parts.
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V1.4 Stratégies d’investissement et désinvestissement :

Trois stratégies ont été mises en place dans leclmogdermettant d’une part de gérer les
investissements / désinvestissements liés aux fash-de I'année, et d'autre part de
respecter I'allocation cible fixée. Ces stratégiest :

= allocation cible du stock en valeur nette comptable

= allocation cible des flux,

= allocation cible du stock en valeur boursiere.

VI1.4.1 Allocation cible du stock en valeur nette comptablé¢VNC) :

L’allocation d’actifs cible d’'une année est expremen % de la valeur nette comptable totale.
Chaque année, un gap de trésorerie est calculdlien diannée. Il correspond a la différence

entre les cash-flows de I'année de I'actif (remiseanents, coupons, ...) et ceux du passif
(rachats, déceés, reversements, ...).

» Sile gap* de trésorerie est positif, des investisants sont a réaliser.
» S'il est négatif, des désinvestissements sont saues.

L'objectif est d’obtenir, aprés investissement kideestissement des différents actifs (en
milieu de période), I'allocation cible de I'anndgallocation obtenue en fin d’année pourra
donc étre Iégérement différente de l'allocationlecipuisque notamment une demi période
d’amortissement (surcote / décote) aura eu liewiddf@lignement des actifs sur I'allocation

cible.

On retient pour le moment 5 classes d’actifs :

= obligations a taux fixe,
= actions,

= immobilier,

= OPCVM obligataires,
= monétaire.

Les étapes du processus d’investissement / déissaaent sont les suivantes :
= La premiére étape consiste a déterminer la VN@ ealeur boursiére (VB) de chaque
classe d’actif en milieu d’année, avant investissei désinvestissement.
= Puis, connaissant le montant du gap de trésommielétermine le montant de VNC
cible pour chaque classe d’'actif. Ce calcul d@peeter deux contraintes :
o le gap de trésorerie doit étre comblé, c’est a gire les variations de valeurs
boursiéres doivent correspondre au montant du gap,
o lallocation d'actifs obtenue aprés investisseméntésinvestissement doit
respecter I'allocation cible définie en input (erd&la VNC).

* on appelle « gap » de trésorerie la différencaectes flux de trésorerie générés par I'actifes flux de
trésorerie générés par le passif. Cette mesureedana idée sur le risque de liquidité et de tauxgaels
I'entreprise est exposée.
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Cela revient a chercher les VNC de chaque classéfdelles que :

Z VB apresnvestissenents ZVB avantinvestissenents= Gapdetrésorerg

toutes clases toutes clases
d'actif d'actif

%ocible *VNC

actif i

Et VNC

actif i, aprés inveissement totale, apes invesssements

—_—
donnéparla tabled'allocationcible

Pour résoudre ce probleme, on a choisi de déterrfanéNC cible de la classe obligataire a
l'aide de 'algorithme de Newton. Cette méthodesprée I'avantage de converger rapidement
vers une solution, donc d’étre peu colteuse endafasimulation.

Cet algorithme trouvera une solution seulementotation cible sur les obligations a taux
fixe est non nulle (réglementairement une part maié d’obligations est exigée).

Les VNC cibles des autres classes d’actifs sontiensléduites de la VNC obligataire
obtenue.

» La troisiéme étape consiste a définir les VNC et &Bfin d’année. Ce calcul tient
compte des investissements / désinvestissemelitgegeau cours de la période.
Les désinvestissements réalisés pendant I'annéeuronimpact sur le compte de
participation aux bénéfices (PB) via les plus ouinmovalues réalisées sur chaque
classe d’actif.

Lorsque l'on doit réaliser un investissement oliiga, le montant est investi en milieu
d’année sur deux obligations de maturités difféent
Les maturités et la part a investir sur chaquegakibn sont paramétrables par I'utilisateur.

Si on doit désinvestir de la classe obligatairejdsinvestissement est effectué sur toutes les
lignes obligataires présentes dans le portefeaillggrorata de leur valeur comptable.

V1.4.2 Allocation cible des flux :

Cette stratégie consiste a réinvestir en fonctionealallocation cible en flux, et a désinvestir
par ordre de liquidité croissante.

Chaque année, un gap de trésorerie est calculélien niannée. Il correspond a la différence
entre les cash-flows de I'année de l'actif (remiseurents, coupons, ...) et ceux du passif
(rachats, déces, reversements, ...).
= Sile gap de trésorerie est positif, le montantgdp est a investir en fonction d’'une
allocation cible des flux définie en input.
= Sl est négatif, des désinvestissements sont saoes. Ces désinvestissements
s’effectuent selon deux criteres : la liquiditélet plus ou moins values latentes des
titres. Ce principe revient a désinvestir tout dwbles titres les plus liquides et en
priorité les titres en plus values.
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L’ordre retenu est le suivant :
= monétaire,
= obligations court terme (de durée restante inféeiéus ans),
= actions + immobilier + OPCVM diversifiés (désinvsesement au prorata),
= obligations long terme (de durée restante supérialr ans).

Pour controler le risque induit par cette stratédams le portefeuille, on introduit une
contrainte de Value at Risk (VaR). Apres investisset / désinvestissement, la VaR du
portefeuille doit rester inférieure a un % des &gta de couverture de la marge de
solvabilité. Si ce seuil est dépassé, on cherchedésinvestir une part (en VB) de l'actif
risqué (actions + immobilier + OPCVM diversifi€) &tla réinvestir sur des obligations long
terme.

Les éléments de couverture de la marge de soliépris en compte sont :
= les capitaux propres,
= laréserve de capitalisation,
* |ereport & nouveau,
= |es titres subordonnés a durée indéterminée (TSDI),
= 50% des emprunts pour fonds d’établissement,
= |es plus ou moins values latentes des actifs.

Le pourcentage d’actif risqué a désinvestir potistare le critere de VaR est déterminé a
I'aide de I'algorithme de Newton.

Le processus d’investissement / désinvestissenmeoége donc :
= a linvestissement / désinvestissement de chagassel d’'actif selon la stratégie
définie ci-dessus,
= au contrble du critere de VaR et au rebalancemepbdefeuille si le critére n’est pas
respecté,
= ala gestion des impacts des désinvestissemenisssonoduits financiers a distribuer.

Remargue.6.4.2L.e niveau de confiance de la VaR est fixé a 95% edtio de couverture de
la marge de solvabilité a 50%. Par la suite, césméhts seront paramétrables.

L’actif est segmenté en 5 classes d’actifs :
= obligations a taux fixe (segmentées entre les atitigs court terme et les obligations
long terme),
= actions,
= immobilier,
= OPCVM diversifiés,
= monétaire.
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Les étapes du processus d’investissement / désissaaent sont les suivantes :

= La premiére étape consiste a déterminer la valefite ncomptable et la valeur
boursiére de chaque classe dactif en milieu d’enngvant investissement /
désinvestissement.

= La seconde étape définit les montants (en VB) &stiv/ désinvestir dans chaque
classe d’actif, en tenant compte du critére de VaR.

»= La troisieme étape consiste a définir les VNC et 8 actifs en fin d’année. Ce
calcul tient compte des investissements / désipaeshents effectués sur I'année.
Les désinvestissements réalisés pendant I'annéeurritmpact sur le compte de
participation aux bénéfices (PB) via les plus ouimmovalues réalisées sur chaque
classe d’actif.

Pour les obligations, les désinvestissements stiat sur toutes les lignes obligataires
présentes dans le portefeuille, au prorata de leleur boursiere (on différencie les
obligations court terme des obligations long terme)

Les investissements se font, comme dans la steatBgllocation cible du stock en VNC,
entre deux obligations de maturités différentes t¢nitgé et part dinvestissement
paramétrables). Les investissements liés a laaiotdrde VaR sont, quant a eux, réalisés sur
I'obligation qui a la maturité la plus proche dedits.

VI1.4.3 Allocation cible du stock en VB :

L’allocation d’actifs cible d’'une année est expramen % de la valeur boursiére totale.Chaque
année, un gap de trésorerie est calculé en milemnde. Il correspond a la différence entre
les cash-flows de I'année de I'actif (remboursemeobupons, ...) et ceux du passif (rachats,
déces, reversements, ...).

= Sile gap de trésorerie est positif, des investiesgs sont a realiser.

= S'il est négatif, des désinvestissements sont saoes.

L'objectif est d’obtenir, aprés investissement kideestissement des différents actifs (en
milieu de période), l'allocation cible de I'annééfidie en input. L’allocation obtenue en fin
d’année pourra donc étre légerement différentéadledation cible puisqu’'une demi période
d’amortissement (surcote / décote) aura eu liewiddf@alignement des actifs sur I'allocation
cible.

On retient 5 classes d’actifs :
= obligations a taux fixe,
= actions,
=  immobilier,
= OPCVM diversifiés,
=  monétaire.
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Les étapes du processus d’investissement / désissaaent sont les suivantes :
= La premiere étape consiste a déterminer la VN@ 88 de chaque classe d’actif en
milieu d’année, avant investissement / désinvestiest.
= Puis, connaissant le montant du gap de trésor@nigjétermine le montant de VB
cible a obtenir pour chaque classe d’actif. Ceutaloit respecter deux contraintes :
o le gap de trésorerie doit étre comblé, c’est a gire les variations de valeurs
boursiéres doivent correspondre au montant du gap,
o lallocation d’actifs obtenue apres investisseméntiésinvestissement doit
respecter I'allocation cible définie en input, eérpge en % de la VB.

L’allocation cible et le gap de trésorerie étanistadeux exprimés en VB, il est aisé de
déterminé le montant cible en VB de chaque class#id
VB %cible * (VB totale,,egny raesinv + GAP)

actif i, aprés inv/ désinv actif i

%/_/
donnéparla tabled'allocationcible

Le montant a investir / désinvestir sur chaqueseasactif est ensuite déduit de la VB finale
obtenue pour chaque classe d’actif.

= La troisieme étape consiste a définir les VNC et &Bfin d’année. Ce calcul tient
compte des investissements / désinvestissemelitgeg2au cours de la période.

= Les désinvestissements réalisés pendant I'annéeurorimpact sur le compte de
participation aux bénéfices (PB) via les plus ouinmovalues réalisées sur chaque
classe d’actif.

Lorsque l'on doit réaliser un investissement oliige, le montant est investi en milieu
d’année sur deux obligations de maturités difféent
Les maturités et la part a investir sur chaquegakibn sont paramétrables par I'utilisateur.

Si on doit désinvestir de la classe obligatairejdsinvestissement est effectué sur toutes les
lignes obligataires présentes dans le portefeaillggrorata de leur valeur comptable.

Remarque.6.le modele ALM AG2R LA MONDIALE permet de lancersisimulations pour
différentes politiques de participation aux bérgsiainsi que pour les traités de réassurances
appliqués.
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VIl. LIMPACT DU MODELE LMN SUR LE MODELE ALM :

L'objectif de cette partie est de décrire commenidque de crédit est traité et intégré dans le
modele ALM (sous Moses) avec comme modéle sousHjdeenodele LMN.

Nous commencons par décrire les nouvelles donnggggrer dans I'alimentation du modele

ALM. Par la suite nous présenterons quelques imspdet ces nouvelles entrées sur les
formules servant a calculer les différentes valeearsactif.

VII.1 Les données a intégrer dans I'input du modéle ALM :

Le modele LMN comme nous l'avons introduit au dédat ce mémoire, n’explique pas
directement la cause du défaut, il s'intéressedplatla modélisation de la probabilité de
défaut des entreprises ; ce défaut peut arriveingparte quel moment (aucun élément ne
peut le prédire).

En prenant en compte le risque de crédit, il fautcdappliquer dans le modéle ALM une
probabilité de survie ou de défaut a chaque cashfilitur des obligations Corporates.

Cash flow en t est égal & Cash flow en t est égal &
{Probabil\té de survie x coupon , ST (1-w) Principal x Probabilité de défaut
Frobabilité de survie x {Coupon + Principal), Si =T

Si pas defaut Si defaut

Ou: T est la date d'échéance de I'Obligation et w est le taux LGD(Loss Given Default).

Nous rappelons que le prix d’'une Obligation Corpmnaodélisée par le modéle LMN est
donné par la formule suivante:

CB(O,T) = EQ{CE e-for;)l;ysdsdt} N EQ[e_IO e ysds} N EQ{ - IOT A e-jor; A ysdsdt}
E° C_[OT e_j°rs+/15+ysdsdt} Valeur actualisée des coupons promis,

B T
EC e_jo r;%;ysds} Valeur actualisée du Remboursement principal pgpmi

T N P
EQ?l - cu)jo Ate kr A, ysdsdt} Valeur actualisé du montant versé en cas de défaut
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A partir de cette formule, on déduira les probadslide survie et de défaut & chaque instant t
inférieur a 'echéance de I'Obligation Corporate.

VIl.1.1Les Probabilités de survie et défaut :

Dans le modele ALM, on effectue des calculs aueuilet a la fin de chaque période
(période= année), on aura donc, besoin pour la lisatién des Obligations Corporates de
calculer les probabilités de sungemestriellementPar ailleurs, on calculera les probabilités
de défaut annuellement

En résumé on aura besoin des probabilités de défeutelles et de survie semestrielles pour
tout t, tel que = 0[6mois ]

Comme on I'a précisé au début de cette sectiomatmule la probabilité de survie entmis
les semestres.
On adonc pour tout t<=T (ou T estI'’échéance)

C_Proba_s(t) = exp(-j;\)/lS + y.ds) t en mois

l.e.:C_Proba_s(t) = exp(-f_mﬁs +y.ds) tenannée

En pratique cela revient a appliquer :
= Sitestexprimé en mois :

5
C_Proba_sf) =exp(-> > Awu * ir)  (12)

s=0

= Sitestexprimé en année :

C_Proba_dj = eXp('l—zz/‘t_s;l Ay

s=0 12 12

| Remarque 7.1.1.1 :
5
= on utilise la discrétisation «1122— —— »de l'intégrale «j;— ——ds », car sous 'ESG

s=0
on utilise cette discrétisation dans le calcultdes ZC sans risque.

= |es quantités C_Proba_s(.) seront ajoutées a tidpunodele ALM

Comme c’est précisé précédemment, on effectuelsauedéle ALM des calculs au milieu et
a la fin de période. Mais contrairement aux prdiiéb de survie on n’aura pas besoin de
calculer les probabilités de défaut semestrielleéraanf pour le premier semestre(t=6 mois).
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On calculera donc, dans un premier temps les pilitéatde défaut pout tout t>=12mois et
on déduira avec un raisonnement analogue la prttBate défaut pout t=6.

La probabilité de défaut enttet t+dt, tel que 0<t <=T (ou T est I'échéance), est :
P(t<X <t+dt) =A.exp( Iot/is + y.ds)dt : tenmois
On démontre cette formule en annexe.

Puisque sous 'ESG on peut calculer keset y, mensuellement, on fixera comme ‘pas’ de
calcul de ces probabilités un pas mensuel égdt=il/12

1°" cas, si t>=12mois :

= Le montant actualisé a la date d'aujourd’dui remboursement d’un principal égal a
leuro en cas de défaut entre t et tedt €égal a:

t 1
(1-@)D(0, ) Aexp(- [ A, +y.ds) =~

Avec : D(0,t) est le facteur d’actualisation :

D(t,T)= E[ex;{—f+t rtdtﬂ

Et (1-«)est le taux de recouvrement auest le taux LGD (Loss Given Default).

= On alors pour tout t >=12mois Le montaattualisé a la date d’aujourd’haiu
remboursement d’un euro en cas de défaut entt@nigis et st égal a :

12 . t-i+l 1
2, (1-@)DO,t-i+1) A uexp(- |, A, +y,ds)

i=1

Car I'evénement que la Corp fasse défaut entre dmuxées, est égal a l'union des
événements qu’elle fasse défaut a chaque instamhpris entre Ces deux années :

______________________________________________________________________________

2 t32 t1 t1/2 t; o2 t+1  t+3/2  t+2

| | | | | | | | | 1 |
t+1/12 161 t+1/4 t+1/3 t+5/12 t+1/2 t+7/12 t+2/8-3/4 t+5/6 t+11/]2/t)+1

Risque de crédit 75



Document Confidentiel

= Pour les besoins du Modéle ALM, on calculera powut t >=12mois, Le montar#
linstant t du remboursement d’'un euro en cas de défaut éntt2et t en multipliant
la formule précédente par I'inverse du facteur wiakisation :

12 . t-i+l 1
2, (1-@)D(O,t-1+1) Aexp(- [, A, +y,d9)

i=1

D (0,1)

Cela revient a capitaliser jusqu’a la date t lesitants de remboursements en cas de défaut
survenus avant la date t.

On discrétise cette formule de la méme facon gsetebabilités de survie pour la raison
citée dans I®emarque 7.1.1.1 :

12 . 1 t—i 1
1-w)DOt-i+1) A .exp(- - D A+ V)~
;( )D( ) Ain€Xp( 12; V)15

D(0,) 1£3)

On posant :
A 1 t=i 1
12 (1'W)D(O,t'| +1)At-i+lexp(- 12 z/is +VS)E
Remb_Probad(t) = > s=t-12
i=0 D(0,1)

t>=12mois

La quantit§13) est alors égale, a:

(t12)

6
Remb_Probad(t) H C_Proba_g(-12- 6Kk)

2éme cas, Si t=6mois :

= De la méme fagon, on obtient le montantinstant 6mois, du remboursement d’'un
euro en cas de défaut :

6-i

6 _ 1 1

1- w)D(0,6-i +1) Ay ..eXp(- — > A +y.) —

iZﬂ)( )D( ) Asin p(12§ V)12
D (0,6)

6 6-i
> (@D DA el S A )
On pose : Remb_Proba_d (6) == =0

D(06)

| Remargue 7.1.1.2les quantités Remb_Proba_d(.) seront ajoutééspaut’ du modéle ALM.
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VIl.1.2Les Taux Corporates :

On rappelle que dans le modele LM, cas de défautle la Corporate, on ne touche qu’une
partie du remboursement principal promis.

Cash flow en t est égal & Cash flow en t est égal &
{Probabil\té de survie x coupon , ST (1-w) Principal x Probabilité de défaut
Frobabilité de survie x {Coupon + Principal), Si =T

Si pas defaut

Si defaut

Ou: T est la date d'échéance de I'Obligation et w est le taux LGD(Loss Given Default).

Alors en prenant le modéle LMN comme modeéle sousHgil ne faut pas appliguer la
formule suivante pour le calcul de la valeur deahé :

VM(-):Z coupons s RemboursesmtprlnmEaI
| (L+ TauxZG, (1)’ (1+TauxzG,,(.,T))
Avec :
1
TaUXZQOI’p(t'T) = CBzc(tlTla)) T _1
Ou:

CB,.(t.T, ) = EQ[e‘ft f“fysdﬂ ¥ E‘{(l— o) T”/lxe’L Ay, Sdsdx}

Car celarevient a supposerque lorsqu’il y adéfaut, on toucheune partie des coupons
promis ; chose qui n’est pas vraie.

On doit alors calculer La valeur de marché comm@ame du Remboursement principal
actualisé avec le TauxZg, et des coupons actualisés avecTaux,,,, que nous définissons

dans la suite :

VM()=Y

coupons N Rembourseamtprincipal
(1+Taux,,(-1)’ (1+TauxZG,, (.. T))"

Ou T est I'échéance de I'Oblig Corp.
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Le prix d'une obligation Corporate ZC est donnélpdormule suivante:
CB,(t,T, &) = EQ{e‘ft ”"S*Vst} ¥ EQ[(l— 21 )|Xe-L roAsyds g,

Et il est modélisé a partir d’'urfermule fermée déduite de la formule précédente (voir la
documentation sur le modele LMN).

On obtient alors, les taux ZC Corp par la fornmauesante :
1

TauxZg,,, (t,T) =CB, (t,T) T -1

Ou T est la maturité et t la date du calcul.

Pour calculer la somme des coupons actualiséealonle un nouveau Tagbp deduit de la
formule du prix des Obligation Corporate dans B @aa =1 :

CB, (t,T 1) = EQ{e’L rAry.ds }
Le tauxou €st calculé alors, comme suit :

L
Taux,,,(t,T) =CB,(t,T)) ™ -1
Ou T est la maturité et t la date du calcul.

VII.1.3Les données a ajouter au fichier d’input Actuel :

Nom Description Fréquence Maturité Nbre Sortie

Tauxcorp taux zc corporate Semestrielle | 1a 20ans nbre d'année de
projection

Tauxcpcorp taux zc corporate w=1 Semestrielle | 1a 20ans nbre d'année de
projection

C_Proba_s proba de survie entre deux semestres | Semestrielle - nbre d'année de
projection

Remb_Proba_d | proba de defaut entre deux année sauf | Semestrielle - nbre d'année de
pour t=6mois projection
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VII.2 Exemples d’'impacts du Modéle LMN sur les données dctif de Modéle ALM :

Nous avant vu dans la section précédente, quadesipilités de survie sont semestrielles et
les probabilités de défaut sont annuelles (sauf [gopremier semestre) et elles sont calculées

pour tout t, tel que = 0[6mois ]

Remb_Proba_d(tf) Remb_Proba_d(t+1/2)

|

| |
| |
| |
| - > L~ \ |
: T T T 1 1 |
I t-1 t-1/2 t t+1/2 t+1 I

N
: - A v A v J :
I C_Proba_s(t-1/2)  C_Proba_s(t) C_Proba_s(t+1/2) |
e e e |
Figure.7.2a

Les deux figures ci-dessous montrent les spé@faitu Modéle ALM concernant le début et
la fin des périodes et aussi a quels moments l@sidas d’investissements sont effectuées :

’ N
52 t2  t3/2\&l  t1/2 W2 1 t+3/2  t+2
,I, \\
/, \\

-,

Période e N
e P
Début 5e période t Fin de période t
- I
Figure.7.2b
Et
e /= I
| |
: | | | | | | | 1 | 1 | | | :
I t-5/2 t-2  t-3/2 t+1  t+3/2  t+2 I
| I
I . |
I 7 N Milieu de Période t |
: Période 7 N :
L Antanvesti/désinvesti ou cession aprés investi/désinvesti ou cession }
Figure.7.2c
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VII.2.1Nominal restant aprés investi/désinvesti :

On note Nominal_alive, le montant nominal en viel'deligation aprés investissements,
désinvestissement ou en période t.

______________________________________________________________________________

1

1

1

1 U2 W2 t+l 32 2 !
:
N 1

s Milieu de Période t |

1

1

1

1

1

1

1 N

Début de Période t K .
Nominal_amve(t-l) Noﬁnal_alive(t)
Figure. 7.2.1
On a alors :
= Sit=0:

Nominal_alive(0)=Nominal*Q
Ou :- Nominal est la valeur nominale de I'obligati(pour un titre).
- Q est la quantité de titres.

= Siinvestissement :
On effectue d’abord un test pour savoir sur quefaturité on réinvestit les achats
Obligataires suivant la stratégie investi/désinvesbisie.

Nominal_ale(t) = montant_agat_obligf) * prop_inveKt)

« Ce stock évoluede la facon suivante :

Nominal_ale(t)=C_Proba_g$(1)* C_Proba_$¢1/2)* Nominal_ale(t-1)
*(1-prorata_wt_oblig(t)
Ou prorata_vtc_oblig(t) est le prorata de la ligne obligataire a céder.

VIl.2.2Les Coupons :

On note coupon_paimt le montant de détachementalgsons, ils se détachent en milieu de
périodeavant investissement, désinvestissement ou cession.

L T

Figure. 7.2.2
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On a alors :

Coupon_pant(t) =C_Proba_4(-1)* C_Proba_g$(1/2)* Nominal_alve(t-1)
* tauxnominal(t-1)/100

VIl.2.3Les Coupons courus :

On note coupon_couru le montant du coupon coutloblégation a la fin de période

Nominal_alive (t

Figure.6

On aalors:
= Sit>=[T]+1 ou nominal_alive =0
Coupon_cotu(t) =0
Ou [T]est la valeur entiére de la date d’échéarmckotbligation

= Sit=année d’investissement
Coupon_cotu(t) = tx_nominaft)/100* C_Proba_sf) * nominal_ale(t)* 0.5

= Sinon:
Coupon_cotu(t) =(C_Proba_gt)/C_Prola_s(t-1))* coupon_cotu(t-1)
* nominal_ale(t)/(naninal_alive(t-1)

Remarque 7.2 :

Dans les portefeuilles La Mondiale, les investissets sont effectués a chaque milieu
d’année. Il peut y avoir donc un décalage de telopsdes détachements de coupons par
rapport a ces dates.

L'utilisateur du modéle ALM a le choix de lancerslealculs avec I'hypothése que les
coupons se détachent en milieu d’année ou lesiamprenant en compte les dates exactes
des détachements de coupons

Pour ce dernier cas nous calculons les probabiti survie correspondantes aux dates
exactes par interpolation linéaire.
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Exemple7.2 il faut prendre en compte les deux cas suivants :

T-52 T-2 T-32 T-1

T+U2ZT+1  T+3/2  T+2

1° cas : | | 2&me c as- | |
[

HT-1/2 T-1/2 H
Ou H est la date d'un détachement deaou
ET T estla valeur entiére de cette date

Figure.7.2

Calculons maintenant la probabilité de survie gpomdante a ce décalage:

1 T ]
t-3/2 "t1 D t-12 t t+1/2

! 1
! 1
! 1
I 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
I 1
! 1
1 N AL A J \
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
I 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1

Y Y Y
C_Proba_s(t-1) C_Proba_s(t-1/2) C_Proba_s(t)

Avec : D le décalage de temps entré Ild ealeur entiere de H

On obtient, par interpolation linéaire la formulevante:
[C_Proba_s¢1/2)-1]* duree, t-1/2 - C_Proba_s(1/2)* (t-1)

proba_dure=
0.t 0.t

|= 2&me cas:

___________________________________________________________________________________

\ 1
\ 1
| 1
| 1
| 1
| 1
\ 1
| 1
\ 1
\ 1
| 1
I 1 T T T ] 1
! t-3/2 t-1 t-1/2 D t t+1/2 '
1
! .
\ 1
\ 1
| 1
| 1
| 1
| 1
\ 1
| 1
\ 1

H_)\ A J
Y Y

C_Proba_s(t-1) C_Proba_s(t-1/2) C_Proba_s(t)

___________________________________________________________________________________
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On obtient, par interpolation linéaire:
[C_Proba_g(-1/2)* C_Proba_gf -*C_Proba_g(1/2) |*duree
0.t
N C_Proba_g(-1/2)*t - C_Proba_g(-1/2)* C_Proba_g]* (t-1/2)
0.t

proba_dure=
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CONCLUSION :

Dans cette étude, nous avons implémenté une mati@fisdu risque de crédit dans le
générateur des scénarios économiques ainsi que ldamsodele ALM d’AG2R LA
MONDIALE. Cette modélisation permet d’intégrerrigque dans le calcul du Best Estimate
et d’autres indicateurs économiques (MCE\&{c.).

Ce mémoire a permis de construire sous Excel tihdmucalibration du modele LMN, en se
basant sur les prix de marché des CDS et les QiblngaCorporates. Cependant, il faut noter
la difficulté a ajuster ce modeéle vu gu'il fautibaér 6 paramétres. En effet I'outil développé
sous Excel est trés sensible aux valeurs initizhessies pour lancer la calibration (cela est di
a I'outil qui converge vers des solutions locales).

Concernant le taux de recouvrement (i.e. taux LGIOys avons testé une approche a taux
fixe (a savoir 35%), sans ignorer le fait que aextast lié au type d’activité de la Corporate et
aussi du niveau de levier (la dette de la Corpptite subordonné ou pas ...etc.). Il faut noter
gue ce choix est basé sur une opinion d'expeqsieid’autres valeurs pourront étre testées
dans le futur.

En ce qui concerne le choix de modéliser le ristpierédit par rapport a un rating équivalent,
ce choix a été motivé d’'une part par la difficud&trouver les données nécessaires pour une
modélisation par rating et d’autre part, par le €pie notre portefeuille nous permet, au vue
de ses spécificité et son homogénéité, d’'appligquer approche par rating équivalent. En
outre une approche par rating équivalent est nmingraignante au niveau du temps de calcul
gu’une approche par rating.

L’'implémentation du risque de crédit sous Mosessdarodele ALM étant finie, plusieurs
sensibilités, par rapport aux paraméetres du mod®&&, vont étre testées pour mieux
appréhender I'impact de cette modélisation surimescateurs économiques d’AG2R LA
MONDIALE.
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IX. ANNEXE :

IX.1 Discrétisation exacte du processus de diffusion demux courts dans un modele de
Hull & White a 1 facteur :

Le processus de diffusion du modéle Hull & White facteur s’écrit :

— t -a(t-s) 0-2 —at\o
r(t) = f(o,t)—aje dW(s)+2—a2(1—e )
0

Soient T et t deux dates quelconques. En utilisdgtiation de diffusion précédente, on peut
calculer r, - r .

On obtient la formule :

2 T
r - L) I = f(0,T)- e a1 ¢ O,1) + %[1_ a1 _ g-a2l | e—a(T+t)]_ JI e—a(T—s)dW(S)
a t

Nous allons montrer que le dernier terme peut s&cr

T _ A2a(T-t)
JI e ¥dw(s) = o, /u Xu,
" 2a

Ou u suit une loi normale N(0,1).

.
Remarquons d’abord que,J'ea(S‘T)dW est une loi normale (somme de lois normales). Il
t

suffit donc de calculer I'espérance et la variamtale montrer que son espérance est nulle et

. (1_ eZa(T—t))
Sa variance egale a, 2— .
a

Nous utilisons pour cela le théoréme suivant (dké&dim de I'intégrale stochastique) :

Soit (W,) un mouvement brownien €E,) sa filtration naturelle. A tout process(X,), on associe
une variable aléatoire de carré intégrableX, ), notéel (X,) =I X, dW(t) telle queE(I (X, )) =0

etE(I (Xt)z) = EU thdt). Le processu$ (X, ) est appelé intégrale stochastique ou intégraleod’lt

Posons, pour avoir les mémes notations que dahédeeme :
X - O.ea(s—T)

S

T T
1(X,) = [ X, dW = o [e " dw
t t
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E(1(X) =0

E(1(X,)) = E(} X .2ds) = ] X _2ds

La derniére égalité est due au fait que la fonctigrest déterministe.

EC(X )3

Enfin

VAR (1 (X))

T T
I(J e?> T y2ds = jazx e2a(s-Tigs
t t

T
= g2?2x J’ eZa(s-T)dS
t

-2aT

X e2asds

g%xe

2 as T
a.zxe—ZaT X €
2a

—-—

t
2aT

sze—ZaT X(e _ )
2a 2a

X (1 _ eZa(t—T))

0‘2
2a

E(1(X.)?) - E(1(X,)?
E(1(X,)) -02= T x (1-e2tT)
2a

= o (1 (X)) = \/g_;:x (1-e?tT)y = U\/(l_ e2a(tT))

2a

Ce qui correspond a ce que nous cherchions a démont
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IX.2 Calcul du prix d'une obligation Corporate par des brmules fermées :

De I'hypothese d'indépendance, on a I'égalité sieva

E[exp(—J'OT r,+A, + ytdtﬂ
= D(T)E[ex;{—joT /]tdtﬂ E[exp(— IOT ytdtﬂ

D(T) = E[ex;{— jOT rtdtﬂ

F(1,T)= E[exp(— [l Atdtﬂ .

Comme dans Cox, Ingersoll et Ross (1985),,H] vérifie I'équation aux dérivées partielles,

Ou:

Soit ;

oF oF
+(a_ﬂA)§_AF _E:O (82)

2 2
a_/]a F
2 0N

Sous réserve de la condition aux limites. F0) = 1. F X, T) peut étre représenté comme suit :
F(A,T)=A(T)expB(T)A) 83).
En dérivant cette expression et en remplacant éagégs dans I'équation (8.2) aux dérivées

partielles, on constate que (8.3) est une solui@ondition que A (T) et B (T) satisfassent
aux équations de Riccati,

2
r:J_BZ_ﬁB_:L

2

A' = aAB

Sous les conditions : A (0) = 1 et B (0) = 0. Cesxdéquations différentielles ordinaires sont
facilement résolues par intégration directe.

(a9 Y 1-k \&
A(t)—ex;{ 7 t)(l—ke 4”‘) ,
_B-9 2
B(O= o? +02(1—ke‘”‘)’

Ou:
p=+20°+p*,
K=(B+9l(B-9
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Rappel :
Une équation de Riccati est une équation difféedlietordinaire de la forme :

(- 2
Y =000+ (¥)y+a,(x)y
Ou :q,,0, etg, sont trois fonctions, souvent choisies continuasusuintervalle commun a
valeurs réelles ou complexes.

Soit maintenant :

V(y,T)= E[exp(— J'OT ytdtﬂ

V (v, T) vérifie I'équation aux dérivées partiellesvaute :
2 2
\Y
TV _v-Y_o  (ag
2 0y oT
Sous réserve de la condition aux limitesy @) = 1. V ¢, T) peut étre représenté comme
suit :

V(y,T) =C(M)expL(T)y)  (89).
En dérivant cette expression et en remplacant éggéags dans I'équation (8.4) aux dérivées
partielles, on constate que (8.5) est une soluioandition que C(T) et L(T) satisfassent aux
éguations de Riccati,

2
c="7c
2

Sous les conditions : C(0) = 1 et L(0) = 0. Cesxdéguations différentielles ordinaires sont
facilement résolues par intégration directe.

L(t) =,
_ /72t3
C(t) —exp{ 5 ]

Encore une fois, a partir de I'hypothése d'indépeoé,

.
E[AT ex;{—J'O ro+A + ytdtﬂ

=DMV (y,T) E[AT exp(— [l Atdtﬂ

W(A,T) = E[AT exp(— [ Atdtﬂ .

Soit ;
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Duffie, Pan, and Singleton (2000)ont montré qua \W{ vérifie I'équation aux dérivées
partielles,

oW oW
+Ha@-BA)—-AW-—=0 (86
@=-A)—3 e (86)

o’ . 90°W
—A
2 0A

Sous réserve de la condition aux limitesAMQ) =A.

W (A, T) peut étre représenté comme suit :
W(A,T)=(G(T) + H(t) 1) expB(T)A) 8.7).

En dérivant cette expression et en remplacant éggéas dans I'équation (8.6) aux dérivées
partielles, on constate que (8.7) est une soluéionondition que B(T), G(T) et H(T)
satisfassent aux équations de Riccati,

2
B' = g B2 - /MB-1,
2
H'=(a+0?)HB-HpS (89),
G' =aGB+aH 89),
Sous les conditions : H(0) = 1 et G(0) = B(0) =L&.fonction B est la méme que celle vue
dans la premiere partie de cette démonstratioguéiton (8.8) peut maintenant étre résolue

pour H (T) par intégration directe. Enfin, avec éegpressions de B (T) et H (T), la fonction
G(T) peut aussi étre résolue par une intégratioects.

G(t) =2 (¢ —1)exp(a(’3 9 tj( X j”z+ ,
@ o

1- xe”

H(t):exp(a(’g+¢)+w2 tj( 1-K j‘z’az

o’ 1- ke*
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IX.3 Discrétisation de Diop du modéle CIR :

Nous rappelons que nous discrétisons une équaifi@neditielle suivant un modele de type
CIR:

dX, = (a - BX,)dt+a,/X, dW(t)

L’approche de discrétisation pour I'équation du GdRe par « Diop(2003) », est la suivante :
i i r T . . |'I'_.. P
X, =X+ Sl —kXE) + aﬁX*}lehT, — W)l

Cet estimateur a les propriétés suivantes :

E

sup |Xr" — Xﬂ] < Ctey/T/n.

O=i<in s

Et si f OC*avec ses dérivées bornées,
IE[f (X%)] — E[f(Xr)]

"-_~. f_-'tf ((T_I.".I” :I.ZI.I-'.:;E + Tfﬂj :
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IX.4 Espérances et variances des discrétisations des pessus du modéle LMN

Nous rappelons que les schémas de discrétisatieteus pour les deux processus
stochastiques sont :
= pour l'intensité du crédit (le pas de la discrétma=1/12):

1
A = A +(a- 'BAt)E + U\IAIIAPO W, —W)
Ou W est un mouvement brownien centré de variance i.

= pour la prime de liquidité (le pas de la discréditsa=1/12):

Vir =V 202 = 2Z)
Ou Z est un mouvement brownien centré de variance i.

Espérance de la discrétisation (a pas mensuel) duggessus de I'intensité du crédit:

Ona:

1
E(/]t) = E(/]t—l +(a - :8/]t—1)1_2) + E(Uﬂ/]t—ll A,>0 Wipy "Wt))

=0car (W, -W-,) H A
et E(W-W_;)=0

_q-B a

=@ 12)E(/]t—1) T

= (1—ﬁjt/10 +5[1—(1—ﬁn
12) 7B 12

Espérance de la discrétisation (& pas mensuel) @uwocessus de liquidité :

Ona:
E(v) =EWa) +EM(Z, -Z,))

=0car E(Z,-Z,,)=0

=¥

Variance de la discrétisation (& pas mensuel) du@cessus de I'intensité du crédit :

On sait que :
Var(Y) =E[Var(Y/X)] +Var(E[Y/X])
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On a alors, avec une discrétisation a pas met&sim1mu|e suivante:

Var(A,) = @1- ’3) var(/, _1)+ E(A - A >o)

Car :
D’une part :
Var(A /A.,)= 02/]t—1| A >0Var (W, ~Wi,)

g

=15 b
%f_/

1
car t—(t-1)=—
(t-1) P

0.2

= E[Var(/‘ //1—1)]_ E[ t—l A >0]

Et d’autre part :
E[/‘//]tl]_/‘tl'*' (0’ BAL)

_a. . B
- 1_ + (1 12)/]t—1
N Var(E[ A /4,,]) = (1—1—€>ZVar(At_l)

D’ou le résultat.

Dans la pratiqgue on a remarqué que I’événen{uétni: O} est négligeable, on a supposé alors
que E(A,) = E(/LIAH>O )

var(h) = -2y vargi) +0—2{(1—ﬁj1_ Ao +ﬂ[1—(1—ﬁjt_ H PS
12 122|712 B 12

t-1 t 1_(1—ﬁj21
:0_2(/1 _ﬁj(l_ﬁj 1_(1_ﬁj ,ao’ 12 .
gU° BN 12 12) | 27 B
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Variance de la discrétisation (& pas mensuel) du@cessus de liquidité :

Ona:
2

_ 7
Var =Var +
) (7 T

_ n’_.n
=Var +t—=t—

=0
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IX.5 Test d’hypothése sur la moyenne d’'un échantillon ést de Student) :

Le test de Student est un test paramétriqgue qupacaria moyenne observée d'un échantillon

statistique a
probabilité th

une valeur fixée, ou encore la pritildbobservée d'un caractére a une
éorique. Il permet aussi de compdes moyennes de deux échantillons

statistiques (on parle alors de test de conformité)re son nom de la loi ou on lit I'écart

critique.
Test de comp

araison d'une moyenne a une valeur doéa

= Données : un échantillon(x., %) de n valeurs observées d'une variable aléatoire X
d'espérance m.

= Hypothése testée : HO="m=m0" avec un risque d'eaeu

« Déroulement du test :

1.

Risque de crédit

on calcule la moyenne observée :

X1+ -+ ip

T

on calcule I'écart-type “"débiaisé” :

s _(m1= D)7 4o+ (g — )

55 =
n—1

on calcule I'écart du test

r — 1

&
on cherche I'écart critique ta dans la table deilde Student avec n-1 degrés

de liberté.
si t<ta, on accepte I'nypothese, si t>ta, on lette)
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IX.6 Test d’hypothése sur la variance d’'un échantillontést du Khi-deux) :

On observe la variance empiriqugd'un échantillon de n observations issues d’une loi
normaleN(u, o).

On veut tester HOo2 =g’ contre H1 :02# o}

NS

2
0

confiance choisi pour le test, les bornes c et tlinkervalle d’acceptation sont définies par :

Sous HO, on sait que la variable = suit une loi dgy,, 2 Si a est le niveau de

P <0) =2 etP(ry, <d)=1-7.
Si la valeur observéeni; de la variable Z se trouve dans le domaine d’atad:iep[c,d],
UO

I’hypothese HO est acceptée.
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IX.7 La probabilité de défaut entre t et t+dt d’'un processus a intensité :

= Soit al'instant T=t :
0 /A :letaux instantané de défaut,
0 A dt :la probabilité d’'arrivée du défaut entre t etdt,

= Soit: P(T<t) : la probabilité d’arrivée du défauttre O et t,
= Soit: 1- P(T<t) la probabilité de survie a t.
Ainsi la probabilité que le défaut se produit pséonent entre t et dt est la suivante :
P(T <t+dt) - P(T <t)
Par ailleurs : pour que I'événement se défaut sdyir précisément entre t et t+dt , il faut
gu’il ne soit pas produit entre 0 et t, et que étant réalisé, 'événement de défaut se produit

entre t et t+dt . Soit donc :
P(T <t+dt)-P(T <t) = @-P(T <t))* A dt

On a alors :
dP(T <t) _ )
1-P(T <t)
Ainsi :
{logi- P(T <)]}, = [-A,at

La probabilité de survie est alors égale : 1- PT<t
[L-P(T <)]=@-P(T <0))exp( [ -2, dt)

Compte tenu de la condition P(T<0)=0

P(T <t) =1-exp( [ -A,dt)
Ou P(T<t) est la fonction de répartition de la abte T
On en déduit :
_dP (T <1t) _ t
f(t) = == —= A exp( jo A, dt)
Ou f (t)est la densité de probabilité de la variable T pieetr

Alors : f (t) dtreprésente le défaut entre t et t+dt d’'une Cotpotaen vie » a I'instant t=0.
fhdt = P(t<X <t+dt) = A.exp( _[Ot/}Sds)dt
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IX.8 Test de la martingale :

Leroy et Porter (1981) et Shiller (1981) ont prapas test de I'efficience des marchés qui
permet une nouvelle approche a partir du modeleatéingale. Nous reprenons le
développement de Leroy et Porter (1981).

Sous I'hypothése de martingale (efficience des héacet en tenant compte des ffuxle
prix d’'un actif s’écrit alors :

_ECutfu/a)

P 1+

Ou : ¢ est l'information disponible au temps t et r lextd’actualisation.

p, peut alors étre réécrit comme :

_ Pt ft+l ~— &
= 2
Tar (2)

B

OU . £t+1 = pt+1 + ft+1 - Et(pt+1 + ft+1)

Ce qui devient si nous réécrivons I'équation (2)rphaque période t+i :
pt+i _ = pt+i+1 + ft+i+; B £t+i+1
@+r) @+r)™

La sommation pour i allant de 1 a l'infini permé&tidenir :

> f > £

* - t+i _ = + t+i :

Pl ey P L ey
Dans un schéma tel que celui-qm,* est le prix qu'aurait l'actif si les flux futurstadent
connus avec certitude, g1, est I'espérance conditionnelle de ce prix. Deulpn (1) il
vient :

Var(p;) =Var(p,) mr(iﬁ)

De la propriété de positivité des variances, ilcdge :
Var(p;) 2 Var(p,)

La borne supérieure dépend uniguement du modédgération des flux. Il s'agit alors d'un
test dont les résultats s'interprétent sans amBigUEROY, 1989).
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