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Résumé

Le sujet de ce rapport est d’étudier le provisionnement pour des risques non-vie,
en particulier les provisions pour sinistres a payer en se fondant sur les données
individuelles des sinistres. Pour ce faire, nous proposons un cadre théorique stan-
dard dont les objets centraux sont des sinistres. Ces derniers sont caractérisés par
trois éléments : une année d’origine, un processus de réglements et un processus
d’états. De cette facon, le probleme de provisionnement se résume au probleme
de modélisation des processus d’états et des processus de reglements. Pour les
processus d’états, nous les ramenons a une notion équivalente : variables d’age a
horizon ultime dont la distribution est estimée par des méthodes de 1’étude de sur-
vie avec censure en particulier, I’estimateur de Kaplan-Meier. Pour les processus
de reglements, nous proposons deux approches : la premiere intitulée dynamiques
markoviennes qui considere les processus de reglements comme des processus de
Markov avec une certaine dynamique sous-jacente ; la deuxieme dite modeles li-
néaires généralisés qui suppose que les reglements appartiennent a une famille
de distribution paramétrique et les parametres dépendent des facteurs liés aux re-
glements. Ces approches sont étudiées dans le cadre des mesures de provision
cohérentes, une notion proposée pour controdler la qualité des provisions.



Abstract

The subject of this report is to study claims reserving in non-life insurance, es-
pecially reserving for outstanding claims based on individual data. We propose
a theoretical framework whose central objects are claims. They are characterized
by three elements : an original year, a paying process and a states process. In this
way, the reserving problem is reduced to the modeling of the states processes and
of the paying processes. For the states processes, we transform them into an equi-
valent concept : age variables at final horizon whose distribution is estimated by
the Kaplan-Meier estimator from survival analysis. For the paying processes, we
propose two approaches : the first one entitled Markov dynamics considers the
paying processes as Markov processes with a certain underlying dynamics, the
second one called generalized linear models assumes that paying amounts are ge-
nerated from a parametric distribution family whose parameters depend on factors
related to the claims. These approaches are studied within the framework of co-
herent reserving measures, a concept proposed to control the quality of reserving
estimators.



Note de synthese

MoTts CLES : METHODES LIGNE A LIGNE, PROVISION POUR SINISTRES A
PAYER, CHAIN LADDER, MACK, MODELES LINEAIRES GENERALISES, BOOTS-
TRAP, MESURES DE PROVISIONS COHERENTES, PROCESSUS D’ETAT, ESTIMA -
TEUR KAPLAN-MEIER, PROCESSUS DE REGLEMENT, DYNAMIQUES MARKO-
VIENNES

Problématique et sujet

Depuis la crise des subprimes, le monde de 1’assurance connait un changement
reglementaire considérable. En effet, les assureurs sont considérés comme les ins-
titutions financieres qui peuvent avoir un impact économique dans le pays, voire
dans le monde. Il est ainsi nécessaire de protéger certains protagonistes, et en
particulier les assurés.

Le point faible du systeme d’assurance se trouve dans le fait que le cycle de
production soit inversé, c’est-a-dire-que 1’assureur ne connait son prix de revient
qu’apres avoir payé les sinistres. Les primes étant déja encaissées, il est impor-
tant pour lui d’avoir suffisamment de provisions pour pouvoir payer les sinistres
futurs et donc rembourser ses dettes envers les assurés. Une premiere régulation,
Solvabilité I, permet d’imposer les contours du marché de 1’assurance, mais elle
montre aussi ses faiblesses face a I’environnement financiere peu stable. Des lors,
une nouvelle version, Solvabilité II, est en train de se mettre en place. Elle va
permettre de corriger certains défauts tout en se fondant sur trois piliers : les exi-
gences quantitatives, la gouvernance et le processus de contrdle et la transparence.

Notre étude sera axée sur le premier pilier, en particulier nous avons tenté
de trouver une nouvelle méthode de provisionnement ligne a ligne. Nous nous
sommes concentrés sur I’analyse de la provision pour sinistre a payer. Cette der-
niere correspond aux remboursements, envers les assurés, des sinistres qui sont
déja survenus mais pas encore ou du moins pas entierement réglés. Elle repré-
sente en général la plus grande partie des provisions dans le bilan d’une compa-
gnie d’assurance non-vie. Le reglement spécifie qu’elle doit étre calculée sinistre



par sinistre. En général, 1’assureur, par une dérogation, utilisent les méthodes sta-
tistiques. Nous utilisons ces modeles comme référence sur laquelle nous pouvons
comparer les résultats de nos recherches. Intuitivement, en travaillant sur les mé-
thodes ligne a ligne, nous pouvons espérer pouvoir estimer la provision d’une
maniere plus précise.

Méthodes proposées

La premiere partie du mémoire est consacré a la méthode de Chain Ladder avec
plusieurs versions : la méthode de Chain Ladder déterministe, la méthode de
Chain Ladder stochastique avec les processus de Mack et les modeles linéaires
généralisés. Toutes ces méthodes serviront de références et pourront étre compa-
rés au modele proposé. Ensuite, nous construirons un cadre théorique pour une
étude de la provision avec les données lignes. Les notions de base comme le si-
nistre, les processus de reglements, les processus d’états, les mesures de provision
et les mesures de provisions cohérente sont introduit dans le mémoire pour fixer
un cadre a notre modele.

Le cadre théorique étant établi, notre problématique se résume par la modélisa-
tion des processus d’états et des processus de reglements. Nous pouvons regarder
les processus d’états comme des variables d’age a horizon ultime. Ces variables
sont plus facile a manipuler et surtout elles nous amenent a une situation clas-
sique : I’estimation de la durée de vie d’un individu représentatif dans une popu-
lation homogene avec censure. L’estimateur non-paramétrique de Kaplan-Meier
est enfin utilisé pour estimer la distribution de ces variables. En ce qui concerne les
processus de reglements, nous avons introduit deux approches : les dynamiques
markoviennes et les modeles linéaires généralisés.

Dans la premiere approche, nous considérons que les processus de reglements
comme des processus markoviens dirigés par une dynamique sous-jacente. Cette
modélisation permet de connaitre la loi des reglements futurs conditionnellement
a I’'information disponible. La distribution des provisions est ensuite déduite grace
au théoreme central limite avec la condition de Lyapunov. Nous montrons qu’avec
un formalisme tres flexible du modele, nous pouvons effectuer les extensions pour
prendre en compte d’autres facteurs ou les modifier pour s’adapter aux données.
Dans la deuxieme approche, nous employons les modeles linéaires généralisés
pour modéliser des reglements. Nous montrons qu’avec des distributions et des
fonctions de lien bien choisies, nous pouvons assurer que les provisions obtenues
vérifient les propriétés des mesures de provisions cohérentes. Enfin, pour terminer
nous comparons ensuite les deux approches et discutons la question du choix de
méthode. Nous allons des a présent détailler chaque point dans la section suivante.



Travaux

Méthode Chain Ladder

Dans un premier temps, nous présenterons tres rapidement les méthodes de base
puisqu’elles sont tres utilisées. L’ objectif étant d’avoir une référence a nos mé-
thodes par la suite.

Le modele Chain Ladder est le plus utilisé en pratique, car il est simple a
mettre en ceuvre. Sa version déterministe est basée sur les triangles de reglements
cumulés. Ces derniers sont obtenus en agrégeant les données individuelles des si-
nistres. Ce modele suppose avant tout qu’il existe une cadence entre les paiements
cumulés de deux années de développement. Ainsi, il suffit de trouver d’estimer
les facteurs de développement pour compléter tout le tableau. Un estimateur natu-
rel sera calculé par le ratio des sommes des montants payés entre deux années de
développement. Malgré la simplicité de ce modele, les provisions estimées sont
ponctuelles et les erreurs ne peuvent pas étre quantifiées. En revanche, la méthode
de Mack corrige ces défauts. De plus, si les hypotheses du modele est vérifiées,
nous pouvons prouver que les estimateurs des facteurs de développement pos-
sedent certains caractéristiques : sans biais, coincide avec ceux de la méthode
Chain Ladder et qu’il est possible de connaitre 1’erreur de prédiction.

Bien que la méthode de Mack propose une facon de quantifier I’erreur de pré-
diction, elle ne fournit pas une distribution des provisions, qui est le but ultime
d’une méthode de provision surtout sous le cadre de Solvabilité¢ 2. Les modeles
linéaires permettent de faire cela en supposant explicitement la distribution pa-
ramétrique des reglements. Les parametres sont estimés a partir les observations
disponibles qui sert ensuite a estimer les reglements inconnus. Nous avons choisi
la famille de distribution de Poisson surdispersée, car elle a deux caractéristiques
intéressantes : une relation linéaire entre 1’espérance et la variance, et elle est in-
variante par I’additivité. Ainsi, I’estimation des parametres est facile a mettre en
place et elle se fait par la méthode de Newton-Raphson. La qualité de 1’ajustement
est vérifiée en utilisant les résidus de Pearson et en tracant un quantile-quantile
plot. Cette méthode permet de déterminer I’allure de la distribution de provision.
Néanmoins, elle ne peut pas appréhender les risques extrémes sous le cadre de
Solvabilité 2.

Nous présentons des a présent notre modele en commengant par poser un cadre
pour celui-ci.



Mesures de provision cohérentes

Avant de discuter la construction des méthodes, nous proposons de fixer certains
criteres que les provisions doivent satisfaire. Nous distinguons ici deux types de
provisions : la provision a horizon 1 an représente celle qui est a constituée pour
I’année prochaine et elle est étudiée surtout sous le cadre de solvabilité 2 ; enfin
la provision ultime correspond a la celle jusqu’a ce que le sinistre soit clos. L’ob-
jectif final est de nous approcher ces provisions par les familles de distributions
habituelles. Cette opération doit étre faite avec précaution car elle risque de faire
perdre les propriétés intrinseques des provisions. Pour éviter cela, nous choisis-
sons les propriétés les plus importantes des provisions pour ensuite les conserver
dans leurs mesures de provision : la positivité, I’additivité et I'invariance par chan-
gement numéraire. Ces caractéristiques sont tres intuitives et pourtant la méthode
de Mack ne vérifie pas la derniere propriété. Les mesures de provisions vérifiant
ces propriétés sont qualifiées des mesures de provision cohérentes.

Le cadre étant posé, nous pouvons décrire notre modele. Comme nous 1’avions
évoqué au début, la problématique est scindée en deux analyses : celle du proces-
sus d’état et celle du processus de reglement

Processus d’états

Les processus d’états constituent la composante stochastique dans la structure des
sinistres. L’ estimation des processus d’états est la premiere étape dans 1’établisse-
ment des mesures de provision. Une facon commode pour le faire est de considé-
rer les variables d’age a I’horizon ultime, qui contiennent toutes les informations
sur les processus d’états correspondants, au lieu d’étudier directement ces der-
niers. Cette transformation nous amene a un contexte classique : 1’estimation de
la durée de vie d’une population avec censure. Ainsi, I’ensemble des sinistres cor-
respondra a la population ; le fil des années de développement représente le fil du
temps ; la cloture d’un sinistre substituera au déces d’un individu ; et I’indisponi-
bilité d’information des sinistres en cours correspondra la perte de vue des indivi-
dus. Il convient de remarquer que cette comparaison est valide que si les durées de
vie des sinistres sont indépendantes et identiquement distribuées. En effet, cette
hypothese permet de considérer les sinistres comme une population homogene et
de transposer le fil des années de développement a la dimension temporelle ha-
bituelle. Ceci nous permet d’utiliser I’estimateur de Kaplan-Meier pour mesurer
la fonction de survie qui aboutira a la distribution des variables d’age. Par consé-
quent, nous pouvons connaitre la population restante a chaque année, le nombre
de sinistres clos, la fonction de survie, la probabilité que le sinistre soit clos etc.

Nous allons maintenant nous intéresser au processus de reglements qui sont



étudiés par deux approches : les dynamiques markoviennes et les modeles li-
néaires généralisés.

Processus de reglements : dynamiques markoviennes

Dans cette approche, les processus de reglements sont considérés comme des pro-
cessus markoviens qui possedent une dynamique lognormale. Nous avons sup-
posé d’une certaine maniere qu’il y a une certaine tendance entre les reglements
de deux années de développement consécutives et une variation autour de cette
tendance. L'idée de Mack était tres similaire. La différence fondamentale réside
dans le fait que nous utilisons une loi normale. D’autre part, sous ces hypotheses,
nous pouvons, conditionnellement a 1’information disponible a 1’année actuelle,
déterminer la loi des reglements. En fait, I’'idée est tres proche de la méthode
Chain Ladder. La valeur espérée d’un réglement futur conditionnellement a I’in-
formation disponible est exprimée comme le produit du dernier réglement connu
et un certain facteur dont le dynamisme suit la loi normale. Les parametres de
ce coefficient de passage sont estimés comme dans un cas gaussien. Ils sont sans
biais, indépendants et ne dépendent pas de I'unité monétaire. Par conséquent, il
est facile de déduire les mesures de provisions a horizon 1 an et a I’ultime en re-
venant a la définition de ces deux quantités. Nous montrons que ces mesures de
provisions sont cohérentes et cela est dii a une dynamique bien formulée.

Regardons maintenant la deuxieme approche.

Processus de reglements : modeles linéaires généralisés

Un ensemble de sinistres est essentiellement de méme structure qu’un triangle de
reglements avec une équivalence entre les reglements d’un sinistre et une ligne
de reglements. Les notions de 1’année d’origine ou des années de déroulement
sont utilisées et portent autant d’importance dans la méthode Chain Ladder avec
le triangle de reéglement que dans la méthode ligne a ligne avec les données in-
dividuelles. Il est donc naturel de transposer I'idée de la méthode des modeles
linéaires généralisés sur le triangle a notre ensemble de sinistre. En effet, Les re-
glements sont supposés indépendants et de la méme famille de distribution mais
avec de différents parametres. Ces derniers sont estimés pas la méthode de maxi-
mum de vraisemblance. Apres avoir obtenu I’estimation de distribution des regle-
ments, nous construisons les mesures de provision dans le cadre des mesures de
provision cohérentes.



Résultats

D’une part notre rapport contribue a la littérature sur les méthodes ligne a ligne en
assurance non-vie en proposant un cadre théorique standard et flexible qui pour-
rait avoir des extensions pour adapter a la situation étudiée. La notion des mesures
de provision cohérente, qui est dans le méme esprit que les mesures de risque co-
hérentes, permet une orientation des méthodes pour pouvoir aboutir a des mesures
de provision avec de bonnes propriétés.

D’autre part, avec une base de données utilisée pour tester les méthodes tout
au long de notre rapport, nous montrons que nos méthode produisent les résultats
similaires avec ceux par Chain Ladder au niveau d’espérance de la provision. Au
niveau de variance, nos méthodes sont meilleures. La distribution des provisions
obtenues par nos méthodes sur les données individuelles abondantes sont justifiées
contrairement a Chain Ladder ol le nombre insuffisant de données met toujours
un doute sur la distribution obtenue.
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Context and subject

Since the subprime crisis, the insurance sector is experiencing a profound regula-
tory change. Indeed, insurers are nowadays considered financial institutions that
may have an signficant economic impact at national and global level. It is thus
necessary to protect certain actors such as policyholders.

One of the weak points of insurance system resides in its inverted production
cycle, 1. e., the insurer does not know its cost while selling his product. Premiums
already being collected, it is important for him to have enough reseves to be able
to pay future claims and thus repay its debts to policyholders. The first regulation,
Solvency I, allows the imposition of the contours of the insurance market, but it
also shows weaknesses facing unstable financial environment. Therefore, a new
version, Solvency 11, is being set up. It will correct some defects of its predecessor
will be basically based on three pillars : quantitative requirements, governance/-
risk management and disclosure/transparency.

Our study will focus on the first pillar, in particular we try to find a new re-
serving line by line method. We focus on the analysis of reserving for outstan-
ding claims. The latter corresponds to redemption, to policyholders, claims that
are incurred but not yet at least not fully settled. It generally represents the lar-
gest portion of reserves in the balance sheet of a non-life insurance company. The
regulation specifies that it must be determined claim by claim. In general, the in-
surer uses statistical methods to estimate it. We use these models as a reference on
which we can compare our findings. Intuitively, with more data, working on line
by line methods, we can expect to estimate the reserves with more precision.



Proposed Methods

The first part of the thesis is devoted to the Chain Ladder method with several
versions : the Chain Ladder deterministic method, the stochastic Chain Ladder
methods with Mack processes and generalized linear models. All these methods
serve as references and can be compared to the our models proposed. Then we
construct a theoretical framework for a study with individual data. Basic notions
such as claims, paying processes, state process, reserve measures are introduced.

Once the theoretical framework is established, our problem is reduced to the
modeling of state processes and paying processes. The state processes can be
transformed to an equivalent concept : age variables at final horizon. These va-
riables are easier to handle and above all they lead us to a classic situation : es-
timating the lifetime of a representative individual in a homogeneous censured
population. The nonparametric estimator of Kaplan-Meier is used to estimate the
distribution of these variables. Regarding the paying processes, we introduce two
approaches : markov dynamics and generalized linear models.

In the first approach, we consider the paying processes as Markov processes
with certain underlying dynamics. This modeling allows us to know the law of
future claim amounts conditionally to the available information. The distribution
of reserves is then deducted by the central limit theorem with the Lyapunov condi-
tion. We show that with a very flexible model, we can make extensions in order
to take into account other factors or we can modify it to fit the data. In the second
approach, we use generalized linear models to model claim amounts. We show
that with distribution family and link functions well chosen, we can ensure that
the reserves obtained will satisfy the properties of coherent reserve measures. To
conclude, we then compare the two approaches and discuss the issue of choice of
method. We will now detail each point in the next section.

Works

Chain Ladder Method

Chain Ladder model is the most used method in practice because it is simple
to carry out. Its deterministic version is based on triangles of cumulative claim
amounts. These are obtained by aggregating the individual data. This model as-
sumes that there is a rate between the combined payments of two years of deve-
lopment. Thus, it is sufficient to estimate the development factors to complete the
whole picture. A natural estimator is calculated by the ratio between the amounts
paid by two consecutive development years. Despite its simplicity, this model can



not quantify the error of its estimation. The method of Mack corrects these short-
comings. Moreover, if the assumptions of the model are verified, we can prove that
the estimators of development factors have some nice properties : they are unbia-
sed and coincide with those produced by Chain Ladder method and it is possible
to estimate the prediction error.

Although the method of Mack suggests a way to quantify the prediction er-
ror, it does not provide a distribution of reserves, which is the ultimate goal of a
reserving method especially in the context of Solvency 2. Generalized linear mo-
dels can do this by explicitly assuming the parametric distribution on the claim
amounts. The parameters are estimated from available observations, which are
then used to estimate the unknown claim amounts. We chose the overdispersed
Poisson family distribution because it has two interesting features : a linear rela-
tionship between the mean and variance, and it is invariant under addition. Thus,
parameters estimation is easy to implement and it is done by the Newton-Raphson
algorithm. The goodness of fit is checked using the Pearson residuals and by plot-
ting a quantile-quantile plot. This method help determine the shape of the reserves
distribution. Nevertheless, it cannot study the extreme risks in the context of Sol-
vency 2.

Coherent reserves measures

Before building new methods, we propose to set certain criteria that must meet
the reserves. Here we distinguish two types of reserve : one year horizon reserve
is one that is made for next year, discussed mainly in the context of Solvency 2
and the ultimate reserve which corresponds to the reserve until the claim is closed.
The ultimate goal is to approach these reserves by usual family distributions. This
must be done carefully as it risks losing the intrinsic properties of reserves. To
avoid this, we choose the most important properties of reserves and then keep
them in their reserve measures : positivity, additivity and numeraire invariance.
Though these features are very intuitive, we prove that the Mack method does not
verify the last property. Reserve measures that verify theses properties are called
coherent reserve measures.

The framework being well established, we can describe our model. As we
mentioned at the beginning, the problem is split into two analyzes : the state pro-
cesses and the paying processes.

States processes

The states processes are belong to the stochastic component in the structure of
claims. The estimation of state processes is the first step into the establishing



reserve measures. A convenient way to do this is to consider the age variables
ultimate horizon, which contain all the information of the corresponding state
processes. This transformation leads us to a well known situation : estimating the
lifetime of a population with censorship. Thus, our set of claims corresponds to
the population, development years to the normal time line, the closing of a claim
to the death of an individual, and the unavailability of information on outstanding
claims to loss of view of individuals. It should be noted that this comparison is va-
lid only if the lifetimes of the claims are independent and identically distributed.
Indeed, this hypothesis allows us to consider our set of claims as a homogeneous
population and consider the development years as a usual time line. This allows us
to use the Kaplan-Meier estimator to estimate the survival function that will result
in the distribution of age variables. Therefore, we can know the remaining popula-
tion each year, the number of closed claims, the survival function, the probability
that a claim is closed etc...

We will now discuss paying processes that are studied in two approaches :
Markov dynamics and generalized linear models.

Paying Processes : Markov dynamics

In this approach, the paying processes are considered as Markov processes that
have a lognormal dynamics. We assume somehow that there is a tendency bet-
ween the payment amount of two consecutive development years and a variation
around this trend. The idea of Mack was very similar. The fundamental difference
lies in the fact that we use a normal distribution. Moreover, under these assump-
tions, we can, conditional on information available to the current year, determine
the future payment amounts distribution. In fact, the idea is very close to the Chain
Ladder method. The expected value of a future payment conditional on the avai-
lable information is expressed as the product of the last known payment and a
product of equivalent development factors. The parameters are then estimated as
in a gaussian case. They are unbiased, independent and do not depend on the cur-
rency. Therefore, it is easy to deduce reserve measures at one year horizon and
at ultimate horizon. We show that these reserve measures are coherent and this is
due to a well formulated dynamics.

Now let take a look at the second approach.

Paying Processes : generalized linear models

A set of claims is essentially of the same structure as a triangle with an equiva-
lence between a claim and a payment line. The concepts of the original year or
development years as important in the Chain Ladder method as in our line by line
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methods with individual data. It is therefore natural to translate the idea of the me-
thod of generalized linear models on the triangle to our method. Indeed, payment
amounts are assumed to be independent and of the same distribution family with
different parameters. These parameters are estimated by the maximum of likeli-
hood method. After obtaining the estimated distribution of payment amount, we
build reserve measures which are coherent.

Results

On the one hand, our report contributes to the literature on line by line methods in
non-life insurance by proposing a flexible theoretical framework which can easily
to be extended or modified to fit data. The notion of coherent reserve measures,
which is in the same spirit as coherent risk measures, provides guidance for me-
thods to result in reserve measures of good properties.

On the other hand, with a database used to test methods throughout our report,
we show that our methods produce similar expected reserves to those by Chain
Ladder. As for variance, our methods are better. Furthermore, our methods can
provide justified reserve distributions which are not the case with Chain Ladder
method because of the lack of data.
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Introduction

Le contexte

Une opération assurance est une opération synallagmatique par laquelle une par-
tie, I’assuré, se fait promettre, moyennant une prime, pour lui ou pour un tiers, en
cas de réalisation d’un risque, une prestation par une autre partie, 1’assureur qui,
prenant en charge un ensemble de risques, les compense conformément aux lois
de la statistique. Cette définition implique que par nature, le cycle de production
de I’assurance est inversé, c’est-a-dire que 1’assureur percoit le prix de son pro-
duit d’assurance avant de connaitre son cofit de production. Cette caractéristique
est illustrée par son bilan (simplifi€) ol une grande partie son passif est composée
des dettes probables (provisions techniques) envers ses assurés estimées souvent
par des méthodes statistiques.

] ACTIF \ PASSIF

Fonds Propres

Placements . .
Provisions Techniques

Tableau 1 - Bilan simplifié d’'une compagne d’assurance

En raison de sa particularité et de sa position extrémement importante dans
I’économie, 1’assurance est soumise a une réglementation supervisée par des au-
torités de contrdle. Les assureurs doivent détenir suffisamment de capital pour
faire face a leurs engagements envers les assurés.

Une premiere réglementation en Europe a ét€ mise en place : Solvabilité 1. Elle
s’organise autour des provisions techniques et des exigences en fonds propres,
mais elle présente quelques faiblesses a savoir que le régime n’est pas harmo-
nisé au niveau européen ; que les calculs de solvabilité ne refletent pas les risques
supportés par I’assureur ; et enfin que les exigences sont principalement quantita-
tives. Depuis la crise des subprimes et a cause du fait que 1’assureur est considéré
comme une institution financiere, la Commission européenne a souhaité mettre
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en place une nouvelle réglementation, Solvency 2. L’objectif est de corriger les
défauts de la précédente. L’ aspect quantitatif le plus important de Solvabilité 2 est
que les assureurs doivent détenir suffisamment de capital pour que la probabilité
de ruine a horizon 1 an soit inférieure a 0,5%.

Notre sujet

En nous plagant dans le contexte décrit précédemment, nous nous concentrons au
cas de I’assurance non-vie en étudiant en particulier les provisions pour sinistres
a payer (PSAP). Ces provisions correspondent aux remboursements envers les as-
surés pour les sinistres qui sont déja survenus mais pas encore ou pas encore en-
tierement réglés. Elles représentent en général la plus grande partie des provisions
dans le bilan d’une société d’assurance non-vie. Selon le Code des Assurances,
I’article R 331-15 spécifie que :

La provision pour sinistres a payer est calculée exercice par exercice. Sans pré-
judice de I’application des regles spécifiques a certaines branches prévues a la
présente section, 1’évaluation des sinistres connus est effectuée dossier par dos-
sier, le colit d’un dossier comprenant toutes les charges externes individuali-
sables ; elle est augmentée d’une estimation du cofit des sinistres survenus mais
non déclarés.

La provision pour sinistres a payer doit toujours étre calculée pour son montant
brut, sans tenir compte des recours a exercer ; les recours a recevoir font I’objet
d’une évaluation distincte.

Par dérogation aux dispositions du deuxieme alinéa du présent article, I’entre-
prise peut, avec I’accord de 1’ Autorité de contréle des assurances et des mu-
tuelles, utiliser des méthodes statistiques pour I’estimation des sinistres survenus
au cours des deux derniers exercices.

Les méthodes les plus traditionnelles et les plus souvent utilisées en pratique
sont les méthodes basées sur le triangle de liquidation, un triangle qui agrege les
paiements individuels des sinistres avec un axe représentant I’année de 1’origine
de sinistres, et un autre axe I’année de déroulement de paiements. Cette forme de
représentation a pour avantage d’€tre tres simple, parlante et concise. Néanmoins,
ses points faibles sont multiples : elle ne présente pas toutes les informations dis-
ponibles, elle contient un nombre d’observations souvent insuffisant pour que les
méthodes statistiques puissent fonctionner avec une grande précision telle que
celle exigée sous Solvabilité 2.

Notre sujet consiste a revenir aux données individuelles des sinistres et a
construire des méthodes statistiques sur ces données détaillées. Intuitivement,
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avec plus d’information, nous pouvons espérer avoir des estimations plus pré-
cises. Par ailleurs, les données lignes présentent plusieurs avantages tels que nous
pouvons sélectionner les bonnes et les mauvaises données, nous pouvons trier les
données selon type de sinistres car de différents types ont des schémas de regle-
ment différents.

Démarches et résultats

Résumons d’abord la problématique : nous disposons d’une base de données dé-
taillées composée de plusieurs sinistres. Pour chaque sinistre, nous connaissons
son année de survenance, son état (en cours ou clos) et son historique de re-
glement. Notre but, c’est de construire des mesures de provision a partir de ces
informations disponibles en particulier, des mesures de provision a horizon ul-
time et des mesures de provision a horizon 1 an, une notion importante sous le
cadre de Solvabilité 2. Précisions qu’une mesure de provision associe a chaque
ensemble de sinistres une variable aléatoire qui donne un montant de provision a
chaque état du monde et nous voulons évidemment estimer la distribution de cette
variable aléatoire. Une fois cette estimation est faite, nous pouvons déduire les
grandeurs intéressantes telles que les provisions espérées ou le capital requis qui
est le quantile de 99, 5% de la provision a horizon 1 an.

Pour aborder cette problématique, nous commencons en revisitant la méthode
classique de Chain Ladder a la fois dans les versions déterministe et stochastique.
Dans le cadre stochastique, nous choisissons d’étudier la méthode de Mack et
les modeles linéaires généralisés car les idées dans ces deux approches vont étre
transposées dans notre étude avec les données individuelles.

Nous entrons ensuite dans le ceeur de 1’étude par 1’établissement d’un cadre
mathématique théorique. Nous définissons formellement les sinistres comme les
objets caractérisés par trois éléments : une année d’origine, un processus de re-
glements et un processus d’états. A partir de ces notions de base, nous définissons
formellement les mesures de provisions et surtout des mesures de provision cohé-
rentes, une notion qui signifie que des mesures de provisions construites vérifient
de bonnes propriétés préalablement choisies.

Avec le cadre théorique établi, notre problématique se résume par la modéli-
sation des processus d’états et des processus de reglements. Pour des processus
d’états, nous montrons qu’ils sont équivalents a des variables d’age a horizon ul-
time (ou ultime simplement). Ces variables sont plus facile a manipuler et surtout
elles nous amenent a une situation classique : estimation de la durée de vie d’un
individu représentatif dans une population homogene avec censure. L’estimateur
non-paramétrique de Kaplan-Meier est enfin utilisé pour estimer la distribution de
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ces variables.

Pour modéliser les processus de reglements, nous proposons deux approches :
les dynamiques markoviennes et les modeles linéaires généralisés. Dans la pre-
miere approche, nous considérons les processus de reglements comme des pro-
cessus markoviens dirigés par une dynamique sous-jacente. Cette modélisation
permet de connaitre la loi des reéglements futurs conditionnellement a I’informa-
tion disponible. La distribution des provisions est ensuite déduite grace au théo-
reme central limite avec la condition de Lyapunov. Nous montrons qu’avec un
formalisme tres flexible du modele, nous pouvons effectuer les extensions pour
prendre en compte d’autres facteurs ou la modifier pour adapter aux données.

Dans la deuxieme approche, nous employons les modeles linéaires générali-
sés pour modéliser des reglements. Ces derniers sont supposés appartenir a une
famille de distribution paramétrique et les parametres dépendent des facteurs des
reglements. Nous montrons qu’avec des distributions et des fonctions de lien bien
choisies, nous pouvons assurer que les provisions obtenues vérifient les proprié-
tés des mesures de provisions cohérentes. Nous comparons ensuite les deux ap-
proches et discutons la question du choix de méthode.

Tout au long de ce rapport, une base de données est utilisée pour illustrer et
tester les méthodes. Cette base de données et la programmation en R du rapport
sont accessibles sur le site http ://www.ressources-actuarielles.net/.

Plan du rapport

Le Chapitre 1 sera consacré a la méthode de Chain Ladder avec plusieurs ver-
sions : la méthode de Chain Ladder déterministe, la méthode de Chain Ladder
stochastique avec les processus de Mack et les modeles linéaires généralisés. Dans
le Chapitre 2, nous construisons un cadre théorique pour une étude de la provi-
sion avec les données individuelles. Nous présentons les notions de base : sinistre,
processus de reglements, processus d’états, mesures de provision et la notion de
mesures de provisions cohérente. Dans le Chapitre 3, nous étudions les processus
d’états. Pour étudier les processus de réglements, le chapitre 4 présente 1’approche
dynamique markovienne et le Chapitre 5 I’approche modeles linéaires généralisés.
Nous terminons ce rapport par la conclusion.

Présentation des données

Les données de 1’étude sont issues d’'une compagnie d’assurance et sont organi-
sées de la maniere suivante :
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’ No. H Reéglement H Etat H Origine

1 321 1077 1887 2921 3817 ... NA 0 1988
2 150 249 369 1057 1479 ... NA 0 1988
3 108 216 453 579 875 ... NA 0 1988
836 || 159 NA NA NA NA ... NA 1 2008

Tableau 2 — Base de données lignes

Nous avons dont un ensemble de 836 sinistres indexé de 1 a 836. Chaque ligne
de ce tableau contient I’information concernant le sinistre correspondant : les re-
glements au cours des années, 1’état (0 pour clos, 1 pour en cours) et ’année de
survenance. La devise de ces données est € et leur unité est centaine € pour allé-
ger les chiffres. Ce changement de devise a I’air innocent mais en réalité, il s’agit
d’un point délicat dont nous discuterons plus en détail. Précisons que NA signifie
I’absence ou la non connaissance de I’information sur le réeglement associé, soit
parce que le sinistre est clos, soit parce que le sinistre est en cours et que nous
ne connaissons pas encore les montants de réglement futurs. Un point important
a noter est que méme si nous savons que I’inflation joue un réle important sur les
montants de reglements, nous 1’écartons de 1’étude pour simplifier les calculs et
pour nous concentrer sur les points plus essentiels.
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Chapitre 1
Méthode Chain Ladder

Dans ce chapitre, nous revisitons une méthode qui est devenue une technique stan-
dard pour les actuaires afin de calculer les provisions pour sinistres a payer : Chain
Ladder. Cette méthode qui se base sur un triangle des réglements (cumulés ou non)
a été développée d’abord dans un cadre déterministe et ensuite dans un cadre pro-
babiliste pour appréhender I’incertitude liée a la prédiction. Nous allons en suivre
I’histoire en rappelant I’approche déterministe et deux approches stochastiques :
la méthode de Mack et les modeles linéaires généralisés qui sont I’inspiration de
notre étude avec les données individuelles. Un modele linéaire généralisé avec la
loi de Poisson surdispersée sera étudié en détail. Nous discutons enfin les défauts
de Chain Ladder notamment sous le cadre de Solvabilité 2.

1.1 Triangles des reglements

La méthode Chain Ladder est basée sur les triangles des réglements cumulés ou
non cumulés. Pour obtenir, par exemple, un triangle des reglements non cumulés
a partir des données lignes du Tableau 1, il suffit de sommer des reglements des
sinistres par année d’origine et d’organiser les sommes obtenues en ordre :

i 2 3. ... 2 21|
1 [ 5597 10378 17491 ... 1573 113
2 | 3641 6726 10881 ... 405

3 || 3475 5738 8478

20 || 4436 8342
21 || 4209

Tableau 1.1 — Triangle des réglements non cumulés
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1.2. CHAIN LADDER DETERMINISTE

Les nombres 1,2,3,...,n avec n = 21 en verticale correspondent aux années
d’origine des paiements et ceux en horizontale leurs années de déroulement (ou
de développement). Dans notre étude, nous avons choisi I’année d’origine d’un
sinistre comme son année de survenance et nous 1’avons aussi normalisée. L’année
de survenance la plus ancienne 1998 correspond a I’année d’origine 1 et la plus
récente 2008 a I’année d’origine n = 21. Nous nous placons a I’année n appelée
I’année actuelle. Le montant Y; ; en cellule (4,5) ou 0 < ¢,j < n correspond au
montant de reglement de 1’année d’origine ¢ et de I’année de déroulement ;. Le
triangle contient au total 1 + 2 + ... + n = n(n + 1)/2 = 231 chiffres.

Le triangle des reglements cumulés, quant a lui, est un tableau de la méme
taille que le Tableau 1.1 avec les cellules (7, j) contenant les montants C; ; qui sont
les reglements de I’année d’origine 7 cumulés jusqu’a I’année de développement
j- Mathématiquement, C; j = > %, _, Vi j. A partir du Tableau 1.1, nous obtenons
le triangle des reglements non cumulé suivant :

i || 1 2 3. ... 2 21 |
1 [[ 5597 15975 33466 ... 550036 550149
2 || 3641 10367 21248 ... 293823

3 || 3475 9213 17691

20 || 4436 12778
21 || 4209

Tableau 1.2 — Triangle des réglements cumulés

Nous pouvons constater que la construction des triangles de reglements fait
perdre beaucoup d’information sur les réglements des sinistres et 1’état des si-
nistres est completement oublié.

1.2 Chain Ladder Déterministe

La méthode Chain Ladder déterministe s’applique aux triangles des reglements
cumulés et est fondée sur I’hypothese qu’il y a une récurrence dans les paiements
par années de déroulement. Concretement,

Hypothese 1. Pour 1 < i,5 < n, soient (C;;);; les réglement cumulés. Il
existe des parametres \i, Ny, ..., \,_1 tels que : C; ;11 = \;C;; pour tout j =
1,2,..,.n—1let1=1,2,...,n.

Précisons que dans le cadre déterministe, les reglements cumulés (Oi,j>z’,j sont
considérés comme des valeurs déterministes. Parmi les (C; ;); javec 1 <14, j <n,
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1.2. CHAIN LADDER DETERMINISTE

aI’année actuelle n, nous observons C; ; avec i+j < n+-1 (c’est-a-dire le triangle
du Tableau 1.2) et nous voulons estimer C; ; tel que 7 + j > n + 1 (les cases vides
du Tableau 1.2). Pour ce faire, constatons d’abord a partir de I’Hypothese 1, nous
avons :

\ Cijv1 Cojyr M (1.1)

; .
Ch Ca, Crn—j.j

Un estimateur pour \; basé sur les observations (C; ;)i+j<n+1 apparait naturelle-
ment. Il va, dans une certaine facon, moyenner les ratios de la relation (1.1) :

n—j
f, = 2zt Ciint (1.2)
i Z’I’L*j C . :
i=1 “ij
Par ailleurs, nous pouvons étudier la validité des égalités (1.1) par I’examen
de la moyenne et de I’écart-type des ratios. Concretement, le Tableau 1.3 suivant
est obtenu a partir du Tableau 1.2 qui contient les ratios Cj ;1 / C;,;, les facteurs
de développement J; et la moyenne (colonne y) ainsi que I’écart-type (colonne

o) des ratios pour chaque année de développement j :

(5] 1 2 3. ... 19 20 |
1 [[2,854 2,095 1,822 ... 1,003 1,000
2 | 2,847 2,050 1,862 ... 1,001
3

2,651 1,920 1,643

19 || 2,862 2,038

20 || 2,881
N | 2,873 2,095 1,828 ... 1,002 1,000
2,864 2,090 1,825 ... 1,002 1,000
o | 0,189 0,083 0,079 ... 0,001 0,000
2 | 0,066 0,040 0,043 ... 0,001 0,000

Tableau 1.3 — Ratios et facteurs de développement

Un faible rapport o /u signifie que les égalités de 1’équation (1.1) sont plutdt va-
lides pour I’année de développement correspondante. Cela est le cas ici car pour
la premiere colonne ou la variation relative des ratios est la plus importante, le
rapport o/ n’est que 0, 066.

Apres avoir obtenu les estimateurs A;, nous pouvons estimer maintenant les
reéglements cumulés inconnus C; j avec i + j > n + 1 par:

~ ~ ~

Cij = [PMng1—i--Ajo1]Cims1—i (1.3)
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1.3. METHODE DE MACK

Nous en déduisons I’estimation de la provision 1 an et de la provision ultime a
chaque année d’origine et au niveau global :

Rzl = a’,mzf@' = Ciny1— R' = Z Rzl (1.4)
1=1
é? = éi,n - Yin41—1 éu = Z R? (15)
=1
B 2 3. ... 20 21 || 1lan| Ultime |
1 550149 0 0
293823 293883 60 60
3 ... 354955 355028 832 905
20 12778 26765 ... 449518 449610 || 13987 | 436832
21 || 4209 12092 25328 ... 425391 425478 || 7883 | 421269
Total || 480817 | 3859633

Tableau 1.4 — Tableau complet des paiements

Les résultats sont présentés dans le Tableau 1.4. La provision a horizon 1 an
s’éleve a 48 081 700 €et celle a horizon ultime 385963 300 €. Remarquons que
la méthode Chain Ladder déterministe repose sur la régularité des reglements non
cumulés au fil des années de déroulement ce qui est plutdt le cas ici. Par consé-
quent, les résultats obtenus dans cette partie pourraient étre utilisés comme réfé-
rences pour d’autres méthodes. Si ces dernieres sont bonnes, elles devraient re-
produire un résultat similaire a celui de Chain Ladder déterministe sur les mémes
données.

1.3 Meéthode de Mack

Dans la plupart des situations, I’Hypotheése 1 sur laquelle se base Chain Ladder
déterministe n’est pas parfaitement vérifiée et cette méthode n’est pas en mesure
de quantifier I’erreur de prédiction. Mack (1993) a proposé la premiere approche
stochastique permettant de corriger ce défaut.

1.3.1 Formalisme de Mack

L’idée de Mack est de considérer les lignes de reglements cumulés comme des
processus markoviens vérifiant certaines propriétés. Concretement,
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1.3. METHODE DE MACK

Hypothese 2. Pour chaque i > 1 les paiements cumulés (C; ;);>1 constituent un
processus de Markov vérifiant :
1. Pour i # i les lignes de paiements (C; ;),;>1 et (Cy ;) j>1 sont indépendantes.

2. 1l existe des parametres (\;) > tels que :
E[C; j+1|Cij, -, Cia] = E[C; j11]Ci 5] = A\ Cij (1.6)

3. Il existe des paramétres (0;);>1 tels que :
Var(C; j41|Cij, ... Cin] = Var[C; j1|Cy 5] = 03 Cy (1.7)

Cette hypothese peut s’écrire dans une autre forme plus compacte et parlante
dans laquelle nous voyons bien la dynamique des processus :

Cz‘,j+1 = /\jom‘ + €i,j Oi,j (18)

ou les résidus (¢; ;);>1 sont i.i.d, centrés et de variance UJZ. Cette formule défi-
nit clairement la dynamique du processus de reglements au fil des années de dé-
roulement. Par ailleurs, elle nous permet d’estimer les parametres ();),>1 d’une
maniere légitime par I’estimateur de moindre carré :
n—j 1
. ) )
A= argmmz F(C’i,jﬂ —X;Cij) (1.9)

>\j =1 2,7

d’ou la proposition suivante (sans démonstration) :

Proposition 1. Les estimateurs de moindre carré (\;);>1 du programme (1.9)
sont donnés par :
i
. - n
Aj = Lizi Gt It (1.10)
S Ci
i=1 “i,j
Ces estimateurs sont sans biais et non corrélés.

~ ~

Les estimateurs (\;);>1 de Mack coincident ainsi aux (\;);>; de Chain Lad-
der déterministe. Avec la proposition suivante, nous montrons que la méthode de
Mack reproduit exactement les mémes provisions que Chain Ladder déterministe :

Proposition 2. Sous [’'Hypothese 2.1-2, pour tout j > n + 1 — i, nous avons :

]E[Cz,]‘«/__-n] — [An—i-l—i---)\j—l]ci,n—‘rl—i (111)
avec F, = {Ci ;i + j' < n+ 1}. En outre, comme ();) sont non corrélés, nous
obtenons ’estimation :

E[Ci 1 Fn] = Agi—icAj—1]Climsr—i (1.12)
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1.3. METHODE DE MACK

Les parametres (o;);>1 sont maintenant aisément estimés par :

; ~ 2
. 1 < /(C i =\C .
52 —Rle2] = —— Litl 29 1.13
j [Ez,j] n—j Z ( \/m ( )

=1

~

Comme les parametres (\;) et les provisions sont les mémes que ceux détermi-
nés par la méthode de Chain Ladder déterministe, nous montrons dans le tableau
suivant les valeurs calculées de (&)?:_11 dans le Tableau 1.5.

y 61 \ &2 \ &3 | ... ] b19 | 620 |
12,24 x107%2 6,03 x 1073 | 3,00 x 1073 | ... [ 2,20 x 1077 | 0,00 |

Tableau 1.5 — Valeur de (67 )

1.3.2 Erreur de prédiction

L’innovation de la méthode de Mack par rapport a Chain Ladder déterministe est
la possibilité de quantifier I’erreur de prédiction. Nous rappelons cette notion pour
le risque ultime.

Définition 1. (Erreur quadratique moyenne) L’erreur quadratique moyenne de
prévision (msep) du risque ultime a chaque année d’origine i et au niveau global
sont définies comme :

E[(RY — R)*|F,) (1.14)

msep(R)
R") = E[(R* — R)?|F,] (1.15)

)

ou f{f et R sont définies de la méme facon que (1.5).

msep(

Ces erreurs peuvent €tre estimées grace aux résultats de la proposition (sans
démonstration) suivante :

Proposition 3. Pour tout v = 1,2, ...,n, nous avons des estimateurs :

n—1 ~ D
— A i 1 1
msep(Ry) =C7, > = ( e ) (1.16)
j=n+2—i )‘? Ci,j Zi/:1 ! Ci’,j
n n n—1 ~9
—— / Pu —— Du N ~ (o
msep(R") = Z (msep(Ri) +2C; 5, Z Cirn Z > n+i_j >
i=1 i'=i+1 j=n41—i >‘j Zi’:l Ci’,j
(1.17)
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1.4. MODELES LINEAIRES GENERALISES (GLM)

1.4 Modeéeles linéaires généralisés (GLM)

Bien que la méthode de Mack propose une facon de quantifier I’erreur de pré-
diction, elle ne fournit pas une distribution des provisions qui est le but ultime
d’une méthode de provision surtout sous le cadre de Solvabilité 2. Les modeles
linéaires généralisés permettent de faire cela en supposant explicitement la dis-
tribution paramétrique des reglements. Les parametres sont estimés a partir des
observations disponibles, ce qui servent ensuite a estimer les reglements inconnus
et la distribution des provisions.

1.5 GLM avec une loi de Poisson surdispersée

1.5.1 Le modele de la loi de Poisson surdispersée

L’idée principale d’un modele linéaire généralisé dans cette étude est de capturer
la tendance des reglements incrémentaux au fil des années d’origine et des années
de développement en supposant que les reglements suivent une loi paramétrique.
Parmi les familles de distribution possibles telles que Poisson surdispersée, lo-
gnormal, Gamma etc, nous choisissons de présenter la premiere car la théorie
prouve qu’avec un GLM avec cette famille reproduit exactement les mémes pré-
dictions que la méthode de Chain Ladder déterministe. Avant d’entrer dans les
détails, nous rappelons la notion d’une loi de Poisson surdispersée.

Définition 2. (Loi de Poisson surdispersée) Soient ji, ¢ deux réels strictement
positifs. Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson surdispersée de parametre
(i, @) si et seulement si X /¢ suit une loi de Poisson de paramétre 11/ ¢. Dans ce

cas, nous notons X = ODP (1, ¢).

Avec le parametre ¢ en plus, une loi de Poisson surdispersée généralise une loi
de Poisson habituelle. Elle permet ainsi une relation plus flexible entre la variance
et I’espérance de la variable. Concretement, Var[X| = ¢E[X]. Par ailleurs, la
famille de loi de Poisson surdispersée possede une propriété intéressante : elle est
invariante par I’additivité montrée dans le théoreme connu suivant :

Théoreme 1. Soient X, X5 deux variables aléatoires telles que X < ODP (p1, ¢)
et X 4 ODP(uz, ¢). Alors, nous avons X1 + X 4 ODP(u1 + po, ).

Ces propriétés un rdle important dans le modele linéaire généalisé basé sur
I’hypothese suivante :

Hypothese 3. (GLM, loi de Poisson surdispersée) Soient A = (Y; j)i>1,;>1 les
reglements non cumulés, alors pour tout 1,5 = 1,2, ...,n:
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1.5. GLM AVEC UNE LOI DE POISSON SURDISPERSEE

1. Les (Y; ;)i ; sont indépendants.
2.'Y; ; suit la loi de Poisson surdipersée de paramétre (p; ;, ¢) avec ¢ > 0.

3. 1l existe des parametres réels |1, a1, Qa, ..., v, et By, Pa, ..., By tels que
pi; = exp(p+ o + 5;) (1.18)

4.0(1:O€l51:0.

Les paramétres («;); ont pour role de capter la tendance des réglements par
rapport aux années d’origine. De méme fagon, les (f;); décrivent la tendance
des reéglements par rapport aux années de développement alors que o permet un
controOle global. L’Hypothese 1.4 est une maniere simple de faire face au probleme
de surparamétrisation. En effet, si nous n’avions pas cette hypothese, le modele ne
serait pas identifiable car en remplagant 1 par ;1 —e et o; par o; —e, les fi; ; resteront
inchangés. C’est pour cette raison, «; et 3; ne font pas partie des parametres a
estimer dans la suite et leurs valeurs sont déja fixées, par I’'Hypothese 1.4, a zéros.

Nous avons a notre disposition la réalisation y; ; des variables al€atoires Y; ;
avec i + j < n. Cet échantillon servira a estimer le vecteur des parametres ¢ =
(,a, B) ot @ = (g, ..., c0y) et B = (0o, ..., Bn) par la méthode de maximum
de vraisemblance. Une fois avoir obtenu I’estimateur 6 de 6, nous remplirons les
cases manquantes, c¢’est-a-dire les cases (i,j) oun + 1 < i + j < 2n par leurs
valeurs espérées estimées E[Y; ;] = fi;; = exp(ii + a; + 53;).

1.5.2 Estimation des parametres

Etant donné que la variable Y; ; suit la loi de Poisson surdispersée de parametres
(ki j, @), 1a densité de probabilité de Y; ; en y; ; est :

(i) 9)¥3/% exp(—pui ;[ )
(yi,5/9)!

Par ailleurs, I’indépendance des variables Y; ; et I’équation (2.8) nous permet
d’écrire le logarithme de la vraisemblance du modele comme suit :

P(Yi; = yij) = (1.19)

Mzg/¢ yu/¢
I(A0) =1
ng_!]ln ym/ﬁb
(b Z yz,j % + Q; + BJ) - eXp(,u + (%) + B])) - f(yija ¢) (120)
i+j<n

avec f(vi;,¢) qui regroupe tous les termes qui ne dépendent que de y; ; et ¢.
Remarquons que f(y; ;, ¢) et ¢ ne jouent aucun réle dans la maximisation de la
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1.5. GLM AVEC UNE LOI DE POISSON SURDISPERSEE

vraisemblance par rapport au parametre . De ce fait, I’estimateur de maximum
de vraisemblance du parametre 6 est le résultat du programme suivant :

0 = argmax, [(A,0) = Y (yij(p+ i+ Bj) —exp(u+a; + 8;)) (121

i+j<n

Pour résoudre ce programme, nous dérivons [ (A, 0) par rapport a chaque com-
posante pour obtenir les conditions de premier ordre. La solution de ces conditions
sera I’estimateur de maximum de vraisemblance 6 = (i, &, B) Les conditions de
premier ordre sont :

par rapport a f Z Ti; — Z exp(p+ao;+5;) =0 (1.22)
i+j<n i+j<n

par rapport a «; : Z Tij — Z exp(p+o; + 5;) =0 (1.23)
j<n—i j<n—i

par rapport a 3; : Z T — Z exp(p+a; + ;) =0 (1.24)
i<n—j i<n—j

Le systeme d’équations (1.22)-(1.24) est trop complexe pour étre résolu analy-
tiquement. Pour y parvenir, nous avons recours a une méthode connue : Newton-
Raphson. Il s’agit d’un algorithme efficace pour trouver les zéros des équations
du type F(t) = 0, ot F est une fonction continiment dérivable de R* en R*. Elle
consiste a choisir une valeur initiale +(*) dans R* pour ensuite construire une suite
de valeurs t) ¢ . dans R* par la formule d’itération suivante :

(i) ) _ F/(t(i))_lF(t(i)) (1.25)

ot F'(t™)~! est I’inverse de la matrice jacobienne de F en (). Si la valeur t(©) est
adéquatement choisie, la suite (), t(2) ... convergera et sa limite sera un zéro de
I’équation F'(t) = 0. En pratique, nous ne pouvons qu’obtenir une approximation
de la vraie valeur en arrétant I’itération lorsque la distance entre t(*+1) et t() est
inférieure a une précision prédéfinie.

Cette méthode s’avere adapter dans notre cas de figure. Les équations(1.22)-
(1.24) définissent une équation du type (/) = 0, 00 0 = (u, o, 3) € R*""1. De
ce fait, nous procédons en 4 étapes pour estimer les parametres :

1. Initialiser la valeur de n : u(® = 10,2, a(® =0, 3 = 0.

2. Ecrire la matrice jacobienne F'(#) de F(f).

3. Construire la suite 8, 6 ... par la formule d’intération A0+ = 9@ —
F'(00)TF(00).

4. Terminer Ditération lorsque la distance entre 1) et §() est inférieure 4 1075.
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| No || 0 1 2 3 ... 9 10
pll 10,196 9,443 8,920 8,661 ... 8602 8,602
az || 0,000 —0,463 —0,593 —0,627 ... —0,627 —0,627
az || 0,000 —0,355 —0,425 —0,439 ... —0,438 —0,438
ap || 0,000 —0,260 —0,570 —0,585 ... —0,257 —0,257
B2 | 0,000 0,170 0,393 0,575 ... 0,628 0,628
B3 || 0,000 0,397 0,831 1,089 ... 1,146 1,146
Ba1 || 0,000 0,221 —0,168 —0,872 ... —3,875 —3,875

Tableau 1.6 — Valeur de ¥ aveci = 0,1,2,...,10

Les valeurs détaillées des parametres a chaque itération sont exposées dans le Ta-
bleau 1.6 ou la derniere contient la valeur acceptée de I’estimateur. Cette derniere
ne s’est achevée qu’apres 10 itérations.

Maintenant, il nous reste a estimer ¢. Cette estimation peut étre réalisée par la
formule suivante :

R 2 1 i Ai )2
b= o _ 1 3 M = 869.232 (1.26)
p o pZ ol

oup=n(n+1)/2—(2n —1) = 190 est le nombre de degrés de liberté.

Les parametres étant tous estimés, avant de passer a 1’estimation des provi-
sions, examinons d’abord la qualité d’ajustement du modele.

1.5.3 Qualité de I’ajustement

Une maniere classique d’étudier la qualité de 1’ajustement d’un modele linéaire
généralisé est d’utiliser les résidus de Pearson, qui, dans le cas présent, se défi-
nissent comme :

Yij _ﬂif
TP _= —'7 J

7,7 .
\ <Z5/M,j

Si le modele s’ajuste bien aux données, les rfj ne devraient pas contenir en-
core beaucoup d’informations et devraient €tre approximativement normalement
distribués. Nous pouvons le vérifier en utilisant un QQ-plot entre I’échantillon rfj
et la loi normale centré réduite. Il est montré dans la Figure 1.1.

1,7=12 ... ,ntelquei+7<n+1 (1.27)
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Quantiles des Résidus de Pearsaon
0
|

Quantiles Mormales

FIGURE 1.1 - QQ-plot, la loi normale centrée réduite et les résidus de Peason

Nous pouvons constater que le nuage de points qui s’aligne approximative-
ment au diagonal. Cela montre, en effet, que la distribution des résidus de Pearson
est en effet approximativement normale centrée réduite. En d’autres termes, le
modele linéaire généralisé avec une loi de Poisson surdispersée s’ajuste bien aux
données de I’étude.

1.5.4 Tableau complet de sinistralité

Apres avoir estimé les paramétres (i, «v, 5) par la méthode du maximum de vrai-
semblance, nous pouvons a ce stade obtenir le tableau de sinistralité complet
en remplissant simplement les cellules manquantes du Tableau 1.1, c¢’est-a-dire
les cellules (i,7), oun +1 < i+ j < 2n, avec leur montant espéré estimé
fi; = exp(ft + &; + B]) Ainsi, la provision espérée a horizon 1 an et ultime par
année d’origine et au niveau global sont estimées par :

E[R}] = flini1-i E[R'] = E[R]] (1.28)
1=0

B[R] = > fu; E[RY] = Y E[RY] (1.29)
j=n+1—i i=0

Le résultat est exposé dans le Tableau 1.7. La théorie prédit que le modele
linéaire généralisé avec la loi de Poisson surdispersée reproduit exactement la
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R 2 3 ... 20 21| Ulime| 1lan
1 113 0 0
689 60 60 60

3 .. 832 T3 905 832
20 8330 13987 ... 1054 92 | 436832 | 13987
21 || 4209 7883 13236 ... 997 87 | 421269 | 7883
Total || 3859633 | 480817

Tableau 1.7 — Tableau complet de sinistralité

méme provision que la méthode Chain Ladder déterministe. En effet, la colonne
charge "Ultime" et "1 an" du Tableau 1.7 sont identiques a celles du Tableau 1.4.

1.5.5 Distributions estimées

Comme nous I’avons évoqué, I’intérét principal des modeles linéaires généralisés
dans ce cadre est la possibilité de donner une estimation pour la distribution des
provisions. Nous présentons ici deux facons de faire. Premierement, nous dédui-
sons directement cette estimation de distribution a partir de I’hypothese sur la loi
de Poisson surdispersée des reglements et les parametres estimés. Deuxiemement,
nous pouvons utiliser la technique de bootstrapping pour trouver d’'une maniere
simulatrice la distribution des provisions. Examinons la premiere approche, la
deuxieme sera présenté dans la section suivante.

D’apres I’Hypothese, un réglement Y; ; suit la loi de Poisson surdispersée de
parametre (exp(p + o; + 5;), ¢). Il est donc naturel d’approcher les réglements
non connus Y; ; avec i + j > n + 1 par Y; ; telle que :

Y;; = ODP(exp(ji + &; + 53;), &) (1.30)
En utilisant le Théoeme 1 sur I’additivité de la famille de Poisson surdispersée,
nous déduisons que :
d

R' < ODP(480817, 869) (1.31)

R* £ ODP(3859633,869) (1.32)

1.5.6 Bootstraping

La deuxieme approche pour estimer la distribution des provisions est la technique
de bootstrapping. Nous n’entrons pas en détail théorique de cette méthode qui
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peut étre trouvé dans Efron B. & Tibshirani R.J. (1998) mais nous montrons sa
mise en oeuvre en 4 étapes :

1. Pour chaque b = 1, 2, ..., B, nous reéchantillonnons les résidus rfj pour obtenir
I’échantillon 7’;‘2
2. Nous calculons en suite le nouveau triangle des montants non cumulés par la

formule suivante :
Y5 = g+ 1o ofty. (1.33)

3. Nous déterminons le nouveau risque ultime et 1 an associé€s au nouveau triangle
des reglements non cumulés (y;"j’) et nous les stockons. Apreés B simulations, nous
obtenons un échantillon de B observations du risque global et risque a horizon 1
an qui nous permettent de tracer leur histogramme.

— Ly —
& L
— = T
& 1R
- ] = i I
N L
CI) —
o — e
o =
— T —
1
o o |
e T
L] at]
= [ l l I I | = [ I l l l |
(] [ ]
3000000 4000000 5000000 440000 480000 520000
Risgue ultime Risgue 1 an

FIGURE 1.2 - Distributions bootstrappées : Risque ultime et 1 an

A partir de ces distributions, nous pouvons calculer les grandeurs importantes
associées.

’ ‘ Risque 1 an ‘ Risque Ultime ‘
Provision de Chain Ladder | 48081700 385963 300
Provision bootstrappée 48194270 387618 500
Ecart-type boostrappé 1246770 25495 360

Tableau 1.8 — Quantités principales

Ces valeurs seront utilisées comme référence pour la suite du rapport. Notons
que toutes ces méthodes ne nous permettent pas d’obtenir le capital requis qui est
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la quantile 99, 5% de la provision a horizon 1 an. Le nombre de données dans le
triangle est insuffisant pour atteindre un niveau de risque extréme.

1.6 Conclusions

1.6.1 Remarques sur Chain Ladder

Bien que la méthode Chain Ladder soit simple, elle présente plusieurs types de
défauts que nous pouvons classer en trois catégories.

La premiere classe se réfere au portefeuille de I’assureur. La méthode de Chain
Ladder suppose qu’il ne change pas en terme de composition. En effet, pour que
les cadences soient plus régulieres, il faudrait aussi qu’il n’y ait pas de sinistres
graves. Le portefeuille idéal serait composé un grand nombre de contrats avec une
fréquence des sinistres non négligeable (ce qui n’est pas le souhait de I’assureur !).
Avec la concurrence accrue entre les assureurs et les derniers événements de ca-
tastrophes naturels, il est difficile de croire a cette hypothese. Ajouté a cela, la
modification des regles de souscription ou la gestion de sinistre influencent aussi
la cadence des paiements.

La deuxieme catégorie se rapporte aux méthodes de calcul. Il convient d’abord
de remarquer que les coefficients de passage sont calculés par un ratio de sorte que
nous puissions mesurer I’évolution des montants cumulés d’une année de dévelop-
pement a I’autre. Autrement dit, quelque soit I’année de survenance, 1’application
de ces coefficients permets de trouver le montant a régler. Mais est-ce que les ca-
dences futures coincident avec celle du passé ? 11 est évident que la réponse est
négative. Nous pouvons citer par exemple I’inflation qui peut augmenter le mon-
tant des reglements de 1’assureur car elle peut avoir un effet de "boule de neige" :
pour une voiture accidentée a réparer, I’inflation peut modifier le prix des pieces,
de la main d’ceuvre, etc.

Deuxieme remarque : I’utilisation des données agrégées fait perdre des infor-
mations utiles et donc la précision des calculs. Lorsque nous nous approchons de
la fin des années de développement, nous avons de moins en moins de données
pour calculer les coefficients de passages. Ainsi, le dernier coefficient est égale au
rapport de deux valeurs et prétend étre le méme pour n’importe quelle année de
survenance.

Enfin, la troisieme catégorie concerne les défauts de ces méthodes par rapport
a Solvabilité 2. A travers le pilier 1, I’un des points clés de cette réglementation
réside dans I’horizon temporel. En effet, les assureurs doivent couvrir toutes les
pertes potentielles, dans 99,5% des cas, pour 1’année a venir. Cependant, les mé-
thodes de Chain Ladder se fondent sur une vision a plus longue terme. Ainsi, les
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parametres estimés pour calculer les exigences en capital sont sur-calibrés, surtout
dans les branches a maturité longue comme la garantie décennale.

1.6.2 Solvabilité 2 - Retour aux données individuelles

Quelque soit la méthode basée sur le triangle de réglements, nous ne pouvons pas
obtenir une distribution estimée précise des provisions a cause d’une insuffisance
de données et d’une perte d’informations pertinentes. De ce fait, 1’analyse des
données individuelles semble étre une approche plus adéquate pour résorber ces
deux problemes. Cette méthode présente plusieurs caractéristiques avantageuses.

D’abord, en terme de pratique par rapport aux méthodes classiques : il n’y
a plus besoin de retraiter les données pour constituer un triangle. Il suffirait de
connaitre pour chaque sinistre les paiements déja réglés avec leurs dates asso-
ciées. De plus, nous avons un contrdle sur la qualité de données. Nous pouvons,
par exemple, éliminer certaines données aberrantes pour rendre I’ensemble plus
homogene. Cela ne peut pas €tre obtenu une fois que les données sont agrégées
dans un triangle.

Deuxiemement, en gardant les données sinistre par sinistre avec leur regle-
ment, notre base de données est plus grande, ce qui permet une utilisation plus
efficace des modeles statistiques, a partir duquel nous pouvons obtenir la distribu-
tion des provisions avec plus de précision.

Troisiemement, la méthode ligne a ligne permet d’étudier les risques extrémes
exigés sous le cadre de Solvabilité 2. Nous avons plus d’informations sur les si-
nistres importants pour comprendre mieux leur présence, contrairement a la mé-
thode du triangle qui mélange les petits et les gros sinistres. Ici, I’aspect extréme
est alors diminué.

Enfin le quatrieme avantage est le fait qu’il est possible d’intégrer dans une
méthode dossier par dossier une réassurance non proportionnelle comme les trai-
tés en excédent de sinistres.

1.6.3 Apprendre de Chain Ladder

Dans les chapitres qui suivent, nous allons construire des méthodes appliquées
sur les données individuelles. Nous avons voir que méme si les données détaillées
ont des informations supplémentaires telles que 1’état des sinistres etc, la structure
des reglements est tres similaire a celle d’un triangle. En effet, cela nous inspire
d’employer les méthodes d’estimation sur le triangle des reglements, a savoir les
processus markoviens de type Mack et les modeles linéaires généralisés, pour
estimer les reglements des sinistres. Nous allons voir en quoi cela consiste.
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Chapitre 2

Mesures de provision cohérentes

La méthode Chain Ladder, malgré ses atouts, semble inappropriée pour appré-
hender les risques extrémes exigés par Solvabilité 2. Le retour aux données indi-
viduelles s’avere inéluctable. Dans ce chapitre, nous construisons la base d’une
étude de la provision sur les données individuelles par I’établissement d’un cadre
théorique standard. Nous commencons par la définition des notions de base telles
que : sinistres, processus de reglements, processus d’états. Nous établissons en-
suite un formalisme avec I’introduction des filtrations représentant 1’information
disponible pour une année donnée sur les reglements et 1’état des sinistres. Cela
permet de définir formellement les mesures de provisions et le concept central :
mesures de provision cohérentes.

2.1 Notions de base

Les objets fondamentaux d’une étude de la provision sur les données lignes sont
des sinistres de longue durée, c’est-a-dire ceux qui nécessitent plusieurs années
pour étre enticrement réglés. Ils sont caractérisés par trois éléments : une année
d’origine, un processus de réglements et un processus d’états. Nous donnons une
définition mathématique du sinistre :

Définition 3. (Sinistre) Un sinistre Y; est un couple :
Y; = (ni, X; © D;) (2.1)

ou n; est un entier non négatif représentant l’année d’origine du sinistre, X; est
un processus de reglements selon la Définition 4, D; est un processus d’états selon
la Définition 5. L’ensemble de tous les sinistres est noté Y.

L’année d’origine marque le début de la dimension temporelle d’un sinistre.
Elle est traditionnellement choisie comme 1’année de survenance du sinistre. Les
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reglements s’effectuent a partir de I’année d’origine, au cours des années de dé-
roulement jusqu’a I’année de cl6ture du sinistre. Ces flux de paiements probables
sont modélisés par des processus de reglements :

Définition 4. (Processus de reglements) Soit Y; un sinistre dont l’année d’origine
est n;. Un processus de reglements associé a Y; est une suite de variables aléa-
toires non négatives X; = (X, ;)j>1 définies sur I’espace probabilisé (2, A, P).
Ces réglements, s’ils auraient lieu, s’effetueront respectivement a la date (n; +
J — 1);>1. Les indices j sont appelées années de déroulement de Y ;.

Les processus de reglements représentent la premiere source d’incertitude du
probleme. En général, 1’assureur ne connait pas exactement le montant d’indem-
nisation a la survenance d’un sinistre ou les reglements futurs d’un sinistre par-
tiellement réglé. La deuxieme source d’incertitude est liée a 1’état des sinistres.
Pour un sinistre en cours, nous ne savons pas exactement la date de sa cloture. Par
ailleurs, méme si 1’assureur estime les provisions seulement pour les sinistres en
cours, les informations apportées par les sinistres clos sont tout a fait exploitables
voire indispensables. Ainsi, cette notion joue un rdle primordial dans une étude de
la provision. Pourtant, elle est completement oubliée par la méthode Chain Ladder
qui produit la méme prédiction quelque soit I’état des sinistres. Nous présentons
ici une définition formelle de 1’état des sinistres :

Définition 5. (Processus d’états) Un processus d’états du sinistre Y ; est une suite
de variables aléatoires binaires D; = (D, ;);>1 définies sur I’espace probabilisé
(Q, A, IP) vérifiant les conditions suivantes :

P[D; j» = 0|D; ; = 0] = 1 pour tout j > 2 et j' > j (2.3)
avec la convention suivante :
D 1 si Y; est en cours en année de déroulement j (2.4)
" 0 si'Y; est clos en année de déroulement j '

L’ensemble de tous les processus d’états est noté .

Ainsi, a chaque année de déroulement, le processus d’états nous informe si le
sinistre associé est encore en cours ou déja clos. En année de développement j, le
reglement X ; aura lieu si et seulement si D; ; = 1. D’une maniere plus générale,
le montant de reglement réel en année de développement j est :

De ce point de vue, nous avons décomposé le processus de reglements réels
N s 4
(Yi;)j>1 en processus de reglements (X, ;),>1 et processus d’états (D; ;);>1. Un
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avantage de cette décomposition c’est qu’elle nous permet de travailler indépen-
damment sur les deux processus, ce qui est plus facile que de travailler directement
sur le processus de reglements réels.

La condition (2.2) nous assure qu’un sinistre a au moins un reglement et la
condition (2.3) exprime une proprié€té intrinseque des sinistres c’est que si un si-
nistre est clos a une année de déroulement donnée, il restera clos ultérieurement.
Comme ces contraintes par nature rendent les processus d’états tres difficile a tra-
vailler avec, nous introduisons la notion des processus d’age. Il compte jusqu’a
une année de développement donnée le nombre d’années pendant lesquelles un
sinistre est actif. Formellement,

Définition 6. (Processus d’age) Soit (D; ;);>1 le processus d’états d’un sinistre
Y. Le processus d’dge (1} ;);>1 de Y; est défini comme :

J
Ti; = Z D, j pour tout j > 1 (2.6)

j'=1

Le processus (7; ;) j>1 est donc de valeurs entieres non négatives et croissante.
La proposition suivante montre 1’utilité de cette notion :

Proposition 4. Soient X;, D; processus de reglements et processus d’dge d’un
sinistre Y ;. Alors, pour tout 57 > 1

J Tij
> DipXiy=> Xiy (2.7)
j'=1 j'=1

Démonstration. Notons d’abord que le coté droit de I’équation (2.7) est tradition-
nellement appelé le montant de réglement du sinistre Y; cumulé jusqu’a I’année
de développement ;.

Soit (€2, A, P) I’espace probabilisé sur lequel se défini D;. Pour un état du
monde w € €2, si D; y(w) = 1 pour tout j' = 1,2, ..., j alors T} ;(w) = j, d’ou :
J

J Tij(w)
Z Di,j’((—‘-))Xi,j’ = ZXi’j/ = Z Xi,j/ (28)
j'=1 j'=1

y/

J'=1

Dans le cas contraire, soit j = max{j'|1 < j' < j, D,y = 1}. Grce a (2.3), nous
déduisons que D; ; = 0 pour tout j* > j, alors T; j(w) = j. Cela implique :

Ti,5(w)

J J
Z D@jl(W)Xi,j/ = ZXi’jl = Z Xi7j’ (29)
j'=1 j'=1 j'=1

d’ou la conclusion. ]
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Pour terminer cette section, discutons de 1’aspect financier dans la définition
d’un sinistre. Un processus de réglements X; est fondamentalement des flux mo-
nétaires dont la valeur varie selon la monnaie unitaire. Pour prendre en compte cet
aspect sans devoir munir des sinistres d’une monnaie, nous introduisons la notion
de changement de numéraire.

Définition 7. (Changement de numéraire) Soit Y; = (n;, X; ® D;) un sinistre et
c une constante positive. cY; est appellé I’image de Y, apres un changement de

numéraire taux 1 : c si :

on cX; = (cX;;)j>1. Si Y = {Y;|i € I} est un ensemble de sinistres, notons
cY ={cY;|i € I}.

Les notions de base étant définies, nous pouvons procéder a I’étape suivant :
I’établissement du formalisme du probleme de provisionnement sur les données
individuelles.

2.2 Le formalisme

Le probléme du provisionnement peut se résumer comme suit : nous avons un
ensemble de sinistres Y = {Y;|i € I} (par exemple, ’ensemble des sinistres
représenté par notre base de données du Tableau 2). Conditionnellement a I’ infor-
mation disponible a une année n donnée, comment prédire certaines provisions
liées a Y ? Comment étudier la qualité de cette prédiction ?

Analysons quelques éléments du probleme. D’abord, nous nous placons a 1’an-
née n. Cela implique que pour un sinistre Y, il est en année de déroulement
Ji = n —n; + 1. Un point important a remarquer, c¢’est que 1’assureur a la date n
et pour un sinistre Y; donné, il sait déja s’il doit encore payer pour ce sinistre ou
pas. Autrement dit, il connait déja I’état du sinistre D; j, ;1 a I’année n + 1.

En général, il existe une durée maximale durant laquelle un sinistre peut exis-
ter. Cela dépend de nombreux facteurs par exemple, la branche d’assurance, la ré-
glementation du pays etc. Dans cette étude, nous travaillons sur les sinistres dont
la durée de vie ne peut dépasser n comme dans toutes les études classiques de la
provision. Formellement, les processus d’états se limite dans I’ensemble D,, C D
suivant :

Dy, = {Di|P[Djpn1 = 0] = 1} (2.11)

Cette restriction a une conséquence directe sur le processus d’age (7} ;)>; as-
socié. Concretement, 7; ; ne peut dépasser n pour tout 7 > 1 et ce processus
s’arréte slirement apres 1’année de déroulement n. De ce fait, nous appelons 7; ,
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la variable d’age a horizon ultime (ou simplement la variable d’age ultime) du
sinistre Y;. Les contraintes sur 7; ; s’écrivent :

P[T;; <n]=1 pourtoutj > 1 (2.12)
PT;; =T,,] =1 pourtoutj >n (2.13)
Maintenant, nous pouvons modéliser I’information disponible a la date n par

les filtrations générées par les processus (X;);er et (D;);er qui gouvernent la si-
tuation :

FXY)=0{X;;li € ,1 < j <3} (2.14)
FPY)=0{Di;li € 1,1 <j<j;+1} (2.15)
Fo(Y) = FX(Y) VvV FP(Y) (2.16)

ol le symbole o{.} signifie "la plus petite tribu générée par". Dans la suite du rap-
port, s’il y a d’ambiguité, nous notons F,, pour F,,(Y). Pour faciliter la discussion
sur les provisions, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 8. (Variable conditionnelle) Soit X une variable aléatoire réelle définie
sur ’espace probabilisé (0, A, P). Soit F C A. Alors, nous appelons X|F la
variable conditionnelle de X sachant F la variable aléatoire réelle vérifiant :

P[(X|F) < z] = P[X < z|F] pour tout z € R (2.17)

Remarquons que si X' est une autre variable aléatoire définie sur (2, 4, P),
alors par la linéarité de la probabilité conditionnelle, nous déduisons aussi la linéa-
rité des variables conditionnelles. En termes mathématiques, pour tout nombres
réels a, o’ nous avons :

(aX + o' X)|F = a(X|F) + o/ (X'|F) (2.18)

Dans notre contexte, une provision associe a chaque ensemble de sinistres une
variable aléatoire non négative qui, a chaque état du monde, conditionnellement
a I’information disponible, donne un montant de provision. Nous parlons de la
provision espérée d’un ensemble de sinistres lorsqu’il s’agit de I’espérance de
la variable aléatoire en question. Il faut noter bien qu’il existe plusieurs types de
provision avec de différents intéréts, par exemple : la provision ultime, la provision
a horizon 1,2, ... ans, etc :

Définition 9. (Provisions) Soit Y un ensemble de sinistres et n [’année actuelle.
Pour chaque sinistre Y;, j; est son année de déroulement actuelle. Une provision
R associe a chaque ensemble de sinistres A C Y et conditionnellement a [’in-
formation disponible F,, une variable aléatoire non-négative R[A|F,]. R[A|F,]
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est donc appelée une mesure de provision de ’ensemble des sinistres A sachant
Iinformation F,]. Nous distinguons notamment deux types de provisions étudiés
dans ce rapport :

1. (Provision a horizon 1 an) R! est appelée la provision & horizon 1 an si :

R'Yi|F) = (1+7) 7' Dijenr X | Fa (2.19)
R'[A|F,] =) R'Y,|F)] (2.20)
Y;EA

2. (Provision ultime) R" est appelée la provision ultime si :

n

RUY{|F) = > (L+7r)"D; ;X5 Fy (2.21)
Jj=ji+1
RYA|F,] = > R'[Y|F)] (2.22)
Y, €A

oul r est le taux d’actualisation.

La provision a horizon 1 an correspond a la provision pour 1I’année prochaine.
Elle est étudiée surtout sous le cadre de Solvabilité 2. La provision ultime cor-
respond a la provision jusqu’a ce que le sinistre soit clos. Pour le voir, grace a la
Proposition 4, écrivons R"“[Y;] dans la forme suivante :

Ti,n
RUYi|Fa) = ) (L+r) X7, (2.23)

Jj=ji+1

Le taux d’actualisation r reflete une partie de 1’aspect financier du probleme
liée a la dimension temporelle. Ce taux ne pose aucune difficulté technique pour
I’étude, alors pour alléger les notations sans perdre la généralité, nous supposons
pour la suite que = 0.

Notre tache est de trouver une estimation pour la provision a horizon 1 an et
pour la provision ultime. Dans notre contexte, nous n’utilisons pas le terme esti-
mateur de provision mais plutdt mesures de provisions. Ce sont essentiellement
des objets de méme nature que les provisions, qui tentent de les approximer par les
familles de distribution usuelles. Cela nous permet de déduire plus d’informations
intéressantes sur les provisions telles qu’espérance, variance, VaR etc.

Définition 10. Une mesure de provision R associe a chaque ensemble de sinistres

A, conditionnellement a une information disponible F, une variable aléatoire
réelle R[A|F)|.

40



2.3. MESURES DE PROVISION COHERENTES

2.3 Mesures de provision cohérentes

Comme il est évoqué dans la section précédente, nous envisageons d’approcher
les provisions intéressées par les familles de distributions connues. Cette opéra-
tion doit étre faite avec précaution car elle risque de faire perdre les propriétés
intrinseques des provisions. Pour éviter cela, nous allons choisir les propriétés les
plus importantes des provisions pour ensuite les conserver dans leurs mesures de
provision. Les trois propriétés communes que nous considérons indispensables
pour les deux provisions de la définition 9 sont :

1. (Positivité) La provision a horizon 1 an (ultime) pour un ensemble quelconque
de sinistres est toujours non négative. Cela vient du fait que les processus de re-
glements et les processus d’état sont tous non négatifs.

R Y| F.) = Dij,s1Xijie1|Fn >0 (2.24)
Tin
Y| F = Z X ;| F. >0 (2.25)
Jj=ji+1

2. (Additivité) La provision a horizon 1 an (ultime) pour un ensemble de sinistres
est égale a la somme des provisions a horizon 1 an (ultime) des sinistres indivi-
duels.

R'A|F,] =) R'Y|F)] (2.26)
Y, €A

RYA|F,] = > R'[Y,|F)] (2.27)
Y;EA

3. (Invariance par changement de numéraire) Si nous changeons de systeme mo-
nétaire la valeur de la provision a horizon 1 an (ultime) ne change pas.

R cA|FX(cY)V FP(cY)] = cR'A|FX(Y) vV FP(Y)] (2.28)
RU[cA|FX(cY)V FP(cY)] = cRYA|FX(Y) vV FP2(Y)] (2.29)

Les mesures de provisions qui conservent ces trois propriétés sont appelées les
mesures de provisions cohérentes.

Définition 11. Une mesure de provision R est cohérente si elle vérifie les proprié-
tés suivantes pour tout Y C Y de cardinal fini et toutn > 1 :
1. (Positivité) Pour tout A C X

R[A|F,] >0 (2.30)
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2. (Additivité) Pour tout A, B CY, ANB =0,

~

R[A UB|] £ R[A|F,] + R[B|F,] (2.31)

3. (Invariance par changement de numéraire) Pour tout A C'Y et toute constante
c positive,

RIeA|FX(cY) Vv FP(eY)] £ cRIA|FX(Y) Vv FP(Y)] (2.32)

A " d " . . n A . . . "
o F,, = F,(Y) et "=" signifie "de méme distribution".

Si nous voulons approcher les provisions en utilisant les familles de distri-
butions connues, la premiere propriét€é nous suggere qu’il faut choisir plutot les
familles a support dans I’ensemble des réels non négatifs R, . Cela pourrait nous
éviter une situation ou il existe certains états du monde dans lesquels nos provi-
sions sont négatives ce qui est tout a fait absurde. La deuxieme propriété indique
la facon dont nous devrions établir nos mesures de provisions. Il faut d’abord
construire les provisions pour tous les singletons (ol simplement tous les si-
nistres). Apres avoir fini cette étape, la provision pour un ensemble quelconque
peut étre exprimée par la somme des provisions de ses €éléments. La troisieme
propriété exige I’indépendance de la valeur de la provision en unité monétaire uti-
lisée. Prenons un exemple. Supposons qu’il y a seulement deux états du monde 1
et 2. Pour un ensemble, nous avons trouvé la provision a horizon 1 an telle que
elle vaut 1 000 000 € en état du monde 1 et 2 000 000 € en 2. Maintenant, si nous
convertissons le syst¢tme de monnaie en dollar $, avec 1€ = 1, 3$. Nous voulons
évidemment retrouver une provision a horizon 1 an de 1 300 000 en état du monde
1 et de 2600000 en 2. Deux conséquences directes de la condition (2.32) sont :

E [R[CA‘.FZ( (cY) Vv f,?(cY)]] = E [R[A|fff (Y)V ff(Y)]] (2.33)
Var {ﬁz[cmff(cY) v f,?(cY)]] — & Var [R[A|f,jf (Y)V f,?(Y)]} (2.34)

Remarquons que méme si la propriété d’invariance par changement de nu-
méraire est définie dans notre notion des mesures de provision cohérentes, nous
pouvons toutefois appliquer a d’autres cas par exemple a la méthode Chain Ladder
stochastique. Par exemple, nous pouvons montrer que :

Proposition 5. La provision a horizon 1 an donnée par la méthode de Mack ne
vérifie pas la propriété d’invariance par changement de numéraire.

Démonstration. Soient A = {C;;}itj<n+1 le triangle de réglements cumulés,
avec Y1, ..., Y, ses lignes de reglements et cA = {cC;;}i+j<ni1 I'image de A
apres un changement de numéraire du taux 1 : ¢, avec cYq,...,cY, ses lignes
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de reglements. Selon la dynamique de Mack, nous pouvons établir la provision a
horizon 1 an pour une ligne ¢ > 1 :

RUYIFAA)) = A2s G+ i/ Crnis (235)
Rl [CY;‘.FTL(CA)] = S\fﬁl_ic@,n“,i —+ éfﬁ-}—l—i\/ CCi,n+17i (236)

A partir des équations (1-10) et (1-13), nous pouvons déduire les relations sui-
vantes :

M = N3 (2.37)
VeoR i = 05 (2.38)

ce qui implique que :
Var [R'[cY;| F,(cA)]] = ¢ Var [R'[Y;|F.(A)]] (2.39)

La condition (2.34) n’est pas remplie, la provision a horizon 1 an donnée par Mack
ne vérifie donc pas la propriété d’invariance par changement de numéraire. 0

La propriété d’invariance par changement de numéraire nous rappelle qu’il
faut faire attention a la facon dont nous construisons le modele d’estimation. La
dynamique définie par Mack ne permet pas d’aboutir a une provision a horizon 1
an vérifiant cette propriété a cause du 1’opération de racine carrée appliquée sur

Ci’j, \/ CiJ.

2.4 Construction des mesures de provisions

Nous avons vu qu’un point central dans notre construction du cadre théorique pour
I’étude sur les données individuelles, c’est la séparation des processus d’états et
les processus de reglements ce qui apportent deux avantages principaux. Premicre-
ment, nous pouvons exprimer I’information disponible par les filtrations générées
par ces processus. Deuxiemement, nous allons voir que cette décomposition nous
permet de travailler indépendamment sur les deux processus ce qui est plus facile.
Pour ce faire, nous avons besoin de 1’hypothese suivant :

Hypothese 4. Soient D; = (D, ;);>1 un processus d’états et X; = (Xy j)j>1 un
processus de reglements. Alors conditionnellement a l’information disponible F,,
D; et X; sont indépendants.

Cette hypothese, comme toutes les autres, est discutable. Pour deux indices
différentes i, 7', D; est indépendant de X;; d’une maniére légitime. Il n’y a pas une
raison forte pour que I’état d’un sinistre dépend des reglements d’un autre. Quand

43



2.4. CONSTRUCTION DES MESURES DE PROVISIONS

. . . , .
t = 1, nous pouvons argumenter, par exemple, que les gros sinistres nécessitent
plus d’années pour étre réglés. Pour le moment nous acceptons 1’hypothese et
nous discuterons d’éventuelles extensions.

Ecrivons maintenant les provisions a horizon 1 an et ultime d’un sinistre Y;
sous la forme suivante :

R'Yi|Fo] = (Digisr|Fo) (X1l Fn) (2.40)
z *n‘]:n

Yl F) = ) Xl F (2.41)
Jj=ji+1

a I’année actuelle n, nous connaissons déja D, ;. 1. Les processus d’état ne jouent
donc aucun rdle stochastique dans I’expression de la provision a horizon 1 an.
L’estimation se porte seulement sur les processus de reglements. La provision
ultime, quant a elle, fait intervenir les deux processus avec le processus d’états
ramené a la variable d’age ultime 7;,,. Si nous réussissons a approcher les va-
riables conditionnelles (X; ;|F,)ic1,j>j, et les (1},|F,)ic1 par les variables dont
nous connaissons la distribution notées ()A(Mﬁl\]-"n)iel,jzji et (Ti,n|.7-"n)i€1, natu-
rellement nous pouvons établir les mesures de provisions pour un sinistre Y; quel-
conque :

R'Yi|Fo] = (D1l Fo) (X 1) F) (2.42)
T n| Fn

Y F) =) Xl Fa (2.43)
Jj=Ji+1

et les mesures de provision pour un ensemble de sinistres s’écrivent comme la
somme des mesures de provision de ses sinistres. Cela nous assure déja la pro-
priété d’additivité des mesures de provisions cohérentes. Si les variables aléatoires
(X ji+1|Fn)ierj>j; sont non négatives, nos mesures de provisions vérifient la pro-
priété de positivité. Il nous reste a vérifier la propriété d’invariance par change-
ment de numéraire qui concerne seulement les (X; j,1|F, )icr,;>j;- Concréetement,
nos méthodes doivent produire les denieres de fagcon que pour toute ¢ > 0 :

Xl FaleY) £ ¢ | Xig|Fu(Y)) (2.44)
et nous pouvons espérer d’avoir les mesures de provision cohérentes. Les étapes

décrites peuvent étre considérées comme une démarche standard pour construire
les mesures de provision.
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2.5 Conclusion

Nous avons défini les notions de base, établi le formalisme et donné la notion
centrale des mesures de provisions. Nous avons discuté des étapes pour construire
les mesures de provision et les mesures de provisions cohérentes.

Dans les chapitres suivants, nous allons suivre cette démarche. Le Chapitre 3
sera consacré a I’étude des processus d’états. Nous prouvons que nous pouvons
ramener ces processus a la notion des variables d’age ultime sans perdre de 1’in-
formation. La distribution des variables d’age est ensuite estimée. Apres avoir fini
cette étape, nous procédons dans les chapitres 4 et 5 pour étudier les processus de
reglements par deux approches différentes. Pour chaque approche, nous établis-
sons les mesures de provisions associées.
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Chapitre 3

Processus d’Etats

Avec les processus de reglements, les processus d’états constituent la composante
stochastique dans la structure des sinistres. L’estimation des processus d’états est
la premiere étape dans 1’établissement des mesures de provision. Dans ce chapitre,
nous présentons une facon commode pour le faire : au lieu d’étudier directement
les processus d’états, nous passons par les variables d’age a I’horizon ultime qui
contiennent toutes les informations sur les processus d’états correspondants. Cette
transformation nous amene a un contexte classique : I’estimation de la durée de
vie d’une population avec censure. L’estimateur de Kaplan-Meier est utilisé pour
estimer la fonction de survie qui aboutira a la distribution des variables d’age.

3.1 Variables d’age ultime

Dans le chapitre précédent, nous avons observé une propriété intrinseque des si-
nistres : ils n’ont pas de reglement apres leur date de cloture. Cela a induit un
caractere particulier des processus d’états parmi les processus binaires représenté
par la relation (2.3). A cause de cette relation, il n’est pas facile de travailler di-
rectement sur les processus d’états. Pour cette raison, nous avons introduit la no-
tion des processus d’age qui possedent des propriétés intéressantes comme montré
dans la Proposition 4 et surtout dans 1’équation (2.23) ou ils font disparaitre les
processus d’états dans 1’expression de la provision ultime. La proposition suivante
confirme I’intérét de cette notion :

Proposition 6. Soit n € N, ['année actuelle et (D; ;);>1 un processus d’états
appartenant a D,,. Si ]:ZTn = o{T; .} est la tribu générée par T, j, alors pour tout
1<73<n, D,;est Efn—mesumble. En outre, FP = F

i,n’

Démonstration. Rappelons que le processus d’états (D; ;);>1 est défini sur I’es-
pace probabilisé (2,.A, P) . Par définition, T;,, = > ", D; ; est F,’-mesurable.
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Autrement dit, ]:gn C ]—"7? . Pour chaque 1 < 57 < n, nous avons :

{weQDj(w) =0} = {w e YT, (w) < j} € F, (3.1)
{weQDyj(w) =1} = {w € QTin(w) 2 j} € F, (32)

ce qui implique D, ; est Efn—mesurable pour tout 1 < 5 < n. Par conséquent,
FP C Fl,.Or, nous avons montré que 7, C FP, d’ou F) = F] . O

Par ailleurs, comme (D; ;);>1 € D,, nous savons sirement que D;,;, = 0
pour tout j > n. Cela implique que 7;,, = 7; . C’est pour cette raison que
nous pouvons appeller 7; ,, = T; , la variable d’age ultime ou la durée de vie du
sinistre Y. Cette variable est parfaitement équivalente au processus (D; ;);>1 au
sens d’informations générées au cours du temps comme montré par la Proposition
5. Ainsi, nous avons transposé 1’étude sur le comportement du processus d’états
(D; ;)j>1 au probleme d’estimation de la distribution de la variable d’age 7; ; a
valeurs dans {1,2,...,n} qui est a priori plus facile a réaliser. Pour étudier T; ,,
statistiquement, nous avons besoin de I’hypothese suivante :

Hypothese 5. Soient n I’année actuelle et Y = {Y;|i € 1} I’ensemble de sinistres
étudiés. Supposons que (T ,,)ic1 sont indépendantes et identiquement distribuées.

Certes, cette hypothese est contestable, par exemple, la durée de vie des si-
nistres peuvent étre différente entre les années d’origine a cause de plusieurs fac-
teurs possibles, par exemple, des changements au niveau de la réglementation ou
de la politique de la compagnie etc. Ces types de détails peuvent €tre incorpo-
rés dans I’hypothese au cas par cas selon les données disponibles. Dans le but
d’illustrer notre approche et dans le contexte ou nous avons une base de données
relativement homogene, nous acceptons la validité de cette hypothese.

3.2 Estimation

Plagons-nous a I’année actuelle n et étudions I’ensemble des sinistres Y = {Y;|i €
I}. Pour chaque sinistre Y;, soit ¢; son dge actuel qui est la réalisation de 7} ;, que
nous connaissons a 1I’année n. D’une maniere évidente, nous avons :

t; = j; siY;esten coursal année de développement j;
t; < j; siY;estclosal’année de développement j;

Pour chaque indice j > 0, soit I; = {i € I|t; > j} ’ensemble de sinistres

dont I’age actuel dépasse j. En d’autres termes, 1, est I’ensemble des sinistres

qui ont eu un reglement a 1’année de développement j. D’une maniere intuitive
(I;),;>1 est une suite des ensembles décroissants :

Y=L0,0..0I,2I,;=10 (3.3)
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Cette décroissance est illustrée par la tableau suivant qui contient le nombre d’ef-
fectifs des ensembles (I;) avec j =1,2,...,22=n+1:

j 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7]...[20[21]22
card(L;) | 836 | 795 | 749 | 680 | 610 | 541 | 488 | ... |14 | 4| 1

Tableau 3.1 — Cardinal de I; avec j = 1,2, ..., 22

Nous partons d’un ensemble Y de 836 sinistres. L’ensemble se réduit au cours
du temps pour arriver a 0 sinistre a I’année de développement n+-1. Il y a deux rai-
sons qui expliquent cette tendance décroissante. Premierement, les sinistres sont
cloturés au fil du temps. Un sinistre est clos juste apres sa quatricme année de
développement ne peut évidemment appartenir a I;. Deuxiemement, comme les
sinistres n’ont pas la méme année d’origine, leur année de développement a I’an-
née actuelle differe. Prenons un exemple, si un sinistre en cours est actuellement
en année de développement 5, alors il appartient a I; mais pas a I;.

Cette situation ressemble remarquablement a celle d’un modele de survie avec
censure dans lequel nous voulons estimer la probabilité de survie d’un individu re-
présentatif d’une population homogene qui se réduit au fil du temps a cause des
déces et de la perte de vue de certains individus. Dans le cas présent, I’ensemble
des sinistres Y correspond a la population, le fil des années de développement j
au fil du temps, la cloture d’un sinistre correspond au déces d’un individu et I’in-
disponibilité d’information des sinistres en cours a la perte de vue des individus.
Précisons qu’un individu n’est plus observable a partir de 1’année j correspond
a un sinistre en cours dont 1’age actuel ¢; est égal a son année de développement
actuelle j; ou d’une maniere équivalente, a un sinistre dont le dernier reglement
s’effectue a 1’année actuelle n.

Cette comparaison est seulement valide tant que I’Hypothese 5 I’est. L’indé-
pendance et 1’identité de distribution de la durée de vie parmi les sinistres per-
mettent de considérer Y comme une population homogene et de transposer le fil
des années de développement a la dimension temporelle habituelle. Cette trans-
formation est importante car elle nous permet d’adapter les méthodes utilisées en
étude de la survie a notre situation présente.

L’une des approches les plus connues et les plus employées en pratique dans
ce cadre discuté a été proposée par Kaplan E. L, Meier P. (1958). Il s’agit d’es-
timateur de maximum de vraisemblance non-paramétrique pour la fonction de
survie, en I’occurence, la fonction S(j) = P[T;,, > j]. Notons que la fonction
de survie S(j) est simplement la complémentarité de la fonction de répartition de
T :S(j) =1-P[T;, <j]=1—F(j). Pour établir I’estimateur de Kaplan-
Meier de S(j), soit d; le nombre de sinistres cloturés juste apres leur année de
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3.2. ESTIMATION

| j || ARisque Censuré Déces Survie || S(j)2a95% F(j) P() |
1 836 34 7 829 [ 0,992+ 0,006 0,008 0,008
2 795 34 12 7831 0,977+0,010 0,023 0,015
3 749 42 27 722 0,941+0,016 0,059 0,035
4 630 42 28 652 | 0,903+0,021 0,097 0,039
5 610 40 29 581 | 0,860 +0,025 0,140 0,043
6 541 32 21 520 || 0,826+0,028 0,174 0,033
7 488 27 33 455 || 0,771+£0,032 0,229 0,056
8 428 24 40 388 || 0,699 +0,036 0,301 0,072
9 364 31 22 342 | 0,656 £0,038 0,344 0,042
10 311 24 33 278 || 0,587 +£0,041 0,413 0,070
11 254 18 14 240 || 0,554 + 0,042 0,446 0,032
12 222 24 18 204 || 0,509+ 0,043 0,491 0,045
13 180 18 22 158 || 0,447 40,045 0,553 0,062
14 140 14 27 113 | 0,361+0,047 0,639 0,086
15 99 15 18 81 | 0,295 +0,047 0,705 0,066
16 66 8 15 51 | 0,228 £0,047 0,772 0,067
17 43 8 10 331 0,175+0,046 0,825 0,053
18 25 3 8 17 |/ 0,119+ 0,045 0,881 0,056
19 14 3 7 7 1/ 0,060 + 0,038 0,940 0,060
20 1 2 2 1/ 0,030 40,030 0,970 0,030
21 1 0 1 0 0,000 1,000 0,030

Tableau 3.2 — Estimation de la durée de vie des sinistres

développement j. Alors,

5 L card(I) — dy
S(j) = g card () (3.4)
Les éléments pour calculer S (7) peut se trouvent dans le Tableau 3.2 avec des
terminologies de I’étude de survie. Dans la premiere colonne, nous avons (), nous
avons les années de développement de 1 jusqu’a n = 21. Dans la deuxieme co-
lonne (A Risque) nous retrouvons le cardinal des ensembles (I)}—, (la population
au début de I’année 7). Dans la troisieme colonne (Déces) se trouve le nombre
de sinistres clos juste apres 1’année de développement j, ce qui correspond au
terme d; dans la formule (3.4) (nombre de déces juste aprés I’année j). Dans la
quatrieme colonne (Survie), pour une ligne j donnée nous avons le nombre de
sinistre dont I’age ultime slirement dépasse j (nombre de survies juste apres I’an-
née j). Cela correspond par ailleurs aux Card(I); — d; dans la formule (3.4).
Dans la cinquieme colonne (Censuré) se trouvent le nombre de sinistres dont le
dernier reglement s’effectue a 1’année actuelle n (le nombre d’individus perdu de
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Fonction de Survie

I I I I
0 ] 10 158 20

Année de Développement

FIGURE 3.1 — L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie de 7T; ,, et
son intervalle de confiance pontuel a 95%

vue). Nous avons observé que les ensembles (I;)7_; sont décroissants au cours du
temps a cause des sinistres clos et "censurés". Nous y voyons tres clairement ici,
par exemple, entre I’année 1 et 2, la population se réduit de 836 — 795 = 41 a
cause d’un nombre de déces 7 et d’un nombre de pertes de vue 34.

Avec ces éléments, nous calculons (S5(j ))j=1- Les résultats sont exposés dans
la colonne 6 et illustré par la Figure 3.1. Notons nous avons aussi déterminé une

intervalle de confianance pour S(j) a 95% par :
Is[S()) = [S(G) = 1,965[S()], S(7) +1,9661S()]|  (35)
ou ¢ est un estimateur de I’écart-type de S (7) déterminé comme suit :

o*1S()) = VarlS() = S X s [ij;i(lj,) 7 G9

o

Dans la colonne 7 et 8 du Tableau 3.2, nous calculons les quantités qui dérivent
de (S(j))j=,- D’abord, I’estimateur de la fonction de répartition F'(j) = 1 — 5;
de T}, et la densité de probabilité P(j) = F(j) — F(j — 1) de T},,. Ce sont les
(P(j ))j—1 que nous gardons pour la suite de I’étude. Elles sont illustrées par le Fi-

gure 3.2. A partir de cette probabilité estimée, nous pouvons estimer en moyenne
un sinistre durent E[7; ,,] = 11.9 années.
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Frobabilité estimée
0.04 0.06 0.08
| | |

0.02
|

il

1 3 8 7 9 11 13 15 17 13 21

0.00
|

Durée de vie

FIGURE 3.2 — La densité de probabilité estimée de 7T; ,

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons bati la premiere partie dans notre démarche pour
construire les mesures de provision. Les processus d’états sont ramenés a la notion
des variables d’age ultimes qui sont équivalentes au niveau d’information générée
est plus facile a manipuler. Nous avons montrer que 1’étude de ces variables est
similaire a une étude de survie avec censure d’ou I’utilisation de I’estimateur de
Kaplan-Meier. La distribution estimée se trouvant dans la derniere colonne du
Tableau 3.2 sera retenue pour la suite de I’étude.

Dans les deux chapitres suivants nous procéderons a la deuxieme partie de la
construction des mesures de provision : estimation des processus de reglements.
Nous proposons dans ce rapport deux approches. La premiere présentée dans le
Chapitre 4 est I’approche "dynamique markovienne" dans laquelle nous consi-
dérons les processus de reglements comme des processus de Markov avec une
dynamique sous-jacente. Cette dynamique nous permet de déduire la distribution
d’un reglement futur conditionnellement a I’information disponible et a partir de
la, établir les provisions. Dans le Chapitre 5, nous présentons la deuxieme ap-
proche appellée "modeles linéaires généralisés". Il s’agit imposer directement une
distribution paramétrique sur les reglements et ensuite d’estimer les parametres.
Contrairement a la premiere appoche comme nous allons voir, les modeles li-
néaires généralisés demande une analyse plus profonde sur la propriété d’inva-
riance par changement de numéraire.
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Chapitre 4

Processus de reglements -
Dynamiques Markoviennes

L’estimation des procesesus de reglements constitue la deuxieme partie de la
construction des mesures de provision. Pour ce faire, dans ce chapitre, nous pro-
posons la premiere approche dite "dynamiques markoviennes" qui s’inspire de
la méthode de Mack Chain Ladder. Les processus de reglements sont considérés
comme des processus markoviens qui possedent une certaine dynamique sous-
jacente. Nous allons voir que grace a la source des données individuelles abon-
dantes, nous pouvons dans un premier temps supposer implicitement la distribu-
tion des reglements et dans un second temps tester la validité de cette supposition
ce qui n’était pas le cas avec la méthode de Mack. Apres avoir estimé la distri-
bution conditionnelle des réglements, nous établissons les mesures de provision.
Nous discutons a la fin des possibilités d’étendre cette approche.

4.1 Formalisme

Un processus de reglement est essentiellement de méme structure qu’une ligne
de reglement du triangle de la méthode de Chain Ladder. Comme nous avons vu
dans le Chapitre 1, Mack a considéré une ligne de réeglement comme un processus
markovien vérifiant la dynamique sous-jacente (1.8) sans préciser la distribution
probabiliste. Nous allons aller dans cette direction mais en supposant implicite-
ment la distribution des reglements. Ce changement est réalisé grace a la source
des données individuelles plus abondantes de celle fournie par le triangle des re-
glements, ce qui nous permet de tester la validité 1’hypothéese sur la distribution.

Hypothése 6. (Dynamique lognormale) Soit Y = {Y; = (n;, D; ® X;)|i € I}
I’ensemble de sinistres étudié, n est I’année actuelle. Supposons que les hypo-
theéses suivantes sont vérifiées :
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1. Les processus de reglements (X;);c1 sont indépendants.

2. Pour tout j > 1, il existe des parametres réels ji; et 0; > 0 tels que

X,
Uy = log = £ N(u;,07) pout tout i € T (4.1)

.3
3. Pour chaque i € 1 donné, les (U, j);>1 sont indépendants.

La relation (4.1) peut s’écrire autrement comme X ;+1/X,; ; = exp (U, ;) avec

Ui, LN (uj, o ) et 1t , a dépendent seulement de I’année de développement j et
non pas des 1ndlces de smlstre 1 € 1. De cette facon, nous pouvons voir que nous
avons supposé d’une maniere sous-jacente qu’il y a une certaine tendance décrite
par ji; entre les reglements des années de développement consécutives X; ;1 et
X j, et une variation autour de cette tendance avec I’introduction du parametre O'j2-.
L’idée de Mack était tres similaire. La différence fondamentale avec le cas présent
réside dans le fait que nous explicitons la loi normale la loi normale de U; ;.

A partir de la loi normale de (U; j);er j>1, nous pouvons, conditionnellement
a I’information disponible a I’année actuelle, déterminer la loi des reglements. Ce
propos est illustré par la proposition suivante :

Proposition 7. Sous ['Hypothese 6, a ’année actuelle n, pour chaque i € 1,
J = Ji, HOUS QVons :

XiilFn = X, |1 X5, = log/\/(log Xij + . 4,05, ]) 4.2)
en particulier,
o2
E[Xi;[Fn] = E[Xi ;] Xi ;] = X j, exp (Mji,j + JQJ) (4.3)

o L j = Z;’:ji jijr et o3 ;= ZJ’—]’

Démonstration. Comme (U, ;);>1 sont indépendantes et normalement distribuées,
alors toute combinaison linéaire de (U; ;);>1 est aussi normalement distribuée. En
particulier,

7j—1
Uiji4 o+ Uijg = Z“va 2) (4.4)
J'=Ji J7'=Ji

Comme U; ; = log X, j11 — log X j 11, le coté gauche de I’équation (4.6) se sim-
plifie et nous obtenons :

Xij d
log X—J = N(pj, 5,055 (4.5)

74

ce qui permet de conclure.
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La Proposition 7 nous confirme que notre idée est trés proche de Chain Ladder.
En effet, I’équation (4.3) peut se réécrire comme suit :

Jj—1 2
(]
E[X; ) = Xij, [ exp (W + —]> (4.6)

o 2
1 =Ji

La valeur espérée d’un reglement futur conditionnellement a 1’information dispo-
nible E[ X, ;|F,,] est exprimée comme le produit du dernier réeglement connu et les
facteurs exp (,uj/ + 0]2-,/ 2) qui jouent exactement le méme role que les facteurs
de développement Aj; de Chain Ladder. De ce fait, dans ce chapitre, nous notons
Aj = exp (p; + 0]2-/2) pour tout j > 1.

4.2 Estimation des parametres

4.2.1 Estimation

Les processus de réglements (X;);cr étant indépendants, alors pour j > 1 donné,
(Ui j)ier sont aussi indépendantes. (15, 07) sont alors essentiellement I’espérance
et la variance des variables aléatoires normales indépendantes (U ;);e1. 11 suffit
donc d’employer les estimateurs standards pour ce cadre gaussien sur les obser-
vations disponibles. Il faut noter que nous observons U; ; si et seulement si nous
observons le réglement X; 1, c’est-a-dire, si et seulement si I’année de déve-
loppement du dernier reglement du sinistre Y; est supérieur a 7 + 1 ou encore
i € I = {i € I|t; > j + 1}. Les ensembles (I,);>; sont déja évoqués dans le
chapitre précédent. Rappelons ils sont décroissants et leur cardinal est donné par
le Tableau 3.1.

Ainsi, pour chaque j > 1, nous observons U; ; pour 7 € 1. L’estimateur de
i, 0; est donc donné par :

1
. 4.7)
7 card(I4) ieI;H J
1
~D ~ N2
- = Ui — [ (4.8)
7 card(Ijgg) — 1 Ze%;l( g )

Ce sont deux estimateurs traditionellement utilisés pour le cas gaussien. Ils ont
des propriétés suivantes :

Proposition 8. Sous I'Hypothese 6, les estimateurs (ji;,07);>1 vérifient :
1. Ils sont sans biais.

2. Pour tout j > 1, [i; est indépendant de 6]2.
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4.2. ESTIMATION DES PARAMETRES

2

52

’ J ‘ i 9 H J ‘ i 9
1 0,547+ 0,027 | 0.153 +0,015 || 11 | —0,076 0,023 | 0,030 %+ 0,006
21 0,47340,024 | 0.117+0,012 || 12 | —0,123 40,024 | 0,026 =+ 0,005
3 0,425+ 0,026 | 0.118 0,013 || 13 | —0,153 0,024 | 0,022 4+ 0,005
4 0,327+ 0,024 | 0.092+£0,010 || 14 | —0,161 £0,026 | 0,018 £ 0,005
5 0,2474+0,024 | 0.079 £0,009 || 15 | —0,197 £0,029 | 0,014 £ 0,005
6| 0,165+ 0,023 | 0.068+0,009 || 16 | —0,250 «+ 0,035 | 0,013 + 0,006
7 0,086 + 0,021 | 0.049 £0,007 || 17 | —0,237£0,047 | 0,014 £ 0,008
8 0,008 £0,022 | 0.047 40,007 || 18 | —0,261 +£0,073 | 0,020 + 0,015
91| —0,0174+0,021 | 0.035+ 0,006 || 19 | —0,324 £ 0,088 | 0,008 £0,011

10 | —0,060 4+ 0,023 | 0.036 +£ 0,006 || 20 | —0,426 + 0,000 | 0,000 + 0,000

Tableau 4.1 - Valeur de (1, 5;);>1 avec j = 1,2,...,20

3. Les (fij,07)j>1 sont indépendants.

4. Ils ne dépendent pas de I’unité monétaire de (X, ;)ic1,j>1.

Démonstration. Les deux premieres propriétés sont des propriétés connues pour
I’estimateur gaussien. La démonstration détaillée se trouve dans Krishnamoorthy
(2006). La troisieme vient du fait que les processus de réglements (X;);cr sont
indépendants entre eux. En fin, comme U; ; = log (X, j1+1/X; ;) ne dépend pas de
I'unité monétaire de (X ;)icr j>1. alors (fi;,57) ne 'est non plus. O

Par ailleurs, nous pouvons aussi obtenir les intervalles de confiances a 95%
pour les parameétres (y;, 07) (c.f. Krishnamoorthy 2006) :

& o ]

Tosos (1) = | fi; — 1,96 ——E=—, 1 + 1, 96 ———= 49
05% (14;) _“J card(L;,1) Hi card(Ljt1) -
‘ 252 Vo)

195%(0]2) _ AJZ 1, 96L7 A]2. +1,96—2L— (4.10)
i card(I,41) card(I;41) |

Les résultats numériques sont présentés dans le Tableau 4.1. Par les formules (4.9-
10) nous voyons bien que I’effet du cardinal de I;,; sur la longeur de I’intervalle
de confiance des parametres est direct. Plus j est grand, plus I'effectif de /;;, est
petit et plus la longeur de I’intervalle de confiance pour (y;, JJQ.) est grande. Cela
implique une incertitude grandissante pour les grandes valeurs de j, par exemple,
17,18 et 19. Par conséquence, nous ne pouvons estimer avec précision les regle-
ments en ces grandes années de développement. Heureusement, I’impact de cette
incertitude sur les provisions surtout la provision ultime est compensée par la pro-
babilité de survie faible des sinistres en grandes années de développement.
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FIGURE 4.1 - QQ-plot, j = 1,2,18,19

4.2.2 Qualité d’ajustement

Si I’hypothese sur la normalité de la distribution de (U; ;)er j>1 est vérifiée, alors
(Ui ;—ftj)/; doit suivre une loi normale centrée réduite. Pour le tester, on regarde
le QQ-plot de ces deux lois. Le résultat pour 5 = 1,2,18,19 est montré dans
la Figure 4.1. Nous constatons que pour les valeurs j = 1,2 les points noirs
coincide relativement avec la diagonale ce qui veut dire nous avons une tres grande
précision. Pour j = 18,19, comme prévu précédemment, la précision est moins
importante mais nous voyons que les points s’alignent relativement proche du
diagonal. Nous pouvons conclure que I’hypothese sur la normalité des (U, ;);er,j>1
est valide.

56



4.2. ESTIMATION DES PARAMETRES

4.2.3 Estimation des Reglements

Apres avoir obtenu les estimateurs (/i;, & )161, nous pouvons, a ce stade, grace a la
Proposition 5, donner une estimation aux reglements futurs des sinistres. En effet,
pour chaque ¢ € I, posons :

)A(m-]]-" log N (jij, 5 + log X 5, 67 J) pour tout j; < j < n 4.11)
ou (fij, ;,0 ?j) est I'estimateur de (u;,;,0; 2 ;) défini par fi;, ; = ij_lj fi; et

J—
o3 ; Z +—;, 05 En particulier, nous pouvons estimer I’espérance et la variance
de X, ; sachant F :

B[X ] = Xig, exp (fi5,,5 + 67 ;/2) (4.12)
Var[X; ;| F.] = X7, [exp (67 ;) — 1] exp (2fij, ; + 65, ;) 4.13)

Un des points forts de ce modele est le fait qu’il assure la proprité d’invariance
par changement de numéraire d’une maniere évidente. Commencgons d’abord par
prouver que les reglements estimés la vérifient.

Proposition 9. Le modéle de dynamique markovienne lognormale décrite par
[’Hypothese 6 avec la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance pro-
duit des reglements estimés indépendants de [’unité de monnaie utilisée. Concre-
tement, pour toute ¢ > () et pour tout j > j; :

X il FaleY) £ e | Xyl Fa(Y))] (4.14)
Démonstration. Selon (4.11), pour tout 5 > j; nous avons :

c [Xi,j|fn(Y)] L1og N (jis,;(Y) +log Xij, +logc,62 ,(Y))  (4.15)
X35 Fu(€Y) L log N (f15,5(cY) + log cXij,, 62 ,(cY)) (4.16)

Or, par la Proposition 8, nous avons montré que les estimateurs (i, & ) j>1 sont
constants par rapport a 1’unité monetalre utilisée, ce qui implique que nous avons
(11,5(Y), 62 ;(Y)) = (,(cY), 03 ;(cY)) d’ot la conclusion. O

Jisd

Cette proposition nous montre que le choix de la dynamique sous-jacente est
crucial pour satisfaire la propriété d’invariance par changement de numéraire.
Dans notre cas, la dynamique est basée sur le rapport entre les réeglements consé-
cutifs rend les parametres indépendants de 1’unité monétaire ce qui n’était pas le
cas avec la méthode de Mack comme montré la Proposition 5.

57



4.3. MESURES DE PROVISION

4.3 Mesures de provision

Apres avoir obtenu I’estimation des processus d’états et des processus de regle-
ments, nous pouvons, a ce stade, combiner tous ces éléments pour construire en-
tierement les provisions et étudier leur propriété. Nous commencons d’abord par
la mesure de provision a horizon 1 an et terminons par la mesure de provision
ultime.

4.3.1 Mesure de provision a horizon 1 an

Dans la section précédente, nous avons réussir a estimer la variable conditionnelle
X, ;| Fn par X; ;| F,. La mesure de provision a horizon 1 an déroule naturellement
comme suit :

Rl [Yz’fn] = Di,ji—&-lXi,ji—i-l’fn pour tout Y, eY 4.17)
RYA|F,) = Z RYY;|F,] pourtout ACY (4.18)
Y;EA

Cette écriture nous permet de déduire aisément que :

Proposition 10. La mesure de provision a horizon 1 an définie selon les équations
(4.17-18) est une mesure de provision cohérente.

Démonstration. La propriété d’additivité est évidente. Pour la propriété de posi-
tivité, il suffit de remarquer que la variable conditionnelle Xi,jﬂrl | F,, suit une loi
lognormale. Enfin, pour la propriété d’invariance par changement de numéraire,
soit c une constante positive quelconque. Alors, d’apres la Proposition 9, pour tout
Y,; € Y nous avons :

R'[eY,|Fo(eY)] = Dyj1c X[ FalcY)
= CDi7ji+1Xi7ji+1|fn(Y)
= cR Y| Fu(Y)] (4.19)
Par la propriété d’additivité de R nous déduisons que pour tout A € Y :
RYcA|F,(cY)] = cR[A|Fo(Y)] (4.20)
ce qui permet de conclure. [

Il va sans dire que parmi les ensembles de sinistres pour lesquels nous voulons
estimer la provision a horizon 1 an, c’est I’ensemble Y qui nous intéresse le plus.
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Avant d’¢étudier sa distribution, calculons d’abords I’espérance et I’écart-type de
RYY|F,] :

ER'Y|F) = Y EXijlF (4.21)
D’L],L+1 1
Var[R'[Y|Fl = > Var[Xi |7 (4.22)
Diji+1=1

Notons que 1’équation (4-22) est dlie a I’indépendance entre les variables aléa-
toires conditionnelles X ;, +1|F;,. Appliquons les équations (4.21-22) a nos don-
nées, nous obtenons les résultats suivants en comparaison avec ceux de Chain
Ladder :

’ ‘ Notre méthode ‘ Chain Ladder bootstrap ‘

Espérance 44805470 48194270
Ecart-type 721236 1246770

Tableau 4.2 — L’espérance et 1’écart-type de la mesure de provision a horizon 1
de I’ensemble de sinistres

Notre méthode reproduit un résultat similaire que Chain Ladder en terme de
provision espérée avec une variation moins importante. Reppellons que notre mé-
thode est basée sur une base de données beaucoup plus abondantes que Chain
Ladder ce qui nous a permis de tester la vilidité du modele d’une maniere plus
convaincante. Par ailleurs, notre méthode permet d’obtenir la distribution de la
mesure de provision a horizon 1 an. En effet, R'[Y|F,] est essentiellement une
somme des variables aléatoires lognormales indépendantes. Avec un nombre de
sinistres important, nous pouvons appliquer le théoreme central limite avec la
condition de Lyapunov pour approximer asymtotiquement R [Y|F,] par la loi
normale. Nous rappelons ce théoreme :

Théoreéme 2. Soit 7y, 7>, ..., Z} une suite de variables aléatoire indépendantes
avec Zy est de moyenne i et de variance o}. Définissons s; = 22,21 o2 S’il
existe 6 > 0 tel que la condition de Lyapunov :

9
lim —5 52+5 ZIE [\Zk E[Z]**] =0 (4.23)
k k=1

est vérifiée, alors la somme de (Z), — )/ sy converge en distribution a une va-
riable aléatoire normale centrée réduite quand k tend vers infinité :

) > Zi— w5 N(0,1) (4.24)
k
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Pour pouvoir appliquer ce théoréme a notre as, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 1. Soit Z,, Z,, ..., Z;, une suite de variables aléatoires indépendantes.

Pour chaque k = 1,2,....k, Z suit une loi lognormale de paramétre (juy, o)
avec fix, o > 0 et (g, 0r) appartenant & un ensemble de cardinal fini P. Posons

52 = S°¥_, Var[Zy). Alors nous avons,
k
Y E[(Z-E[Z)"] =0 (4.25)

k=1

lim
k—o0

”n
?w»l =

Démonstration. Posons M = {u|(u,0) € P} etS = {o|(n,0) € P}. Comme
P est de cardinal fini, M, S le sont aussi. Cela implique, il exsite des valeurs
minimaux p = min(M) > 0 et ¢ = min(S) > 0 de ces deux ensembles.Pour
chaque k = 1,2, ..., k, Zj, suit la loi log N (i, 02), alors nous avons :

E [(Z — E[Z]))"] = of(e*F + 2¢%7% 4 3¢%7% — 3) (4.26)

Par ailleurs, comme Var[Z,] = (e% — 1)e****9 nous avons Var[Z;] > (e —
1)e24te” Dot
)6 o 4 7.2/ o2 2 _4u+202
sp < k(e —1)%etTe (4.27)

En combinant (4.24-25), nous avons :

E 2 2 2
1 4 o' +2e3T + 3e*T - 3)
o > E[(Z —E[Z)] < T e (4.28)
k k=1
qui tend vers 0 quand & tend vers oo. 0

RY[Y|F,] est une somme des variables lognormales indépendantes dont le pa-
rametre est positif et appartient a un ensemble de caridal fini {(j;, ;|1 < j < n}.
Nous pouvons alors appliquer le lemme 1 qui n’est rien d’autre que la condition de
Lyapunov avec § = 2. Alors, en vertu du théoréme central limite avec condition
de Lyaponov, nous déduisons que R![Y|F,] suit approximativement la loi nor-
male d’espérance E[R![Y|F,]] et de variance Var[R'[Y|F,]]. Notre application
numérique donne :

R[Y|F,] ~ N (44805 470, 721 2362) (4.29)

Il existe une autre fagcon moins rigoureuse pour estimer la distribution de
RYY|F,]. Elle consiste a dire que comme R'[Y|F,,] est une somme des variables
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4.3. MESURES DE PROVISION

aléatoires lognormales, alors elle est approximativement lognormale. Plus préci-

sément, R'[Y | F,] SR ob B! suit une loi lognormale de parameétre (1, 0*) telle
que les moments d’ordre 1 et 2 de R'[Y|F,] et R* coincident :

E[R'[Y|F,]] = E[R'] (4.30)

Var[R'[Y|F,]] = Var|R'] (4.31)

A partir de 1, nous pouvons calculer (;,0) = (17,618,0,016) ce qui implique
que :

RUY|F.] & log N'(17, 618, 0,016) (4.32)
La distribution de R'[Y|F,] étant estimée, nous pouvons établir le capital

requis li¢ a I’ensemble de sinistre Y qui n’est rien d’autre que le quantile 99, 5%
de la distribution de R'[Y|.F,].

’ ‘ Approx. Normale ‘ Approx. Lognormale ‘
| VaR 299,5% | 46 663 251 | 46 696 129 |

Tableau 4.3 — Le capital requis

Notre but final est atteint. Maintenant passons a 1’étude avec la provision a
horizon ultime.

4.3.2 Mesure de provision a horizon ultime

D’une maniere similaire que la mesure de provision a horizon 1 an, nous pouvons
écrire la mesure de provision ultime comme suit :

Ti g Fn

Y| Fa] = Z Xi;|F, pourtout Y, € Y (4.33)
J=Jit+1

RY[A|F,] = Z RY[Y,|F,] pourtout A CY (4.34)
Y,eA

Par les mémes raisonnements qu’avec la mesure de provision a horizon 1 an, nous
pouvons montrer facilement que :

Proposition 11. La provision a horizon ultime selon les équations (4.30-31) est
une mesure de provision cohérente.

La difficulté majeure pour calculer I’espérance et la variance de la mesure de
provision a horizon ultime d’un ensemble de sinistres réside dans le fait qu’elle

61



4.3. MESURES DE PROVISION

est écrite comme la somme des variables aléatoires et le nombre de variables aléa-
toires lui-méme est une variable aléatoire. En effet, le nombre de termes du coté
droit de 1’équation (4.30) est :

(T34 Fn) — Ji = (Tij|Tij > ji) — Ji (4.35)
ou Tm est I’estimateur de variable d’4age ultime 7; ,, suivant la distribution P dé-
duite dans le chapitre précédente. De ce fait, il n’est pas direct de déduire 1’espé-
rance et la variance de R"[Y;|F,]. Pour ce faire, nous allons montrés d’abord le
lemme suivant :

Lemme 2. Soient t un entier strictement positif et T' une variable aléatoire dis-
créte a valeurs dans T = {1,2,...,t}. Soit Uy, Us, ..., Ur une suite de variables
aléatoires normales indépendantes de parameétre (i, o?)t_,. Pour chaque t € T,
définissons Z; = exp(log zo+ Uy + ...+ Uy) oit zy est une valeur positive et posons
Rr =714+ Z3+ ...+ Zp. Alors, nous avons :

E[Z,] = zpexp(p1 + 0%, /2) (4.36)
E[Ry] = Et: P[T > t|E[Z] (4.37)
Var[Rp] = > P[T >V jl(exp(ol,y,) — PIT > i A J)E[Z]E[Z;] (4.38)

(4,)€T?

N t t . . . .. . . ..
Ol i1t = D g s Oy = Doy Oy i A j =ming, j eriV j = max(i, j).

Démonstration. D’apres ’hypothese sur la lognormailité et I’indépendance des
(Uy)t_,, nous avons déduisons I’espérance de Z; :

E[Z:] = 2 H Elexp Uy

t'=1

= zoexp(pry + 02, /2) (4.39)
Pour i, j € T, notons i A j = min(i, j) etV j = max(i, 7). Alors, nous avons :

iAj iVj
E[ZZ;] = =z [ [Elexp20i] [ ElexpUl]
t=1 t=inj+1

JE[Z]E[Z;] (4.40)

RV
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4.3. MESURES DE PROVISION

Calculons maintenant I’espérance de R :

E[Rr) = E [E[Rx|T])
-y e 43 el
= Zt:IP’[T > {|E[Z}] (4.41)

Par définition, la variance de Ry est écrite comme Var|[Ry| = E[R%] — E[Ry|%
Comme E[R7| est donnée par I’équation (4.35), il suffit de calculer E[R%] comme
suit :

E[R7] = E[E[R7]|T]

= P[T > iV jlexp(oi,s,) EIZ]E[Z;] (4.42)

(i,7)€T?

ce qui nous permet de déduire que :

Var[Re] = > P[T >V jl(exp(ol,y,) — PIT > i Aj))E[Z]E[Z;] (4.43)

(3,5)€T2
Les équation (4.36), (4.38) et (4.40) permettent de conclure. ]

Appliquons le Lemme 2 a notre probleme. Selon (4.11), les variables aléa-
toires conditionnelles (X; j|F,) > dans Iexpression de R"[Y;|F,,] suivent la loi
lognormale de parametre (ji; +log X; ;, 57);-;,. Le nombre de termes (T3,1T3; >
ji) — ji est une variable alétoire dlscrete a valeurs dans {1,2,...,n — j;} donc la
distribution est connue P[(7; ;|T;,; > ji) — ji = t] = P[T;,; =t +]i|j—%7‘j > j;]. Le
Lemme 2 nous donne donc I’ esperance et la variance de R"[Y;|F,]. Par ailleurs,
grace a I’indépendance entre les processus de reglements, nous déduisons :

E[RYY|F) = Y E[RYY|F] (4.44)
D; j,+1=1

Var [RU[Y|F,]] = Y Var[R“[Y|F,]] (4.45)
D; j;+1=1
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4.4. EXTENSION DU MODELE

Appliquons ces formules a nos données, nous trouvons que 1’espérance et la
variance de R*[Y|F,,] valent respectivement 364 184 200 et 19 558 0502. 11 s’agit
donc un résultat relativement proche de celui obtenu par Chain Ladder avec une
meilleure précision d’estimation en terme de variance.

’ ‘ Notre méthode ‘ Chain Ladder bootstrap ‘

Espérance 364 184 200 387618 500
Ecart-type 19558 050 95 495 360
VaR 2 99, 5% (< \) 414 562 400
VaR 299,5% (L log ) | 417569829

Tableau 4.4 — L’espérance et 1’écart-type de la mesure de provision a horizon
ultime de I’ensemble de sinistres

Suivons le méme schéma que la section précédente, nous pouvons appliquer le
théoeme centrale limite pour déduire que R*[Y|F,] est appriximativement la loi
normale de moyenne E [R*[Y|F,]] et de variance Var [R*[Y|F,]]. Nous ne dé-
montrons pas concretement ici car les calculs sont relativement lourds mais I’es-
prit de la preuve reste la méme qu’avec la mesure de provision a horizon 1 an. Par
ailleurs, nous pouvons aussi faire un approximation lognormale. Numériquement,
les deux approches nous donnent :

RU[Y|F]
RUY|F]

N (364 184 200, 19 558 050?) (4.46)
log A/(19, 713;0.016%) (4.47)

d
9

Cette approximation nous permet de déduire la VaR a 99, 5%. Les résultats
sont exposés dans le Tableau 4.4.

4.4 Extension du modele

4.4.1 Risque de taux

Nous avons vu tout au long de ce chapitre la convenance de la dynamique lognor-
male qui représente plusieurs avantages au niveau d’estimation des parametres et
des distributions des provisions d’un ensemble de sinistres. Par ailleurs, la dis-
tribution lognormale permet de prendre en compte d’autres facteurs de nature fi-
nanciere comme le taux d’intérét. Nous avons défini au Chapitre 3 les provisions
comme la somme des flux monétaires futurs actualisés par un taux d’actualisation
déterministe. Avec la dynamique lognormale, nous pouvons méme utiliser un taux
stochastique ce qui est plus réaliste et plus prudent en terme de risk management.
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4.5. CONCLUSION

Concretement, soit 7 un taux continu qui est une variable aléatoire normale et Y;
un sinistre en cours. Pour 5 > j;, le flux monétaire a 1’année de déroulement j
actualisé est : x
o (4.48)
exp(re(j — Jji))
qui est lui-méme de distribution lognormale. Par conséquent, le fait de prendre en
compte un taux d’intérét stochastique ne complique pas notre situation.

4.4.2 Dynamiques markoviennes

La dynamique lognormale est seulement un cas particulier des dynamiques mar-
koviennes. Elle peut trés bien fonctionner sur une base de données et ne pas fonc-
tionner sur une autre de nature différente. Cela nous suggere de construire une
dynamique qui correspond aux proprié€tés intrinseques des données en question.
D’une maniere générale, une dynamique markovienne dans le cadre des processus
de reglements peut étre résumé par 1’hypothese suivante :

Hypotheése 7. (Dynamiques markoviennes) Soient Y = {Y; = (n;, D; ® X;)|i €
I} I’ensemble de sinistres étudié, n est I’année actuelle, P® une famille de distri-
bution paramétrique. Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. Les processus de réglements (X;);c1 sont indépendants.

2. Pour tout j > 1, il existe des paramétres réels (0;);>1 € © tels que :

Usj = F(Xij; Xijp1) = P (4.49)

3. Pour chaque i € 1 donné, les (U, j);>1 sont indépendants.

La fonction f(X; j; X; ;1) et la famille de distribution P® jouent un role pri-
mordial dans ce type de modele. Pour espérer que le modele va aboutir a des
provisions cohérentes, il est souhaitable que les parametres (6;);>; soient indé-
pendants de ’unité monétaire utilisée. Cela implique que f(cX;;;cX; ;1) =
f(Xi ;X j+1) pour toute ¢ > 0.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la premiere approche pour modéliser les pro-
cessus de reglements. Ces derniers sont considérés comme des processus marko-
viens vérifiant une dynamique sous-jacente. Cette dynamique lognormale nous a
permis d’estimer les parametres et d’obtenir les mesures de provisions cohérentes
d’une maniere relativement simple. Les résultats obtenus sont tres similaire a ceux
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4.5. CONCLUSION

de Chain Ladder, ce qui confirme I’exactitude de notre méthode. Par ailleurs, a
partir des distributions estimées, nous pouvons déterminer les VaR a 99.5%, un
niveau de risque qui ne peut étre estimé avec les méthodes traditionnelles sur le
triangle.

Dans le chapitre suivant, nous allons examiner la deuxieme approche de mo-
délisation des processus de reglements. Il s’agit des modeles linéaires généralisés.
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Chapitre 5

Processus de Reglements - Modeles
Linéaires Généralisés

En continuation du Chapitre 4, ce chapitre présente la deuxieme approche pour
étudier les processus de reglements en utilisant les modeles linéaires généralisés.
Les reglements sont supposés indépendants et de la méme famille de distribution
mais avec de différents parametres. Ces derniers sont estimés par la méthode de
maximum de vraisemblance. Apres avoir obtenu I’estimation de distribution des
reglements, nous contruisons les mesures de provision dans le cadre des mesures
de provision cohérentes.

5.1 Le modele

Un ensemble de sinistres est essentiellement de méme structure qu’un triangle
de reglements avec une équivalence entre les reglements d’un sinistre et un ligne
de reglements. Les notions de ’année d’origine ou des années de déroulement
sont utilisées et portent tant d’importance dans la méthode Chain Ladder avec
le triangle de reglement que dans la méthode ligne a ligne avec les données in-
dividuelles. Il est donc naturel de transposer I'idée de la méthode des modeles
linéaires généralisés sur le triangle a notre ensemble de sinistre. Concretement,
considérons le modele représenté par I’hypothese suivante :

Hypothese 8. (Modele linéaire généralisé) Soit Y = {Y; = (n;, D; ® X;)|i € I}
I’ensemble de sinistres étudié, n est I’année actuelle. Supposons que les hypo-
theses suivantes sont vérifiées :

1. Les réglements (X, ;);cr1,;>1 sont indépendants.

2. Il existe des parametres 1,0 > 0, (ov;)i>1 et (5;)j>1 tels que

Xij L 10gN (1 + + B;,0%) 5.1
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5.2. ESTIMATION

3.0(1:0,5120.

De la méme facon que le modele linéaire généralisé appliqué au triangle des
réglements, role de (a;);>1 et (5;),;>1 est de capter la tendance des réglements aux
années d’origine et aux années de déroulement. oy et 3; sont fixés a zéros pour
résoudre le probleme de surparamétrisation. Notons qu’encore une fois, nous pré-
sentons le probleme d’une maniere explicite sans passer par la théorie des modeles
linéaires généralisés.

L’Hypothese 7 s’avere plus forte que 1I’Hypothese 6 sur la dynamique lognor-
male. D’une part, nous supposons que les reglements sont indépendants dans ce
modele alors que nous avions seulement 1’indépendance entre les lignes dans le
modele précédent. D’autre part, nous pouvons déduire la dynamique lognormale
a patir de I’Hypothese 7. Concretement, pour ¢ € I, 7 > 1, nous avons.

U ;j = log % < N(p+ ajy — aj,20%) (5.2)
2y

Le terme . + oj41 — o qui ne dépend pas de I’année d’origine des sinistres joue

donc exactement le méme role que x; dans (4.1). Au niveau de variance, (5.2)

représente une contrainte plus forte que (4.1) car (U, ;);>1 possedent la méme

variance 202,

Passons a I’étape suivante pour estimer les parametres

5.2 Estimation

5.2.1 Esimation des parametres

A la date n, nous observons les reglements X, ; tels que i € Let j > ;. Etant
donné que X, ; suit la loi lognormale de paramétre (p1+a;+ 3;, o), nous pouvons
écrire la vraisemblance du modele :

_ 1 (log Xij — p — an, — B;)°
LY,0) = ]] X Vs exp |— = (5.3)

i€l j<t;

L’estimateur de maximum de vraisemblance est la valeur de € exprimée en fonc-
tion des valeurs observées des réglements (X ;);er ;< qui maximise L(Y, ) ou
d’une maniere équivalente son logarithme (Y, #) = log L(Y, 6). Concrétement,

0 = argmax (Y, 0) (5.4)
6
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5.2. ESTIMATION

avec

log X i — 1t — o, — B;)? log 2
(Y,0)=— > {(Og J /2102041 Bi) +log X, +logo + OgQW

i€Lj<t;
(5.5)
Afin de maximiser (Y, 6), nous la dérivons par rapport & chaque composante
de 6 sauf o, B pour ensuite obtenir les conditions de premier ordre. Le fait que
aq, (1 sont fixés a 0 pour faire face au probleme de surparamérisation assure que
les conditions de premier ordre ont unique solution. Les conditions de premier
ordre par rapport a :

o Z (log X;; —p—an, —B;) =0 (5.6)
i€l j<t;
ap ' =2,om: Y (log Xy — 1 — am, — Bj) L=y = 0 (5.7)
i€l j<t;
Binj=2on: Y (log Xij— p— an, — B) i<ty =0 (5.8)
i€l
1

S (log Xij — p—an, — B)> — 0> =0 (5.9)
€L e i<t

Nous résolvons le systeme d’équations linéaires (5.4-9) pour trouver les esti-
mateurs de maximum de vraisemlance. Nous trouvons i = 4.615 et ¢ = 0, 794.
La valeur des «; et §; avec i, j = 2,3, ..., 21 est montrée dans le tableau suivant :

K & | i qi || j Bi | j Bi |
2 0,032 | 12 0,135 2 0,549 | 12 2,088
3 0,049 | 13 0,105 || 3 1,026 |13 1,979
4 —0,098 | 14 —0,052 | 4 1,451 |14 1,802
5 —0,027 | 15 0,349 5 1,772 | 15 1,615
6  0,044|16 —0,045| 6 2,026 |16 1,487
7 0,182 | 17 —0,023 7 2,184 | 17 1,293
8 0,248 | 18 0,031 8 2,240 | 18 1,193
9 0,150 | 19 0,054 9 2,266 | 19 1,114

10 —0,045 | 20 0,098 || 10 2,238 | 20 1,088
11 0,072 | 21 0,011 || 11 2,177 | 21 0,083

Tableau 5.1 — Valeur de &;, Bj aveci,j = 2,3,...,21

5.2.2 Estimation des reglements

Apres avoir estimé les parametres, nous pouvons estimer la distribution des re-
glements non connus en remplacant les parametres par leur valeur estimé dans
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5.3. MESURES DE PROVISION

I’hypothese sur la lognormalité des reglements. Pour chaque i € et j; < j < n,

nous avons : . i .
Xij|Fo = log N (fu+ G, + B, 6%) (5.10)

Nous pouvons montrer que cette estimation ne dépend pas de I’unité monétaire
utilisée par la proposition suivante :

Proposition 12. Sous ['Hypothese 7 et avec la méthode d’estimation de maxmi-
mum de vraisemblance, pour toute c > 0 nous avons :

X, | Fu(€Y) L Xy 5| FulY) (5.11)

~

Démonstration. Si0(Y) = (f1, &, (3, 6) la solution du systeme d’équations £(Y)
donné par (5.4-9), alors 0(cY) = (i + loge, &, B,6) est celle de £(Y). Cela
implique que :

X j|Fu(cY) £ log N(logc + fi + G, + B, 62) (5.12)

d’ou la conclusion. L]

5.3 Mesures de provision

Apres avoir obtenu I’estimation des reglements conditionnels, nous répétons les
étapes présentées dans le chapitre précédent pour établir les mesures de provision.
Les mesures de provision a horizon 1 an et ultime sont définies de la méme ma-
niere que dans les équations (4.17-18) et (4.33-34). Avec la Proposition 12, nous
montrons que ces mesures de provision sont aussi des mesures de provision co-
hérentes. L’estimation de distribution peut étre aussi réalisée par I’appoximation
normale et lognormale, ce qui nous donne :

RYY|F,)] %N(43 097 030; 2118 517?) (5.13)
RYY|F,] ~ log N'(17, 579; 0.0162) (5.14)
et pour la mesure de provision a horizon ultime :
RYY|F,]
R'Y|F,]

N (326 595 200; 7 665 6997) (5.15)
log A'(19, 604; 0.007?) (5.16)

d
d
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploité la deuxieme approche pour modéliser
les processus de reglements. Les réeglements sont considérés appartenir a la famille
de distribution lognormale. Les parametres sont estimés par la méthode de maxi-
mum de vraisemblance. Les mesures de provion qui en découlent nautrellement
sont des mesures de provision cohérentes.
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Conclusion

Résumons ce que nous avons parcouru dans ce rapport. Nous avons revisité la mé-
thode Chain Ladder a la fois pour montrer ses points faibles et pour nous insprirer
sur nos méthodes ligne a ligne. Nous avons construit un cadre théorique standard
avec la notion centrale des mesures de provision cohérente. Nous avons ensuite
étudié les processus d’état par les méthodes de 1’analyse de la survie et enfin, nous
avons travaillé sur les processus de reglements par deux approches. C’est le temps
pour faire le bilan.

Solvabilité 2- Quelle méthode ?

Larrivée de Solvabilité 2 pose de sérieuses questions sur les méthodes tradition-
nelles auxquelles les assureurs y sont si habitués. La provision technique est un
exemple. La méthode Chain Ladder avec sa simplicité incontestable n’est pas
adaptée pour étudier les risques extrémes. Le triangle de reglements avec un
nombre insuffisant de données et d’informations laisse toujours un doute sur I’es-
timation réalisée. Le retour aux données individuelles semble inévitable. Nous
avons essentiellement proposé deux approches pour ce sujet : les dynamiques mar-
koviennes et les modeles linéaires généralisés. Comparons ces deux résultats sur
nos applications numériques :

] | Dynamiques de markov | GLM | Chain Ladder |
Espérance (1 an) 44805470 43097030 48194270
Ecart-type 721236 | 2118517 | 1246770
VaR 499, 5% 46663 251 48 553970
Espérance (ultime) 364 184 200 | 326 595200 387618 500
Ecart—type 19558 050 7665699 25495 360
VaR 299, 5% 414562400 | 346 340700

Tableau 5.2 — Comparaison des méthodes

A horizon 1 an, les dynamiques markoviennes produisent des prédictions avec
moins de variance que celles avec des modeles linéaires généralisés. A horizon ul-
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time, c’est le cas contraire. Cela est dii au fait que le modele avec les dynamiques
markoviennes est plus réaliste que les modeles linéaires généralisés. Nous avons
montré que ces derniers utilisent les hypotheses tres fortes a savoir les reglements
sont indépendant et dépendent seulement des facters exogenes. Cela n’est pas tout
a fait adapté. Par exemple, si le montant de reglement cette année est important, il
est probable qu’il s’agit d’un gros sinistre et le montant de réeglement de I’année
prochaine sera important lui aussi. De ce point de vue, les dynamiques marko-
viennes s’averent plus adaptées. En outre, elles sont plus flexible au niveau de
modélisation et aboutissent naturellement a des mesures de provisions cohérentes
alors qu’avec les modeles linéaires généralisés, il faut entrer vraiment dans les
équations d’estimation des parametres pour savoir si la méthode peut produire des
mesures de provision cohérentes ou pas. Nous recommendons fortement I’ utilisa-
tion des dynamiques markoviennes dans le cadre des méthodes ligne a ligne.

Pistes de développement

Dans le cadre d’un groupe de travail, nous n’avons pas suffisammement du temps
pour réaliser tous les pistes potentielles pour développer les modeles. Nous pou-
vons lister ici.

Premierement, nous pouvons prendre en compte I’inflation. Ce facteur joue un
role important et peut affecter le modele d’une maniere négative s’il n’est pas pris
en compte. En effet, les méthodes développées se portent plutot sur la relation des
reglements et ses années de développement alors 1’inflation est dans la dimension
temporelle habituelle. Ce décallage peut perturber les estimations.

Deuxieme, nous pouvons étudier d’autres risques financiers tels que le risque
de taux d’intérét. Ce point a été discuté brievement dans le Chapitre 4 mais il
peut mériter d’un travail d’ampleur car il est extrémement intéressant d’étudier
comment les provisions de I’assureur changent en fonction de taux d’intérét. La
prise en compte de cette variable stochastique donnera a une étude de la provision
une dimension financiere. Avec sa propre dimension actuarielle, cela peut aboutir
a des résultats intéressants.

Troisiemement, nous avons choisi seulement deux cas représentatifs pour pré-
senter nos deux approches. D’autres dynamiques markoviennes et d’autres mo-
deles linéaires généralisés peuvent étre testés avec de différentes données pour
étendre les applications des approches proposées.
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