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Résumé

Dans le cadre de l'application de la loi Fillon #8803, ce mémoire aide les assureurs a
remporter les appels d'offres relatifs a I'exteisation des engagements de retraite supplémentaire
en leur proposant des stratégies d’investisseméi Anovantes et a haut rendement. Plus
généralement, il donne un panorama des différaptgmiques de gestion actif passif applicables
aux fonds de pension.

Une bonne méthode d’'adossement exige une anaigse des risques techniques et
financiers encourus par la caisse de retraite etamopération assidue entre les équipes traitant
I'actif et celles valorisant le passif.

Les récentes contraintes réglementaires et comegtajui sont imposees aux fonds de
pension (projet Solvabilité Il et normes IFRS) psmr# la recherche actuarielle a améliorer les
techniques ALM existantes, comme les méthodes d&s&toent en flux ou en duration, et a en
développer de nouvelles commeLlability Driven Investmen(LDI).

Le LDI apporte une vision nouvelle sur la techeicdM car il met le passif au cceur de
son objectif de gestion, utilise des produits fuiars trés variés lors du processus d’adossement
(titres indexés sur l'inflation, swaps etc.) et @@nun surplus de performance par la création d’'un
portefeuille diversifié décorrélé des engagements.

L’objectif de mon mémoire est de montrer I'appdu LDI en matiere de qualité de
couverture des risques financiers et de potente&elpdrformance par rapport aux méthodes
d’adossement traditionnelles. Mon étude jetterdedgent un regard critique sur cette solution
indicielle en testant sa robustesse en périodaide financiére mondiale (ao(t 2007 - septembre
2009).

Mots clés : Solutions structurées en ALM, LDI, Asstance de portefeuille, CPPI, Trésorerie,
Gestion des risques de taux et d'inflation, Produg cash et swaps indexés sur l'inflation,
Benchmark de passif, Mesures d’adossement actif p@Ef Allocation d'actifs, Frontieres

efficientes, Gestion indicielle et trackers.



Abstract

On the occasion of the application of the Fillaw lof 2003, this study helps insurers to win
calls for tenders concerning outsourcing of pengtan commitments by putting forward them
groundbreaking and efficient ALM strategies. Morengrally, it gives a panorama of different
ALM solutions applicable to pension funds.

A good ALM solution requires a precise analysisadfuarial and financial risks threatening
pension funds and a constant cooperation betwesmstavorking on assets and those pricing
liabilities.

The recent statutory and accounting constraingdvé®ility 1l and IFRS) force actuarial
research to improve existing matching methods (G&sh flow matching and duration matching)
and develop other ones like the Liability Drivewdstment (LDI).

Liability Driven Investing brings a different amglof view compared to other matching
techniques because liabilities is at the hearhefrhethod, a lot of financial products are used for
the hedging (inflation linked bonds, swaps etcd arperformance surplus can be generated relive
to liabilities by creating a non correlated perfarme seeking portfolio.

The objective of my study is to throw light on thentribution of the LDI to hedge financial
risks on the one hand and the potential of perfagaaon the other hand compared to traditional
matching methods. We will study the LDI under dical angle by testing its robustness during the
current worldwide financial crisis (August 2007 epfember 2009)

Key words: ALM structured solutions, LDI, Portfolio insurance, CPPI, Cash, Interest rate
and inflation risks management, inflation indexed ash and swap products, Liability
benchmark, ALM Tracking Errors, Asset allocations, Efficient frontiers, Indexed
management and trackers.
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Introduction :

La gestion actif passif (ou ALM) est un outil eleip développement dans les banques, les
compagnies d’assurance et les caisses de retraganodélisations ALM permettent de diriger un
organisme financier en prenant des décisions cookls sur ses actifs et ses passifs. Elles
comprennent la formulation, le développement, |éotpge et la révision des stratégies
d’adossement dans le but d’honorer des objectif@nfiiers pour un budget de risque donné. Une
gestion ALM efficace exige une attention spécifiqgteune excellente connaissance des risques
encourus de part et d’autre du bilan.

Nous étudierons exclusivement dans ce mémoiréetdmiques de gestion financiere actif
passif applicables aux fonds de pension. Cettestnéuest tres demandeuse de ce type d’expertise
car elle subit aujourd’hui de profondes mutationsfait des nouvelles contraintes réglementaires
(la directive Solvabilité I), comptables (les n@snlFRS) et juridique (la loi Fillon relative a la
disparition des institutions de retraite suppléraga) qui influencent ses stratégies
d’'investissement.

Au sein des établissements financiers, les étpddant sur les risques a I'actif et au passif
des fonds de pension s’effectuent habituellemenindeiere séparée. Un suivi ALM rigoureux
nécessite néanmoins de réunir les deux partiedatu gour éviter une grande probabilité de faillite
de la caisse de retraite. En effet, une gestiociggéales évolutions conjointes de I'actif et dusgfas
devient nécessaire (et obligatoire) aux vues derégpagation des produits de couverture, du
renforcement des contraintes réglementaires etdd@sultés structurelles que connaissent les
régimes de retraite.

Le principal probléme revient a construire I'alidion d’actifs qui réduit significativement la
probabilité de défaut d’'une caisse de retraite, yrer gestion stricte de la totalité de ses risques.
Plusieurs modeles stochastiques ont été propos#ésdaarire les déformations de I'actif et du
passif au cours du temps : les modeles de Boul@949] et Cairns [2000] reposent principalement
sur I'optimisation des cotisations et sur la pdibwee en actifs risqués alors que le modele de
Blake, Dowd et Cairns [2004] utilise des méthod@eplus sophistiquées pour une modélisation
plus détaillée des engagements de passif. Dangrheenesprit, nous présenterons et développerons
dans ce mémoire le modele de Martellini et Amen@0fd couramment appelé LDLig@bility
Driven Investment

Les techniques LDI ont connu ces dernieres anngakveloppement considérable dans le
monde car ce sont des méthodes innovantes répoadaet demande forte des fonds de pension en
matiere d’expertise financiere ALM. Ces technigaesaut rendement sont-elles pour autant plus
robustes en matiére de couverture des engagemeettes techniques précédentes?



Partie 1. Techniques de gestion financiere des fonds de pemsi

1.1Panorama de I'épargne retraite et difficultés de ggtion des fonds de
pension

1.1.1. L'univers de la retraite en profonde transformation

Les changements démographiques en cours mettaal & premier pilier du systeme de
retraite francais : les retraites gérées par rigjpart Ces mutations vont étre la source de diffési
inéluctables pour ces régimes dans la majorité pes industrialisés et dans plusieurs pays
eémergents. Le vieillissement de la population acbeséquences sur les comportements d’épargne,
la croissance économique, les déficits publicayvéstissement et sur les équilibres courants. Les
projections a long terme sur la santé financiere mgimes de retraite se veulent alarmistes et
montrent combien il est nécessaire de prendre eamdt des mesures de sauvegarde.

De nombreuses réformes sont menées dans plusiayss [plles visent a sauvegarder la
retraite par répartition, en allongeant I'age lédaldépart a la retraite et en corrigeant les nixea
de prestations et de cotisations. Le développerdestrégimes par capitalisation individuels et
collectifs est encouragé par des dispositions léscavantageuses, dans un cadre réglementaire plus
strict.

1.1.2. Le marché de I'épargne retraite en France

Il existe deux sortes de caisses de retraite ppitadisation : les régimes professionnels
collectifs par entreprise et les plans d’épargt®ite individuels.

Le plan d'épargne collectif est mis en place patat®s entreprises pour leurs salariés.
génere des économies d’échelle sur les colts deneartalisation et de gestion. Le risque de
longévité est réparti sur I'ensemble des employéfyge soit leur age.

Le plan d'épargne individuel permet a son bénéfecide se constituer un capital retraite
supplémentaire. Les risques ne sont pas mutuaigés épargnants. Ce plan est plus malléable et
encourage la mobilité des salariés mais son cofdrdgionnement est conséquent.

Il existe également deux types d'engagements pésppar l'employeur : les régimes a
cotisations définies et les régimes a prestatiéfisids.

Dans un fonds de pension a cotisations définiemployeur verse des cotisations a un
organisme extérieur. Il ne s’engage pas sur lestgiens a payer aux employés. Les montants
déboursés par l'entreprise (et accessoirement ‘pamployé) sont versés dans des comptes
individuels. Les prestations seront percues sotmdale rente viagere au moment du départ a la
retraite. Le risque de placement des prestationsuggporté par les employés. Nous verrons que les
solutions LDI sont bien adaptées pour ce type aelfode pension, car ce sont des techniques
risquées pour les salariés qui proposent une peafoce plus ou moins intéressante suivant le
niveau de risque que ces derniers sont préts ptacce
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Dans un fonds de pension a prestations définiesjployeur s’engage a procurer aux
employés un niveau de pension décidé en amont. glegreur étant tenu par une obligation de
résultat, il privilégie trés souvent des stratéglégvestissement sans risque du type capitalisatio
des cotisations dans le fonds général ou un tankmam de rendement est garanti sur 'année par
'assureur. Lorsque la gestion de ce régime estrealisée, la société approvisionne le fonds
collectif mais perd la propriété et la libre dispios des montants versés. En contrepartie, elle
bénéficie d'importants avantages fiscaux. Lorsqugédstion de ce régime est interne, la société
s’occupe elle-méme du financement et du paiemenpdestations. Elle verse alors les prestations
aux salariés partant a la retraite.

1.1.3. Disparition des institutions de retraite supplémendire et réponses aux appels
d’offres.

Une institution de retraite supplémentaire (IR&)jtéune entité crée par une société pour
porter son engagement de retraite supplémentaais efle n'avait pas I'obligation de le couvrir.
Ainsi, pour protéger la retraite supplémentaire dakariés, la loi Fillon de 2003 a consigné la
disparition des IRS déja existants, pour la finl'danée 2008.Ces engagements de retraite
devront désormais étre transmis aux compagnies d’asrance ou aux institutions de
prévoyance.Les fonds de pension qui se créeront dans I'avenseront soumis de fait a cette
directive.

La Fédération Francaise des Sociétés d’Assurdfie8A) a chiffré le potentiel de transfert
des engagements des IRS entre 2,5 et 3,2 milldedsos, soit une croissance entre 1,9% et 2,3%
pour le marché des assurances collectives. BNPd&asaisit cette opportunité réglementaire pour
augmenter sa part de collecte qui avoisine aujburdes 10%.

Aujourd’hui, BNP Paribas est sollicitée pour 2,8liards d’euros au titre des engagements
des IRS, et les mandats qu'elle a remportés si@evd40 millions d’euros. Notre banque a décidé
de développer sa palette de solutions ALM pour mép® aux mieux aux exigences de ses clients en
matiere de performance et de gestion des risquksg&gnerait ainsi un nombre plus important
d’appels d'offres. C’est dans ce cadre que s'ihstidn intervention : développer une solution
ALM nouvelle prénommeéd.iability Driven InvestmentLDI), sensée couvrir efficacement les
risques financiers et générer de la sur-performance une meilleure revalorisation des rentes.

Pour répondre efficacement aux appels d'offreg task-force regroupant de nombreuses
equipes du groupe BNP Paribas (actuariat, finapogglique, commerciaux, gestion etc.) se
constitue :



Graphique 1. (Organisation de la task-force pour une réponseaeit aux appels d’offres)
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La réponse aux appels d'offres relatifs a I'extésadion des IRS est une activité nécessitant une
grande expertise actuarielle et financiére. De,plue grande transversalité entre les différents
départements est nécessaire pour répondre effieat€mos clients.

1.1.4. Une gestion d’actifs sous contraintes réglementaisestrictes

La contrainte réglementaire est un élément capdat les investisseurs institutionnels et les
gestionnaires d'actifs sous mandat. L’applicatioa k& directive Solvabilité 1l oblige les
compagnies d’assurance a sécuriser leurs invasiEsge en actions en augmentant leurs fonds
propres de maniére importante, afin de lutter eotarforte volatilité a court terme de ses actifs.
Dans la méme optique, Solvabilité Il impose de oerdr encore plus significativement les fonds
propres des institutionnels souhaitant investirsddes hedge funds. La gestion du risque de
volatilité a court terme n’est pourtant pas le gipal probleme pour les assureurs car ces derniers
s’inscrivent dans une démarche de long terme. Nésranelle les contraint fortement sur leurs
possibilités en matiere d’allocations d’actifs.

La réglementation favorise l'investissement daas gdroduits obligataires a duration tres
longue. En investissant principalement dans dedym® de taux, les assureurs se constituent des
portefeuilles a rendement trop faible pour assl@®revalorisations des rentes de linflation. Ains
les fonds de pension doivent trouver des sourcgedermance et des méthodes ALM nouvelles,
comme les solutions LDI.



1.1.5. Plusieurs acteurs et une répartition difficile desbles et des compétences

Au vu du développement important de I'épargneaitrces dernieres années, de nombreux
acteurs financiers ont souhaité se positionnecsunarche, comme les sociétés de gestion d’actifs
et les banques d'investissement. Ces derniers pempales solutions ALM trés financiarisées,
basées sur des techniques de structuration sapliss. L'expertise LDI fait partie de ce type de
solutions.

Les investisseurs institutionnels (assureurs, sligsl etc.) restent dubitatifs quant aux
solutions ALM proposées par ces établissemengmdilers. lls avancent comme argument que leur
métier de gestionnaire actif passif est trés dfiéde celui de gestionnaire d’actifs, car euxsseul
connaissent pleinement les engagements de reflaite travail consistant a bien modéliser les
passifs a l'aide d'outils probabilistes), le cadéglementaire (Solvabilité Il etc.) et comptable
(normes IFRS). Les institutionnels remplissent fometion d’allocataire mais pas de gestionnaire.
Ainsi, confier une sorte de manda de gestion gadsif aux asset managers ne leur semble pas
opportun. L’histoire leur a donné raison car lestiganaires d’actifs ont compris trop tardivement
gue le seul benchmark valable était le passif aingulégislation lourde en matiére de gestion
financiére s’appliquait aux fonds de pension.

1.2 Analyse des risques inhérents a la gestion des fende pension :

1.2.1. Les risques liés au passif du bilan

Les risques inhérents au passif sont de deux ®rdes risques techniques d’'une part, et les
risques purement financiers d’autre part.

L’évolution d'un passif est modélisée en effectuates projections basées sur de
nombreuses hypothéses actuarielles :

v le départ a la retraite des salariésl est indispensable que le fonds de pension fesen
des statistiques relatives aux départs a la reteai¢c I'option de rente. Nous pouvons faire
I'hypothése que tous les salariés deviennent msntie disposent du capital a 'age habituel
de départ a la retraite. Il convient égalementalesiciérer les départs en retraite anticipée en
cas de réorganisation de I'entreprise par exemple.

v les démissions il est important de déterminer la loi probabiligiee ces départs en fonction
de I'age, de la catégorie socio-professionnelldeda durée passée au sein de I'entreprise.

v les déces et l'invalidité comme le fonds de pension est soumis a des engat®ufe tres
long terme, il est nécessaire d'effectuer des ajnshts sur l'invalidité et la mortalité pour
tenir compte de I'évolution de la longévité au cde la durée d’exposition du fonds.

v la progression des rémunérations et des rentda prise en compte de I'évolution des

salaires des actifs et la réévaluation des rentesomséquence, sont des hypothéses
importantes a modéliser.

10



La valeur exacte des engagements ne peut doncaitrdée pour les raisons suivantes :

v I'évaluation d’'un passif s’appuie sur des varialdedes hypothéses stochastiques comme le
taux de mortalité, le roulement des effectifs, fagpession des rémunérations, les taux
d’intérét et l'inflation.

v aucun de ces risques n'est transférable (ie. laddiglesur le marché financier. Les assureurs
ont pourtant tenté de transmettre le risque deéwitg) mais ce dernier n'a pu étre légué
convenablement car les marchés des « mortalitgderet des « survivor swap », réservés
a des initiés, ne sont pas suffisamment profonds.pDs, la crise financiére actuelle a
provoqué un severe coup d’arrét a toutes formedraation. Une titrisation correcte de ces
risques aurait contraint les assureurs et les st@sya se prononcer sur leur valeur de
marche.

v' I'échéancier des engagements se déforme au courerdps, suivant les entrées des
nouveaux épargnants et les sorties provoquéegpaéces et les départs a la retraite. Nous
devons par conséquent procéder a des réévaluatigniseres des flux d’engagement futurs.

Nous énumeérons les principaux risques financiere ¢ps actuaires appréhendent pour la
modélisation des engagements : les risques deetadimnflation.

v le risque de taux les changements réglementaires ont rendu oblrgal@ivalorisation en
valeur de marché des actifs et des passifs des fmghension. Nous dirons que les passifs
sont valorisés en « marked to market » ou en «fdire ». Ainsi, quand les taux baissent,
les passifs augmentent et vice et versa.

v le risque inflationniste: Les fonds de pension font face a des engagemehtsgléerme et
l'inflation s’avére étre au cours des décennies ldes risques fondamentaux pour cette
industrie. Un fonds de pension pourra faire appelea produits indexés, comme les
obligations indexées sur l'inflation et les swalgs la I'inflation pour se protéger contre ce
risque.

Les risques financiers seront tres largement &uthés les solutions ALM financiarisées que nous
développerons dans ce mémoire.

Conclusion.(La compréhension du passif : une étape essentiell

L'analyse et la compréhension des risques de passistituent une étape fondamentale dans la
construction d’'une approche ALM pour les fonds dmgion. Une allocation d’actifs sous
contraintes d’engagement, couvrant tres efficacenes risques financiers mais assise sur une
modélisation incompléte du passif, n'a plus grawdeur dans une optique ALM.

1.2.2. Les risques liés a I'actif du bilan

Une multitude de risques plus ou moins graves tfed’allocation d’actifs du fonds de pension.

v le risque de variation des tauxlors d’une hausse des taux, le risque de dépi@tides
obligations apparait quand la caisse de retraiteadrainte de vendre ces actifs avant leur
terme.
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Prenons par exemple le cas d'une hausse du tauariatt survenant juste apres I'achat d’'une
obligation, suivie d'une stabilité de celui-ci jusyl'’échéance. Mathématiquement, en notartel
quer =r le nouveau taux d’intérét & la valeur du®"®flux généré, nous obtenons l'inégalité
entre 'ancien et le nouveau pifxde I'obligation :

pry=— v Gy 4 G pp
@+r)y @+r" @+rh

Nous présenterons par la suite des outils d’angdgsmettant de quantifier le risque de taux comme
la sensibilité et la convexité.

v le risque de réinvestissement des coupoiisse présente lorsque le fonds de pension vend
des obligations avant leur échéance. En cas deebaiss taux, nous ne pouvons plus
réinvestir les coupons au taux actuariel initial.

Prenons par exemple le cas d'une baisse du tauarigttsurvenant juste aprés l'achat d’'une
obligation, suivie d'une stabilité de celui-ci justl'échéance. Mathématiquement, en no@nla
eme

valeur dui~"" coupon percu e¥; la valeur finale du réinvestissement des coupons daux
actuariel r’ tel quer’ <r, nous avons :

Vi ()= C1(1+4r") 7+ Cy(1+r") 8+...4Cy1o(1+r) °+ N < V4 ()

Nous remarguons que les deux risques précéderdaipent des effets opposés sur une obligation
lors d'un mouvement des taux. Pour que 'immundsatilu titre soit valable dans le cas d'une
hausse des taux par exemple, il faut que la plussv@alisée sur les coupons regus et capitalisés a
un taux supérieur avant une certaine date a dé&fmrpense la moins-value enregistrée sur les flux
actualisés postérieurs a cette date. Cette dadaduration, sous I'hnypothése d’une variation du
taux avant la date de paiement du premier coupatuet stabilité de celui-ci pendant la période
comprise entre la date de son mouvement et laidorat

v le risque inflationniste sur les obligations nomites : les obligations nominales ont subi
directement le risque inflationniste aprés les debgcs pétroliers de 1974 et 1979. Un
épargnant qui aurait acheté des obligations d’éadde40 ans avant le premier choc pour un
investissement équivalent a 100 litres d’esserieerait récupéré que moins de 40 litres dix
ans plus tard : l'inflation a rongé le pouvoir dat plus rapidement que les taux d’'intéréts
ne se sont composés et le rendement réel, inflatémtuite, a été négatif. C'est donc un
risque trés sérieux pour les institutionnels aylrg engagements de long terme revalorisés
de l'inflation.

v le risque de liquidité sur les titres détenusnous disons que le marché obligataire est
liquide lorsque la vente d’'une importante quarditgbligations n’a pas d’influence (ou trés
peu) sur les variations de cours. Dans ce cadies pouvons vendre nos titres obligataires
dans de bonnes conditions. Toutefois, il arrive tpenarché ne soit pas suffisamment
liquide pour certaines lignes d’obligations. Auxegudes importants placements qu’ils
effectuent sur le marché obligataire, les investiss institutionnels privilégient des
obligations liquides pour ne pas étre trop expaseés type de risque.

v’ le risque des investissements actions et immobiliErsque les marchés d’actions baissent
fortement, les rendements des titres devienneniffisants et les répercutions financiéres
négatives sur le fonds de pension sont importardesiernier doit doter les provisions pour
dépréciation durable et pour risque d’exigibilitésdengagements techniques. D’autres
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provisions peuvent également intervenir comme gadlar aléa financier et la provision
globale de gestion.

Ce sont des risques dont les fonds de pension pesgg@rémunir aisément :

v le risque de signaturgappelé aussi risque de défauty’est le risque que I'’émetteur ne
rembourse pas les coupons et le nominal a la deteu@ par le contrat d’émission.
L’émetteur peut se trouver dans l'incapacité d’hrencses engagements ou bien refuser
volontairement de remplir ses obligations. La régtioh des dettes tsaristes par Lénine en
1918 n’était pas motivée principalement par l'inmeifé de payer mais par une volonté
politique de faire «table rase du passé » et depre avec « l'ordre bourgeois ». Les
investisseurs exigent une prime de risque qui Bmittion du risque de signature de
'émetteur. Les fonds de pension francgais investissnajoritairement dans de la dette
d’Etat car le risque de défaut du papier est afssble.

v le risque de change ce risque apparait pour des épargnants francaigastisseurs
institutionnels détenteurs d’obligations émisessdane devise étrangere. Le but de cette
opération (appelée « carry trade ») est de profiesr périodes durant lesquelles les taux
étrangers a long terme sont supérieurs a ceux ou® tnouvons en France. Pour exemple,
les taux a 10 ans rapportaient en juillet 1999 & en France et du 6% aux Etats-Unis.
L’épargnant qui a investi en Treasury bonds peecé9 au lieu de 5% mais il peut subir un
important risque de change. En cas de hausse dar ¢galr rapport a I'euro, ce dernier
réalisera un profit & la fois sur les intérétsatle capital. Par contre en cas de baisse du
dollar, le gain sur les intéréts est toujours lemaénais il va perdre sur le change. Les fonds
de pension francais, fortement contraints par ggeréentation, n’'investissent généralement
pas dans des devises autres que I'euro.

1.2.3. Les risques liés a la gestion coordonnée de 'actédt du passif

Ce sont des risques fondamentaux inhérents a laoigedLM qu’il convient de maitriser
impérativement. Nous montrerons que ces risquesao cceur des préoccupations des solutions
d’adossement actif passif modernes comme le LDI.

v le risque d'illiquidité: ce risque se présente lorsque la caisse de eetraitdispose pas
suffisamment de trésorerie pour honorer ses engagsmUne mauvaise anticipation des
évolutions économiques, du comportement d'épargnedes dérives démographiques
conduit le gestionnaire de fonds a mal provisionetetarifier ses prestations. Le risque
d’illiquidité devient important lorsque les risquasl’actif et au passif ne sont pas bien
maitrisés.

v le risque d’effectuer un mauvais diagnostic des itales risques de nombreux gérants
de fonds de pension ont cru que le risque résatméntiellement dans leurs sélections en
matiere d’allocations d’actifs : les titres obligakes améneraient une bonne sécurité alors
gue les actions présenteraient des risques impertaialhneureusement, les risques
principaux auxquels ils sont exposés ne résidentpas la sélection des classes d’actifs.

Les études actuarielles révelent en effet questgua principal pour une caisse de retraite (cala va
également pour une compagnie d’assurance vie oubangue) provient de la différence de
duration entre son actif et son passif. La sentdhilu fonds a un changement de taux est d’autant
plus grande que sa duration au passif est longunsi,Ales entreprises qui ont des engagements
sociaux de 30 ou 40 ans sont profondément sensihleg faible variation de taux. Si ces dernieres
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ont acheté des obligations de durations inférieareslle de son passif, une évolution baissiére des
taux frappera plus grandement son passif que soif: deurs valeurs s’apprécieront par
actualisation des flux futurs mais avec des intéadgiifférentes.

Prenons I'exemple d’'une caisse de retraite papant chague échéanéedes pensions
|, qui s'apprécient au taux constast (ie. |, =I,(L+ A)*). L'actif de la caisse se compose Ne

obligations perpétuelles payant un taux d’intér&upérieur ad. Lorsque le fonds de pension
valorise ses engagements en prenant comme tautualisationr, nous trouvons une valeur du

passif égale & = ) l = 1+4

= [@L+r) r—A
Une diminution du taux provoque une hausse de la valeur du passif plpsriante que celle de
l'actif, et le ratio de financemeAV/P de la caisse de retraite se dégrade. Pour reogplobjectif de
ratio de couverture, une diminution du taux a ltemgne contraint la caisse a accroitre le nonhbre
de rentes perpétuelles. Le gestionnaire devra eichaee quantité importante de titres obligataires,
ce qui conduira & une nouvelle dépréciation des. tau

|, et une valeur de l'actif égade: A = Npavecp = %

Les fonds de pension cherchent donc a résoudre deyxoblématiques apparemment
contradictoires : ils cherchent d’'une part & diminwer les risques liés a leur passif, et d’autre
part a améliorer la performance de leurs actifs.

Conclusion. (Gestion des risques d’'un fonds de pension)

Une bonne gestion ALM nécessite non seulementtude #ne des risques intervenant au passif et
a l'actif, mais également une analyse approfondiela maniere dont sont coordonnés l'actif et le

passif du fonds de pension. Nous verrons que tdeseséthodes ALM construites en pratique
souffrent de ce manque d’expertise dans I'analgsergques.

1.3 Les technigues d’adossement actif passif fondamei¢s et leurs limites

L’objectif de ces techniques de couverture estcderdonner les flux d’'un portefeuille
obligataire avec ceux générés par le passif. Léstians les plus connues pour répondre au
probleme d’ajustement actif passif sont les teamsgdeCash Flow Matchinget de Duration
Matching

Les méthodes de dédication constituent le soclaosebreuses solutions ALM comme le

LDI. De ce fait, il est indispensable de présetdsrméthodes de dédication pour bien comprendre
la construction du LDI, et sa valeur ajoutée eniénatde gestion des risques financiers.

1.3.1. Le portefeuille efficient de Markowitz Sharpe et Tht dans un cadre ALM

L'analyse du portefeuille efficient dans un cadigvha été conduite par Sharpe et Tint en 1990.

Nous considérons un portefeuil® composé deN titres risqués et de l'actif sans risque. Leur

rendement est respectivemel;ﬂt iD[l N] et r,. La proportion de l'actin® i [J[O,N] dans le

portefeuilleP est notey et les valeurs du portefeuille &0 etl V, etV:.
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Ent =1, la valeur du portefeuille vérifie :

Viz (1) @Vet Y AV (41 )@ +Y LH)a) Vo.

~ N -~
En notantr,= r,w, + Zricq le rendement du portefeuill®, nous obtenons les relations
i=1

suivantes poulE(r;) et Var(r;) :

N N

\}1=(1+ r;)Vw E(r;):rowo + iE(Fi)cq et Var(r;): ZZ@ijov(Fi,r;)

i=1 j=1

Les investisseurs recherchent les portefeuilles pyé@sentent une volatilité minimale pour une
espérance de rendement donnée. lls ont une fordttiditité U de la forme :

U(E(r,),Var(r.))= A E(r,)- Var(r,) ol AR, .

Nous imposons maintenant a notre portefeuille wmérainte de passif de rendement aléatqire
L= (1+1) L.
Ses valeurs eh= 0 et1 sont notéed , et L, . Le surplus actif passif sera respectivement égal a

A, =V, - L,et A= V- I:ient=0 et1.Son rendement est égal a:
r;= r;,- L r~L
0

Mo+ bbb o= (Mlipetr = (2
VO VO VO VO VO LO
dou rg= rp- V_Lz rn

- - -L-V, +
Preuve.rg= BBy ML Vorl, o

Dans un cadre ALM, linvestisseur s’intéresse usigent au rendement du surplus actif passif car
c’est le rendement du portefeuille net des engagende passif. De ce fait, il recherche les
portefeuilles qui, pour une espérance de rendemente passif donné, présentent une volatilité
minimale. Il a une fonction d’utilité de la forme :

U(E(rs).Var(rs ))= A E(ry )- Var(ry)

Résultat 1.(Fonction d’utilitéU dans un cadre ALM)
Le programme de maximisation de l'investisseur dananivers actif passif s’écrit :

Max U(E(r;),Var(r; ))= Max AE(r;,)- Var(r;)+2ViCov(r1,rP)

Fofpoy IEERREUN 0

Preuve U(E(Ts ) Var(rs )= ACE(T:) - {2 E(R))- Var(ro- (1)

0 0
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- - - -~ -~ -~ -~ 2 - -~ -
Or, Var(r, - % r. )= Cov(r,- Vh Mo, M- Vh r.)=Var(r,)+ %Var(rL )- 2Vi Cov(r_,rp)

0 0 0 0 0

D’ou, U (E(r ), Var(r )= AE(r )- I'OAE(r )Var(r )- \l;o Var(r, )+2\|; Cov(rL, o)

0 0 0

Un terme supplémentaire liant les rendements dxifl'at du passifZViCov(rL I ) est apparu.
0
Son importance dans la fonction d'utilité est dieecent liée au rapport entre la valeur initiale des

engagements et celle du portefeuille d’acJ#is.
0

Résultat 2.(Fonction d'utilité dans un cadre ALM)

La fonction d'utilité retirée de l'allocation d’aifs P, reflétant le comportement et les préférences
de l'investisseur en matiere d’allocations d’actitsest profondément modifiée en présence de
contraintes d’engagement. Ce modeéle, bien que sitapinontre combien le métier de gestionnaire
actif passif est différent de celui de gestionnad®&ctifs : une bonne compréhension et
modélisation du passif est indispensable pour fooudes allocations d’actifs de qualité,
correspondant aux attentes d'investisseurs sourdesaontraintes ALM.

Les sociéetés de gestion ont beaucoup utilisé tage du portefeuille optimal de
Markowitz pour proposer des allocations d’actifeudrs clients fonds de pension. Pourtant, ce mode
de gestion financiere integre trés mal les probté&as du passif car 'approche de Markowitz est
a la base une méthode d’allocation d’actifs puranDun cadre ALM, cette méthode se focalise
uniqguement sur la deétermination de [lallocation ctifa, les engagements de passif étant
simplement des contraintes supplémentaires a premdcompte.

Les nouvelles solutions d’adossement (comme le lAdfptent une philosophie de gestion
radicalement différente car elles mettent pourréapére fois le passif au centre de leur objedif d
gestion, la recherche de sur-performance étanté&guthns un second temps, une fois les risques de
passif bien maitrisés.

Graphique 2. (Deux orientations de gestion ALM opposées)

Deux visions difféerentes de la gestion ALM:

_Passit~_ Surperformanee
/ / _\ __._.f/ = \\ N\
( ( Allocation \}\ E—
\ \ d’'actifs ) / ‘
\ ‘\1____// / \'\\‘\:xvi e ]
S — R —

Approche de Markowitz Approche moderne {(ex. LDI)
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1.3.2. Principe du Cash Flow Matching

La méthode d€ash Flow Matchingest la solution la plus intuitive pour assurepdéement
des flux de passif attendus. Elle a été présendéelep mathématicien économiste Tjalling C.
Koopmans en 1942.

Le montageCash Flow Matchingest un portefeuille obligataire qui produit, palrague
date de paiement, des flux futurs égaux aux engagisnadu fonds de pension envers ses clients.

Nous présentons deux algorithmes permettant |stagrtion d'une solutior€ash Flow
Matching Nous supposons que le marché financier disposeothigations a coupons fixes
nécessaires a notre adossement.

En prenant les notations suivantes :

-N 'échéance estimée de I'échéancier de passi
'engagement de passif de I'échéance

Ln
- Q, quantité d'obligations couponnées d’échéancéeacheter
- P, poids des obligations d’échéantdans notre allocation d’actifs
- C, coupon donné par I'obligation d’échéance
- CF, versement final de I'obligation d’échéance
- 2, cumul des coupons des échéances postérieliéetdancen

Nous achetons des obligations d’échéad@mur une quantité égale a,@ C;E . Nous déduisons
N

ensuite des sorties du fonds d’échéances antesiefure n< N -1), les coupons de ces

obligations. Nous répétons I'algorithme pour I'atrdernier flux, et ainsi de suite jusqu’a avoir
effectué tous les flux des engagements. Mathénetieat, cet algorithme s’écrit :

L
Pourn =N : > =0 et Q=X
N Q CF,
: — . — _ L2
Puispoum=N-1: > ,,,=C,Q*+ X , etQ,_ =—"*+—"7"=
CR,
.. . . L -2
Et ainsi de suite poun= N-2 puisN-3etc. : > ,=C,,Q .+ 2 ., etQ,= nCF n

n

N Q
avec) P=letP ==

i=1 ZQI

i=1

Résultat 3.(Adossement parfait des flux de passif)

En supposant que tous les titres obligataires reaiess a notre adossement soient disponibles sur
le marché, nous avons montré I'existence d’'un pewuile permettant de produire les flux futurs
attendus. Nous obtenons une réplication parfaiteftlex de passif.
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Graphique 3. (Implémentation théorique dtiash Flow Matchiny

Cash Flow Matching
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Echéances

Nous optimisons l'algorithme dGash Flow Matchingafin de déterminer le portefeuille le moins
colteux qui génere les flux d’engagement futurfodds de pension.

En prenant les notations suivantes:

- n[4N] ouN est le nombre d'obligations dans le portefeuille
- tO[LT] outestl'échéance de paiememtes engagements

- P, estle prix de la*™ obligation

- L, est le montant de 'engagement de I'échéance

- X, estle nombre d'obligations na acquérir

- CF,,est le montant du versement def&° obligation a I'’échéance
- X=(Xq, ..., X% ) représente l'allocation du portefeuille d’actifs.

- P=(P,,..., Py) représente le vecteur des prix des obligations

Le but est de trouver le portefeuille de colt miigui respecte les contraintes d’engagement :

N
Min > Px = ‘x P

n=1

SC.ZN:CFLn.xn >L, OtO[LT] ;% 200 0[LN]
n=1

Pour résoudre numeériguement ce programme linéaimes pouvons utiliser l'algorithme du
simplexe de George Dantzig [1947].

Les swaps zéro-coupon indexés inflation permetuiatconstruire des solutionGash Flow
Matching pour des échéanciers d’engagement revalorisésirdiation. Nous procédons a une
titrisation du risque inflation : nous transférores risque du fonds de pension vers les marchés
financiers.
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Prenons le cas d’'un fonds de pension devant hoonarengagement de 55,76 M€ réels dans 20 ans
le ler janvier 2030. Les niveaux du taux nominaldet I'inflation moyenne dans 20 ans le
1% janvier 2010 sont respectivement de 4,5192,5% Un swap zéro-coupon indexé sur l'inflation

a 20 ans est disponible sur le marché et son teeekleven inflation (égal a l'inflation moyenne
espérée de 2,5% majorée de la prime de risquedée) @st de 2,9%

Résultat 4. (Titrisation du risque inflation par les swapserds)

Déroulement de I'opération de titrisation
En 2010: Le fonds de pension entre dans un swap Z.C Inflation 20 ans

Paiement de I'inflation (en ME) : 55.76[(1+ 10, (1 + D0 ). (14 Lppae) = 1]

/’fﬁ

Fonds de pension Contrepartie du Swap ZC Inflation
@ =

Paiement du fixe {en ME): 55,?6[(1+ 2,952 - 1J

En 2030:

En 2030: Le fonds de pensien devra decaisser (en ME):

35 76[(1+2.9%)2° —1J Cauverture cantra linflatian 55.76[(]+ L) U+ gy (14 Lgegd = 1] Inflation réalisée

Paur abtenir le maontant
5576 Mortant de l'engagement de l'engagement final 5576 Montant de l'engagement

Flux futur (en 2030) Flux futur {en 2030)

20
WA de lengagement = M
(1+4.51%)"

Un échéancier de passif se déforme au cours dustemgonction des entrées (nouveaux
cotisants) et des sorties (déces, départs a laiteetetc.). Ses flux d’engagement doivent étre
régulierement réévalués. Ainsi, il est inutile dmibir adosser de maniere précise chaque flux de
I'échéancier par un zéro-coupon de méme maturitéqst les flux d’échéances longues ou les
risques actuariels et l'incertitude sont les pliengs).

Lorsque les niveaux des taux sont bas, les pr titees obligataires sont élevés et
l'investissement dans une soluti@ash Flow Matchingpeut s’avérer trés colteux. Le niveau des
cotisations exigé en retour par le fonds de pensegma trés important, et 'organisme assureur
proposant cette technique d’adossement risque ganétre compétitif face a la concurrence lors
de la réponse aux appels d’offres.
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Les obligations zéro-coupon ne constituent pasnanché suffisamment liquide pour la
solutionCash Flow Matchingll est impossible de trouver, pour chaque échéalecpaiement des
prestations, un zéro-coupon de maturité identiguetqut pour les échéances longues). Toutefois,
les banques d’investissement peuvent concevoir pl@sr montants de capitaux apportés trés
conséquents, des montages a base de zéro-coupthétispies de maturités celles attendues. Cela
obligerait les assureurs a effectuer des pools otelsf de pension, opération interdite par la
réglementation en vigueur.

Nous implémenterons u@ash Flow Matchingmodifié qui aura une allocation en deux
fonds basée sur un critere de séparation temporellet terme/long terme : le premier fonds,
FEMTN, visera a répliquer les flux d’engagement claurt terme alors que le second fonds, un
OPCVM diversifié, prend progressivement le relas’&@8MTN pour le paiement des engagements
de long terme.

1.3.3. Principe d'immunisation en sensibilité et en convat€ aux risques de taux et
d’inflation

La technique d'immunisation en duration (ou en Huiit®) a été présentée en 1952 par I'actuaire
Franck Mitchell Redington dans le papieReview of the Principles of Life-Office Valuagen

L’idée de ce montage est de structurer un portidediactifs de maniére a ce que la dérivée de sa
valeur par rapport au risque de taux d’intérét &géle a celle du passif.

Graphique 4. (Immunisation euration Matching

A Waleur actuslle des actifs et des engagements

L

-dr <— 1g —> +dr Taux d'intérétr

Nous notons :
A la valeur actuelle de notre portefeuille d’agtif
L lavaleur actuelle du portefeuille d’engagement
A l'opérateur d’écart entre I'actif et le passth(r) = A(r) — L(r).

Lorsque nous sommes en présence d’une structueedgsa taux d'intérét, nos deux valeArst L
sont sensibles aux variations d’'un seul taux d'étté. La sensibilité globale de I'actif (ie. du
passif) est par conséquent égale a la somme pandésésensibilités des titres le constituant.
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T
Nous avonsA(r)= (1A y L(r)= Lo L o ou (A;) cir €t (L) iy représentent les flux
i=1 i=1

d’actif et de passif sur la penoc[tET], pouvant étre nuls pour certaines échéances.

Notre bilan étant en équilibre en t=0, nous ava(g = 0) Si nous faisons varier notre tauxie
a, nous cherchons les conditions nous permettantoa’alldr, A(r,+d)=L(r,+dr) (ie.
A(r,+a) 20, Od ). Ces derniéres sont appelées conditions d’'immatinis. Ainsi, la fonction
Adoit étre positive et admettre un minimum local rgrmvecA(r, = 0. Les conditions nécessaires
et suffisantes sont dans ce cas :

CN1: A(ry,)=0 < A(ry) =L(ry)

cda, dA, . _ dL LA o S
CN2: a(ro) =0 < E(r‘)) - a(r(’) - ,Z;‘(l+ro) ,z(l+ro) - A(r).Z:;‘(1+ro)
L(lr).z;“(- _(carA(r,) =L(r,)) = D,=D,

. dA _d°A d’L _ Ni+DA | i+,
N3 g () 20= ()2 e () ;(1+r0)i Z(1+r0)

1 Si(i+D)A 1 —i(i +L _
ALY & ) C Ly & @y r2 G

Résultat 5.(Conditions nécessaires et suffisantes d'immuioisi

Le gestionnaire du fonds de pension devra respdege contraintes suivantes pour se
couvrir contre les risques d’illiquidité et de taux
CNL1 : Les valeurs actuelles de I'actif et du gpbdoivent étre égales
CN2 : Les durations de I'actif et du passif doitvétre égales
CN3 : La convexité de I'actif doit étre supériea celle du passif

Lorsque nous supposons que la courbe des tautéidEim’est pas plate (|e. les valeurs de
I'actif A et du passit. sont sensibles a plusieurs taux de maturitésrdiifés) mais que tous les
taux subissent la méme variation (ie. nhous avond&ptacement paralléle de la courbe des taux),
les conditions nécessaires et suffisantes en reatiBnmunisation restent encore valables.

Le déplacement paralléle de la courbe des tawedmrune hypothése trés forte. Les taux
courts et les taux longs peuvent évoluer avec deditades différentes. Il est habituel d’observer
des changements de pente et des déformations rifonmes de la courbe dans le temps. Ainsi, le
matching des durations de l'actif et du passif ese méthode relativement approximative.
L'expertise LDI cherchera a améliorer cette techaign proposant une analyse beaucoup plus fine
du risque de taux.

Nous implémenterons uBuration Matchingamélioré qui aura une allocation en deux
fonds, basée sur un critere de séparation tempocellirt terme/long terme : le premier fonds,
composé d’obligations, visera a égaliser les domatide I'actif et du passif, alors que le second
fonds, un OPCVM diversifié, prendra progressivenlentelais pour couvrir les engagements de
long terme.
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Partie 2. Développement théorique d’'une solution ALM : le Lidbility Driven
Investment (LDI

Lors des réponses aux appels doffres, BNP Parfiraposait les trois techniques
d’adossement actif passif étudiées précédemmerdpprbche de Markowitz, le&Cash Flow
Matchinget leDuration Matching Dans le but d’étoffer leur palette de solutiohs’acquérir une
meilleure expertise ALM, BNP Paribas a souhaitéettfiyper une solution actif passif financiarisée
proposée au départ par les banques d’investisseshégs sociétés de gestion anglo-saxonnes : le
LDI. Le but de ce mémoire sera de développer upertise LDI et de la comparer ensuite aux
solutions ALM traditionnelles.

2.1 Fondement théorique du LDI et théoreme de séparatio

2.1.1. Le modéle stochastique de Merton Martellini Milhau[2006]

Nous modélisons une économie composée dectifs risqués et d’'un actif sans risque sur un
intervalle de temp§0, T,], par un espace probabilisé filtr& (A, P) ou la filtrationA :{Ft,t > O}

est telle quer ,={0}, ., O0Q etT = J({\Mi;i :l,...,n}) 0t >0. Les n mouvements browniens
W' proviennent des dynamiques des actifs risquéso@ notons' le prix de I'actif n° i, nous
modélisons les dynamiques des actifs risqués par :

dP,= P, (gdt+> o;dwW’)
=1

et pardP;= P ’rdt celle de I'actif sans risque.

En adoptant les notations vectorielles suivantes :

H
_| X Lo L
U= le vecteur des rendements espérés pour toustlEssrarjués,
H,
Jll aln
o= la matrice de variance covariance entre ces actifs,
Unl Unn
R dR’
P.=| ~|etdP,=| " |, les vecteurs des prix et des variations desde#actifs risqués,
n n
R dr
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W,=| 7 |etdW, =| " |, les vecteurs des mouvements browniens des &stifses.
\/\/tn dWﬂ

Nous obtenons I'équation différentielle stochastiquectorielle) régissant la dynamique des prix
des actifs risqués :

dP,= P (dt+0,dW)
Le modele considere queet o sont des processus stochastiques mesurables tioveriaornées.

Concernant I'évolution dynamique du passif, nouspaohs le processus stochastique suivant :

dL =L, (s dt+ 0, dW' +0, dW)
i=1

ou le risque global des engagements se décomptee/éles risques financiers ®¥¥¢ les risques
non financiers (actuariels, mortalité, turnoverstiaff etc.). Les risques financiers et les risquas

financiers sont supposés indépendan®®= OW' [Oj=1,..., n La solution de cette équation
différentielle stochastique scalaire est de la form

Ly=L 7T (tT)

ou PT) = exp( (4 (9) "0, (99, (S)ds+ [ 'o,dW)

N(LT) =exp([ (a7 (9ds+ [ o (s)o W)

dw/
avec : o =| .. | etdW, =

" dw"

S

Nous remarquons que, 77(t,T) est I'expression généralisée de Black & Scholes da cas ou la

partie martingale du processus est composée ld®wniens corrélés, et qug (t,T)est la partie
dérive-martingale supplémentaire que génerenidgaes non financiers.
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Définition 1. (Objectif de gestion financiére dans une expetti3p

Nous définissons le ratio de financement actif/fpasscomme le rapport entre la valeur de I'actif
global A et celle du passit, :

T =

A
L,

Notre gestionnaire de fonds de pension cherchesa protéger contre le risque d’illiquidité. Pour
n’importe quel instant T dans l'intervalle de tenips T,], il cherchera & maximiser son ratio de

financement £ en tenant compte de son degré d'aversion pouridgue, modélisé par une
fonction d'utilité U :

maxE[U(F ;) /1.

Nous devons déterminer la dynamique du r&ioConnaissant déja celle du padsif il convient

de déterminer celle de I'actify afin d’appliquer le lemme d’Ité ﬁ
Wl,t
En notant le vecteuw, = | ... | les proportions investis dans lesctifs risqués, on en déeduit la
Wn,t
1
proportion investie dans I'actif sans risque=wloul=|...|.
1
Nous déduisons ainsi la dynamique Ae:
d dP dP dR IR d
da' = A T-wl) B Ry oy BBl = (st odw) et BBt
B, R R " pn B,
dR"/R

Il s’ensuit que dA" = A"[(r+w (g —r1)dt + ‘'wo dw,]

(ﬁ)—L[dA ﬁdL[ Ltd<A Lt>+ﬁd<Lt>

Enfin, en utilisant les dynamiques d¢ et L, établies ci-dessus, nous trouvons celléd=de

dr"
R

=((r _/J|_+ oo + UL g)dt+ w((y-r1) - OUL)dt +( wo— UL)dW gy, de

CommeW* OW' [j =1,..., n,nous pouvons définir un rendement espgféet une volatilitéoy
pour notre ratiofF, :
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,u;vz (I’ —H +tULJL + Uf,g) + tW((/J_ rl) - JJL)
of?= ‘'(wo-'og)) (wo-'o.) + g, ? en utilisant le théoréme de Pythagore.

diR" _
W

t

Il s’ensuit que : = ul dt+ oﬁvdV;/t

Le programme de l'investisseur s’écrit (t,F, ) = maxE [U (F;) /Ft]

D’aprés le théoréme de Hamilton Jacobi Bellman 7195 est solution de I'’équation différentielle :

2
J,+ max( ¥, J)=0ou l.IJWJ:,ugF g_i+ial\év2|:2 0°J

2 oF?%
w’ esttel que W . J=max( ¥, J)etverifie ai W J=0 Oi=l,...,n
" W,
2 W2
Il s’ensuit quew” est tel queFa— Optg (W*)+1 20 Jz 00 ( ) 0
oF ow 2 oF* ow

o lopa
or, 2He (w*): (u-r))-oo, et a\;

" ow

(W* ) = 2((wo'o-00,)) do

2

w’ vérifie F g—i((u— r)-oo, ) +F? ZFJZ ((tW*UtU—UUL))=0

0J aJ
douw = -—9E_ (5i) * (u-r1) + @+ ) (o) g,
0°J a
F 2 F 2
oF oF
0°J
En introduisant le concept d’aversion relativeiaque y = - 66—52 nous trouvons que
oF
w=2(00) (u-r)+ @-3) (o) e,
4 4

Résultat 6.(Décomposition du portefeuille d’actifs risquésdaux fonds)
L’allocation en actifs risqués se décompose en dencts ayant des proportions égales a :

1 - 1 -
_tl t 1 -r1 t(1-= tlt 1 ]
S 1o0)? (w-r) et@-)) 1 (o) a0,
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Le premier fonds est le portefeuille efficient daignce minimale introduit par Markowitz. C’est
un portefeuille de performance qui ne tient pas mende nos contraintes d’engagement : il est
décorrélé du passif. Le montant investi dans céefmrille est proportionnel au degré de tolérance

au risque1 de l'investisseur. Nous appellerons ce fopdgefeuille de performance (PSP)
4

Le deuxieme fonds est le portefeuille qui minimigevolatilité du ratio de financement, . En
effet, nous montrons facilement que la fonctigfi’= * (wo-'o,) (wo-'o,) + o, ? atteint un
minimum o, , > enw "= (‘o) g, en utilisant le fait que :

1 .
det()
On peut également montrer que ce portefeuille maeirta covariance entre I'actif et le passif
(‘wo)o, sous la contrainte que;='(‘wo (‘wo). En effet, en maximisant le lagrangien

(‘o)*'= com('o) et con(‘o)="com(o).

L = (‘wo)a, - A('(‘wo) (‘wo)- ¢7), nous montrons qu%(w”) = g0, -2 A'oow =0 dou

w’ U (‘o) o,. Ainsi, ce portefeuille tente de s’adosser le glossible a nos engagements de
passif. Nous appellerons ce fopartefeuille d’adossement (LHP)

Résultat fondamental 7.(le théoréme de séparation en deux fonds)
Le théoréme de séparation en deux fonds est a kebde toutes solutions LDI :

Fondement du LDI : le théoréme de séparation

Portefeuille de couverture Portefeuille de performance
Liability Hedging Portfolio (LHP) Perfarmance Seeking Portfalio (PSF)
Instruments cash (Obligations nominales et indexées...) Diversification des classes d'actifs (Actions, Hedge Funds...)

ou derivés (Swap de taux et dinflation)

Source : LAgefi

Matcher le

G Acitsa : Generer de la
. Actifs d'a, Actifs de
passif =

performance pe rfo rmance

Portefeuille LDI

L'objet de la troisiéme partie de mon mémoire va ée construire en pratique notre portefeuille
d’adossement LHP et notre portefeuille de perforoarPSP. Chaque société établit ses
portefeuilles LHP et PSP avec une méthodologie Iguiest propre. Par exemple, I'équipe

d’actuaires de BNP Paribas a souhaité que leur Latibsse trés finement en sensibilité notre
échéancier de passif pour les risques de tauxiefiation.
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2.1.2. Rapprochement avec la méthode CPPI en assurance plertefeuille.

Nous intégrons dans notre modéle une contraintiemégntaire contre le risque d'illiquidité : la
valeur des actifsA doit étre supérieure a un multipkede la valeur actuelle des engagements

L, (ie. A =kL,). Nous supposons de plus que les parametres delen@d, o etc.) sont constants.

Nous montrons alors que les solutidi3l s’apparentent a la métho@#PI1 (Constant Proportion
portfolio Insurancég en assurance de portefeuille :

Le programme du gestionnaire du fond de pensioédéerit : maxE[U(F ; -K) /Ft] et l'allocation

optimale devient :

o i) (e (1o ) (121K 1o 2 oy
_T/(aa) (,u rl)(l Fj+[1 y(l ED (1 y)(U) o..

t

Ainsi la richesse investie dans le portefeuillgpdeformance s’éleve a :

Ls(oo)  (u-rn) A-*A| = L 1(o0)  (u-ri (A -]

Résultat 8.(Montage LDI et assurance de portefeuille)
Le portefeuille LDI s’interprete en termes de fer@PPI : kL, est notre plancherA —kL,

est notre coussin, et le multiple est la quantitd (¢'a) * (u-r1).
4

La valeur restante a I'actif, une fois déduite laleur des engagements réglementaires, peut étre
investie dans un portefeuille de performance qusesoucie plus des contraintes ALM.
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Graphique 5. (Le LDI vu comme un CPPI dans un contexte ALM)

Coussin:

A — kL,

Contraintes de Passif

kL

Valeur du portefeuille en t A

Reallocation du portefeuille autofinancé

Multiple * (Cousin / Valeur du portefeuille)

K K K =13 i d'actits ri 2
1 - Multiple * {Cousin / Valeur du portefeuille) ropartion @actis risdues

B Proportions d'actifs sans risgues

Allocation du portefeuille en t*

2.1.3. Raffinement et robustesse théorique du modéle stoastique [2008]

Connaissant les principaux risques financiers aebsqaont exposés les fonds de pension, nous
pouvons raffiner notre modéle sur sa partie allooat’actifs. Cette derniére se compose désormais
de n actions représentées par un indice synthét®jukune obligation zéro-coupon nomindbeet

d’'uneobligation zéro-coupon indexée sur l'inflatigi™ .

Sous Q, A P) nous modélisons les dynamiques des taux et dadaecactions par :
v le taux court nominal par un processus de Vasidék = a (b - R )dt + o, dV\ZR

v le niveau de l'inflation par un modéle de Black &®les dY,= ¢ Y, dt +a, Y, dW"

v' les valeurs des actions par un modele de Black & Schalé$ =y Sdt +o S o\/\/t_S
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Nous supposons que le nombre d’actifs est identgueombre de facteurs de risque influant leur
rendement, et gqu’il n’existe pas d’opportunitésriimage.

Il existe ainsi une unique mesure de probab@it&quivalente & sous laquelle :
- les prix actualisés sont des martingales
- on détermine une unique prime de risque vectorielle

Q est la probabilité risque neutre et il existe @Qaimouvement browniem+2 dimensionnelW

fonction desP- mouvements brownien&/® W' , WS et de /.

Sous Q,A Q), les dynamiques des processus précédents s’écpwant

v le taux nominal : dR=a (b -R,)dt+'g,dW ou b=b- § ‘g, A

v le niveau de l'inflation:  dY,= ¢Y,dt+Y,'c, dW ou ¢= é-‘aY A

v les valeurs des actions :  dS=r Sdt +'c.dW,

Les dynamiques de l'actif globa, et du passifL, sont liées par I'équation suivante :

dA= AR+ '@oaldt+ A 'wo, dW -dL,

v' 0, est le vecteur des volatilités des actifs risqags (US Og UB.nf.)
v« est le vecteur des poids des actifs risgués (cas Wy a)B.nf.)

Sous la probabilité risque neut@ela valeur actuelle du passif est égale a :

S
To —|rdu

L=E%|[e" dV/F|,t<T,

t
t

Si nous considérons un modele traitant d’'un fluxtiom d’engagements, la dynamique We
devient: dv,=1,dt.
Dans le cas d'un flux discret de prestationdeocgynamique s’écrit :

N
dV,= 3l dH avecH; = 1.
i=1

out, représentent l'instant dd™ paiement relatif aux engagements.
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Rappel. (Objectif de gestion financiére dans une expetti3h
Nous souhaitons a nouveau maximiser le ratio dantement E en tenant compte du degré

d’aversion du gestionnaire du fonds, a un instarglgonque T compris entre t €} :

maxE[U(F ;) /]

Nous admettonfcf. Karatzas et al.(1987), Cox and Huang (1989 &t Binsbergen and Brandt
(2007)]que la solution optimale” & ce probléme s’écrit

W:: (1_7];} (a (To_t)at_l JR+0-I_1 UY) +7];Ut_1/]

Résultat 9.(Décomposition du portefeuille d’actifs risquésdaux fonds)
Nous retrouvons le théoréme de séparation en fienots LHP et PSP ou la proportion
d’actifs risqués w se décompose en :
w= (a(T-t)o; ogtolioy) et W= o)

Le théoreme de séparation reste toujours valable ples modélisations plus fines de I'actif et du
passif. Dans la théorie, ce résultat démontre laustesse du montage LDI face a des actifs et des
engagements fluctuants.

Remarque fondamentale. (Le risque de modéle en ALM)

La crise financiere actuelle nous rappelle toutefsique I'économie réelle est une économie des
extrémes, dans laquelle intervient un « hasard saage ». Il est nécessaire d'utiliser des outils
stochastigues modélisant cette sorte de hasard pomouvoir gérer des risques réels avec
efficacité. Les méthodes qui se servaient du « hadasage » de la loi gaussienne (comme le
LDI théorique) ont été largement utilisées au XXeigcle, avec les incidents qui en ont découlé
(risque_de modele avérg Dans l'avenir, des méthodes stochastiques performees feront
appel notamment a la théorie des valeurs extrémes @ux processus stables non gaussiens de
Lévy. A l'évidence, une analyse critique devra étreeffectuée sur ces nouveaux modeles
complexes.

Plus généralement, la modélisation ALM est un travihprospectif qui présente des limites car

il s'appuie sur des scénarios qui perpétuent géndement les tendances empiriques : la gestion
ALM est soumise aux risques de simplification et denauvaise interprétation, au risque de

modele a l'actif (évoqués ci-dessus) et au passi€ofnportements clientéle, hypotheses
d’écoulement des rentes etc.), et au manque de pigion et d'exhaustivité du systéme

d'information de la caisse de retraite.
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2.2. Analyse quantitative des risques de taux et d'infiéon pour le LDI

2.2.1. Evaluation du risgue de taux pour les obligations ominales et les swaps

Nous étudions trois cas possibles :

v La courbe des taux est plate et subit des traoskatiniformes dans le temps
v La courbe des taux est quelconque et subit deslataons uniformes dans le temps.
v' La courbe des taux est quelconque et subit desrdéfmns quelconques dans le temps.

Nous prenons les notations suivantes :

v" C le coupon de I'obligation

v" N la valeur de remboursement du principal
v T ladate d'échéance de I'obligation

v' r le taux actuariel de I'obligation.

Nous formulons les hypothesleli etH2 suivantes :

H1- La courbe des taux est platke:prix d'une obligation dépend d’'un taux unigue
H2 -La courbe des taux subit une translation umferdans son ensemblguelque soit leur
maturité, les taux subissent des variations idapsq

Nous définissons plusieurs outils d’analyse duugsde taux : la sensibilité et la convexité d’'un
titre obligataire.

Définition 2. (La duration de Macauley d’une obligation) :
La duration D d’une obligation se définit comment@yenne des échéances de chacun des

flux, pondérée par les proportions des flux dangadkeur globale du titre :
C, 1 v G 1 < Cr 1<

D=t,x—21 _ Z+t,x—2 _ 4 +t, =

@+r)+ P @+r)> P

O P

Résultat 10.(La duration comme date d'immunisation contredgue de taux)

La duration s’interprete comme la date future atpaste laquelle I'obligation est immunisée contre
le risque de taux. Cette définition est valablegueiment dans le cas ou se produit une variation du
taux avant la date de paiement du premier coupoquet celui-ci conserve sa nouvelle valeur
jusqu’a la duration.

Dans le cas d’une unigue hausse des taux avaetdement du premier flux, la plus-value réalisée
sur les coupons recus capitalisés a un taux supérenpensera la moins-value enregistrée sur les
flux postérieurs actualisés si le détenteur delitaltion conserve son titre jusqu’a sa duration. Un
scénario de mouvement dynamique des taux conduieatude plus complexe et I'immunisation
n'est plus valide. Si les taux baissent durantiaogle de versement des coupons futurs antérieurs a
la duration, puis, juste avant la date ou I'obligatest évaluée, les taux montent soudainement, le
détenteur du titre accusera une double perte, anemibde la capitalisation, a la chute des taux,
puis, au moment de l'actualisation, a la montée.
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Définition 3. (La sensibilité d’'une obligation)
La sensibilit¢ S mesure la variation relative dixpd’'une obligation pour une variation de
taux d’intérét de 100 points de base.
dP _

- sdr
P
S:-M:lx__dp: ixD:lT tIC:I
dr P dr 1+r P < (L+r)"™

Résultat 11.(Relation fondamentale enthd et S)
Nous obtenons une approximation de la variatdR pour une variation de taux infinitésimale
Ar

E:-SAL
P

Par exemple, le prix d'une obligation ayant unesigdité de-5 baissera d&% lorsque les taux
augmenteront d&%.

Nous calculons les sensibilités des obligationssipour notre futur montage LDI :

v pour une obligation a taux fixenous avon® = E+ N _c X ;T et
r r @+r)
dp_ C 1 T C
= |1 7|t 1| N
dr r @L+r) @L+r) r
La sensibilité de ce titre est donc égale a :
S:l%l_ 1T + TT+1 E_N
Plr @$+r) @+r) r
v pour une rente perpétuelleen faisant tendré — o , ﬁ -0
r
et avedP = ZL: <
S L+r) o
nous obtenons une sensibilité égale a :
1 _C_1
S="x—= =
P r* r
v/ pour une obligation zéro-coupomous avond? :W, C = 0 et nous trouvons une
sensibilité égale a :
S = T
@+r)
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Remarque importante : la sensibilité est indépeteddeN. Elle ne capture pas I’ « effet poids » du
flux de remboursemenfinsi, pour comparer les sensibilités de zéro-coups (ie. d’obligations)
composant un portefeuille, il convient d’observer dur sensibilité pondérée par leur poids
relatif dans le portefeuille :

SPond —_ PZIC T
P (@+r)

La duration modifiée mesure la sensibilité de leewad'un titre aux fluctuations des taux mais
seulement pour de petites variations. Si les vanatdeviennent importantes, sa valeur change.
C’est pourquoi, la sensibilité est qualifiee de uredocale. La convexité va mesurer la variation de
cette sensibilité quand les taux varient. A cawsadonvexité, la valeur du titre change de maniér
non linéaire quand les taux se modifient : I'effaine baisse des taux 8% a7 % est plus faible
qgue celui d'une baisse de% a5 %. La sensibilité suffit pour apprécier l'incidendaine petite
variation de taux sur la valeur d’'un titre. Pouewariation de taux plus importante, il faudra teni
compte des variations de cette sensibilité, c'elteade la convexité.

Nous obtenons une approximation plus fine de latian AP pour une petite variation de taux
Ar en effectuant un développement de Taylor a I'oBdi@sque v (r, ):

P(r) = P(ro) + P (ro) (r-ro) + %P" (ro)(r-ro) > +o((r-rg) ?) d’ous :

Py L P@dr+ D grz g PO PO g 1P G
2 P(r) — P(r) 2 P(r)

Définition 4. (La convexité d’'une obligation)
La convexité C mesure la variation de la seng#éipiar rapport aux taux d’intérét :

P sar+Car
P 2
" T
c=PO__ 1 - zt‘(t‘+1)tci et PO sare Sare.
P(r) PQ+r)”iF @+r) P(r)

Résultat 12.(Relation fondamentale enité, S et C)

Par un développement de Taylor a I'ordre 2 sur ®ysiobtenons une approximation plus fine de la
variation AP pour une variation de taur :

AP sar+ S
P 2

Dans la littérature, nous trouvons d’autres débng de la convexité comme celle de Macauley

1 & t°C . .
C == L 7 correspondant au temps quadratique moyen de paiehesncash flows
Macauley Pgaﬂﬁ p ps q q y p

» ¢
pondére par la valeur actuelle des fluxfles'—t, i=1,..,7).
1+r)"
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En notant,R le taux actuariel zéro-coupon annualisé d’échéanemus formulons les hypothéses
suivantes :

H1- la courbe des tauyR est quelconquela valeur d’une obligation est sensible a plusi¢aux

de maturités différentes.
H2 - La courbe des tauxR subit une translation uniforme dans son ensempleelque soit leur

maturité, les taux subissent des variations idapsq

Une obligation couponnée (ou un échéancier d'emgag@ peut étre assimilée a un portefeuille de
zéro-coupons de maturités différentes. Son pristndus sensible a un unique taux mais a une
multitude de taux :

- G
P(oR-oRr) = Z;,W

Définition 5. (Sensibilité d’'un zéro-coupon)

Si nous prenons uniquement I'hypothése H1 d'unebeodes taux quelconque, nous pouvons
définir seulement la sensibilité relativement aaémo-coupon car cet actif est sensible a un seul
taux d’intérét (de maturité I'’échéance de ce demnie

AP*C

PZ.C - SZ.C . ARZ.C

Il est possible toutefois de définir la sensibild&ine obligationP par rapport a une variation
globale des taux, si nous faisons I'hypothE&ed’une déformation uniforme de la courbe des taux.
En effet, ce titre pouvant étre décomposé en utefauille de zéro-coupon, nous obtenons dans le
cas général :

T T _ _
AP = ZAPZ.Cl - Z(—SZ'C'.PZ'C' AOR)

i=1 i=1

Or, sous I'hypothéseE2, nous avons AR =...=AR =..=/, R Li D[lT].
Il sS’ensuit que :

AP = iAPZ.Ci _ (i_SZ.CiIPZ-Ci) AR, et ce,[]j D[lT]
=

i=1

AP 1 T : T : PZ.Ci )
= _ 5 iZzl:APz.c _ _(zsz.c Tj AR, etce,l D[lT]

i=1

T . pZCi
Nous remarquons que la quan{tg SZ'C'.PTJ reste inchangée quelque soit le tgxi D[lT]
i=1

choisi.
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Nous définissons alors la sensibilité d’'une obl@atcouponnée (et plus généralement celle d’un
portefeuille obligataire) a une variation globaésdaux :

Définition 6. (Sensibilité d’'une obligation couponnée)

La sensibilité d’'un portefeuille obligataire ,Sest égale a la somme des sensibilités pondéré&es de
titres le constituant :

SE

ou Sest la duration de I'obligation n°i ely = g le poids de celle-ci dans le portefeuille.
P

En poussant le raisonnement & lordre 2, commgR =..=AR =..=,R OiO[T]| et
(A,R)? =...= (A,R)? =...=(,R)? LiO[LT], nous pouvons définir également la convexitée'u

obligation couponnée (et plus généralement cellen gjortefeuille obligataire) a une variation
globale des taux :

AP 1 Jd ci L T o PZ.Ci 1(Z o PZ-Ci )
R D L X LG LG By

Définition 7. (Convexité d’une obligation couponnée)

La convexité d’'un portefeuille obligataire ,Cest égale a la somme des convexités pondérées des
titres le constituant:

Cp= zafci

ou C, est la convexité de I'obligation n°i ef = g le poids de celle-ci dans le portefeuille.
P

Application. Une obligation couponnée, pouvant @ssimilée a un portefeuille de zéro-coupons, a
une duratiorD (ie. sensibilitéS ou convexitéC) égale a la somme des durations (ie. sensibdiés
convexités) des zéro-coupons la constituant. Aissiis I'hypothése de variations uniformes des
oR dans le temps, les duration sensibilit¢ et congeriune obligation (ou d'un échéancier

d'engagemert,; ) sont respectivement egales a:

14 tC 1¢- tC t(t +1)C
D = — — 1 f S = — T +
P ;(1+0R)“ P Z1“( 1+,R)" ™ Z(1+oF<)t ’
ou t, est ladate de paiement des flux @ l'obligation, ;R le taux zéro-coupon d’échéanget
ZCi
W= P S — le poids relatif du zéro-coupon, @'échéancé; dans I'obligation.
P P+R)’
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Nous formulons les hypothésd4 etH2 suivantes :
H1- La courbe des tauxR est quelconquda valeur d’'une obligation est sensible a plusdaux

de maturités différentes.
H2- La courbe des tauxR subit des déformations non uniformeteux taux de maturités

différentes ne subissent pas nécessairement legsnérations.

Ce couple d’hypothéses est le plus réaliste avegwdriations historiques des courbes de taux. Au
contraire, I'hypothese de déformation uniforme aedurbe est beaucoup trop restrictive.

Graphique 6. (Déformation de la courbe des taux et interprétatimacroéconomiques)
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Résultat 13.(Déformation de la courbe des taux Euro dans ategte de crise de liquidité)

Nous constatons que la courbe des taux Euro n&feende pas de maniére uniforme au cours du
temps, malgré le fait que nous ayons pris un pagpoeel de prélévement des taux « petit » (c’est
de I'hnebdomadaire) et une durée d’observation ré(sur un mois). Toutefois, il est important de
signaler que notre période d’observation se sitngkein marasme financier : les taux courts sont
extrémement hauts (le pic pour 'Euribor 3M sergeatt un mois plus tard, le 08 octobre 2008, a
5,39 % !) et la courbe a une forme anormale. Latipazourte de la courbe n'a pas évolué car elle
dépend principalement des directives de la Bangemtr@le Européenne qui n’a pas communiqué
durant cette période. Cependant, la partie longue ld courbe a été plus volatile car les
déterminants des taux longs sont beaucoup plus leae® a appréhender (anticipations sur
I'inflation, demande des investisseurs institutielsrpour les produits de taux, etc.).

Le prix d’une obligation est sensible a plusiearsxtzéro-coupon de maturités différentes :

T C
P(oR:-oRr) = iZ:;,—(HOI'%)ti

Nous avons toujours les expressions généralesrdas/a

AP = iAPZ.Ci — i(_ gzci pzci AoR)
i1

i=1
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E—l c ZCi _ _ L ezei PPC 1 T . P ,
P e e P e v S P )

mais nous perdons les égalités qui permettent detrwire les indicateurs de sensibilité et de
convexité pour une variation globale des taux :

AR =..=AR =..=AR, 0iO[T]

(AR)? =...= (B,R)? =...= (A,R)? TiO[LT]

Ainsi, sous ces hypotheses réalistes, nous ne pswiéfinir une sensibilité et une convexité pour
une variation globale de la courbe des taux.

Nous devons alors effectuer une cartographie dyueisen étudiant toutes les sensibilitésPde
relatives aux tauyR i O[LT] :

Graphique 7. (Analyse fine du risque de taux sur plusieurs nitgside risque)

Univers du risque de taux et d'inflation

Analyse des
sensibilités Partie nominale
Maturités de risque Sensibilités associées
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>
Sensibles aux R , . AP
Echéancei R S P =-S.AR,;
AP
Echéance T ;R, Sr B =-S,.A)R;

Recueil des sensibilités & S;, S, ..., §

Si nous souhaitons effectuer une immunisation présé du risque de taux, il est indispensable
de calculer les sensibilités de 'actif et du pagssur plusieurs maturités. On constitue ainsi une
cartographie du risque de taux pour notre actif etnotre passif.

La sensibilité ne capturant pas I' « effet poiddes flux de versementf( 2.2.1.), nous devons
travailler avec les sensibilités pondérées parpeids respectif dans le portefeuille :

Résultat fondamental 14 (Une obligation et son vecteur de sensibilitésdéoées associé)

Dans un environnement de déformation quelconquetales il est fondamental d’associer a un
titre obligataire P (ou un échéancier de passif) wecteur de sensibilités pondérées

. pzc! pzci : L -
(Sf"”" s Sf"”d) ou §°= S = '__mesure la sensibilit¢ pondérée du
P P (1+R)
titre a la variation du taux de maturit¢ fR pour avoir une analyse fine de son risque glatal

taux.
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Avant d’exposer les caractéristiques d’un swapad&,til convient au préalable d’analyser 'univers

des obligations a taux variable. Les montants é'&ttde ces titres ne sont pas évalués a partir d'u
taux facial fixé des le départ, mais a partir diodice de marché. Certains indices comme I'Euribor
par exemple, peuvent étre examinés quelques jowst de commencement de la période sur
laguelle s’évalue le coupon, c'est-a-dire avantelesement du coupon précédent. L'obligation est
dite a taux révisable avec un coupon prédéternhimgarésentation complete des obligations a taux
variables nécessiterait de connaitre les indiceglay@s, I'évaluation de la marge actuarielle, le

procédeé de cotation sur la courbe des taux et tekesnd’évaluation des coupons pleins et courus.

La plupart des obligations a taux variable sorlesetjue la périodicité des versements concorde
avec la durée sur laquelle porte I'indice empl®ydaien que nous pouvons assimiler la totalitéade |
structure a une succession d’obligations zéro-cowgo roulement. Tout se déroule comme si, a
chaque date de versement, 'obligation arrivaitl@@nce, les intéréts étant versés au taux indiqué,
le capital restitué puis réemprunté a sa valeurimale® au nouveau taux de marché pour une
période supplémentaire. Ainsi, l'obligation a tawariable retrouve sa valeur d’origine,
habituellement le pair, a chaque date de versedentoupons.

Une étude en terme de projection des taux futumngtede retrouver analytiguement notre résultat.
En notant R, le taux actuariel zéro-coupon d’'une durBeprélevé a la daté, la valeur en

pourcentage d’'une obligation a taux révisable allementV est, a la date de paiement d’un
coupon :

P = OR.I. + 1R.l. + .+ n—ZR.l. +l+n—1Ri
R (R’ LR @R

P= o s + R +.o.t R
1+ R, (1+0RJ.)(1+1RJ.) (1+0R.1.)(1+1Ri)"-(1+n—1R.l)

En simplifiant I'expression précédente de droigaache, nous obtenons :

P=1
L’obligation a taux variable retrouve bien le pairgchaque date de versement de ses coupons.
Résultat 15.(Analogie et opposition entre les obligationsuixtfixe et a taux variable)

A chaque date de versement de coupon :

» le prix de I'obligation a taux fixe s’adapte a laleur du taux de marché et le coupon reste
constant ;

* le coupon de l'obligation a taux variable s’adagtda valeur du taux de marché et le prix
reste constant (le pair habituellement).

Lorsque la date de valorisation n’est pas cellewvdusement d’'un coupon, le résultat précédent
reste utilisable : il suffit de se placer a la datli prochain versement pour s’assurer que
I'obligation codtera le pair augmenté de la valedu coupon. Il suffira alors, pour calculer la
valeur du titre, d’actualiser avec le taux actudrz@ro-coupon correspondant a cette maturité, le
flux composé du pair et du montant du prochain ocougCe flux est toujours connu pour une
obligation a taux révisable.
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En prenant pour instantst =0 et t = 1 les datesvérsement du dernier et du prochain coupon de
I'obligation, nous obtenons :

P, = ﬂ,tD]OJ{ et P=1pourt=0o0ul.
@+R)
ou:
7 = 1- test la période résiduelle entre la date de valioisaet celle du versement du
prochain coupon.

oR, est déja connu a la détpour les obligations a taux révisable.

Résultat 16.(Obligation a taux révisable (FRN))
Cette obligation est comparable a un zéro-coupénieance t = 1 et de nominal R,

Corollaire 1. (Duration d'une obligation a taux révisable)

La duration d'un zéro-coupon étant égale a la miéduwe ce dernier, celle d'un FRN a la date pied
de coupon est donc égale a la période séparant detsements de coupons. Un FRN versant des
coupons semi annuellement a une duration de 6 rhorsque la date de valorisation est différente
de celle du versement d'un coupon, la duratiorégsaie a la durée résiduelle jusqu'au versement
du prochain coupon.

Corollaire 2. (Sensibilité d'une obligation a taux révisable)
Le prix P n’étant sensible qu'a un seul taux nomijmf, nous définissons la sensibilité 8e P par

rapport a ce taux :

ﬁz—srdR, avecS, = 1
R 1+

pour 1 D]OJ{ etS=0pourt=0o0ul

t

Nous retrouvons la formule d'un zéro-coupon d'énhéd = 1.

Nous rappelons qu’un swap de taux est un contnategmel deux contreparties s'engagent a se
verser mutuellement des flux financiers (appeléthjs du swap) calculés sur un montant notionnel
N, sur une durée détermine T], suivant une fréquendgeet une base de calcul calendaire.
Définition 8. (Prix d'un swap)

Un swap peut étre vu comme un portefeuille compmbsBe obligation a taux fixe et d’'une
obligation a taux variable :

Rentrer dans un swap receveur (le taux variableresti et le taux fixe est payé) est
équivalent a vendre une obligation a taux fbR™ et a acheter une obligation a taux

variableR"*"®, Ainsi, nous avons la relation suivante sur lei pr
szap_ Pvariable Pfixe
t R R

Rentrer dans un swap payeur (le taux variable estépet le taux fixe est recu) est
équivalent a vendre une obligation a taux variabled acheter une obligation a taux fixe. Ainsi,
nous avons la relation suivante sur les prix :

Vtswap: Ptfixe_ Rvariable
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Définition 9. (Sensibilité d’'un swap dans le cas d’une trarmfatiniforme des taux)

La sensibilité du swap se définit comme la difféeepntre la sensibilité de I'obligation a taux
variable et celle de I'obligation a taux fixe :

Pour un swap receveur, la sensibilité d’un swapégstle a la différence entre la sensibilité
de I'obligation & taux fixe§™® et celle de I'obligation & taux variabg™™"":

stap: Svariable_ Sfixe

Pour un swap payeur, la sensibilité d’'un swap gsti€ a la différence entre la sensibilité de
I'obligation a taux variable et celle de I'obligatn & taux fixe :

stap: Sfixe _ Svariable

Définition 10. (Sensibilité d'un swap dans le cas d’une déformajicelconque des taux)
Dans un environnement de déformation quelconquéades nous associons au swap de taux le
vecteur de sensibilités suivant :

Pour le swap payeur en t(Sf’"”d, s, L s, - S,)

Pour le swap receveur en (—:Sf"”d, —-spod L —Sf"”d,Sr)

ol lesS™™ (i=1,..,T) sont les sensibilités pondérées @& Bux variations des taux de maturités
ti R

S est la sensibilité de P a la variation du taux R,

Les expressions analytiques des sensibilités péad&™™ (i = 1,.., T)sont celles du paragraphe
2.2.1.2appliquées au cas d'un zéro-coupon d'échéance

Un exemple concret de calculs des caractéristigu@s swap peut étre trouvé dans les livres
Mathématiques des marchés financidesJ-M Delbarade &estion des risques de taux d’intérét et
de changale M. Bellalah. En pratique, les banques d’inesstinent et les plateformes financiéres

nous fournissent directement les caractéristiqes, D" et §.

2.2.2. Les produits indexés sur I'inflation et technigue @ titrisation

2.2.2.1. Le marché et les déterminants de I'inflation

L'inflation correspond a une hausse globale duanivdes prix, générant une baisse durable du
pouvoir d'achat de la monnaie. Elle est calculparéir des indices des prix a la consommation CPI.

Nous avons assisté, ces dix derniéres années, fodaedemande de produits permettant de se

couvrir contre le risque inflationniste. Un marati@cheteurs et de vendeurs d’inflation s’est ainsi
créé :
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v' Les acheteurs d'inflation sont des institutions goient leurs engagements augmenter
lorsqu’une hausse de l'inflation survient. C’est#s notamment des fonds de pension et des
assureurs vie qui assurent a leurs clients unagremslexée sur l'inflation.

v Les vendeurs d'inflation sont des institutions goient leurs recettes augmenter lorsqu’une
hausse du taux d’inflation survient. C’est le cas gouvoirs publics récoltant I'imp6t, des
entreprises de service public et des entreprisesolniiéres. Exemple original, la BBC,
chaine de télévision publique anglaise financégrande partie par la redevance, est une
vendeuse d’inflation.

Graphique 8. (Le marché de l'inflation)
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Le taux d’intérét nominal est égal au taux d’intéel, quantité de biens qu’un individu désire
recevoir avec certitude dans le futur en contrépae son accord de préter une unité de ces biens,
corrigé de l'inflation. En termes mathématiquesa c®us donne :

(1+R,) = (1+r,) (1+ BEL,)

ouR,, r, etBEI, sont respectivement le taux d’intérét nominaltdex d'intérét réel et le taux
d’inflation brut prévisionnel sur la période

Résultat 17.(Formule de Fisher)

En approximant la quantitél+r,) (1+BEI,) par 1 + r, + BEI, , nous obtenons I'approximation de
Fisher :
R, =r, +BEI,

Le taux BEI (ou « point mort inflation » en frangpieprésente le niveau d’inflation moyen anticipé
par le marché sur la période considérée. Pour UkiEi,Qe rendement actuariel réel sera égal au
taux actuariel nominal de 'OAT de mémes caradigrigs (mMéme maturité, méme fréquence de
paiements des coupons, méme notation) diminué de@&Eespondant.

Un investisseur qui est d’accord sur les anticgretide l'inflation n’a aucun intérét a privilégier
une OATI plutét que 'OAT de mémes caractéristiqeeésiice et versa : les rendements réels et
nominaux sont équivalents pour les marchés. Patre;osi ce dernier prévoit une poussée
inflationniste plus importante que celle anticip@e le marché, il a tout intérét a se tourner \ess
obligations indexées : si son scénario se reali€ATi sera plus rémunératrice que I'OAT
nominale.
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Définition 11. (Le tauxBreak Even Inflatioret I'inflation pure)
Le taux BEI est la résultante de linflation pureet d’'une prime de risque pr exigée par les
investisseurs au titre du risque inflationniste:

(1+BEI, ) = (1+ ). (1+pr)

Le marché travaille exclusivement avec les taunfldiion bruts BEI car la prime de risque pr est
tres difficile a appréhender.

Les sociétés de gestion ont recours a une largdt@ale produits indexés pour développer une
solution structurée ALM, notamment les titres oalajres et les swaps indexés sur l'inflation.

En septembre 1998, I'Etat francais a émis pouréamiere fois une obligation assimilable
au Trésor indexée sur l'indice des prix a la consation. En octobre 2001, il lan¢a une émission
d’OAT indexée sur un indice des prix de la zone@euiPCH.

La finalité des OATi (ou OATEI) est de protéges stetenteurs de la baisse réelle des
revenus qu’ils percgoivent (coupons et valeur fagialCes produits présentent de nombreux
avantages pour 'Etagcomme une gestion plus rigoureuse et une meilldiwersification de la
dette publique.

Une étude menée par la Caisse des Dépdts et Catisigri2000] nous enseigne que, outre les
gualités protectrices contre l'inflation, les OAprésentent deux autres particularités que nous
retrouverons et exploiterons lors de la constitutle notre allocation LDI :

v Les obligations indexées ont pour caractéristiqueemdement historique moins volatil que
celui des obligations nominales. Ainsi, le faitndfoduire des obligations indexées inflation
dans une allocation permet de réduire sa volagliéale aux taux réels.

v' Les obligations indexées ont une faible corrélatiostorique avec d’autres supports
d’'investissement (actions, obligations d’Etat nodeixées, etc.). Elles constituent ainsi un
bon outil de diversification pour un portefeuilledssier.

Pour ces deux raisons, I'étude montre que la gubeti d'obligations nominales par des titres
indexés permet d’atteindre des portefeuilles ddleueirendement/risque :

Graphique 9. (Frontiéres efficientes et obligations indexées)

Portefeuilles efficients
0, -
12% Portefeuille (CAC 40, OATI) B
Portefeuille (CAC 40, OAT)

9% -

6% -

3% D .

rendement sur 3 mois

0 0/ 0 T T T T T T T 1
Ope 1% 2% i% 4% 5% 6% 7% 8% 9%

-3% - C
volatilité du rendement

Source - COC-Marchés
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Résultat 18.(Impact des titres indexés sur la frontiere edfite)

Le portefeuille composé d’actions et d’obligatianslexées D offre un rendement identique au
portefeuille D’ pour une volatilité de rendementinsgrande. La frontiere efficiente s’améliore
lorsque nous intégrons dans nos portefeuilles iies tobligataires indexés sur l'inflation.

Les obligations indexées sur linflation ont unétatie défensive lorsqu’'une hausse des taux se
produit. En effet, les taux évoluent généralemenfamction des resserrements monétaires et des
anticipations inflationnistes. Or, ces actifs nou®tégent contre ce dernier risque par une

réévaluation de leurs coupons. C’est pourquogélsléprécient moins fortement que les obligations

nominales lorsqu’une hausse des taux est anticipée.

Nous avons rappelé plusieurs grandes caractéristiggg du titre obligataire indexé sur
l'inflation. Elles font de ce dernier un actif tres intéressant dans une optique d’adossement
actif passif : il protége les caisses de retraiteontre l'inflation, il diversifie son allocation et
sauvegarde ses objectifs de long terme.

Nous présentons le célébre modéle de R. Jarrow étiddrim [2003] proposant un pricing de zéro-

coupon indexé sur linflation. Notre solution LDhtégrera dans son allocation des produits
obligataires indexés. Le modéle de Jorrow-Yildinmus permettra d’apprécier leur valeur de
marche.

Définition 12. (Relation entre le taux court et les prix d’'unaéoupon)

R(T) le prix a l'instant t >p d’un zéro-coupon unitaire d’échéance T émis gent

euros courants

R(tT) le prix a l'instant t > § d’'un zéro-coupon unitaire réel d'’échéance T émige

€n euros constants

f.t.)etf (t.) les taux courts (instantanés) forward nomietiéel prélevés en t

La relation liant les prix de ces zéro-coupons alesctaux instantanés forward en t s’écrit :

P(T)= exp(-} f(tvdv) et R(tT)= exp(—} f(tvdv)

Sit=1,alors f (t,.)etf  (t,.) sont les taux courts (instantanés) nominaket spot.

Rappel. (Prix en euros courants des obligations nomintaieflation)
Le prix en euros courants des obligations nominalésux fixe est, en't :

B,()= Y CRt )+ FR.(LT),

=

Le prix en euros courants des obligations zéro-coumdexées (émises ep &t versant 1 a
I'échéance T) est, ent :

()
P (tT)= 1TtO)F3(t,T)-
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Le prix en euros courants des obligations indeXégsses enf) est, ent :

| (1) (t)
B,nﬂt cC—~ P +F—~% P'[T
0= Z I AT A

En notantP la probabilité historique, nous supposons que :

v les taux nominaux, les taux réels et I'inflatiomsmutuellement corrélés :

d<W,,W,> =g, dt,d<W A W,> =p dt et d<W AW > =p dt
v’ les taux forward suivent les dynamiques suivantesB :

df (t T)=a ,(t T)dt+o,(t,T)dW,(t)

df (t, T)=a,(t T)dt+o (t,T)dW,(t)

ou f (0, T)et f, (0, T)sont renseignés par une plateforme financiere.

v lindice inflation suit la dynamique suivante sdis

di)= 2 )1 (Bdt+ao, (D 1(HdW t)

ou I(0) est renseigné par une plateforme financiéere

Lorsque nous faisons I'hypothése que les marché&s somplets et quil y a une absence
d’opportunités d’arbitrage, il existe une uniquesore de probabilit€ équivalente a la probabilité

(DR ET) RET) (DB (1)
B.t) B, B, (t)

historique P telle que sont desQ-martingales.

La probabilité Q est appelée probabilité risque neutre et elledéBhie par la densité de Radon-
Nikodym :

—%j< > A(AW(8), X A(9dW(s) >+ Z I/I(S)dV\&(S)J

o kdn,r,1} ki{n r 1} k{nr1}o

Nous déduisons I -brownien associé par le théoreme de Girsanov :

-4

- t
W= W |= W =[A()
V(/l 0

W - j/h (s)
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Les processuls(t)Pr LT) RLT) et (VB (1)
B.() B.() B.(t)
sous la probabilit&) doit étre nul. Nous en déduisons les relationsasuas :

étant desQ-martingales, le drift de leur processus

a,tT)=o,tT) Uanu s)ds—An(t)j

a (T)=o/(T) Uar(t 9ds—4 (1) -0, (t),Onj

HO=r,@O-r O otT)AQ.

Nous déduisons de ces relations, les expressiortafoentales sou® des dynamiquel tT, ,)
P(t,T)et P, (t,T). Ces équations permettent d’évaluer des produits @sigations indexées sur

linflation) et dérivés (warrants ayant pour soasgnt l'inflation) car leur processus de prix
actualisé est une martingale sous la probalgjlité

Résultat 19.(Dynamiques sou® des prixPn(t,T), Pr(t,T) et Pina(t,T))
La dynamique du taux instantané forward s’écrit :

o (T) = o, (t,T)Ho—, (19ds- p,0, (t)}dH o, (LT)W ()

La dynamique du niveau de l'inflation s’écrit :

dit) = [r,0) -, @ (0dt + o, )1 AW @
La dynamique en euros courants du zéro-coupon inmiteominal s’écrit :

dR(T) = (IR (6T)dt- [0 (LR, (L T)AWa )

La dynamique en euros courants du zéro-coupon ibmitéel s’écrit :

0P () = (0P, (LT )t + 0, (0P, ()W) [ (1 SR, ( T)aw 1)

La dynamique en euros constants du zéro-coupoaitmitel s’écrit :

ap(LT) = [rr 0)-p,0,0)] o, (1 s)ds}R(t,T)dt o, (uasp(tTIaw 0

L’idée originale de ce modele est de considéradite des prix CPI comme un taux de change : les
prix réels correspondent a des prix dans une mergtaangére alors que les prix nominaux sont
comparés aux prix dans la monnaie locale (I'eu@®. modeéle se rapproche de celui de Heath,
Jarrow et Morton (HJM) a trois facteurs, qui traitela structure a terme des taux d’intérét.
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Nous présentons les swaps indexés sur l'inflapp@nmettant au gestionnaire de fonds de titriser le
risque inflationniste sur les marchés financiers :

Définition 13. (Swap indéxé sur l'inflation et relation BEI-CPI)

Le swap indexé est une transaction entre deuxgsadili ont convenu de s’échanger des paiements
a taux fixe (fixed rate payments) contre des pamskés a l'inflation inconnus au moment de la
signature du contrat.

Pour un swap zéro-coupon receveur de l'inflationTemous obtenons I'échange de flux suivant :

N‘ CPI; ‘
cPI, |

o

l r
—7\11 1+7-U R; F - 1]

ou ; R, estle taux BEI d’échéance T releveTgn pour le flux fixe jusqu’a I'échéance.

Les deux jambes du swap sont égalesTgrcar la courbe des taux BEI se déduit des priaa |
consommation CPI par la formule suivante :

CPI,

1+BEIl)"=
(-85 CPI,

Comparés aux obligations nominales et indexés 'guftation, les swaps de taux et indexés
inflation présentent de nombreux avantages :

- aucune somme d’argent n’est exigée lors de la siptist des swaps : ces derniers peuvent
étre utilisés a des fins purement spéculatives.

- les swaps sont beaucoup plus liquides que lesatldits. Cela est d’autant plus vrai pour
les maturités longues (20, 30, 40 voire 50 ans).

- les swaps sont des produits « over the countetans une optique ALM, nous pouvons

construire des structures de flux sur mesure peurapprocher le plus possible des
contraintes d’engagement.

2.2.3. Evaluation des risques de taux et d’inflation desitres indexés sur l'inflation

Nous prenons les notations suivantes :

v C.

R le taux nominal zéro-coupon d’échéangerélevé ert

le flux réel de versement &rde I'obligation indexe®

v
v' 1., letaux reel zéro-coupon d’échéamgaréleve en
v' |, . le tauxBEIl zéro-coupon d'écheantgpreleve ert
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Définition 14. (le Daily Référence Index (DRI))
Le Daily Référence Index (DRI) est un indice das jmurnalier qui se déduit des CPIl mensuels
par la formule suivante :

DRI, = CPl, 4+ N9571

(cpP1,_,-CPI_,)

m

avect un jour du mois, CPJ; lindice des prix du moig nds le nombre de jours du mois m
ecoulés, ngdle nombre de jours du mois m.

Soit une obligation zéro-coupon indexée sur I'iifla, émise a l'instand, d’échéancd et de flux
terminal F (égal a la somme, exprimée en euros de l'inddandle la valeur faciale et du coupon
réel).

Nous pouvons calculer le prix a n’importe quelamt inférieur ou égal & :

v' Soit en actualisant le flux termin&l non revalorisé de l'inflation (exprimé en euros de
linstantt) au taux réet :

1 R, 1 t
= < TR oy (o)

v' Soit en actualisant le flux terminglrevalorisé de l'inflation (il sera par conséquexprimé
en euros de l'instarff) au taux nominaR :

_ 1 . DRODPR,_ 1 :
2=y iR o) =g g <+ o))

Preuve. L’équivalence de ces deux expressionsgmbdu fait que :

B::" =@+1,,)"" et (L+r,,) = (1+3,,) (1+1,,) parla relation de Fisher

Résultat 20.(Prix d’'une obligation indexée sur l'inflation) :
Le prix d’une obligation indexée sur I'inflationégrit de deux maniéres différentes :

_ DR C C DIR,
~ DIR, Z(1+n DA Z(1+F§ )" DIR,

Une obligation indexée sur l'inflation est sensiblex variations des taux et des BEI. Nous allons
définir une sensibilité (et une convexité) nomineti@ine sensibilité (et une convexité) a l'inflatio
sous des hypotheses restrictives sur I'évolutienabeirbes de taux et d’inflation.

Nous formulons les hypothésd4 etH2 suivantes :
H1-Les courbes des tayR et des BEI sont quelconqueka:valeur d’'une obligation indexée (ou

d’'un échéancier de passif indexé) dépend de plsstaux d’'intérét et BEI.
H2- Les courbes des tayR et des BEI subissent des translations uniformesoaws du temps :

guelque soit leur maturité, les taux et les BElissdnt des variations identiques.
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Définition 15. (Sensibilités nominale et inflation d’un zéro-conpgndexé inflation)

Si nous prenons uniquement I'hypothese H1 des esulle taux et d’inflation quelconques, nous
pouvons définir seulement les sensibilités noreietlinflation relatives a un zéro-coupon indexé
car cet actif est sensible a un seul taux et aauh BEI (de maturité I'échéance du zéro-coupon) :

APZIC SZC ARZC et APZIC SZC AI zC

Pz.c - nom-* Pz.c inf

Il est toutefois possible de définir la sensibild&ine obligation indexéd® par rapport a une
variation globale des taux et des BEI, en faisdnypbthéseH2 d’'une déformation uniforme des
courbes de taux et d’inflation. La sensibilité noaie (ie. la sensibilité inflation) d’une obligatio
indexée est égale a la somme pondérée des sdasibitiminales (i.e. des sensibilités inflation) des
zéro-coupons indexeés la constituant.

En reprenant les notations précedentes :

Définition 16. (Sensibilité nominale d’'une obligation indexée)
Comme pour une obligation nominale, nous défimssia sensibilité nominales™™ de

o . L . dp A . L
I'obligation indexée par I'égalité vectorlellep—t: - S"™"dR. Son expression s'écrit :
t

Snom i C(t_t)
T )j-t)amt )

_DR & ¢ - dR _DIR < Ct-t) 1
Preuve.P = DIR, ;(1+ R(, t)tl—t (1+Yti,t) do dF DIR, £ z < (L+ I t)t -t l+R)
Il s’ensuit que %:- i N C Sl dR.

LGy g R

Définition 17. (Sensibilité a 'inflation d’une obligation indesg
La sensibilité a linflation S™ de I'obligation indexée est définie par I'expressio

dP
vectoriellesuivante :—t 5 - 8" dI. Son expression s’écrit :
t

gl = ZN: C(t-t)

I:l(JZN=;ﬂ+ ) DA+ I+ )
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_ DR C -t :
Preuve. En écrivant R Z o @+1, ;)" nous trouvons que :
=1

DIR, 4 R, D
dk DR 5 G- DR S~ G(t-)
dl  DIR, 4 Z < (1+ R )t = |ti,t) DIR, |Z:1: o Iti’t)(l_l_rtht)ti_t )
Il s’ensuit que : % = i“ . = Gt -9 dl
Qg )

Comme pour les obligations nominales, nous pouaifectuer un développement de Taylor a
lordre 2 pourl Ov(l,) etrOv(ry), et définir des convexités nominale et inflatiooup une

obligation indexée :

Définition 18. (Convexités nominale et inflation d’une obligatiodexée)
Les convexités nominal€™™ et inflation C'™ d’un titre indexé se définissent par les

. . : 0 0 . e
équations suivanteC\°"= - I shm et C"M= - I S"™ . Leurs expressions s'écrivent :

Crom= i . C(t _t)(t _t+1)
= (Z; (1+ t t)tj -t (1 R( ) (1+rt t)
cinfl = N C (t-t)(t-t +1)

N

3 O

1(1+ t t)tJ B

JA+T ) @+r )

Nous utiliserons ces résultats dans notre nouve#thode d’adossemehnDl, pour analyser les
sensibilités de nos allocations d’actifs et de @édseanciers d’engagement aux risques financiers.
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Nous formulons les hypothésd4 etH2 suivantes :

H1- Les courbes des tayR et des BEI sont quelconquels: valeur d’'une obligation indexée (ou
d’'un échéancier de passif indexé) dépend de plsstaux d’'intérét et BEI.
H2- La courbe des tauxR et BEI subissent des déformations quelconquiesix taux (ou deux

BEI) de maturité différente ne subissent pas n@essent les mémes variations.

Ce couple d’hypotheses tres générales est le phlste aux vues des variations historiques des
courbes de marché. Au contraire, I'hypothése derdeéftion uniforme des courbes est beaucoup
trop restrictive :

Graphique 10.(Evolution historique de la courbe des taux BEI)

Courbe des taux Inflation (BEI)
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Maturités

Afin d'effectuer une immunisation précise des risqes de taux et d'inflation dans le cadre
d’'une gestion ALM, il est indispensable de calculeles sensibilités de l'actif et du passif par
rapport a plusieurs taux nominaux et BEI. On constiue ainsi une cartographie du risque de
taux et d’inflation pour notre actif et notre passi.

En notant :

v ,Rle taux nominal zéro-coupon d’échéanoen0
v ,l.le taux BEI zéro-coupon d’échéancernO

¢ PR oRglily) = Y

L(1+,1,), ou Cest la valeur en euros constants de
= (+R)

I'instant O
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Graphique 11.(Univers des risques de taux et d’inflation)

Univers des risques de taux et d'inflation

Partie nominale
Maturités de risque Sensibilités associées
Analyse des Echéance 1 ; S aE__ AR
sensibilités R Sy P SR
AP
Echéancei R S B =-S.AR,
Obligation couponnée indexé&e AP
ou Echéance TR, S —=-5,.A,R;
Echéancier de passif indeké P
sensibles auy R et aux, |,
Partie inflation
Maturités de risque Sensibilités associées
_ AP .
Echéance 1,1, S" = =-S".A,l,
_ P _
Echéanceiyl, S" —=-S".A,l,
P
. AP _
Echéance Tyl, S —=-S".A,l;
Recueil des sensibilités nominale et inflation; S., S, S ,..., S"

La sensibilité ne capturant pas I’ « effet poiddes flux de versementf( 2.2.1.), nous devons
travailler avec les sensibilités pondérées parpeids respectif dans le portefeuille :

Résultat 21.(Une obligation indexée et ses vecteurs de sditsipondérées associés)

Pour avoir une analyse fine des risques de tauxd'gtflation dans un environnement de
déformations quelconques, il est fondamental d@ssca un titre obligataire indexé P (ou un
échéancier de passif indexé) :

- un vecteur de sensibilitts nominales pondéréﬁﬁ‘md spond S,f"’“d) ol chaque
S mesure la sensibilité pondérée du titre a la vaoiatdu taux de maturité tR .

- un vecteur de sensibilités a l'inflation pondéré@i@f Pond - gnf Pond s P"“d) ol chaque
ST'P"d mesure la sensibilité pondérée du titre a la véoia du BEI de maturité t1 ;.
Les sensibilitésS™™ et S"™™ (i =1,..., T) sont pondérées par les poids suivantg: =

PZ.Cinf i . o . N H
ol P““"'est la valeur actuelle de la composante sensiQ® &t ,I,, et P le prix de

I'obligation indexée.
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Un swap indexé sur linflation peut étre vu commeportefeuille composé d’'une obligation a taux
fixe et d'une obligation indexée sur l'inflation :

Rentrer dans un swap receveur (I'inflation est et le taux fixe est payé) est équivalent a
vendre une obligation a taux fixe™® et & acheter une obligation indeX&& . Ainsi, nous avons la
relation suivante sur les prix :

szap: Pinf _ Pfixe
t t t
Rentrer dans un swap payeur (I'inflation est pagéée taux fixe est recu) est équivalent a

vendre une obligation indexée et a acheter unggabtin a taux fixe. Ainsi, nous avons la relation
suivante sur les prix :

Vtswap= Rfixe_ Rinf
Définition 19. (Sensibilité d'un swap indexé pour une translatioiforme des taux et BEI)
La sensibilité du swap indexé (relative aux tawsgse définit comme la différence entre la

sensibilité de I'obligation indexée et la senstBilie I'obligation a taux fixe :

Pour un swap receveur, la sensibilité d’'un swapégstle a la différence entre la sensibilité
de I'obligation a taux fixe§™® et celle de I'obligation indexég™ :

S[swap= S[inf _ S[fixe

Pour un swap payeur, la sensibilité d’'un swap gstl€ a la différence entre la sensibilité de
I'obligation indexée et celle de I'obligation autafixe :

S[swap= Sfixe _ S[inf
Définition 20. (Sensibilité d'un swap indexé pour une déformagioelconque des courbes)

Dans un environnement de déformation quelconquéades nous associons au swap indexé le
vecteur de sensibilités suivant :

Pour |e Swap payeur ent: (Slnom fixe _ cnominf . Srrwomfixe _ Srrwominf .- Sinf inf . _Sirnf inf )
Pour |e Swap receveur en (_: qmmfixe + qmminf e, = Slr_mmfixe + Slr_mminf o+ S'-nf inf e, + S'Pf inf)
ou:
Srom™e est la sensibilité nominale pondérée d&°Paux variations des taux de maturités t

R
Srm et " sont les sensibilités nominales et inflation pogdé de P' aux taux de
maturités t, R et I,

52



Les expressions analytiques des sensibiBfé8™, S*™ et ™ (i =1,..,T)sont celles des
paragrapheg.2.1.2et2.2.3.1 appliqguées aux cas des zéro-coupon nominal etiorfld'échéance
t,.
Notre banque d’'investissement nous fournit lesatarstiquesv,***, D", §"*et plus finement,
les sensibilités nominale et inflation du swap k#le
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2.3 Travail préliminaire : retraitement des passifs etsolution LDI retenue

2.3.1. Etude de cas et retraitement des passifs

La modélisation des échéanciers de passif est unjefucomplexe qui requiert une expertise
actuarielle tres fine des risques non financierd.es actuaires prennent en compte I'ensemble des
contraintes qu’'impose une caisse de retraite oeivedis des entrées et sorties des adhérents, lois
de survie a partir des tables de mortalité etcir@eail d’inventaire et de modélisation nous est
ensuite remis pour construire notre portefeuilkctfs.

Dans le cadre des réponses aux appels d'offres, smmmes amenés a étudier des échéanciers de
passif ayant des profils et des caractéristiquessdifférents :

Graphique 12. Echéancier de passif a duration longue, en eunustaiots)

Echéancier de flux de Passif pour un corporate A

16 000 000.00

14 000 000.00 _e tHHHHHHHH
212000 000.00
(5]
§ 10 000 000.00
> -
> 8000000.00  AHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH @ Flux de Passif
3
@« 600000000 -HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
=
[
S 400000000 -
=
2000 000.00 - HHH”
o O)'L %'L (0'1, %"Lq;\"],q} 'L(L ﬁ,{bgw %'19%% %%%%&L%&)%b%’%%\’ wo’vm%« m@ ﬁ,@m% m@ '19«%{\(0 '19«%@%\’
AR A A A A A A O U R R U O R R S R N
R S SR S S8 S Sl S S T R R gt R s SUE s Sl s Sl S S

Echéances
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Graphique 13.(Echéancier de passif a duration moyenne, en eorstants)

Echéancier de flux de passif pour un corporate B
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Echéances

La réglementation nous impose une revalorisation deretraites de l'inflation. Ainsi, a partir
de la courbe de taux swap zéro-coupon inflation, s évaluons les sommes supplémentaires a
verser pour chaque flux de passif, au titre de liflation cumulée :

Graphique 14.(Echéancier de passif & duration longue, en ewosants)

Echéancier de flux de passif pour un corporate A- Inflation comprise
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Graphique 15.(Echéancier de passif a duration moyenne, en e€oasnts)
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Graphique 16.(Echéancier de passif hybride : le cas des préegja
Les allocations brutes de préretraite doivent Ewalorisées de l'inflation, ce qui n'est pas ls ca
des cotisations sociales :

Echéancier de flux - Préretraites

Année Allocation de préretraite Cotisations sociales
01/01/2010 1852 021 500 243
01/01/2011 1645 345 BOT 578
01/01/2012 1470025 541 781
01/01/2013 1037 718 427 356
01/01/2014 542 369 401 235
01/01/2015 B55 593 321 451
01/01/2016 421 784 287 30
01012017 275584 124 253
01/01/2018 125 368 54 231
01/01/2019 52124 15 745

N )

Flux revalorisés de l'inflation Flux non revalorisés de l'inflation

2.3.2. Courbe des taux zéro-coupon et valorisation « marketo market » des passifs

Les engagements des fonds de pension devront @trasés en juste valeur a partir de la courbe
des taux zéro-coupon. Ainsi, il convient de constria courbe des taux zéro-coupon a partir des
taux usuels (Eonia, Euribor et swaps) prélevésisamplateforme financiere.

Il doit s’agir de taux zéro-coupon composeés, aalsgou continus. Nous distinguons la partie court
terme (ou les taux ont des maturités inférieurg® mois) et la partie long terme de la courbe.
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Premiere étape détermination de la partie court terme de la coudes taux

Pour des échéances inférieures a 12 mois, la iéafs opérations financiéres de préts et
d’emprunts sont des zéro-coupons. Nous pouvonsnadssur le marché interbancaire des taux
allant du jour le jour (Eonia) au 1 an (les indiéasibor pour les maturités de 1 & 12 mois). Ces
taux monétaires sont des taux zéro-coupon simplesnvient de les convertir en taux actuariels
par la formule suivante :

365
i :(1+iimj "1
360

ou: d estle nombre de jours entre la date de caldidaiéance du taux
i, estle taux monétaire (zéro-coupon) simple

i, estle taux monétaire actuariel équivaleny a

a

Pour les taux Euribor par exempbe= %Sn oun est le nombre de mois Euribor.

Deuxieme étapedétermination de la partie longue de la courbe e

Pour des échéances supérieures a 1 an, nous saonfemtés a une pénurie d’emprunts
zéro-coupon (obligations et certificats de coupohgus utilisons par conséquent des titres plus
liquides, comme les obligations a taux fixe souvess ou les swaps qui ont des échéanciers
comportant plus de 2 flux. L'emploi de ces dernesstechniquement le plus aisé.

Les taux de swap (non zéro-coupon) sont les tates fannuels contre lesquels s’échangent des
structures variables qui font référence au marchénfne I'Euribor). Nous pouvons considérer ces
taux swapC,, iJ[1,n] comme des coupons d'obligations a taux fixe qraiset traitées pour les

durées annuelles correspondantes. En introduisataux a 2 ans, 3 ans, 4 ans... les uns apres les
autres, nous pouvons déterminer successivemetairswap zéro-coupoin, j [[1,n]:

v Le 1 an étant un zéro-coupon (car il appartieat @elrtie court terme), nous avops C,

v' L’actualisation des flux du titre obligataire coump@ conduit a :

-G, 1+G
L+i, L+’
Commei,est connu égal &, la connaissance dé, permet de détermings. De méme,
I'actualisation de I'obligation a 3 ans, de coup@)s permet de déterminey.

Nous pouvons établir une formule de récurrencei@iplentrei, et i_, a partir des
obligations de maturités-1 etn :

1

= Cpa1+Gy) " -1
" {C_,-C +C /@a+i )"
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Nous avons déterminé par récurrence, I'ensembletldesents constitutifs de la courbe des taux
swap zéro-coupon. L'utilisation d'obligations de meteé, a la place des swaps, génere des
difficultés complémentaires liées aux durées ndieess.

Résultat 22.(Utilité d'une courbe des taux swaps zéro-coupamsdin cadre ALM)

La courbe des taux swaps précédemment construite permet de calculer les valeurs actuelles
des actifs financiers (obligations non risquéeswaps pour le LDI), par décomposition de ces
derniers en des structures d’emprunts zéro-cougmmcernant le passif, la réglementation nous
impose de valoriser nos engagements en juste vataest-a-dire d’effectuer une évaluation du
passif a I'aide d’une courbe des taux zéro-coupomiarché. Ainsi, la courbe des taux swaps zéro-
coupon est a la base des valorisations de I'attiftepassif.
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2.3.3. Notre solution LDI retenue en pratigue

A partir d'une analyse fine de notre échéancier degagement, nous élaborerons le
portefeuille LHP indiciel qui adosse au plus pres les risques degsif, au sens d’une mesure de
risque bien déterminée. Par la suite, nous intégrens dans notre solutionLDI le portefeuille
PSPindiciel, pour un budget de risque consenti au pra@able par le fonds de pension :

Graphique 17.(Etapes de construction du LDI)
Surperformance

~

Indiciel

T.E Adossement AIP

[

T.E d'adossement AIP

[ >

T.E d’'adossement dégradée

Etape 1.Détermination du benchmark de passif
Etape 2.Détermination du portefeuille d’adossement LHP

Etape 3.Construction du portefeuille PSP et du montage ¢ibbal indiciel.
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Partie 3. Construction pratique du LDI et analyse comparative sur_deux
échéanciers de passif

Tous les montages LDI reposent sur le théoremeafoedtal de séparation en deux fonds LHP et
PSP. Toutefois, chaque structureur est libre dstoare ces deux portefeuilles suivant ses propres
objectifs de gestion. BNP Paribas a privilégié immunisation en sensibilité contre les risques de
taux et d’'inflation pour son LHP, ainsi qu'une agpgre a la Markowitz pour son PSP.

3.1 Notre construction du Liability Hedaing Portfolio (LHP) indiciel

3.1.1. Détermination de l'univers de risque et choix deslasses d’actifs

Rappels fondamentaux (Un univers de risque spécifique pour chaqué extexe)

Pour avoir une analyse fine des risques de tauxd’gtflation dans un environnement de
déformations quelconques, il est fondamental d@ssca un titre obligataire indexé P (ou un
échéancier de passif indexé) :

- un vecteur de sensibilités nominal(® S, ... S;) ou chaque Smesure la sensibilité
du titre a la variation du taux de maturite R .

- un vecteur de sensibilités a linflatio§™ S .. SI) oo chaque 'S mesure la
sensibilité du titre a la variation du BEI de materz; I, .

Chaque titre obligataire (ou un échéancier de pssiun univers de risque de taux et d’inflation
qui lui est propre car :

- Chaque titre obligataire indexé (ou. un échéanderpassif indexé) est sensible a des taux
oR et,l; de maturité les écheances de paiement de sesraup

- Plus notre obligation indexée (ou un échéanciepdssif indexé) aura une date d’échéance
lointaine, plus elle sera sensible a un nombre irtgod de taux et BEI.

Résultat fondamental 23 (Vers la construction d’un univers de risque sgtitiue unigue)

Cette dépendance pose probléeme dans un cadre tiergddM : le passif et I'actif doivent étre
représentés dans un univers de risque identiquer, pouvoir procéder a leur adossement. Nous
devons construire un univers fixe et synthétique rilues de taux et d’inflation, valable pour
'ensemble des titres obligataires et des échéasmcie passif, sans perdre en qualité de
représentation des risques.

Nous prenons comme environnement du risque de kaistorique des taux nominawR : Eonia,

Euribor 1, 2,..., 12 mois et swaps zéro-coupon,.l, 30 ans. Nous relevons hebdomadairement les
valeurs des taux sur les trois dernieres annégsi(ldt 2005 a septembre 2008).

Nous prenons comme environnement du risque inflatibistorique des taux BEI servi¥, par les

swaps inflation zéro-coupon d’échéances 1, 2,.,,1H) 15, 20, 25 et 30 ans. Nous relevons
hebdomadairement les valeurs des BEI sur lesdmisiéres années.
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Nous effectuons des analyses en composantes @iesi(ACP) sur les environnements nominal et
inflation, pour mettre en lumiere les corrélatiangstant entre les différentes maturités de risque.
Les individus sont les taux Euro et BEI, et lesialaes leur valeur au cours du temps. L'inertie
expliquée par nos deux premiers vecteurs propest stipérieure a 85%, les ACP nous incitent a
ne conserver que les deux axes principaux lesrppurgsentatifs :

Graphique 18. (Projection des taux et des BEI sur le plan faet@t corrélations)

\ Cercle des corrélations

T

\\

Univers de risque des taux nominaux Univers de risque des taux inflation

Résultat fondamental 24 (Déformation locale uniforme des courbes et ursidkr risques unique)

Lorsque nous effectuons une ACP, nous constatansegtaines grappes de maturités tres proches
sont tres corrélées entre elles : leur coefficidatcorrélation est supérieur a 0,99. Par exemps, |
taux swaps nominaux 40, 41,...,50 ans, les taux &urjl2, ...12 mois et les BEI 10, 12, 15, 20, 25,
30 ans sont respectivement trés corrélés entre eux.

De ce fait, dans des univers de taux et d’inflatetraotiques (ie. les courbes des taux et BEI
subissent des déformations quelconques au couterdps dans leur ensemble), nous constatons
localement des déformations uniformes des courhbésqpe des grappes de taux de maturités
proches sont trés corrélées entre elles. Cet édai nous amene a penser que nos deux univers de
risque peuvent étre synthétisés de facon tres oaie en ne conservant que quelques maturités
représentatives.

Une analyse plus approfondie de notre ACP nous smia retenir les échéances nominales : 1, 3,
6 moisetl, 2, 3,4,5,7,9, 10, 15, 20, 30, B, &t les échéances inflation : 1, 2, 3, 5, 10, 26

et 30 ansNous avons construit un univers synthétique de dsgde taux et d’'inflation, valable
pour la totalité des titres obligataires et des éahciers de passif, sans perte de qualité de
représentation des risques.
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3.1.2. Procédé d’adossement actif passif

Notre solution LDI s’applique a partir d'un éché@made passif d’un corporate, d’'un assureur ou
d’'une mutuelle. Conformément a lI'application denauvelle réglementation comptable IFRS, les
engagements des fonds de pension sont valoriséalear de marché (« marked to market ») a
'aide de la courbe des taux swap zéro-couponotivient également de prendre en compte la
gualité de la signature du gestionnaire, par I'eghuspread de signature aux taux swap utilisés.

Premiere étape Eclatement de I'échéancier de passif, en seng#éslinominale et inflation, sur
les piliers de risque représentatifs.

Dans le cadre des préretraites, les fonds de peonsiogpour engagement le paiement des cotisations
sociales non sujettes a une revalorisation deldtioh. Ainsi, ces derniers doivent étre en mesure
de traiter des échéanciers de passif non revasadisé&inflation.

Cas n°1 :traitement d’un échéancier de passif non revatods l'inflation

Ce flux de passif est étudié comme une succesSbtightions zéro-coupon nominales de maturité
(ti _t) . z , . y 2 . N C| t N
r,=——* exprimée en annéeka valeur actuelle du passif s’écrit dob¢= Z— -
36¢ = L+ R )"
o R, est le taux actuariel du zéro-coupon de maturitét N le nombre des flux espérégR, sera
déterminé par interpolation linéaire des taux z@opon d’échéances et 7", encadrantr,
renseignés par une plateforme financiere.

Résultat 25.(Mapping du passif en sensibilité sur les pil@esrisques nominaux)
Un zéro-coupon nominal de maturite est sensible aux variations du tayiR, et sa sensibilité

. e T C
nominale pondérée s’écrit, § — L

L @R
Le mapping consiste a répartf sur les piliers de risque nominaux adjacents deurités 7, ; et
T

u,i -

. L —1 -0,
0i =1..,.N nousavong;,<r7,<7,;,5,=—S, etS,,=—S,.
: i3 -7, it

u,i

u,i _Tl,i

La réglementation francaise impose aux fonds desipende revaloriser leurs engagements de
retraite de l'inflation. Ainsi, le profil de passie plus couramment traité est un échéancier
revalorisé en intégralité de l'inflation :
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Cas n°2 :traitement d’'un échéancier de passif revaloriskD8% de I'inflation :

Notre échéancier de passif est étudié comme uression d’obligations zéro-coupon indexées sur
(ti _t)
[

-~

l'inflation de maturité 7= exprimée en années. La valeur actuelle du passirit’

P C
donc L,= Z—” ou ,r. est le taux zéro-coupon réel déterminé par intatfml des taux
=g SN AN .

réels d’échéance” et 7" encadrantr,, déduis des taux nomina@xR ) et inflation(,Y,) grace a la

TR _

formule de Fisher ;r, =
oY;

Résultat 26.(Mapping du passif en sensibilité sur les pil@esrisques nominaux et inflation)
Un zéro-coupon indexé de maturit¢ est sensible aux variations de tayiR et a l'inflation Y, .

7 7z

Ses sensibilités nominale et inflation pondéréésra/ent :

C C

nom _ Ti it inf _ Ti it

L @RR)L )" @Y )L @r )"

Le mapping consiste ensuite a répartir linéairement
- §°" sur les piliers de risque nominaux adjacents deunité 7, ; et 7, :
I‘ —

T, -1,

. =T .
0i=1..,N,nousavong, <r,<7,;, §"'= —— S et §{"= ——— S§"".
Tu,i _rl,i Tu,i _Tl,i
- 8" sur les piliers de risque inflation adjacents datunité 7, , et 7, ; :
. ) 7T . —T. ) ) 7. — T . )
0i =1,...,P,nous avong, <7, <7, = —“— S"etg" = 1 g,
’ Y Y Z-u,i _Tl,i Y Tu,i _Tl,i
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Résultat 27.(Eclatement en sensibilité d’'un échéancier de denpassif)
Nous obtenons un éclatement en sensibilité dufpassies piliers de risque nominaux et inflation :

Echéancier de flux de passif pour un corporate A- Inflation comprise

25000000

20000000 -
fg
:
g 15000000 B Flux de passif - partie inflation
g [
§ i @ Flux de passif - partie nominale,
% 10000000 tHAARAAMAAHA AR
5
s

5000000 HHARAMARAARAA AR AR AR |
0 HHHHHHHHH!!!!-.-
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76
Echéances

Eclatement du passif en sensibilité nominale dafioh

3,
25
‘52-
w
s
& 15
1_
0.5
0+ _— L
A N T - T LT T - PP N S N N N~ W\ A
1 R N R R SR N SR - AL D VN
FFFTFTFFTTFTFTFFFFF T T T T T FELEEE

Piliers de risque

La construction dlLHP indiciel s’appuie sur l'interpolation linéaire desix nominaux et inflation
pour déterminer les sensibilités sur chaque pieerisque. Une petite étude permet de corroborer la

validité de cette démarche. Elle consiste a medaratépendance entre un historique de taux
d’échéancd et un autre interpolé a partir de deux historiqgiéshéances et T, encadrant (i.e

tels queT,<T<T,):
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Graphique 19. (Exemple d'interpolations linéaires sur les tau Bt R d’ajustement)

Inflation Etude 25Y : Empirique VS Interpolé (20Y 3  0Y)
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Nous remarquons que les mouvements de taux inérpmlr les échéances intermédiaires sont
correctement évalués. Dans I'exemple trait&®ees interpolations est plus grand @884

Deuxieme étape éclatement de I'actif, en sensibilité nominalé iaflation, sur les maturités de
risque représentatives.

v" Choix des fonds nominaux et inflationaus avons utilisé six indices de référence nomina
Merrill, de maturitésl-3Y, 3-5Y, 5-7Y, 7-10Y, 10-1B¥15+Y. Chaque indice contient des
obligations de maturités comprises dans l'intesvatiscrit dans sa nomination. De méme,
nous avons choisi six indices inflation de réféesBarclays de maturitéd-3Y, 3-5Y, 5-7Y,
7-10Y, 10-15%et 15+Y. Les banquederrill et Barclaysétaientcelles qui proposaient le
plus large choix d’indices nominaux et inflation.

v' Eclatement des indices obligataires nominayour éclater notre portefeuille d’actifs sur
les piliers de risque, nous réitérons la démarchpl@yée pour notre échéancier de passif.
Tout d’abord, nous répartissons linéairement lesibdités de chaque indice nominal sur
les piliers de risque adjacents nominaux. Nous s\damc, pour chaque pilier nominal,n®

un vecteur de sensibilités qui lui est associé :
Sassel.nom

Sasseﬂ nom
S’ndicesnom —
(

Sassetl\hom

Sasselnom .
i .

Nous calculons ensuite la sensibilité pondéréeadéflsur le pilier nominal n°
Wnom

1
om

<Wnom S’ndicesnom >: thomS?ndicesnom et W™ = W:
d i

V\/’]Om

N

ou W™ est le vecteur des proportions d’actifs nominauxsdallocation du portefeuille nominal.
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v Eclatement des indices obligataires inflationaus répartissons linéairement les sensibilités
de chaque indice inflation sur les piliers de resqaoflation adjacents. Nous avons, pour
chaque pilier inflation ny un vecteur de sensibilités qui lui est associé :

Sassel inf

assep inf
Sindicesinf — S
: =

Sassethf

La sensibilité pondérée de I'actif sur le pilieflation nd S*** est égale a :
an

1
inf

<Winf S’ndicesinf >: tWinf S:ndicesinf et Winf - 2

ijnf

N

oU W™ est le vecteur des proportions d’actifs inflati@nsl I'allocation du portefeuille inflation.

Troisieme étape création d’'une mesure de I'adossement actif / padans un univers de risque
chaotique.

Nous avons montré que le Duration Matching n’efitate que dans I'hypothése d’'un déplacement
parallele de la courbe des taux car nous calcuemsensibilités globales de l'actif et du pasaif e
sommant les sensibilités pondérées des élémentotssituants. La mesure de I'adossement actif

passif :||Actif - Passif| = ‘DAcm - D,,.;| Nest plus valable dans un cadre plus général.

Résultat 28.(Mesure de I'écart d’adossement actif / passédmee : le passif comme benchmark)

Nous privilégions une gestion indicielle des rissjue taux et d’inflation, inspirée par Dupré
[1998] que nous adaptons aux sensibilités : noudenal construire une norme mesurant I'écart
d’adossement entre notre portefeuille d'indicedgdihires et notre échéancier de passif éclaté sur
les maturités de risque. Nous I'appellerons pasligte Tracking Error d’'adossement actif passif
car nous prenons comme benchmark notre échéaneipaskif éclaté.

Définition 21. (Vecteurs des écarts de sensibilité actif / passif
Nous définissons le vecteur G des écarts de sétgsibntre I'actif et le passif sur les piliers de

(Sliiability _ S.asse5
liability _ casse
risque nominaux par G (S &) ..

(Sl\ilability _ Sisse5

Toutefois, il convient d’amplifier les écarts acdtppassif en sensibilité par les volatilités histpres
relevées, les maturités de risque présentant desaok de risque hétérogénes. Ainsi, en notant

la volatilité du pilier n°i, nous définissons lecteur X des écarts de sensibilité pondérés par les
volatilités :
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Xl 0.1 ( SAIi-abi-Ii.ty _ Sasse5
. O.Z(Sgablhty _ Szasse5 _ |:x nomi|

o O

X"
XN JN (SILabiIiw _ S’jsset)

Définition 22. (Tracking Error d’'adossement nominale actif passif
La Tracking Error statique d’adossement A/P nonersg définit comme la racine carrée de

la forme quadratique <X”°m VCV”°”‘.X”°”‘>: EX™m VCV™™ X", Nous noterons cette derniére :

TED™ et | Actif — Passif| .=+ X" VCV™™ X"

adossement
ou VCV ™™ la matrice des corrélations entre les maturités maies:

VarEurdM) ... Co(EurdM, Eus&0y)

CoEurdM, Eus&0y) ... Var(Eus&0y)

Définition 23. (Tracking Error d’adossement inflation actif p&ssi
La Tracking Error statique d’adossement A/P infbatise définit comme la racine carrée de

la forme quadratiqu(ex ey .X"‘f>: EXVCV™ X™ . Nous noterons cette derniére :

TE™ ome |Actif = Passif| ,, =+ X™.vCV"™ X"

adossement inf

ouVCV™ la matrice des corrélations entre les piliers itiiten

Var (Inf 1Y) ... Cov(Inf1Y,Inf 30Y)

Cov(Inf 1Y, Inf 30Y) ... Var (Inf 30Y)

Les covariances et variances empiriques de la ceatfCV sont calculées a partir de I'historique
des taux précédents. Toutefois, nous avons unestadionnarité des rendements obligataires : un
nombre important de données contribue a diminueridgue d’estimation alors qu’'un petit
échantillon a I'avantage d’utiliser I'informatioa plus récente. Afin de profiter des deux approches
nous prenons l'ensemble des données de notre igistormais nous affectons des poids
exponentiels aux observations, déclinant quancoronte le temps:

T-t+1

T . .
Cov(Taux, Taux; ) = Z p (Taux — Taux).(Taux —Taux) ou p,= —
t=1

2 A

t=1
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Définition 24. (Le portefeuille d'adossement LHP)
Le portefeuille d’adossement se définit comme dé&ation qui minimise les Tracking Error
d’adossement nominale et inflation sous les conteasi suivantes: les écarts actif passif en

sensibilité |S*" — SPasit et en convexitdcaCtif —CP*si doivent étre inférieurs &%, et la
Tracking Error A/P ne doit pas excédkEyo.

Pour nos deux échéanciers de passif (relatifs awpocate A et B), nous procédons aux
minimisations de leurs Tracking Errors nominalendiation afin de déterminer leur portefeuille
d’adossement. Nous utilisons pour cela un logitigbtimisation quadratique.

Résultat 29.(Mapping en sensibilité de I'actif et du passif)

A cause des fortes contraintes imposees a notrssadwent, notre logiciel d’optimisation ne
trouve pas d’allocations satisfaisantes pour nogxdeéchéanciers de passif. Ceci s’explique par le
fait que les durations de nos indices ne sont péssamment longues. Les flux d’actif ne peuvent
adosser les flux de passif sur les piliers de risdiéchéances longues (20, 30 et 50 ans), ce qui
crée une dégradation de notre adossement en sktgsédtiau niveau de la Tracking Error A/P.

La qualité d'adossement est moins bonne pour l&aiér A car il présente une duration plus
grande que celle de I'échéancier B. En guise dtiltion, nous présentons les résultats obtenus
pour le corporate A sur les parties nominale eairan :

Graphique 20.(Mapping en sensibilité de I'actif sur I'échéanailer passif du corporate A)
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Piliers nominaux

Nous remarquons que le passif est tres sensibléaarsur les échéances longues 20, 30 et 50 ans.
Pourtant, les flux de l'actif n'adossent pas les ftlu passif sur ces échéances. L'échéance la plus
longue accessible par l'actif est le 15 ans. Déade une forte sensibilité de I'actif est a noser
cette échéance pour compenser le non adossemiéipaasif sur les échéances plus longues.
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Sensibilités de I'actif et du passif
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Nous remarquons également que le passif est tngghtea l'inflation sur les échéances longues 20
et 30 ans et que les flux de I'actif n'adossent gasx du passif sur I'échéance 30 ans. L'échéance
la plus longue accessible par I'actif est le 20. &es ce fait, une forte sensibilité de I'actif ést
noter sur les échéances 15 et 20 ans pour compé&nsesn adossement actif/passif sur les
échéances plus longues.

Afin de remédier a ce probléme, nous allons intégredes swaps de taux et d'inflation zéro-
coupon d’échéances longues pour allonger la duratiade notre fonds.

3.1.3. Amélioration de I'adossement par l'intégration de svaps nominaux et inflation

Les swaps présentent de nombreux avantages paollg®ns d’adossement de passif :

Résultat 30.(Intérét des swaps dans un montage ALM)

Dans une optique ALM, les swaps permettent :
- d’allonger la duration du fonds
de réduire I'investissement en cash
d’apporter une plus grande flexibilité (ce saoleis produits « over the counter »)
d’avoir une tres bonne liquidité, en particulgur les échéances longues.

Dans notre solution LDI, les swaps nous permeitiadosser les flux d’actif et de passif sur les
piliers de maturité longue et de diminuer notreckiag Error A/P :
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Graphique 21.(Mapping de I'actif sur I'échéancier du corporaten faisant appel a des swaps)
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Analyse comparative et résultats(Meilleur adossement A/P aprés introduction depsya

Pour tout type d’échéanciers (a duration courte,ygmmne ou longue), nous avons montré que
l'introduction de swaps dans nos allocations amélinaturellement 'adossement actif / passif car
les sensibilités du passif sont mappées sur legaddes longues. A présent, les contraintes
d’adossement sur les niveaux de Tracking Error Al#Psensibilité et de convexité sont respectées.

La question est de savoir combien de swaps pagtitipignificativement a la diminution de la
Tracking Error A/P, afin de ne conserver que cesides dans nos allocations. Cet exercice est a
mener sur les Tracking Error nominale et inflatiéim guise d'illustration, nous présentons les
résultats obtenus pour les corporate A et B spattie nominale.
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Graphique 22. Evolution de la Tracking Error pour un passif usiadion longue (corporate A))

Evolution de la Tracking Error en fonction du nombre de swaps introduits pour
I'échéancier a duration longue (corporate A)
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Pour des passifs longs, I'introduction d'un swapnuurité longue (20, 30 ou 50 ans) provoque
une diminution importante de la Tracking Error.rtfoduction de deux swaps de maturité trés
longue distincte (par ex. 30 et 50 ans) génere dimenution encore plus significative de la
Tracking Error. Dans cet exemple, nous introduirdesx swaps d’échéances 30 et 50 ans.

Graphique 23.(Evolution de la Tracking Error pour un passif aalion moyenne (corporate B))

Evolution de la Tracking Error en fonction du nombre de swaps introduits pour
I'échéancier a duration longue (corporate B)
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Pour des passifs courts, la sensibilité sur lepB0 ans est trés faible. Ainsi, I'introductiorud’
swap 50 ans ne génere pas une forte diminutiom dedcking Error. Au contraire, I'introduction
d'un swap 20 ans ou 30 ans provoque une dimingignificative de cette derniére. L’ajout d’'un
deuxieme swap zéro-coupon en complément du prgsvap 20 ans ou 30 ans) n’apporte pas une
diminution importante de la Tracking Error. Dang egemple, nous introduirons seulement un
swap 20 ans.

3.1.4. La puissance du LDI : construction de frontieres ficientes Tracking Error-
cash libéré

Aprés avoir sélectionné le nombre de swaps a cemsarous allons souspondérer notre allocation
d’actifs afin de libérer une poche de cash destinaémenter notre portefeuille PSP indiciel. Pour
chaque niveau de cash libéré, nous déterminongdR ibhdiciel qui minimise la Tracking Error
d’adossement A/P.

Graphique 24. (Frontiére efficiente - Evolution de la Tracking& en fonction du cash libéré)

Evolution de la Tracking Error en fonction du Cash libére

2

+ Corporate B
= Corporate A

[ ]

=

Cash libéré
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Niveau de Tracking Emor

Résultat fondamental 31 (Frontiéres efficientes dans le plan cash libéfigacking Error A/P)

Plus nous libérons une poche de cash importante slamtre LHP, plus la Tracking Error
d’adossement A/P se dégrade. Nous sommes capabléscer des frontieres efficientes de LHP
dans le plan cash libéré - niveau de Tracking Erréd/P. Ainsi, le gestionnaire libére des
capitaux dans le cadre du budget de risque défiar pson client.
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Nous nous intéressons aux allocations du LHP ieden fonction du niveau de cash libéré. En
guise d'illustration, nous analysons les résultabienus pour les allocations nominales du
corporate A :

Allocation du portefeuille - Cash libéré = 10% Allocation du portefeuille - Cash libéré = 20%

0 CASH

B MERRILL_GOV 1-3 YRS

O MERRILL_GOV 3-5 YRS

O MERRILL_GOV 5-7 YRS

B MERRILL_GOV 7-10 YRS
0 MERRILL_GOV 10-15 YRS
B MERRILL_GOV 15+ YRS
O SWAP 20Yrs c. EUR3M

B SWAP 30Yrs c. EUR3M

@ SWAP 50Yrs c. EURSM

0 CASH

B MERRILL_GOV 1-3 YRS

O MERRILL_GOV 3-5 YRS

O MERRILL_GOV 5-7 YRS

B MERRILL_GOV 7-10 YRS
0 MERRILL_GOV 10-15 YRS
B MERRILL_GOV 15+ YRS
O SWAP 20Yrs c. EUR3M

B SWAP 30Yrs ¢. EUR3M

@ SWAP 50Yrs ¢. EUR3M

Allocation du portefeuille - Cash libéré = 30%

o CASH

®MERRILL_GOV 1-3 YRS
OMERRILL_GOV 3-5 YRS
OMERRILL_GOV 5-7 YRS

B MERRILL_GOV 7-10 YRS
@ MERRILL_GOV 10-15 YRS
@ MERRILL_GOV 15+ YRS
O SWAP 20Yrs ¢. EUR3M

W SWAP 30Yrs ¢. EUR3M

@ SWAP 50Yrs c. EUR3M

Allocation du portefeuille - Cash libéré = 40%

@ CASH

B MERRILL_GOV 1-3 YRS
OMERRILL_GOV 3-5 YRS
OMERRILL_GOV 5-7 YRS

B MERRILL_GOV 7-10 YRS
@ MERRILL_GOV 10-15 YRS
B MERRILL_GOV 15+ YRS
O SWAP 20Yrs c. EUR3M

m SWAP 30Yrs c. EUR3M

@ SWAP 50Yrs c. EUR3M

Résultat 32.(Allocation d’actifs par niveau de Tracking Error)

Plus le niveau de cash libéré est important, plakocation se concentre sur les actifs qui mappent
les maturités de risque a grande sensibilité, dBrncontenir au mieux la dégradation inéluctable de
la Tracking Error A/P. Le revers de la médaille este perte importante de diversification dans
notre LHP.
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Concernant nos deux échéanciers d’engagement, munéage LDI propose pour nos LHP les
allocations diversifiées suivantes, avec un cdsdrd de 20% et une Tracking Error A/P contenue a
moins de 1% :

Résultat 33.(Analyse comparative entre les corporates A et B)

B CASH

Portefeuille LDI Global - PSP a déterminer BMERRILL_GOW 1-3Y
OMERRILL_GOW 3-5Y
OMERRILL_GOW 5-7Y
mMERRILL GOW7-10%
OMERRILL_GOY 10-15%
EMERRILL_GOW 15+Y

O SWAP 207 . EUR3M
AP 30Y o EUR3M

B SWAP &Y . EUR3M
OBARCLAYS Infl Linked 1-3Yrs
DBARCLAYS Infl Linked 3-6Yrs
BEBARCLAYS Infl Linked 5-7Y'rs
W BARCLAYS Infl Linked 7-107rs
B BARCLAYS Infl Linked 10-15¥rs
B BARCLAYS Infl Linked 15+Vrs
B SWAP INFL 15Y c. EURAM

O SWAP INFL 207 c. EURAM

O SWAP INFL 30Y c. EURAM

Corporate B

Cash libére
pourle PSP

Pour un niveau de cash libéré de 20%, nous troumansortefeuille LHP tres diversifié, avec un
mapping en sensibilité sur les maturités de rigguminale et inflation tres convenable puisque la
Tracking Error globale d’adossement est inférieuiésb.

Corporate A
Portefeuille LDI Global - PSP a déterminer B CASH
BMERRILL GOV 1-3Y
OMERRILL_GOV 3-57
OMERRILL_ GOV 5-7Y
— B MERRILL GOV 7-107
Cash libéré

OMERRILL_GOW 10-15Y

B MERRILL GOV 15+

O SWAR 20% o EURSM

W SWAP 307 c. EUR3M

B SWAR 50% o EURSM
OBARCLAYS Infl Linked 1-3Yrs
OBARCLAYS Infl Linked 3-5%rs
B BARCLAYS Infl Linked 5-7rs
B BARCLAYS Infl Linked 7-10Yrs
B BARCLAYS Infl Linked 10-15%Trs
B BARCLAYS Infl Linked 15+Yrs
B SWAP INFL 15% c. EUREM

O SWAR INFL 20 c. EUR3M

O SWAR INFL 30 c. EUR3M

pour le PSP

Pour un niveau de cash libéré de 20%, nous obtedgakment un LHP diversifié, avec un
mapping en sensibilité sur les maturités de risgominale et inflation satisfaisant puisque la
Tracking Error globale d’adossement est inférieuige5%.
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Résultat 34.(Puissance des swaps dans une solution d’adosgemen

Les solutions LDI sont des méthodes d’adossemdifit/ quassif qui utilisent abondamment les
swaps. Grace a ces produits, elles sont capablésader les passifs a duration longue avec autant
d’aisance et d’efficacité que les passifs a duratiwoyenne ou courte : les swaps apportent un effet
de levier nous permettant d’économiser du cash tesla couverture des maturités les plus
longues. Ce cash sera ensuite utilisé pour troaecla performance sur les marchés actions, hedge
funds et taux.

3.2 Notre construction du Performance Seeking PortfolidPSP) indiciel

3.2.1. PSP recommandé par la théorie financiére et critigas

D'apres le théoreme de séparation, le PSP dait ane corrélation tres faible avec le LHP.
Les recherches académiques, travaillant a pairiglides globaux actions taux et hedge funds, nous
encouragent a investir dans des actions et deseslatactifs décorrélées du marché comme la
gestion alternative (hedge funds et private equltiihtérét est de se détacher le plus possible du
LHP qui porte les risques de taux et d’amortir ddatilité implicite du portefeuille global, tout en
créant une réserve de plus-value a long terme.

En pratique, il nous est impossible de suivre sadeysement les recommandations académiques
pour les raisons suivantes :

v' La réglementation assurantielle nous interdit diadr plus de 8% de notre allocation en
hedge funds. Cette contrainte réglementaire seésa pn compte lors de la construction de
la frontiére efficiente de notre PSP.

v' De surcroit, Solvabilité 1l impose de renforcer néfigativement les fonds propres des
institutionnels souhaitant investir dans les hedgeds et les actions. Cette mesure
représente un codt de provisionnement non négligealn influencera les décisions du
gestionnaire pour son allocation d’actifs.

v" Nos clients, principalement des entreprises et rdatuelles, ont des profils averses au
risque. Par conséquent, ils ne sont pas tres snalinccepter des solutions adossees au
passif faisant appel a de la gestion alternatiacgbns.

Il convient alors de déterminer pour le PSP, lassas d’actifs qui respectent toutes ces contginte

Lors de la construction du LHP, nous avons faich®ix de diversifier le plus possible notre
portefeuille, afin de couvrir avec précision lesgues de taux et d’inflation auxquels est soumis
notre passif. En effet, nos allocations LHP soBt tdiversifiées puisque elles font appel a six
indices nominaux Merrill Eur. Government, six ingscinflation Barclays Infl. Linked et a des
swaps nominaux et inflation.

Résultat 35.(Effet de la diversification sur les corrélations)

Un portefeuille suffisamment diversifié et compd'sédices obligataires nominaux (ie. inflation)
peut avoir, suivant son allocation, une corrélatives faible avec I'indice de référence global
Merrill Euro (ie. Barclays Infl. Linked).
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Exemple. (Corrélations entre des allocations d’indices gadhires inflation et I'indice obligataire

inflation global)

Allocation ayant une corrélation de 0,9 avec l'indi

8%

15%

16%

27% 16%

ce inflation global

@ Barclays Infl Linked 1-3 Yrs
B Barclays Infl Linked 3-5 Yrs

O Barclays Infl Linked 5-7 Yrs
O Barclays Infl Linked 7-10 Yrs
B Barclays Infl Linked 10-15 Yrs
O Barclays Infl Linked 15+ Yrs

Allocation ayant une corrélation de 0,8 avec lindi

%

13%

16%

ce inflation global

O Barclays Infl Linked 1-3 Yrs

B Barclays Infl Linked 3-5 Yrs

O Barclays Infl Linked 5-7 Yrs
O Barclays Infl Linked 7-10 Yrs
B Barclays Infl Linked 10-15 Yrs
O Barclays Infl Linked 15+ Yrs

Allocation ayant une corrélation de 0,4 avec l'indi

6% 0%
16%

40%

14%

24%

ce inflation global

O Barclays Infl Linked 1-3 Yrs
B Barclays Infl Linked 3-5 Yrs
O Barclays Infl Linked 5-7 Yrs
O Barclays Infl Linked 7-10 Yrs
B Barclays Infl Linked 10-15 Yrs
O Barclays Infl Linked 15+ Yrs

Résultat 36.(Le monétaire et I'obligataire ne sont pas écaés le PSP)

Il est trompeur de croire qu'intégrer du monétaet de I'obligataire dans le PSP contribue a

corréler ce dernier au LHP. En effet, nos portellesiLHP et PSP seront suffisamment diversifiés
pour ne pas étre forcément :
v’ corrélés avec les indices obligataires globaux
v corrélés entre eux

Par conséquent, nous retiendrons les quatre cladsetifs suivantes pour la construction du PSP

indiciel :

v

v
v
v

I'indice global actions EuroStoxx50 Total Return
I'indice global hedge funds HFRI Global Index
I'indice global taux JP Morgan EMU All Maturities
I'indice monétaire Eonia
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L’objet de notre étude va étre de déterminer ulveaion d’actifsPSPpour la partie cash libéré de
notre portefeuilleLDI. Nous nous appuyons sur un portefeullelP fictif pour décrire la
construction de notrBSP. Nous déterminerons ensuite les PSP pour nos ele@mples de passif a
durations moyenne et longue.

3.2.2. Notre construction pratique du portefeuille PSP

Nous nous basons sur I'approche du portefeuilléciefit de Markowitz. Nous utilisons un
générateur de scénarios prenant en compte les nstatistiques des séries chronologiques des
classes d’actifs.

Notre objectif de gestion retenu pour IePSPest le suivant :
v' Gestion alternative absolute returnEonia + X% (Choix de BNP Paribas)
v' Le PSPdoit étre décorrélé auLHP (Contrainte fondamentale du LDI)

Ainsi, le portefeuille PSP aura un rendement quasi-linéaire comme I'Eonia (€. une volatilité
trés contenue) et une surperformance par rapport #Eonia de X% (a déterminer).

A patrtir de I'historique des rendementslddP et des indices constituantP&SPE nous calculons les
principaux indicateurs statistiques de ces sérmmporelles: rendement moyen, volatilité,
corrélations, skewness, kurtosis et auto corréiatio

Définition 25. (La skewness d’une densité de probabilité)

La skewness S mesure l'asymétrie de la densit@& dariable aléatoire définie sur les nombres
réels. L'asymétrie d'une distribution est positsida queue de droite (a valeurs hautes) est plus
longue ou épaisse. Elle est négative si la queugadehe (a valeurs basses) est plus longue ou
épaisse. Mathématiqguement, la skewness est le mamaetié d’'ordre 3 de notre distribution
probabiliste :

5= E(X=ECO)
g

Un estimateur non biaisé de la skewness est :
3

n

_ n X, — X
S ) o)D)

O
t=1 g

O
ou o est un estimateur non biaisé de I'écart type.

Définition 26. (Le kurtosis d’'une distribution probabiliste)

Le kurtosis K est une mesure de l'aplatissementaocontrario de la « pointicité », de la
distribution d'une variable aléatoire réelle. Mathatiquement, la kurtosis est le moment centré
d’ordre 4 de notre distribution probabiliste :

_ E((X-E(X)")

0.4

K
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Un estimateur non biaisé de I'exces de Kurtosis est

4

K = (n+1)n Z“: x-x| o (n-1f

" (-1n-2Jn-3F| 5 | “(h-2)n-3)

Définition 27. (Le coefficient d’auto corrélation d’ordre n)
Le coefficient d’auto corrélatiory d’ordre n est le coefficient de corrélation caéutntre une

série temporelle et elle-méme décalée de n cranss Nerrons que certaines classes d’actifs,
comme l'immobilier et le monétaire, sont trés actorélées a l'ordre 1 et 2. Son expression
mathématique est :
() = CovX,, X._,)
Var(X)

Nous calculons les indicateurs statistiqgues préusdsur les rendements du LHP et les indices
constituant le PSP :

Exemple. Caractéristiques historiques d’'un poridéeuUHP fictif

Caractéristiques statistiques :

Caractéristiques HFRI Monétaire | Obligations| Actions LHP
Moyenne 12.31% 3.16% 5.57% 8.92% 5.98%
Volatilité 7.17% 3.47% 4.46% 6.73% 4.66%
Skewness -0.74 0.04 0.03 -0.55 2.01
kurtosis 2.67 -0.75 0.11 0.50 8.00
Auto-corrélation 0.32 0.97 0.16 0.18 -0.11

Matrice des corrélations :

Caractéristiques HFRI Monétaire | Obligations| Actions LHP

HFRI 1.00 -0.23 -0.24 0.68 0.23
Monétaire -0.23 1.00 0.08 -0.24 -0.20
Obligations -0.24 0.08 1.00 -0.31 0.09
Actions 0.68 -0.24 -0.31 1.00 0.22
LHP 0.23 -0.20 0.09 0.22 1.00
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Résultat 37.(Analyse statistique des rendements et des cbaideentre les actifs)

Nous constatons que le portefeuille LHP présenteskewness et un excés de kurtosis importants.
L'indice monétaire étant une classe d’actifs asgealictible a court terme, nous trouvons une
auto-corrélation a I'ordre 1 tres proche de 1. Ldiice hedge funds présentant des rendements non
normauy, il est classique de trouver un exces dmsis important. Ainsi, pour améliorer la qualité
de nos modélisations des rendements futurs, ndliserdns un générateur de scénarios qui
respecte la skewness, la kurtosis et les auto-ziio@s.

Graphique 25. (Etude des rendements mensuels historiques suio#)
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Le LHP présente une évolution historique de sedaments assez proche de celle de I'indice taux
de référence. Ce résultat parait logique puisqueH® est composé essentiellement d’indices
obligataires. Nous avons vu précédemment que s®maément n'est pas juste au sujet des
corrélations, a cause de I'effet diversificationpdutefeuille.

Nous présentons deux modélisations stochastiqusges pour la génération de scénarios :

Définition 28. (Modélisation des rendements par une loi norm@éek & Scholes [1973])

La dynamique des rendemetritsdes actifs verifie I'équation différentielle stoshigue :

dr, :%3: pdt+ odw,

dW,~N(0,dt) (il s’ensuit quer, ~ N(,udt, szt))
L est le rendement moyen historique constaté (oerldement espéré dans le futur)
o est la volatilité moyenne historique constatéeléovolatilité espérée dans le futur)

Résultat 38.(Modéle de Black & Scholes et limites)

Ce modele permet d'effectuer des scénarios quiertspt les niveaux de rendememt et de
volatilité o souhaités. Malheureusement, il ne tient pas cordpte moments d'ordre supérieur
skewness et kurtosis.
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Définition 29. (Modélisation des rendements par un GARCH(,Bpllerslev [1986])

Dans le modele GARCH(1,1), la dynamique des rendisme des actifs vérifie I'équation
différentielle stochastique :

dr =95 ,dt+ oaw

avec : dw~N(0,dt)
L est le rendement moyen historique constaté (oerldeament espéré dans le futur)
o, suit 'équationo?= ar?,+ bo?, + co? our,~N(u,0,)
o est la volatilité historique (ou espérée)
a, b etc sont des réels positiet a+b+c=1.

Résultat 39.(Modéle GARCH(1,1) — prise en compte des momeatssiques supérieurs)
Ce modele permet d’effectuer des simulations gspeetent les niveaux de rendementde

volatilité o et d’excess kurtosiEK renseignés : pour plusieurs tripleta, b, c) nous générons N
simulations et calculons la moyenne des rendemmantgens, des volatilités et des kurtosis de nos

scénarios. Nous choisissons le triplat, b", ¢’ ) qui se rapproche le plus des caractéristiques de
la série historique. Malheureusement, il produits d@mulations de rendements symétriques : la
skewness des rendements simulés est nulle.

Des améliorations (Glosten, Jagannathan et Rurld83]) ont été apportées a ce modele pour
prendre en compte une skewness non nulle :
2

o, suit désormais I'équations’= ar’,+ bo’,+ co’+ dl, 0., ou le dernier terme
d1,__, o7, apporte 'asymétrie attendue.

Résultat 40.(Modéle GARCH(1,1) amélioré)

Le modele de Glosten, Jagannathan et Runkle [1p88het de générer des simulations respectant
les contraintes de rendement moyen, de volatitig®,skewness et de kurtosis historiques (ou
espéreés) : pour plusieurs quadrupldes b, c, d) nous générons N simulations et calculons la

moyenne des rendements moyens, des volatilitéss étuttosis de nos scénarios. Nous choisissons

le quadrupleta™, b, ¢, d") qui se rapproche le plus des caractéristiques deélde historique.

Définition 30. (La méthode de Cholesky pour la prise en compgecdgrélations entre les actifs).
Le procédé de Cholesky génére une variable alé@atgaussienne centrée en dimension n
X~N(,K)ou K est la matrice de variance covariance. Ceatigtrice étant symétrique réelle

positive, il existe une matrice triangulaire inféuie L telle quéK = L"'L.
N (01)

AvecX™=| | aux composantes indépendantes, on montre alorXgueX™ ~ N (0,K)
N (02)

Les coefficients de la matridese déduisent de I'algorithme de factorisation :
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Pouri = 1, nous déterminons la premiére colonné.de

k11: I11 I11 d’ou |11: \/E

p— 1 S _klj H
k=11, dou Ijl—l—,ZSan
11

Nous déterminons la®™colonne de. (2<i < n), aprés avoir calculé lg&1) premiéres colonnes

i-1
= o1 | = 211/2
kii - |i1|i1+ "'+|ii lii d'ou Iii_ (k" _z|ik)
k=1
i-1
kij - Iikljk
= ol |.= k=1 i ;
kj= Iy 1+ 11 douly= — i+1 <j <n
i

Résultat 41.(Générateur de scénarios retenu)
L'utilisation conjointe de la méthode de Choleskgie modéle amélioré de GARCH (1,1) nous

permet de simuler des classes d’actifs en respelears caractéristiques historiques (rendement

moyen, volatilité, skewness et kurtosis) et leorsétations.
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Représentation n° 1 frontiere efficiente des portefeuilles candidasssl le plan rendement X% -
volatilité

A partir de notre générateur de scénarios (Werl808D, nous simulons et déterminons les
rendements et les volatilités annuels moyens suar®de tous les portefeuilles composés des
poches actions, monétaire, obligations et hedgesfuen prenant un pas de 5%. Nous tragons
ensuite la frontiere efficiente dans le plan renelet®% - volatilité :

Graphique 26. (Frontiere efficiente rendemeX®bo — volatilité des portefeuilles candidats au PSP)
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Résultat 42.(Portefeuilles candidats pour le PSP dans le igdademenX% -volatilité)

Si nous nous en tenons aux deux seuls critereseni@ement et de volatilité, les portefeuilles
efficients situés dans I'encadré rouge du graphigaerraient convenir pour notre PSP : pour une
volatilité trés contenue, ils proposent un rendentieen meilleur que I'Eonia.

Cependant, le PSP doit étre décorrélé au LHP :rikke pen compte des corrélations entre les
portefeuilles candidats et le LHP est primordiale.
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Représentation n° 2 portefeuilles candidats dans I'espace rendement X&gatilité - corrélation
avec le LHP

Nous représentons dans le plan rendement - vtdatilicorrélation au LHP, I'ensemble des
portefeuilles composés des poches actions, moegtditigations et hedge funds, en prenant un pas
de 5% :

Graphique 27.(Espace rendemeXb6 — volatilité —corrélation et portefeuilles candslau PSP)
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Résultat 43.(Portefeuilles candidats pour le PSP dans I'espammgement - volatilité - corrélation)

Dans l'espace rendement X% — volatilité — corréatiau LHP, il est impossible de trouver des
portefeuilles efficients qui seraient a la fois leeirs en rendement moyen, en corrélation et en
volatilité. Nous constatons que de nombreux pantbés pourraient convenir pour notre PSP car

ils présentent un rendement bien meilleur que liBpune assez bonne décorrelation avec le LHP
et une volatilité tres faible.

Toutefois, la démarche classique de représentaiégnportefeuilles dans un espace n’est pas trés
adaptée pour déterminer notre portefeuille PSPesiltres difficile de faire son choix dans ce
conglomérat de portefeuilles candidats. Nous alt@fiir la notion de portefeuilles semi-efficients
qui sera un bon outil d’aide a la décision darshi@x du PSP.
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Représentation n° 3 frontiere semi-efficiente des portefeuilles caatiddans I'espace rendement
réel du LDI - volatilité - corrélation avec le LHP.

Nous avons sélectionné le portefeuille PSP sur csgactéristiques financieres propres: son
rendemenEonia + X% sa volatilité et sa corrélation au LHP. Cependaotre démarche oublie le
fait que le PSP est intégré dans une solution ggob@l. Des lors, ce n’est pas le rendement du
PSP qui nous intéresse au final, mais celui dueeat de notre solution L2 global.

Nous allons ainsi déterminer notre portefeuille PSRians un nouvel espace plutét original :

rendement réel (i.e. net de linflation) du portefeille global LDI, volatilité du PSP et
corrélation du PSP avec le LHP.

Comme dans l'espace rendemetfto - volatilité - corrélation au LHP, il est imposkbde
déterminer un portefeuille efficient a la fois nhailr en rendement réel dibl, en volatilité et en
corrélation auLHP. Afin de rester dans l'approche des portefesillefficients au sens de
Markowitz, nous définissons la notion de semi-&fice d’un portefeuille en dimension 3 :

Définition 31. (Semi-efficience dans I'espace rendement réehbtiipé-corrélation, Darné [2009)
Un portefeuille est semi-efficient dans notre esgdacsque :

v |l est efficient dans le plan rendement et volatili

v' parmi les portefeuilles efficients (dans le plandement et volatilité) de méme rendement et
volatilité, il présente la plus faible corrélati@avec le LHP

On se ramene ainsi dans un « plan » rendementatiii@ et corrélation au LHP. Nous pouvons
ainsi construire une frontiere semi-efficiente déaspace rendement — volatilité - corrélation.

Graphique 28. (Frontiére semi-efficiente dans le plan renderrentlatilité — corrélation au LHP)
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Résultat 44.(Analyse de la frontiere semi efficiente)

La frontiere semi-efficiente se compose des pavilefe représentés par des boules roses. Elle
présente en tous points des discontinuités. Celdieau fait que deux portefeuilles semi-efficients
trés proches dans I'espace (leurs rendements et henlatilités sont trés proches) n’ont pas pour
autant des allocations similaires. Or, nous avongniré que l'allocation avait une influence
majeure sur le niveau des corrélations, d'ou cesaltinuités sur I'axe vertical des corrélations.
Les portefeuilles situés dans I'encadré répondemt @ntraintes imposées par le LDI : ils ont une
volatilité trés contenue, un rendement réel pqtifls sont décorrélés du LHP.

Nous devons choisir parmi les portefeuilles candiddtués dans I'encadré, celui qui sera retenu
pour le portefeuille PSP :

Graphique 29:
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Résultat 45.(Choix du portefeuille PSP)

Notre choix s’est porté sur le portefeuille divéigsiprésentant I'allocation suivante : 20%
d’actions, 20% de hedge funds et 60% d’obligatidngtésente une corrélation extrémement faible
avec le LHP, une volatilité tres maitrisée, et lentage LDI composé de ce portefeuille présente un
rendement réel tres satisfaisant. Il ne comporte g monétaire car cette classe d’actifs pénalise
fortement le rendement réel du LDI. Le rendemeeilt dé portefeuille LDI obtenu avec ce PSP est
de 2,09%.

Une étude plus fine des différentes classes @Baptut étre menée dans un second temps.
Par exemple, une étude menée par linstitut EDHESE-Rnontre que, suivant la stratégie de
gestion alternative retenue (Long/Short Equity, vawhble Arbitrage, Event Driven, etc.), I'indice
obligataire global a une corrélation avec cettaigee bien différente :

Convertible| CTA Equity Event | Long/Short
arbitrage Global Market Driven Equi
9 Neutral quity
MSCI World Bonds -0,12 0,34 0,01 -0,13 -0,05
MSCI World Equity 0,22 -0,23 0,42 0,69 0,77

Coefficient de corrélation entre rendements de déddgds (Edhec Alternative Indexes) et rendemelatstidns
(MSCI World Equity) / obligations (MSC World Bondgpur la période 01/1997 - 08/2004

Le Private Equity est une classe d’actifs inteaese pour notre portefeuille PSP car elle estegens
étre décorrélée des marchés boursiers et offiendement a deux chiffres.

Nous pouvons également étudier les effets desdiivations géographiques et sectorielles sur les
classes d’actifs actions et obligations.
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3.3Le LDI par I'exemple : résultats finaux obtenus pou deux échéanciers de
passif

Nous reprenons nos deux échéanciers de passif,ratiahs moyenne et longue, et nous

construisons leur montage LDI. Nous effectuerores armalyse comparative de ce montage avec les
méthodes d’adossement traditionnelles.

3.3.1. Reésultat obtenu pour un échéancier a duration moyeare (corporate B)

Nous mettons en ceuvre notre solution d’adossemBhtpbur I'échéancier de passif a duration
moyenne :
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Résultat final 46.(Performance de la solution LDI)

Pour un niveau de cash libéré de 20%, nous obtemwon&HP tres diversifié avec une qualité

d’adossement tres convenable car la Tracking Eglobale d’adossement est inférieure a 1%. En
choisissant un PSP composé de 35% d’actions, 3@Hlidations, 15% de taux et 20% de HFRI,

nous obtenons un portefeuille global LDI de rendetna@nuel espéré égal a l'inflation + 2,8%.
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3.3.2. Résultat obtenu pour un échéancier a duration longel (corporate A)

Nous mettons en ceuvre notre solution d’adossemBhtpbur I'échéancier de passif a duration
longue :
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Résultat final 47.(Performance de la solution LDI)

Pour un niveau de cash libéré de 20%, nous obtenonLHP trés diversifié avec une
gualité d’adossement convenable car la TrackingoEmglobale d’adossement est inférieure a
1,5%. En choisissant un PSP composé de 70% d'a;tR0% d’obligations et 10% de hedge funds,
nous obtenons un portefeuille global LDI de rendetna@nuel espéré égal a l'inflation + 1,6%.

Conclusion. (Performance réelle du portefeuille LDI)

Le rendement annuel espéré du portefeuille LDIedépfortement de I'historique des
rendements de son LHP car ce dernier occupe ursgoéd important dans le montage LDI global.
Les mauvais rendements observés pour le LHP duocaig A impactent le résultat net de
l'inflation du montage LDI (il s’éleve a 1,6% alogs!'il est de 2,8% pour le corporate B).

La grande force du LDI : grace aux swaps, ce mgattaite tous les types de passif (a
duration courte, moyenne et longue) avec autansdize et d’efficacité.

3.3.3. Analyse comparative du LDl avec les méthodes d’adssment traditionnelles
améliorées.

Nous implémentons les techniques de dédicationdidifiectuer une analyse comparative du LDI.
Nous améliorons les techniques @ash Flow Matchinget deDuration Matchingen intégrant un
OPCVM diversifié (composé d’actions, de hedge funtisbligations et de monétaire) pour traiter
les passifs de grande maturité.
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Définition 32. (Le Cash Flow Matching amélioré)

Le Cash Flow Matching amélioré est un montage ernxdends basé sur un critere de séparation
temporelle court terme/long terme: le premier fondEMTN, vise a répliquer les flux
d’engagement de court terme alors que le seconddsforun OPCVM diversifié, prend
progressivement le relais de 'EMTN pour le paietradgs engagements de long terme.

Définition 33. (Le Duration Matching amélioré)

Le Duration Matching amélioré est un montage enxdemds basée sur un critere de séparation
temporelle court terme/long terme : le premier fendomposé d’obligations, vise a égaliser les
durations de lactif et du passif, alors que le aet fonds, un OPCVM diversifie, prend
progressivement le relais de ce premier pour lepent des engagements de long terme.

Résultat 48.(Choix des classes d’actifs dans nos montagegdieation)

Nos méthodes de dédication se composent d'obligatituro Govies (France, Autriche, Portugal,
Italie et Gréce) et d’obligations corporate (Franibgdecom, Morgan Stanley, Royal Bank of
Scotland etc.). Nous profitons ainsi des spreatisetcqui offrent des rendements élevés avec des
signatures de bonne qualité. Avant la crise finemegiles obligations souveraines présentaient un
faible risque de défaut et proposaient des remtindsamauvaises comparées aux titres obligataires
d’entreprises plus risquées. Aujourd’hui, les Et@tsoulés sous leur dette publique, voient leur
note se dégrader. Les spreads de crédit et leemends des papiers souverains s’écartent entre les
pays de la zone euro. Ainsi, des arbitrages peuétmt effectués au sein des obligations
souveraines européennes pour profiter de ces émarendement.

Graphique 31.(Fort écartement des spreads de crédit (CDS)nepstele crise financiére)
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Comme pour le LDI, ces solutions d’adossement deatméthodes ajustées au profil du client : le
gestionnaire devra arbitrer entre le niveau de edure actif/passif sur la période d’adossement
court terme et la proportion investie dans 'OPC\l effet, plus la dégradation de la « Tracking

Error A/P » sera importante sur la phase courteeptus le gestionnaire de fonds libérera du cash
qui sera investi dans 'OPCVM diversifié destingaiter les flux de long terme. Nous construisons

ainsi des frontieres efficientes « Tracking ErrdPA — Cash libéré pour TOPCVM diversifié.
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Graphique 32.(Construction des trois montages ALM)
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Nous effectuons une analyse comparative du LDlsshase de trois criteres fondamentaux :
v la performance annuelle espérée de chaque montage
v le nombre de risques financiers maitrisés
v la qualité de gestion des risques financiers.

Nous reprenons pour cela nos deux échéanciers s¥#f gda durations moyenne (corporate B) et

longue (corporate A) :

v' Résultat obtenu pour un échéancier de duration nm&yécorporate B)

ANALYSE COMPARATIVE DES TROIS METHODES D’ADOSSEMENT

Performance

Gestion des risques financiers

Qualité de
risques

la gestion des

Duration Matching Amélioré Liability Driven Investment Inflation Indexed Cash Flow
Matching amélioré
INFLATION +2,17 % INFLATION +2,8 % Performance médiocre™
RISQUE DE TAUX RISQUES DE TAUX ET RISQUES DE TAUX ET
D'INFLATION D’INFLATION
APPROXIMATIVE TRES PRECISE RIGIDE ET APPROXIMATIVE

* . . . . a
Solution inenvisageable commercialement car trop colteuse
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v' Résultat obtenu pour un échéancier de duratioruiigorporate A)

ANALYSE COMPARATIVE DES TROIS METHODES D’ADOSSEMENT

Performance

Duration Matching Amélioré

INFLATION +1,31 %

Liability Driven Investment

INFLATION +1,6 %

Inflation Indexed Cash Flow
Matching amélioré

o *
Performance médiocre

Gestion des risques financiers RISQUE DE TAUX RISQUES DE TAUX ET RISQUES DE TAUX ET
D’INFLATION D'INFLATION

Qualité de la gestion des

risques APPROXIMATIVE TRES PRECISE RIGIDE ET APPROXIMATIVE

* . . . . ~
Solution inenvisageable commercialement car trop colteuse

Résultat global fondamental 49(Puissance du LDI comparée aux autres méthoddssiament)

Le LDI offre une performance nette de l'inflatiotup grande que les méthodes de dédication
traditionnelles : cela est di au fait que le demeé&fonds (le PSP) est destiné exclusivement a
générer de la sur-performance. Concernant les adéshde dédication, le deuxieme fonds n’a pas
vocation a générer de I'alpha. Il est construitax géfaut » pour pallier les carences en adossement
sur les maturités trés longues. Le LDI n’a pasedeitune car I'introduction de swaps dans son LHP
lui permet de bien adosser les échéances lesgiiiaihes. Ainsi, nos trois méthodes d’adossement
paraissent tres proches dans leur constructionle@isnode de gestion est bien différent.

Les trois montages ALM profitent des mécanismesréhdlocations dynamiques qui tiennent
compte des évolutions des marchés et des engagenisd réallocations doivent étre fréquentes
pour avoir un montage « suffisamment » immunisédartemps a cause de la forte volatilité des
taux. Ainsi, les performances moyennes de nos Bteégies seront réévaluées par la méme
occasion. Néanmoins, toutes les réallocations dualubont une performance moyenne supérieure a
celles des montages concurrents pour les rais@cggemment citées.

Le LDI propose une analyse extrémement fine depieis de taux et d'inflation puisque il fait
intervenir un univers de risque dans lequel lesibdités de I'actif et du passif sont calculées pa
rapport a des taux de maturités différentes. Niéd#ficace que pour une déformation uniforme de
la courbe des taux, le montage Duration Matchirigoeaucoup moins performant en matiére de
gestion des risques.

Le montage LDI est sans contexte une solution innamte car elle améliore la gestion des

risques financiers des fonds de pension et propostes allocations d’actifs a plus haut
rendement.
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3.4Robustesse du LDI en temps de crise financiere [Ab@007 — Sept. 2009]

Nous jetons maintenant un regard critique sur noiomtage LDI en testant sa robustesse en
période de crise financiére majeure (aolt 2007 ptesebre 2009). Nous supposons que notre
solution LDI indicielle a été retenue lors d'ungeése a un appel d’offres. Nous devons alors
proposer un montage LDI de fonds a notre client.

Seul le passage du LHP indiciel au LHP de fonds neypréoccupe en terme d’adossement A/P
car le PSP (d’indices ou de fonds) est construit di@pendamment des contraintes ALM.

3.4.1. Du LHP indiciel au LHP de fonds

Jusqu’a présent, nous avons construit nos LHP ta pandices obligataires nominaux et inflation
qui ne sont pas directement investissables. Ainsys devons répliquer nos indices par de
véritables actifs indiciels. Le portefeuille cotiséi de fonds s’appellera le LHP de fonds.

3.4.2. L'univers des OPCVM et dégradation de la Tracking Eror d’adossement

Nous souhaitons investir dans des OPCVM qui ont pbjectif de suivre au plus prés nos indices
nominaux Merrill et inflation Barclays, sans chescla les surperformer. Toutefois, les OPCVM

proposeés par notre société de gestion suiventre&aurdices de référence tels que Euro MTS, JPM
EMU, Lehman Infl. etc. Heureusement, les constam&tide ces indices, consultables a partir d’'une
plateforme financiére, sont tres proches. Ainss, iledices de méme maturité (1-3Y, 3-5Y etc.)

évoluent de maniére trés semblable dans le tempdait. de choisir des OPCVM assis sur des
indices différents de méme maturité n'est donggaslisant pour notre adossement A/P.

Comportement des indices obligataires de référence au cours du temps
Dégradation de la trés forte corrélation entre les indices causée par la crise financiére.
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Résultat 50.(Dégradation de la corrélation des indices obdigas de référence)
Nos deux indices obligataires connaissent des &oaki trés similaires au cours du temps : le

R?d’ajustement glissant reste au dessus de 98% sue t@ période d’observation. Cependant,
nous constatons une légere dégradation de leurétation a partir de 'année 2008, provoquée
par la trés forte volatilité des marchés en cetteqgde de crise économique.

Le passage du LHP d’indices au LHP de fonds va toefois provoquer une dégradation
importante de I'adossement entre l'actif et le pass Les deux principales raisons sont la
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difficulté de trouver des OPCVM passifs pour les itervalles de maturité traités d’'une part, et
limpossibilité aux gérants de suivre correctementles indices de référence a cause des
turbulences boursieres.Nous suivons dans le temps l'erreur d’adossemenfiodds indiciel au
moyen de la Tracking Error annualisée.

Définition 34. (Mesure de risque du fonds par rapport a sonéndic

La Tracking Error annualisée se définit comme léctype de la performance logarithmique
relative du fonds par rapport a son indice de réfae. Elle est calculée généralement sur la base
d’écarts de performance mensuelle, a compter deréation du fonds ou sur 52 semaines
glissantes. L’annualisation de la Tracking Error d$ait en multipliant I'écart type de la
performance relative par la racine carrée de 12.ciwue Tracking Error n’est calculée sur une
période inférieure a un an.

Fond$+l) LnndiC8., Indlcqﬂ))

T - =+/12x EcartTypéLn
E(fondsmdlce ypé ( |nd|CQ
Nous remarquons que la Tracking Error est un irdicade risque qui généralise la volatilité

puisque cette derniére est égale a la Tracking Burdonds lorsque l'indice de référence est letau
sans risque EONIA.

Résultat 51.(Premier inconvénient des OPCVM pour une gestibMAndicielle)

Il est trés difficile de trouver des OPCVM obligags nominaux pour I'ensemble des intervalles de
maturité étudiés (1-3Y, 3-5Y etc.). Par exempl&gergociété de gestion nous propose que quelques
fonds possédant des intervalles de maturité sirgaa ceux de nos indices : BNP Paribas Oblig
CT Barclays Euro Aggregate 1-3Y , BNP Paribas OMi§ Barclays Euro Aggregate 3-5Y etc.
Toutefois, elle peut créer des fonds répondantsdexigences LDI.

Le catalogue de fonds le plus étoffé sur le maneste celui de la société de gestion Crédit

Agricole Asset Management puisque cette dernidam@é trois fonds spécialement congus dans le
cadre d’'une approche LDI, I'objectif de gestionnétd’adosser les engagements a long terme des
fonds de pension en créant un effet de levier gépar les swaps :

[catalogue d'indices obligataires | [Gamme de fonds de couverture |
|Partie Nominale | |Gamme Nominale |
MERRIL EUR GOV 1-3 YRS CAAM Oblig 1-3 Euro
MERRIL EUR GOV 3-5 YRS CAAM Oblig 3-5 Euro
MERRIL EUR GOV 5-7 YRS CAAM Oblig 5-7 Euro
MERRIL EUR GOV 7-10 YRS CAAM Oblig 7-10 Euro
MERRIL EUR GOV 15+ CAAM LDI Duration Long Terme (LT)
[Partie Inflation | [Gamme Inflation |
BARCLAYS INFL. 1-3 YRS CAAM Inflation Euro
BARCLAYS INFL. 3-5 YRS CAAM LDI Inflation Moyen Terme (MT)
BARCLAYS INFL. 5-7 YRS CAAM LDI Inflation Long Terme (LT) |
BARCLAYS INFL. 7-10 YRS
BARCLAYS INFL. 10-15 YRS
BARCLAYS INFL. 15+
[ Benchmark de Passif | Portefeuille d'adossement

Nous constatons que l'offre LDI s’est industrialisé sous la forme de gamme de fonds ayant
des maturités parfois trés longues (plus de dix ahs
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Résultat 52.(Deuxiéme inconvénient des OPCVM pour une gediok indicielle)

Les gérants dOPCVM passifs éprouvent des diffisuldh suivre convenablement lindice de
référence a cause de I'extréme volatilité que sdrisles marchés en ces temps de crise majeure :

Evolution de la Tracking Error glissante sur 52 sem aines entre le fonds BNP Oblig
MT 3-5Y et l'indice Merrill Gov 3-5Y en période de  crise financiere
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3.4.3. Intérét des trackers (de premiere génération) dangne gestion ALM indicielle

Les portefeuilles LHP et PSP sont constitués dieslide référence. Les trackers sont des actifs
susceptibles d’intéresser les financiers pour latage du LDI de fonds.

Définition 35. (Les trackers ou ETF de premiére génération)

Un tracker est un produit financier ayant pour loigt suivre la valeur d’un indice ou d’'un panier de
référence. Nous trouvons des trackers sur des esdoe marché, de matiére premiere et de
stratégie. Dans la mesure ou les gérants n'intanéamt pas dans le choix des valeurs, les trackers
sont gérés de maniére passive, par opposition ®&BEVM classique guidé par des analystes qui
réallouent son allocation en fonction de leurs dotions.

Les ETF se négocient sur Euronext Paris aussi aisgu’'une action ordinaire. La cotation se fait
en continu de 9h a 17h25. Pour beaucoup d'investissla passivité des trackers est un atout. En

effet, I'expérience montre que sur le long ternmegst difficle a un OPCVM indiciel de
surperformer son indice, frais de gestion déduits.

Résultat 53.(Intéréts des trackers)
Le grand intérét des trackers pour une solution eBt de :

v' chercher simplement a reproduire le cours de saticende référence sans chercher a le
surperformer. Ainsi, la tracking error entre le tileer et son indice sera toujours plus petite
gue celle d’'un OPCVM assis sur ce méme indice.i Ainslisation de trackers permet de
minimiser la dégradation de tracking error A/P poowée lors du passage du LHP
composé d’'indices au LHP composé de fonds.

v proposer une large diversification afin d'optimides performances et d'atténuer les risques
sur la partie nominale. En effet, nous pouvons\vesudes trackers obligataires nominaux
pour I'ensemble des intervalles de maturité traitBeur exemple, la société Lyxor AM
propose les produits financiers suivant :
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[Catalogue d'indi bligataires |

[Catalogue de fonds de couverture Trackers |

|Gamme Nominale | Gamme Nominale |

MERRILL EUR GOV 1-3 YRS
MERRILL EUR GOV 3-5 YRS
MERRILL EUR GOV 57 YRS
MERRILL EUR GOV 7-10 YRS
MERRILL EUR GOV 10-15 YRS
MERRILL EUR GOV 15+ YRS

Lyxor ETF EuroMTS 13 YRS
Lyxor ETF EuroMTS 3.5 YRS
Lyxor ETF EuroMTS 5.7 YRS
Lyxor ETF EuroMTS 7-10 YRS
Lyxor ETF EuroMTS 10-15 YRS
Lyxor ETF EuroMTS 15+ YRS

[Gamme Inflation ]

[Gamme Inflation ]

BARCLAYS INFL. 13 YRS
BARCLAYS INFL. 35 YRS
BARCLAYS INFL. 5-71 YRS Lyxor ETF EuroMTS Inflation Linked
BARCLAYS INFL. 7-10 YRS

BARCLAYS INFL. 10-15 YRS
BARCLAYS INFL. 15+ YRS

v Leurs frais de gestion sont trés faibles car il fisuAux gérants de reconstituer la
composition (fixe dans le temps) des indices.
Résultat 54.(Inconvénients des trackers)
Les inconvénients des trackers pour une solutioh:LD

v" Pour I'heure, il n'existe qu’'un seul tracker dars gamme inflation. Il est assis sur un
indice inflation global : EuroMTS inflation linked.outefois, des trackers inflation assis sur
des plages de maturité plus réduite (1-3Y, 3-5¥ stmt en cours de commercialisation.

v" Comme pour les fonds, les gérants ont beaucoupiffieutié a suivre convenablement
I'indice de référence, a cause de la grande vatatiéctuelle des marchés.

Graphique 33. (Dégradation notable de la tracking error indleien période de crise)

Evolution de la Tracking Error glissante sur 52 se maines entre le Tracker 1-3Y et l'indice EuroMTS 1-  3Y en période de crise financiére
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Résultat 55.(Choix d’investissement entre les OPCVM et leskeas)

Les trackers obligataires, dont l'objectif est deproduire le plus fidelement possible la
composition des indices de référence, sont lesyst®dinanciers les plus adaptés aux méthodes
d’adossement de passif. Toutefois, la gamme iofladies trackers n’est, pour I'heure, pas assez
etoffée pour obtenir une dégradation maitrisée alérdcking error A/P. Aujourd’hui, une bonne
politique d’investissement serait d’investir darss gamme des trackers Lyxor pour la partie
nominale, et dans la gamme de fonds LDI CAAM papaltie inflation.
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Graphique 34.(Synthése du procédé de construction du portéddiidl final)
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Résultat final 56.(Robustesse du LDI de fonds en période de forilite des marchés)

Le gestionnaire ALM connait le niveau de trackingped’'adossement A/P entre son benchmark de
passif et sa solution indicielle théorique. S’ildésire, il peut dégrader la qualité de son adossem
A/P pour libérer du cash. Il a le contréle total $& niveau de tracking error A/P indicielle.
Malheureusement, cela n’est pas du tout le cas lpauacking error indices/fonds : le gestionnaire
subit l'instabilité des marchés qui dégrade lescagurs de risque de ses fonds. Ainsi, cette
derniere composante de la tracking error A/P glolesit tres difficilement appréhendable, ce qui
rend notre LDI de fonds vulnérable a la volatii#uelle des marchés.

Le montage LDI profite d’'un mécanisme de réallamai dynamiques qui tient compte des
évolutions des marchés et des engagements de. gassiféallocations doivent étre suffisamment
régulieéres pour avoir un montage raisonnablementunisé sur I’horizon de gestion, a cause de la
forte volatilité des taux.

Les montages ALM concurrents connaissent égalemergrandes difficultés d’adossement : la
chute des marchés actions pénalise lourdemeneheements des allocations, la forte volatilité des
taux d’intérét rend caduque Bration Matching(valable pour de faibles variations uniformes des
taux) et le risque de défaut sur certains papibligjataires corporate (voire souverains comme la
Grece, 'Espagne, l'lslande etc.) menacerait I'enisie des stratégies.
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Conclusion :

Nous avons présenté plusieurs stratégies finasc@reéponse aux appels d’offres relatifs a
I'externalisation des engagements de retraite sapghtaire. Désormais, tous les acteurs financiers
(assureurs, sociétés de gestion et banques dissestent) prennent part a cette activité, ce qui
rend le marché de la retraite extrémement conciieteCes derniers cherchent a améliorer sans
cesse leur expertise financiére pour se positioendeader du marché de I'épargne retraite.

Une large gamme de solutions financiéres est pampasix clients, comme les stratégies
s’inspirant de I'approche de Markowitz et les mélie® d’adossement en flux ou en duration. Ces
montages ont fait I'objet d’une étude comparatipprafondie en matiere de rendement et de
gestion des risques financiers. De nouvelles swiatid’adossement plus financiarisées ont vu le
jour ces dernieres années dans le monde anglo-saesrtechniques innovantes, prénommeées LDI,
se targuent d’étre plus performantes car ellegiaté des produits a fort effet de levier comme les
swaps.

Mon entreprise a souhaité développer une expdridede qualité afin de proposer a ses
clients un panel plus étoffé d’expertises ALM. Nostratégie LDI comporte un portefeuille de
couverture qui adosse finement en sensibilité lisgues financiers et un portefeuille de
performance qui se base sur la construction datlons semi-efficientes inspirées de Markowitz.
Les profils d’échéanciers d’engagement nous samnfe par les équipes d’actuaires travaillant sur
les valorisations du passif et des engagementalsQci

Nous avons montré que le LDI apporte une expene/elle par rapport aux techniques
d’adossement traditionnelles car il met en ceuvie amalyse tres fine des risques financiers du
passif, emploie une gamme tres large de produitanéiiers (swaps, obligations indexées sur
linflation etc.) et génére un gain de performaimogortant grace a son portefeuille décorrélé du
passif. Contrairement aux techniques traditionselle LDI est capable de traiter avec autant
d’aisance des passifs a durations courte, moyeripague.

Une analyse comparative effectuée sur nos montagbkfait ressortir que le LDI est la
meilleure stratégie en termes de rendement espé@ gestion des risques de taux et d’inflation.
Comme ses montages concurrents, le LDI de fonderdrénsa vulnérabilité en période de crise
financiére a cause de la forte dégradation deatkiing error indices/fonds et une meilleure prise e
compte des risques techniques et de modéle sppa@@able.

Les principales cibles des solutions LDI sont il@gestisseurs institutionnels ayant des
engagements futurs sur des horizons pouvant &seldngs. Toutefois, ce type de solutions peut
également étre appliqué aux particuliers. La digtron par les banques privées et les conseillters e
gestion de patrimoine indépendants constitue urcmapour lequel les solutions LDI restent
encore a développer. En effet, il est possible @jmer une multitude de produits centrés sur les
objectifs long terme du client dans un budget dgu& défini. Il peut s'agir d'une solution retraite
sur mesure pour une grande fortune, d'un plan éapamgmunisé de l'inflation afin de financer les
études des enfants, d'un plan épargne logementmilyn@ ou les risques ne seraient plus les
variations de taux mais celles du prix de I'immmilet des matériaux de construction ou enfin,
d'une protection contre la dépendance d’un proche.
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