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Introduction

La sinistralité issue de 'activité de réassurance non vie se caractérise par une nature com-
plexe, ce qui rend difficile sa modélisation. Deux types de sinistralités peuvent généralement
étre distingués : d’une part la sinistralité attritionnelle, qui correspond & des sinistres de
forte fréquence et de faible cott, d’autre part la sinistralité extréme, qui correspond a des
sinistres de faible fréquence et de forte sévérité, c’est-a-dire des sinistres survenant rarement
mais dont le colit est élevé, qui peuvent étre par exemple, selon la branche considérée, des
incendies importants en assurance habitation ou des accidents automobiles cotliteux en assu-
rance dommages ou responsabilité civile. On souhaite disposer d’un modéle global prenant en
compte ces deux types différents de sinistralité. Ce modéle consiste en la proposition d’une
distribution pour modéliser la sinistralité au global. La partie centrale de cette distribution
modélisera la sinistralité attritionnelle, tandis que la queue de distribution modélisera les si-
nistres extrémes. La question sous-jacente est alors la suivante : comment déterminer le seuil
départageant un sinistre attritionnel d’un sinistre extréme? Ce mémoire tentera d’apporter
une réponse, en présentant des outils adaptés a la détermination du seuil et en construisant
des modéles faisant intervenir ce dernier.

Une premiére partie sera consacrée a la mise en place du probléme et de son contexte :
présentation de I'activité de réassurance, des types de traités, des principes de la tarification
ainsi que des enjeux du mémoire. Une deuxiéme partie exposera quant a elle les outils mathé-
matiques nécessaires pour la résolution du probléme posé, a savoir principalement la théorie
des tests et la théorie des valeurs extrémes. Dans une troisiéme partie seront présentées en
détail les méthodes graphiques de détermination du seuil, qui seront ensuite implémentées
informatiquement et illustrées par une application sur des données simulées. Une quatriéme
partie permettra de présenter les modéles que nous proposons afin de modéliser dans son
ensemble la sinistralité. Enfin, la cinquiéme et derniére partie mettra en ceuvre les outils et
modéles proposés sur des données réelles.



1 Contexte

1.1 Problématique

L’activité de réassurance se caractérise par une sinistralité de nature complexe. Deux
types de sinistralités se distinguent : la sinistralité attritionelle d’une part (les sinistres de
forte fréquence et de faible cotit) et les sinistres rares mais d’intensité extréme d’autre part.
L’utilisation d’une distribution unique pour modéliser ces deux types de sinistralités ne per-
met pas de rendre compte de ces spécificités. Or on souhaite disposer d’une modélisation
globale permettant de prendre en compte ces deux types de sinistralités. Il est important
de parvenir a estimer précisément la loi des sinistres fréquents aussi bien que celle des plus
rares; c¢’est pourquoi il est nécessaire de définir ce qu’est un sinistre de "forte sévérité" en
déterminant, pour un portefeuille donné, un seuil de sinistralité critique caractérisant les
sinistres de pointe. Ainsi dans cette optique, nous chercherons, a l'aide de différents outils,
a déterminer un seuil critique au-dela duquel les sinistres puissent étre considérés comme
sinistres extrémes et ce par le biais d’un modéle a établir puis a implémenter.

1.2 La Réassurance
1.2.1 Principe de la réassurance

« La réassurance est une opération par laquelle une société d’assurance, ou cédante, s’as-
sure elle-méme aupres d’une autre société dénommée réassureur, ou cessionnaire, pour tout
ou partie des risques qu’elle a pris en charge ».

La réassurance ne différe de I'assurance que par une plus grande complexité due a la diversité
plus importante de ses activités et a son caractére international. La réassurance permet a une
cédante d’obtenir certains avantages, notamment une réduction de son engagement net sur
des risques individuels et une protection contre des pertes multiples ou importantes. La ré-
assurance permet également a une cédante d’obtenir une capacité de souscription supérieure
et donc de souscrire des polices portant sur des risques plus importants et plus nombreux, ce
qui ne serait pas possible sans une augmentation de ses fonds propres. Le volume du risque,
en valeur, que décide de conserver I’assureur pour son propre compte est appelé le « plein de
conservation », ou rétention.

La protection apportée par la réassurance a bien évidemment pour contrepartie le paiement
d’une prime (la prime de réassurance) par 'assureur a son ou ses réassureur(s). Ces derniers,
poursuivant tout comme 'assureur des objectifs de rentabilité et de stabilité des résultats,
mutualisent leurs risques a une échelle géographique supérieure a celle de 'assureur direct.
Les sociétés de réassurance sont donc généralement par nature des groupes de taille consé-
quente a dimension internationale. De plus, elles ont, comme l'assureur direct, recours a la
réassurance, appelée alors rétrocession, c’est-a-dire « [’opération par laquelle un réassureur
ceéde a son tour, une partie des risques qu’il a réassurés a un rétrocessionnaire qui peut étre
une société de réassurance ou une sociélté d’assurance ».



1.2.2 Les types de réassurance

La réassurance comprend trois modes : La réassurance facultative, la réassurance facultative-
obligatoire et la réassurance obligatoire. En réassurance facultative, I’assureur et le réassureur
sont libres de céder ou d’accepter un risque en totalité ou en partie. Il s’agit de la forme la
plus ancienne de réassurance. FEn réassurance facultative obligatoire, 'assureur a la possibilité
de céder ou non, mais le réassureur a l’obligation d’accepter tout ce qui lui est cédé, selon
des conditions définies au préalable. Enfin, la réassurance obligatoire établit des obligations
réciproques : la société d’assurance s’engage, durant une période donnée, a céder les risques
d’une catégorie donnée, la société de réassurance étant obligée de les accepter. Ce mode de
réassurance est le plus couramment utilisé. Dans cette étude, nous nous concentrerons sur
ce dernier type de réassurance. Le contrat de réassurance obligatoire liant 1’assureur et le
réassureur s’appelle un traité.

1.2.3 Les types de traités

Les traités de réassurance peuvent étre soit des traités proportionnels, soit des traités non
proportionnels.

Reéassurance proportionnelle

La nature d’un traité de réassurance est dite proportionnelle lorsque la part que le ré-
assureur aura a supporter dans la charge de tout sinistre est égale a la part qu’il a recue
de la prime. Il y a donc égalité entre la proportion de primes regues par le réassureur et la
proportion du cotit des sinistres transférée au réassureur.

prime de réassurance montant des sinistres a la charge du réassureur

primes totales recues par la cédante  montant brut des sinistres & la charge de la cédante
On distingue deux types de traités proportionnels :

— Les traités en quote part :
Le réassureur prend en charge une proportion identique sur tous les risques du por-
tefeuille. Dans ce cas, I'assureur céde la méme part sur les risques faibles que sur les
risques importants, le profil de portefeuille conservé par le réassureur est semblable au
portefeuille initial, seul le niveau des engagements est modifié.

— Les traités en excédent de plein :
Le taux de cession est calculé police par police. Pour chaque police, le réassureur prend
en charge uniquement la portion de risque dépassant un niveau de capital appelé plein
de rétention.

Réassurance non proportionnelle

Le traité de réassurance non proportionnelle est défini par une priorité (ou franchise) et
un plafond. Le réassureur prend en charge tout ou partie du sinistre qui excéde la priorité du
traité et dans la limite de la portée (différence entre le plafond et la franchise). En contre-
partie, le réassureur percgoit une prime pour compenser le risque qu’il prend. On distingue
classiquement trois types de traités non proportionnels : les traités en excédent de sinistre
par risque, en excédent de sinistre par événement et les traités en excédent de perte annuelle.



— L’excédent de sinistre par risque :
Pour chaque risque, on définit une franchise f, une portée p et on note "p XS f" I'excé-
dent de sinistre. La cédante obtient ainsi une protection contre les sinistres importants
et conserve une partie plus grande des primes. En revanche, le niveau de la prime de ré-
assurance est plus difficile & déterminer et la cédante n’obtient pas de protection contre
une accumulation de petits sinistres.

— L’excédent de sinistre par événement :
Le réassureur couvre un ensemble de sinistres individuels reliés par un méme fait géné-
rateur et offre ainsi a l'assureur une protection contre 'accumulation de sinistres par
événement. L’événement est défini contractuellement dans sa nature, dans ’espace et
dans le temps.

— L’excédent de perte annuelle :
Dans ce cas, 'assureur cherche a se prémunir contre les mauvais résultats puisque ce
traité offre a I'assureur une protection contre ’accumulation de sinistres sur une durée.
La priorité est donc définie comme la sinistralité annuelle que ['assureur conserve a sa
charge.

Par ailleurs, une couverture non proportionnelle est fréquemment composée de plusieurs
tranches, chacune étant caractérisée par un couple priorité-portée. Un réassureur assume le
risque lorsqu’il dépasse le montant de la rétention jusqu’a concurrence d’une certaine limite.
A ce moment-1a, un autre réassureur assume la responsabilité jusqu’a un montant supé-
rieur donné, etc... Considérons par exemple le cas oll une cédante bénéficie d'une couverture
constituée de n tranches, ou les montants f; et p; décrivent respectivement la franchise et la
portée de la tranche ¢ (pour i = 1,...,n). Dans la pratique, toute tranche i + 1 sera telle que
fix1 = fi + pi, si bien que 'ensemble de la couverture assure a la cédante une protection de
>, pi en excédent de fi, comme illustre le graphique ci dessous.

Fy
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F1G. 1 — Différentes tranches dans un traité non proportionnel.

On dit du réassureur couvrant le risque s’inscrivant immeédiatement au-dela de la tranche



de rétention de la cédante qu’il souscrit une tranche basse de réassurance en excédent de
sinistre (dans notre exemple, il s’agit du traité p; X.Sf;). Un sinistre dont le montant est
tout juste supérieur a la rétention de la cédante entrainera des pertes pour le réassureur de
la tranche basse, mais pas pour les réassureurs des tranches supérieures. Il est plus facile de
prévoir les sinistres dans les tranches basses car ils se produisent plus fréquemment.

1.2.4 Les types de sinistres

En fonction de leur fréquence et de leur sévérité, les sinistres peuvent étre classés dans

deux grandes catégories :

— La sinistralité attritionnelle d’une part. Il s’agit de la sinistralité classique, récurrente.
Elle est composée des sinistres ayant une fréquence importante et une sévérité peu
élevée.

— La sinistralité extréme d’autre part. Il s’agit de sinistres rares de forte sévérité.

La sinistralité attritionnelle touche les tranches qui sont alors appelées tranches travaillantes.
Elles sont plus faciles a tarifer du fait du plus grand nombre d’observations. A l'inverse, les
tranches partiellement travaillantes touchées par la sinistralité extréme et les tranches non
travaillantes, pour lesquelles on n’observe aucun sinistre, sont plus compliquées a tarifer. Elles
peuvent cependant avoir un impact significatif sur le résultat de I’entreprise, d’out 'intérét de
bien les appréhender.

1.2.5 La durée de I’engagement

Il s’agit du cycle économique complet : souscription, survenance du sinistre, déclaration et
enfin réglement. On distingue les branches a développement court (short tail) et les branches
a développement long (long tail).

— Les branches courtes :

La déclaration des sinistres est faite rapidement, I'estimation du montant des dommages
se fait dans un délai de quelques mois et le réglement est immédiat. Ce sont des branches
qui offrent moins d’imprévus. Les exemples classiques sont I'incendie, le vol, tout ce qui
touche a la propriété...

— Les branches longues :

La déclaration des sinistres peut arriver 10 ou 20 ans aprés sa survenance. Les esti-
mations des montants des dommages peuvent durer plusieurs années et sont souvent
sujettes & de nombreux proces. Ces sinistres sont difficiles & appréhender, les montants
des provisions techniques sont plus importants. Un exemple classique est la responsa-
bilité civile.
Ainsi, dans certaines branches comme la Responsabilité Civile (RC), les sinistres se réglent
sur plusieurs années. Le cotit total de la réparation est alors difficile a évaluer lors de la
déclaration du sinistre, puisque le montant di a la victime lui sera payé le plus souvent en
plusieurs fois et sur plusieurs années : Il faut attendre la consolidation de la victime pour
pouvoir quantifier les conséquences du sinistre (par exemple, les conséquences des fautes
d’un obstétricien peuvent étre connues aprés la puberté de la victime, soit des années aprés
sa naissance). L’indemnisation peut se faire sous forme de rentes viagéres ou temporaires.
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Enfin, il est fréquent que les instances judiciaires interviennent pour réévaluer le sinistre.
Ainsi, pour faciliter I’analyse du montant de sinistre, ’assureur sépare la part déja payée
(Sinistre Payé ou "SP" connue), de la part restant a payer (Sinistre a Payer ou "SAP”,
estimée) du montant total du sinistre (sinistre encouru ou "Incurred”). On a donc la relation :
Incurred = SP + SAP. Si I’évaluation du montant de sinistre au moment de la déclaration
est bien faite, alors a chaque fois que le sinistre sera revu, la part payée augmentera d’autant
que la part restant & payer diminuera, laissant I'incurred inchangé. Dans la réalité, cela est
rarement le cas.

1.3 Principes de Tarification

Pour bien tarifer un traité, il est important de pouvoir évaluer au plus juste la prime pure,
c’est a dire 'espérance du montant total des sinistres. Pour une année donnée, notons N le
nombre de sinistres (appelé aussi fréquence des sinistres par abus de langage) et X; le cott
du i-éme sinistre (également appelé sévérité). N est une variable aléatoire discréte a valeur
dans N, alors que X; est une variable aléatoire continue a valeur dans R*. On note S le cott
total des sinistres pour une année de cotation : S = le\il X;. S représente le montant total
des sinistres d’un portefeuille composé de plusieurs polices homogénes oli une police peut
donner lieu a plusieurs sinistres. L’objectif est de calculer au mieux la prime pure, a savoir
E(S). Pour cela, différentes méthodes sont envisageables.

— La Tarification sur expérience (méthode du burning cost) :

Il s’agit d’'une méthode basée sur la sinistralité observée. C’est une approche par la
méthode des moments. Dans un premier temps, on actualise les données (prise en
compte de l'inflation, évolution du profil de risque et du cout du risque). On obtient
alors une série de données " as if ". Ensuite, on calcule la moyenne pondérée des ratios
S/P revalorisés (le Burning Cost) et on en déduit la prime pure en multipliant le Burning
Cost a l'assiette de prime estimée pour 'année considérée. Cette méthode ne donne des
résultats acceptables que si I’'on se situe dans une tranche totalement travaillante, c’est
a dire une tranche traversée totalement par la sinistralité (cf. figure 2). Pour les tranches
non travaillantes ou partiellement travaillantes, la tarification s’effectue a ’aide d’une
extrapolation (souvent de Pareto).

— Le modéle probabiliste (modéle fréquence / sévérité) :
Cette méthode consiste & modéliser séparément le cout des sinistres (X;) et leur fré-
quence N. Sous I’hypothése que les X; sont indépendants et identiquement distribués
de méme loi qu’une variable aléatoire X, et que les X; et N sont des variables aléatoires
indépendantes, on obtient le résultat fondamental de ce modéle qui est la formule de
calcul de prime pure : F(S) = E(X) x E(N).
Il s’agit d’'une approche paramétrique. Les lois les plus utilisées pour la fréquence N
sont la distribution de Poisson et la distribution binomiale négative.
Concernant la sévérité, a la SCOR, deux méthodes sont utilisées pour ajuster une loi a
la fonction de répartition empirique : le "fitting" et le "blending".

e modele fréquence / sévérité ou modeéle de risque collectif est détaillé plus en détail en annexe 3
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Tranche 3 NON TRAVAILLANTE

Tranche 2
PARTIELLEMENT TRAVAILLANTE

Tranche 1 TOTALEMENT TRAVAILLANTE

F1G. 2 — Limites de la tarification sur expérience.

Le "fitting" consiste & substituer une loi usuelle a la loi empirique. Les lois usuelles
les plus souvent utilisées pour la sévérité sont la loi de Pareto, la loi Gamma, la loi
de Weibull et la loi lognormale. La qualité de la substitution est mesurée a ’aide d’un
test d’adéquation statistique, qui peut étre le test de Kolmogorov-Smirnov ou le test
d’Anderson Darling.

Le "blending" est un mélange entre la conservation de la répartition empirique et la
substitution par une loi usuelle comme dans le cas du fitting. Pour les sinistres attri-
tionnels, on considére que 'historique est suffisamment représentatif donc on conserve
la fonction de répartition empirique. Pour les sinistres extrémes, on a peu ou pas d’ob-
servations, donc on utilise une loi usuelle, par exemple une loi de Pareto. Entre les
deux, on raccorde par une fonction de répartition hybride.

— La Tarification par simulation :
C’est une méthode utile lorsque la complexité du modéle envisagé rend difficile toute
approche analytique. Elle permet d’obtenir des intervalles de confiance d’une prévision
liée au nombre de simulations effectuées.

A noter qu’il existe encore d’autres méthodes de tarification telles que les modéles de
régression ou la tarification sur exposition.

1.3.1 Tarification des traités non proportionnels

Considérons un traité en excédent de sinistre de franchise d et de portée infinie?. Dans ce
cas, la répartition primes / sinistres entre assureur et le réassureur est la suivante (on note
7; la prime pergue par ’assureur pour le risque i) :

21] est utile de savoir tarifer les traités de portée infinie car on peut ensuite en déduire le tarif des autres
traités quelle que soit la portée. On aura : prime(pX Sd) =prime(+o0oX Sd)—prime(+o0oX Sp)
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Objet Assureur Réassureur
Primes YT —D P
Sinistres | > min(X;,d) | > .(X; —d)+

Nous cherchons a déterminer p, que nous supposons égal a la prime pure, ce qui donne
d’aprés la formule fréquence /sévérité du modéle de tarification probabiliste :

b= Z E[(Xz - d)+] = E(N)E[(X - d)+]

Mais le calcul de E[(X — d),] fait apparaitre quelques problémes.
Par la méthode non paramétrique du burning cost, nous estimons ’espérance par une moyenne :
EBl(X —d)4] =+3" (X;—d);. Ceci donne de bons résultats pour les tranches basses, pour
lesquelles nous avons beaucoup d’observations, mais pour les tranches élevée, les résultats ne
sont pas du tout robustes. D’ou l'intérét d’une méthode paramétrique.

Par la méthode paramétrique, nous sommes amenés a calculer E[(X — d),]| = joo(x —
d)dF(z) ou F est la fonction de répartition de X. Il est donc important de bien modéliser la
loi de X. En particulier, lorsque d est grand, il faut une bonne modélisation de la queue de
distribution de X pour avoir un bon estimateur ou bien une bonne modélisation de X quand
X >d.

1.3.2 Tarification des traités proportionnels

La tarification des traités proportionnels s’effectue en deux étapes. La premiére étape
consiste a tarifer les sinistres attritionnels, tandis que la seconde étape a pour but de tarifer
ce que 'on nomme "la tranche de capacité non travaillante". Nous présentons la méthode de
tarification utilisée par SCOR dans un cas classique ot les montants de sinistres individuels
sont connus. Supposons que 1’on observe n sinistres et notons max; le plus grand. D’autre
part, nous notons C' la capacité du traité.

La partie attritionnelle
La partie dite attritionnelle correspond a la tranche pour laquelle nous avons des observations.
Elle s’étend donc jusqu’au montant max;. Nous utilisons la méthode du burning cost pour
estimer le loss ratio moyen espéré pour I'année de cotation. Les é¢tapes sont donc les suivantes :
— Mise a jour et liquidation des primes P; : Nous obtenons les PZ-AS i
— Mise a jour et liquidation des sinistres S; : Nous obtenons les
— Calcul des Loss Ratios (LR) annuels As if : % /pAs i/
— Estimation de I'espérance du Loss Ratio® par la moyenne empirique (ou éventuellement
une moyenne pondérée par les assiettes de prime si nous souhaitons accorder plus de
poids au passé proche).

SZAS if

La tranche de capacité non travaillante

La tranche de capacité non travaillante correspond a la partie non consommée de la capacité
du traité, c’est & dire la tranche située entre max; et C. Ainsi, nous nous ramenons a la
tarification d’un traité (C' — maz;) XS mazx,, comme illustre le graphe suivant.

3Généralement, la modélisation du Loss Ratio est étendue & une loi lognormale.
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Fi1a. 3 — Tranche non-travaillante.

Nous voyons dans cette méthode de tarification qu’il est trés important de connaitre le
début de la tranche non travaillante et donc le montant & partir duquel on entre dans la
"zone extréme".

1.4 Enjeux du mémoire

Dans le cadre d’un besoin a la fois d’amélioration du modéle de tarification des traités
de réassurance proportionnelle (approche pricing) et de paramétrage du modéle stochastique
de solvabilité (approche Dynamic Financial Analysis (DFA)), ce projet vise a déterminer un
seuil de sinistralité critique permettant de caractériser des sinistres dits de pointe et ce par
le développement d’un modéle qui sera ensuite implémenté.

1.4.1 Enjeux pour le Pricing

L’enjeu du mémoire pour le pricing concerne 'amélioration de la tarification des traités

de réassurance proportionnelle.
Nous avons pu voir dans le paragraphe précédent que la tarification des traités proportionnels
s’effectuait en deux étapes : dans un premier temps, nous tarifons la partie attritionnelle puis
la partie non travaillante. Pour la tranche de capacité non travaillante, le faible nombre (ou
méme 'absence totale) d’observations ne permet pas une tarification sur expérience. C’est
pourquoi a la SCOR, la tranche de capacité non travaillante est tarifée comme s’il s’agissait
d’un XS de priorité le plus gros sinistre et de plafond la capacité.

Cependant, cette méthode n’est valable que lorsque nous disposons des montants indivi-
duels de sinistres (et donc du montant max;). Or la plupart du temps, la cédante fournit le
montant agrégé de ces sinistres au réassureur et 'information individuelle n’est pas dispo-
nible. Dans ce cas, comment peut faire le réassureur pour connaitre la priorité et la portée
de la tranche non travaillante ?

S’il considére que cette portée est égale a la capacité, alors il y a une sur-tarification
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puisque la partie attritionnelle a déja été tarifée a l'expérience, il ne peut donc pas la re-
compter dans la sinistralité extréme. Tout ’enjeu consiste donc a déterminer une priorité
convenable pour cette tranche de capacité non travaillante, correspondant au seuil de sinis-
tralité caractérisant les sinistres de pointe.

In fine, 'objectif est de fournir un seuil de sinistres extrémes pour diverses branches de
la réassurance non-vie en réassurance proportionnelle. Nous nous attacherons également a
comparer I'impact de la prise en compte de ce seuil dans la modélisation de la sinistralité sur
les primes pures des traités de réassurance non proportionnelle.

1.4.2 Enjeux pour la DFA

Focus sur les principes de la DFA

Le département DFA ("Dynamic Financial Analysis") étudie la solvabilité de la société
et en particulier les cash-flows (les primes en entrée, les sinistres en sortie, en simplifiant
fortement) qui reflétent les risques que la société encourt. On distingue généralement quatre
types de risques :

— Le risque de souscription, lié a la volatilité de la fréquence et de la sévérité des sinistres.

— Le risque de réserve, lié au risque de sous-provisionnement des sinistres.

Le risque de marché, lié a la volatilité des taux d’intérét et des actions notamment.
Le risque de défaut des contreparties de l'assureur (émetteurs obligataires, réassu-
reurs...).

Le département a donc pour objectif de prévoir les flux financiers futurs a 'aide des flux
historiques (en supposant que la structure reste la méme). Ce qui nous intéresse donc dans
cette approche n’est pas le montant total du sinistre mais le coiit que le sinistre engendre
pour SCOR (c’est a dire aprés avoir retiré la franchise ou appliqué le plein de conservation
suivant le type de tarification).

Concrétement, en notant X le montant du sinistre, pour un traité en excédent de sinistre
pXSf, on s’intéressera & la variable Y définie par :

0 X< f
Y= X—f f<X<f+p
D JfHp< X

Les exigences de solvabilité

Dans le prolongement de la réforme Bale II pour les banques, 'Union Européenne tente
d’établir actuellement un nouveau cadre réglementaire en matiére de gestion des risques
pour les sociétés d’assurance. La version finalisée de cette réforme baptisée "Solvency II" (ou
"Solvabilité I1") est attendue courant 2007, pour une mise en application prévue en 2010.

Solvabilité II a pour objectif de fixer des exigences prudentielles qui reflétent au mieux
les risques auxquels les sociétés d’assurance sont exposées. La réforme Solvency II s’articule
autour de trois piliers :

— Le Pilier I détermine des exigences quantitatives a respecter, notamment sur ’harmo-

nisation des provisions et 'instauration de minima de fonds propres.
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— Le Pilier IT impose la mise en place de dispositifs de gouvernance des risques (processus,
responsabilités, production et suivis d’indicateurs...)

— Le Pilier I1I, consacré a la discipline de marché, fixe les exigences en termes de reporting
et de transparence.

Une des innovations majeures de Solvabilité IT provient du Pilier 1. Elle consiste en I'in-
troduction de deux niveaux d’exigences de capital :

— Le MCR ("Minimum capital requirement")

— Le SCR ("Solvency capital requirement")

L’adoption de ce mécanisme résulte d’un double constat. D’une part, 'actuelle exigence
de marge de solvabilité européenne est trop basse et, sauf cas exceptionnels, une entreprise
qui ne la respecte plus n’est pas capable de se redresser par elle-méme. D’autre part, on peut
observer que les sociétés d’assurance détiennent des fonds propres nettement supérieurs a
leur exigence de marge. Par ailleurs, il est apparu nécessaire de mettre en place un systéme
plus adapté au profil de risque de chaque entreprise, qui aboutisse a la fixation d’exigences
de capital se rapprochant de la notion de capital économique. Le MCR correspond a un
minimum absolu, un "filet de sécurité", en deca duquel une entreprise ne peut plus opérer :
son non-respect entraine une recapitalisation immédiate sous peine de retrait d’agrément
par l'autorité de controle. Le SCR correspond quant & lui & un niveau de capital nécessaire
pour faire face aux aléas de I’exploitation de I’entreprise, son calcul est basé sur celui d’une
Value-at-Risk a 99,5%.

Objectifs

On souhaite anticiper I’ensemble des sorties pour SCOR. On s’attachera donc a modéliser
au mieux la loi de sévérité avec une attention particuliére pour les comportements des queues
de distribution. En effet, ce sont les gros sinistres qui sont les plus dangereux pour la solva-
bilité de I'entreprise, il est donc important de bien les appréhender. Nous nous attacherons
également & fournir des quantiles élevés de la sinistralité afin de mieux connaitre les risques
extrémes et de s’adapter a la future directive Solvency II.
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2 Outils mathématiques

2.1 Lois usuelles en réassurance

Dans cette partie, nous présentons rapidement les lois fréquemment utilisées en réassu-
rance pour modéliser la loi du montant des sinistres.

2.1.1 Loi Lognormale

La variable X suit une loi lognormale de paramétres p et o, (X ~ In N(u,0)) si le loga-
rithme de X suit une loi normale (In(X) ~ N(u,0)). Sa densité est donnée par 'expression

suivante : (In(x) )2
n(z) —p )

202

1
Jx) = roy 2T exp(

oitx >0, peReto>0.

Les moments de la loi lognormale sont donnés par :

E(X) = exp(u + 0°/2)

Var(X) = [exp(2p + 0% [exp(o?) — 1]
2.1.2 Loi Gamma

La variable X suit une loi Gamma de paramétres a et 3, (X ~ Ga(a,3)) si sa densité

est de la forme : graga-1 (—2/8)
B x* exp(—x
f(I)—— F(a)

HR+(I)

oua>0,0>0etI'(z) = 0+°° t*le~tdt.
Les moments de la loi Gamma sont donnés par :

E(X)=ap
Var(X) = o3

2.1.3 Loi de Weibull

La variable X suit une loi de Weibull de paramétres v et 3, (X ~ W(a, 3)) si sa densité
est de la forme :
fla) =af %z e (5 Tps (2)

et sa fonction de répartition :

F(z)=1—exp[— (2)°]

)

oua>0e 3>0.
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Les moments de la loi de Weibull sont donnés par :

B = ey

« (0%

Var(x) = 2 {or2) - %)

«

2.1.4 Loi de Pareto

La variable X suit une loi de Pareto de paramétres 0 et a, (X ~ Pa(f,a)) si sa densité

est de la forme :
0a?
f@) = —grilrocl(2)

et sa fonction de répartition :

ol @ >0eta>0.

Les moments de la loi de Pareto sont donnés par :
ab

Oa?

VarlX) = =36 = 1)

2.1.5 Loi Pareto Généralisée

La variable X suit une loi de Pareto Généralisée de paramétres & et o > 0, (X ~
GPD(&,0)) si sa densité est de la forme :

L0+ ST eso
geo(r) =9 9
—exp(—z/0)  £=0

et sa fonction de répartition :
-+ ez
1—6Xp(—13/0') 7520

pourz >0si{>0et0<z<—0/Esi<0.

L’espérance de la loi de Pareto généralisée est finie si et seulement si & < 1. De maniére
générale, si & < 1/r, avec r € N, alors on a

Geo(z) =

. T 571 .
E(X") = §f+1rg1 +£_T§r!

On remarque que dans le cas & = 0, on retrouve une loi exponentielle. De plus, la loi GPD
peut étre généralisée a trois paramétres &, o et u, en remplagant x par (x — p).
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2.2 Tests d’adéquation
2.2.1 Problématique des données de réassurance et lois tronquées

La plupart du temps, la cédante fournit une base de données qui ne contient pas la totalité
de ses sinistres au réassureur. Elle fournit I'information sur les sinistres dont le montant est
supérieur a un seuil de communication. Ce seuil est certes largement inférieur a la priorité
mais ’échantillon dont dispose le réassureur afin de faire ses tests d’adéquation est alors natu-
rellement tronqué (& gauche) et erreur commise sur la loi ajustée a partir de cet échantillon
se retrouve par la suite dans tout le procédé de tarification.

Nous tenterons dans la suite du mémoire de modéliser la sinistralité a ’aide de deux
distributions, une pour la sinistralité attritionnelle, 'autre pour la sinistralité extréme. La
premiére sera tronquée a droite au moment du raccord entre les deux distributions. Il faudra
en tenir compte lors des tests d’adéquation.

C’est pourquoi, dans toute cette section nous allons généraliser les tests d’adéquation au
cas des lois tronquées a gauche et a droite, et ce, en faisant intervenir un terme de normali-
sation.

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F'x dont on cherche la loi de
distribution. Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition Fy qui suit la loi de X
tronquée a gauche en une valeur connue d et a droite en une valeur connue s. Nous disposons
d’un échantillon Y7, ..., Y, et des valeurs d et s. Par définition de la variable Y, nous pouvons
écrire :

Pld< X <)
g < — —
Fy(x)=P(X <z/s>X >d) P> X = d)
1 st x>s
Fx(z) — Fx(d) .
Fy(z) = std<x<s
v(o) Fx(s) — Fx(d) =
0 stx<d
On obtient alors fy,la densité de Y suivante :
fx(z) .
sid<x<s
fr(z) = q Fx(s) = Fx(d)
0 sinon

I apparait donc un coefficient Fix(s) — Fx(d) au dénominateur qui correspond & une norma-
lisation de la loi tronquée.

2.2.2 Calcul des estimateurs, maximum de vraisemblance

Pour effectuer les tests d’adéquation, nous avons besoin d’un échantillon ainsi que d’une
loi de référence entiérement définie. Nous testerons ensuite si I’échantillon correspond bien
a cette loi. Mais pour cela, nous avons besoin d’estimer les paramétres que nous ignorons a
priori. Plusieurs méthodes sont possibles comme la méthode des moments ou celle du maxi-
mum de vraisemblance ; nous utiliserons celle du maximum de vraisemblance qui donne les
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meilleurs résultats.
Cette méthode consiste & maximiser la fonction de vraisemblance qui s’écrit pour un échan-

tillon X, ..., X,, de densité fx :
L=1]] fx()
i=1

En pratique, on utilise la fonction logvraisemblance [ qui est le logarithme népérien de L
et qui est plus facile & mettre en oeuvre car elle fait intervenir des sommes au lieu de pro-
duits. Comme nous ne disposons pas des X1, ..., X,,, mais des Y7, ..., Y,, tronqués, le coefficient
correcteur intervient dans la fonction du maximum de vraisemblance :

et la log vraisemblance s’écrit :

[ =) I[fo(2;)] = nln[Fx(s) — Fx(d)]

i=1

Pour la plupart des lois usuelles, ’estimateur du maximum de vraisemblance est défini de
fagon unique et se calcule explicitement (quand une détermination explicite est impossible, il
faut avoir recours a une détermination numérique, par un algorithme d’optimisation). Sous
des hypothéses vérifiées par de nombreux modéles courants, on démontre qu’il est asympto-
tiquement sans biais et convergeant. On démontre de plus que sa variance est minimale. La
méthode du maximum de vraisemblance est donc théoriquement la meilleure des méthodes
d’estimation.

Une fois les paramétres estimés, on peut effectuer des tests afin de savoir quel ajustement
choisir. Pour tester 'adéquation a des lois continues, on a souvent recours aux tests de
Kolmogorov-Smirnov et d’Anderson-Darling. Ces tests sont construits a partir de la fonction
de répartition empirique. Le test d’Anderson-Darling est particuliérement intéressant car il
accorde plus de poids aux queues de distribution que Kolmogorov-Smirnov.

2.2.3 Le test de Kolmogorov-Smirnov

Soit X1, ..., X,,, un échantillon de loi Fx et soit Fj une loi continue. On souhaite tester :

H()IFX:FO
Hlin#FO

Le test de Kolmogorov-Smirnov consiste a mesurer, pour une variable aléatoire continue, la
plus grande distance entre la distribution théorique Fj et la distribution empirique F},. La
statistique de Kolmogorov-Smirnov est définie par :

Dy, = sup |Fy(x) — Fo(z)]
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qui peut aussi s’écrire :
D, = max{D;, D, }
avec DY = max (X — F(X;),0) et D,y = max(Fy(X;) — =1,0) out X; est la i®Me ghservation

de I'échantillon et n le nombre total d’observations.

Le test au seuil « associé a cette statistique est défini par la région critique de la forme :
{Dn > ca}
ol ¢, est le quantile (1 — «) de la table de Kolmogorov-Smirnov.

Si on travaille avec les lois tronquées, il faut modifier la fonction de répartition théorique :

Fy(x) = % et le test devient alors

H,: Fx = F,
H, : Fx # F,
2.2.4 Le test d’Anderson Darling

Ce test est également basé sur un calcul de distance entre la fonction de répartition em-
pirique et la fonction de répartition théorique. La statistique d’Anderson-Darling est définie

par :
s [ () - R@)?
An = / o)1~ Fola)) 1)

Cette statistique peut également s’écrire :

oo

Ai:—n—%jéﬁm—1ﬂm&y+@n+1—mﬂm1—zﬂ

Le test au seuil « associé a cette statistique est défini par la région critique de la forme :
{A2 > ¢,} ol ¢, est le quantile (1 — «) de la table d’Anderson-Darling.

Si on travaille avec des lois tronquées, il faut modifier la fonction de répartition théo-

rique pour en tenir compte de la méme maniére que pour le test de Kolmogorov-Smirnov :
F/ (37) - Fo(x)—F()(d)
0 T Fo(s)—Fo(d) "

Le test d’Anderson-Darling donne une importance plus grande aux queues de distribution,
nous le préférerons donc au test de Kolmogorov-Smirnov en cas de conclusions divergentes
entre les deux tests.
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2.3 Théorie des Valeurs Extrémes

La théorie des valeurs extrémes permet d’étudier le comportement des queues de distri-
bution. Autrement dit, elle s’intéresse aux événements survenant rarement. Elle est particu-
liérement utile dans le cadre de l'assurance ou de la réassurance, car elle permet de mieux
cerner les sinistres extrémes, en vue de la tarification de tranches peu ou non travaillantes
(approche pricing) ou en vue de constitution de fonds propres suffisants afin d’assurer la
solvabilité de I'entreprise (approche DFA).

La théorie des valeurs extrémes peut se découper en deux parties, cependant liées entre
elles. D’une part le théoréme de Fischer-Tippett permet de connaitre la distribution asympo-
tique du maximum de n variables aléatoires. Ce théoréme est ’analogue du théoréme central
limite, qui s’intéresse a loi asymptotique de la somme : alors que le théoréme central limite
fait apparaitre une loi normale, le théoréme de Fischer-Tippett fait apparaitre la distribution
GEV (Generalized Extreme Value). D’autre part I'étude de "I’excess function" (loi des excés)
fait apparaitre la distribution de Pareto généralisée.

2.3.1 Loi du maximum et distribution GEV (Generalized Extreme Value)

Considérons n variables aléatoires Xy, ..., X,, (des cotts de sinistre par exemple) indépen-
dantes et de méme loi et notons S,, = X7 +...+ X, leur somme. Si 'espérance et la variance
de ces variables aléatoires sont finies, le théoréme central limite permet d’affirmer que :

Sn — nE(X) loi
By e N(0,1)

Lorsque I'on relache I'hypothése sur le moment d’ordre 2 de X, le théoréme central limite
généralisé permet de connaitre le comportement de S"b;“” pour des suites a,, et b, bien choi-
sies. ’

De maniére symétrique, le résultat principal de la théorie des valeurs extrémes va fournir la
loi limite du maximum M,, = max(Xj, ..., X,,) correctement normalisé par des suites a,, et
b,. Ce résultat est le suivant :

Théoréme de Fischer-Tippett : Supposons qu’il existe des constantes de normalisation
a, € Ret b, >0, et une loi non dégénérée de fonction de répartition H telles que

loi

b, 1{M, —a,} = H
Alors H est du méme type qu’une des trois lois suivantes (données par leur fonction de
répartition) :
1. Loi de Frechet, ®,(x) = exp(—2~%)(z>0), a > 0;
2. Loi de Weibull, ¥, (z) = exp(—z~*) si <0, et 1 sinon, a > 0;
3. Loi de Gumbel, A(z) = exp(—exp(—1x)).
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Ces trois lois sont en fait les trois cas particuliers de la distribution GEV (Generalized Ex-
treme Value) qui s’écrit :

Ho (o)~ [ (=L =€z—m/olS) &40

" exp(—exp[—(x — p)/0]) ,§=0
si g+ &x/o > 0. En effet, ¢ = a™! > 0 correspond & la distribution de Fréchet, & = 0
correspond & la distribution de Gumbel, et £ = —a~! < 0 A la distribution de Weibull.

Remarque 1 : Max-domain d’attraction.
S’il existe des constantes de normalisation a,, € R et b, > 0, et une loi non dégénérée GEV (§)
telles que

b 1{M, — a,} ‘2 GEV(¢)

on dit que Fy appartient au max-domain d’attraction de GEV(£) (on écrira par la suite :
Fy e MDA(H&))

Remarque 2 : Paramétre de queue.
Le paramétre £ de la loi GEV est appelé le paramétre de queue puisqu’il permet de définir
I’épaisseur de la queue de distribution de F'x :

— Si Fx € MDA(H¢), & > 0 alors Fx € M DA(Fréchet) et la loi de X est une loi a queue
épaisse. Un exemple est la loi de Pareto.

— Si Fx € MDA(H¢),§ =0 alors Fx € M DA(Gumbel) et la loi de X est une loi a queue
fine ou moyenne. La loi exponentielle, la loi normale et la loi lognormale en sont des
exemples.

— Si Fx € MDA(H¢),¢ < 0 alors Fy € MDA(Weibull) et la loi de X est bornée a
droite. Nous pouvons citer comme exemple la loi uniforme ou la loi beta.

2.3.2 Ajustement de lois GEV

Les lois les plus usuelles en réassurance correspondent au cas & > 0. Il peut étre intéressant
dans un premier temps de savoir si nous sommes dans le cas Gumbel (£ = 0) ou dans le cas
Fréchet (£ > 0). Pour cela, une technique consiste a tracer les deux graphes suivants :

Graphe pour la loi de Gumbel

La fonction de répartition de la loi de Gumbel s’écrit : A(x) = exp(—exp(—(z — p)/0)).
Autrement dit, In(In(1/A(z))) doit étre une fonction linéaire en x. On regarde donc si les
points sont alignés puis on ajuste le modele

1n(1n( )):ozx+5+5

A(z)

ot on suppose que € ~ N(0, s?) est un bruit blanc. On teste Padéquation de la loi de Gumbel
via 'étude de la somme des carrés des résidus. Si ’hypothése est validée, alors 0 = —1/a et

p=—p3/o.
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Graphe pour la loi de Fréchet

La fonction de répartition de la loi de Fréchet s’écrit : @, (x) = exp(—x~%), c’est-a-dire que
In(In(1/®,(x))) doit étre une fonction linéaire en log(x). On regarde donc si les points sont
alignés puis on ajuste le modéle

ln(ln(

@a(m))) =aln(zx)+p0+¢

ot on suppose que € ~ N(0, s?) est un bruit blanc.

2.3.3 Loi des excés et distribution GPD (Generalized Pareto Distribtion)

Dans la partie précédente, nous avons étudié les événements rares a 1’aide du maximum
de la distribution de X. Néanmoins, une autre méthode est souvent utilisée en réassurance,
il s’agit de la méthode des excés (encore appelée POT, Peaks Over Threshold) introduite par
de Haan et Rootzen. Ainsi, dans cette section, nous allons nous intéresser au comportement
de X/X > u pour des seuils u suffisamment grand (u — +00).

La fonction de répartition des excés au dela du seuil u est définie par :

Flu+z)— F(u)

1— F(u)
x>0, u < xp, ol xp est le point terminal droit de la distribution de X, zp = sup{z € R :
F(x) <1}
La loi asymptotique des excés est donnée par le théoréme suivant, démontré par Pickands,
Balkema et De Hann.

Fzx)=PX —u<z/X >u)=

Théoréme (Pickands, Balkema, De Hann) : Si F' appartient a l'un des trois domaines
d’attraction de la loi des valeurs extrémes (DA (Fréchet), DA (Gumbel) ou DA (Weibull)), alors
il existe une fonction o(u) positive, définie a une équivalence prés quand u — xp, et un réel
& tels que

lim  sup |F,(2) — Geow)(z)] =0

UTF 0<z<rp—u
ot Ge o(x) est la fonction de répartition de la loi de Pareto généralisée (ou loi GPD, Gene-
ralized Pareto Distribution) définie pour o > 0 par

-+ g0

1= expl(-zfo) ,E=0
pourx >0sié>0et 0 <z < —0/sié<0.

Geol(x) =

En effet, supposons que 'approximation de la distribution du maximum par une distri-
bution GEV soit satisfaisante :
Pr(M, <z)=~ H(x)
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Alors pour établir le résultat précédent, nous remarquons que
n r— fq-1/¢
F"(z) ~ ea:p{ -1 +§(T)] / }

Nous en déduisons que
ninF(2) ~ —[1+§(—5)] "

Or In F(z) ~ —(1 — F(z)) pour x grand. Nous avons donc
1 T — g1/t
Fla)m1——[1+e2—#
(@)~ 1 -2 [1+e0)

Nous obtenons alors le résultat final

Flu+z)— F(u)

Fule) = 1— F(u)

—1-[1+¢)]

Remarque 1 : Choix du seuil.

Ce théoréme stipule donc que pour un seuil v suffisamment élevé, la fonction de répartition
de la loi des excés peut étre approchée par G¢,(z) pour des bonnes valeurs de &, le para-
métre de queue et de o, le paramétre d’échelle. Ainsi, pour un seuil suffisamment grand, on
s’attend & ce que les données au dessus du seuil aient le comportement d’une pareto généra-
lisée. La principale difficulté est alors de choisir un seuil approprié. Nous sommes face a un
arbitrage biais / robustesse. En effet, plus le seuil est élevé, meilleure est la convergence de
la loi des excés vers la GPD mais moins bonne est la précision car nous disposons alors de
moins d’observations et inversement pour un seuil plus faible. Nous retrouvons ici toute la
problématique du sujet de notre mémoire : choisir le meilleur seuil u possible.

Remarque 2 : Lien entre les approches par maximum et par exces.
On peut montrer que méme si les lois limites sont dans des familles différentes (GEV et GPD),
leur comportement de queue est similaire et ne fait intervenir qu’un unique paramétre £ qui
est le méme que ’on considére 'approche loi du maximum (GEV) ou I'approche loi des excés
(GPD). En particulier, ces deux approches permettent de distinguer deux cas, £ = 0 et £ > 0,
correspondant respectivement a des queues de type exponentiel ou des queues dites épaisses,
de type pareto.

2.3.4 Estimation de l’indice de queue

L’indice de queue & nous informe sur ’épaisseur de la queue de distribution de la loi de
X. Il donne donc une indication sur 'importance des risques extrémes pour une distribution.
C’est pourquoi il est important de bien I'estimer. Avec la remarque 2 ci-dessus, on voit que
deux approches vont étre possibles pour I'estimation de £ : une approche par la loi des va-
leurs extrémes généralisée (approche GEV) et une approche par la loi de pareto généralisée
(approche GPD).
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Approche GEV

En pratique, le maximum des n variables aléatoires Xi,..., X,, ne constitue qu'une unique
observation, ce qui rend I'estimation de la loi délicate. Nous souhaitons disposer d’un échan-
tillon de maxima Yi,...,Y,,, afin de pouvoir appliquer des méthodes classiques d’ajustement
de lois. L’idée proposée par Gumbel (1958) est la suivante : Considérons un échantillon de
taille n, que 'on découpe en k blocs de taille m :

517...,an73(m+1,...,Xgm,...,X(k_l)m,...,ka, ou mk =n
A >

NV g ~"

On note alors Y;, le maximum obtenu sur le iéme bloc (i.e. Y; = max(X_1ymt1,-- -, Xim))-
Les X; étant indépendants, identiquement distribués et les blocs étant de méme taille, on en
déduit que les Y; sont également iid et P(Y; < y) = fx(y)™. Si m est suffisamment grand,
on a lapproximation Y; ~ GEV (§, u,0) et on peut effectuer la méthode du maximum de
vraisemblance sur les Y; pour obtenir des estimateurs des paramétres (g, [,0).

En particulier, si £ # 0, la log-vraisemblance de I’échantillon Y7,...,Y,,, distribué suivant
une loi GEV (&, p, o) s’écrit :

log L =—mlogo — (1+¢71

i (14 i iye
i=1

et si & =0,

m m

log £ = —mloga—Zexp(

i=1 i=1

/L)‘

De plus, si £ > —1/2, on a alors : \/R[(E, w,0)— (& u, o) Log N(0,V), ou la forme de V a été
donnée par Smith en 1985.

L’estimation du paramétre ¢ en utilisant la distribution GEV est une estimation dite
"block componentwise" : & partir d’un échantillon, on construit un échantillon de maxima en
formant des blocs de méme dimension. Cela implique donc une perte de certaines informa-
tions. En particulier, certains blocs peuvent contenir plusieurs extrémes, alors que d’autres
blocs peuvent ne pas en contenir. Nous ne privilégierons donc pas cette approche.

Approche GPD

Par cette approche, il est également possible d’utiliser des méthodes de maximum de vraisem-
blance pour estimer le paramétre & de la loi GPD des excés. En effet, la log-vraisemblance
calculée a partir de k excés Y7,..., Y} s’écrit :

Y;
log L = —klogo — ( 1—1— E log 1+§ , si pour tout ¢, 1 +&— >0
o

Cependant, la plupart des estimateurs du parameétre de queue par I'approche GPD re-
posent sur l'utilisation de la statistique d’ordre Xj.,, 1a i™€ valeur d’un échantillon de taille
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n. En particulier, a partir d’'un échantillon de taille n, on s’intéresse aux m plus grandes
valeurs. Les estimateurs les plus utilisés sont celui de Pickands, introduit en 1975, celui de
Hill, également introduit en 1975, valable pour £ > 0, et celui de Dekkers, Einmalh et De
Haan introduit en 1990 qui sont repectivement :

Pickands — 1 anm:n - Xn72m:n

1
o log 2 ©8

Xn72m:n - n—4m:n

SVIL—{# = E Zl 10?; Xn—i+1:n - 1Og Xn—m:n
24 -1
17 (&)
DEdH _ ¢H(1) I P
Snam = &nan’ 17 5 {1 G
ott &) = L 52 (log Xy in — Xognen)', 7 = 1,2,

Il est possible de montrer que ces estimateurs convergent quand n — +o00, m — 400 et
m/n — 0. On a en effet la normalité asymptotique suivante :

Pickands loi 52(2£+1 + 1)
\/m(gn,m - 5) - N(()? (2(25 _ 1) log 2)2)

Vm(e — €) N(0,€2)  pour € >0
Vm(EPEMH _ ) LA(0,1+€2)  pour € >0

L’estimateur de Hill est généralement le plus utilisé. Il présente une variance asymptotique
plus faible que les deux autres. En revanche il n’est valable que si & > 0.

En outre, la principale difficulté dans le calcul de ces trois estimateurs est le choix de m,
le nombre d’excés a considérer. Nous retrouvons ’arbitrage biais robustesse évoqué précé-
demment : Si m est trop important?, nous n’avons plus la convergence car nous sortons de la
queue de distribution et si m est trop faible, le peu d’observations rend I'estimateur instable.

4Si m est trop important, nous considérons trop d’excés et donc un seuil u trop faible pour la modélisation
de X/X > u.
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3 Approche préliminaire : méthodes graphiques de déter-
mination du seuil

La partie précédente, notamment la théorie des valeurs extrémes, nous permet de pro-
poser plusieurs méthodes graphiques dédiées a 1’étude des sinistres extrémes, des queues de
distribution et & la détermination du seuil de sinistralité extréme que nous allons présen-
ter dans cette partie. Mais auparavant, nous présentons le graphique Quantile-Quantile, un
autre outil statistique utile dans ’approche exploratoire. Tous ces outils graphiques ont été
implémentés par nos soins sous VBA.

3.1 QQ-Plot

Les graphiques Quantiles-Quantiles (Q-Q plot) permettent de tester graphiquement ’adé-
quation d’une famille de lois a des données. L’idée consiste a regarder si les quantiles de la
famille de loi testée (Q(p)) et les quantiles de 'échantillon des x;, i = 1,...,n, (Q,(p)) sont
linéairement liés, pour des valeurs de p € [0, 1]. Autrement dit, on souhaite vérifier si les
points (F~(p), F;'(p)) sont alignés pour différentes valeurs de p € [0,1], oit F est la fonc-
tion de répartition de la vraie loi et F), la fonction de répartition empirique. En pratique,
on représente graphiquement les points (F~'(-L), z(;)) pour ¢ = 1...n ou z est la ;¢
valeur de I’échantillon ordonné.

7

n+1

Le QQ Plot le plus utilisé est vraisemblablement celui de la loi exponentielle, o F(z) =
1 — exp(—x/A) pour x > 0. La fonction quantile est donnée par F~!(p) = —Alog(1 — p),
p €]0, 1[. Le QQ Plot exponentiel consiste alors a tracer les points

1
n+1

(—In(1— ), Tw) i=1,....n

Son interprétation est simple : Si ’échantillon des z; est un échantillon indépendant et
identiquement distribué, issu d’une loi exponentielle, alors les points sont alignés selon une
droite dont la pente est donnée par 1/\. Si le graphe a une forme concave, alors la distribution
des x; est & queue plus épaisse. A 'inverse, si le graphe a une forme convexe, la distribution
des x; est a queue plus fine.

Le graphe suivant (figure 4) permet d’illustrer ces propos. Nous avons tracé le QQ Plot
exponentiel pour différents échantillons simulés. Le premier échantillon suit une loi Exponen-
tielle de paramétre 5, et nous obtenons bien une droite dont la pente semble proche de 1/5.
Le graphe obtenu avec les deux échantillons suivants a une forme légérement concave, laissant
penser que nous sommes en présence d’échantillons issus de distributions a queue épaisse, ce
qui est effectivement le cas, puisque ce sont des échantillons de loi de Pareto et Lognormale.
Enfin, le dernier échantillon a été simulé selon une loi de Weibull avec un paramétre o > 1.
Nous sommes donc en présence d’une distribution a queue fine, comme le confirme la forme
convexe du graphe.
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F1G. 4 — QQ Plot exponentiel pour des simulations de loi Exponentielle, de Pareto, Lognor-
male et de Weibull.

Le QQ Plot peut étre adapté a une multitude de lois pour tester graphiquement 'adé-
quation d’un échantillon a ces lois. Ainsi, dans le cas des lois de Pareto de paramétres (o, a),
le QQ Pareto plot consiste a tracer les points

(—In(1-

- 1),ln($(i))) 1=1,...,n

On s’attend alors & obtenir une droite de pente 1/a.

Concernant la loi lognormale, on utilise le fait que si ’échantillon suit une loi lognormale,
alors son logarithme suit une loi normale. Le QQ Plot Lognormal consiste donc a tracer les
points
1

n—ﬂ),ln(x(l))) 1= 1,,n

(G

Enfin, si on considére la loi de Weibull, le QQ Plot consiste a tracer les points

l

(In(—In(1 — ). In(z)) i=1,...,n

n+1

Les figures suivantes illustrent l'usage des différents QQ-Plots que nous venons de pré-
senter. Nous les avons appliqués a des simulations de loi lognormale.
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Fic. 5 — QQPlots pour des simulations d’une loi lognormale.

La concavité du QQ Plot exponentiel nous indique que nous sommes en présence d’un
échantillon de distribution a queue plus épaisse que la loi Exponentielle. A l'inverse, la
convexité du QQ Pareto Plot nous indique que la loi dont est issu ’échantillon est & queue
plus fine qu'une loi de Pareto. Finalement, la droite obtenue pour le QQ Plot lognormal laisse
peu de doutes quant a I'adéquation de notre échantillon a une loi lognormale.

3.2 Mean Excess Function

Un outil graphique utile pour déterminer I'allure de la queue d'une distribution ainsi que
pour le choix du seuil a utiliser est la "mean excess function" définie par :

e(u)=E(X —u/X >u), 0<u<uzp

Cette quantité est souvent utilisée en réassurance car elle peut étre interprétée comme la
perte moyenne espérée dans un traité de priorité u. On peut faire les remarques suivantes :
- Si X ~ Exp()\), alors e(u) = A pour tout u > 0, i.e. la mean excess function est
horizontale.
- Si X ~ GPD(¢ 0), alors e(u) = 1% + 1%5“7 i.e. l]a mean excess function est affine en
Uu.
L’estimation des paramétres de la distribution GPD pose le probléme de la détermination du
seuil u qui doit étre suffisamment grand pour pouvoir appliquer les résultats de convergence
en loi mais pas trop grand afin d’avoir suffisamment de données pour obtenir des estimateurs
de bonne qualité. On peut déterminer u en exploitant le résultat de la deuxiéme remarque.
En effet, on sait que si 'approximation GPD est valide pour un seuil ug alors elle est valide
pour tout u > ug (par la propriété de stabilite de la GPD). Donc pour u > ug, la mean
excess function e(u) est linéaire en u (d’aprés la remarque précédente). Pour déterminer uy,
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on utilise donc le graphique de e(u). Plus précisément, on trace é(u) en fonction de u, avec :
Z?:1(Xi — )+
Z?:l ]IXi>U

Cela signifie que e(u) est estimé par la somme des excés au dela du seuil u, divisé par le
nombre de points excédant le seuil u.

é(u) =

De maniére plus générale, le graphe de la mean excess function permet d’avoir une bonne
idée du comportement de la queue de distribution de X : lorsque le graphe de e(u) est une
constante, on a une distribution de type exponentielle, lorsque le graphe de e(u) est une
droite croissante, on a une distribution de type Pareto et lorsque le graphe de e(u) est entre
une constante et une droite croissante, on a une distribution & queue épaisse.

Simulation Exponentielle Simulation Pareto
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F1G. 6 — Mean excess function pour des simulations de lois paramétriques usuelles.

Dans 'exemple ci-dessus, nous avons utilisé des simulations de quatre lois usuelles ef-
fectuées par un logiciel de la SCOR, afin d’observer le comportement de la mean excess
function.

Le premier graphique représente la mean excess function d’un échantillon suivant une
loi exponentielle de paramétre 2.5. Théoriquement, on doit obtenir une droite horizontale
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d’ordonnée 2.5. Empiriquement, on observe bien un alignement horizontal des points, hormis
pour les quelques derniéres observations.

Concernant les lois de pareto et GPD, la mean excess function théorique est affine en u.
On constate effectivement une forme affine pour ces deux échantillons. Pour notre simulation
de Pareto, l'alignement est trés bien vérifié, il est un peu moins bon pour la simulation GDP
présentée ici en exemple.

Cet outil graphique est intéressant puisqu’il permet d’avoir une idée sur I’épaisseur de la
queue de distribution et sur le seuil d’entrée dans la région extréme. Sur données réelles, le
moment ou la courbe commence & se comporter comme une droite correspond au seuil, puis-
qu'une mean excess function affine est caractéristique d’une loi GPD. Cependant, cet outil
souffre d’une instabilité pour les derniéres observations, ce qui ne facilite pas 'interprétation.

3.3 Hill-plot, Pickands-plot

Cette méthode graphique de détermination du seuil repose sur la propriété de stabilité
de laloi GPD. En effet, si la variable [X —u/X > u] ~ GPD(§,0), alors [X —u//X > u/] ~
GPD(&,0'), c’est a dire que le paramétre de queue & est le méme pour tout u > 0. Ainsi,
la méthode présentée ici consiste a tracer le graphe des estimateurs é obtenus en fonction
des seuils u© ou, de maniére équivalente, en fonction du nombre k& d’excés considérés. On veut
donc tracer le graphe des fk pour tout k. Or, en fonction du nombre d’excés k, I’estimateur
de Hill s’écrit :

k
— 1
Hill . Zlog Xp—ivtn — 10g Xy pn
i=1
et celui de Pickands : 1 X X
Pick log —=kn no2i

log 2 Xn—?k:n - Xn—4k::n

Plus k est petit, plus Uintervalle de confiance de & est large (plus il y a de volatilité).
Cependant on veut que k soit le plus petit possible pour avoir le moins de biais. D’ou I'idée
de choisir le plus petit k& pour lequel I'estimation & se stabilise.

Nous avons implémenté ces deux estimateurs et nous les avons appliqués dans cette partie
a deux échantillons de lois simulées : un échantillon suivant une loi de Pareto de paramétre
de queue o = 5 (so0it £ = 1/a = 0.2) d’une part et un échantillon suivant une loi GDP de
paramétre de queue & = 1.5 d’autre part.

L’estimateur de Hill obtenu & partir de ces échantillons (figure 7) donne des valeurs
proches des valeurs réelles (autour de 0.2 pour la Pareto et autour de 1.5 pour la GPD). En
revanche, I'estimateur de Pickands donne de nettement moins bons résultats. Nous constatons
également dans les deux cas que 'estimateur de Pickands est plus volatil que celui de Hill.
En effet, 'estimateur de Hill fait intervenir la moyenne des logarithmes des observations,
le résultat est donc plus lissé et moins sensible au saut d’une observation. Tout ceci nous
ameénera a le privilégier par la suite.
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F1G. 7 — Estimateur de Hill (& gauche) et de Pickands (a droite) pour des simulations de lois
de Pareto(2;5) et GPD(1.5;1).

De plus, lorsque 'on considére un faible nombre d’exceés, ’estimateur de Hill est trés
volatil, puis il tend a se stabiliser, d’ot1 I'idée de l'utiliser dans le choix du seuil. En effet,
on veut le seuil le plus grand possible pour avoir une bonne convergence de la loi des exceés
vers une GPD (d’aprés le théoréme de Pickands-Balkema-De Haan), mais si le seuil est trop
grand, 'estimateur de Hill sera trés instable. Le Hill Plot permet donc de voir a partir de
quel moment I'estimation devient plus robuste.

3.4 Gertensgarbe plot

Cette procédure a été proposée par Gerstengarbe et Werner en 1989. Elle permet de
déterminer le point de départ de la région extréme et fournit une estimation du seuil optimal.
Plus précisément, pour un échantillon zq,...,x, de coits de sinistres, on considére la série
des différences A; = x;) — 21}, @ = 2,...n de Péchantillon ordonné, xp; < ... < xp,. L'idée
de la procédure est qu’en entrant dans la zone de sinistres extrémes, on peut s’attendre a un
changement dans le comportement de la série des différences, autrement dit le comportement
des A; pour les observations extrémes est certainement différent du comportement des A;
pour les observations non extrémes.
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Nous cherchons donc & identifier un changement dans une série. Nous allons utiliser pour
cela la version séquentielle du test de Mann-Kendall. Pour : = 1,...,n — 1, nous calculons
la série U; définie par :

w _ (i=1)
r= i
=
i(i—1)(i+5)
72
o U = >, _, ny, et ng est le nombre de valeurs A, ..., Ay inférieures & A;. De la méme ma-
niére, nous calculons une autre série Ul-f pour la série décroissante des différences, A,,, ..., As.

Le point d’intersection de ces deux séries détermine le seuil d’entrée dans la zone extréme.

Gerstengarbe Plot
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F1G. 8 — Gerstengarbe plot et fonction de répartition empirique pour la simulation d’une loi
de Pareto.

Nous avons appliqué cette méthode a un échantillon suivant une loi de Pareto de pa-
rameétres 10 et 50. Le point d’intersection des courbes nous indique un nombre d’excés a
considérer de 165 observations, ce qui correspond a un seuil de 20,9. Nous constatons de
plus en tragant la fonction de répartition empirique de notre échantillon que ce seuil corres-
pond visuellement & un point de cassure de la fonction de répartition. Cela pourrait donc
correspondre au seuil d’entrée dans une zone de valeurs extrémes.
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4 Modélisation

La deuxiéme partie a permis de mettre en place les outils mathématiques, notamment
la théorie des tests et la théorie des valeurs extrémes, nécessaires a la résolution de notre
probléme. La troisiéme partie a permis de présenter et de mettre en place certains outils
graphiques, découlant pour la plupart d’entre eux de la théorie des valeurs extrémes. Il est
donc maintenant possible de présenter des méthodes de modélisation de la sinistralité.

Nous présenterons dans un premier temps un modéle simple & une seule loi. Nous ver-
rons que ce modéle s’adapte souvent mal aux données réelles issues de l'assurance ou de
la réassurance, qui rappelons-le comportent souvent deux types de sinistralité : d’une part
la sinistralité attritionnelle, qui correspond & des sinistres de faible intensité mais de fré-
quence importante, c¢’est-a-dire des sinistres nombreux mais de faible sévérité, d’autre part
les sinistres qualifiés d’extrémes de faible fréquence mais de forte intensité, c’est-a-dire des
sinistres survenant rarement voire trés rarement mais de forte sévérité.

Dans un deuxiéme temps, nous présenterons un modéle prenant en compte ces deux types
de sinistralité. La sinistralité attritionnnelle sera modélisée par une loi classique, une loi lo-
gnormale par exemple. La sinistralité extréme, quant a elle, fera 'objet d’une modélisation
par une loi de Pareto généralisée, ce qui est cohérent avec les résultats de la théorie des va-
leurs extrémes. Le seuil u entre les deux types de sinistralités sera déterminé par les méthodes
graphiques.

Dans un troisiéme temps, ce modéle & deux lois sera illustré par un exemple. Comme ce
modéle ne fait pas partie des modéles classiques et est spécifique & ce mémoire, des données
simulées seront utilisées dans cette partie afin de vérifier que 'identification des parameétres
sur I’échantillon simulé redonne bien des valeurs proches des valeurs réelles. Ceci permettra
de vérifier que notre modéle et notre démarche sont bien robustes.

Enfin, nous présenterons deux extensions du cas précédent. D’abord un modéle o1 le rac-
cord entre la sinistralité attritionnelle et la sinistralité extréme ne se fait plus en un point,
mais sur un intervalle, sur lequel une distribution hybride est utilisée. Le dernier modéle
fera intervenir un probléme de minimisation contraint. Dans les précédents modeéles, le seuil
u est déterminé de maniére graphique. Il peut étre souhaitable de disposer d’'une méthode
non graphique, ce qui permet par exemple d’éviter une étape humaine d’interprétation de
courbe. Or la littérature actuelle de détermination de seuil est relativement pauvre en ce
qui concerne les méthodes non-graphiques et ne fournit pas de solution satisfaisante. Nous
formulerons donc une proposition. L’idée générale consiste en la minimisation de la distance
entre la sinistralité empirique et la sinistralit¢é modélisée. La distance choisie devra étre co-
hérente avec le probléme. Le seuil u sera celui qui résulte de la minimisation de cette distance.
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4.1 Cas 1 : Une seule distribution fittée

Dans un premier temps, nous modélisons la sinistralité a I'aide d’une unique distribution.
Nous testons ensuite ’adéquation entre la sinistralité empirique et la loi fittée avec le test
de Kolmogorov-Sminov ou d’Anderson-Darling. Ce dernier test est le plus adapté a notre
probléme car il accorde plus de poids & la queue de distribution que le test de Kolmogorov-
Smirnov.

Nous allons considérer deux exemples simples afin d’illustrer ce premier modéle. Le pre-
mier échantillon est relatif & des traités proportionnels incendie du marché francais et le
second est 'analogue pour les marchés de I’Europe du sud. On suppose que les cotits des
sinistres composant les échantillons sont bien des réalisations de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées.

Le premier échantillon comporte 80 observations. Le premier modéle que nous présentons
suggére de modéliser la sinistralité a 'aide d’une seule distribution fittée. Nous utilisons pour
cela des lois classiques, a savoir la loi lognormale, la loi Gamma, la loi de Weibull, la loi de
Pareto, et a titre comparatif et en prévision des modéles suivants, la loi de Pareto généralisée.

Les parameétres de ces différentes lois sont estimés a ’aide de la méthode du maximum
de vraisemblance, puis 'adéquation entre la distribution empirique et la loi usuelle est testée
a laide des tests de Kolmogorov-Smirnov et d’Anderson-Darling. Pour tous les tests, le seuil
de significativité est 5%. Les résultats sont synthétisés dans le tableau suivant :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov | Test d’Anderson-Darling
Lognormale Acceptation Acceptation
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Acceptation
Pareto Rejet Rejet
Pareto généralisée Rejet Rejet

On constate que les lois lognormales et de Weibull sont acceptées a la fois par le test de
Kolmogorov-Smirnov et d’Anderson-Darling. Les autres lois sont quant & elles rejetées. Ce
premier portefeuille de sinistres peut donc étre modélisé soit par une loi lognormale, soit par
une loi de Weibull.

Graphiquement, les fonctions de répartition empirique et modélisées sont représentées sur
la figure suivante.
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F1G. 9 — Fonctions de répartition empirique et modélisées pour le premier échantillon.

Toutefois, le cas ou 'adéquation globale est réalisée par une seule loi est assez rare. Nous
allons maintenant considérer le deuxiéme échantillon, composé de 753 observations. Le méme
protocole est utilisé que pour le premier échantillon. Les résultats des tests d’adéquation sont
les suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov | Test d’Anderson-Darling
Lognormale Rejet Rejet
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Rejet
Pareto Rejet Rejet
Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, toutes les lois usuelles présentées ici sont rejetées, a 'exception de la loi de Weibull
qui est acceptée par le test de Kolmogorov-Smirnov.

Nous avons tracé la fonction de répartition empirique ainsi que celle de la loi de Wei-
bull (figure 10). Visuellement, nous pouvons constater que pour les petits sinistres, dans cet
exemple inférieurs & 100 000, 'adéquation a une loi de Weibull est trés bien réalisée. Par
contre, au dela de ce seuil, la modélisation par une loi de Weibull ne semble plus justifiée. Le
test d’Anderson-Darling accordant plus de poids a la queue de distribution que ne le fait le
test de Kolmogoriv-Smirnov, nous comprenons alors pourquoi le test de Kolmorov-Smirnov
conduit & accepter I'adéquation, alors que le test d’Anderling-Darling conduit a un rejet.
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FiG. 10 — Fonctions de répartition empirique et modélisée pour le second échantillon.

Ce deuxiéme exemple est en fait assez représentatif des données issues de I'assurance ou
de la réassurance : la sinistralité est de nature complexe, c’est pourquoi un ajustement par
une seule distribution est souvent impossible ou non optimal. Dans ces conditions, nous avons
recours a une modélisation mettant en jeu deux distributions.

4.2 Cas 2 : Deux distributions pour modéliser deux types de sinis-
tralités

La modélisation par une seule distribution étant généralement peu convaincante avec les
données issues de la réassurance, on peut avoir recours a deux distributions. La sinistralité
attritionnelle peut étre modélisée par une loi classique, par exemple une loi lognormale. Pour
la sinistralité extréme, le théoréme de Picands-Balkema-De Hann, nous suggére d’utiliser une
loi de Pareto généralisée.

Il y a trois types de questions auxquelles il faut répondre. Premiérement, comment choisir
le seuil de raccord u? Deuxiémement, comment estimer les parameétres des lois, notamment
les paramétres de la loi de Pareto généralisée? Troisiémement, comment & l'aide de deux
lois proposer une distribution unique, et essayer si possible que cette loi présente certaines
propriétés de régularité, afin de ne pas avoir de saut lors de la tarification des tranches?

Le seuil u peut étre déterminé par diverses méthodes graphiques présentées en détail dans
la troisiéme partie de ce mémoire. Nous allons & présent proposer une procédure de détermi-

nation du seuil.

La détermination peut étre faite par le graphe de la mean excess function. Le seuil u
est choisi lorsque la courbe devient linéaire. La détermination peut également étre faite par
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le graphique de Hill. Le seuil u est choisi lorsque I'estimateur de Hill se stabilise. Enfin, la
détermination peut étre faite grace au Gertensgarbe Plot. Cette méthode, méme si elle ne
découle pas de la théorie des valeurs extrémes, présente ’avantage de présenter une réponse
généralement non ambigué, car le seuil est situé a l'intersection de deux courbes. Les mé-
thodes graphiques du Hill Plot et de la mean excess function découlent de la théorie des
valeurs extrémes. Cependant le seuil est a choisir quand l'estimateur de Hill est stable ou
quand la fonction moyenne en excés prend ’allure d’une droite, or sur données réelles il peut
étre difficile de déterminer cette zone et le choix est en fait déterminé par la subjectivité
humaine. Un moyen de choisir le seuil peut donc consister en ce protocole provisoire : dans
un premier temps, lire le seuil grace au Gertensgarbe Plot, qui donne une réponse claire car
le seuil est donné par I'intersection des deux courbes, et dans un second temps vérifier que
ce résultat est cohérent avec le Hill Plot et le graphe de la mean excess function.

Le seuil v étant déterminé, il faut maintenant estimer les parameétres de deux lois. L’esti-
mation des paramétres de la premiére loi, par exemple une loi lognormale, reléve des méthodes
classiques telles que le maximum de vraisemblance ou la méthode des moments. La loi de
Pareto généralisée comporte trois paramétres. Le premier paramétre définit le début du sup-
port de la distribution. On prend donc le seuil u précédemment déterminé par les méthodes
graphiques. Il reste donc deux paramétres a estimer : le paramétre de queue & et le para-
meétre d’échelle o. Il est possible de déterminer conjointement ces deux paramétres soit par
la méthode des moments, soit par la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour vérifier que ces deux lois conviennent bien, il est nécessaire d’effectuer des tests d’adé-
quation. Pour la sinistralité attritionnelle, on peut utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov ou
d’Anderson-Darling. Pour la sinistralité extréme, il faudrait également effectuer un test d’adé-
quation, cependant la littérature ne nous offre pas de réponse satisfaisante. Le théoréme de
Picands-Balkema-De Hann est le garant du bien fondé de 'utilisation de la distribution de
Pareto généralisée pour la modélisation des excés apres le seuil, de la méme maniére que
d’aprés la théoréme central limite, on peut modéliser par une loi normale la moyenne de n
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, sous des hypothéses conve-
nables et pour n assez grand.

Nous avons maintenant deux distributions, une pour la sinistralité attritionnelle et une
pour la sinistralité extréme, dont nous avons estimé les parameétres. Il reste donc a créer une
distribution globale. La deuxiéme distribution modélise les sinistres au dela du seuil w, il faut
donc tronquer la premiére en ce point. Nous avons donc une distribution usuelle tronquée
sur [0, u], puis la distribution Pareto généralisée a support sur [u, +00[. Le fait de juxtaposer
les fonctions de répartition sans précaution conduit & une aberration, puisque en wu, nous
passerions d’une valeur strictement positive a 0 et nous n’aurions plus une fonction crois-
sante. Nous voulons une fonction de répartition globale, c’est-a-dire une fonction croissante
sur [0, +o0o[, qui vaut 0 en 0 (ou au point de début de la modélisation s’il y a des sinistres
tronqués a gauche) et qui tende vers 1 en +oo. Lors de la tarification des tranches, nous ai-
merions que la prime pure ne connaisse pas de saut lorsque la priorité ou la portée varie trés
légérement, donc nous cherchons également une fonction continue. Il semble alors convenable
de supposer 'existence d'une densité ; la fonction de répartition, en temps qu’intégrale entre
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0 et x de cette densité, sera donc continue.

Dans un cadre général, si f; et fo sont deux densités et que 'on cherche a en créer une
troisiéme f3 & ’aide d’une combinaison linéaire des deux premiéres, on peut considérer :

fa=afi+(1—-a)f

avec « dans [0,1] qui est un coeflicient de pondération entre f; et fo , et on a bien une
fonction d’intégrale 1. En effet :

/f3=/(af1+(1—a)f2):a/f1+(1—a)/f2:a+(1—a):1

Remarque : Cette formule peut se trouver dans un cadre probabiliste. Supposons, ce qui sera
le cas ci-dessous, que f; modélise la sinitralité attritionnelle et a pour support [0, u] et que
fo modélise la sinistralité extréme et a pour support [u, +oc[. Notons respectivement Fj, Fy
et F3 les fonctions de répartition associées aux densités fi, fo et f3, et Py, Py et P3 les proba-
bilités associées a ces mémes densités. Nous avons P3(X <z | X <u) =P (X < z) = Fi(2)
et P3(X <z | X >u) =Py(X <z)= Fy(x). Nous avons alors :

Fiz)=P3(X <z) = P3(X<znX<u)+P;(X <znX>u)
= Py X <u)P3(X <z | X<u)+(1-P3(X <u)P3(X <z|X>u)

Notons a = P3(X < u), nous obtenons :
Fs(z) = aF(z) + (1 — a)Fy(x)

Et enfin par dérivation :
fs(@) = afi(z) + (1 — ) fo()

Nous retrouvons bien la formule définissant f5 & partir de f; et de f.

Dans le cas qui nous intéresse, nous allons modéliser la sinistralité globale par une loi
usuelle tronquée, la loi usuelle retenue étant soit une loi lognormale soit une loi de Weibull,
puis par une loi de Pareto généralisée aprés le seuil u. f; sera donc la densité d’une loi usuelle
tronquée et fy la densité d’une loi de Pareto généralisée.

Notons fUsuelle Ja densité de la loi usuelle choisie (loi lognormale ou loi de Weibull),
fUsuelleTronque 15 densité de la loi usuelle tronquée dont le support est [0,u], f¢FP la densité
de la loi de Pareto généralisée de seuil u, donc dont le support est [u, +oo[ et foiobale 1
densité utilisée pour modéliser la sinistralité globale. Les fonctions de répartition associées
sont notées de maniére analogue FUsuelle  fUsuelleTronque = [GPD o [rGlobale,
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Nous utilisons maintenant la formule de pondération définie ci-dessus, avec f; = fUsuelleTronque
fo = fOPP et fy = fGlobale T3 densité modélisant la sinistralité globale a donc pour expres-
sion :

fG’lobale — ansuelleT’ronque + (1 o O_/)fGPD

Il est également possible d’exprimer la densité de la loi usuelle tronquée en fonction de la
densité de la loi usuelle. En effet, sur [0, u], les deux densités sont proportionnelles :

stuelleTronque — ﬁstuelle-]I[O,u}

En prenant l'intégrale sur [0, +00[, on obtient :

1= 6/ stuelle
0

D’ou :
B 1 B 1
ﬁ - f(]u stuelle o FUsuelle(u)
Ainsi : U enell
suette
stuelleTronque _ f ’H[O»U]
- FUsuelle(u)
L’expression de la densité modélisant la sinistralité globale est donc maintenant :
fGlobale _ anSuElle‘ [0,u] =+ (1 o CY)fGPD
- FUsuelle(u)

Ainsi, en choisissant o = FUsuelie(y) les densités fOlobale ot fUsuelle gont égales sur [0, u]
et les fonctions de répartition associées le sont également sur ce méme intervalle. I.’avan-
tage de ce choix de a est donc qu’il permet de conserver exactement la méme fonction de
répartition qu’avec une unique loi usuelle sur [0, u], ¢’est-a-dire que la partie correspondant
a la sinistralité attritionnelle reste la méme dans le modéle a deux lois que dans le modéle
a une seule loi. Le coefficient de pondération o = FUsuele(y) ici choisi correspond donc a
la probabilité qu'un sinistre soit plus petit que le seuil v en utilisant la loi de probabilité
modélisant la sinistralité attritionnelle. D’autres choix pour le coefficient de pondération «
auraient également été possibles.

Nous aboutissons donc A :

fGlobale — stuelle'H[Om] + (1 o FUsuelle(u))fGPD

Nous avons bien une densité car [ f¢'°*e¢ = 1. De plus, sur [0, u], la fonction de répartition

associée a cette densité est égale a celle de la loi usuelle : F@lebale — pUsuelle gyy [0 4], En
outre, F@ebale ot bien continue en temps qu’intégrale entre 0 et z de sa densité, fonction
mesurable, donc il n’y a pas de probléme de saut lors de la tarification de tranches.

FGlobale fGlobale .

Par intégration, on obtient la fonction de répartition associée a la densité
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FGIObale<.I') _ FUSUElle<min($, u)) + (1 . FUsue”e(u))FGPD(:L‘)

FGlobale goxprime également sous la forme :

FUsuelle(J/,) six <u
FUsuelle(u> + (1 _ FUsuelle(u))FGPD(ZE) sizT Z U

FGlobale(x) — {

empirique

F1G. 11 — Tllustration de la modélisation de la sinistralité par deux distributions. La fonction
de répartition globale est composée d’une loi usuelle sur [0, u] puis d'une GPD sur [u, +00].

Remarque : Une alternative & ce modéle peut consister & prendre F&°%e de classe C', pour
encore plus de régularité au niveau de la tarification. Dans ce cas, il faut imposer f&l e de
classe CY (c’est-a-dire continue). Au point u, nous aurons donc égalité entre fUsuelle ot fGPD
Nous avons alors une équation reliant les deux parameétres de la loi usuelle et les parameétres
de queue & et d’échelle o de la loi de Pareto généralisée. Nous pouvons alors par exemple
déterminer les deux paramétres de la loi usuelle, déterminer 'un des paramétres de la GPD
(par exemple le paramétre de queue par I'estimateur de Hill), le dernier paramétre de la GPD
est donc déterminé par I’équation supplémentaire.

4.3 Application du modéle a deux lois sur données simulées

Nous avons précédemment défini un modeéle a deux lois permettant de modéliser la si-
nistralité dans son ensemble. La sinistralité attritionnelle est modélisée par une loi usuelle
comme une loi lognormale ou une loi de Weibull tandis que la sinistralité extréme est mo-
délisée par une loi de Pareto généralisée. Ce modéle comporte cinq paramétres : le seuil u,
les deux paramétres de la loi usuelle et les deux paramétres restant pour la loi de Pareto
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généralisée, qui sont le paramétre de queue & et le paramétre d’échelle o.

Nous souhaiterions savoir si les paramétres sont bien identifiables, notamment le seuil w.
Pour cela, nous allons considérer un échantillon contenant des réalisations de la distribution
définie en 4.2 (modéle a deux lois). Nous avons simulé 1 000 réalisations de cette distribution
a deux lois, la loi choisie pour la sinistralité attritionnelle étant une loi lognormale. La densité
associée a cette distribution a donc pour expression :

fGlobale — fLN'H[O,u] 4 (1 . FLN(U))fGPD

Les cing paramétres dans cet exemple sont les suivants : le seuil u a été fixé a 100 000, les
deux paramétres de la loi lognormales sont u’Y = 10 et oV = 1,5 et les deux paramétres
de la loi Pareto généralisée sont £ = 0,7 et o = 80 000.

Nous allons essayer de mettre en place un protocole d’étude sur ces données simulées, en
utilisant les considérations de cette partie 4 et les outils de la partie 3. Ce protocole d’étude
sera repris avec plus de détails dans la partie 5 sur deux jeux de données réelles.

Ajustement GEV

Tout d’abord, afin de savoir si nous sommes dans le cas £ = 0 (cas Gumbel) ou £ > 0
(cas Fréchet), nous allons tracer les graphiques pour la loi de Gumbel et de Fréchet définis
théoriquement dans la section 2.3.2. Rappelons qu’un alignement des points correspond pour
le premier graphe (figure 12) a lacceptation de I'hypothése £ = 0 (cas Gumbel) et pour le
second (figure 13) de I’hypothése & > 0

log(log(1/F))

FiG. 12 — Test de £ = 0.

Nous constatons aisément que la premiére courbe est strictement convexe, d’ou le rejet
de I’hypothése & = 0. De plus, la derniére partie de la seconde courbe, qui correspond a la
queue de distribution, est assimilable & une droite, d’ou I’acceptation de I’hypothése & > 0.
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log(log(1/F))

log(x)

F1G. 13 — Test de £ > 0.

Détermination du seuil

Pour déterminer le seuil d’entrée dans la zone extréme, nous allons appliquer le protocole
défini au début de la section prédente. Nous allons donc tout d’abord tracer le Gerstengarbe
Plot (figure 14), puis nous regarderons la cohérence de ces résultats avec le Hill plot (figure
16) et le graphe de la mean excess function (figure 17).

60

B0 - T

40 A

30 A

20 A

1 2 541 8695 12922 18 322 25630 36 920 55 023 85277 147336 933 62¢

F1G. 14 — Gerstengarbe plot en fonction du seuil sur données simulées.

Le résultat obtenu par la méthode de Gerstengarbe n’est pas satisfaisant. En effet, il
suggére un seuil d’environ 36 900, alors que la vrai valeur est de 100 000!

De plus, cette méthode n’est pas du tout robuste. En effet, nous I’avons a nouveau appli-
quée a notre échantillon simulé en enlevant les 300 premiéres observations. Le seuil obtenu
s’approchait alors des 60 000.

Ainsi, la méthode Gerstengarbe ne semble pas convenir a notre problématique. Peut-étre
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FiG. 15 — Gerstengarbe plot en fonction du seuil sur données simulées tronquées.

est-ce di au fait qu’elle ne repose pas sur la théorie des valeurs extrémes ? Dans tous les cas,
nous avons décidé de ne pas l'utiliser et continuons notre protocole de détermination du seuil
avec le Hill Plot.

Comme nous sommes dans le cas £ > 0, nous pouvons utiliser ’estimateur de Hill qui est
bien défini®. L’étude des zones de stabilité de cet estimateur en fonction du seuil considéré
permet de déterminer un seuil adapté au probléme. Le graphique suivant représente 1’esti-
mateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d’excés considérés.

5Nous rappelons que 'estimateur de Hill n’est défini que pour des lois ayant un paramétre de queue & > 0.
L’estimateur de Hill n’est donc pas valide dans le cas £ = 0. D’ou l'intérét d’effectuer un ajustement GEV
au préalable, afin de vérifier que nous sommes bien dans le cas £ > 0
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Fi1a. 16 — Estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d’excés sur données simulées.

La situation sur données simulées est trés nette et en accord avec la théorie. Au tout
début de la courbe, quand le seuil est élevé, 'estimateur de Hill est trés volatil parce que
le nombre d’excés considérés n’est pas suffisant. C’est ce que 'on constate sur le graphique
quand on considére moins de 50 excés. Par contre, sur la partie suivante, I’estimateur de Hill
est trés stable et constant. A partir d’environ 160 exceés, le comportement de la courbe change
radicalement : la courbe s’indentifie & une fonction affine strictment croissante.

Le point de cassure, situé a environ 160 excés, correspond a un seuil de 100 000, soit le
seuil théorique utilisé pour les simulations. La partie gauche de la courbe, avant 160 exces,
correpond & la partie de la distribution qui utilise une loi de Pareto généralisée tandis que la
partie droite correspond aux réalisations de la loi lognormale.

Sur cet échantillon simulé, nous constatons donc clairement que la partie de ’échantillon
provenant de réalisations de la loi de Pareto généralisée conduit a un estimateur de Hill
constant, hormis pour les premiers excés ot I’estimateur de Hill est trop volatil, alors que la
partie de I’échantillon provenant de réalisations de la loi lognomale conduit & une portion de
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courbe strictement croissante.
Le Hill plot semble donc un outil pertinent pour déterminer le seuil d’entrée dans la zone des
sinistres extrémes.

Afin de vérifier la cohérence du choix du seuil basé sur 'estimateur de Hill, nous pouvons
utiliser un autre outil , la mean excess function. Sa représentation graphique est donnée sur
la figure suivante.

700 000

600 000

o
500 000 -

400 000 /
300 000 /

200 000 /

oo /

v

0
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F1a. 17 — Mean exces function sur données simulées.

Nous constatons une legére cassure a 100 000. D’autre part, avant 100 000, la courbe a
une légére tendance convexe, alors qu’aprés les points sont alignés, ce qui est caractéristique
de la loi de Pareto généralisée. La mean exces fonction, méme si elle permet de conclure,
apporte sur cet exemple une réponse moins nette que I'estimateur de Hill.

De maniére générale, il ne faudrait pas croire a la lecture des graphiques de 'estimateur de
Hill sur données simulées que la détermination du seuil soit aisée. Nous verrons sur données
réelles que c’est loin d’étre le cas.

Estimation des paramétres pour la sinistralité attritionnelle et pour la sinistralité
extréme

Maintenant que le seuil a été identifié, il est possible d’estimer les quatre autres para-
meétres du modéle. La méthode utilisée est le maximum de vraisemblance. Les résultats sont
synthétisés dans le tableau suivant.

Paramétre | Valeur réelle | Valeur estimée
ut N 10 10,0094
olN 1,5 1,5199

& 0,7 0,7620
o 80 000 78 573

Nous constatons que les valeurs estimées sont proches des valeurs réelles. Sur données
simulées, il est donc possible d’identifier les paramétres du modéle.
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Pour le seuil, comme une méthode graphique est utilisée pour la détermination, il est dif-
ficile de quantifier la qualité de D'estimation. Cependant, 'estimateur de Hill permet une
identification trés nette sur ces données simulées.

Modélisation globale

Les fonctions de répartition empirique et modélisée relatives a la sinistralité dans son
ensemble sont représentées sur la figure suivante.
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F1G. 18 — Fonction de répartition empirique et modélisée.

Sans surprise, 'adéquation est visuellement excellente. Le modéle & deux lois présenté ici
semble donc robuste et nous pourrons dans la partie 5 I'appliquer sur données réelles.

4.4 Approches alternatives

Aprés avoir présenté deux modéles, un modeéle classique a une seule loi et un modéle a
deux lois, nous allons présenter quelques pistes d’extensions possibles. Ces modéles seront
présentés uniquement de maniére théorique et ne feront pas 'objet ici d’applications. Ils
peuvent constituer des voies futures de recherche.

4.4.1 Cas plus élaboré a trois lois

L’approche a deux distributions pour modéliser les deux types de sinistralité est une bonne
solution, notamment pour améliorer I’ajustement au niveau des queues de distribution, c¢’est
a dire des gros sinistres. Cependant, le passage d’une distribution a ’autre au niveau du seuil
u peut paraitre un peu "brutal”. D’ou I'idée d’un cas plus élaboré a trois lois : deux lois
pour modéliser chaque type de sinistralité et une loi hybride effectuant le raccord entre les
deux, permettant ainsi un ajustement plus en douceur. L’utilisation d’une loi hybride peut
permettre de mieux prendre en compte la sinistralité entre le seuil et le plus gros sinistre.

47



empirique

u Kmax

FiG. 19 — Illustration de la modélisation de la sinistralité par trois distributions. La fonction
de répartition globale est composée d une loi usuelle sur [0, u], d’'une loi hybride sur [u, X,,q.]
puis d'une GPD sur [ X4, +00[.

Une forme de la fonction hybride a été développée a la SCOR, menant a la fonction de
répartition F™' suivante :
- Sl 0 S T S u, thbrid(x) — FUsuelle(m)
- Siu <z S Tomaz thbrid(x) — FVUsuelle(u)_{_[F’GPD(:l:.rmwj)><(F1Usuelle($)_F’Usuelle(u))}p(x)7
avec

In (FUsuelle(I) % (FGPD(xmaz) . FUsuelle(u)))
p(l‘) - In (FUsuelle(I) X FGPD<xmaz) X (1 _ FUsuelle(u>))
— Si x> Tpae, FWT(z) = FEPDP(x)
oll les notations sont les mémes que pour la partie précédente. FUsu!¢ représente la fonc-
tion de répartition de la loi usuelle ajustée a la sinistralité attritionnelle (une lognormale par

exemple) et FEP représente la fonction de répartition de la loi GPD qui ajuste la sinistralité
extréme. u est le seuil d’entrée dans la zone extréme et x,,., le plus gros sinistre observé.

Cette fonction hybride vérifie bien les propriétés des fonctions de répartition. En effet, il
a été démontré qu’elle vérifie les cing contraintes suivantes :

_ thbrid(u) — FUS’LLG”E(u)

- thbrid(fmax) — FGPD(xmaz)

— Fhwbrid ot croissante entre 0 et 1
\V/l’, u<zx< Trnass FGPD(xmam) X FUS?Lelle(x) < thbrid(m) < FUsuelle(:L.)

_ thbrid(x) _ FGPD('Tma:p> % FUsuelle(x)7 quand FUsuelle(x) -0
Par souci de confidentialité, les démonstrations ne figurent pas dans le rapport.
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4.4.2 Modéle de minimisation contraint

Dans les méthodes présentées ci-dessus, le seuil est déterminé de maniére graphique. Il
peut étre intéressant de proposer une méthode alternative. Nous formulons ici notre propo-
sition.

Il s’agit d'un probléme de minimisation contraint. La distance entre la distribution empi-
rique et la distribution globale ajustée est minimisée afin de déterminer le seuil u. L’élément
clé est de choisir une bonne distance. Il peut étre judicieux de choisir une norme qui dérive
d’un produit scalaire, comme la norme 2. Considérons le produit scalaire :

(f,9)2 _/fg

Le carré de la norme associée a ce produit scalaire est :

W@z#ihz/ﬁ

Le probléme de cette norme dans le cas qui nous intéresse est qu’elle va minimiser 1’écart
entre les fonctions de répartition théoriques et empiriques (respectivement notées F&lobele ef
FEmpirique “mais en considérant les points de [0, +o0c[ de la méme maniére. Or FEmPirique g,
constante et égale a 1 aprés le plus gros sinistre. La fonction de répartition F&% qui va
résulter du programme de maximisation aura donc tendance a étre la plus proche possible
de FEmPirique guy [X,,40, 400, qui vaut exactement 1. F&%€ gera donc trés proche de 1 sur
[Xonaz, +00[, ¢’est-a-dire que la queue sera exagérément fine par rapport a ce qu’elle devrait.

Il nous est donc apparu qu’une distance pondérée serait plus adaptée. On considére le
produit scalaire :

(f,9)20 = /fgw

Et le carré de la norme associée :
WWzUJ%M:/ﬂw

ol w est une fonction poids telle que w(z) = exp(—p.x) ou encore w(x) = 1/(x? +1).

Par exemple, en prenant w(x) = exp(—z) :
+o0
Hngw =(f, flow = f*(z) exp(—x)dx

0

Ainsi, plus les = augmentent, moins grand est I'impact de la valeur de f(z).

Pour la densité de F&e on peut reprendre la densité du cas 2 :

fG’lobale — stuelle'H[mu] + (1 _ FUsuelle(u))fGPD
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fGlobale ( FGlobzzle)

A présent, et donc dépend de cing parameétres : le seuil u, mais aussi
les deux paramétres de la loi usuelle et les parameétres de queue £ et d’échelle o de la loi de
Pareto généralisée. Sous cette forme, F'&lo0e est déja continue, mais on peut imposer en plus
que FGlobale goit 1,

Le programme de minimisation contraint s’écrit alors :

min HFGlobale - FEmpzrzque

H2
Usuelle pUsuelle ¢GPD 5GPD 2’“)
u7a k) 75 70-

sc FGlobaleestCI

En explicitant la forme de la norme et en détaillant la condition de régularité, sachant que
le point ot la densité &P st éventuellement non continue est le seuil u, nous obtenons :

oo
: Globale _ Empirique 2 o
uﬂ‘Usuelle’bU‘g}allg’gGPD70-GPD /; (F (x) F (x)) eXp( m)d‘r

sc FUsuelle’ (u) _ FGPD’ (u)

La loi usuelle peut étre, comme précedemment, soit une loi lognormale, dans ce cas les
deux paramétres relatifs & la sinistralité attritionelle sont a = ptY et b = o™, soit une loi
de Weibull, dans ce cas les paramétres sont a = « et b = [3.

Ce probléme de minimisation contraint ne semble pas pouvoir étre résolu analytiquement.
Nous sommes donc contraints d’utiliser une méthode numérique si nous voulons aboutir & un
résultat pratique.

Néanmoins, il peut étre intéressant de savoir s’il est possible de donner une autre forme a ce
probléme de minimisation sous certaines hypothéses. Faisons I’hypothése forte que les quatre
parameétres autres que le seuil sont fixés, soit par une premiére application du modéle 2, soit
par des considérations externes sur les valeurs que doivent prendre les paramétres pour les
sinistralités attritionnelle et extréme. Cherchons également une fonction de répartition globale
qui est continue mais pas nécessairement C1, ce qui permet de supprimer la contrainte. Le
probléme de minimisation non-contraint s’écrit alors :

“+oo
mln/ (FGlobale (.I‘) . FEmpzmque(x))Q exp(—x)dw
u

0

Le seul paramétre dont dépend la minimisation est alors uniquement le seuil. Comme il
n’y a pas de contrainte, une condition nécessaire d’optimalité est alors que la dérivée partielle

par rapport & u de I'expression & minimiser soit nulle, soit :

0

+oo
_/ (FGlobale(aj) _ FEmpirique<x)>2 exp(—x)dx =0
ou J,

En notant H(u) le membre de gauche de cette égalité, nous avons donc une équation de la
forme H(u) = 0. Une condition nécessaire d’optimalité du seuil u est donc H(u) = 0. Il semble
impossible de trouver une solution analytique & une telle équation. Dans un cas pratique, la
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détermination du seuil u doit se baser soit sur la résolution numérique de I’équation H(u) = 0,
qui est une condition nécessaire d’optimalité, soit directement en résolvant numériquement
le probléme de minimisation associé.
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5 Applications

Dans cette partie, nous allons mettre en application les méthodes décrites précédemment
sur des données réelles. Les modéles a une loi (définition en 4.1) puis deux lois (définition
en 4.2) seront utilisés et comparés. Le premier jeu de données concerne des sinistres de
traités non proportionnels en responsabilité civile automobile et sera traité sous ’angle de la
problématique du département Dynamic Financial Analysis (DFA). Le second jeu de données
contient des sinistres de traités proportionnels en réassurance incendie et sera envisagé sous
une problématique de tarification.

La partie pratique de ce mémoire a donné lieu au développement d’un outil Excel qui regroupe
tous les outils nécessaires a la mise en ceuvre des modeles 1 et 2 présentés dans la partie 4.
Le fonctionnement de ce programme FExcel est détaillé en annexe 1.

5.1 DFA

Le département DFA a pour objectif notamment d’étudier la solvabilité de la société a
partir de I'analyse des flux financiers futurs.

La base de données dont nous disposons contient I'historique des coflits des sinistres res-
ponsabilité civile automobile & la charge de la SCOR, pour des traités de réassurance en
excédent de sinistre. Pour un sinistre ¢ de montant X;, nous disposons donc du cotit a la

charge de la SCOR Y; défini par :

0 , X < d;
Yi=< (X;—d;) x txscoR,i Ay < X < d; +p;
Di X LXSCOR,i Jdi +pi < X

ol d; et p; sont respectivement la priorité et la portée du traité en excédent de sinistre relatif
au sinistre 7 et txscor,; est la part du sinistre réassurée par SCOR.

Prenons un exemple et considérons un sinistre d’un montant de 3 millions d’euros réassuré
par un traité en (5 million) X S(1 millions), & hauteur de 40% par SCOR, 30% par Swiss Re
et 30% par Munich Re. Dans ce cas, le cott a la charge de la SCOR sera Y; = (3 millions —
1 million) x 40% = 800 000£.

On se trouve alors face a un premier probléme pour modéliser les cotits des sinistres a
la charge de SCOR. On ne peut théoriquement pas les modéliser tous de la méme manieére,
puisque la franchise et la part réassurée par la SCOR seront différentes selon les traités. On
suppose alors que les conditions sont plus ou moins uniformes et qu’il existe une certaine ho-
mogénéité dans la structure du portefeuille de la SCOR. Ainsi, en supposant que la structure
est la méme dans le temps, nous pourrons prévoir les flux futurs a I'aide des flux historiques.

La base de données dont nous disposons comporte deux triangles de liquidation recensant
les montants des sinistres a la charge de la SCOR de 1996 & 2005 pour la branche responsabi-
lité civile automobile en Grande-Bretagne. Dans cette branche, les sinistres peuvent avoir un
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développement long, plusieurs années peuvent se passer entre la survenance et le réglement
complet du sinistre.

Le premier triangle fournit les montants "Incurred”, c’est a dire ’évaluation totale de
chaque sinistre. Ces montants évoluent au cours du temps, car I’évaluation initiale du sinistre
n’est pratiquement jamais égale & ce qui sera finalement payé au total. En effet, pour les
sinistres a développement long, la premiére évaluation du sinistre est difficile puisque le
montant di a la victime lui sera payé en plusieurs fois, sur une longue période et pourra étre
modifié par l'intervention des instances judiciaires. Le second triangle fournit les montants
payés cumulés (SP). De ces deux triangles, nous pouvons en déduire le triangle des montants
restant a payer (SAP), puisque nous avons la relation : Incurred = SP + SAP, ainsi que le
triangle des montants payés décumulés.

Nous disposons en plus des indices sinistres de 1996 & 2020 allant servir a la revalorisation.

5.1.1 Notations

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

— I; : 'indice sinistre relatif & 'année i

~ S . N L . . L
S;; + le montant payé cumulé & la fin de I'année j pour un sinistre survenu 'année ¢

— Z;; : le montan ¢ 'année 7 pour un sinistre survenu 'année ¢
Z;; + le montant payé I'année j po sinistre survenu l’année

- ;i + le montant restant a r I’année j pour un sinistre survenu l'année 7
SAP; ; : le montant restant a payer ’année j po sinistre survenu l’année

— Inc;j : le montant Incurred I'année j pour un sinistre survenu ’année ¢

Prenons ’exemple d’un sinistre survenu en 2000. Le tableau suivant montre son évolution
annuelle. On remarque que ’évaluation faite du coiit total du sinistre a la fin de ’année de
survenance (108 960£) était insuffisante puisque la compagnie aura finalement payé 128 236£
pour ce sinistre.

Année de développement j 0 1 2 3 4 5
Paiement Annuel (Z; ;) 0 101 540 | 20 900 | 5 095 701
Paiement Cumulé (S ;) 0 0 101 540 | 122 440 | 127 535 | 128 236
Restant (SAP, ;) 108 960 | 108 960 | 7 420 5095 0 0
Cott Total (Inc; ;) 108 960 | 108 960 | 108 960 | 127 535 | 127 535 | 128 236

5.1.2 Revalorisation des sinistres

Pour prévoir la sinistralité future en Responsabilité Civile Automobile (RCA), nous allons
nous appuyer sur I’historique du portefeuille RCA. Ainsi, chaque année passée est considérée
comme un scénario possible pour I'année d’étude. Ceci suppose que toutes les conditions
d’une année passée soient identiques aux conditions de 'année étudiée. En particulier, la
revalorisation des sinistres est une étape indispensable dans le traitement des données.

Un sinistre passé a un certain cotit. Le but de la revalorisation des sinistres est de dé-
terminer le cotit de ce méme sinistre s’il était survenu 'année étudiée, on parle également
de "mise as if" des sinistres. Plusieurs méthodes sont envisageables pour revaloriser les si-
nistres : des méthodes prospectives, des méthodes rétrospectives ou encore un mélange entre
les deux. Pour les sinistres a développement long, nous avons privilégié une approche pros-
pective reposant sur l'estimation des valeurs futures des indices sinistres qui vont servir a
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la revalorisation de nos données. Ainsi, I'inflation est représentée par un indice sinistre (/)
connu jusqu’en 2006 et dont ’évolution future a été estimée jusqu’en 2020.

La mise as if s’effectue sur les montants payés non cumulés et sur les montants restant
a payer. Supposons que 'on veuille revaloriser les sinistres pour ’année de survenance N. Il
faut alors multiplier chaque montant par le facteur FIy = Iacs;/Iny; ot j est Pannée de
développement du sinistre et AC I'année de cotation.

Lnnee de Annee de développement
SUrVENANCe (1 1 2 3
2003 a b C d
2004 £ f g
2005 h 1
2006 1
Wlize Asaf
Prospective
Année de développement
0 1 2 3
I I i i
g 07 —os o 02 4210
E IDB II:I4 fI:IS IDE
= I I I
o 2207 —08 g2
g g fos g
gz plor | fm
@ Ins Ing
i . fl:l'.l'
IDE

F1G. 20 — Revalorisation des sinistres.
Appliquons la mise as if & 'exemple précédent du sinistre survenu en 2000. On obtient

les montants revalorisés a I’année 2007 suivants, sur la base de I'indice SCOR utilisé en RCA
en Grande-Bretagne :
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Année de développement j 0 1 2 3 4 5
Paiement Annuel (Z; ;) 0 0 213 422 | 44 780 | 10 816 1480
Paiement Cumulé (5, ;) 0 0 213 422 | 258 202 | 269 018 | 270 498
Restant (SAP, ;) 225 313 | 225 871 | 15595 | 10 916 0 0
Cott Total (Inc; ;) 225 313 | 225 871 | 229 017 | 269 118 | 269 018 | 270 498

Cette méthode de revalorisation permet d’estimer les valeurs qu’aurait pris chaque sinistre
s’il était survenu en 2007. Les indices sinistres nous ont été fournis par la SCOR, mais chaque
réassureur détermine l'indice a utiliser selon la branche considérée. En RCA, il est fréquent
d’utiliser un indice corporel ou bien un cumul de deux indices : un premier représentant
I'inflation économique, comme le cotit du travail horaire, et un second représentant I'inflation
juridique (Super Imposed Inflation).

5.1.3 Projection i ’ultime de la charge des sinistres

La deuxiéme étape va consister a estimer le cotit ultime des sinistres. On procéde pour
cela & ce que l'on appelle la "liquidation" des triangles. La méthode la plus utilisée est la
méthode chain ladder. Cette méthode s’appuie sur le modéle de développement pour les
facteurs. Le modéle de développement pour les facteurs suppose 'existence de paramétres
01, ... n € (1,00) tels que

E[Si;j] = E[Sij-1] x ¢

pour tout ¢ € {0,1,...,n} et j € {1,...,n}. Les ¢; sont les facteurs de développement.
Ils sont inconnus et doivent étre estimés. Ainsi, pour chaque année de développement j €
{1,...,n}, on définit le facteur de Chain Ladder FjCL comme estimateur du parameétre ¢; :

por — ke Skes
k= Skj-1
Et pour chaque année d’origine 7, on en déduit ’estimateur de Chain Ladder de I’espérance
E[SZ'J'] .
k
SZC;L = Sy H For
l=n—i+1
Ainsi, on calcule des coefficients de passage d’une année sur I'autre, ce qui nous permet de
compléter le triangle. Cette méthode se base donc sur I’hypothése que la cadence historique
de I’évolution des sinistres se répéte. Elle a I'avantage d’étre simple et d’étre fondée sur
I’observation plutdt que sur la connaissance a priori. Elle présente toutefois des défauts non
négligeables. Tout d’abord, cette méthode n’est pas additive, ce qui n’est pas génant dans
notre cas puisque nous l'appliquerons au triangle des "incurred" uniquement. De plus, pour
les années récentes, l'incertitude peut étre trés importante puisque le coefficient multiplicatif
est alors le produit de n—1 estimations de coefficients de proportionalité. Enfin, cette méthode
ne permet pas d’obtenir de mesure de précision sur les estimations.
Conscients de ces inconvénients, nous avons appliqué la méthode Chain Ladder aux mon-
tants incurred afin d’obtenir le cotit ultime des sinistres a la charge de SCOR.

35



5.1.4 Etude de la série des ultimes

Statistiques descriptives

Afin de nous familiariser avec les données, nous avons commencé par effectuer quelques
statistiques descriptives sur les sinistres RCA.

Nombre d’observations 1851

Sinistre minimum 18£
Sinistre moyen 157 472£
Sinistre maximum 2 044 115£
Ecart-Type 185 646£
Sinistre médian 101 222£
Quantile & 90% 363 436L
Quantile & 95% 481 491£
Quantile a 99% 858 008£

On constate une grande étendue des valeurs. En effet, le minimum est de 18£, alors que
le sinistre maximum dépasse les 2 millions de £, soit prés de 13 fois la moyenne. L’écart-type
est important. On retrouve la particularité des données de réassurance : beaucoup de petits
sinistres et quelques sinistres trés importants. En effet, la médiane est nettement inférieure a
la moyenne qui est augmentée par les gros sinistres. On remarque également que le quantile
a 90% est faible par rapport au sinistre maximum, puisqu’il ne représente que 18% de ce
dernier.

2 500 000

2000 Q00 -nmmmmmmmmmmmmmmm oo

1500 000 - --------==mmsmmmmmmoo oo

LT B S, e e | E— -

Montant du sinistre (en £)

500 000 by Flle b5 AW - - NP1 N1 1N S—

F1G. 21 — Sinistres RCA.

Le graphe de la série des sinistres (figure 21) nous permet d’identifier les plus gros mon-
tants et leur nombre d’occurence. Il nous permet également de voir s’il y a un regroupement
des gros sinistres ou une tendance dans leur fréquence d’apparition, ce qui remettrait en cause
notre hypothése d’indépendance. Cela ne semble pas étre le cas pour nos données RCA.
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QQ Plot

Afin d’avoir une premiére idée de la distribution du montant des sinistres, nous avons
tracé les graphiques Quantiles Quantiles étudiés dans la partie 3, pour quatres distributions
usuelles : Exponentielle, Lognormale, Pareto et Weibull.

Observatons

log{Observations)
G a e = omow

Plot Exponentiel

200000 400000 00000 500000 1000000
Quantiles exponentiels

QQ Plot Lognormal

*®

log{Observations)

log(Observations)
N

s
W

QQ Plot Pareto

* e

6 8 10 12 14
Quantiles exponentiels

Plot Wsibull

Quantiles loi normale log{Quantiles exponentiels)

Fia. 22 — QQ Plot de lois usuelles pour les sinistres RCA.

Le graphe obtenu pour le QQ Plot Weibull ressemble & une droite. Il est possible qu’il
y ait une relation affine entre les quantiles de I’échantillon et ceux de la loi de Weibull et
I’adéquation de la loi de Weibull a nos données est donc probable. Cependant, I'adéquation
a une loi exponentielle parait également possible a la vue du graphique. En revanche, I’étude
des QQ Plot élimine les lois lognormale et de Pareto comme candidats a 'adéquation a notre
échantillon.

Mean excess function

Nous avons ensuite tracé le graphe de la mean excess function.

Nous avons volontairement omis les quatres derniers points du graphe. Ces points, étant
des moyennes d’au mieux quatre observations, auraient pu étre trés irréguliers, et, comme
nous 'avons vu sur les simulations de la partie 3, la mean excess function souffre d’une
instabilité sur les derniéres observations.

Théoriquement, une fonction de moyenne en excés constante correspond a une distribu-
tion exponentielle, une fonction affine correspond a une Pareto. En dehors de ces deux cas
particuliers, nous pouvons dire que si les points du graphe de la mean excess function pré-
sentent une tendance a la baisse, c’est le signe d’une distribution & queue fine, et inversement,
les données issues de distributions a queue épaisse présentent une tendance a la hausse.

Le graphe obtenu (figure 23) correspond plutot a ce dernier cas. Ceci nous améne a penser
que nous sommes en présence d’une distribution du montant des sinistres & queue épaisse, ce
qui est fréquent avec les données de réassurance. Les derniéres observations sont étalées et
difficilement interprétables, ce qui est courant avec les observations extrémes d’un échantillon
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F1G. 23 — Fonction de moyenne en excés pour les sinistres RCA.

réel. Toutefois, la détermination du seuil & partir duquel les points sont alignés permet de
connaitre le seuil a partir duquel la modélisation par une loi de Pareto généralisée est justifiée.

5.1.5 Modélisation a I’aide d’une seule distribution

La premiére étape de notre modélisation consistait a4 étudier si une seule loi permettait
d’ajuster correctement la sinistralité, aussi bien sur la partie centrale de la distribution qu’en
queue de distribution. Nous avons pour cela appliqué les tests d’adéquation de Kolmogorov-
Smirnov et Anderson Darling & plusieurs lois usuelles. Le seuil de significativité des tests est
toujours 5%. Nous avons obtenu les résultats suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov | Test d’Anderson-Darling
Lognormale Rejet Rejet
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Acceptation
Pareto Rejet Rejet
Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, les tests d’adéquation confirment I'impression visuelle donnée par les QQ Plots,
puisque I'adéquation a la loi de Weibull de paramétres o = 0,87 et 3 = 147025 est acceptée
par ces tests. De plus les lois de Weibull avec un paramétre a < 1 entrent dans la classe
des lois & queues épaisses puisque leur fonction génératrice des moments n’est pas finie :
Mx(t) = E(exp(Xt)) = 400 pour t > 0, ce qui confirme I'intuition laissée par le graphe de
la mean excess function.

On constate (figure 24) que 'ajustement & 1'aide d’une seule distribution de Weibull est
bonne. Cependant, comme nous ’avons montré dans la partie 4, il est rare qu’une seule dis-
tribution permette de bien reproduire a la fois la sinistralité attritionnelle et la sinistralité
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F1G. 24 — Fonctions de répartition empirique et de la loi de Weibull.

extréme. De plus, 'adéquation en queue de distribution ne se voit pas forcément bien gra-
phiquement & cause du faible nombre d’observations et il n’existe pas de tests statistiques
efficaces permettant de la vérifier. C’est pourquoi nous allons cependant chercher a appliquer
la modélisation a I'aide de deux distributions, afin de pouvoir comparer les résultats obtenus.

5.1.6 Modélisation a deux lois

Dans le but de mieux modé¢liser la queue de distribution, nous allons mettre en oeuvre le
modéle 2 défini dans la partie 4 sur ces mémes données.

Ajustement GEV

Tout d’abord, afin d’acquérir certaines informations qualitatives relatives a la queue de
distribution, nous avons tracé des graphiques qui permettent de distinguer les cas & = 0 et
& > 0. Le premier graphique permet d’avoir une représentation visuelle de la pertinence de
I’hypothése & = 0. Si cette hypothése est vérifiée, alors les points du graphique sont alignés.
Le second graphique est le pendant du premier pour ’hypothése & > 0. Si cette hypothése
est vérifiée, alors les points du graphique sont alignés.

Les deux figures sont présentées ci-apres.
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Fic. 25 — Test de £ = 0.

log(log(1/F))
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log(x)

F1G. 26 — Test de £ > 0.

Ces graphiques ne permettent pas de différencier nettement le cas £ = 0 du cas £ > 0.
Cependant, la premiére courbe est légérement convexe, alors que la seconde est plus aisément
indentifiable a une droite. L’hypothése £ > 0 semble donc légitime.

Détermination du seuil

Nous pouvons a présent mettre en oeuvre ’estimateur de Hill, dont 'utilisation est licite
puisque & > 0, afin de déterminer graphiquement le seuil départageant les sinistres attrition-
nels des sinistres extrémes.

Nous avons tracé le Hill plot (figure 27) en fonction du seuil u et du nombre d’excés k, en
mettant en évidence l'intervalle de confiance a 95% autour de cet estimateur.
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Fic. 27 — Estimateur de Hill en fonction du nombre d’excés considérés et du seuil w.

Nous voyons sur la figure que la zone de stabilité semble se situer autour de 160 excés, ce
qui correspond a un seuil de 400 000 £. Un sinistre inférieur a 400 000 £ sera donc considéré
comme attritionel et un sinistre supérieur comme extréme.

Ce seuil de 400 000 £ semble cohérent avec la fonction de moyenne en excés. En effet, sur
la représentation graphique de cette derniére (figure 23), on constate visuellement un léger
décrochage a 400 000, aprés quoi les points semblent étre identifiables a une fonction affine.

Maintenant que l'on connait le seuil, on peut modéliser la sinistralité attritionnelle, a
I’aide d’une loi usuelle tronquée, ainsi que la sinistralité extréme, a ’aide d’une loi de Pareto
généralisée.

Ajustement de la partie centrale

La partie centrale, qui représente la sinistralité attritionnelle, est modélisée par une loi
usuelle tronquée. Comme dans le cas de la modélisation par une seule loi, les tests d’adéqua-
tion de Kolmogorov-Smirnov et d’Anderson-Darling nous conduisent a ne retenir que la loi
de Weibull.

L’estimation des deux paramétres de la loi de Weibull par la méthode du maximum de vrai-
semblance conduit & a = 0,87 et 3 = 147025.
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Ajustement de la queue de distribution

La queue de la distribution, qui représente la sinistralité extréme, est modélisée par une
loi de Pareto généralisée. L’estimation des deux parameétres de la loi de Pareto généralisée
par la méthode du maximum de vraisemblance conduit a £ = 0,31 et 0 = 144494. La valeur
de & trouvée par maximum de vraisemblance est cohérente avec I'estimateur de Hill. En effet,
pour un seuil u = 400 000£, 'estimateur de Hill correspondant est in” = 0,34 avec un
intervalle de confiance a 95% de [0, 29; 0, 40].

Les fonctions de répartition empirique et modélisée relatives & la sinistralité extréme sont
représentées sur la figure suivante.

0.8 A

06 -

04 -

—— Fonction de répartition de la loi de Pareto généralisée

—— Fonction de répartition empirique

02+

0 T T T T 1
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000

F1G. 28 — Sinistralités extrémes empirique et modélisée.

[’adéquation est visuellement trés bonne. La distribution de Pareto généralisée modélise
trés bien la sinistralité extréme. Le seuil choisi semble donc pertinent.

Modélisation globale

Maintenant que nous avons modélisé les sinistralités attritionnelle et extréme, ainsi qu’es-
timeé tous les paramétres, nous pouvons modéliser la sinistralité dans son ensemble en utilisant
le modéle & deux lois défini dans la partie 4. Les fonctions de répartition globales empirique
et modélisée sont représentées sur la figure 29 suivante.

62



0,8
0,6
—— Fonction de répartition modélisée (modeéle 2)
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F1G. 29 — Sinistralités globales empirique et modélisée (modéle a deux lois).

Il est également intéressant de faire un zoom sur la queue de distribution et de comparer
la modélisation avec deux lois (loi de Weibull puis loi de Pareto généralisée) a la modélisation
avec une seule loi de Weibull.

0,995 -|
0,99 |

0,985 -|

0,98
——Fonction de répartition modélisée (modéle 2)

——Fonction de répartition empirique
0,975 +

0,97

0,965 -|

0,96

o} 500000 1000000 1500000 2000000 2500000

F1G. 30 — Sinistralités globales empirique et modélisée (modéle & deux lois), détails de la
queue de distribution.
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F1G. 31 — Sinistralités globales empirique et modélisée (modéle a une loi de Weibull), détails
de la queue de distribution.

On constate que le modéle a deux lois est bien meilleur : d’une part il se rapproche plus
de la répartition empirique, d’autre part la fin de la queue est plus épaisse (fonction de ré-
partition plus faible), ce qui diminue le risque de sous-estimer les pertes en cas de sinistres
extrémes.

5.1.7 Estimation de quantiles extrémes

Dans la partie précédente, nous avons proposé deux modélisations possibles pour le mon-
tant des sinistres & la charge de SCOR. La premiére modélisation ajuste une seule loi de
Weibull a ’ensemble des données, tandis que la seconde modélisation se veut plus précise et
ajuste une loi de Weibull sur la sinistralité attritionnelle et une loi GPD sur la sinistralité ex-
tréme. Nous avons vu graphiquement que la deuxiéme modélisation semblait meilleure. Nous
allons a présent essayer de quantifier ces différences. Pour cela, nous allons étudier I'impact
de ces deux modélisations sur le niveau des quantiles extrémes. Nous allons en particulier
nous intéresser au quantile & 99.5%, sur lequel est fondé le calcul du capital requis dans la
réglementation prudentielle.

Pour rappel, le quantile d’ordre p €]0, 1[ associé a la variable aléatoire X de fonction de
répartition F'x se définit par :

zp = F~(p) =sup{z € R, F(x) > p}

On parle aussi de Value-at-risk de niveau p. Nous allons comparer les quantiles obtenus en
les estimant de maniére empirique, puis a I'aide du modéle a une loi (modéle 1) et enfin a
'aide du modéle & deux lois (modéle 2).
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Estimation empirique

emp _

L’estimation empirique du quantile & 99,5% nous conduit a Tgg5 = 1 080 559L.

Estimation selon le modéle 1

Dans le modele a une loi, nous avons ajusté une loi de Weibull a notre échantillon. Les
parameétres ont été estimés par maximum de vraisemblance : & = 0,87 et 3 = 147025. Nous

estimons le quantile a 99,5% selon le modéle 1 (ié&;) par le quantile & 99,5% d’une loi de

Weibull de paramétres & et 3. Nous obtenons :?:.(%)75 =997 190£.

Estimation selon le modéle 2

Dans le modéle & deux lois, nous avons modélisé la sinistralité attritionnelle (la partie
centrale de la distribution) par une loi de Weibull et la sinistralité extréme (la queue de
distribution) par une loi GPD. Nous allons utiliser cette modélisation globale pour estimer
le quantile & 99,5% selon le modéle 2 (355()29)5)

Nous rappelons que nous notons u le seuil au dela duquel nous ajustons une loi GPD,
(nous avons trouvé u = 400 000£). Le modéle 2 nous a conduit & ajuster & nos données une
fonction de répartition globale de la forme :

FW(x) siz<u
FV(u)+ (11— FW(u)FePP(z) siz>u

FGlobale<x) — {

ot F" est la fonction de répartition de la loi de Weibull qui modélise la sinistralité attrition-
nelle.

Cela signifie en particulier que pour > u, nous pouvons utiliser F'(z) = FW(u) + (1 —
FY (u))FEPP(x) comme approximation de la queue de distribution de X. Or, il est possible
de montrer (cf McNeil [19]) que F(x) est également une distribution de pareto généralisée,
avec le méme paramétre de queue &, mais avec un paramétre d’échelle 6 = (1 — FW (u))¢ et
un paramétre o= p— 6 ((1— FW(u))™* — 1) /¢

De plus, pour une loi GPD(, 0, 1), le quantile d’ordre p est :

$p=u+%((1—p)_5—1)

Finalement, pour le modéle a deux lois, nous obtenons fé%)ﬁ = 1078 538L

Comparaison des modéles

Le tableau suivant récapitule les valeurs obtenues pour divers quantiles extrémes selon
chaque modéle.
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ordre p du quantile " i,(jl) :%](32)
95% 481 491£ 518 108£ 495 977£
99% 858 008£ 848 793£ 858 183£
99,5% 1 080 559£ | 997 190£ | 1 078 538£L
99,9% 1722 704£ | 1 351 933£ | 1 813 346£

2 000 000

1600 000 === ==== === L

—e—quantiles empiriques
—#—quantiles selon le modéle 1
quantiles selon le modéle 2

1200 000 F---mmmmmm oo s

800 000 -

400 000

95,0% 99,0% 99,5% 99,9%

FiG. 32 — Comparaison des quantiles extrémes pour les différents modéles.

A la vue de ces chiffres, nous pouvons constater I'intérét de la modélisation a deux lois.
I’ajustement a une seule loi a tendance & sous-estimer le risque, car il ne permet pas de
reproduire une queue de distribution suffisamment épaisse. A 'inverse, la modélisation a deux
lois permet de calculer des quantiles trés proches des valeurs observées. Elle a méme tendance
a sur-estimer le risque pour le quantile a 99,9% ce qui lui confére un caractére prudentiel.
L’objectif n’est pas, bien entendu, de sur-estimer le risque de maniére démesurée, sous peine
de devoir le tarifer trop cher et de voir partir les clients & la concurrence. Cependant 'aspect
prudentiel d’'une modélisation est toujours intéressant, surtout étant donné le nouveau cadre
réglementaire en matiére de gestion des risques.

Ainsi, le principal intérét de cette modélisation pour la DFA réside dans le calcul des
quantiles extrémes. Cependant, il est également important d’avoir une bonne estimation
de toute la distribution des montants de sinistres, afin d’avoir une meilleure précision en
moyenne, notamment dans une optique de business plan.
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5.2 Pricing

Nous passons a présent a une application tarification de la méthode présentée dans ce
mémoire. Dans I'approche tarification, ce ne sont plus les quantiles de la distribution des
sinistres qui vont nous intéresser, mais la valeur de la prime pure de traités en excédent
de sinistre. Ceci peut étre utile pour améliorer la tarification de la tranche de capacité non
travaillante en cas de traité proportionnel.

La base de données dont nous disposons contient ’historique des couts des sinistres in-
cendie en France, pour des traités de réassurance proportionnelle.

Nous avons vu que la tarification des traités proportionnels s’effectuait en deux parties :
la tarification de la sinistralité attritionnelle dans un premier temps puis la tarification de
la sinistralité extréme qui s’apparente a une tarification XS. Notre méthode vise surtout a
améliorer la tarification en queue de distribution, afin d’évaluer au mieux les gros sinistres et
d’éviter toute sur- ou sous-tarification.

5.2.1 Revalorisation des sinistres

Comme pour 'application DFA précédente, nous allons nous appuyer sur I'historique du
portefeuille Incendie France pour tarifer les traités proportionnels Incendie France. Ainsi,
chaque année passée est considérée comme un scénario possible pour 'année d’étude et il
est nécessaire que toutes les conditions d’une année passée soient identiques aux conditions
de 'année étudiée. Nous commencons donc par effectuer une mise as if rétrospective des

montants de sinistre de la base afin de faire disparaitre de nos données tout effet da a
I'inflation.

5.2.2 Obtention des ultimes

Contrairement a l'application DFA qui concernait une branche a développement long,
nous sommes ici en présence de sinistres de la branche incendie qui est une branche a déve-
loppement court. En effet, nous avons pu observer sur nos données qu’au bout de trois ans
au maximum, les sinistres étaient clos (le montant des sinistres a payer est nul et le montant
incurred est égal au montant payé cumulé). Nous avons décidé de supprimer les 3 derniéres
années d’historique sinistre et nous avons donc conservé les sinistres survenus entre 1983 et
2003. Ceci nous permet de garder les vrais valeurs ultimes des sinistres au lieu de les estimer
par la méthode chain ladder, ce qui entrainerait un risque de perdre l'indépendance entre
nos données, en plus de I'erreur d’estimation. On peut ainsi considérer que nous sommes
en présence de données indépendantes et identiquement distribuées (notamment grace a la
revalorisation).

5.2.3 Etude de la série des ultimes

Statistiques descriptives

Pour traiter I'application pricing, nous avons suivi la méme démarche que pour l'appli-
cation DFA. Ainsi, nous avons commencé par effectuer quelques statistiques descriptives sur
les sinistres Incendie France.
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Nombre d’observations 378
Sinistre minimum 63€
Sinistre moyen 547 495€
Sinistre maximum 16 596 085€
Ecart-Type 1 149 631€
Sinistre médian 160 944€
Quantile & 90% 1 408 456€
Quantile & 95% 2 489 314€
Quantile a 99% 3 846 749€

La base de données dont nous disposons contient 378 observations. On constate la présence
d’un trés gros sinistre de plus de 16 millions d’euros. Hormis celui-ci, les sinistres sont tous
inférieurs & 5 millions d’euros, le sinistre médian n’est que de 160 944€ et le quantile & 90%

s'éléeve a 1 408 456€.

16

Hontant des sinis

F1G. 33 — Sinistres incendie France entre 1983 et 2003.

La figure 33 permet d’identifier les sinistres importants. Il ne semble pas y avoir ici de
tendance particuliére dans ’occurence de ces sinistres. Notre hypothése d’indépendance n’est

donc pas remise en cause.

QQ Plot

Afin d’avoir une premiére idée de la distribution du montant des sinistres, nous avons
tracé les graphiques Quantiles Quantiles étudiés dans la partie 3, pour quatres distributions

usuelles : Exponentielle, Lognormale, Pareto et Weibull.
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F1a. 34 — QQ Plot de lois usuelles pour les sinistres Incendie France.

Le graphe obtenu pour le QQ Plot Weibull ressemble & une droite. Il est possible qu’il y ait
une relation affine entre les quantiles de I’échantillon et ceux de la loi de Weibull ; 'adéquation
de la loi de Weibull & nos données est donc probable. L’adéquation a une loi lognormale parait
également possible au vu du graphique, bien qu’un peu moins bonne. En revanche, ’étude
des QQ Plot élimine les lois exponentielle et de pareto comme adéquation & notre échantillon.

Mean excess function

Nous avons ensuite tracé le graphe de la mean excess function (figure 35).

Il est difficile de tirer une interprétation de ce graphique. La mean excess function est un
outil qui fonctionne assez bien sur les données simulées. En revanche, les résultats obtenus
sur des données réelles sont parfois difficilement interprétables. On peut cependant observer
un léger décrochage de la fonction moyenne en excés aux alentours de 1 million d’euros. La
fonction prend alors la forme d’une droite avant de se stabiliser et de repartir a la hausse aux
alentours de 2.5 millions d’euros. La fonction n’étant pas horizontale, on peut postuler une
queue épaisse pour la distribution du montant des sinistres incendie.
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F1G. 35 — Fonction de moyenne en excés pour les sinistres incendie France.

5.2.4 Modélisation a ’aide d’une seule distribution

La premiére étape de notre modélisation consistait a étudier si une seule loi permettait
d’ajuster correctement la sinistralité, aussi bien sur la partie centrale de la distribution qu’en
queue de distribution. Nous avons pour cela appliquer les tests d’adéquation de Kolmogorov-
Smirnov et Anderson Darling & plusieurs lois usuelles. Le seuil de significativité est toujours
5%. Nous avons obtenu les résultats suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov | Test d’Anderson-Darling
Lognormale Acceptation (D=0,053) Acceptation (A=2,00)
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation (D=0,067) Acceptation (A=1,12)
Pareto Rejet Rejet
Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, les tests d’adéquation confirment I'impression visuelle donnée par les QQ Plots,
puisque 'adéquation a la loi de Weibull de paramétres o = 0,6 et 3 = 355276 est acceptée,
de méme que 'adéquation a une loi lognormale de paramétres p = 11,8 et 0 = 1,9. De plus,
on constate que le test de Komogorov-Smirnov accepte en priorité 'adéquation a une loi
lognormale (la distance D est inférieure pour la loi lognormale), alors que le test d’Anderson
Darling accepte en priorité 'adéquation a la loi de Weibull (la distance A est inférieure pour
la loi de Weibull). Ceci est certainement di au fait que la loi de Weibull ajuste mieux nos
données au niveau de la queue de distribution.

70



0,8 1

0,6 |

——Fonction de répartition de la loi de Weibull (modéle 1)

0.4 ——Fonction de répartition empirique

0,2 -

0 3 000 000 6 000 000 9 000 000 12 000 000 15 000 000 18 000 000

F1G. 36 — Fonction de répartition empirique et fonction de répartition de la loi de Weibull.
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F1G. 37 — Fonction de répartition empirique et fonction de répartition de la loi lognormale.

De maniére générale, la loi de Weibull semble mieux ajuster la distribution de nos obser-
vations et encore plus particuliérement au niveau de la queue. Il est donc logique que le test
d’Anderson Darling, qui accorde plus de poids aux queues de distribution, préfére la loi de
Weibull. Nous allons maintenant tenter d’améliorer la modélisation en considérant deux lois.

5.2.5 Modélisation a deux lois

Ajustement GEV

Nous nous intéressons tout d’abord a la queue de distribution et tragons les deux gra-
phiques qui permettent de distinguer les cas £ = 0 et £ > 0. Si les points sont alignés sur le
premier graphique, alors 'hypothése & = 0 est validée. Au contraire, si les points sont alignés
sur le deuxiéme graphique, alors c¢’est I’hypothése £ > 0 qui est validée.
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F1G. 39 — Test de £ > 0.

Il est important de savoir dans lequel des deux cas (¢ = 0 ou & > 0) on se trouve car
cela conditionne la suite de la modélisation. En effet, pour déterminer le seuil de sinistralité
extréme, nous nous basons sur I'estimateur de Hill. Mais ce dernier n’a de sens que si nous
sommes dans le cas & > 0. Cependant, ces graphiques ne permettent pas de différencier
nettement le cas £ = 0 du cas £ > 0 puisqu’aucune des deux courbes obtenues n’est identifiable
a une droite.

Nous continuerons la modélisation en supposant que nous sommes dans le cas £ > 0 et
donc que l'estimateur de Hill existe. Cette hypothése est tout a fait possible étant donné
que nous sommes en présence de distributions a queues épaisses (le paramétre a de la loi de
Weibull qui modélise I'attritionnel est strictement inférieur a 1). Or le cas £ = 0 correspond
théoriquement a des distributions de type exponentielle, c’est-a-dire a queues fines.

Détermination du seuil

Nous mettons a présent en oeuvre 'estimateur de Hill afin de déterminer graphiquement
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le seuil départageant les sinistres attritionnels des sinistres extrémes.
Le graphique suivant représente I'estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d’excés
considérés.

3847470 1864780 10689300 758791 566258 448198 306263
Seuil

1.0 1.2

=0.95)

0.6

Estimateur de Hill, (Cl, p

0.0

3 12 23 34 45 56 67 78 89 101 115 129 143

Nombre d'excés

Fic. 40 — Estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d’excés considérés.

Nous remarquons une zone de stabilité entre 40 et 60 excés. Au dela de 60 excés, 'estima-
teur n’est plus du tout stable. Nous considérerons donc que I'adéquation a une GPD débute
au niveau du 60°™M€ excés, soit un seuil a 1 000 000€.

Ainsi, un sinistre inférieur & 1 000 000€ sera considéré comme attritionel, alors qu’un
sinistre supérieur a 1 000 000€ sera considéré comme extréme.

Ajustement de la partie centrale

Nous avons vu dans la partie "modélisation & une loi" que deux lois étaient acceptées
pour modéliser le montant des sinistres : la loi lognormale et la loi de Weibull. Nous nous
demandons alors laquelle des deux lois est-il le plus judicieux de garder pour modéliser la
partie attritionnelle de notre sinistralité. Sur les figures 36 et 37, nous constatons que sur
la partie centrale de la distribution, la courbe de la loi lognormale se situe légérement au
dessus de la courbe empirique, alors que la courbe de la loi de Weibull se situe sur la courbe
empirique ou légérement dessous. La courbe de Weibull aura donc tendance a tarifer un peu
plus cher le risque (cf. figure 44). Mais, par principe de prudence, il vaut mieux prendre en
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compte plus de risques que pas suffisamment (tout en restant conscient qu’une sur-tarification
entrainerait la perte de clients). C’est pourquoi nous avons décidé de conserver I'adéquation
a la loi de Weibull pour I'attritionnel.

L’estimation des deux paramétres de la loi de Weibull par la méthode du maximum de
vraisemblance conduit & a = 0,60 et 3 = 355276.

Ajustement de la queue de distribution

Nous modélisons la sinistralité extréme a ’aide d’une loi de pareto généralisée. L’estima-
tion des deux paramétres de la GPD par la méthode du maximum de vraisemblance conduit
a&=0,28 et 0 =909442.

Les fonctions de répartition emprique et modélisée relatives a la sinistralité extréme sont
représentées sur la figure suivante.

0,8 |

0,6

— Fenction de répartition de la loi de Pareto généralisée

—— Fonction de répartition empirique

0,4 -

0,2+

0 3 000 000 6 000 000 9000 000 12 000 000 15 000 000 18 000 000

F1G. 41 — Sinistralité extréme empirique et modélisée.

Modélisation globale

Nous reconstituons a présent le modéle global & deux lois défini dans la partie 4. La
figure suivante représente la fonction de répartition empirique et la fonction de répartition
modélisée.
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0,8 4

0,6 1

——Fonction de répartition modélisée (modéle 2)

0,4 4 ——Fonction de répartition empirique

0,2 1

[¢] T T T T T 1
[¢] 3 000 000 6 000 000 9 000 000 12 000 000 15 000 000 18 000 000

F1G. 42 — Sinistralité empirique et modélisée (modéle a deux lois).

Visuellement, I’adéquation semble bonne. Nous effectuons un zoom sur la queue de dis-
tribution afin de comparer le modéle a une loi et le modéle a deux lois.

0,95 4

09 4

0,85

——Fonction de répartition empirique

Fonction de répartition de la loi de Weibull (modéle 1)
——Fonction de répartition globale (modéle 2)
0,8 1

0,75 4

0,7

0 3000 000 6000000 9 000 000 12 000 000 15000 000 18 000 000

Fic. 43 — Comparaison des modéles 1 et 2 : zoom sur la queue de distribution.

Le résultat obtenu est nettement moins bon que pour 'application DFA. Les deux courbes
des deux modeéles sont quasiment superposées, 'apport de la modélisation & deux lois semble
visuellement ici faible. Cependant, nous allons voir dans la section suivante que les queues
de distribution des deux modéles ont des comportements différents, ce qui ne se voit pas ici,
mais aura des implications fortes en termes de tarification.
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5.2.6 Tarification de traités en excédent de sinistre

Maintenant que nous avons modélisé la distribution des sinistres dans son intégralité, il
est possible de coter n’importe quel traité en excédent de sinistre, dit "traité XS". Bien que
les sinistres proviennent d’une base proportionnelle, il peut étre imaginé une structure de ré-
assurance XS sur cette base qui s’apparenterait a une réassurance XS de "pool". Considérons
un traité pX.Sf ou f désigne la franchise du sinistre et p sa portée. Notons X le montant
du sinistre et Y le montant a la charge du réassureur. Rappelons que le cotit a la charge du
réassureur Y est nul si le cotlit du sinistre est inférieur a la franchise f, X — f si le sinistre
est compris entre f et f + p et p si le sinistre excéde f + p. Mathématiquement, on a :

0 X < f
Y= X—-f . f<X<f+p
p f+p< X

Plagons nous dans le cadre du modéle fréquance-sévérité, présenté en annexe 2. Notons N
le nombre de sinistres, Y; les différents sinistres et S la sinistralité, qui a donc pour expression
S = Zf\il Y;. Afin de nous concentrer sur I'impact des modéles 1 et 2 en terme de prime pure,
nous allons utiliser le modéle fréquence-sévérité, mais en faisant I’hypothése simplificatrice
que Uespérance du nombre de sinistre E(N) est égale & 1. Dans ce cadre, la prime pure est
simplement E(S) = E(Y).E(N) =E(Y).

Notons fx la densité de X, Fy sa fonction de répartition et Fy = 1 — Fx sa fonction de
survie, E(Y") s’exprime alors sous la forme :

+oo

f+p
E(Y) = /f (e — P)fx(@)de + /f p.fx(x)da

+p

f+p f+p oo
= / z.fx(z)dx — f fx(z)dx —|—p/ fx(z)dz
f f f

+p

f+p
- /f v fx(x)de — f.(Fx(f +p) = Fx(f)) + p.(1 = Fx(f +p))

f+p
= [o.(Fx(z) = )7 - /f (Fx(z) = 1)dx — f.(Fx(f +p) = Fx(f)) + p.(1 = Fx(f +p))

f+p
= / Fx(z)dx
!

La valeur de la prime pure du contrat XS a donc une interprétation géométrique simple :
elle est égale a aire située au dessus de la courbe de la fonction de répartition, plus pré-
cisément l'aire délimitée par la courbe de la fonction de répartition, les droites verticales
d’équation y = f et y = f 4+ p, et la droite horizontale d’équation z = 1.
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Fonction de
répartition du
montant des sinistres

f f+p
FiG. 44 — Illustration de la prime pure d’un traité pXS'f.

Il est maintenant possible de calculer la prime pure. Le premier contrat XS considéré cote
une tranche située de part et d’autre du seuil, c’est-a-dire qu’elle fait intervenir la sinistralité
attritionnelle et la sinistralité extréme, tandis que les contrats XS suivants font intervenir la
queue de distribution. Les valeurs des primes pures obtenues en utilisant les modéles 1 et 2
sont synthétisées dans le tableau suivant.

Contrat Modéle 1 | Modéle 2 | Ecart relatif
1 000 000 XS 500 000 166 074 166 359 0,17%
1 000 000 XS 2 000 000 39 783 40 972 2,99%
1 000 000 XS 3 000 000 18 925 20 529 8,48%
1 000 000 XS 4 000 000 9 784 11 526 17,80%
1 000 000 XS 5 000 000 5 356 7019 31,05%
1 000 000 XS 10 000 000 432 1184 174,07%
1 000 000 XS 15 000 000 55 364 561,82%
1 000 000 XS 20 000 000 9 150 1566,67%

Les contrats XS choisis ont tous une portée de 1 000 000€. Nous constatons qu’a portée
constante, les primes pures diminuent avec la franchise, ce qui est normal car les tranches
ont de moins en moins de chance d’étre traversées. in comparant les modeéles 1 et 2 sur le
premier contrat, qui fait intervenir a la fois la sinistralité attritionnelle et la sinistralité ex-
tréme puisque le seuil u est de 1 000 000€, on constate que les deux primes sont trés proches
(écart relatif de 0,17%), le modeéle 2 ayant tendance & étre légérement plus prudent. Les
deux contrats suivants concernent des tranches totalement travaillantes et les résultats sont
encore assez proches, le modéle 2 étant cette fois clairement plus prudent. Pour les contrats
suivants, qui concernent des tranches peu travaillantes & non travaillantes, les résultats des
deux modéles s’éloignent de plus en plus. Le modéle 1 fait intervenir une loi de Weibull,
plus fine que la loi de Pareto généralisée, et semble mal adapté a la tarification des tranches
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hautes.

Ainsi, quand les tranches sont trés peu travaillantes, comme les deux avant-derniéres (seul
le sinistre maximum traverse), ou totalement non-travaillantes, comme la derniére, le pre-
mier modéle peut présenter un risque important de sous-tarification. En revanche, le modéle
2 semble fournir des résultats plus cohérents, la loi de Pareto généralisée étant beaucoup
mieux adpatée a la modélisation des queues de distribution.
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Conclusion

La sinistralité issue de I'activité de réassurance, bien que de nature complexe, a donc pu
étre modélisée dans son ensemble. Les outils mathématiques utilisés ont été principalement
la théorie des tests et la théorie des valeurs extrémes. Des outils graphiques de détermina-
tion du seuil ont été présentés, le plus efficace étant selon nous l'estimateur de Hill. Nous
préconisons donc son utilisation pour la détermination du seuil, en suivant ce protocole : en
partant des observations les plus extrémes, rechercher une zone de stabilité de ’estimateur
de Hill, puis prendre le seuil a la fin de cette zone de stabilité, juste avant un changement de
comportement. La détermination n’est cependant pas toujours des plus aisées. L’utilisation
de méthodes graphiques présente toutefois 'avantage de visualiser la situation, la modélisa-
tion des queues de distribution nécessitant souvent beaucoup d’attention. Plusieurs modéles
de la sinistralité dans son ensemble ont été définis théoriquement et deux d’entre eux ont été
implémentés informatiquement sous la forme d’un outil Excel, ce qui nous a permis d’étudier
leur comportement sur données simulées afin de les valider puis de les utiliser sur données
réelles.

Sur les deux jeux de données réelles considérés, la sinistralité a pu étre modélisée dans
son ensemble. Concernant le premier jeu de données, relatives a la responsabilité civile auto-
mobile en Grande-Bretagne, le modéle 2 rend particuliérement bien compte de la sinistralité
dans son ensemble. Dans le cadre d’une approche allocation de capital, nous avons estimé les
quantiles extrémes en utilisant les différentes approches afin de les comparer. Avec le second
jeu de données, relatives a des sinistres incendie en France, I’adéquation au modéle 2 est
moins spectaculaire. Cependant, I’étude de la tarification de traités en excédent de sinistre
permet de se rendre compte de I'importance de I'utilisation d’'une loi adaptée pour la mo-
délisation de la queue de distribution. De maniére générale, pour les deux jeux de données
étudiés, le deuxiéme modéle présentait un caractére plus prudentiel que le premier qui avait
tendance a sous-estimer le risque et a le tarifer moins cher.
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Annexe 1 : L’outil Excel

La partie pratique de ce mémoire a donné lieu au développement d’un outil Excel qui
regroupe tous les outils nécessaires a la mise en oeuvre des modéles 1 et 2 présentés dans
la partie 4 de ce mémoire. Il fournit en particulier les outils utilisés dans la détermination
du seuil de sinistralité extréme (Graphe de l'estimateur de Hill, mean excess function et
Gerstengarbe plot) et il permet de construire le modéle d’ajustement a une loi (modéle 1)
ainsi que le modéle d’ajustement a deux lois (modéle 2).

Nous allons présenter plus précisément les fonctionnalités de 'outil ainsi que la maniére
dont elles ont été mises en place, et ce feuille par feuille du fichier excel. Nous précisons égale-
ment que pour fonctionner, le programme a besoin du solveur d’Excel. Il est donc nécessaire
de P'installer a partir du menu "outils / Macros complémentaires".

Les feuilles exploratoires

Dans notre outil, trois feuilles sont consacrées a I'étude exploratoire préliminaire de
I’échantillon étudié.

Feuille "Données"

C’est dans cette feuille que 'utilisateur est invité a entrer la série des montants qu’il sou-
haite modéliser. Il s’agit des montants ultimes déja revalorisés. L’utilisateur entre également
le seuil de sinistralité extréme qu’il aura choisi a ’aide des outils présentés plus loin.

En cliquant sur le bouton "GO", il obtiendra diverses statistiques descriptives sur son
échantillon. Le bouton "Mise en forme" permet d’initialiser les autres feuilles du fichier, en
vue de leur utilisation future.

Feuille "Répartition"

Cette feuille permet d’obtenir la fonction de répartition empirique de ’échantillon étudié,
ainsi que Ihistogramme de la série (comme la figure [21] pour les données Responsabilité
Civile Automobile).

Feuille "QQPlot"

Cette feuille fournit le graphe des QQ plot pour les quatre lois usuelles qui sont la loi
exponentielle, la loi lognormale, la loi de Pareto et la loi de Weibull.
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A | B | C | o | E | F | G | H |
_ T [ Echamtition ]
i 340107857 SIHISTRALITE TOTALE
i 19936,73303 Gol Nombre dobservations 378
4 ramaEsn Siristrs minimum 63
i 211B8,23909 Sinistre moyen 547 495
B 30zm4E08 Mise en forme Sinigtre Meimumn 16 596 065
T | 1080,8308 Ecart-type 114331
i 4412059816 Sinistre: médian 160 944
i 13560615404 Quantile & 0% 1 405 456
ﬂ 257089,0037 Quartile 4 95% 2459 314
l £13,6043011 Quartile & 9% 3646 748
13 teseredg0d Seuil (3 rentrer par Putilizateur)] 1 000 0og
13 2er32169
ﬂ 25481 24885 SINISTRALITE ATTRITIOMHELLE
i G741 320737 Nombre dobservations 319
i 30100,54793 Sinistre minimum 63
l 16590,39938 Sinigtre moyen 221 476
18 emaasmre Sirigtre maimum 991 527
19 B741,20048 Ecarl-type 251 812
A 156859,3422 Sinixtre: médian 104 071
A 305860,1017 Quartile 4 90% 535 775
2 1707617 84 Quartile 4 95% 759 064
E 1714487724 Quartile & 49% 908 259
M s 07
25| o104 00538
ﬁ 40030,96528 SINISTRALITE EXTREME
i 17294 33149 Mambre dobservations 24 !

F1G. 45 — La feuille "données" de 'outil excel pour les données Incendie France.

Les feuilles de détermination du seuil

Aprés la phase exploratoire, des feuilles sont consacrées a I'étude du seuil de sinistralité
extréme. On retrouve ainsi les outils présentés en partie 3 de ce mémoire.
Feuille "Mean excess"

Cette feuille fournit le graphe de la mean excess function empirique de notre échantillon

Feuille "Gerstengarbe"

Cette feuille trace le graphe de Gerstengarbe et permet d’obtenir la valeur numérique
précise du seuil a retenir selon cette méthode. Cependant, nous avertissons l'utilisateur du
manque de robustesse de cette méthode.

Feuille "Ajustement GEV"

Cette feuille trace les deux graphes d’adéquation aux lois de Gumbel et de Fréchet. 1l est
nécessaire de ’étudier avant d’appliquer la feuille "Estimateur de Hill", afin de s’assurer de
la validité de 'estimateur de Hill.
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Feuille "Estimateur de Hill"

Cette feuille présente sans doute 'outil le plus pertinent pour déterminer le seuil d’entrée
dans la zone de sinistre extréme. Elle permet d’obtenir le Hill Plot en fonction du nombre
d’excés considérés.

Les feuilles de modélisation

Une fois le seuil déterminé grace aux outils précédents, nous pouvons passer a la modélisa-
tion de la sinistralité. Elle s’effectue en trois étapes. Tout d’abord nous ajustons la sinistralité
a ’aide d’une seule loi. Puis nous essayons d’améliorer ’estimation en queue de distribution
(au dela du seuil choisi). Enfin, nous construisons la modélisation a deux lois.

Modélisation a une loi

La modélisation & une loi a été mise en place dans le cas particulier des lois lognormales
et de Weibull (feuilles "Fit Weibull" et "Fit LN"). Le programme estime les paramétres a
partir de ’échantillon en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance. Pour cela, il
faut une premiére estimation des paramétres de la loi considérée : ¢’est le calcul effectué par
la premiére approche. Les valeurs trouvées sont ensuite recopiées dans les cases paramétres
et servent au calcul des densités de probabilité fx(X;). Enfin, dans la case "somme", nous
calculons la valeur de la logvraisemblance :

= Zln[fx(l"z‘)] —nln[Fx(s) — Fx(d)]

ou s est le seuil de troncature a gauche et d le seuil de troncature a droite (facultatifs).
Pour la recherche des estimateurs, nous devons maximiser cette fonction ; le programme va
donc lancer le solveur qui va maximiser la valeur de [ en modifiant la valeur des paramétres. Le
solveur utilise la méthode de résolution numérique de Newton. Au [ maximum correspondront
les estimateurs du maximum de vraisemblance.
Les estimateurs calculés en premiére approche sont trés importants car le solveur d’Excel
a besoin de valeurs initiales les plus proches possibles de la solution pour converger.

Pour la premiére approche de la loi lognormale, nous avons utilisé la transformation de
la loi Lognormale en une loi Normale par passage au logarithme ; nous obtenons alors en
premiére approche :

( 1n
n==Y In(X;
fi n;n( )
SRS
n_l !
\ =

Pour la loi de Weibull, la premiére approche par la méthode des moments est difficilement
exploitable car 'espérance et la variance de la loi de Weibull dépendent de la fonction Gamma
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qui n’est pas directement intégrée sous Excel. Par contre, la fonction de répartition d’une loi
de Weibull ayant une écriture simple, nous pouvons utiliser les quartiles pour I'initialisation
du solveur.

Soit (o5 le premier quartile (25e percentile) et Q75 le troisiéme quartile (75e percentile) ;
nous obtenons le systéme suivant :

— 1 - expl-(2)°]
— 1 - expl-(5)]

NNQIYJCRN NG

Ce qui nous conduit a :

In4—In3

In(2)

5 Qs
0= naya

Une fois les estimateurs obtenus, nous pouvons calculer la fonction de répartition théorique
et tracer le graphe la comparant a la fonction de répartition empirique.

ln( In4 )

=

B [ c] D E | F [ & | H | 1 [ 4

seuil= 1000 000
n= 37g

alpha= 0604346248
beta= 355276,3867 1ére Approche
alpha=| 00464169
Fit Weibull

heta=| 3632330461
Graphe de la Loi de Weibull

i

g

—— Fixi)

04 ,
—— Fempi(xi)

02

0 3000000 000000 8000000 12000000 15000000 18000000

el S e o e S e o

F1G. 46 — La feuille "Fit Weibull" de 'outil excel pour les données Incendie France.
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Feuille "fit GPD"

Pour améliorer 'adéquation en queue de distribution, nous ajustons une loi GPD aux
données excédant le seuil entré par 'utilisateur. L’ajustement se fait de la méme maniére
que dans la partie précédente. Nous calculons les estimateurs par la méthode du maximum
de vraisemblance. Les estimateurs utilisés en premiére approche sont les estimateurs des
moments (Hosking and Wallis 1987) définis par :

.1 X?
= (1 - "—
1 X2

s = SX(14
773 (1+ 52 )
olt X est la moyenne de I’échantillon et s? la variance.

Feuille "fit Global"

Enfin, la feuille "fit Global" permet d’effectuer la modélisation a deux lois en compilant
les résultats des ajustements précédents et en les pondérant par le facteur de normalisation
« défini dans la partie 4 du mémoire.

s | H ] 1 | J | K | L | M | N | o | =
alpha 0,604946 Fit Glohal
it Gloha
beta 355276,4 Weibull/GPD

i 0281301
sigma 909442

1
1-F(u) 0,163096

085

03

0,85

——Fonction de répartition empirigue
Fonction de répartition de |a Ioi de Weibull {modale 1)
03 —— Fonction de répartition globals (modéle 2)

078

07 . . . ‘ ‘ ‘
0 3000 000 £ 000 000 9O00000 12000000 15000000 18000000

F1G. 47 — La feuille "Fit Global" de 'outil excel pour les données Incendie France.
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Annexe 2 : Rappel sur le modéle de risque collectif

Le modéle de risque collectif considére le montant total des sinistres d’un portefeuille
composé de plusieurs polices homogénes. Une police peut donner lieu a plusieurs sinistres. Si
les X; sont les montants des sinistres individuels et /N est le nombre total de sinistres pour
toutes les polices du portefeuille, alors le montant agrégé est donné par :

S=X;+Xo+ ...+ Xy

Les hypothéses du modéle sont les suivantes :
— les montants des sinistres X; sont indépendants et identiquement distribués,
— le nombre de sinistres N est indépendant des Xj.

De ce modéle découle la formule fréquence / sévérité utile dans le calcul des primes pures.
Nous avons effectivement le résultat suivant :

En effet :
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Annexe 3 : Remarque sur 'impact de la méthode du Chain
Ladder

Dans le cas de traités a développement long, le prix du sinistre a payer par le réassureur
évolue au cours du temps, en fonction des réévaluations successives du sinistre. Ces réévalua-
tions successives sont courantes en responsabilité civile. Ce probléme ne se pose pas pour les
traités a développement court, ot le montant du sinistre varie trés rarement apreés quelques
années.

Le développement long conduit a utiliser la méthode du Chain Ladder pour obtenir les
ultimes. Ainsi est estimée la sinistralité empirique, qui est ensuite modélisée. Cependant,
plus I'année de survenance du sinistre est récente, moins nous disposons d’information sur
I’historique d’évolution des montants. La méthode du Chain Ladder a pour but de rendre les
conditions identiques quelle que soit ’année de survenance du sinistre. Toutefois, comme il
y a de moins en moins d’information disponible, la méthode du Chain Ladder introduit de
la volatilité. Dans le cadre de 'utilisation de ces ultimes, il est légitime de se demander si
cette méthode du Chain Ladder n’implique pas un épaississement de la queue de distribution
des ultimes ou une modification du seuil départageant un sinistre attritionel d’un sinistre
extréme. La réponse A cette question est complexe et nous tenterons uniquement d’illustrer
la situation par un exemple.

Considérons le jeu de données relatives aux sinistres responsabilité civile automobile en
Grande Bretagne que nous avons étudié dans la partie 5 de ce mémoire. Nous somimes bien
dans le cas de traités a développement long et nous avons utilisé la méthode du Chain Ladder
pour obtenir les sinistres ultimes. Commencons par représenter les moyennes et écarts type
par année de survenance du sinistre, puis différents quantiles resserrés au niveau des quantiles
extrémes.
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F1G. 48 — Moyennes et écarts type.
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F1G. 49 — Quantiles.

Nous observons bien une tendance a I’augmentation de la volatilité de 2001 & 2004, quan-
tifiée ici par ’écart type. La moyenne semble également augmenter sensiblement sur la méme
période. En observant la tendance des quantiles extrémes, nous constatons que la queue de
distribution a tendance a s’épaissir, phénoméne di a 'utilisation de la méthode du Chain
Ladder.

Tracons maintenant ’estimateur de Hill en ne considérant d’'une part que la premiére moi-
tié de ’échantillon, c’est-a-dire relative aux sinistres les plus anciens, d’autre part la seconde
moitié de I’échantillon, relative aux sinistres les plus récents. Nous cherchons a répondre a
deux questions : d'une part, y a-t-il un épaississement de la queue indiqué par I'estimateur

de Hill, d’autre part, est-ce que la sélection du seuil est impactée ?

En observant ces deux graphiques (figures 50 et 51), nous constatons que l'indice de queue
¢ est plus élévé sur la seconde moitié de ’échantillon. Cependant, en cherchant une zone sta-
bilité de I'estimateur de Hill juste avant une zone de croissance, nous sommes amenés dans
les deux cas & considérer entre 75 et 80 excés, ce qui conduit a des seuils comparables. Sur
cet exemple, la conclusion est que la méthode du Chain Ladder tend & épaissir la queue de
la distribution empirique, mais la détermination du seuil en utilisant 1’estimateur de Hill est
trés peu impactée.
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F1G. 50 — Estimateur de Hill relatif a la premiére moitié de ’échantillon.
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Fi1a. 51 — Estimateur de Hill relatif & la seconde moitié de 1’échantillon.
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