
Ecole Nationale de la Statistique et de l'Administration Economique
3, avenue Pierre Larousse - 92245 Malako� cedex, France

Mémoire d'Actuariat - Promotion 2007

Problématique de seuil dans la

modélisation de la sinistralité en

Réassurance Non Vie

Emilie Deprey et Alexandre Godzinski

MOTS-CLÉS : seuil, sinistralité attritionnelle, sinistralité extrême, théorie des valeurs ex-
trêmes, loi de Pareto généralisée

KEYWORDS : threshold, attritional losses, extreme losses, Extreme Value Theory, Gene-
ralized Pareto Distribution

ENCADREMENT : Jérôme Sarrail et Célia Vesselino� (SCOR)

CORRESPONDANT E.N.S.A.E. : Christian-Yann Robert

1



1



Remerciements

Tout d'abord, nous tenons à remercier Célia Vesselino� et Jérôme Sarrail de la société
SCOR pour nous avoir proposé ce sujet ainsi que pour leur encadrement tout au long de
cette étude.

Nous remercions également Christian Robert et Arthur Charpentier pour leur disponibilité
et leurs précieux conseils.

2



Table des matières

Introduction 5

1 Contexte 6
1.1 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 La Réassurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Principe de la réassurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.2 Les types de réassurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3 Les types de traités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.4 Les types de sinistres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.5 La durée de l'engagement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Principes de Tari�cation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.1 Tari�cation des traités non proportionnels . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Tari�cation des traités proportionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Enjeux du mémoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4.1 Enjeux pour le Pricing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4.2 Enjeux pour la DFA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Outils mathématiques 16
2.1 Lois usuelles en réassurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.1 Loi Lognormale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.2 Loi Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.3 Loi de Weibull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.4 Loi de Pareto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.5 Loi Pareto Généralisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Tests d'adéquation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.1 Problématique des données de réassurance et lois tronquées . . . . . . 18
2.2.2 Calcul des estimateurs, maximum de vraisemblance . . . . . . . . . . 18
2.2.3 Le test de Kolmogorov-Smirnov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2.4 Le test d'Anderson Darling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Théorie des Valeurs Extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3.1 Loi du maximum et distribution GEV (Generalized Extreme Value) . 21
2.3.2 Ajustement de lois GEV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.3 Loi des excès et distribution GPD (Generalized Pareto Distribtion) . 23
2.3.4 Estimation de l'indice de queue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Approche préliminaire : méthodes graphiques de détermination du seuil 27
3.1 QQ-Plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Mean Excess Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.3 Hill-plot, Pickands-plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.4 Gertensgarbe plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3



4 Modélisation 34
4.1 Cas 1 : Une seule distribution �ttée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Cas 2 : Deux distributions pour modéliser deux types de sinistralités . . . . . 37
4.3 Application du modèle à deux lois sur données simulées . . . . . . . . . . . . 41
4.4 Approches alternatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.4.1 Cas plus élaboré à trois lois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.4.2 Modèle de minimisation contraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 Applications 52
5.1 DFA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.1.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.1.2 Revalorisation des sinistres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.1.3 Projection à l'ultime de la charge des sinistres . . . . . . . . . . . . . 55
5.1.4 Etude de la série des ultimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.1.5 Modélisation à l'aide d'une seule distribution . . . . . . . . . . . . . . 58
5.1.6 Modélisation à deux lois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.1.7 Estimation de quantiles extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.2 Pricing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.1 Revalorisation des sinistres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.2 Obtention des ultimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.3 Etude de la série des ultimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.4 Modélisation à l'aide d'une seule distribution . . . . . . . . . . . . . . 70
5.2.5 Modélisation à deux lois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2.6 Tari�cation de traités en excédent de sinistre . . . . . . . . . . . . . . 76

Conclusion 79

Références 80

Annexe 1 : L'outil Excel 82

Annexe 2 : Rappel sur le modèle de risque collectif 87

Annexe 3 : Remarque sur l'impact de la méthode du Chain Ladder 88

4



Introduction

La sinistralité issue de l'activité de réassurance non vie se caractérise par une nature com-
plexe, ce qui rend di�cile sa modélisation. Deux types de sinistralités peuvent généralement
être distingués : d'une part la sinistralité attritionnelle, qui correspond à des sinistres de
forte fréquence et de faible coût, d'autre part la sinistralité extrême, qui correspond à des
sinistres de faible fréquence et de forte sévérité, c'est-à-dire des sinistres survenant rarement
mais dont le coût est élevé, qui peuvent être par exemple, selon la branche considérée, des
incendies importants en assurance habitation ou des accidents automobiles coûteux en assu-
rance dommages ou responsabilité civile. On souhaite disposer d'un modèle global prenant en
compte ces deux types di�érents de sinistralité. Ce modèle consiste en la proposition d'une
distribution pour modéliser la sinistralité au global. La partie centrale de cette distribution
modélisera la sinistralité attritionnelle, tandis que la queue de distribution modélisera les si-
nistres extrêmes. La question sous-jacente est alors la suivante : comment déterminer le seuil
départageant un sinistre attritionnel d'un sinistre extrême ? Ce mémoire tentera d'apporter
une réponse, en présentant des outils adaptés à la détermination du seuil et en construisant
des modèles faisant intervenir ce dernier.

Une première partie sera consacrée à la mise en place du problème et de son contexte :
présentation de l'activité de réassurance, des types de traités, des principes de la tari�cation
ainsi que des enjeux du mémoire. Une deuxième partie exposera quant à elle les outils mathé-
matiques nécessaires pour la résolution du problème posé, à savoir principalement la théorie
des tests et la théorie des valeurs extrêmes. Dans une troisième partie seront présentées en
détail les méthodes graphiques de détermination du seuil, qui seront ensuite implémentées
informatiquement et illustrées par une application sur des données simulées. Une quatrième
partie permettra de présenter les modèles que nous proposons a�n de modéliser dans son
ensemble la sinistralité. En�n, la cinquième et dernière partie mettra en ÷uvre les outils et
modèles proposés sur des données réelles.
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1 Contexte

1.1 Problématique

L'activité de réassurance se caractérise par une sinistralité de nature complexe. Deux
types de sinistralités se distinguent : la sinistralité attritionelle d'une part (les sinistres de
forte fréquence et de faible coût) et les sinistres rares mais d'intensité extrême d'autre part.
L'utilisation d'une distribution unique pour modéliser ces deux types de sinistralités ne per-
met pas de rendre compte de ces spéci�cités. Or on souhaite disposer d'une modélisation
globale permettant de prendre en compte ces deux types de sinistralités. Il est important
de parvenir à estimer précisément la loi des sinistres fréquents aussi bien que celle des plus
rares ; c'est pourquoi il est nécessaire de dé�nir ce qu'est un sinistre de "forte sévérité" en
déterminant, pour un portefeuille donné, un seuil de sinistralité critique caractérisant les
sinistres de pointe. Ainsi dans cette optique, nous chercherons, à l'aide de di�érents outils,
à déterminer un seuil critique au-delà duquel les sinistres puissent être considérés comme
sinistres extrêmes et ce par le biais d'un modèle à établir puis à implémenter.

1.2 La Réassurance

1.2.1 Principe de la réassurance

� La réassurance est une opération par laquelle une société d'assurance, ou cédante, s'as-
sure elle-même auprès d'une autre société dénommée réassureur, ou cessionnaire, pour tout
ou partie des risques qu'elle a pris en charge �.
La réassurance ne di�ère de l'assurance que par une plus grande complexité due à la diversité
plus importante de ses activités et à son caractère international. La réassurance permet à une
cédante d'obtenir certains avantages, notamment une réduction de son engagement net sur
des risques individuels et une protection contre des pertes multiples ou importantes. La ré-
assurance permet également à une cédante d'obtenir une capacité de souscription supérieure
et donc de souscrire des polices portant sur des risques plus importants et plus nombreux, ce
qui ne serait pas possible sans une augmentation de ses fonds propres. Le volume du risque,
en valeur, que décide de conserver l'assureur pour son propre compte est appelé le � plein de
conservation �, ou rétention.
La protection apportée par la réassurance a bien évidemment pour contrepartie le paiement
d'une prime (la prime de réassurance) par l'assureur à son ou ses réassureur(s). Ces derniers,
poursuivant tout comme l'assureur des objectifs de rentabilité et de stabilité des résultats,
mutualisent leurs risques à une échelle géographique supérieure à celle de l'assureur direct.
Les sociétés de réassurance sont donc généralement par nature des groupes de taille consé-
quente à dimension internationale. De plus, elles ont, comme l'assureur direct, recours à la
réassurance, appelée alors rétrocession, c'est-à-dire � l'opération par laquelle un réassureur
cède à son tour, une partie des risques qu'il a réassurés à un rétrocessionnaire qui peut être
une société de réassurance ou une société d'assurance �.
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1.2.2 Les types de réassurance

La réassurance comprend trois modes : La réassurance facultative, la réassurance facultative-
obligatoire et la réassurance obligatoire. En réassurance facultative, l'assureur et le réassureur
sont libres de céder ou d'accepter un risque en totalité ou en partie. Il s'agit de la forme la
plus ancienne de réassurance. En réassurance facultative obligatoire, l'assureur a la possibilité
de céder ou non, mais le réassureur a l'obligation d'accepter tout ce qui lui est cédé, selon
des conditions dé�nies au préalable. En�n, la réassurance obligatoire établit des obligations
réciproques : la société d'assurance s'engage, durant une période donnée, à céder les risques
d'une catégorie donnée, la société de réassurance étant obligée de les accepter. Ce mode de
réassurance est le plus couramment utilisé. Dans cette étude, nous nous concentrerons sur
ce dernier type de réassurance. Le contrat de réassurance obligatoire liant l'assureur et le
réassureur s'appelle un traité.

1.2.3 Les types de traités

Les traités de réassurance peuvent être soit des traités proportionnels, soit des traités non
proportionnels.

Réassurance proportionnelle
La nature d'un traité de réassurance est dite proportionnelle lorsque la part que le ré-

assureur aura à supporter dans la charge de tout sinistre est égale à la part qu'il a reçue
de la prime. Il y a donc égalité entre la proportion de primes reçues par le réassureur et la
proportion du coût des sinistres transférée au réassureur.

prime de réassurance
primes totales reçues par la cédante

=
montant des sinistres à la charge du réassureur

montant brut des sinistres à la charge de la cédante

On distingue deux types de traités proportionnels :

� Les traités en quote part :
Le réassureur prend en charge une proportion identique sur tous les risques du por-
tefeuille. Dans ce cas, l'assureur cède la même part sur les risques faibles que sur les
risques importants, le pro�l de portefeuille conservé par le réassureur est semblable au
portefeuille initial, seul le niveau des engagements est modi�é.

� Les traités en excédent de plein :
Le taux de cession est calculé police par police. Pour chaque police, le réassureur prend
en charge uniquement la portion de risque dépassant un niveau de capital appelé plein
de rétention.

Réassurance non proportionnelle
Le traité de réassurance non proportionnelle est dé�ni par une priorité (ou franchise) et

un plafond. Le réassureur prend en charge tout ou partie du sinistre qui excède la priorité du
traité et dans la limite de la portée (di�érence entre le plafond et la franchise). En contre-
partie, le réassureur perçoit une prime pour compenser le risque qu'il prend. On distingue
classiquement trois types de traités non proportionnels : les traités en excédent de sinistre
par risque, en excédent de sinistre par événement et les traités en excédent de perte annuelle.
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� L'excédent de sinistre par risque :
Pour chaque risque, on dé�nit une franchise f , une portée p et on note "pXSf" l'excé-
dent de sinistre. La cédante obtient ainsi une protection contre les sinistres importants
et conserve une partie plus grande des primes. En revanche, le niveau de la prime de ré-
assurance est plus di�cile à déterminer et la cédante n'obtient pas de protection contre
une accumulation de petits sinistres.

� L'excédent de sinistre par événement :
Le réassureur couvre un ensemble de sinistres individuels reliés par un même fait géné-
rateur et o�re ainsi à l'assureur une protection contre l'accumulation de sinistres par
événement. L'événement est dé�ni contractuellement dans sa nature, dans l'espace et
dans le temps.

� L'excédent de perte annuelle :
Dans ce cas, l'assureur cherche à se prémunir contre les mauvais résultats puisque ce
traité o�re à l'assureur une protection contre l'accumulation de sinistres sur une durée.
La priorité est donc dé�nie comme la sinistralité annuelle que l'assureur conserve à sa
charge.

Par ailleurs, une couverture non proportionnelle est fréquemment composée de plusieurs
tranches, chacune étant caractérisée par un couple priorité-portée. Un réassureur assume le
risque lorsqu'il dépasse le montant de la rétention jusqu'à concurrence d'une certaine limite.
À ce moment-là, un autre réassureur assume la responsabilité jusqu'à un montant supé-
rieur donné, etc... Considérons par exemple le cas où une cédante béné�cie d'une couverture
constituée de n tranches, où les montants fi et pi décrivent respectivement la franchise et la
portée de la tranche i (pour i = 1, ..., n). Dans la pratique, toute tranche i + 1 sera telle que
fi+1 = fi + pi, si bien que l'ensemble de la couverture assure à la cédante une protection de∑n

i=1 pi en excédent de f1, comme l'illustre le graphique ci dessous.

Fig. 1 � Di�érentes tranches dans un traité non proportionnel.

On dit du réassureur couvrant le risque s'inscrivant immédiatement au-delà de la tranche
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de rétention de la cédante qu'il souscrit une tranche basse de réassurance en excédent de
sinistre (dans notre exemple, il s'agit du traité p1XSf1). Un sinistre dont le montant est
tout juste supérieur à la rétention de la cédante entraînera des pertes pour le réassureur de
la tranche basse, mais pas pour les réassureurs des tranches supérieures. Il est plus facile de
prévoir les sinistres dans les tranches basses car ils se produisent plus fréquemment.

1.2.4 Les types de sinistres

En fonction de leur fréquence et de leur sévérité, les sinistres peuvent être classés dans
deux grandes catégories :

� La sinistralité attritionnelle d'une part. Il s'agit de la sinistralité classique, récurrente.
Elle est composée des sinistres ayant une fréquence importante et une sévérité peu
élevée.

� La sinistralité extrême d'autre part. Il s'agit de sinistres rares de forte sévérité.

La sinistralité attritionnelle touche les tranches qui sont alors appelées tranches travaillantes.
Elles sont plus faciles à tarifer du fait du plus grand nombre d'observations. A l'inverse, les
tranches partiellement travaillantes touchées par la sinistralité extrême et les tranches non
travaillantes, pour lesquelles on n'observe aucun sinistre, sont plus compliquées à tarifer. Elles
peuvent cependant avoir un impact signi�catif sur le résultat de l'entreprise, d'où l'intérêt de
bien les appréhender.

1.2.5 La durée de l'engagement

Il s'agit du cycle économique complet : souscription, survenance du sinistre, déclaration et
en�n règlement. On distingue les branches à développement court (short tail) et les branches
à développement long (long tail).

� Les branches courtes :
La déclaration des sinistres est faite rapidement, l'estimation du montant des dommages
se fait dans un délai de quelques mois et le règlement est immédiat. Ce sont des branches
qui o�rent moins d'imprévus. Les exemples classiques sont l'incendie, le vol, tout ce qui
touche à la propriété...

� Les branches longues :
La déclaration des sinistres peut arriver 10 ou 20 ans après sa survenance. Les esti-
mations des montants des dommages peuvent durer plusieurs années et sont souvent
sujettes à de nombreux procès. Ces sinistres sont di�ciles à appréhender, les montants
des provisions techniques sont plus importants. Un exemple classique est la responsa-
bilité civile.

Ainsi, dans certaines branches comme la Responsabilité Civile (RC), les sinistres se règlent
sur plusieurs années. Le coût total de la réparation est alors di�cile à évaluer lors de la
déclaration du sinistre, puisque le montant dû à la victime lui sera payé le plus souvent en
plusieurs fois et sur plusieurs années : Il faut attendre la consolidation de la victime pour
pouvoir quanti�er les conséquences du sinistre (par exemple, les conséquences des fautes
d'un obstétricien peuvent être connues après la puberté de la victime, soit des années après
sa naissance). L'indemnisation peut se faire sous forme de rentes viagères ou temporaires.
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En�n, il est fréquent que les instances judiciaires interviennent pour réévaluer le sinistre.
Ainsi, pour faciliter l'analyse du montant de sinistre, l'assureur sépare la part déjà payée
(Sinistre Payé ou "SP", connue), de la part restant à payer (Sinistre à Payer ou "SAP",
estimée) du montant total du sinistre (sinistre encouru ou "Incurred"). On a donc la relation :
Incurred = SP + SAP . Si l'évaluation du montant de sinistre au moment de la déclaration
est bien faite, alors à chaque fois que le sinistre sera revu, la part payée augmentera d'autant
que la part restant à payer diminuera, laissant l'incurred inchangé. Dans la réalité, cela est
rarement le cas.

1.3 Principes de Tari�cation

Pour bien tarifer un traité, il est important de pouvoir évaluer au plus juste la prime pure,
c'est à dire l'espérance du montant total des sinistres. Pour une année donnée, notons N le
nombre de sinistres (appelé aussi fréquence des sinistres par abus de langage) et Xi le coût
du i-ème sinistre (également appelé sévérité). N est une variable aléatoire discrète à valeur
dans N, alors que Xi est une variable aléatoire continue à valeur dans R+. On note S le coût
total des sinistres pour une année de cotation : S =

∑N
i=1 Xi. S représente le montant total

des sinistres d'un portefeuille composé de plusieurs polices homogènes où une police peut
donner lieu à plusieurs sinistres. L'objectif est de calculer au mieux la prime pure, à savoir
E(S). Pour cela, di�érentes méthodes sont envisageables.

� La Tari�cation sur expérience (méthode du burning cost) :
Il s'agit d'une méthode basée sur la sinistralité observée. C'est une approche par la
méthode des moments. Dans un premier temps, on actualise les données (prise en
compte de l'in�ation, évolution du pro�l de risque et du coût du risque). On obtient
alors une série de données " as if ". Ensuite, on calcule la moyenne pondérée des ratios
S/P revalorisés (le Burning Cost) et on en déduit la prime pure en multipliant le Burning
Cost à l'assiette de prime estimée pour l'année considérée. Cette méthode ne donne des
résultats acceptables que si l'on se situe dans une tranche totalement travaillante, c'est
à dire une tranche traversée totalement par la sinistralité (cf. �gure 2). Pour les tranches
non travaillantes ou partiellement travaillantes, la tari�cation s'e�ectue à l'aide d'une
extrapolation (souvent de Pareto).

� Le modèle probabiliste (modèle fréquence / sévérité) :
Cette méthode consiste à modéliser séparément le coût des sinistres (Xi) et leur fré-
quence N . Sous l'hypothèse que les Xi sont indépendants et identiquement distribués
de même loi qu'une variable aléatoire X, et que les Xi et N sont des variables aléatoires
indépendantes, on obtient le résultat fondamental de ce modèle qui est la formule de
calcul de prime pure : E(S) = E(X)× E(N)1.
Il s'agit d'une approche paramétrique. Les lois les plus utilisées pour la fréquence N
sont la distribution de Poisson et la distribution binomiale négative.
Concernant la sévérité, à la SCOR, deux méthodes sont utilisées pour ajuster une loi à
la fonction de répartition empirique : le "�tting" et le "blending".

1le modèle fréquence / sévérité ou modèle de risque collectif est détaillé plus en détail en annexe 3
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Fig. 2 � Limites de la tari�cation sur expérience.

Le "�tting" consiste à substituer une loi usuelle à la loi empirique. Les lois usuelles
les plus souvent utilisées pour la sévérité sont la loi de Pareto, la loi Gamma, la loi
de Weibull et la loi lognormale. La qualité de la substitution est mesurée à l'aide d'un
test d'adéquation statistique, qui peut être le test de Kolmogorov-Smirnov ou le test
d'Anderson Darling.
Le "blending" est un mélange entre la conservation de la répartition empirique et la
substitution par une loi usuelle comme dans le cas du �tting. Pour les sinistres attri-
tionnels, on considère que l'historique est su�samment représentatif donc on conserve
la fonction de répartition empirique. Pour les sinistres extrêmes, on a peu ou pas d'ob-
servations, donc on utilise une loi usuelle, par exemple une loi de Pareto. Entre les
deux, on raccorde par une fonction de répartition hybride.

� La Tari�cation par simulation :
C'est une méthode utile lorsque la complexité du modèle envisagé rend di�cile toute
approche analytique. Elle permet d'obtenir des intervalles de con�ance d'une prévision
liée au nombre de simulations e�ectuées.

A noter qu'il existe encore d'autres méthodes de tari�cation telles que les modèles de
régression ou la tari�cation sur exposition.

1.3.1 Tari�cation des traités non proportionnels

Considérons un traité en excédent de sinistre de franchise d et de portée in�nie2. Dans ce
cas, la répartition primes / sinistres entre l'assureur et le réassureur est la suivante (on note
πi la prime perçue par l'assureur pour le risque i) :

2Il est utile de savoir tarifer les traités de portée in�nie car on peut ensuite en déduire le tarif des autres
traités quelle que soit la portée. On aura : prime(pXSd) =prime(+∞XSd)−prime(+∞XSp)
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Objet Assureur Réassureur
Primes

∑
i πi − p p

Sinistres
∑

i min(Xi, d)
∑

i(Xi − d)+

Nous cherchons à déterminer p, que nous supposons égal à la prime pure, ce qui donne
d'après la formule fréquence/sévérité du modèle de tari�cation probabiliste :

p =
N∑

i=1

E[(Xi − d)+] = E(N)E[(X − d)+]

Mais le calcul de E[(X − d)+] fait apparaître quelques problèmes.
Par la méthode non paramétrique du burning cost, nous estimons l'espérance par une moyenne :
E[(X− d)+] = 1

n

∑n
i=1(Xi− d)+. Ceci donne de bons résultats pour les tranches basses, pour

lesquelles nous avons beaucoup d'observations, mais pour les tranches élevée, les résultats ne
sont pas du tout robustes. D'où l'intérêt d'une méthode paramétrique.
Par la méthode paramétrique, nous sommes amenés à calculer E[(X − d)+] =

∫ +∞
d

(x −
d)dF (x) où F est la fonction de répartition de X. Il est donc important de bien modéliser la
loi de X. En particulier, lorsque d est grand, il faut une bonne modélisation de la queue de
distribution de X pour avoir un bon estimateur ou bien une bonne modélisation de X quand
X > d.

1.3.2 Tari�cation des traités proportionnels

La tari�cation des traités proportionnels s'e�ectue en deux étapes. La première étape
consiste à tarifer les sinistres attritionnels, tandis que la seconde étape a pour but de tarifer
ce que l'on nomme "la tranche de capacité non travaillante". Nous présentons la méthode de
tari�cation utilisée par SCOR dans un cas classique où les montants de sinistres individuels
sont connus. Supposons que l'on observe n sinistres et notons max1 le plus grand. D'autre
part, nous notons C la capacité du traité.

La partie attritionnelle
La partie dite attritionnelle correspond à la tranche pour laquelle nous avons des observations.
Elle s'étend donc jusqu'au montant max1. Nous utilisons la méthode du burning cost pour
estimer le loss ratio moyen espéré pour l'année de cotation. Les étapes sont donc les suivantes :

� Mise à jour et liquidation des primes Pi : Nous obtenons les PAs if
i

� Mise à jour et liquidation des sinistres Si : Nous obtenons les SAs if
i

� Calcul des Loss Ratios (LR) annuels As if : SAs if
i /PAs if

i

� Estimation de l'espérance du Loss Ratio3 par la moyenne empirique (ou éventuellement
une moyenne pondérée par les assiettes de prime si nous souhaitons accorder plus de
poids au passé proche).

La tranche de capacité non travaillante
La tranche de capacité non travaillante correspond à la partie non consommée de la capacité
du traité, c'est à dire la tranche située entre max1 et C. Ainsi, nous nous ramenons à la
tari�cation d'un traité (C −max1) XS max1, comme l'illustre le graphe suivant.

3Généralement, la modélisation du Loss Ratio est étendue à une loi lognormale.
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Fig. 3 � Tranche non-travaillante.

Nous voyons dans cette méthode de tari�cation qu'il est très important de connaître le
début de la tranche non travaillante et donc le montant à partir duquel on entre dans la
"zone extrême".

1.4 Enjeux du mémoire

Dans le cadre d'un besoin à la fois d'amélioration du modèle de tari�cation des traités
de réassurance proportionnelle (approche pricing) et de paramétrage du modèle stochastique
de solvabilité (approche Dynamic Financial Analysis (DFA)), ce projet vise à déterminer un
seuil de sinistralité critique permettant de caractériser des sinistres dits de pointe et ce par
le développement d'un modèle qui sera ensuite implémenté.

1.4.1 Enjeux pour le Pricing

L'enjeu du mémoire pour le pricing concerne l'amélioration de la tari�cation des traités
de réassurance proportionnelle.
Nous avons pu voir dans le paragraphe précédent que la tari�cation des traités proportionnels
s'e�ectuait en deux étapes : dans un premier temps, nous tarifons la partie attritionnelle puis
la partie non travaillante. Pour la tranche de capacité non travaillante, le faible nombre (ou
même l'absence totale) d'observations ne permet pas une tari�cation sur expérience. C'est
pourquoi à la SCOR, la tranche de capacité non travaillante est tarifée comme s'il s'agissait
d'un XS de priorité le plus gros sinistre et de plafond la capacité.

Cependant, cette méthode n'est valable que lorsque nous disposons des montants indivi-
duels de sinistres (et donc du montant max1). Or la plupart du temps, la cédante fournit le
montant agrégé de ces sinistres au réassureur et l'information individuelle n'est pas dispo-
nible. Dans ce cas, comment peut faire le réassureur pour connaître la priorité et la portée
de la tranche non travaillante ?

S'il considère que cette portée est égale à la capacité, alors il y a une sur-tari�cation
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puisque la partie attritionnelle a déjà été tarifée à l'expérience, il ne peut donc pas la re-
compter dans la sinistralité extrême. Tout l'enjeu consiste donc à déterminer une priorité
convenable pour cette tranche de capacité non travaillante, correspondant au seuil de sinis-
tralité caractérisant les sinistres de pointe.

In �ne, l'objectif est de fournir un seuil de sinistres extrêmes pour diverses branches de
la réassurance non-vie en réassurance proportionnelle. Nous nous attacherons également à
comparer l'impact de la prise en compte de ce seuil dans la modélisation de la sinistralité sur
les primes pures des traités de réassurance non proportionnelle.

1.4.2 Enjeux pour la DFA

Focus sur les principes de la DFA

Le département DFA ("Dynamic Financial Analysis") étudie la solvabilité de la société
et en particulier les cash-�ows (les primes en entrée, les sinistres en sortie, en simpli�ant
fortement) qui re�ètent les risques que la société encourt. On distingue généralement quatre
types de risques :

� Le risque de souscription, lié à la volatilité de la fréquence et de la sévérité des sinistres.
� Le risque de réserve, lié au risque de sous-provisionnement des sinistres.
� Le risque de marché, lié à la volatilité des taux d'intérêt et des actions notamment.
� Le risque de défaut des contreparties de l'assureur (émetteurs obligataires, réassu-
reurs...).

Le département a donc pour objectif de prévoir les �ux �nanciers futurs à l'aide des �ux
historiques (en supposant que la structure reste la même). Ce qui nous intéresse donc dans
cette approche n'est pas le montant total du sinistre mais le coût que le sinistre engendre
pour SCOR (c'est à dire après avoir retiré la franchise ou appliqué le plein de conservation
suivant le type de tari�cation).
Concrètement, en notant X le montant du sinistre, pour un traité en excédent de sinistre
pXSf , on s'intéressera à la variable Y dé�nie par :

Y =


0 , X < f

X − f , f < X < f + p

p , f + p < X

Les exigences de solvabilité

Dans le prolongement de la réforme Bâle II pour les banques, l'Union Européenne tente
d'établir actuellement un nouveau cadre réglementaire en matière de gestion des risques
pour les sociétés d'assurance. La version �nalisée de cette réforme baptisée "Solvency II" (ou
"Solvabilité II") est attendue courant 2007, pour une mise en application prévue en 2010.

Solvabilité II a pour objectif de �xer des exigences prudentielles qui re�ètent au mieux
les risques auxquels les sociétés d'assurance sont exposées. La réforme Solvency II s'articule
autour de trois piliers :

� Le Pilier I détermine des exigences quantitatives à respecter, notamment sur l'harmo-
nisation des provisions et l'instauration de minima de fonds propres.

14



� Le Pilier II impose la mise en place de dispositifs de gouvernance des risques (processus,
responsabilités, production et suivis d'indicateurs...)

� Le Pilier III, consacré à la discipline de marché, �xe les exigences en termes de reporting
et de transparence.

Une des innovations majeures de Solvabilité II provient du Pilier I. Elle consiste en l'in-
troduction de deux niveaux d'exigences de capital :

� Le MCR ("Minimum capital requirement")
� Le SCR ("Solvency capital requirement")

L'adoption de ce mécanisme résulte d'un double constat. D'une part, l'actuelle exigence
de marge de solvabilité européenne est trop basse et, sauf cas exceptionnels, une entreprise
qui ne la respecte plus n'est pas capable de se redresser par elle-même. D'autre part, on peut
observer que les sociétés d'assurance détiennent des fonds propres nettement supérieurs à
leur exigence de marge. Par ailleurs, il est apparu nécessaire de mettre en place un système
plus adapté au pro�l de risque de chaque entreprise, qui aboutisse à la �xation d'exigences
de capital se rapprochant de la notion de capital économique. Le MCR correspond à un
minimum absolu, un "�let de sécurité", en deçà duquel une entreprise ne peut plus opérer :
son non-respect entraîne une recapitalisation immédiate sous peine de retrait d'agrément
par l'autorité de contrôle. Le SCR correspond quant à lui à un niveau de capital nécessaire
pour faire face aux aléas de l'exploitation de l'entreprise, son calcul est basé sur celui d'une
Value-at-Risk à 99,5%.

Objectifs

On souhaite anticiper l'ensemble des sorties pour SCOR. On s'attachera donc à modéliser
au mieux la loi de sévérité avec une attention particulière pour les comportements des queues
de distribution. En e�et, ce sont les gros sinistres qui sont les plus dangereux pour la solva-
bilité de l'entreprise, il est donc important de bien les appréhender. Nous nous attacherons
également à fournir des quantiles élevés de la sinistralité a�n de mieux connaître les risques
extrêmes et de s'adapter à la future directive Solvency II.
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2 Outils mathématiques

2.1 Lois usuelles en réassurance

Dans cette partie, nous présentons rapidement les lois fréquemment utilisées en réassu-
rance pour modéliser la loi du montant des sinistres.

2.1.1 Loi Lognormale

La variable X suit une loi lognormale de paramètres µ et σ, (X ∼ ln N(µ, σ)) si le loga-
rithme de X suit une loi normale (ln(X) ∼ N(µ, σ)). Sa densité est donnée par l'expression
suivante :

f(x) =
1

xσ
√

2π
exp

(−(ln(x)− µ)2

2σ2

)
où x > 0, µ ∈ R et σ > 0.

Les moments de la loi lognormale sont donnés par :

E(X) = exp(µ + σ2/2)

V ar(X) = [exp(2µ + σ2)][exp(σ2)− 1]

2.1.2 Loi Gamma

La variable X suit une loi Gamma de paramètres α et β, (X ∼ Ga(α, β)) si sa densité
est de la forme :

f(x) =
β−αxα−1 exp(−x/β)

Γ(α)
IR+(x)

où α > 0, β > 0 et Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt.

Les moments de la loi Gamma sont donnés par :

E(X) = αβ

V ar(X) = αβ2

2.1.3 Loi de Weibull

La variable X suit une loi de Weibull de paramètres α et β, (X ∼ W (α, β)) si sa densité
est de la forme :

f(x) = αβ−αxα−1e−( x
β

)α

IR+(x)

et sa fonction de répartition :

F (x) = 1− exp
[
− (

x

β
)α

]
où α > 0 et β > 0.

16



Les moments de la loi de Weibull sont donnés par :

E(X) =
β

α
Γ(

1

α
)

V ar(X) =
β2

α

{
2Γ(

2

α
)− 1

α

[
Γ(

1

α
)
]2}

2.1.4 Loi de Pareto

La variable X suit une loi de Pareto de paramètres θ et a, (X ∼ Pa(θ, a)) si sa densité
est de la forme :

f(x) =
θaθ

xθ+1
I[a,+∞[(x)

et sa fonction de répartition :
F (x) = 1− (

a

x
)θ

où θ > 0 et a > 0.

Les moments de la loi de Pareto sont donnés par :

E(X) =
aθ

θ − 1

V ar(X) =
θa2

(θ − 2)(θ − 1)2

2.1.5 Loi Pareto Généralisée

La variable X suit une loi de Pareto Généralisée de paramètres ξ et σ > 0, (X ∼
GPD(ξ, σ)) si sa densité est de la forme :

gξ,σ(x) =


1

σ

(
1 +

ξx

σ

)− (ξ+1)
ξ , ξ 6= 0

1

σ
exp(−x/σ) , ξ = 0

et sa fonction de répartition :

Gξ,σ(x) =

 1− (1 +
ξx

σ
)−1/ξ , ξ 6= 0

1− exp(−x/σ) , ξ = 0

pour x ≥ 0 si ξ ≥ 0 et 0 ≤ x ≤ −σ/ξ si ξ < 0.

L'espérance de la loi de Pareto généralisée est �nie si et seulement si ξ < 1. De manière
générale, si ξ < 1/r, avec r ∈ N, alors on a

E(Xr) =
σr

ξr+1

Γ(ξ−1 − r)

Γ(1 + ξ−1)
r!

On remarque que dans le cas ξ = 0, on retrouve une loi exponentielle. De plus, la loi GPD
peut être généralisée à trois paramètres ξ, σ et µ, en remplaçant x par (x− µ).
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2.2 Tests d'adéquation

2.2.1 Problématique des données de réassurance et lois tronquées

La plupart du temps, la cédante fournit une base de données qui ne contient pas la totalité
de ses sinistres au réassureur. Elle fournit l'information sur les sinistres dont le montant est
supérieur à un seuil de communication. Ce seuil est certes largement inférieur à la priorité
mais l'échantillon dont dispose le réassureur a�n de faire ses tests d'adéquation est alors natu-
rellement tronqué (à gauche) et l'erreur commise sur la loi ajustée à partir de cet échantillon
se retrouve par la suite dans tout le procédé de tari�cation.

Nous tenterons dans la suite du mémoire de modéliser la sinistralité à l'aide de deux
distributions, une pour la sinistralité attritionnelle, l'autre pour la sinistralité extrême. La
première sera tronquée à droite au moment du raccord entre les deux distributions. Il faudra
en tenir compte lors des tests d'adéquation.

C'est pourquoi, dans toute cette section nous allons généraliser les tests d'adéquation au
cas des lois tronquées à gauche et à droite, et ce, en faisant intervenir un terme de normali-
sation.

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition FX dont on cherche la loi de
distribution. Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition FY qui suit la loi de X
tronquée à gauche en une valeur connue d et à droite en une valeur connue s. Nous disposons
d'un échantillon Y1, ..., Yn et des valeurs d et s. Par dé�nition de la variable Y , nous pouvons
écrire :

FY (x) = P (X ≤ x/s > X > d) =
P (d < X ≤ x)

P (s > X > d)

FY (x) =


1 si x > s

FX(x)− FX(d)

FX(s)− FX(d)
si d < x ≤ s

0 si x ≤ d

On obtient alors fY ,la densité de Y suivante :

fY (x) =


fX(x)

FX(s)− FX(d)
si d < x ≤ s

0 sinon

Il apparaît donc un coe�cient FX(s)−FX(d) au dénominateur qui correspond à une norma-
lisation de la loi tronquée.

2.2.2 Calcul des estimateurs, maximum de vraisemblance

Pour e�ectuer les tests d'adéquation, nous avons besoin d'un échantillon ainsi que d'une
loi de référence entièrement dé�nie. Nous testerons ensuite si l'échantillon correspond bien
à cette loi. Mais pour cela, nous avons besoin d'estimer les paramètres que nous ignorons a
priori. Plusieurs méthodes sont possibles comme la méthode des moments ou celle du maxi-
mum de vraisemblance ; nous utiliserons celle du maximum de vraisemblance qui donne les
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meilleurs résultats.
Cette méthode consiste à maximiser la fonction de vraisemblance qui s'écrit pour un échan-
tillon X1, ..., Xn de densité fX :

L =
n∏

i=1

fX(xi)

En pratique, on utilise la fonction logvraisemblance l qui est le logarithme népérien de L
et qui est plus facile à mettre en oeuvre car elle fait intervenir des sommes au lieu de pro-
duits. Comme nous ne disposons pas des X1, ..., Xn, mais des Y1, ..., Yn tronqués, le coe�cient
correcteur intervient dans la fonction du maximum de vraisemblance :

L =
n∏

i=1

fY (xi) =
n∏

i=1

fX(xi)

FX(s)− FX(d)

et la log vraisemblance s'écrit :

l =
n∑

i=1

ln[fx(xi)]− n ln[FX(s)− FX(d)]

Pour la plupart des lois usuelles, l'estimateur du maximum de vraisemblance est dé�ni de
façon unique et se calcule explicitement (quand une détermination explicite est impossible, il
faut avoir recours à une détermination numérique, par un algorithme d'optimisation). Sous
des hypothèses véri�ées par de nombreux modèles courants, on démontre qu'il est asympto-
tiquement sans biais et convergeant. On démontre de plus que sa variance est minimale. La
méthode du maximum de vraisemblance est donc théoriquement la meilleure des méthodes
d'estimation.

Une fois les paramètres estimés, on peut e�ectuer des tests a�n de savoir quel ajustement
choisir. Pour tester l'adéquation à des lois continues, on a souvent recours aux tests de
Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson-Darling. Ces tests sont construits à partir de la fonction
de répartition empirique. Le test d'Anderson-Darling est particulièrement intéressant car il
accorde plus de poids aux queues de distribution que Kolmogorov-Smirnov.

2.2.3 Le test de Kolmogorov-Smirnov

Soit X1, ..., Xn, un échantillon de loi FX et soit F0 une loi continue. On souhaite tester :{
H0 : FX = F0

H1 : FX 6= F0

Le test de Kolmogorov-Smirnov consiste à mesurer, pour une variable aléatoire continue, la
plus grande distance entre la distribution théorique F0 et la distribution empirique Fn. La
statistique de Kolmogorov-Smirnov est dé�nie par :

Dn = sup
x
|Fn(x)− F0(x)|
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qui peut aussi s'écrire :
Dn = max{D+

n , D−
n }

avec D+
n = max( i

n
− F0(Xi), 0) et D−

n = max(F0(Xi)− i−1
n

, 0) où Xi est la ième observation
de l'échantillon et n le nombre total d'observations.

Le test au seuil α associé à cette statistique est dé�ni par la région critique de la forme :

{Dn ≥ cα}

où cα est le quantile (1− α) de la table de Kolmogorov-Smirnov.

Si on travaille avec les lois tronquées, il faut modi�er la fonction de répartition théorique :
F

′
0(x) = F0(x)−F0(d)

F0(s)−F0(d)
et le test devient alors{

H0 : FX = F
′

0

H1 : FX 6= F
′

0

2.2.4 Le test d'Anderson Darling

Ce test est également basé sur un calcul de distance entre la fonction de répartition em-
pirique et la fonction de répartition théorique. La statistique d'Anderson-Darling est dé�nie
par :

A2
n = n

∫ +∞

−∞

(Fn(x)− F0(x))2

F0(x)(1− F0(x))
dF0(x)

Cette statistique peut également s'écrire :

A2
n = −n− 1

n

n∑
i=1

[
(2i− 1) ln(Zi) + (2n + 1− 2i) ln(1− Zi)

]
où Zi = F0(Xi).

Le test au seuil α associé à cette statistique est dé�ni par la région critique de la forme :
{A2

n ≥ cα} où cα est le quantile (1− α) de la table d'Anderson-Darling.

Si on travaille avec des lois tronquées, il faut modi�er la fonction de répartition théo-
rique pour en tenir compte de la même manière que pour le test de Kolmogorov-Smirnov :
F

′
0(x) = F0(x)−F0(d)

F0(s)−F0(d)
.

Le test d'Anderson-Darling donne une importance plus grande aux queues de distribution,
nous le préférerons donc au test de Kolmogorov-Smirnov en cas de conclusions divergentes
entre les deux tests.
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2.3 Théorie des Valeurs Extrêmes

La théorie des valeurs extrêmes permet d'étudier le comportement des queues de distri-
bution. Autrement dit, elle s'intéresse aux événements survenant rarement. Elle est particu-
lièrement utile dans le cadre de l'assurance ou de la réassurance, car elle permet de mieux
cerner les sinistres extrêmes, en vue de la tari�cation de tranches peu ou non travaillantes
(approche pricing) ou en vue de constitution de fonds propres su�sants a�n d'assurer la
solvabilité de l'entreprise (approche DFA).

La théorie des valeurs extrêmes peut se découper en deux parties, cependant liées entre
elles. D'une part le théorème de Fischer-Tippett permet de connaître la distribution asympo-
tique du maximum de n variables aléatoires. Ce théorème est l'analogue du théorème central
limite, qui s'intéresse à loi asymptotique de la somme : alors que le théorème central limite
fait apparaitre une loi normale, le théorème de Fischer-Tippett fait apparaitre la distribution
GEV (Generalized Extreme Value). D'autre part l'étude de "l'excess function" (loi des excès)
fait apparaître la distribution de Pareto généralisée.

2.3.1 Loi du maximum et distribution GEV (Generalized Extreme Value)

Considérons n variables aléatoires X1, ..., Xn (des coûts de sinistre par exemple) indépen-
dantes et de même loi et notons Sn = X1 + . . .+Xn leur somme. Si l'espérance et la variance
de ces variables aléatoires sont �nies, le théorème central limite permet d'a�rmer que :

Sn − nE(X)√
nσ

loi→ N(0, 1)

Lorsque l'on relâche l'hypothèse sur le moment d'ordre 2 de X, le théorême central limite
généralisé permet de connaître le comportement de Sn−an

bn
pour des suites an et bn bien choi-

sies.
De manière symétrique, le résultat principal de la théorie des valeurs extrêmes va fournir la
loi limite du maximum Mn = max(X1, ..., Xn) correctement normalisé par des suites an et
bn. Ce résultat est le suivant :

Théorème de Fischer-Tippett : Supposons qu'il existe des constantes de normalisation
an ∈ R et bn > 0, et une loi non dégénérée de fonction de répartition H telles que

b−n 1{Mn − an}
loi→ H

Alors H est du même type qu'une des trois lois suivantes (données par leur fonction de
répartition) :

1. Loi de Frechet, Φα(x) = exp(−x−α)I(x>0), α > 0 ;

2. Loi de Weibull, Ψα(x) = exp(−x−α) si x ≤ 0, et 1 sinon, α > 0 ;

3. Loi de Gumbel, Λ(x) = exp(−exp(−x)).
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Ces trois lois sont en fait les trois cas particuliers de la distribution GEV (Generalized Ex-
treme Value) qui s'écrit :

Hξ,µ,σ(x) =

{
exp

(
− [1− ξ(x− µ)/σ]1/ξ

)
, ξ 6= 0

exp(−exp[−(x− µ)/σ]) , ξ = 0

si µ + ξx/σ > 0. En e�et, ξ = α−1 > 0 correspond à la distribution de Fréchet, ξ = 0
correspond à la distribution de Gumbel, et ξ = −α−1 < 0 à la distribution de Weibull.

Remarque 1 : Max-domain d'attraction.
S'il existe des constantes de normalisation an ∈ R et bn > 0, et une loi non dégénérée GEV (ξ)
telles que

b−n 1{Mn − an}
loi→ GEV (ξ)

on dit que FX appartient au max-domain d'attraction de GEV (ξ) (on écrira par la suite :
FX ∈ MDA(Hξ)).

Remarque 2 : Paramètre de queue.
Le paramètre ξ de la loi GEV est appelé le paramètre de queue puisqu'il permet de dé�nir
l'épaisseur de la queue de distribution de FX :

� Si FX ∈ MDA(Hξ), ξ > 0 alors FX ∈ MDA(Fréchet) et la loi de X est une loi à queue
épaisse. Un exemple est la loi de Pareto.

� Si FX ∈ MDA(Hξ), ξ = 0 alors FX ∈ MDA(Gumbel) et la loi de X est une loi à queue
�ne ou moyenne. La loi exponentielle, la loi normale et la loi lognormale en sont des
exemples.

� Si FX ∈ MDA(Hξ), ξ < 0 alors FX ∈ MDA(Weibull) et la loi de X est bornée à
droite. Nous pouvons citer comme exemple la loi uniforme ou la loi beta.

2.3.2 Ajustement de lois GEV

Les lois les plus usuelles en réassurance correspondent au cas ξ ≥ 0. Il peut être intéressant
dans un premier temps de savoir si nous sommes dans le cas Gumbel (ξ = 0) ou dans le cas
Fréchet (ξ > 0). Pour cela, une technique consiste à tracer les deux graphes suivants :

Graphe pour la loi de Gumbel
La fonction de répartition de la loi de Gumbel s'écrit : Λ(x) = exp(− exp(−(x − µ)/σ)).
Autrement dit, ln(ln(1/Λ(x))) doit être une fonction linéaire en x. On regarde donc si les
points sont alignés puis on ajuste le modèle

ln
(
ln

( 1

Λ(x)

))
= αx + β + ε

où on suppose que ε ∼ N(0, s2) est un bruit blanc. On teste l'adéquation de la loi de Gumbel
via l'étude de la somme des carrés des résidus. Si l'hypothèse est validée, alors σ = −1/α et
µ = −β/α.
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Graphe pour la loi de Fréchet
La fonction de répartition de la loi de Fréchet s'écrit : Φα(x) = exp(−x−α), c'est-à-dire que
ln(ln(1/Φα(x))) doit être une fonction linéaire en log(x). On regarde donc si les points sont
alignés puis on ajuste le modèle

ln
(
ln

( 1

Φα(x)

))
= α ln(x) + β + ε

où on suppose que ε ∼ N(0, s2) est un bruit blanc.

2.3.3 Loi des excès et distribution GPD (Generalized Pareto Distribtion)

Dans la partie précédente, nous avons étudié les événements rares à l'aide du maximum
de la distribution de X. Néanmoins, une autre méthode est souvent utilisée en réassurance,
il s'agit de la méthode des excès (encore appelée POT, Peaks Over Threshold) introduite par
de Haan et Rootzen. Ainsi, dans cette section, nous allons nous intéresser au comportement
de X/X > u pour des seuils u su�samment grand (u → +∞).

La fonction de répartition des excès au delà du seuil u est dé�nie par :

Fu(x) = P (X − u ≤ x/X > u) =
F (u + x)− F (u)

1− F (u)

x ≥ 0, u < xF , où xF est le point terminal droit de la distribution de X, xF = sup{x ∈ R :
F (x) < 1}
La loi asymptotique des excès est donnée par le théorême suivant, démontré par Pickands,
Balkema et De Hann.

Théorème (Pickands, Balkema, De Hann) : Si F appartient à l'un des trois domaines
d'attraction de la loi des valeurs extrêmes (DA(Fréchet), DA(Gumbel) ou DA(Weibull)), alors
il existe une fonction σ(u) positive, dé�nie à une équivalence près quand u → xF , et un réel
ξ tels que

lim
u→xF

sup
0<x<xF−u

|Fu(x)−Gξ,σ(u)(x)| = 0

où Gξ,σ(x) est la fonction de répartition de la loi de Pareto généralisée (ou loi GPD, Gene-
ralized Pareto Distribution) dé�nie pour σ > 0 par

Gξ,σ(x) =

 1− (1 +
ξx

σ
)−1/ξ , ξ 6= 0

1− exp(−x/σ) , ξ = 0

pour x ≥ 0 si ξ ≥ 0 et 0 ≤ x ≤ −σ/ξ si ξ < 0.

En e�et, supposons que l'approximation de la distribution du maximum par une distri-
bution GEV soit satisfaisante :

Pr(Mn ≤ x) ≈ H(x)
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Alors pour établir le résultat précédent, nous remarquons que

F n(x) ≈ exp

{
−

[
1 + ξ(

x− µ

σ
)
]−1/ξ

}
Nous en déduisons que

n ln F (x) ≈ −
[
1 + ξ(

x− µ

σ
)
]−1/ξ

Or ln F (x) ≈ −(1− F (x)) pour x grand. Nous avons donc

F (x) ≈ 1− 1

n

[
1 + ξ(

x− µ

σ
)
]−1/ξ

Nous obtenons alors le résultat �nal

Fu(x) =
F (u + x)− F (u)

1− F (u)
= 1−

[
1 + ξ(

x

σ̃
)
]−1/ξ

Remarque 1 : Choix du seuil.
Ce théorème stipule donc que pour un seuil u su�samment élevé, la fonction de répartition
de la loi des excès peut être approchée par Gξ,σ(x) pour des bonnes valeurs de ξ, le para-
mètre de queue et de σ, le paramètre d'échelle. Ainsi, pour un seuil su�samment grand, on
s'attend à ce que les données au dessus du seuil aient le comportement d'une pareto généra-
lisée. La principale di�culté est alors de choisir un seuil approprié. Nous sommes face à un
arbitrage biais / robustesse. En e�et, plus le seuil est élevé, meilleure est la convergence de
la loi des excès vers la GPD mais moins bonne est la précision car nous disposons alors de
moins d'observations et inversement pour un seuil plus faible. Nous retrouvons ici toute la
problématique du sujet de notre mémoire : choisir le meilleur seuil u possible.

Remarque 2 : Lien entre les approches par maximum et par excès.
On peut montrer que même si les lois limites sont dans des familles di�érentes (GEV et GPD),
leur comportement de queue est similaire et ne fait intervenir qu'un unique paramètre ξ qui
est le même que l'on considère l'approche loi du maximum (GEV) ou l'approche loi des excès
(GPD). En particulier, ces deux approches permettent de distinguer deux cas, ξ = 0 et ξ > 0,
correspondant respectivement à des queues de type exponentiel ou des queues dites épaisses,
de type pareto.

2.3.4 Estimation de l'indice de queue

L'indice de queue ξ nous informe sur l'épaisseur de la queue de distribution de la loi de
X. Il donne donc une indication sur l'importance des risques extrêmes pour une distribution.
C'est pourquoi il est important de bien l'estimer. Avec la remarque 2 ci-dessus, on voit que
deux approches vont être possibles pour l'estimation de ξ : une approche par la loi des va-
leurs extrêmes généralisée (approche GEV) et une approche par la loi de pareto généralisée
(approche GPD).
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Approche GEV
En pratique, le maximum des n variables aléatoires X1, . . . , Xn ne constitue qu'une unique
observation, ce qui rend l'estimation de la loi délicate. Nous souhaitons disposer d'un échan-
tillon de maxima Y1, . . . , Ym, a�n de pouvoir appliquer des méthodes classiques d'ajustement
de lois. L'idée proposée par Gumbel (1958) est la suivante : Considérons un échantillon de
taille n, que l'on découpe en k blocs de taille m :

X1, . . . , Xm︸ ︷︷ ︸, Xm+1, . . . , X2m︸ ︷︷ ︸, . . . , X(k−1)m, . . . , Xkm︸ ︷︷ ︸, où mk = n

On note alors Yi, le maximum obtenu sur le ième bloc (i.e. Yi = max(X(i−1)m+1, . . . , Xim)).
Les Xi étant indépendants, identiquement distribués et les blocs étant de même taille, on en
déduit que les Yi sont également iid et P (Yi ≤ y) = fX(y)m. Si m est su�samment grand,
on a l'approximation Yi ∼ GEV (ξ, µ, σ) et on peut e�ectuer la méthode du maximum de
vraisemblance sur les Yi pour obtenir des estimateurs des paramètres (ξ̂, µ̂, σ̂).
En particulier, si ξ 6= 0, la log-vraisemblance de l'échantillon Y1, . . . , Ym, distribué suivant
une loi GEV (ξ, µ, σ) s'écrit :

logL = −m log σ − (1 + ξ−1)
m∑

i=1

log
(
1 + ξ

Yi − µ

σ

)
−

m∑
i=1

(
1 + ξ

Yi − µ

σ

)−1/ξ
,

et si ξ = 0,

logL = −m log σ −
m∑

i=1

exp
(
1 + ξ

Yi − µ

σ

)
−

m∑
i=1

(
1 + ξ

Yi − µ

σ

)
.

De plus, si ξ > −1/2, on a alors :
√

m[(ξ̂, µ̂, σ̂)− (ξ, µ, σ)]
loi→ N (0, V ), où la forme de V a été

donnée par Smith en 1985.

L'estimation du paramètre ξ en utilisant la distribution GEV est une estimation dite
"block componentwise" : à partir d'un échantillon, on construit un échantillon de maxima en
formant des blocs de même dimension. Cela implique donc une perte de certaines informa-
tions. En particulier, certains blocs peuvent contenir plusieurs extrêmes, alors que d'autres
blocs peuvent ne pas en contenir. Nous ne privilégierons donc pas cette approche.

Approche GPD
Par cette approche, il est également possible d'utiliser des méthodes de maximum de vraisem-
blance pour estimer le paramètre ξ de la loi GPD des excès. En e�et, la log-vraisemblance
calculée à partir de k excès Y1, . . . , Yk s'écrit :

logL = −k log σ − (1 +
1

ξ
)

k∑
i=1

log
(
1 + ξ

Yi

σ

)
, si pour tout i, 1 + ξ

Yi

σ
> 0

Cependant, la plupart des estimateurs du paramètre de queue par l'approche GPD re-
posent sur l'utilisation de la statistique d'ordre Xi:n, la ième valeur d'un échantillon de taille
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n. En particulier, à partir d'un échantillon de taille n, on s'intéresse aux m plus grandes
valeurs. Les estimateurs les plus utilisés sont celui de Pickands, introduit en 1975, celui de
Hill, également introduit en 1975, valable pour ξ > 0, et celui de Dekkers, Einmalh et De
Haan introduit en 1990 qui sont repectivement :

ξPickands
n,m =

1

log 2
log

Xn−m:n −Xn−2m:n

Xn−2m:n −Xn−4m:n

ξHill
n,m =

1

m

m∑
i=1

log Xn−i+1:n − log Xn−m:n

ξDEdH
n,m = ξH(1)

n,m + 1− 1

2

[
1−

(
ξ

H(1)
n,m

)2

ξ
H(2)
n,m

]−1

où ξ
H(r)
n,m = 1

m

∑m−1
i=1 (log Xn−i:n −Xn−m:n)r, r = 1, 2, . . .

Il est possible de montrer que ces estimateurs convergent quand n → +∞, m → +∞ et
m/n → 0. On a en e�et la normalité asymptotique suivante :

√
m(ξPickands

n,m − ξ)
loi→ N

(
0,

ξ2(2ξ+1 + 1)

(2(2ξ − 1) log 2)2

)
√

m(ξHill
n,m − ξ)

loi→ N (0, ξ2) pour ξ > 0

√
m(ξDEdH

n,m − ξ)
loi→ N (0, 1 + ξ2) pour ξ ≥ 0

L'estimateur de Hill est généralement le plus utilisé. Il présente une variance asymptotique
plus faible que les deux autres. En revanche il n'est valable que si ξ > 0.

En outre, la principale di�culté dans le calcul de ces trois estimateurs est le choix de m,
le nombre d'excès à considérer. Nous retrouvons l'arbitrage biais robustesse évoqué précé-
demment : Si m est trop important4, nous n'avons plus la convergence car nous sortons de la
queue de distribution et si m est trop faible, le peu d'observations rend l'estimateur instable.

4Si m est trop important, nous considérons trop d'excès et donc un seuil u trop faible pour la modélisation
de X/X > u.
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3 Approche préliminaire : méthodes graphiques de déter-

mination du seuil

La partie précédente, notamment la théorie des valeurs extrêmes, nous permet de pro-
poser plusieurs méthodes graphiques dédiées à l'étude des sinistres extrêmes, des queues de
distribution et à la détermination du seuil de sinistralité extrême que nous allons présen-
ter dans cette partie. Mais auparavant, nous présentons le graphique Quantile-Quantile, un
autre outil statistique utile dans l'approche exploratoire. Tous ces outils graphiques ont été
implémentés par nos soins sous VBA.

3.1 QQ-Plot

Les graphiques Quantiles-Quantiles (Q-Q plot) permettent de tester graphiquement l'adé-
quation d'une famille de lois à des données. L'idée consiste à regarder si les quantiles de la
famille de loi testée (Q(p)) et les quantiles de l'échantillon des xi, i = 1, . . . , n, (Qn(p)) sont
linéairement liés, pour des valeurs de p ∈ [0, 1]. Autrement dit, on souhaite véri�er si les
points (F−1(p), F̂−1

n (p)) sont alignés pour di�érentes valeurs de p ∈ [0, 1], où F est la fonc-
tion de répartition de la vraie loi et F̂n la fonction de répartition empirique. En pratique,
on représente graphiquement les points (F−1( i

n+1
), x(i)) pour i = 1 . . . n où x(i) est la ième

valeur de l'échantillon ordonné.

Le QQ Plot le plus utilisé est vraisemblablement celui de la loi exponentielle, où F (x) =
1 − exp(−x/λ) pour x ≥ 0. La fonction quantile est donnée par F−1(p) = −λ log(1 − p),
p ∈]0, 1[. Le QQ Plot exponentiel consiste alors à tracer les points

(− ln(1− i

n + 1
), x(i)) i = 1, . . . , n

Son interprétation est simple : Si l'échantillon des xi est un échantillon indépendant et
identiquement distribué, issu d'une loi exponentielle, alors les points sont alignés selon une
droite dont la pente est donnée par 1/λ. Si le graphe a une forme concave, alors la distribution
des xi est à queue plus épaisse. A l'inverse, si le graphe a une forme convexe, la distribution
des xi est à queue plus �ne.

Le graphe suivant (�gure 4) permet d'illustrer ces propos. Nous avons tracé le QQ Plot
exponentiel pour di�érents échantillons simulés. Le premier échantillon suit une loi Exponen-
tielle de paramètre 5, et nous obtenons bien une droite dont la pente semble proche de 1/5.
Le graphe obtenu avec les deux échantillons suivants a une forme légèrement concave, laissant
penser que nous sommes en présence d'échantillons issus de distributions à queue épaisse, ce
qui est e�ectivement le cas, puisque ce sont des échantillons de loi de Pareto et Lognormale.
En�n, le dernier échantillon a été simulé selon une loi de Weibull avec un paramètre α > 1.
Nous sommes donc en présence d'une distribution à queue �ne, comme le con�rme la forme
convexe du graphe.
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Fig. 4 � QQ Plot exponentiel pour des simulations de loi Exponentielle, de Pareto, Lognor-
male et de Weibull.

Le QQ Plot peut être adapté à une multitude de lois pour tester graphiquement l'adé-
quation d'un échantillon à ces lois. Ainsi, dans le cas des lois de Pareto de paramètres (α, a),
le QQ Pareto plot consiste à tracer les points(

− ln(1− i

n + 1
), ln(x(i))

)
i = 1, . . . , n

On s'attend alors à obtenir une droite de pente 1/α.

Concernant la loi lognormale, on utilise le fait que si l'échantillon suit une loi lognormale,
alors son logarithme suit une loi normale. Le QQ Plot Lognormal consiste donc à tracer les
points (

φ−1(
i

n + 1
), ln(x(i))

)
i = 1, . . . , n

En�n, si on considère la loi de Weibull, le QQ Plot consiste à tracer les points(
ln(− ln(1− i

n + 1
)), ln(x(i))

)
i = 1, . . . , n

Les �gures suivantes illustrent l'usage des di�érents QQ-Plots que nous venons de pré-
senter. Nous les avons appliqués à des simulations de loi lognormale.
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Fig. 5 � QQPlots pour des simulations d'une loi lognormale.

La concavité du QQ Plot exponentiel nous indique que nous sommes en présence d'un
échantillon de distribution à queue plus épaisse que la loi Exponentielle. A l'inverse, la
convexité du QQ Pareto Plot nous indique que la loi dont est issu l'échantillon est à queue
plus �ne qu'une loi de Pareto. Finalement, la droite obtenue pour le QQ Plot lognormal laisse
peu de doutes quant à l'adéquation de notre échantillon à une loi lognormale.

3.2 Mean Excess Function

Un outil graphique utile pour déterminer l'allure de la queue d'une distribution ainsi que
pour le choix du seuil à utiliser est la "mean excess function" dé�nie par :

e(u) = E(X − u/X > u), 0 ≤ u ≤ xF

Cette quantité est souvent utilisée en réassurance car elle peut être interprétée comme la
perte moyenne espérée dans un traité de priorité u. On peut faire les remarques suivantes :

� Si X ∼ Exp(λ), alors e(u) = λ pour tout u > 0, i.e. la mean excess function est
horizontale.

� Si X ∼ GPD(ξ, σ), alors e(u) = σ
1−ξ

+ ξ
1−ξ

u, i.e. la mean excess function est a�ne en
u.

L'estimation des paramètres de la distribution GPD pose le problème de la détermination du
seuil u qui doit être su�samment grand pour pouvoir appliquer les résultats de convergence
en loi mais pas trop grand a�n d'avoir su�samment de données pour obtenir des estimateurs
de bonne qualité. On peut déterminer u en exploitant le résultat de la deuxième remarque.
En e�et, on sait que si l'approximation GPD est valide pour un seuil u0 alors elle est valide
pour tout u > u0 (par la propriété de stabilite de la GPD). Donc pour u > u0, la mean
excess function e(u) est linéaire en u (d'après la remarque précédente). Pour déterminer u0,
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on utilise donc le graphique de e(u). Plus précisément, on trace ê(u) en fonction de u, avec :

ê(u) =

∑n
i=1(Xi − u)+∑n

i=1 IXi>u

Cela signi�e que e(u) est estimé par la somme des excès au delà du seuil u, divisé par le
nombre de points excédant le seuil u.

De manière plus générale, le graphe de la mean excess function permet d'avoir une bonne
idée du comportement de la queue de distribution de X : lorsque le graphe de e(u) est une
constante, on a une distribution de type exponentielle, lorsque le graphe de e(u) est une
droite croissante, on a une distribution de type Pareto et lorsque le graphe de e(u) est entre
une constante et une droite croissante, on a une distribution à queue épaisse.

Fig. 6 � Mean excess function pour des simulations de lois paramétriques usuelles.

Dans l'exemple ci-dessus, nous avons utilisé des simulations de quatre lois usuelles ef-
fectuées par un logiciel de la SCOR, a�n d'observer le comportement de la mean excess
function.

Le premier graphique représente la mean excess function d'un échantillon suivant une
loi exponentielle de paramètre 2.5. Théoriquement, on doit obtenir une droite horizontale
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d'ordonnée 2.5. Empiriquement, on observe bien un alignement horizontal des points, hormis
pour les quelques dernières observations.

Concernant les lois de pareto et GPD, la mean excess function théorique est a�ne en u.
On constate e�ectivement une forme a�ne pour ces deux échantillons. Pour notre simulation
de Pareto, l'alignement est très bien véri�é, il est un peu moins bon pour la simulation GDP
présentée ici en exemple.

Cet outil graphique est intéressant puisqu'il permet d'avoir une idée sur l'épaisseur de la
queue de distribution et sur le seuil d'entrée dans la région extrême. Sur données réelles, le
moment où la courbe commence à se comporter comme une droite correspond au seuil, puis-
qu'une mean excess function a�ne est caractéristique d'une loi GPD. Cependant, cet outil
sou�re d'une instabilité pour les dernières observations, ce qui ne facilite pas l'interprétation.

3.3 Hill-plot, Pickands-plot

Cette méthode graphique de détermination du seuil repose sur la propriété de stabilité
de la loi GPD. En e�et, si la variable [X − u/X > u] ∼ GPD(ξ, σ), alors [X − u′/X > u′] ∼
GPD(ξ, σ′), c'est à dire que le paramètre de queue ξ est le même pour tout u > 0. Ainsi,
la méthode présentée ici consiste à tracer le graphe des estimateurs ξ̂ obtenus en fonction
des seuils u ou, de manière équivalente, en fonction du nombre k d'excès considérés. On veut
donc tracer le graphe des ξ̂k pour tout k. Or, en fonction du nombre d'excès k, l'estimateur
de Hill s'écrit :

ξ̂Hill
k =

1

k

k∑
i=1

log Xn−i+1:n − log Xn−k:n

et celui de Pickands :

ξ̂Pick
k =

1

log 2
log

Xn−k:n −Xn−2k:n

Xn−2k:n −Xn−4k:n

Plus k est petit, plus l'intervalle de con�ance de ξ est large (plus il y a de volatilité).
Cependant on veut que k soit le plus petit possible pour avoir le moins de biais. D'où l'idée
de choisir le plus petit k pour lequel l'estimation ξ̂k se stabilise.

Nous avons implémenté ces deux estimateurs et nous les avons appliqués dans cette partie
à deux échantillons de lois simulées : un échantillon suivant une loi de Pareto de paramètre
de queue α = 5 (soit ξ = 1/α = 0.2) d'une part et un échantillon suivant une loi GDP de
paramètre de queue ξ = 1.5 d'autre part.

L'estimateur de Hill obtenu à partir de ces échantillons (�gure 7) donne des valeurs
proches des valeurs réelles (autour de 0.2 pour la Pareto et autour de 1.5 pour la GPD). En
revanche, l'estimateur de Pickands donne de nettement moins bons résultats. Nous constatons
également dans les deux cas que l'estimateur de Pickands est plus volatil que celui de Hill.
En e�et, l'estimateur de Hill fait intervenir la moyenne des logarithmes des observations,
le résultat est donc plus lissé et moins sensible au saut d'une observation. Tout ceci nous
amènera à le privilégier par la suite.
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Fig. 7 � Estimateur de Hill (à gauche) et de Pickands (à droite) pour des simulations de lois
de Pareto(2 ;5) et GPD(1.5 ;1).

De plus, lorsque l'on considère un faible nombre d'excès, l'estimateur de Hill est très
volatil, puis il tend à se stabiliser, d'où l'idée de l'utiliser dans le choix du seuil. En e�et,
on veut le seuil le plus grand possible pour avoir une bonne convergence de la loi des excès
vers une GPD (d'après le théorème de Pickands-Balkema-De Haan), mais si le seuil est trop
grand, l'estimateur de Hill sera très instable. Le Hill Plot permet donc de voir à partir de
quel moment l'estimation devient plus robuste.

3.4 Gertensgarbe plot

Cette procédure a été proposée par Gerstengarbe et Werner en 1989. Elle permet de
déterminer le point de départ de la région extrême et fournit une estimation du seuil optimal.
Plus précisément, pour un échantillon x1, . . . , xn de coûts de sinistres, on considère la série
des di�érences ∆i = x[i] − x[i−1], i = 2, . . . n de l'échantillon ordonné, x[1] ≤ . . . ≤ x[n]. L'idée
de la procédure est qu'en entrant dans la zone de sinistres extrêmes, on peut s'attendre à un
changement dans le comportement de la série des di�érences, autrement dit le comportement
des ∆i pour les observations extrêmes est certainement di�érent du comportement des ∆i

pour les observations non extrêmes.
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Nous cherchons donc à identi�er un changement dans une série. Nous allons utiliser pour
cela la version séquentielle du test de Mann-Kendall. Pour i = 1, . . . , n − 1, nous calculons
la série Ui dé�nie par :

Ui =
U∗

i −
i(i−1)

4√
i(i−1)(i+5)

72

où U∗
i =

∑i
k=2 nk et nk est le nombre de valeurs ∆2, . . . , ∆k inférieures à ∆k. De la même ma-

nière, nous calculons une autre série U f
i pour la série décroissante des di�érences, ∆n, . . . , ∆2.

Le point d'intersection de ces deux séries détermine le seuil d'entrée dans la zone extrême.

Fig. 8 � Gerstengarbe plot et fonction de répartition empirique pour la simulation d'une loi
de Pareto.

Nous avons appliqué cette méthode à un échantillon suivant une loi de Pareto de pa-
ramètres 10 et 50. Le point d'intersection des courbes nous indique un nombre d'excès à
considérer de 165 observations, ce qui correspond à un seuil de 20,9. Nous constatons de
plus en traçant la fonction de répartition empirique de notre échantillon que ce seuil corres-
pond visuellement à un point de cassure de la fonction de répartition. Cela pourrait donc
correspondre au seuil d'entrée dans une zone de valeurs extrêmes.
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4 Modélisation

La deuxième partie a permis de mettre en place les outils mathématiques, notamment
la théorie des tests et la théorie des valeurs extrêmes, nécessaires à la résolution de notre
problème. La troisième partie a permis de présenter et de mettre en place certains outils
graphiques, découlant pour la plupart d'entre eux de la théorie des valeurs extrêmes. Il est
donc maintenant possible de présenter des méthodes de modélisation de la sinistralité.

Nous présenterons dans un premier temps un modèle simple à une seule loi. Nous ver-
rons que ce modèle s'adapte souvent mal aux données réelles issues de l'assurance ou de
la réassurance, qui rappelons-le comportent souvent deux types de sinistralité : d'une part
la sinistralité attritionnelle, qui correspond à des sinistres de faible intensité mais de fré-
quence importante, c'est-à-dire des sinistres nombreux mais de faible sévérité, d'autre part
les sinistres quali�és d'extrêmes de faible fréquence mais de forte intensité, c'est-à-dire des
sinistres survenant rarement voire très rarement mais de forte sévérité.

Dans un deuxième temps, nous présenterons un modèle prenant en compte ces deux types
de sinistralité. La sinistralité attritionnnelle sera modélisée par une loi classique, une loi lo-
gnormale par exemple. La sinistralité extrême, quant à elle, fera l'objet d'une modélisation
par une loi de Pareto généralisée, ce qui est cohérent avec les résultats de la théorie des va-
leurs extrêmes. Le seuil u entre les deux types de sinistralités sera déterminé par les méthodes
graphiques.

Dans un troisième temps, ce modèle à deux lois sera illustré par un exemple. Comme ce
modèle ne fait pas partie des modèles classiques et est spéci�que à ce mémoire, des données
simulées seront utilisées dans cette partie a�n de véri�er que l'identi�cation des paramètres
sur l'échantillon simulé redonne bien des valeurs proches des valeurs réelles. Ceci permettra
de véri�er que notre modèle et notre démarche sont bien robustes.

En�n, nous présenterons deux extensions du cas précédent. D'abord un modèle où le rac-
cord entre la sinistralité attritionnelle et la sinistralité extrême ne se fait plus en un point,
mais sur un intervalle, sur lequel une distribution hybride est utilisée. Le dernier modèle
fera intervenir un problème de minimisation contraint. Dans les précédents modèles, le seuil
u est déterminé de manière graphique. Il peut être souhaitable de disposer d'une méthode
non graphique, ce qui permet par exemple d'éviter une étape humaine d'interprétation de
courbe. Or la littérature actuelle de détermination de seuil est relativement pauvre en ce
qui concerne les méthodes non-graphiques et ne fournit pas de solution satisfaisante. Nous
formulerons donc une proposition. L'idée générale consiste en la minimisation de la distance
entre la sinistralité empirique et la sinistralité modélisée. La distance choisie devra être co-
hérente avec le problème. Le seuil u sera celui qui résulte de la minimisation de cette distance.
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4.1 Cas 1 : Une seule distribution �ttée

Dans un premier temps, nous modélisons la sinistralité à l'aide d'une unique distribution.
Nous testons ensuite l'adéquation entre la sinistralité empirique et la loi �ttée avec le test
de Kolmogorov-Sminov ou d'Anderson-Darling. Ce dernier test est le plus adapté à notre
problème car il accorde plus de poids à la queue de distribution que le test de Kolmogorov-
Smirnov.

Nous allons considérer deux exemples simples a�n d'illustrer ce premier modèle. Le pre-
mier échantillon est relatif à des traités proportionnels incendie du marché français et le
second est l'analogue pour les marchés de l'Europe du sud. On suppose que les coûts des
sinistres composant les échantillons sont bien des réalisations de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées.

Le premier échantillon comporte 80 observations. Le premier modèle que nous présentons
suggère de modéliser la sinistralité à l'aide d'une seule distribution �ttée. Nous utilisons pour
cela des lois classiques, à savoir la loi lognormale, la loi Gamma, la loi de Weibull, la loi de
Pareto, et à titre comparatif et en prévision des modèles suivants, la loi de Pareto généralisée.

Les paramètres de ces di�érentes lois sont estimés à l'aide de la méthode du maximum
de vraisemblance, puis l'adéquation entre la distribution empirique et la loi usuelle est testée
à l'aide des tests de Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson-Darling. Pour tous les tests, le seuil
de signi�cativité est 5%. Les résultats sont synthétisés dans le tableau suivant :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov Test d'Anderson-Darling
Lognormale Acceptation Acceptation
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Acceptation
Pareto Rejet Rejet

Pareto généralisée Rejet Rejet

On constate que les lois lognormales et de Weibull sont acceptées à la fois par le test de
Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson-Darling. Les autres lois sont quant à elles rejetées. Ce
premier portefeuille de sinistres peut donc être modélisé soit par une loi lognormale, soit par
une loi de Weibull.

Graphiquement, les fonctions de répartition empirique et modélisées sont représentées sur
la �gure suivante.
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Fig. 9 � Fonctions de répartition empirique et modélisées pour le premier échantillon.

Toutefois, le cas où l'adéquation globale est réalisée par une seule loi est assez rare. Nous
allons maintenant considérer le deuxième échantillon, composé de 753 observations. Le même
protocole est utilisé que pour le premier échantillon. Les résultats des tests d'adéquation sont
les suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov Test d'Anderson-Darling
Lognormale Rejet Rejet
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Rejet
Pareto Rejet Rejet

Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, toutes les lois usuelles présentées ici sont rejetées, à l'exception de la loi de Weibull
qui est acceptée par le test de Kolmogorov-Smirnov.

Nous avons tracé la fonction de répartition empirique ainsi que celle de la loi de Wei-
bull (�gure 10). Visuellement, nous pouvons constater que pour les petits sinistres, dans cet
exemple inférieurs à 100 000, l'adéquation à une loi de Weibull est très bien réalisée. Par
contre, au delà de ce seuil, la modélisation par une loi de Weibull ne semble plus justi�ée. Le
test d'Anderson-Darling accordant plus de poids à la queue de distribution que ne le fait le
test de Kolmogoriv-Smirnov, nous comprenons alors pourquoi le test de Kolmorov-Smirnov
conduit à accepter l'adéquation, alors que le test d'Anderling-Darling conduit à un rejet.
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Fig. 10 � Fonctions de répartition empirique et modélisée pour le second échantillon.

Ce deuxième exemple est en fait assez représentatif des données issues de l'assurance ou
de la réassurance : la sinistralité est de nature complexe, c'est pourquoi un ajustement par
une seule distribution est souvent impossible ou non optimal. Dans ces conditions, nous avons
recours à une modélisation mettant en jeu deux distributions.

4.2 Cas 2 : Deux distributions pour modéliser deux types de sinis-

tralités

La modélisation par une seule distribution étant généralement peu convaincante avec les
données issues de la réassurance, on peut avoir recours à deux distributions. La sinistralité
attritionnelle peut être modélisée par une loi classique, par exemple une loi lognormale. Pour
la sinistralité extrême, le théorème de Picands-Balkema-De Hann, nous suggère d'utiliser une
loi de Pareto généralisée.

Il y a trois types de questions auxquelles il faut répondre. Premièrement, comment choisir
le seuil de raccord u ? Deuxièmement, comment estimer les paramètres des lois, notamment
les paramètres de la loi de Pareto généralisée ? Troisièmement, comment à l'aide de deux
lois proposer une distribution unique, et essayer si possible que cette loi présente certaines
propriétés de régularité, a�n de ne pas avoir de saut lors de la tari�cation des tranches ?

Le seuil u peut être déterminé par diverses méthodes graphiques présentées en détail dans
la troisième partie de ce mémoire. Nous allons à présent proposer une procédure de détermi-
nation du seuil.

La détermination peut être faite par le graphe de la mean excess function. Le seuil u
est choisi lorsque la courbe devient linéaire. La détermination peut également être faite par

37



le graphique de Hill. Le seuil u est choisi lorsque l'estimateur de Hill se stabilise. En�n, la
détermination peut être faite grâce au Gertensgarbe Plot. Cette méthode, même si elle ne
découle pas de la théorie des valeurs extrêmes, présente l'avantage de présenter une réponse
généralement non ambiguë, car le seuil est situé à l'intersection de deux courbes. Les mé-
thodes graphiques du Hill Plot et de la mean excess function découlent de la théorie des
valeurs extrêmes. Cependant le seuil est à choisir quand l'estimateur de Hill est stable ou
quand la fonction moyenne en excès prend l'allure d'une droite, or sur données réelles il peut
être di�cile de déterminer cette zone et le choix est en fait déterminé par la subjectivité
humaine. Un moyen de choisir le seuil peut donc consister en ce protocole provisoire : dans
un premier temps, lire le seuil grâce au Gertensgarbe Plot, qui donne une réponse claire car
le seuil est donné par l'intersection des deux courbes, et dans un second temps véri�er que
ce résultat est cohérent avec le Hill Plot et le graphe de la mean excess function.

Le seuil u étant déterminé, il faut maintenant estimer les paramètres de deux lois. L'esti-
mation des paramètres de la première loi, par exemple une loi lognormale, relève des méthodes
classiques telles que le maximum de vraisemblance ou la méthode des moments. La loi de
Pareto généralisée comporte trois paramètres. Le premier paramètre dé�nit le début du sup-
port de la distribution. On prend donc le seuil u précédemment déterminé par les méthodes
graphiques. Il reste donc deux paramètres à estimer : le paramètre de queue ξ et le para-
mètre d'échelle σ. Il est possible de déterminer conjointement ces deux paramètres soit par
la méthode des moments, soit par la méthode du maximum de vraisemblance.

Pour véri�er que ces deux lois conviennent bien, il est nécessaire d'e�ectuer des tests d'adé-
quation. Pour la sinistralité attritionnelle, on peut utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov ou
d'Anderson-Darling. Pour la sinistralité extrême, il faudrait également e�ectuer un test d'adé-
quation, cependant la littérature ne nous o�re pas de réponse satisfaisante. Le théorème de
Picands-Balkema-De Hann est le garant du bien fondé de l'utilisation de la distribution de
Pareto généralisée pour la modélisation des excès après le seuil, de la même manière que
d'après la théorème central limite, on peut modéliser par une loi normale la moyenne de n
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, sous des hypothèses conve-
nables et pour n assez grand.

Nous avons maintenant deux distributions, une pour la sinistralité attritionnelle et une
pour la sinistralité extrême, dont nous avons estimé les paramètres. Il reste donc à créer une
distribution globale. La deuxième distribution modélise les sinistres au delà du seuil u, il faut
donc tronquer la première en ce point. Nous avons donc une distribution usuelle tronquée
sur [0, u], puis la distribution Pareto généralisée à support sur [u, +∞[. Le fait de juxtaposer
les fonctions de répartition sans précaution conduit à une aberration, puisque en u, nous
passerions d'une valeur strictement positive à 0 et nous n'aurions plus une fonction crois-
sante. Nous voulons une fonction de répartition globale, c'est-à-dire une fonction croissante
sur [0, +∞[, qui vaut 0 en 0 (ou au point de début de la modélisation s'il y a des sinistres
tronqués à gauche) et qui tende vers 1 en +∞. Lors de la tari�cation des tranches, nous ai-
merions que la prime pure ne connaisse pas de saut lorsque la priorité ou la portée varie très
légèrement, donc nous cherchons également une fonction continue. Il semble alors convenable
de supposer l'existence d'une densité ; la fonction de répartition, en temps qu'intégrale entre
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0 et x de cette densité, sera donc continue.

Dans un cadre général, si f1 et f2 sont deux densités et que l'on cherche à en créer une
troisième f3 à l'aide d'une combinaison linéaire des deux premières, on peut considérer :

f3 = αf1 + (1− α)f2

avec α dans [0, 1] qui est un coe�cient de pondération entre f1 et f2 , et on a bien une
fonction d'intégrale 1. En e�et :∫

f3 =

∫
(αf1 + (1− α)f2) = α

∫
f1 + (1− α)

∫
f2 = α + (1− α) = 1

Remarque : Cette formule peut se trouver dans un cadre probabiliste. Supposons, ce qui sera
le cas ci-dessous, que f1 modélise la sinitralité attritionnelle et a pour support [0, u] et que
f2 modélise la sinistralité extrême et a pour support [u, +∞[. Notons respectivement F1, F2

et F3 les fonctions de répartition associées aux densités f1, f2 et f3, et P1, P2 et P3 les proba-
bilités associées à ces mêmes densités. Nous avons P3(X ≤ x | X < u) = P1(X ≤ x) = F1(x)
et P3(X ≤ x | X ≥ u) = P2(X ≤ x) = F2(x). Nous avons alors :

F3(x) = P3(X ≤ x) = P3(X ≤ x ∩X < u) + P3(X ≤ x ∩X ≥ u)

= P3(X < u)P3(X ≤ x | X < u) + (1− P3(X < u))P3(X ≤ x | X ≥ u)

= P3(X < u)F1(x) + (1− P3(X < u))F2(x)

Notons α = P3(X < u), nous obtenons :

F3(x) = αF1(x) + (1− α)F2(x)

Et en�n par dérivation :
f3(x) = αf1(x) + (1− α)f2(x)

Nous retrouvons bien la formule dé�nissant f3 à partir de f1 et de f2.

Dans le cas qui nous intéresse, nous allons modéliser la sinistralité globale par une loi
usuelle tronquée, la loi usuelle retenue étant soit une loi lognormale soit une loi de Weibull,
puis par une loi de Pareto généralisée après le seuil u. f1 sera donc la densité d'une loi usuelle
tronquée et f2 la densité d'une loi de Pareto généralisée.

Notons fUsuelle la densité de la loi usuelle choisie (loi lognormale ou loi de Weibull),
fUsuelleTronque la densité de la loi usuelle tronquée dont le support est [0, u], fGPD la densité
de la loi de Pareto généralisée de seuil u, donc dont le support est [u, +∞[ et fGlobale la
densité utilisée pour modéliser la sinistralité globale. Les fonctions de répartition associées
sont notées de manière analogue FUsuelle, FUsuelleTronque, FGPD, et FGlobale.
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Nous utilisons maintenant la formule de pondération dé�nie ci-dessus, avec f1 = fUsuelleTronque,
f2 = fGPD et f3 = fGlobale. La densité modélisant la sinistralité globale a donc pour expres-
sion :

fGlobale = αfUsuelleTronque + (1− α)fGPD

Il est également possible d'exprimer la densité de la loi usuelle tronquée en fonction de la
densité de la loi usuelle. En e�et, sur [0, u], les deux densités sont proportionnelles :

fUsuelleTronque = βfUsuelle.I[0,u]

En prenant l'intégrale sur [0, +∞[, on obtient :

1 = β

∫ u

0

fUsuelle

D'où :

β =
1∫ u

0
fUsuelle

=
1

FUsuelle(u)

Ainsi :

fUsuelleTronque =
fUsuelle.I[0,u]

FUsuelle(u)

L'expression de la densité modélisant la sinistralité globale est donc maintenant :

fGlobale = α
fUsuelle.I[0,u]

FUsuelle(u)
+ (1− α)fGPD

Ainsi, en choisissant α = FUsuelle(u), les densités fGlobale et fUsuelle sont égales sur [0, u]
et les fonctions de répartition associées le sont également sur ce même intervalle. L'avan-
tage de ce choix de α est donc qu'il permet de conserver exactement la même fonction de
répartition qu'avec une unique loi usuelle sur [0, u], c'est-à-dire que la partie correspondant
à la sinistralité attritionnelle reste la même dans le modèle à deux lois que dans le modèle
à une seule loi. Le coe�cient de pondération α = FUsuelle(u) ici choisi correspond donc à
la probabilité qu'un sinistre soit plus petit que le seuil u en utilisant la loi de probabilité
modélisant la sinistralité attritionnelle. D'autres choix pour le coe�cient de pondération α
auraient également été possibles.

Nous aboutissons donc à :

fGlobale = fUsuelle.I[0,u] + (1− FUsuelle(u))fGPD

Nous avons bien une densité car
∫

fGlobale = 1. De plus, sur [0, u], la fonction de répartition
associée à cette densité est égale à celle de la loi usuelle : FGlobale = FUsuelle sur [0, u]. En
outre, FGlobale est bien continue en temps qu'intégrale entre 0 et x de sa densité, fonction
mesurable, donc il n'y a pas de problème de saut lors de la tari�cation de tranches.

Par intégration, on obtient la fonction de répartition FGlobale associée à la densité fGlobale :
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FGlobale(x) = FUsuelle(min(x, u)) + (1− FUsuelle(u))FGPD(x)

FGlobale s'exprime également sous la forme :

FGlobale(x) =

{
FUsuelle(x) si x < u

FUsuelle(u) + (1− FUsuelle(u))FGPD(x) si x ≥ u

Fig. 11 � Illustration de la modélisation de la sinistralité par deux distributions. La fonction
de répartition globale est composée d'une loi usuelle sur [0, u] puis d'une GPD sur [u, +∞[.

Remarque : Une alternative à ce modèle peut consister à prendre FGlobale de classe C1, pour
encore plus de régularité au niveau de la tari�cation. Dans ce cas, il faut imposer fGlobale de
classe C0 (c'est-à-dire continue). Au point u, nous aurons donc égalité entre fUsuelle et fGPD.
Nous avons alors une équation reliant les deux paramètres de la loi usuelle et les paramètres
de queue ξ et d'échelle σ de la loi de Pareto généralisée. Nous pouvons alors par exemple
déterminer les deux paramètres de la loi usuelle, déterminer l'un des paramètres de la GPD
(par exemple le paramètre de queue par l'estimateur de Hill), le dernier paramètre de la GPD
est donc déterminé par l'équation supplémentaire.

4.3 Application du modèle à deux lois sur données simulées

Nous avons précédemment dé�ni un modèle à deux lois permettant de modéliser la si-
nistralité dans son ensemble. La sinistralité attritionnelle est modélisée par une loi usuelle
comme une loi lognormale ou une loi de Weibull tandis que la sinistralité extrême est mo-
délisée par une loi de Pareto généralisée. Ce modèle comporte cinq paramètres : le seuil u,
les deux paramètres de la loi usuelle et les deux paramètres restant pour la loi de Pareto
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généralisée, qui sont le paramètre de queue ξ et le paramètre d'échelle σ.

Nous souhaiterions savoir si les paramètres sont bien identi�ables, notamment le seuil u.
Pour cela, nous allons considérer un échantillon contenant des réalisations de la distribution
dé�nie en 4.2 (modèle à deux lois). Nous avons simulé 1 000 réalisations de cette distribution
à deux lois, la loi choisie pour la sinistralité attritionnelle étant une loi lognormale. La densité
associée à cette distribution a donc pour expression :

fGlobale = fLN .I[0,u] + (1− FLN(u))fGPD

Les cinq paramètres dans cet exemple sont les suivants : le seuil u a été �xé à 100 000, les
deux paramètres de la loi lognormales sont µLN = 10 et σLN = 1, 5 et les deux paramètres
de la loi Pareto généralisée sont ξ = 0, 7 et σ = 80 000.

Nous allons essayer de mettre en place un protocole d'étude sur ces données simulées, en
utilisant les considérations de cette partie 4 et les outils de la partie 3. Ce protocole d'étude
sera repris avec plus de détails dans la partie 5 sur deux jeux de données réelles.

Ajustement GEV

Tout d'abord, a�n de savoir si nous sommes dans le cas ξ = 0 (cas Gumbel) ou ξ > 0
(cas Fréchet), nous allons tracer les graphiques pour la loi de Gumbel et de Fréchet dé�nis
théoriquement dans la section 2.3.2. Rappelons qu'un alignement des points correspond pour
le premier graphe (�gure 12) à l'acceptation de l'hypothèse ξ = 0 (cas Gumbel) et pour le
second (�gure 13) de l'hypothèse ξ > 0

Fig. 12 � Test de ξ = 0.

Nous constatons aisément que la première courbe est strictement convexe, d'où le rejet
de l'hypothèse ξ = 0. De plus, la dernière partie de la seconde courbe, qui correspond à la
queue de distribution, est assimilable à une droite, d'où l'acceptation de l'hypothèse ξ > 0.
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Fig. 13 � Test de ξ > 0.

Détermination du seuil

Pour déterminer le seuil d'entrée dans la zone extrême, nous allons appliquer le protocole
dé�ni au début de la section prédente. Nous allons donc tout d'abord tracer le Gerstengarbe
Plot (�gure 14), puis nous regarderons la cohérence de ces résultats avec le Hill plot (�gure
16) et le graphe de la mean excess function (�gure 17).

Fig. 14 � Gerstengarbe plot en fonction du seuil sur données simulées.

Le résultat obtenu par la méthode de Gerstengarbe n'est pas satisfaisant. En e�et, il
suggère un seuil d'environ 36 900, alors que la vrai valeur est de 100 000 !

De plus, cette méthode n'est pas du tout robuste. En e�et, nous l'avons à nouveau appli-
quée à notre échantillon simulé en enlevant les 300 premières observations. Le seuil obtenu
s'approchait alors des 60 000.

Ainsi, la méthode Gerstengarbe ne semble pas convenir à notre problématique. Peut-être
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Fig. 15 � Gerstengarbe plot en fonction du seuil sur données simulées tronquées.

est-ce dû au fait qu'elle ne repose pas sur la théorie des valeurs extrêmes ? Dans tous les cas,
nous avons décidé de ne pas l'utiliser et continuons notre protocole de détermination du seuil
avec le Hill Plot.

Comme nous sommes dans le cas ξ > 0, nous pouvons utiliser l'estimateur de Hill qui est
bien dé�ni5. L'étude des zones de stabilité de cet estimateur en fonction du seuil considéré
permet de déterminer un seuil adapté au problème. Le graphique suivant représente l'esti-
mateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d'excès considérés.

5Nous rappelons que l'estimateur de Hill n'est dé�ni que pour des lois ayant un paramètre de queue ξ > 0.
L'estimateur de Hill n'est donc pas valide dans le cas ξ = 0. D'où l'intérêt d'e�ectuer un ajustement GEV
au préalable, a�n de véri�er que nous sommes bien dans le cas ξ > 0
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Fig. 16 � Estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d'excès sur données simulées.

La situation sur données simulées est très nette et en accord avec la théorie. Au tout
début de la courbe, quand le seuil est élevé, l'estimateur de Hill est très volatil parce que
le nombre d'excès considérés n'est pas su�sant. C'est ce que l'on constate sur le graphique
quand on considère moins de 50 excès. Par contre, sur la partie suivante, l'estimateur de Hill
est très stable et constant. A partir d'environ 160 excès, le comportement de la courbe change
radicalement : la courbe s'indenti�e à une fonction a�ne strictment croissante.
Le point de cassure, situé à environ 160 excès, correspond à un seuil de 100 000, soit le
seuil théorique utilisé pour les simulations. La partie gauche de la courbe, avant 160 excès,
correpond à la partie de la distribution qui utilise une loi de Pareto généralisée tandis que la
partie droite correspond aux réalisations de la loi lognormale.
Sur cet échantillon simulé, nous constatons donc clairement que la partie de l'échantillon
provenant de réalisations de la loi de Pareto généralisée conduit à un estimateur de Hill
constant, hormis pour les premiers excès où l'estimateur de Hill est trop volatil, alors que la
partie de l'échantillon provenant de réalisations de la loi lognomale conduit à une portion de
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courbe strictement croissante.
Le Hill plot semble donc un outil pertinent pour déterminer le seuil d'entrée dans la zone des
sinistres extrêmes.

A�n de véri�er la cohérence du choix du seuil basé sur l'estimateur de Hill, nous pouvons
utiliser un autre outil , la mean excess function. Sa représentation graphique est donnée sur
la �gure suivante.

Fig. 17 � Mean exces function sur données simulées.

Nous constatons une legère cassure à 100 000. D'autre part, avant 100 000, la courbe a
une légère tendance convexe, alors qu'après les points sont alignés, ce qui est caractéristique
de la loi de Pareto généralisée. La mean exces fonction, même si elle permet de conclure,
apporte sur cet exemple une réponse moins nette que l'estimateur de Hill.

De manière générale, il ne faudrait pas croire à la lecture des graphiques de l'estimateur de
Hill sur données simulées que la détermination du seuil soit aisée. Nous verrons sur données
réelles que c'est loin d'être le cas.

Estimation des paramètres pour la sinistralité attritionnelle et pour la sinistralité
extrême

Maintenant que le seuil a été identi�é, il est possible d'estimer les quatre autres para-
mètres du modèle. La méthode utilisée est le maximum de vraisemblance. Les résultats sont
synthétisés dans le tableau suivant.

Paramètre Valeur réelle Valeur estimée
µLN 10 10,0094
σLN 1,5 1,5199
ξ 0,7 0,7620
σ 80 000 78 573

Nous constatons que les valeurs estimées sont proches des valeurs réelles. Sur données
simulées, il est donc possible d'identi�er les paramètres du modèle.
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Pour le seuil, comme une méthode graphique est utilisée pour la détermination, il est dif-
�cile de quanti�er la qualité de l'estimation. Cependant, l'estimateur de Hill permet une
identi�cation très nette sur ces données simulées.

Modélisation globale

Les fonctions de répartition empirique et modélisée relatives à la sinistralité dans son
ensemble sont représentées sur la �gure suivante.

Fig. 18 � Fonction de répartition empirique et modélisée.

Sans surprise, l'adéquation est visuellement excellente. Le modèle à deux lois présenté ici
semble donc robuste et nous pourrons dans la partie 5 l'appliquer sur données réelles.

4.4 Approches alternatives

Après avoir présenté deux modèles, un modèle classique à une seule loi et un modèle à
deux lois, nous allons présenter quelques pistes d'extensions possibles. Ces modèles seront
présentés uniquement de manière théorique et ne feront pas l'objet ici d'applications. Ils
peuvent constituer des voies futures de recherche.

4.4.1 Cas plus élaboré à trois lois

L'approche à deux distributions pour modéliser les deux types de sinistralité est une bonne
solution, notamment pour améliorer l'ajustement au niveau des queues de distribution, c'est
à dire des gros sinistres. Cependant, le passage d'une distribution à l'autre au niveau du seuil
u peut paraître un peu "brutal". D'où l'idée d'un cas plus élaboré à trois lois : deux lois
pour modéliser chaque type de sinistralité et une loi hybride e�ectuant le raccord entre les
deux, permettant ainsi un ajustement plus en douceur. L'utilisation d'une loi hybride peut
permettre de mieux prendre en compte la sinistralité entre le seuil et le plus gros sinistre.
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Fig. 19 � Illustration de la modélisation de la sinistralité par trois distributions. La fonction
de répartition globale est composée d'une loi usuelle sur [0, u], d'une loi hybride sur [u, Xmax]
puis d'une GPD sur [Xmax, +∞[.

Une forme de la fonction hybride a été développée à la SCOR, menant à la fonction de
répartition F hybrid suivante :

� Si 0 ≤ x ≤ u, F hybrid(x) = FUsuelle(x)

� Si u < x ≤ xmax, F hybrid(x) = FUsuelle(u)+
[
FGPD(xmax)×(FUsuelle(x)−FUsuelle(u))

]p(x)
,

avec

p(x) =
ln

(
FUsuelle(x)× (FGPD(xmax)− FUsuelle(u))

)
ln

(
FUsuelle(x)× FGPD(xmax)× (1− FUsuelle(u))

)
� Si x > xmax, F hybrid(x) = FGPD(x)

où les notations sont les mêmes que pour la partie précédente. FUsuelle représente la fonc-
tion de répartition de la loi usuelle ajustée à la sinistralité attritionnelle (une lognormale par
exemple) et FGPD représente la fonction de répartition de la loi GPD qui ajuste la sinistralité
extrême. u est le seuil d'entrée dans la zone extrême et xmax le plus gros sinistre observé.

Cette fonction hybride véri�e bien les propriétés des fonctions de répartition. En e�et, il
a été démontré qu'elle véri�e les cinq contraintes suivantes :

� F hybrid(u) = FUsuelle(u)
� F hybrid(xmax) = FGPD(xmax)
� F hybrid est croissante entre 0 et 1
� ∀x, u ≤ x ≤ xmax, FGPD(xmax)× FUsuelle(x) ≤ F hybrid(x) ≤ FUsuelle(x)
� F hybrid(x) → FGPD(xmax)× FUsuelle(x), quand FUsuelle(x) → 0

Par souci de con�dentialité, les démonstrations ne �gurent pas dans le rapport.
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4.4.2 Modèle de minimisation contraint

Dans les méthodes présentées ci-dessus, le seuil est déterminé de manière graphique. Il
peut être intéressant de proposer une méthode alternative. Nous formulons ici notre propo-
sition.

Il s'agit d'un problème de minimisation contraint. La distance entre la distribution empi-
rique et la distribution globale ajustée est minimisée a�n de déterminer le seuil u. L'élément
clé est de choisir une bonne distance. Il peut être judicieux de choisir une norme qui dérive
d'un produit scalaire, comme la norme 2. Considérons le produit scalaire :

〈f, g〉2 =

∫
fg

Le carré de la norme associée à ce produit scalaire est :

‖f‖2
2 = 〈f, f〉2 =

∫
f 2

Le problème de cette norme dans le cas qui nous intéresse est qu'elle va minimiser l'écart
entre les fonctions de répartition théoriques et empiriques (respectivement notées FGlobale et
FEmpirique, mais en considérant les points de [0, +∞[ de la même manière. Or FEmpirique est
constante et égale à 1 après le plus gros sinistre. La fonction de répartition FGlobale qui va
résulter du programme de maximisation aura donc tendance à être la plus proche possible
de FEmpirique sur [Xmax, +∞[, qui vaut exactement 1. FGlobale sera donc très proche de 1 sur
[Xmax, +∞[, c'est-à-dire que la queue sera exagérément �ne par rapport à ce qu'elle devrait.

Il nous est donc apparu qu'une distance pondérée serait plus adaptée. On considère le
produit scalaire :

〈f, g〉2,ω =

∫
fgω

Et le carré de la norme associée :

‖f‖2 = 〈f, f〉2,ω =

∫
f 2ω

où ω est une fonction poids telle que ω(x) = exp(−p.x) ou encore ω(x) = 1/(x2 + 1).

Par exemple, en prenant ω(x) = exp(−x) :

‖f‖2
2,ω = 〈f, f〉2,ω =

∫ +∞

0

f 2(x) exp(−x)dx

Ainsi, plus les x augmentent, moins grand est l'impact de la valeur de f(x).

Pour la densité de FGlobale, on peut reprendre la densité du cas 2 :

fGlobale = fUsuelle.I[0,u] + (1− FUsuelle(u))fGPD

49



A présent, fGlobale (et donc FGlobale) dépend de cinq paramètres : le seuil u, mais aussi
les deux paramètres de la loi usuelle et les paramètres de queue ξ et d'échelle σ de la loi de
Pareto généralisée. Sous cette forme, FGlobale est déjà continue, mais on peut imposer en plus
que FGlobale soit C1.

Le programme de minimisation contraint s'écrit alors :

min
u,aUsuelle,bUsuelle,ξGPD,σGPD

‖FGlobale − FEmpirique‖2
2,ω

sc : FGlobaleestC1

En explicitant la forme de la norme et en détaillant la condition de régularité, sachant que
le point où la densité fGlobale est éventuellement non continue est le seuil u, nous obtenons :

min
u,aUsuelle,bUsuelle,ξGPD,σGPD

∫ +∞

0

(FGlobale(x)− FEmpirique(x))2 exp(−x)dx

sc : FUsuelle′
(u) = FGPD′

(u)

La loi usuelle peut être, comme précedemment, soit une loi lognormale, dans ce cas les
deux paramètres relatifs à la sinistralité attritionelle sont a = µLN et b = σLN , soit une loi
de Weibull, dans ce cas les paramètres sont a = α et b = β.

Ce problème de minimisation contraint ne semble pas pouvoir être résolu analytiquement.
Nous sommes donc contraints d'utiliser une méthode numérique si nous voulons aboutir à un
résultat pratique.

Néanmoins, il peut être intéressant de savoir s'il est possible de donner une autre forme à ce
problème de minimisation sous certaines hypothèses. Faisons l'hypothèse forte que les quatre
paramètres autres que le seuil sont �xés, soit par une première application du modèle 2, soit
par des considérations externes sur les valeurs que doivent prendre les paramètres pour les
sinistralités attritionnelle et extrême. Cherchons également une fonction de répartition globale
qui est continue mais pas nécessairement C1, ce qui permet de supprimer la contrainte. Le
problème de minimisation non-contraint s'écrit alors :

min
u

∫ +∞

0

(FGlobale(x)− FEmpirique(x))2 exp(−x)dx

Le seul paramètre dont dépend la minimisation est alors uniquement le seuil. Comme il
n'y a pas de contrainte, une condition nécessaire d'optimalité est alors que la dérivée partielle
par rapport à u de l'expression à minimiser soit nulle, soit :

∂

∂u

∫ +∞

0

(FGlobale(x)− FEmpirique(x))2 exp(−x)dx = 0

En notant H(u) le membre de gauche de cette égalité, nous avons donc une équation de la
forme H(u) = 0. Une condition nécessaire d'optimalité du seuil u est donc H(u) = 0. Il semble
impossible de trouver une solution analytique à une telle équation. Dans un cas pratique, la
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détermination du seuil u doit se baser soit sur la résolution numérique de l'équation H(u) = 0,
qui est une condition nécessaire d'optimalité, soit directement en résolvant numériquement
le problème de minimisation associé.
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5 Applications

Dans cette partie, nous allons mettre en application les méthodes décrites précédemment
sur des données réelles. Les modèles à une loi (dé�nition en 4.1) puis deux lois (dé�nition
en 4.2) seront utilisés et comparés. Le premier jeu de données concerne des sinistres de
traités non proportionnels en responsabilité civile automobile et sera traité sous l'angle de la
problématique du département Dynamic Financial Analysis (DFA). Le second jeu de données
contient des sinistres de traités proportionnels en réassurance incendie et sera envisagé sous
une problématique de tari�cation.
La partie pratique de ce mémoire a donné lieu au développement d'un outil Excel qui regroupe
tous les outils nécessaires à la mise en ÷uvre des modèles 1 et 2 présentés dans la partie 4.
Le fonctionnement de ce programme Excel est détaillé en annexe 1.

5.1 DFA

Le département DFA a pour objectif notamment d'étudier la solvabilité de la société à
partir de l'analyse des �ux �nanciers futurs.

La base de données dont nous disposons contient l'historique des coûts des sinistres res-
ponsabilité civile automobile à la charge de la SCOR, pour des traités de réassurance en
excédent de sinistre. Pour un sinistre i de montant Xi, nous disposons donc du coût à la
charge de la SCOR Yi dé�ni par :

Yi =


0 , X < di

(Xi − di)× txSCOR,i , di < X < di + pi

pi × txSCOR,i , di + pi < Xi

où di et pi sont respectivement la priorité et la portée du traité en excédent de sinistre relatif
au sinistre i et txSCOR,i est la part du sinistre réassurée par SCOR.

Prenons un exemple et considérons un sinistre d'un montant de 3 millions d'euros réassuré
par un traité en (5 million)XS(1 millions), à hauteur de 40% par SCOR, 30% par Swiss Re
et 30% par Munich Re. Dans ce cas, le coût à la charge de la SCOR sera Yi = (3 millions−
1 million)× 40% = 800 000¿.

On se trouve alors face à un premier problème pour modéliser les coûts des sinistres à
la charge de SCOR. On ne peut théoriquement pas les modéliser tous de la même manière,
puisque la franchise et la part réassurée par la SCOR seront di�érentes selon les traités. On
suppose alors que les conditions sont plus ou moins uniformes et qu'il existe une certaine ho-
mogénéité dans la structure du portefeuille de la SCOR. Ainsi, en supposant que la structure
est la même dans le temps, nous pourrons prévoir les �ux futurs à l'aide des �ux historiques.

La base de données dont nous disposons comporte deux triangles de liquidation recensant
les montants des sinistres à la charge de la SCOR de 1996 à 2005 pour la branche responsabi-
lité civile automobile en Grande-Bretagne. Dans cette branche, les sinistres peuvent avoir un
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développement long, plusieurs années peuvent se passer entre la survenance et le règlement
complet du sinistre.

Le premier triangle fournit les montants "Incurred", c'est à dire l'évaluation totale de
chaque sinistre. Ces montants évoluent au cours du temps, car l'évaluation initiale du sinistre
n'est pratiquement jamais égale à ce qui sera �nalement payé au total. En e�et, pour les
sinistres à développement long, la première évaluation du sinistre est di�cile puisque le
montant dû à la victime lui sera payé en plusieurs fois, sur une longue période et pourra être
modi�é par l'intervention des instances judiciaires. Le second triangle fournit les montants
payés cumulés (SP ). De ces deux triangles, nous pouvons en déduire le triangle des montants
restant à payer (SAP ), puisque nous avons la relation : Incurred = SP + SAP , ainsi que le
triangle des montants payés décumulés.

Nous disposons en plus des indices sinistres de 1996 à 2020 allant servir à la revalorisation.

5.1.1 Notations

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :
� Ii : l'indice sinistre relatif à l'année i
� Si,j : le montant payé cumulé à la �n de l'année j pour un sinistre survenu l'année i
� Zi,j : le montant payé l'année j pour un sinistre survenu l'année i
� SAPi,j : le montant restant à payer l'année j pour un sinistre survenu l'année i
� Inci,j : le montant Incurred l'année j pour un sinistre survenu l'année i

Prenons l'exemple d'un sinistre survenu en 2000. Le tableau suivant montre son évolution
annuelle. On remarque que l'évaluation faite du coût total du sinistre à la �n de l'année de
survenance (108 960¿) était insu�sante puisque la compagnie aura �nalement payé 128 236¿
pour ce sinistre.

Année de développement j 0 1 2 3 4 5
Paiement Annuel (Zi,j) 0 0 101 540 20 900 5 095 701
Paiement Cumulé (Si,j) 0 0 101 540 122 440 127 535 128 236
Restant (SAPi,j) 108 960 108 960 7 420 5 095 0 0
Coût Total (Inci,j) 108 960 108 960 108 960 127 535 127 535 128 236

5.1.2 Revalorisation des sinistres

Pour prévoir la sinistralité future en Responsabilité Civile Automobile (RCA), nous allons
nous appuyer sur l'historique du portefeuille RCA. Ainsi, chaque année passée est considérée
comme un scénario possible pour l'année d'étude. Ceci suppose que toutes les conditions
d'une année passée soient identiques aux conditions de l'année étudiée. En particulier, la
revalorisation des sinistres est une étape indispensable dans le traitement des données.

Un sinistre passé a un certain coût. Le but de la revalorisation des sinistres est de dé-
terminer le coût de ce même sinistre s'il était survenu l'année étudiée, on parle également
de "mise as if" des sinistres. Plusieurs méthodes sont envisageables pour revaloriser les si-
nistres : des méthodes prospectives, des méthodes rétrospectives ou encore un mélange entre
les deux. Pour les sinistres à développement long, nous avons privilégié une approche pros-
pective reposant sur l'estimation des valeurs futures des indices sinistres qui vont servir à
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la revalorisation de nos données. Ainsi, l'in�ation est représentée par un indice sinistre (I)
connu jusqu'en 2006 et dont l'évolution future a été estimée jusqu'en 2020.

La mise as if s'e�ectue sur les montants payés non cumulés et sur les montants restant
à payer. Supposons que l'on veuille revaloriser les sinistres pour l'année de survenance N . Il
faut alors multiplier chaque montant par le facteur FIN = IAC+j/IN+j où j est l'année de
développement du sinistre et AC l'année de cotation.

Fig. 20 � Revalorisation des sinistres.

Appliquons la mise as if à l'exemple précédent du sinistre survenu en 2000. On obtient
les montants revalorisés à l'année 2007 suivants, sur la base de l'indice SCOR utilisé en RCA
en Grande-Bretagne :
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Année de développement j 0 1 2 3 4 5
Paiement Annuel (Zi,j) 0 0 213 422 44 780 10 816 1480
Paiement Cumulé (Si,j) 0 0 213 422 258 202 269 018 270 498
Restant (SAPi,j) 225 313 225 871 15 595 10 916 0 0
Coût Total (Inci,j) 225 313 225 871 229 017 269 118 269 018 270 498

Cette méthode de revalorisation permet d'estimer les valeurs qu'aurait pris chaque sinistre
s'il était survenu en 2007. Les indices sinistres nous ont été fournis par la SCOR, mais chaque
réassureur détermine l'indice à utiliser selon la branche considérée. En RCA, il est fréquent
d'utiliser un indice corporel ou bien un cumul de deux indices : un premier représentant
l'in�ation économique, comme le coût du travail horaire, et un second représentant l'in�ation
juridique (Super Imposed In�ation).

5.1.3 Projection à l'ultime de la charge des sinistres

La deuxième étape va consister à estimer le coût ultime des sinistres. On procède pour
cela à ce que l'on appelle la "liquidation" des triangles. La méthode la plus utilisée est la
méthode chain ladder. Cette méthode s'appuie sur le modèle de développement pour les
facteurs. Le modèle de développement pour les facteurs suppose l'existence de paramètres
ϕ1, . . . ϕn ∈ (1,∞) tels que

E[Si,j] = E[Si,j−1]× ϕj

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , n}. Les ϕj sont les facteurs de développement.
Ils sont inconnus et doivent être estimés. Ainsi, pour chaque année de développement j ∈
{1, . . . , n}, on dé�nit le facteur de Chain Ladder F̂CL

j comme estimateur du paramètre ϕj :

F̂CL
j =

∑n−j
k=0 Sk,j∑n−j

k=0 Sk,j−1

Et pour chaque année d'origine i, on en déduit l'estimateur de Chain Ladder de l'espérance
E[Si,j] :

ŜCL
i,j = Si,n−i

k∏
l=n−i+1

F̂CL
l

Ainsi, on calcule des coe�cients de passage d'une année sur l'autre, ce qui nous permet de
compléter le triangle. Cette méthode se base donc sur l'hypothèse que la cadence historique
de l'évolution des sinistres se répète. Elle a l'avantage d'être simple et d'être fondée sur
l'observation plutôt que sur la connaissance a priori. Elle présente toutefois des défauts non
négligeables. Tout d'abord, cette méthode n'est pas additive, ce qui n'est pas gênant dans
notre cas puisque nous l'appliquerons au triangle des "incurred" uniquement. De plus, pour
les années récentes, l'incertitude peut être très importante puisque le coe�cient multiplicatif
est alors le produit de n−1 estimations de coe�cients de proportionalité. En�n, cette méthode
ne permet pas d'obtenir de mesure de précision sur les estimations.

Conscients de ces inconvénients, nous avons appliqué la méthode Chain Ladder aux mon-
tants incurred a�n d'obtenir le coût ultime des sinistres à la charge de SCOR.
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5.1.4 Etude de la série des ultimes

Statistiques descriptives

A�n de nous familiariser avec les données, nous avons commencé par e�ectuer quelques
statistiques descriptives sur les sinistres RCA.

Nombre d'observations 1851
Sinistre minimum 18¿
Sinistre moyen 157 472¿

Sinistre maximum 2 044 115¿
Ecart-Type 185 646¿

Sinistre médian 101 222¿
Quantile à 90% 363 436¿
Quantile à 95% 481 491¿
Quantile à 99% 858 008¿

On constate une grande étendue des valeurs. En e�et, le minimum est de 18¿, alors que
le sinistre maximum dépasse les 2 millions de ¿, soit près de 13 fois la moyenne. L'écart-type
est important. On retrouve la particularité des données de réassurance : beaucoup de petits
sinistres et quelques sinistres très importants. En e�et, la médiane est nettement inférieure à
la moyenne qui est augmentée par les gros sinistres. On remarque également que le quantile
à 90% est faible par rapport au sinistre maximum, puisqu'il ne représente que 18% de ce
dernier.

Fig. 21 � Sinistres RCA.

Le graphe de la série des sinistres (�gure 21) nous permet d'identi�er les plus gros mon-
tants et leur nombre d'occurence. Il nous permet également de voir s'il y a un regroupement
des gros sinistres ou une tendance dans leur fréquence d'apparition, ce qui remettrait en cause
notre hypothèse d'indépendance. Cela ne semble pas être le cas pour nos données RCA.
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QQ Plot

A�n d'avoir une première idée de la distribution du montant des sinistres, nous avons
tracé les graphiques Quantiles Quantiles étudiés dans la partie 3, pour quatres distributions
usuelles : Exponentielle, Lognormale, Pareto et Weibull.

Fig. 22 � QQ Plot de lois usuelles pour les sinistres RCA.

Le graphe obtenu pour le QQ Plot Weibull ressemble à une droite. Il est possible qu'il
y ait une relation a�ne entre les quantiles de l'échantillon et ceux de la loi de Weibull et
l'adéquation de la loi de Weibull à nos données est donc probable. Cependant, l'adéquation
à une loi exponentielle paraît également possible à la vue du graphique. En revanche, l'étude
des QQ Plot élimine les lois lognormale et de Pareto comme candidats à l'adéquation à notre
échantillon.

Mean excess function

Nous avons ensuite tracé le graphe de la mean excess function.
Nous avons volontairement omis les quatres derniers points du graphe. Ces points, étant

des moyennes d'au mieux quatre observations, auraient pu être très irréguliers, et, comme
nous l'avons vu sur les simulations de la partie 3, la mean excess function sou�re d'une
instabilité sur les dernières observations.

Théoriquement, une fonction de moyenne en excès constante correspond à une distribu-
tion exponentielle, une fonction a�ne correspond à une Pareto. En dehors de ces deux cas
particuliers, nous pouvons dire que si les points du graphe de la mean excess function pré-
sentent une tendance à la baisse, c'est le signe d'une distribution à queue �ne, et inversement,
les données issues de distributions à queue épaisse présentent une tendance à la hausse.

Le graphe obtenu (�gure 23) correspond plutôt à ce dernier cas. Ceci nous amène à penser
que nous sommes en présence d'une distribution du montant des sinistres à queue épaisse, ce
qui est fréquent avec les données de réassurance. Les dernières observations sont étalées et
di�cilement interprétables, ce qui est courant avec les observations extrêmes d'un échantillon
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Fig. 23 � Fonction de moyenne en excès pour les sinistres RCA.

réel. Toutefois, la détermination du seuil à partir duquel les points sont alignés permet de
connaitre le seuil à partir duquel la modélisation par une loi de Pareto généralisée est justi�ée.

5.1.5 Modélisation à l'aide d'une seule distribution

La première étape de notre modélisation consistait à étudier si une seule loi permettait
d'ajuster correctement la sinistralité, aussi bien sur la partie centrale de la distribution qu'en
queue de distribution. Nous avons pour cela appliqué les tests d'adéquation de Kolmogorov-
Smirnov et Anderson Darling à plusieurs lois usuelles. Le seuil de signi�cativité des tests est
toujours 5%. Nous avons obtenu les résultats suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov Test d'Anderson-Darling
Lognormale Rejet Rejet
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation Acceptation
Pareto Rejet Rejet

Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, les tests d'adéquation con�rment l'impression visuelle donnée par les QQ Plots,
puisque l'adéquation à la loi de Weibull de paramètres α = 0, 87 et β = 147025 est acceptée
par ces tests. De plus les lois de Weibull avec un paramètre α < 1 entrent dans la classe
des lois à queues épaisses puisque leur fonction génératrice des moments n'est pas �nie :
MX(t) = E(exp(Xt)) = +∞ pour t > 0, ce qui con�rme l'intuition laissée par le graphe de
la mean excess function.

On constate (�gure 24) que l'ajustement à l'aide d'une seule distribution de Weibull est
bonne. Cependant, comme nous l'avons montré dans la partie 4, il est rare qu'une seule dis-
tribution permette de bien reproduire à la fois la sinistralité attritionnelle et la sinistralité
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Fig. 24 � Fonctions de répartition empirique et de la loi de Weibull.

extrême. De plus, l'adéquation en queue de distribution ne se voit pas forcément bien gra-
phiquement à cause du faible nombre d'observations et il n'existe pas de tests statistiques
e�caces permettant de la véri�er. C'est pourquoi nous allons cependant chercher à appliquer
la modélisation à l'aide de deux distributions, a�n de pouvoir comparer les résultats obtenus.

5.1.6 Modélisation à deux lois

Dans le but de mieux modéliser la queue de distribution, nous allons mettre en oeuvre le
modèle 2 dé�ni dans la partie 4 sur ces mêmes données.

Ajustement GEV

Tout d'abord, a�n d'acquérir certaines informations qualitatives relatives à la queue de
distribution, nous avons tracé des graphiques qui permettent de distinguer les cas ξ = 0 et
ξ > 0. Le premier graphique permet d'avoir une représentation visuelle de la pertinence de
l'hypothèse ξ = 0. Si cette hypothèse est véri�ée, alors les points du graphique sont alignés.
Le second graphique est le pendant du premier pour l'hypothèse ξ > 0. Si cette hypothèse
est véri�ée, alors les points du graphique sont alignés.
Les deux �gures sont présentées ci-après.
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Fig. 25 � Test de ξ = 0.

Fig. 26 � Test de ξ > 0.

Ces graphiques ne permettent pas de di�érencier nettement le cas ξ = 0 du cas ξ > 0.
Cependant, la première courbe est légèrement convexe, alors que la seconde est plus aisément
indenti�able à une droite. L'hypothèse ξ > 0 semble donc légitime.

Détermination du seuil

Nous pouvons à présent mettre en oeuvre l'estimateur de Hill, dont l'utilisation est licite
puisque ξ > 0, a�n de déterminer graphiquement le seuil départageant les sinistres attrition-
nels des sinistres extrêmes.
Nous avons tracé le Hill plot (�gure 27) en fonction du seuil u et du nombre d'excès k, en
mettant en évidence l'intervalle de con�ance à 95% autour de cet estimateur.
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Fig. 27 � Estimateur de Hill en fonction du nombre d'excès considérés et du seuil u.

Nous voyons sur la �gure que la zone de stabilité semble se situer autour de 160 excès, ce
qui correspond à un seuil de 400 000 ¿. Un sinistre inférieur à 400 000 ¿ sera donc considéré
comme attritionel et un sinistre supérieur comme extrême.
Ce seuil de 400 000 ¿ semble cohérent avec la fonction de moyenne en excès. En e�et, sur
la représentation graphique de cette dernière (�gure 23), on constate visuellement un léger
décrochage à 400 000, après quoi les points semblent être identi�ables à une fonction a�ne.

Maintenant que l'on connaît le seuil, on peut modéliser la sinistralité attritionnelle, à
l'aide d'une loi usuelle tronquée, ainsi que la sinistralité extrême, à l'aide d'une loi de Pareto
généralisée.

Ajustement de la partie centrale

La partie centrale, qui représente la sinistralité attritionnelle, est modélisée par une loi
usuelle tronquée. Comme dans le cas de la modélisation par une seule loi, les tests d'adéqua-
tion de Kolmogorov-Smirnov et d'Anderson-Darling nous conduisent à ne retenir que la loi
de Weibull.
L'estimation des deux paramètres de la loi de Weibull par la méthode du maximum de vrai-
semblance conduit à α = 0, 87 et β = 147025.
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Ajustement de la queue de distribution

La queue de la distribution, qui représente la sinistralité extrême, est modélisée par une
loi de Pareto généralisée. L'estimation des deux paramètres de la loi de Pareto généralisée
par la méthode du maximum de vraisemblance conduit à ξ = 0, 31 et σ = 144494. La valeur
de ξ trouvée par maximum de vraisemblance est cohérente avec l'estimateur de Hill. En e�et,
pour un seuil u = 400 000£, l'estimateur de Hill correspondant est ξ̂Hill = 0, 34 avec un
intervalle de con�ance à 95% de [0, 29; 0, 40].

Les fonctions de répartition empirique et modélisée relatives à la sinistralité extrême sont
représentées sur la �gure suivante.

Fig. 28 � Sinistralités extrêmes empirique et modélisée.

L'adéquation est visuellement très bonne. La distribution de Pareto généralisée modélise
très bien la sinistralité extrême. Le seuil choisi semble donc pertinent.

Modélisation globale

Maintenant que nous avons modélisé les sinistralités attritionnelle et extrême, ainsi qu'es-
timé tous les paramètres, nous pouvons modéliser la sinistralité dans son ensemble en utilisant
le modèle à deux lois dé�ni dans la partie 4. Les fonctions de répartition globales empirique
et modélisée sont représentées sur la �gure 29 suivante.
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Fig. 29 � Sinistralités globales empirique et modélisée (modèle à deux lois).

Il est également intéressant de faire un zoom sur la queue de distribution et de comparer
la modélisation avec deux lois (loi de Weibull puis loi de Pareto généralisée) à la modélisation
avec une seule loi de Weibull.

Fig. 30 � Sinistralités globales empirique et modélisée (modèle à deux lois), détails de la
queue de distribution.
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Fig. 31 � Sinistralités globales empirique et modélisée (modèle à une loi de Weibull), détails
de la queue de distribution.

On constate que le modèle à deux lois est bien meilleur : d'une part il se rapproche plus
de la répartition empirique, d'autre part la �n de la queue est plus épaisse (fonction de ré-
partition plus faible), ce qui diminue le risque de sous-estimer les pertes en cas de sinistres
extrêmes.

5.1.7 Estimation de quantiles extrêmes

Dans la partie précédente, nous avons proposé deux modélisations possibles pour le mon-
tant des sinistres à la charge de SCOR. La première modélisation ajuste une seule loi de
Weibull à l'ensemble des données, tandis que la seconde modélisation se veut plus précise et
ajuste une loi de Weibull sur la sinistralité attritionnelle et une loi GPD sur la sinistralité ex-
trême. Nous avons vu graphiquement que la deuxième modélisation semblait meilleure. Nous
allons à présent essayer de quanti�er ces di�érences. Pour cela, nous allons étudier l'impact
de ces deux modélisations sur le niveau des quantiles extrêmes. Nous allons en particulier
nous intéresser au quantile à 99,5%, sur lequel est fondé le calcul du capital requis dans la
réglementation prudentielle.

Pour rappel, le quantile d'ordre p ∈]0, 1[ associé à la variable aléatoire X de fonction de
répartition FX se dé�nit par :

xp = F−1(p) = sup{x ∈ R, F (x) ≥ p}

On parle aussi de Value-at-risk de niveau p. Nous allons comparer les quantiles obtenus en
les estimant de manière empirique, puis à l'aide du modèle à une loi (modèle 1) et en�n à
l'aide du modèle à deux lois (modèle 2).
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Estimation empirique

L'estimation empirique du quantile à 99,5% nous conduit à xemp
99,5 = 1 080 559£.

Estimation selon le modèle 1

Dans le modèle à une loi, nous avons ajusté une loi de Weibull à notre échantillon. Les
paramètres ont été estimés par maximum de vraisemblance : α̂ = 0, 87 et β̂ = 147025. Nous
estimons le quantile à 99,5% selon le modèle 1 (x̂(1)

99,5) par le quantile à 99,5% d'une loi de

Weibull de paramètres α̂ et β̂. Nous obtenons x̂
(1)
99,5 = 997 190£.

Estimation selon le modèle 2

Dans le modèle à deux lois, nous avons modélisé la sinistralité attritionnelle (la partie
centrale de la distribution) par une loi de Weibull et la sinistralité extrême (la queue de
distribution) par une loi GPD. Nous allons utiliser cette modélisation globale pour estimer
le quantile à 99,5% selon le modèle 2 (x̂(2)

99,5).

Nous rappelons que nous notons u le seuil au delà duquel nous ajustons une loi GPD,
(nous avons trouvé u = 400 000£). Le modèle 2 nous a conduit à ajuster à nos données une
fonction de répartition globale de la forme :

FGlobale(x) =

{
FW (x) si x < u

FW (u) + (1− FW (u))FGPD(x) si x ≥ u

où FW est la fonction de répartition de la loi de Weibull qui modélise la sinistralité attrition-
nelle.

Cela signi�e en particulier que pour x ≥ u, nous pouvons utiliser F̂ (x) = FW (u) + (1 −
FW (u))FGPD(x) comme approximation de la queue de distribution de X. Or, il est possible
de montrer (cf McNeil [19]) que F̂ (x) est également une distribution de pareto généralisée,
avec le même paramètre de queue ξ, mais avec un paramètre d'échelle σ̃ = σ(1−FW (u))ξ et
un paramètre µ̃ = µ− σ̃

(
(1− FW (u))−ξ − 1

)
/ξ.

De plus, pour une loi GPD(ξ, σ, µ), le quantile d'ordre p est :

xp = µ +
σ

ξ

(
(1− p)−ξ − 1

)
Finalement, pour le modèle à deux lois, nous obtenons x̂

(2)
99,5 = 1 078 538£

Comparaison des modèles

Le tableau suivant récapitule les valeurs obtenues pour divers quantiles extrêmes selon
chaque modèle.
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ordre p du quantile x̂emp
p x̂

(1)
p x̂

(2)
p

95% 481 491¿ 518 108¿ 495 977¿
99% 858 008¿ 848 793¿ 858 183¿
99,5% 1 080 559¿ 997 190¿ 1 078 538¿
99,9% 1 722 704¿ 1 351 933¿ 1 813 346¿

Fig. 32 � Comparaison des quantiles extrêmes pour les di�érents modèles.

A la vue de ces chi�res, nous pouvons constater l'intérêt de la modélisation à deux lois.
L'ajustement à une seule loi a tendance à sous-estimer le risque, car il ne permet pas de
reproduire une queue de distribution su�samment épaisse. A l'inverse, la modélisation à deux
lois permet de calculer des quantiles très proches des valeurs observées. Elle a même tendance
à sur-estimer le risque pour le quantile à 99,9% ce qui lui confère un caractère prudentiel.
L'objectif n'est pas, bien entendu, de sur-estimer le risque de manière démesurée, sous peine
de devoir le tarifer trop cher et de voir partir les clients à la concurrence. Cependant l'aspect
prudentiel d'une modélisation est toujours intéressant, surtout étant donné le nouveau cadre
réglementaire en matière de gestion des risques.

Ainsi, le principal intérêt de cette modélisation pour la DFA réside dans le calcul des
quantiles extrêmes. Cependant, il est également important d'avoir une bonne estimation
de toute la distribution des montants de sinistres, a�n d'avoir une meilleure précision en
moyenne, notamment dans une optique de business plan.
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5.2 Pricing

Nous passons à présent à une application tari�cation de la méthode présentée dans ce
mémoire. Dans l'approche tari�cation, ce ne sont plus les quantiles de la distribution des
sinistres qui vont nous intéresser, mais la valeur de la prime pure de traités en excédent
de sinistre. Ceci peut être utile pour améliorer la tari�cation de la tranche de capacité non
travaillante en cas de traité proportionnel.

La base de données dont nous disposons contient l'historique des coûts des sinistres in-
cendie en France, pour des traités de réassurance proportionnelle.

Nous avons vu que la tari�cation des traités proportionnels s'e�ectuait en deux parties :
la tari�cation de la sinistralité attritionnelle dans un premier temps puis la tari�cation de
la sinistralité extrême qui s'apparente à une tari�cation XS. Notre méthode vise surtout à
améliorer la tari�cation en queue de distribution, a�n d'évaluer au mieux les gros sinistres et
d'éviter toute sur- ou sous-tari�cation.

5.2.1 Revalorisation des sinistres

Comme pour l'application DFA précédente, nous allons nous appuyer sur l'historique du
portefeuille Incendie France pour tarifer les traités proportionnels Incendie France. Ainsi,
chaque année passée est considérée comme un scénario possible pour l'année d'étude et il
est nécessaire que toutes les conditions d'une année passée soient identiques aux conditions
de l'année étudiée. Nous commençons donc par e�ectuer une mise as if rétrospective des
montants de sinistre de la base a�n de faire disparaître de nos données tout e�et dû à
l'in�ation.

5.2.2 Obtention des ultimes

Contrairement à l'application DFA qui concernait une branche à développement long,
nous sommes ici en présence de sinistres de la branche incendie qui est une branche à déve-
loppement court. En e�et, nous avons pu observer sur nos données qu'au bout de trois ans
au maximum, les sinistres étaient clos (le montant des sinistres à payer est nul et le montant
incurred est égal au montant payé cumulé). Nous avons décidé de supprimer les 3 dernières
années d'historique sinistre et nous avons donc conservé les sinistres survenus entre 1983 et
2003. Ceci nous permet de garder les vrais valeurs ultimes des sinistres au lieu de les estimer
par la méthode chain ladder, ce qui entraînerait un risque de perdre l'indépendance entre
nos données, en plus de l'erreur d'estimation. On peut ainsi considérer que nous sommes
en présence de données indépendantes et identiquement distribuées (notamment grâce à la
revalorisation).

5.2.3 Etude de la série des ultimes

Statistiques descriptives

Pour traiter l'application pricing, nous avons suivi la même démarche que pour l'appli-
cation DFA. Ainsi, nous avons commencé par e�ectuer quelques statistiques descriptives sur
les sinistres Incendie France.
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Nombre d'observations 378
Sinistre minimum 63¿
Sinistre moyen 547 495¿

Sinistre maximum 16 596 085¿
Ecart-Type 1 149 631¿

Sinistre médian 160 944¿
Quantile à 90% 1 408 456¿
Quantile à 95% 2 489 314¿
Quantile à 99% 3 846 749¿

La base de données dont nous disposons contient 378 observations. On constate la présence
d'un très gros sinistre de plus de 16 millions d'euros. Hormis celui-ci, les sinistres sont tous
inférieurs à 5 millions d'euros, le sinistre médian n'est que de 160 944¿ et le quantile à 90%
s'élève à 1 408 456¿.

Fig. 33 � Sinistres incendie France entre 1983 et 2003.

La �gure 33 permet d'identi�er les sinistres importants. Il ne semble pas y avoir ici de
tendance particulière dans l'occurence de ces sinistres. Notre hypothèse d'indépendance n'est
donc pas remise en cause.

QQ Plot

A�n d'avoir une première idée de la distribution du montant des sinistres, nous avons
tracé les graphiques Quantiles Quantiles étudiés dans la partie 3, pour quatres distributions
usuelles : Exponentielle, Lognormale, Pareto et Weibull.
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Fig. 34 � QQ Plot de lois usuelles pour les sinistres Incendie France.

Le graphe obtenu pour le QQ Plot Weibull ressemble à une droite. Il est possible qu'il y ait
une relation a�ne entre les quantiles de l'échantillon et ceux de la loi de Weibull ; l'adéquation
de la loi de Weibull à nos données est donc probable. L'adéquation à une loi lognormale paraît
également possible au vu du graphique, bien qu'un peu moins bonne. En revanche, l'étude
des QQ Plot élimine les lois exponentielle et de pareto comme adéquation à notre échantillon.

Mean excess function

Nous avons ensuite tracé le graphe de la mean excess function (�gure 35).
Il est di�cile de tirer une interprétation de ce graphique. La mean excess function est un

outil qui fonctionne assez bien sur les données simulées. En revanche, les résultats obtenus
sur des données réelles sont parfois di�cilement interprétables. On peut cependant observer
un léger décrochage de la fonction moyenne en excès aux alentours de 1 million d'euros. La
fonction prend alors la forme d'une droite avant de se stabiliser et de repartir à la hausse aux
alentours de 2.5 millions d'euros. La fonction n'étant pas horizontale, on peut postuler une
queue épaisse pour la distribution du montant des sinistres incendie.
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Fig. 35 � Fonction de moyenne en excès pour les sinistres incendie France.

5.2.4 Modélisation à l'aide d'une seule distribution

La première étape de notre modélisation consistait à étudier si une seule loi permettait
d'ajuster correctement la sinistralité, aussi bien sur la partie centrale de la distribution qu'en
queue de distribution. Nous avons pour cela appliquer les tests d'adéquation de Kolmogorov-
Smirnov et Anderson Darling à plusieurs lois usuelles. Le seuil de signi�cativité est toujours
5%. Nous avons obtenu les résultats suivants :

Loi usuelle Test de Kolmogorov-Smirnov Test d'Anderson-Darling
Lognormale Acceptation (D=0,053) Acceptation (A=2,00)
Gamma Rejet Rejet
Weibull Acceptation (D=0,067) Acceptation (A=1,12)
Pareto Rejet Rejet

Pareto généralisée Rejet Rejet

Ainsi, les tests d'adéquation con�rment l'impression visuelle donnée par les QQ Plots,
puisque l'adéquation à la loi de Weibull de paramètres α = 0, 6 et β = 355276 est acceptée,
de même que l'adéquation à une loi lognormale de paramètres µ = 11, 8 et σ = 1, 9. De plus,
on constate que le test de Komogorov-Smirnov accepte en priorité l'adéquation à une loi
lognormale (la distance D est inférieure pour la loi lognormale), alors que le test d'Anderson
Darling accepte en priorité l'adéquation à la loi de Weibull (la distance A est inférieure pour
la loi de Weibull). Ceci est certainement dû au fait que la loi de Weibull ajuste mieux nos
données au niveau de la queue de distribution.
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Fig. 36 � Fonction de répartition empirique et fonction de répartition de la loi de Weibull.

Fig. 37 � Fonction de répartition empirique et fonction de répartition de la loi lognormale.

De manière générale, la loi de Weibull semble mieux ajuster la distribution de nos obser-
vations et encore plus particulièrement au niveau de la queue. Il est donc logique que le test
d'Anderson Darling, qui accorde plus de poids aux queues de distribution, préfère la loi de
Weibull. Nous allons maintenant tenter d'améliorer la modélisation en considérant deux lois.

5.2.5 Modélisation à deux lois

Ajustement GEV

Nous nous intéressons tout d'abord à la queue de distribution et traçons les deux gra-
phiques qui permettent de distinguer les cas ξ = 0 et ξ > 0. Si les points sont alignés sur le
premier graphique, alors l'hypothèse ξ = 0 est validée. Au contraire, si les points sont alignés
sur le deuxième graphique, alors c'est l'hypothèse ξ > 0 qui est validée.
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Fig. 38 � Test de ξ = 0.

Fig. 39 � Test de ξ > 0.

Il est important de savoir dans lequel des deux cas (ξ = 0 ou ξ > 0) on se trouve car
cela conditionne la suite de la modélisation. En e�et, pour déterminer le seuil de sinistralité
extrême, nous nous basons sur l'estimateur de Hill. Mais ce dernier n'a de sens que si nous
sommes dans le cas ξ > 0. Cependant, ces graphiques ne permettent pas de di�érencier
nettement le cas ξ = 0 du cas ξ > 0 puisqu'aucune des deux courbes obtenues n'est identi�able
à une droite.

Nous continuerons la modélisation en supposant que nous sommes dans le cas ξ > 0 et
donc que l'estimateur de Hill existe. Cette hypothèse est tout à fait possible étant donné
que nous sommes en présence de distributions à queues épaisses (le paramètre α de la loi de
Weibull qui modélise l'attritionnel est strictement inférieur à 1). Or le cas ξ = 0 correspond
théoriquement à des distributions de type exponentielle, c'est-à-dire à queues �nes.

Détermination du seuil

Nous mettons à présent en oeuvre l'estimateur de Hill a�n de déterminer graphiquement
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le seuil départageant les sinistres attritionnels des sinistres extrêmes.
Le graphique suivant représente l'estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d'excès
considérés.

Fig. 40 � Estimateur de Hill en fonction du seuil et du nombre d'excès considérés.

Nous remarquons une zone de stabilité entre 40 et 60 excès. Au delà de 60 excès, l'estima-
teur n'est plus du tout stable. Nous considèrerons donc que l'adéquation à une GPD débute
au niveau du 60ème excès, soit un seuil à 1 000 000¿.

Ainsi, un sinistre inférieur à 1 000 000¿ sera considéré comme attritionel, alors qu'un
sinistre supérieur à 1 000 000¿ sera considéré comme extrême.

Ajustement de la partie centrale

Nous avons vu dans la partie "modélisation à une loi" que deux lois étaient acceptées
pour modéliser le montant des sinistres : la loi lognormale et la loi de Weibull. Nous nous
demandons alors laquelle des deux lois est-il le plus judicieux de garder pour modéliser la
partie attritionnelle de notre sinistralité. Sur les �gures 36 et 37, nous constatons que sur
la partie centrale de la distribution, la courbe de la loi lognormale se situe légèrement au
dessus de la courbe empirique, alors que la courbe de la loi de Weibull se situe sur la courbe
empirique ou légèrement dessous. La courbe de Weibull aura donc tendance à tarifer un peu
plus cher le risque (cf. �gure 44). Mais, par principe de prudence, il vaut mieux prendre en
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compte plus de risques que pas su�samment (tout en restant conscient qu'une sur-tari�cation
entraînerait la perte de clients). C'est pourquoi nous avons décidé de conserver l'adéquation
à la loi de Weibull pour l'attritionnel.

L'estimation des deux paramètres de la loi de Weibull par la méthode du maximum de
vraisemblance conduit à α = 0, 60 et β = 355276.

Ajustement de la queue de distribution

Nous modélisons la sinistralité extrême à l'aide d'une loi de pareto généralisée. L'estima-
tion des deux paramètres de la GPD par la méthode du maximum de vraisemblance conduit
à ξ = 0, 28 et σ = 909442.

Les fonctions de répartition emprique et modélisée relatives à la sinistralité extrême sont
représentées sur la �gure suivante.

Fig. 41 � Sinistralité extrême empirique et modélisée.

Modélisation globale

Nous reconstituons à présent le modèle global à deux lois dé�ni dans la partie 4. La
�gure suivante représente la fonction de répartition empirique et la fonction de répartition
modélisée.
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Fig. 42 � Sinistralité empirique et modélisée (modèle à deux lois).

Visuellement, l'adéquation semble bonne. Nous e�ectuons un zoom sur la queue de dis-
tribution a�n de comparer le modèle à une loi et le modèle à deux lois.

Fig. 43 � Comparaison des modèles 1 et 2 : zoom sur la queue de distribution.

Le résultat obtenu est nettement moins bon que pour l'application DFA. Les deux courbes
des deux modèles sont quasiment superposées, l'apport de la modélisation à deux lois semble
visuellement ici faible. Cependant, nous allons voir dans la section suivante que les queues
de distribution des deux modèles ont des comportements di�érents, ce qui ne se voit pas ici,
mais aura des implications fortes en termes de tari�cation.
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5.2.6 Tari�cation de traités en excédent de sinistre

Maintenant que nous avons modélisé la distribution des sinistres dans son intégralité, il
est possible de coter n'importe quel traité en excédent de sinistre, dit "traité XS". Bien que
les sinistres proviennent d'une base proportionnelle, il peut être imaginé une structure de ré-
assurance XS sur cette base qui s'apparenterait à une réassurance XS de "pool". Considérons
un traité pXSf où f désigne la franchise du sinistre et p sa portée. Notons X le montant
du sinistre et Y le montant à la charge du réassureur. Rappelons que le coût à la charge du
réassureur Y est nul si le coût du sinistre est inférieur à la franchise f , X − f si le sinistre
est compris entre f et f + p et p si le sinistre excède f + p. Mathématiquement, on a :

Y =


0 , X < f

X − f , f < X < f + p

p , f + p < X

Plaçons nous dans le cadre du modèle fréquance-sévérité, présenté en annexe 2. Notons N
le nombre de sinistres, Yi les di�érents sinistres et S la sinistralité, qui a donc pour expression
S =

∑N
i=1 Yi. A�n de nous concentrer sur l'impact des modèles 1 et 2 en terme de prime pure,

nous allons utiliser le modèle fréquence-sévérité, mais en faisant l'hypothèse simpli�catrice
que l'espérance du nombre de sinistre E(N) est égale à 1. Dans ce cadre, la prime pure est
simplement E(S) = E(Y ).E(N) = E(Y ).
Notons fX la densité de X, FX sa fonction de répartition et F̄X = 1 − FX sa fonction de
survie, E(Y ) s'exprime alors sous la forme :

E(Y ) =

∫ f+p

f

(x− f)fX(x)dx +

∫ +∞

f+p

p.fX(x)dx

=

∫ f+p

f

x.fX(x)dx− f

∫ f+p

f

fX(x)dx + p

∫ +∞

f+p

fX(x)dx

=

∫ f+p

f

x.fX(x)dx− f.(FX(f + p)− FX(f)) + p.(1− FX(f + p))

= [x.(FX(x)− 1)]f+p
f −

∫ f+p

f

(FX(x)− 1)dx− f.(FX(f + p)− FX(f)) + p.(1− FX(f + p))

=

∫ f+p

f

F̄X(x)dx

La valeur de la prime pure du contrat XS a donc une interprétation géométrique simple :
elle est égale à l'aire située au dessus de la courbe de la fonction de répartition, plus pré-
cisément l'aire délimitée par la courbe de la fonction de répartition, les droites verticales
d'équation y = f et y = f + p, et la droite horizontale d'équation x = 1.
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Fig. 44 � Illustration de la prime pure d'un traité pXSf .

Il est maintenant possible de calculer la prime pure. Le premier contrat XS considéré cote
une tranche située de part et d'autre du seuil, c'est-à-dire qu'elle fait intervenir la sinistralité
attritionnelle et la sinistralité extrême, tandis que les contrats XS suivants font intervenir la
queue de distribution. Les valeurs des primes pures obtenues en utilisant les modèles 1 et 2
sont synthétisées dans le tableau suivant.

Contrat Modèle 1 Modèle 2 Ecart relatif
1 000 000 XS 500 000 166 074 166 359 0,17%
1 000 000 XS 2 000 000 39 783 40 972 2,99%
1 000 000 XS 3 000 000 18 925 20 529 8,48%
1 000 000 XS 4 000 000 9 784 11 526 17,80%
1 000 000 XS 5 000 000 5 356 7 019 31,05%
1 000 000 XS 10 000 000 432 1184 174,07%
1 000 000 XS 15 000 000 55 364 561,82%
1 000 000 XS 20 000 000 9 150 1566,67%

Les contrats XS choisis ont tous une portée de 1 000 000¿. Nous constatons qu'à portée
constante, les primes pures diminuent avec la franchise, ce qui est normal car les tranches
ont de moins en moins de chance d'être traversées. En comparant les modèles 1 et 2 sur le
premier contrat, qui fait intervenir à la fois la sinistralité attritionnelle et la sinistralité ex-
trême puisque le seuil u est de 1 000 000¿, on constate que les deux primes sont très proches
(écart relatif de 0,17%), le modèle 2 ayant tendance à être légèrement plus prudent. Les
deux contrats suivants concernent des tranches totalement travaillantes et les résultats sont
encore assez proches, le modèle 2 étant cette fois clairement plus prudent. Pour les contrats
suivants, qui concernent des tranches peu travaillantes à non travaillantes, les résultats des
deux modèles s'éloignent de plus en plus. Le modèle 1 fait intervenir une loi de Weibull,
plus �ne que la loi de Pareto généralisée, et semble mal adapté à la tari�cation des tranches

77



hautes.
Ainsi, quand les tranches sont très peu travaillantes, comme les deux avant-dernières (seul
le sinistre maximum traverse), ou totalement non-travaillantes, comme la dernière, le pre-
mier modèle peut présenter un risque important de sous-tari�cation. En revanche, le modèle
2 semble fournir des résultats plus cohérents, la loi de Pareto généralisée étant beaucoup
mieux adpatée à la modélisation des queues de distribution.
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Conclusion

La sinistralité issue de l'activité de réassurance, bien que de nature complexe, a donc pu
être modélisée dans son ensemble. Les outils mathématiques utilisés ont été principalement
la théorie des tests et la théorie des valeurs extrêmes. Des outils graphiques de détermina-
tion du seuil ont été présentés, le plus e�cace étant selon nous l'estimateur de Hill. Nous
préconisons donc son utilisation pour la détermination du seuil, en suivant ce protocole : en
partant des observations les plus extrêmes, rechercher une zone de stabilité de l'estimateur
de Hill, puis prendre le seuil à la �n de cette zone de stabilité, juste avant un changement de
comportement. La détermination n'est cependant pas toujours des plus aisées. L'utilisation
de méthodes graphiques présente toutefois l'avantage de visualiser la situation, la modélisa-
tion des queues de distribution nécessitant souvent beaucoup d'attention. Plusieurs modèles
de la sinistralité dans son ensemble ont été dé�nis théoriquement et deux d'entre eux ont été
implémentés informatiquement sous la forme d'un outil Excel, ce qui nous a permis d'étudier
leur comportement sur données simulées a�n de les valider puis de les utiliser sur données
réelles.

Sur les deux jeux de données réelles considérés, la sinistralité a pu être modélisée dans
son ensemble. Concernant le premier jeu de données, relatives à la responsabilité civile auto-
mobile en Grande-Bretagne, le modèle 2 rend particulièrement bien compte de la sinistralité
dans son ensemble. Dans le cadre d'une approche allocation de capital, nous avons estimé les
quantiles extrêmes en utilisant les di�érentes approches a�n de les comparer. Avec le second
jeu de données, relatives à des sinistres incendie en France, l'adéquation au modèle 2 est
moins spectaculaire. Cependant, l'étude de la tari�cation de traités en excédent de sinistre
permet de se rendre compte de l'importance de l'utilisation d'une loi adaptée pour la mo-
délisation de la queue de distribution. De manière générale, pour les deux jeux de données
étudiés, le deuxième modèle présentait un caractère plus prudentiel que le premier qui avait
tendance à sous-estimer le risque et à le tarifer moins cher.
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Annexe 1 : L'outil Excel

La partie pratique de ce mémoire a donné lieu au développement d'un outil Excel qui
regroupe tous les outils nécessaires à la mise en oeuvre des modèles 1 et 2 présentés dans
la partie 4 de ce mémoire. Il fournit en particulier les outils utilisés dans la détermination
du seuil de sinistralité extrême (Graphe de l'estimateur de Hill, mean excess function et
Gerstengarbe plot) et il permet de construire le modèle d'ajustement à une loi (modèle 1)
ainsi que le modèle d'ajustement à deux lois (modèle 2).

Nous allons présenter plus précisément les fonctionnalités de l'outil ainsi que la manière
dont elles ont été mises en place, et ce feuille par feuille du �chier excel. Nous précisons égale-
ment que pour fonctionner, le programme a besoin du solveur d'Excel. Il est donc nécessaire
de l'installer à partir du menu "outils / Macros complémentaires".

Les feuilles exploratoires

Dans notre outil, trois feuilles sont consacrées à l'étude exploratoire préliminaire de
l'échantillon étudié.

Feuille "Données"

C'est dans cette feuille que l'utilisateur est invité à entrer la série des montants qu'il sou-
haite modéliser. Il s'agit des montants ultimes déjà revalorisés. L'utilisateur entre également
le seuil de sinistralité extrême qu'il aura choisi à l'aide des outils présentés plus loin.

En cliquant sur le bouton "GO", il obtiendra diverses statistiques descriptives sur son
échantillon. Le bouton "Mise en forme" permet d'initialiser les autres feuilles du �chier, en
vue de leur utilisation future.

Feuille "Répartition"

Cette feuille permet d'obtenir la fonction de répartition empirique de l'échantillon étudié,
ainsi que l'histogramme de la série (comme la �gure [21] pour les données Responsabilité
Civile Automobile).

Feuille "QQPlot"

Cette feuille fournit le graphe des QQ plot pour les quatre lois usuelles qui sont la loi
exponentielle, la loi lognormale, la loi de Pareto et la loi de Weibull.
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Fig. 45 � La feuille "données" de l'outil excel pour les données Incendie France.

Les feuilles de détermination du seuil

Après la phase exploratoire, des feuilles sont consacrées à l'étude du seuil de sinistralité
extrême. On retrouve ainsi les outils présentés en partie 3 de ce mémoire.

Feuille "Mean excess"

Cette feuille fournit le graphe de la mean excess function empirique de notre échantillon

Feuille "Gerstengarbe"

Cette feuille trace le graphe de Gerstengarbe et permet d'obtenir la valeur numérique
précise du seuil à retenir selon cette méthode. Cependant, nous avertissons l'utilisateur du
manque de robustesse de cette méthode.

Feuille "Ajustement GEV"

Cette feuille trace les deux graphes d'adéquation aux lois de Gumbel et de Fréchet. Il est
nécessaire de l'étudier avant d'appliquer la feuille "Estimateur de Hill", a�n de s'assurer de
la validité de l'estimateur de Hill.
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Feuille "Estimateur de Hill"

Cette feuille présente sans doute l'outil le plus pertinent pour déterminer le seuil d'entrée
dans la zone de sinistre extrême. Elle permet d'obtenir le Hill Plot en fonction du nombre
d'excès considérés.

Les feuilles de modélisation

Une fois le seuil déterminé grâce aux outils précédents, nous pouvons passer à la modélisa-
tion de la sinistralité. Elle s'e�ectue en trois étapes. Tout d'abord nous ajustons la sinistralité
à l'aide d'une seule loi. Puis nous essayons d'améliorer l'estimation en queue de distribution
(au delà du seuil choisi). En�n, nous construisons la modélisation à deux lois.

Modélisation à une loi

La modélisation à une loi a été mise en place dans le cas particulier des lois lognormales
et de Weibull (feuilles "Fit Weibull" et "Fit LN"). Le programme estime les paramètres à
partir de l'échantillon en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance. Pour cela, il
faut une première estimation des paramètres de la loi considérée : c'est le calcul e�ectué par
la première approche. Les valeurs trouvées sont ensuite recopiées dans les cases paramètres
et servent au calcul des densités de probabilité fX(Xi). En�n, dans la case "somme", nous
calculons la valeur de la logvraisemblance :

l =
n∑

i=1

ln[fx(xi)]− n ln[FX(s)− FX(d)]

où s est le seuil de troncature à gauche et d le seuil de troncature à droite (facultatifs).
Pour la recherche des estimateurs, nous devons maximiser cette fonction ; le programme va

donc lancer le solveur qui va maximiser la valeur de l en modi�ant la valeur des paramètres. Le
solveur utilise la méthode de résolution numérique de Newton. Au l maximum correspondront
les estimateurs du maximum de vraisemblance.

Les estimateurs calculés en première approche sont très importants car le solveur d'Excel
a besoin de valeurs initiales les plus proches possibles de la solution pour converger.

Pour la première approche de la loi lognormale, nous avons utilisé la transformation de
la loi Lognormale en une loi Normale par passage au logarithme ; nous obtenons alors en
première approche : 

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

ln(Xi)

σ̂ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(ln Xi)2 − µ̂2

Pour la loi de Weibull, la première approche par la méthode des moments est di�cilement
exploitable car l'espérance et la variance de la loi de Weibull dépendent de la fonction Gamma
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qui n'est pas directement intégrée sous Excel. Par contre, la fonction de répartition d'une loi
de Weibull ayant une écriture simple, nous pouvons utiliser les quartiles pour l'initialisation
du solveur.

Soit Q25 le premier quartile (25e percentile) et Q75 le troisième quartile (75e percentile) ;
nous obtenons le système suivant :

1

4
= 1− exp[−(

Q25

β
)α]

3

4
= 1− exp[−(

Q75

β
)α]

Ce qui nous conduit à : 
α̂ =

ln( ln 4
ln 4−ln 3

)

ln(Q75

Q25
)

β̂ =
Q75

(ln 4)1/α̂

Une fois les estimateurs obtenus, nous pouvons calculer la fonction de répartition théorique
et tracer le graphe la comparant à la fonction de répartition empirique.

Fig. 46 � La feuille "Fit Weibull" de l'outil excel pour les données Incendie France.
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Feuille "�t GPD"

Pour améliorer l'adéquation en queue de distribution, nous ajustons une loi GPD aux
données excédant le seuil entré par l'utilisateur. L'ajustement se fait de la même manière
que dans la partie précédente. Nous calculons les estimateurs par la méthode du maximum
de vraisemblance. Les estimateurs utilisés en première approche sont les estimateurs des
moments (Hosking and Wallis 1987) dé�nis par :

ξ̂ =
1

2
(1− X̄2

s2
)

σ̂ =
1

2
X̄(1 +

X̄2

s2
)

où X̄ est la moyenne de l'échantillon et s2 la variance.

Feuille "�t Global"

En�n, la feuille "�t Global" permet d'e�ectuer la modélisation à deux lois en compilant
les résultats des ajustements précédents et en les pondérant par le facteur de normalisation
α dé�ni dans la partie 4 du mémoire.

Fig. 47 � La feuille "Fit Global" de l'outil excel pour les données Incendie France.
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Annexe 2 : Rappel sur le modèle de risque collectif

Le modèle de risque collectif considère le montant total des sinistres d'un portefeuille
composé de plusieurs polices homogènes. Une police peut donner lieu à plusieurs sinistres. Si
les Xi sont les montants des sinistres individuels et N est le nombre total de sinistres pour
toutes les polices du portefeuille, alors le montant agrégé est donné par :

S = X1 + X2 + . . . + XN

Les hypothèses du modèle sont les suivantes :
� les montants des sinistres Xi sont indépendants et identiquement distribués,
� le nombre de sinistres N est indépendant des Xi.

De ce modèle découle la formule fréquence / sévérité utile dans le calcul des primes pures.
Nous avons e�ectivement le résultat suivant :

E(S) = E(N)E(X)

En e�et :

E(S) = E[E(S/N)]

=
∞∑

n=0

P (N = n)E(S/N = n)

=
∞∑

n=0

P (N = n)E(X1 + . . . + Xn)

=
∞∑

n=0

P (N = n)nE(X)

= E(N)E(X)
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Annexe 3 : Remarque sur l'impact de la méthode du Chain

Ladder

Dans le cas de traités à développement long, le prix du sinistre à payer par le réassureur
évolue au cours du temps, en fonction des réévaluations successives du sinistre. Ces réévalua-
tions successives sont courantes en responsabilité civile. Ce problème ne se pose pas pour les
traités à développement court, où le montant du sinistre varie très rarement après quelques
années.

Le développement long conduit à utiliser la méthode du Chain Ladder pour obtenir les
ultimes. Ainsi est estimée la sinistralité empirique, qui est ensuite modélisée. Cependant,
plus l'année de survenance du sinistre est récente, moins nous disposons d'information sur
l'historique d'évolution des montants. La méthode du Chain Ladder a pour but de rendre les
conditions identiques quelle que soit l'année de survenance du sinistre. Toutefois, comme il
y a de moins en moins d'information disponible, la méthode du Chain Ladder introduit de
la volatilité. Dans le cadre de l'utilisation de ces ultimes, il est légitime de se demander si
cette méthode du Chain Ladder n'implique pas un épaississement de la queue de distribution
des ultimes ou une modi�cation du seuil départageant un sinistre attritionel d'un sinistre
extrême. La réponse à cette question est complexe et nous tenterons uniquement d'illustrer
la situation par un exemple.

Considérons le jeu de données relatives aux sinistres responsabilité civile automobile en
Grande Bretagne que nous avons étudié dans la partie 5 de ce mémoire. Nous sommes bien
dans le cas de traités à développement long et nous avons utilisé la méthode du Chain Ladder
pour obtenir les sinistres ultimes. Commençons par représenter les moyennes et écarts type
par année de survenance du sinistre, puis di�érents quantiles resserrés au niveau des quantiles
extrêmes.

Fig. 48 � Moyennes et écarts type.
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Fig. 49 � Quantiles.

Nous observons bien une tendance à l'augmentation de la volatilité de 2001 à 2004, quan-
ti�ée ici par l'écart type. La moyenne semble également augmenter sensiblement sur la même
période. En observant la tendance des quantiles extrêmes, nous constatons que la queue de
distribution a tendance à s'épaissir, phénomène dû à l'utilisation de la méthode du Chain
Ladder.

Traçons maintenant l'estimateur de Hill en ne considérant d'une part que la première moi-
tié de l'échantillon, c'est-à-dire relative aux sinistres les plus anciens, d'autre part la seconde
moitié de l'échantillon, relative aux sinistres les plus récents. Nous cherchons à répondre à
deux questions : d'une part, y a-t-il un épaississement de la queue indiqué par l'estimateur
de Hill, d'autre part, est-ce que la sélection du seuil est impactée ?

En observant ces deux graphiques (�gures 50 et 51), nous constatons que l'indice de queue
ξ est plus élévé sur la seconde moitié de l'échantillon. Cependant, en cherchant une zone sta-
bilité de l'estimateur de Hill juste avant une zone de croissance, nous sommes amenés dans
les deux cas à considérer entre 75 et 80 excès, ce qui conduit à des seuils comparables. Sur
cet exemple, la conclusion est que la méthode du Chain Ladder tend à épaissir la queue de
la distribution empirique, mais la détermination du seuil en utilisant l'estimateur de Hill est
très peu impactée.
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Fig. 50 � Estimateur de Hill relatif à la première moitié de l'échantillon.

Fig. 51 � Estimateur de Hill relatif à la seconde moitié de l'échantillon.
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