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Résumé

Ces derniers temps, un mot est sur toutes lessledams le secteur financier et
actuariel : le risque de crédit. Avec les nouvellégislations (Bale IlI) et le contexte
économique actuel (la crise des "subprimes"),détde ce phénomeéne est a la mode.

Le but de mon stage et de ce mémoire est de dé&traemparer les quatre méthodes
principales de calcul de risque de crédit. Puissdansecond temps, de les rapprocher d'une
nouvelle méthode ditenéthode affine a intensit@fin de pouvoir déterminer si la mise en
ceuvre de celle-ci serait opportune.

Le sujet de mon mémoire inclut une partie de prodocde descriptions détaillées
(présentation des modéles existants et du nouvemléls) et une partie de comparaisons,

synthése et analyse (comparaison des modeélesrdggjsta

Mots clés : risque de crédit, modeles a intensiiéeditMetrics, CreditRisk+,
CreditMonitor, CreditPortfolioView

Abstract

For few months, every single person is concernezlitabredit risk. With the new
legislations (Bale Il) and the economic contexte(Bubprime crisis), this subject is a key
piece of the financial problematic.

My internship's purpose was to describe and comff@efour more important and
valuable credit risk methods. Furthermore, | hadttaly the new one: the "affine intensity
model" to specify the liability and worthiness bis method.

My research was composed of a theoretical part detiailed descriptions about the

five models and a practical part of comparison)yamimand synthesis between each of them.

Key words : credit risk, intensity models, Creditikles, CreditRisk+, CreditMonitor,
CreditPortfolioView






Introduction

L'activité d'une banque est fortement liée a umeaire prise de risque. Afin d'éviter
des pertes importantes au sein d'une compagniestilimportant de savoir analyser et
compenser les risques pris au cours de la vielteae
Une bonne gestion du bilan ou des actifs, une slifigation des titres, des limites sur ceux
qui sont risqués sont des méthodes intuitives dgtiage d'un portefeuille. Néanmoins,
l'importance des risques pour les banques, queltpilites retentissantes ainsi que les
réformes Bale Il conduisent tout naturellementldasques a adopter une gestion des risques
de plus en plus fine accolée a des méthodes catardg.

Les banques sont exposées a différents typesqless
- le risque de taux qui est la variation du prix @ula valorisation d'un actif due a la
variation des taux d'intérét,
- lerisque de change qui exprime la variation dusole change d'un actif par rapport a
une autre devise résultant de la variation du teughange,
- le risque de liquidité engendré par le manque deidité d'un titre, c'est-a-dire sa
capacité a se vendre rapidement et
- le risque de crédit.
C'est sur ce dernier que portera notre étude.

Si les premiers risques sont de mieux en mieuxéygmdes, le risque de crédit, beaucoup
plus aléatoire et important, est encore mal trdaé@s les compagnies financieres et fait
toujours l'objet d'études.

Le risque de crédit que I'on peut ainsi définir :
"Le risque de crédit est le risque de pertes l@em événement de crédit"
concerne en réalité, le risque lié a deux typesgdéments :
- les pertes dues au défaut de la contrepartie et
- les pertes dues a la dégradation du crédit (dégoadde la qualité de crédit ou de
signature de I'émetteur)

Le risque de défaut de contrepartie est I'incetBt@oncernant la capacité d’'une entreprise a

honorer ses dettes et engagements (paiement weétirt/ou du principal). Le défaut peut,



selon certaines approches, étre considéré comrdédeadation maximale de la qualité de
crédit et donc rejoindre le risque de dégradat®wcrédit. A I'heure actuelle, il n'existe aucune
facon mathématique ou économique de déterminaresfirme fera défaut ou non, mais il est

possible d’émettre des hypothéses sur une éventlthillance.

Le risque de dégradation de la qualité de crédit dmprunteur provient des anticipations des
investisseurs sur un titre. Par exemple, une aaticin négative d'un titre sur le marché c'est-
a-dire sur la capacité d'un émetteur a remboueseetie, fait baisser la qualité de ce titre et
entraine la dégradation de sa valeur. Les banqieess ce cas, doivent augmenter leur

provision pour créances douteuses et constatgrettss.



Préliminaires

Le Comité Bale Il et solutions

En 1988, le Comité de Bale, composé des 13 pay¥dganisation de Coopération et de
Développement Economiques publie les premiers «iscode Béle», ensemble de
recommandations dont le pivot est la mise en pihge ratio minimal de fonds propres par
rapport a I'ensemble des crédits accordés : le fabioke. A ce moment, il fut évoqué les
fonds propres réglementaires et les engagemertiedit devant étre calculés par un systéeme
comptable précis.

Le traité, constitué de recommandations, précisanmment que le rapport des fonds propres
sur la somme des crédits accordés ne doit pagétresur a 8%.

Les accords de Bale sont actuellement appliqués plas d'une centaine de pays.

En 2004, le Comité de Bale, prenant consciencdiméss du ratio Cooke en ce qui concerne

le risque de crédit, rédige les accords intitul@&eBll. Ces nouveaux textes prennent en
compte de maniére plus pertinente les notions sesldans le risque de crédit et notamment
celles concernant la qualité de I'émetteur patetmédiaire d'un systeme de notation interne

pour chaque établissement. Un nouveau ratio esemjgace : le ratio Mac Donough.

Le fait que les régulateurs s'intéressent de @s gu risque de crédit comme nous venons de
le voir par la modification des accords de Baldetefl'importance accordée a une bonne

évaluation de la qualité de I'emprunteur.

La réforme Bale Il propose trois approches diséscpour mesurer le risque de crédit
intrinseque des clients :

- L'approche standard qui est schématiquement unécaatén de I'approche Cooke
en procédant par différenciation du risque graceraaations "externes" fournies par
les agences de notations.

- L'approche "Notation Interne Fondation" pour latpiéh banque doit construire des
modeles internes de notations de ses clients mharstes probabilités de défauts

correspondantes pour un horizon d'un an.



- L'approche "Notation Interne Avancée”, approfonetisent de la méthode précédente,

demande une estimation complémentaire des pertessahe défaut.

A la fin des années 90 de nombreux modeles ontdé&téloppés permettant de calculer le
risque de crédit, afin que les utilisateurs quiiedtia dans l'impossibilité d'effectuer une
évaluation interne du risque puissent répondre exigences Bale Il. Ces modeéles ont
rapidement été repris par des logiciels, disposible le marché, permettant a tout un chacun
pouvant se les offrir de calculer le risque de défau la dégradation de qualité de la

contrepartie.

Au début des années 2000, de nouvelles théorggeseencore a I'état de modeles, ont percé
sur le marché du risque de crédit : les modelestensité. C'est parmi ceux-ci que nous

retrouvons ceux qui nous intéressent : les moddfages.

Notions

Risque de portefeuille

Aux deux risques de crédit que nous avons vu pegnétent, c'est-a-dire le risque de défaut
et le risque de dégradation de la qualité de I'taagtil est important de préciser qu'une entité
détentrice de plusieurs actifs est soumise a deisesatypes de risque, dits risques de
portefeuille :
- Les corrélations de défaut : la proportion dansiédig les probabilités de défaut des
différentes firmes sont corrélées,

- L’exposition : le montant du portefeuille exposéregiue de défaut.

Les notations

Un élément trés utile et bien connu pour évaluegualité de la signature d'un emprunteur

consiste dans la "note" ou "rating" accordée par'dgences de notation" a celui-ci.



Les deux principales agences de notation étand8td&Poor's et Moody's (seules agences
de notation avec Fitch ayant eu l'accréditationrgournir les notes dans le cadre de la

réglementation Bale 11), il en sera fait mentiomslégoute la suite du mémaoire.

Ci-dessous un tableau récapitulatif des notatiesplus courantes et leur signification.

Note Note
Standard & Signification Exemples
Moody's .
Poor's
Aaa AAA, Meilleure gqualité, risgue le plus faible France, BERD, G.DF' General
Electric
Haute gqualité. Trés forte capacité a faire face | Dexia, v!ne de Stockhalrm,
Al AR aux obligations de naiement Siemens, Départtement des Hauts
d " de Seine, EDF
Catégorie supeérieure des ohligations de Feroy, David Bowie, Yille de Tours,
A A gualité moyenne. Capacite forte de Suer Lyonnaise des Eaux, Crédit
'ernprunteur & faire face 3 ses obligations Lyonnais, Rothmans
Baa BERABA Gluahte mnyenpe..(}apamt? satlsfaysan.te de FPioneer, Yivendi, CBS, Argentine
'empruntedr & faire face a ses obligations
De nature spéculative. Capacité incertaine &
Ba BB terme de l'emprunteur 3 faire face 4 ses Levi Strauss
ohligations
g g Faible capacité de M'empruntear & faire face & || US Airways, Turguie, Yenezuels,
ses ohligations Giraudy, Indonésie
a3 oo Qual!te rnﬁedmcre. Crander quant au pamm.ent Russie
des interéts et au remboursement du capital
oA oo Hautementsp?ec_ulahf. Proche de la
defaillance.
O En faillite | Iridiurm, Daewoo, Fruit of the Loom,
' United Arists Theaters

Les corrélations

Ici, la corrélation est le lien entre les entre$sd'un méme portefeuille.

Un manager ne peut se contenter de connaitre lgssppotentielles subies et les
probabilités de défaut, il doit aussi tenir commutes corrélations de défaut entre les
entreprises.

Les corrélations sont des éléments fondamentauzathwl de risque puisque la faillite

d'une entreprise peut causer la faillite d'une epnise liée. Nous citons notamment les



corrélations entre secteurs industriels et entges.pBar exemple, une crise dans le secteur
textile entrainera la chute et potentiellement éadt de toutes les entreprises textiles du
portefeuille. La diversification permettra alorédter "de mettre tous les ceufs dans le méme
panier" et donc d'éviter un défaut massif. Il esbhaimportant pour un manager du risque
d'avoir une idée juste et précise des corrélatidnssi rigoureuse que soit la méthode
d'évaluation des corrélations par secteurs ou pealifations, il est tres délicat voire
impossible de déterminer une corrélation parfaitelle-ci devant forcément inclure les

participations croisées entre entreprises, dondiffiesles a obtenir exactement.

Le taux de recouvrement

Le taux de recouvrement est la valeur en unité tameerécupérée par le préteur de la

firme en cas de défaut.

Les taux de recouvrement sont donnés pour chatygeptir les agences de notations en
fonction du degré de sécurisation du titre. Il iegtressant de noter qu'une entreprise peut
émettre des titres dans plusieurs classes. Lesstmbdonnés en pourcentage du nominal des
titres. A ces valeurs sont communément adjointes leolatilités. Ci-dessous, nous avons un

exemple de la firme Moody's :

Degré de sécurisation Moyenne (%) Ecart- Type (%)
"Senior Secured" 53.80 26.86
"Senior Unsecured" 51.13 25.45
"Senior Subordinated" 38.52 23.81
"Subordinated" 32.74 20.18
"Junior Subordinated" 17.09 10.90




Les méthodes de calcul

Les accords de Bale Il prévoient qu'une entregoissese choisir sa méthode d'évaluation de
risque de crédit en interne.

Dans un premier temps, nous étudierons les métbgsl Value-at-Risk, financées par des
entreprises, utilisées couramment de nos jours.

Tout d'abord, nous expliciterons l'approche stmatkel basée sur le pricing des options
implémentée par la firme KMV (rachetée par la spide Moody's, agence de notation). Le
modele CreditMonitor, basé originellement sur ledéle de Merton (1974) comporte un
processus de défaut endogene qui est relié auletwte du capital de la firme.

Ensuite nous aborderons la méthode CreditMetrickadsanque JP Morgan, aussi appelée
"approche par migration de crédit". Celle-ci essdmsur la probabilité qu'une firme a de
passer d'une catégorie de crédit a une autre, yri®ha catégorie "défaut” sur un horizon
donné.

Puis, nous étudierons l'approche dite "actuariell€reditRisk+ initialisée par la banque
Credit Suisse Financial Products basée sur I'hngsetlgque la survenance de défaut pour une
obligation suit une loi de probabilité.

Enfin, nous survolerons la méthode "macroéconomiguecabinet de conseil en stratégie
McKinsey, CreditPortfolioView, qui est un modeéle sciet multi-périodique ou les
probabilités de défauts sont conditionnelles auxabées économiques comme le niveau de
taux d'intérét, le chbmage, la croissance, etc.

Dans une deuxieme partie, nous comparerons lesodegigue nous venons d'étudier sur de
nombreux points comme les données en entrée, l@%ds en sortie, les corrélations ou la
fiabilité des résultats. Cette comparaison se basa@r mes observations et les conclusions de
nombreuses études.

Dans une troisieme partie, nous étudierons un reaéitensité ou modéle affine : le modele

de Duffie, pouvant éventuellement pallier les lizdses des modeéles existants.






Premiere Partie :
| es modeles courants




Les modeles courants

Le modele CreditMonitor de la firme Moody’s KMV

Présentation

Le but de ce modele, comme des suivants, est tiétiadperte engendrée par un évéenement

de crédit en passant par la probabilité de défadiedtreprise.

Le risque de défaut d’'une entreprise croit lorsigu®aleur des engagements tend vers sa
valeur de marché jusqu’a ce que cette dernierergérieure a la valeur des engagements.
La valeur nette de I'entreprise pour ses actioasaiorrespond a :

Valeur de marché des actifs — valeur des engagement

Cette entreprise fera défaut si sa valeur nettmfsieure a zéro.

Il existe trois types d’informations disponiblesr 9@ marché permettant de calculer la
probabilité de défaut : I'état financier de la fende prix de marché de la dette de la firme et
de ses titres et une appréciation subjective deresemnus et risques (la volatilité). Ces
informations peuvent étre combinées dans une geekure de risque de défaut appelée

distance au défaut

La probabilité de défaut peut étre directementutéée a partir de la distance au défaut si la
distribution de probabilité des valeurs des a@gsconnue. En effet, la probabilité de défaut

instantanée correspond & la probabilité que lanist au défaut soit inférieure ou égale a 0.

Oldrich Vasicek et Stephen Kealhofer ont étendunbalele bien connu de Black-Scholes-
Merton pour déterminer un modeéle de probabilit@ééiaut appelé modéle Vasicek-Kealhofer
(VK). Ce modéle prend pour hypothése que les adtifse firme sont des options dont le
point de défaut agit telle une barriére absorbpote la valeur des actifs de la firme. C'est-a-
dire que quand la valeur des actifs tombe sousiet gle défaut, la firme est déclarée en

défaut.



Moody's KMV (MKMV) a implémenté le modéle VK pouratculer 'Expected Default
Frequency (EDF : fréquence de défaut attendue)rmgsure la probabilité de défaut d’'une
entreprise cotée dans I'année a venir ou sur plts@nnées.
Le calcul de cette probabilité requiert en entr&gaines données financiéres comme la valeur
des titres sur le marché, leurs volatilités etc.
La probabilité de défaut est calculée par MKMV mrist étapes :

1) estimation de la valeur des actifs et de leur &t

2) calcul de la probabilité de défaut,

3) calcul de la distance au défaut.

Estimation de la valeur des actifs et de leur volat ilité

Si le prix de marché des actions est disponiblealaur de marché et la volatilité des actifs
peuvent étre déterminées directement en utilisaet approche basée sur la théorie des
options ou une action apparait comme une optiathdtesur la valeur de I'actif sous-jacent de
la firme.

L’engagement limité des actions signifie que leseteurs n'ont pas l'obligation de
rembourser les détenteurs des titres dans le caksowbligataires auraient consommé
l'intégralité des fonds restants puisque ces dexrsent prioritaires. C’est pourquoi, les
détenteurs des autres titres de la firme doivetdgndte jusqu’a ce que les détenteurs
d'obligations soient remboursés par les émettéirsi’autres termes, nous pouvons voir une
action comme un call sur la valeur de la firme aueqrix d’exercice égal a la valeur des
engagements de la firme.

Le modéle VK utilise cette hypothese pour en dédiarvaleur des actifs sous-jacents. Le
processus est équivalent a celui utilisé par ladens pour déterminer la volatilité implicite
d’'une option a partir du prix observé de I'optitua différence réside dans le fait qu'ici nous

avons deux paramétres : le prix des options etvelatilité.

Credit Monitor utilise le modéle général de Mertm tarification des actifs dérivés basé sur

le modele de Black&Scholes.

Soient V, ,dV, la valeur des actifs de la firme et ses variations

W, o, dérivé de la valeur moyenne des actifs de la fietrga volatilité



Ve ,dV; la valeur des fonds propres de la firme et seistans
o. la volatilité de la valeur moyenne des fonds pespde la firme

dzun processus de Wiener

Soit la valeur des actifs d'apres la relation suea
dv, =pv,dt+o,V,dz (1)

Si X est la valeur de la dette due a la date Tsala valeur de marché des fonds propres et la

valeur de marché des actifs sont liées par la fermu Call :

Ve =V,\N(d,) -e™XN(d,) (2)

Avec
In(V,/ X) +(r + USZJT
ST o
d, =d, o ,NT
Et r le taux sans risque

Nous pouvons établir que les volatilités des astietndes actifs sont liées par I'équation :
\

o= 200 @)
E

A partir de la valeur historique des actions dértae ainsi que leur volatilité, nous obtenons,
en inversant les équations, la valeur et la viti@tiles actifs de I'entreprise.

Un des problémes de ce modéle est que celui-tediactions et les actifs donnés par (3) de
facon instantanée, ce qui est en contradiction dae@alité qui est bien trop lente pour
réaliser ce genre de phénomene. Il y a donc uneidtnstabilité des résultats.

Pour pallier a cet inconvénient, MKMV utilise dasen calcul de 'EDF un processus

beaucoup plus complexe basé sur ce principe. Neliétndierons pas ici.



Calcul de la probabilité de défaut

La probabilité de défaut est la probabilité quedkeur de marché des actifs d’'une firme soit
inférieure a la valeur de réserve des engagemantsoaent de la maturité de la dette.
Soit

p. =PrVA < X, V2 =V, ]1=PrInV, <In X /V.) =V,] (@)
Avec p, la probabilité de défaut a I'instant t

V, la valeur de marché des actifs de la firme &fant t

X, la valeur de réserve des engagements

En appliquant le lemme d'lté sur le logarithme miégméet aprés intégration, nous obtenons :
0.2
InV, =InV, +[u —7‘\} + JA«/EE (5)

Ou VI est le revenu attendu des actifs de la firme

Et £ est le facteur aléatoire sur les revenus de lohate centrée réduite

En combinant (4) et (5) nous aboutissons a I'équale la probabilité de défaut

2
P, = P{InvA +(u—%}t +0’A«/f£s In Xt} (6)
Soit

P, =P -

>
o (7)




Le modele Black&Scholes prend pour hypothese quadieure est distribué selon une loi
normale centrée réduite. Nous pouvons donc défeniprobabilité de défaut en terme de

distribution normale cumulée.

e ®)

Calcul de la distance au défaut

Six variables déterminent la probabilité de défdiuhe firme sur différents horizons a partir
d'aujourd'hui jusqu’au temps H :

1) la valeur actuelle des actifs,

2) Ladistribution de la valeur des actifs au temps H,

3) La volatilité des valeurs futures des actifs auger,

4) Le niveau du point de défaut, la valeur des engagésn

5) Le taux de croissance attendu des actifs sur Fbari

6) Lalongueur H de 'horizon,

La distance au défaut est simplement le nombrecart-&/pe entre la valeur des actifs de la
firme et le niveau de la dette. Si nous la placdass le modele de Black&Scholes nous

obtenons la formule :

2
InVA+(p—UAJt
Xt 2 —_
o O
A

Cette formule est une étape intermédiaire du cattmilprobabilité que nous avons vu

DD =

précédemment.



Néanmoins, cette valeur, bien qu'utilisée commeuratle référence dans le modeéle, présente
de nombreux inconvénients.

En effet, dans la pratique, nous avons besoin stajua distance au défaut pour inclure non
seulement la croissance de la valeur des actifsapg@ort au taux mais aussi d’ajuster tous les
cash-flows inclus dans le modele comme les dividend

De plus, la distribution normale est un choix adséde pour définir la probabilité de défaut
pour plusieurs raisons notamment que dans laég#dipoint de défaut est aussi une variable
aléatoire.

Ensuite, la distribution empirique des taux de detdbservés possede des queues plus larges
gu’une distribution normale.

Enfin, jusqu’a présent, le point de défaut étaitua a I'aide des engagements de la firme et
des amortissements planifiés ce qui n’est passtéapuisque les firmes réajustent leurs
engagements en fonction de leurs besoins en finameet en particulier lorsqu'elles sont

proches du défaut.

Corrélations

Les corrélations de ce modele sont estimées deeneahistorique en comparant les données

sur les entreprises dans les années passeées.

Pour résumer

Le processus utilisé par Moody's&KMV se décompaséreis étapes :
1. Estimer la valeur de marché et la volatilité detifs de la firme.
2. Calculer la distance au défaut : la distancécamt-type entre la valeur de la firme et
le point de défaut.
3. Transformer la distance de défaut en une frémpuetendue de défaut EDF en

utilisant une distribution de défauts empiriques.

Parce que la mesure de crédit EDF est basée sprixede marché, elle a un apercu
prévisionnel et refléte la position actuelle daescycle de crédit. C'est donc une mesure
temporelle fiable pour le risque de crédit.

Cependant, celle-ci utilise des hypotheses fortiesneg sont pas respectées dans la réalité.



La méthode CreditMetrics de la firme JP Morgan

CreditMetrics est un outil d’estimation du risquembrtefeuille di aux variations de la valeur
de la dette causées par la variation de la qudét&€rédit de chacun des émetteurs. Cette
meéthode tient compte des deux risques de crédidegradation de la qualité de crédit et le
defaut.

L'approche CreditMetrics se base sur I'estimat®itadlistribution temporelle du changement
de la valeur du portefeuille de préts ou d'obladia un horizon de temps donné.

Le risque est étudié dans un "cadre portefeuiketjui nécessite le calcul des corrélations et

donc des bénéfices de la diversification.

CreditMetrics permet de calculer le risque a patérdeux indicateurs :dtart-type et le

premier percentile.

L'écart-type est une mesure symétriqgue de la digion autour de la valeur moyenne du
portefeuille. Plus cette mesure est grande, plusdge est important.
Le premier percentile indique le premier pourceatagit la valeur la plus basse que le

portefeuille va réaliser x% du temps (x=1%, 5%...).

Les données nécessaires pour ces calculs sont :

- les notations des firmes d'aprés Standard&PoorMaady's comme nous l'avons vu
dans le paragraphe "Notions" de la premiére partie,

- le taux de recouvrement d’'une entreprise en fonalio degré de sécurisation du titre
(cf. la partie Notions),

- une table appelée « matrice de transition » conteles probabilités de migration
d’'une notation a une autre sur un an pour une @mngee
Ci-dessous un exemple de matrice de transition ebaaé les notations de
Standard&Poor's ou I'on voit la probabilité pounghe titre de passer d'un état a un

autre :



Notation Notation & la fin de I'année

Initiale | AAA AA A BBB BB B cccC Défaut
AAA 90.81 8.33 0.68 0.06 0.12 0 0 0

AA 0.70 90.65 7.79 0.64 0.06 0.14 0.02 0

A 0.09 2.27 91.05 5.52 0.74 0.26 0.01 0.06
BBB 0.02 0.33 5.95 86.93 5.30 1.17 0.12 0.18
BB 0.03 0.14 0.67 7.73 80.53 8.84 1.00 1.06
B 0 0.11 0.24 0.43 6.48 83.46 4.07 5.20
CCC 0.22 0 0.22 1.30 2.38 11.24 67.86 19.79

- les corrélations entre titres, c’est-a-dire le kgnre chaque titre d’un portefeuille,
- toutes les données techniques du marché sur legtiebté le titre : taux de coupon,

maturité, le spread, les taxes...

Présentation de la méthode par un exemple type sur un titre

Nous allons calculer le risque d’'une obligation BB& nominal $100, de coupon 6% et de
maturité 5 ans. En ce qui concerne le taux de keement, notre titre est "Senior
Unsecured".
Nous procédons en trois étapes
- Etape 1 : La notation de crédit détermine la philité de migration ou de défaut du
titre.
- Etape 2 : L’ancienneté du titre permet de déteemson taux de recouvrement en cas
de défaut et la valeur du titre.
- Etape 3: Utilisation des valeurs et probabilites deux premiéres étapes pour le

calcul de I'écart-type et du premier pourcentage.

Etape 1 : Changement de notation de crédit

Le modeéle utilise les notations et la matrice dasition S&P sur un horizon annuel.



Prenons I'exemple d’un émetteur noté BBB. Au bduhan, celui-ci peut étre :

- réévalué a la baisse au niveau BB, B ou CCC ou &ignréévalué a la hausse au

niveau AAA, AA ou A,
- garder un niveau constant BBB,

- faire défaut.

Moody's et S&P nous fournissent les tables de riigravec les probabilitép, déterminées

a partir des données historiques :

Notation a la fin de lI'année Probabilité de défau(%o)
AAA 0.02

AA 0.33

A 5.95

BBB 86.93

BB 5.30

B 1.17

CCC 0.12

Défaut 0.18

NB :

- la probabilité de rester constant reste la phuef(86,93%),

- les événements les plus probables ensuite samgrtientation (A) ou la dégradation
(BB) d’'une unité de notation (on parle de notch),

- la probabilité de I'entreprise de faire défauitces0.18%.

Etape 2 : Evaluation du taux de couverture et dalkur du bond

Apres obtention des probabilités de migration, né&xeduons ensuite le taux de recouvrement

et la valeur de I'obligation en cas de dégradatiom’augmentation dans la notation.



- Taux de recouvrement :

En cas de défaut, la valeur résiduelle nette deartwre dépendant du degré de sécurisation
du titre. Comme nous avons considéré que notregatidn BBB, appartient a la classe
« Senior Unsecured », son taux de couverture est de 51.13% de son nominal et possede

un écart-type 25.45% comme nous pouvons le vois tlapartie "Notations".

- Valeur de I'obligation aprées variation de la naiatdu titre :
La valeur de 'obligation apres changement de mmtatorrespond a la somme des cash flows
futurs de l'obligation actualisés sur la courbe @& correspondants a sa nouvelle notation.
Pour cela, nous cherchons tout d’abord la courbbe-@g@upon pour chaque catégorie de

notation afin d'actualiser les flux entre la finl#®rizon et la maturité.

Dans la table ci-dessous, nous avons les tauxcgnen par catégorie de notation :

Catégories £ année 2™ année 8™ année 4™ année
AAA 3.60 4.17 4.73 512
AA 3.65 1.22 4.78 5.17
A 3.72 1.32 4.93 5.32
BBB 4.10 1.67 5.25 5.63
BB 5.55 6.02 6.78 7.27
B 6.05 7.02 8.03 8.52
CcccC 15.05 15.02 14.03 13.52

Reprenons I'exemple de notre obligation BBB de mit#lb ans, de nominal 100€ et de taux
de coupon de 6%. A la fin de 'année nous obteltgh€t il nous reste encore quatre coupons
a obtenir. Si celle-ci est réévaluée a A a la fnl'dnnée, nous réévaluons les cash-flows

futurs (nominal+coupon) avec la courbe des tauxespondants a la nouvelle notation.



Valeur de I'obligation avant prélevement du coupon

V =6+ 6 + 6 + 6 + 6 =10866

L+ 372%) (L+ 432%)2 (L+ 493%)° (L+ 532%)°

Ci-dessous, voici la table résumant les valeud®tégation suivant sa notation future :

Notation Coupon Valeur Forward Valeur totale
AAA 6.00 103.37 109.37

AA 6.00 103.10 109.10

A 6.00 102.66 108.66
BBB 6.00 101.55 107.55

BB 6.00 96.02 102.02

B 6.00 92.10 98.10

CCC 6.00 77.64 83.64
Défaut - 51.13 51.13

NB :

- comme prévu, la valeur de l'obligation augmentém{nue) en fonction de
'augmentation (diminution) de la notation (attrdés investisseurs, ...),
- le 51,13 en cas de défaut correspond a la valeua couverture (ici 51,13% du

nominal).

Etape 3 : Estimation du risque de crédit

Nous avons maintenant toutes les informations isé@es pour calculer I'écart-type et le

premier centile.

- L’écart-type



Calculons tout d’abord la moyenne pondérée desussilées obligations,,., puis I'écart-

type o, incluant la volatilité du taux de couverture :

8 S
Hiotare = z Pk = 10709 Oiotal = \/Z P (Hi2 + Jiz) - p‘t%tale = 318.
=1 i=1

Avec p; les probabilités obtenues a partir de la matrieardnsition (un i correspond a un

état) eto;” les variances du taux de recouvrement.

Celles-ci sont égales a 0 pour la majorité des étaxicepté pour I'état "défaut" ou, dans notre

cas, elle est égale a 25.452,
- Calcul du niveau de pourcentage

Nous cherchons a déterminer & dentile de notre obligation. Pour cela, nous sdilis une
table contenant les probabilités de migration aimpse la valeur des obligations. Nous
regardons la probabilité d’'atteindre chaque nata¢io partant du bas. Le niveau pour laquelle
la valeur est égale ou dépasse les 1% sera co@isidémme le niveau di'pourcentage.

Notation Probabilité | Nouvelle Probabilité | |Valeur - | Difféerence
Finale de I'état (%) | valeur  du | pondérée (€) | Moyenne de

bon + ©)] probabilité

coupon (€) au carré
AAA 0.02 109.37 0.02 2.28 0.0010
AA 0.33 109.19 0.36 2.10 0.0146
A 5.95 108.66 6.47 1.57 0.1474
BBB 86.93 107.55 93.49 0.46 0.1853
BB 5.30 102.02 5.41 5.06 1.3592
B 1.17 98.10 1.15 8.99 0.9446
CCC 0.12 83.64 1.10 23.45 0.6598
Défaut 0.18 51.13 0.09 55.96 5.6358

Moyenne : 107.09€ Variance : 8.9477

Ecart-Type : | 2.99€




En partant du bas, nous voyons que la notation paauelle nous dépassons les 1% de
probabilité cumulée est la notation B, soit unagation de valeur 98.10€, donc une perte de
8.99€ par rapport a la valeur moyenne.

C'est-a-dire qu'une entreprise BBB a 1% de chaecpasgser a une notation inférieure ou
€gale a B avec une perte de valeur résultantenttiéns 8.99€.

A noter que CreditMetrics peut s'utiliser sur umiban d'un an mais aussi pour tout autre

horizon.

Risque sur un portefeuille : généralisation sur plu sieurs titres (voir

annexe 1)

Pour un portefeuille de plusieurs titres, les tagpes sont identiques.
Nous calculons :
- les probabilités jointes de migration incluant ¢éerélation entre titres,
- les valeurs du portefeuille,

- I'écart type et le premier pourcentage du portéésui

Estimation des corrélations des actifs

Bien que de nombreuses méthodes existent sur &étiedla corrélation des actifs, la plus
simple est d’utiliser une valeur fixée entre leses d’obligations dans le portefeuille. Cela
évite a l'utilisateur d’estimer un large nombreaterélations individuelles. Malheureusement
dans ce cas, la capacité a détailler le risqueld®arconcentration sur un secteur est perdue.
Pour information, une moyenne sur la corrélatiomesies actifs peut étre de 25% a 30%.
Dans le cas idéal, nous pourrions produire la itétatles corrélations entre actifs,
malheureusement le peu de sources ainsi que lisipt® de produire une matrice de
corrélation de cette taille rend cette approchaisaible.

C’est pourquoi, CreditMetrics utilise une méthodpéobasée sur les corrélations a partir d’'un
jeu d’'indices de corrélation et d'une cartograguer construire des corrélations émetteur par

émetteur.

Le processus se compose de deux étapes :



- utilisation d’indice industriel tel la domiciliatio afin de batir une matrice de
corrélation entre les secteurs,

- création d’'une cartographie individuelle par émetn fonction de leur participation
dans chaque secteur. Par exemple une firme peaitaét20% francaise et 80%
ameéricaine puis a 70% dans l'industrie chimiqu8@% dans la finance, ce qui nous
conduit a une participation de 56% dans le seateua chimie américaine etc.

Pour chaque étape, on dispose de la participatioseateur de chaque firme, puis nous

calculons la corrélation entre secteur, pour easigterminer la corrélation entre actifs.



CreditRisk+ de la firme Credit Suisse

CreditRisk+ est une méthode utilisée pour calcldsr distributions des pertes de crédit
potentielles d’'un portefeuille.
Contrairement a la méthode précédente, la méthoeditRisk+ ne tient compte que de deux
états : défaut ou non défaut.
Nous allons étudier le cas simplifié ou le tauxdééaut est fixé. Une extension relativement

compliquée permet de passer au cas ou le tauagable (voir annexe 2).

Modéliser le Risque de Crédit

Les actions et obligations sont soumises aux @atiicins des investisseurs, leur cours
tiennent donc compte de la qualité de crédit desttéonrs.

Le taux de défaut varie sur une échelle continyzeat étre vu comme une variable aléatoire
avec volatilité qui traduit l'incertitude de saexl. Comme nous l'avons précisé dans notre
exemple, nous considérerons le taux de défaut conmaeariable fixe.

Le défaut est ici considéré comme un événementéwmgible.

CreditRisk+ utilise quatre types de données eréentr
- I'exposition,
- les taux de défaut des obligations,
- la volatilité de ces taux,

- les taux de recouvrement.

A ce moment, nous pouvons remarquer que le tawéfirit des obligations est ici une entrée

et non pas un résultat comme nous avons pu lalaos les modeéles précédents.

Les étapes du calcul

La modélisation du risque de crédit se fait en detapes :
- calcul de la fréquence des défauts,



- calcul de la gravité des pertes.
Nous en déduisons les pertes dues au défaut afioidune idée de I'amélioration ou de la
détérioration de la qualité du portefeuille et umesure de I'impact de la diversification et de
la concentration du portefeuille.
A partir de ce moment, nous allons nous concestreun exemple concernant un portefeuille

a taux de défaut fixe sur un horizon d'un an.

La fréequence du défaut

En premier lieu, CreditRisk+ modélise la distrilbatide I'événement défaut sur un an dans un
portefeuille varié comme une loi de Poisson ouifmorpore la volatilité.

Soit un portefeuille contenant N émetteurs. On sgppque chaque exposition possede une
probabilité de défaut annuelle connue.

Soitp, = Probabilité de défaut annuelle pour 'émetteur A

Les créateurs de la méthode restent flous quacalaul de cette probabilité, néanmoins nous
pouvons voir qu'il peut étre raisonnable d'utilites tables reliant la qualité de crédit aux
probabilités de défaut fournies par les agencewthtions.

Pour analyser la distribution des pertes, nousodhiisons la fonction génératrice des
moments.

F(=Y p(ndéfautsz”

n=0

De simples calculs sous I'hypothése de défautperdiants (voir annexe 3) nous permettent

d'arriver a la conclusion que la probabilité desfadt s'écrit sous la forme :

n

-u
p(ndéfauty =S l”

avec

H:ZpA

A



La distribution du nombre de défauts correspondcdomine loi de Poisson de parametre u

(nombre de défauts attendus) ne dépendant paveaund'exposition.

Les pertes de défaut

A partir de la distribution du nombre de défautusmouvons considérer la distribution des
pertes du portefeuille. Comme nous I'avons vu, & de défaut, la firme accuse une perte
€gale au montant d0 par I'émetteur moins un mormtamecouvrement.

Posons les notations suivantes pour un émetteur A :
P, = probabilité de défaut de 'émetteur A
L, = exposition de I'émetteur A

A, = perte attendue pour I'émetteur A

Décomposond-, et A, tel que
L,=Lxv,

Ay =Lxg,

Ou v, et £,sont I'exposition et la perte attendue de I'émetigar unité et L une exposition
en montant d'unités.

A ce moment |a, nous arrondissons chagyau nombre entier le plus proche ce qui introduit
notre premiére approximation mais permet de rédlgremombre dev,possible afin de

répartir le portefeuille en m "bandes d'exposition”

La relation entre ces termes peut s’écrire
g £
— H S A
£, =V, X U, soit === > A
avec j=1...m
Etudions a présent la distribution des pertes dueséfaut. Pour cela, introduisons un nouvel

élément aléatoire sur la distribution. En effett@iees pertes seront plus élevées que d'autres

en fonction de I'exposition.



Soit G(z) la fonction génératrice pour les perte$omction de L

G(2) =Y p(pertesagrgées=nx L)z"

n=0

On suppose que les expositions sont indépendameguc implique que les "bandes
d'expositions" sont indépendantes. La fonction ganée totale peut donc étre représentée
par le produit des fonctions génératrices des tsmnde

G(2) = |‘J G,(2

On aura alors pour chaque bande, en utilisant tatifmn génératrice des probabilités de
défaut :

G,(2) =) p(ndéfaute™ = Z%z“w _ gH?
n=0 n=0 n

Donc

m —Zm:pﬁzm:yjz”j
G(2) = ” G(9=e™ ~

Ceci correspond a la fonction génératrice poup&tes du portefeuille.
On peut aussi écrire G(z) telle que :

G(z) =/ = F(P(2))

avec le polynéme :




Nous voyons donc que G(z) s'exprime comme la coitipogde deux sources d'incertitude
provenant de la loi de Poisson pour la fréquencéégénement de défaut et de la variation
des montants d'expositions a l'intérieur du pouidiée

Donc, pour obtenir la distribution de pertes, nausns besoin uniquement des différentes

tailles d’expositionv sur tout le portefeuille et des pertes attendaepour chaque taille

d’exposition. La conclusion que nous pouvons T st que nous n'avons besoin que de trés

peu de données pour un portefeuille entier.

La distribution de pertes est obtenue en effectuartéveloppement limité de G(z).

En effectuant le développement de Taylor de G@)srobtenons :

&(2) = i 14" G(z) "

|
n=o It z=0

De plus,

G(2) = Z p(pertesagrgées=nxL)z"
n=0

Nous pouvons en déduire que

1d"G(2)

= ertesagrgée
A =p(p grgées = 1 47

z=0

Apres plusieurs transformations, nous obtenonsl&ion de récurrence :

A=Y, =3 LA

Jvl<n ]\/J<n

A, =GO)=F(P(O)=¢e"

En retournant dans le cadre général ou le tauxédgut est variable, intéressons-nous au

risque de concentration et a la corrélation parspai



Risque de concentration et analyse sectorielle

CreditRisk+ incorpore les effets macroéconomiquieigpacteraient la variabilité des pertes.
Par exemple une récession économique qui augmenéersque de défaut, ou la sensibilité
des émetteurs aux fluctuations. Pour ce faireale tle défaut est associé a une distribution

de probabilité grossissant plus ou moins la queudistribution des pertes potentielles.

De plus, CreditRisk+ modélise I'impact de la divication par une analyse sectorielle.

On prend pour hypothése que chaque émetteur appatta un secteur possede un facteur
systématique commun influencant de la méme sortetaaax de défaut et sa volatilité. Puis
nous généralisons a plusieurs facteurs. A celas aganutons le risque spécifigue de chaque

émetteur.

Corrélation par paires

Nous allons nous intéresser a la formule de cdio@la@ntre les événements de défaut sous
CreditRisk+. Pour définir clairement la corrélatisur une duréé\t nous associons a chaque

émetteur la fonction indicatrice | telle que sigitfdéfaut | , =1.

1 défaut
0 autrement

A=

La corrélationp entre les deux émetteurs A et B sur une distést définie paro = p(l ,, 1)
Soient les valeurs attendues pburl ; etl ,;sontu,, (4 etu,, c'est a dire le nombre estimé
de défaut de A, B et A et B.

Comme | ne peut prendre que deux valeurs alors :

_ Hap ~ HaMHg
p_ 2 2
V(= 124 (g — 12)

Dans le contexte CreditRisk+, I'équation va s'appwsyr les notations des deux émetteurs A

et B, avec une décomposition sectorielle en n gexte



Reference Emetteur A Emetteur B

Durée At

Probabilté de défaut instantanée P Fa

Mombre de défauts attendus Wy = T-ePadt = p,At Wg = T-0Pe= pAt
Deécomposition sectorielle Ba 7=k =n Bow ;1= k=n

Le modéle de calcul est présenté en annexe (adnexe
La formule finale concernant la corrélation entes émetteurs A et B dans le modéle
CreditRisk+ est :

2
4 (o)
Prg =+ HaHg ZHAkeBk(u_kj
k=1

k
avecy, eto, la moyenne et la variance du taux de défaut.

Cette formule n’est valable que si les probabildésiéfaut dans la période sont faibles.

NB :

- cette valeur peut étre supérieure a 1 si les val@eimoyenne et variance sont élevees

- Siles émetteurs n’ont pas de secteur en commuoyialation est nulle

, g s ,
- Si nous prenons en compte qué est proche de 1 alors la corrélation est de I'oddre

i
grandeur de/ Mg

Le capital économique pour le risque de credit

Une entreprise doit disposer de fonds propres girdeisions suffisantes pour absorber les
pertes potentielles en cas de défaut. CreditRiskfined donc une mesure du capital

économique qui doit étre couvert par les provisipmsr couvrir les pertes dues au défaut.



Le capital économique est la différence entre leani du 99éme pourcentage et les pertes
moyennes (de la méme facgon que l'utilisation dmprepercentile dans CreditMetrics). Il est
intéressant car :

- C'est une mesure plus appropriée pour mesurersiguei économique que celles

prévues par la réglementation,

- elle permet de tenir compte de I'effet de divecsifion,

- elle prend en compte la qualité du crédit et ldetaie I'exposition,

- C'est une mesure dynamique qui reflete le risqueabke d’'un portefeuille, elle peut

donc étre utilisée comme un outil d’optimisation partefeuille.

CreditRisk+ calcule aussi les pertes potentielkesrédit avec la formule ACP (Annual Credit
Provision):
ACP = Exposition x Taux de défaut x (1-Taux de ctwe)

Un calcul fréquent de 'ACP permet de constatesdidation de la qualité de crédit.

De plus CreditRisk+ calcule une distribution deggmepossibles dont la moyenne est I'ACP
mais avec une probabilité plus petite de grandetegeEn effet, comme I'expérience le
montre, 'ACP ne suffit pas car d’'une année swtt&ala moyenne des pertes peut varier avec
de petites pertes fréquentes et de grosses pdussgres. On établit dont I'lncrémental

Credit Reserve (ICR) dont nous voyons la distrinuti-dessous

— ACP=hiveau mayen des pertes
de credit

— Cap ICR=niveau du 99&me
pourcentage de perte

IZR moyen

probabilites







La méthode CreditPortfolioView de McKinsey & Co

Cette méthode a été implémentée dans le logicieti®ortfolioView édité par McKinsey
and Company en 1998. Elle a été développée par ah@n Wilson de la firme Mc Kinsey

and Company.

Les sorties du modéle CreditPortfolioView se rappent de celles du modéle précédant,
soient les deux mesures :

- Lespertes attendueqExpected Loss : EL)

- Le capital pour le risque créditdu portefeuille (Credit Risk Capital : CRC)

Le capital pour le risque de crédit est la sommee gertes maximales dans un
intervalle de confiance (par exemple 99%) sur uégope fixe (par exemple 1 an). Il peut
étre interprété comme le capital économique addigy qui doit étre détenu pour un

portefeuille donné au dela de la réserve de créfilit,de couvrir les pertes inattendues.

Prcbabalite (5]
40
136 @ 999
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= CRC = Reserves

L'approche développée ici pour mesurer les petteadues et inattendues difféere néanmoins

des modeles précédents sur plusieurs points.

Tout d'abord, cette approche modélise la distidbutie pertes de fagcon discrete, en

fonction du nombre et de la taille des créditse Elitorise également le calcul d'une "prime



de large exposition”, qui est une prime de risqoerpassurer les portefeuilles moins
diversifiés au niveau du risque.

Ensuite, la distribution des pertes est largemiafitencée par |'état actuel de
I'économie, plus que par les moyennes historiqueseffet, celles-ci ne correspondent pas a
I'état du crédit courant. Le modele doit donc prereh compte les effets cycliques du défaut
qui déterminent le comportement du partage desuescentre les acteurs majeurs d'un
portefeuille diversifié. Les facteurs macroéconames ont donc une importance non
négligeable, dans le calcul du risque réel de toéain portefeuille.

De plus, les spécificités d'un pays ou d'une itrdusnfluencant le risque sont
explicitement utilisées dans le modéle a travers rédations empiriques qui permettent de
définir des corrélations sectorielles que ce saitpaint de vue régional ou industriel, au

niveau individuel ou du portefeuille.

Le modéle en lui-méme comporte deux composantes :

- Un modele de risque de défaut systématique raattfiel.

Ce modele est utilisé pour simuler le défaut mogenditionnel corrélé ainsi que les
probabilités de migrations pour chaque segment/iaysstrie/notation.

Les probabilités de défaut moyennes de ces segrsentsendues conditionnelles par rapport
a |'état de I'économie et tiennent compte de laibeité des entreprises par rapport a cet état

a l'aide de données historiques.

- Un modele de calcul de la distribution discrees ghertes pour toutes les expositions de
credit d'un portefeuille qu'il soit liquide, illigde, constant, non constant, diversifié ou non.
Celui-ci est complété par une agrégation des digions marginales et conditionnelles des
pertes individuelles pour atteindre une distriboitiotale du portefeuille.

De plus, nous ajoutons une corrélation dans leautkefdes différentes contreparties définie

par le risque systématique. Ce calcul nous corduiux de défaut corrélé moyen.

CreditPortfolioView calcule les pertes selon le mledsuivant :



Structure du modéle
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Le temps est divisé en périodes discretes, indepaiets
Durant chaque période, nous avons trois étapes :
- une simulation pour déterminer I'état de I'écongmie
- le calcul des migrations de notations et d'évoiuties taux de défaut pour chaque
segment industrie/région grace aux équations dwetapd
- enfin un échantillon du portefeuille nous permdttde calculer le défaut actuel de

celui-ci.

La méthode de calcul des corrélations est basédhgyothese que les corrélations entre
défauts des firmes sont liées aux corrélationsedes segments auxquels elles appartiennent

et a I'état de I'économie.






Deuxieme Partie :
Comparaison des modeles




Comparaisons des quatre modeles

Dans ce chapitre, nous recenserons les avantages gtconvénients de chacun des

modeles et effectuerons lorsque cela est possil@eomparaison.

Avant d'entrer dans les détails concernant chago@eha, nous pouvons tout d'abord
faire la constatation que tous les modéles n'ositvpgEiment le méme obijectif :

- le modele CreditMonitor a un but plus global etrastles probabilités de défaut
grace a un ensemble d'équations basées sur le eblasvolatilité des titres
d'une entreprise, puis calcule une réserve,

- les trois autres modeles utilisent les probabiliiésdéfaut comme entrée et
calculent une agrégation de ces probabilités peoir ane vision portefeuille du

risque et donc une distribution.

Le modele CreditMonitor de la firme KMV-Moody's

Ce modele est basé sur trois étapes :

- estimation de la valeur de marché et de la vdiatiles actifs de la firme,

- calcul de la distance au défaut,

- déduction des probabilités de défaut en fonctioladkstance au défaut,
Ce modele est relativement simple et facile asetili
Comme celui-ci se base sur la méthode de tarifioatie Merton, il n'utilise pas de
probabilités de défaut et de matrice de transiinrentrée fournies par les agences de
notations, mais la valeur et la volatilité des@usi
Ces données, sont facilement récupérables et peétrenactualisées quotidiennement,
contrairement aux notations qui sont des donnéasedlies. C'est pourquoi une plus
grande précision, et un suivi journalier sont palssi avec cette méthode.
De plus la firme KMV-Moody's a montré qu'a l'ingur d'une classe de notation, les
probabilités de défaut peuvent étre largement mdiffies d'une firme a une autre, ce qui

remet en cause la précision des méthodes pluslgibea type CreditMetrics.



En revanche, comme ce modéle integre une valeurépaatteur, contrairement a
CreditMetrics qui se sert de classes de notatidnpeut nécessiter des temps de
traitement importants.

Le second inconvénient est que le modéle ne tiamtcompte de la valeur de marché a
travers les expositions, ce modele manque donéalsme.

Ensuite, comme nous le verrons dans le modéle @fetfics, la structure par terme
des taux d'intérét est supposée constante et telation entre risque de marché et
risque de crédit est omise. Ce qui nous sembladmdiste.

De plus, bien que nous ne l'ayons pas abordé MV Kitilise des données historiques
concernant certains facteurs macroéconomiques @éduire les Expected Default
Frequency des Distances au Défaut. Cela suppogeuthenstationnarité concernant les
probabilités de défaut, alors qu'il a été prouvétamment par Wilson que les
probabilités de défaut dépendent du cycle éconosniqu

Enfin, un dernier probleme concerne la détermimaties valeurs en entrée. En effet
pour les entreprises non cotées, nous pouvonduatrune valeur “fictive" de I'action
en se basant sur le rapprochement de celle-ci @ave@ntreprise cotée. Néanmoins, le

modéle devient donc moins précis.

CreditMetrics de la firme JP Morgan

Le modéle est basé sur trois étapes logiques.

Les documents permettant de I'expliquer sont tramesps et permettent a tout
utilisateur de savoir de quelle maniere fonctiommdogiciel. Ainsi, celui-ci peut le
comprendre afin d'améliorer le processus.

Ensuite, JP Morgan introduit une amélioration coésable par rapport a I'ancienne
méthode qui consiste a calculer, en plus du défauperte liee a la dégradation et
l'augmentation de sa notation sur un an ce qui doase une distribution.

Enfin cette méthode, simple elle aussi, est largemtlisée dans les banques et semble

avoir fait ses preuves.



Néanmoins, de nombreux points laissent planer @eged sur sa précision et son
efficacité.

Tout d'abord, le modele dépend entierement destioigaet matrices de transition
fournies par Moody's ou Standard & Poor's. En €abe de celles-ci, il est impossible
d'implémenter le modéle ce qui rend la méthodedépendante.

De plus ces matrices sont supposées constantededtaraps, ce qui évidemment ne
correspond pas a la realité puisque les probabildé défaut sont totalement
dépendantes de certaines variables économiquesteliep.

Ensuite, le document, bien que transparent, regtdetnent flou sur les corrélations
entre les émetteurs. L'explication repose la maj@artie du temps sur une corrélation
fixée et exogéne or cela est inexact puisque l@kation peut étre réellement différente
entre deux couples d'entreprises méme si cellesitcia méme notation. D'aprés les
utilisateurs, estimer les corrélations a partircdéte méthode reste un exercice trés
délicat.

Il est a noter, que ce probléme se retrouve aass th méthode CreditMonitor.

Ensuite, en généralisant tout un portefeuille dsgises spécifiques a sept classes de
notations, nous perdons les particularités de ct@ctlous entrons donc dans un
domaine trés imprécis ou chaque entreprise d'umeenv@tégorie serait censée avoir la
méme probabilité de défaut.

De plus, certains théoriciens remettent en caugestasse des probabilités de défaut
calculées a partir des données historiques, leegtmtéconomique étant changeant
d'année en année.

Enfin, on peut s'interroger sur la pertinence diéfaut intervenant de maniére continu
dans un exercice alors que la notation est mismuiagur une base discrete. En effet,
cela signifierait donc qu'une entreprise, dont &grddation ou l'augmentation de
notation ne se fait qu'en fin d'année voit sa posiévoluer au milieu de celle-ci. Cette
hypothése, bien que pratique, n'est pas réaliste.



Le logiciel CreditRisk+ de la Credit Suisse

Ce modéele est appelé le modeéle "actuariel" et nasteréférence parmi les logiciels de
risque de crédit. De la méme facon que le modededaent, ce modele a pour but de
nous fournir une distribution de probabilité dasxtde défaut.
Rappelons que ce modéle se base sur trois étapes :

- estimation de la fréquence des événements de défaut

- estimation de la sévérité des pertes en cas datdgfa

- estimation de la distribution de la perte de défkuts un portefeuille.
En premier lieu, il est important de remarquer aee modéle, contrairement aux
précédents, prend les probabilités de défaut eméenét non en résultat. Les
propriétaires de cette méthode restants tres ffausl'obtention des probabilités de
défaut se concentrant plus sur la corrélation ddautls et la valeur d'un portefeuille
face au risque.
Ensuite, peu d'éléments en entrée sont demandés

- les probabilités de défaut et leur volatilité,

- les taux de recouvrement.
Ceux-ci sont fournis par les agences de notatmmgui, une fois de plus, simplifie son
utilisation.
Enfin, une documentation claire et précise estri@yrpermettant d'avoir une vue
d'ensemble ou une vue plus détaillée sur la madi@is Celle-ci étant
mathématiquement beaucoup plus complexe, faisargrates lois de probabilité et des
calculs assez poussés, un utilisateur non avedirpdout de méme comprendre les
grandes lignes du moteur de calcul du logiciel.
Ce point est important : en effet si CreditRisk+ GteditMetrics fournissent ces
"technical documents”, la firme KMV Moody's (de m&uue la firme Mc Kinsey) s'en

abstient, ce qui rend le travail d'étude beaucdup gomplexe.

Cependant, des études ont montré que cette mésmdeestime le risque dans de

nombreux cas et donne des valeurs imprécises gui cencerne les corrélations.



En effet, ce modéle considere les corrélationsrérée et non en sortie comme nous
avons pu le voir dans les autres modeéles. Le dénmieqt de corrélation présent est la
volatilité de chaque taux de défaut.

Ensuite, le logiciel tient compte uniqguement derésence ou non du défaut et non pas
de la gradation ou de la dégradation de la quaditérédit.

De plus, le modéle reste assez flou concernardléilté du taux de défaut approprié a
considérer, n'apportant aucune préconisation. utdr@t donc tester a quel point le
modele peut étre sensible a la variation de ceieuy.

Enfin, le méme probleme présent dans chacune dés mréthodes précédentes est
encore d'actualité ici : les corrélations resteas tdifficles a estimer. De plus, les

documents fournis, bien que complets d'autre padiltent totalement ce probleme.

La méthode CreditPortfolioView de Mc Kinsey&Co

Cette méthode, appelée "méthode économétriquebesmticoup moins utilisée que
celles vues précédemment, c'est pourquoi, il riexigie tres peu de données, de
modeéles, et de critiques concernant celle-ci.

Le plus de ce logiciel est de prendre en compte nibenbreuses données
macroéconomiques qui permettent a celui-ci de ad@ncu plus prés avec la réalité
actuelle du marché. Les entrées concernant awdahdrhiciliation de I'entreprise, que
son secteur industriel ainsi que les hombreux estéconomiques présents permettent
d'anticiper avec précision I'évolution du marché.

Cependant, ces entrées sont nombreuses, tresleliffitrouver et souvent incertaines.
En effet, recueillir des données sur chaque ensemt chaque pays reste un exercice
long et compliqué. CreditPortfolioView est doncmondéle tres difficile a implémenter,

ce qui explique peut étre sa faible utilisation.



Conclusion

D'apres ce que nous pouvons voir, il semble qutadeuces modéles ne puisse
étre considéré comme un modeéle interne idéal pawop un capital réglementaire lié
au risque de crédit. Par exemple, tous ces mogetment I'nypothese que les taux
d'intérét et les expositions sont déterministesjuepour des options simples est vrai,
mais devient totalement hasardeux pour d'autredufisodérivés. Etudions une méthode

innovante concernant le risque de crédit mettasicéne des modéles a intensité.






Troisieme Partie :
Le modele de Duffie




Le modele a intensité de Duffie

Les modéles a formes réduites ne s'intéresseraypamaisons économiques du défaut,
c'est-a-dire a la valorisation boursiere de la &éciou a sa structure d'entreprise mais
considérent celui-ci comme un événement aléatarelitonné par les données disponibles

sur le marché du crédit.

Ces modeéles ont recemment été introduits danstéaaliure sur la théorie financiere

pour le risque de crédit. lls nous fournissent omalélisation cohérente et assez facile a
implémenter mais n'ont pas encore rencontré leesuescompté aupres des régulateurs et des
praticiens. Cela est surement di a leur manquiexiifité.
Nous aborderons ici un modéle avec un processugmsité considérant le défaut comme un
temps d'arrét .
Cette approche a été longuement abordée par Duéfis plusieurs de ses articles, et semble
étre la référence en ce qui concerne les modéldsrisité stochastique.
En réalité, ce modele constitue une extension ioatidu modele CreditRisk+ dont nous
avons parlé précédemment.
Dans cette section nous calculerons et approfonglies diverses notions de cette méthode.
Le modéle proposé par Duffie voit les processusiéfaut comme des variables aléatoires
pouvant effectuer des "sauts" au moment du défamlbnsun processus a intensité
stochastique.
Avec l'étude du comportement joint des temps dauwéfdes taux d'intérét, des paiements
assurés des titres, et des taux de couverture ®mdecaléfaut, nous pouvons déterminer le
comportement stochastique de la structure par tdea@bligations risquées.
En application, les intensités de défaut peuverg &ttorisées a dépendre des variables
observables liées avec la probabilité de défaut.eReample, nous pouvons parler des ratios
dettes/fonds propres, de la volatilité, de I'eredetint, des prix des titres sur le marché, et des
mesures de performance du secteur industriel e¢sauariables macroéconomiques.
Nous allons étudier si cette méthode permet degewrtes principaux défauts identifiés dans
les modeles précédents :

- le taux sans risque évolue de maniére stochastdores que dans les modéles

précédents celui-ci est supposé constant,



- les corrélations de défaut sont souvent priseoerpte de maniere tres brute, donnant
implicitement une corrélation de défaut similaimupchaque catégorie de firme.

- les revenus sur un portefeuille de crédit sont entivbiaisés sur la gauche". Cela
signifie que la dégradation potentielle de la notatd'une firme donnée par Moody's
ou S&P a un effet immédiat sur le prix de l'actid@n revanche, l'augmentation
potentielle se répercute a beaucoup plus long terme

- cette méthodologie doit amener des spécificatiohgientes concernant la dynamique

risque-neutre utilisée pour prédire et détermiaérdlue at Risk de Crédit.

Processus d'intensité associé a un temps d'arrét

Nous rappellerons dans ce chapitre les définitetnsiodeles de base pour un processus a

intensité.

Nous nous plagons dans un espace probalfilis€,P aveg¢ une fiItratiou{Gt t= O} deF.
Soit I'intensité de l'arrivée de défaut :

P(r <t +At/G,) = A(t)A(t)
avec T linstant de défaut

At intervalle de temps trés petit

Soit K, un processus de comptage enregistrantepapd t le nombre d'événements de défaut

d'un portefeuille K, =1, .

Proposition : Soit un processus de comptag&,Kadapté etl est un processus prévisible

non négatif, tel que pour presque tomEt(E[olASds) <oo alors

t .
- M, =K, —J'O/}Sdsest une martingale.

- K est non explosif et est l'intensité de K.

Soit pour une semi-martingale Y, le sAtt =Y, - Iin? Y,
S—



Comme le processus K a une intensité déterminéeest non explosif il s'agit d'un processus
de Poisson. La durée entre les événements suibueeponentielle de moyentéA
Un temps d'arr@ta une intensité sit est le premier événement d'un processus de comptage

non explosif d'intensité .

Comme K est un processus de comptage non explogirkité A et étla filtration telle que
ét 0 G, alors K est doublement stochastique sui@rﬂi/i est un processuét-prévisible et

si pour tout t tel ques >t , conditionné paB, Désgénéré paB, [ ét K. — K, suit une loi de

Poisson de paramét'ftéaudu.

On dit quer est doublement stochastique puisque le processusrdptage sous-jacent est
doublement stochastique.
La probabilité de survie est donc

=A(u)du

P(r>s/G)=EE " 16,)

Processus Affine

La littérature fourmille de modeles utilisant desogessus affines a intensité,
notamment, en modélisation financiere des tauxéién Nous pouvons citer par exemple le
modele de Ornstein-Uhlenbeck, appliqué au tauxéitén par Vasicek en 1977 et la diffusion
de Feller sur la modélisation du taux d'intérét@ax Ingersoll Ross en 1951.

De plus, une classe générale multi-variée d'un teodé sauts a diffusion affine a été
introduite par Duffie et Kan (1996) pour la modétien de la structure par terme.

Enfin, Dai et Singleton, en utilisant un modelediféusion affine a trois dimensions en 2000,
ont découvert que les variances conditionnelldssvariables d'état corrélées négativement
sont des ingrédients essentiels dans I'explicatiomomportement historique de la structure
par terme du taux d'intérét US.

Pour la tarification des options, Heston a propasénodeéle de volatilité stochastique affine

concernant le change et le prix des titres proposeé.

Un processus affine dans un espdz€& IR® est un processus de Markov dont la fonction
caractéristique est :



E(eiu/l(t) /A(S)) — ep(t—s,iu)+z//(t—s,iu)A(S)
avec po(.,iu),¢(.,iu oefficients.
Nous considérons que X est régulier si les coeffits o(.,iu),¢(.,iu de la fonction

caractéristique sont dérivables et continus en @.ntaniere simplifiée, X doit suivre un
processus de sauts de la forme :
dA, =X(A,)dt +c(A,)dB, +dJ,

ou X (x) et c(x)sont affines.

B, est un processus brownien standard géométrique

Cette classe inclut le processus gaussien Ornsteienbeck olc(x gst constant &(4,) est
remplacé par une expression contenant un tauxtderra la moyenne sok(X — A,) aussi
bien que le processus racine carrée c'est-a-dir&(dp) devient k(X —A,) et ou c(x )est
substitué pac\/x . Ces deux exemples sont unidimensionnels.

Reprenons le cas du processus racine carrée. Ndousis ecrire

dA, = k(X-A,)dt+c,/A, dB

avec des parametresk, X constants positifs.
X est appelé "moyenne a long terme" xde taux de retour a la moyenne. Cela signifie que

les valeurs dg, convergent verx a un taux quand t tend vers.

Cette diffusion, concue a l'origine pour modélides tailles des populations fluctuant

aléatoirement, est devenue le populaire process@oa, Ingersoll, Ross (CIR) en finance.

A cette équation, ajoutons un processus de Poksuependant de B.

dA, = k(X - A,)dt+c,/A, dB +dJ,

Le processus J est un processus de sauts domtil&ea suivent une loi de Poiss®&{l leg

: s . . . 1
amplitudes des sauts sont indépendantes entresebesvent une loi exponenﬂeﬂ%—}.
y



L'intensité | d'arrivée des sauts et la moygnde I'amplitude des sauts compléetent la

liste(c, «, X,1, y) des paramétres d'un processus affine fondamental.

Ci-dessous nous avons simulé un processus affirafoental sans saut

0,04
0,035
0,03
0,025
0,02
0,015
0,01

0,005

Dans le graphique ci-dessous, nous avons simupideessus précédent mais cette fois-ci

avec sauts.




Les parameétres ont été calibrés d'apres les tradabuffie soient :
k=06
X =002
c=014
| =02
y=01

Fonction de survie

A présent, cherchons a modéliser la probabilitésateie P(r >t )pour t donné et pour un

temps d'arrér d'intensité | sur un horizon T.

Pour0<t<T, soitY;:
.
Y, = Elexp(-| Ads|F]

Une propriété de la fonction affine est que la pholité de survie peut s'écrire sous la forme

simplifiée suivante :

Y, = Elexp(-| Au)du)G,] =exda(s—1) + Bs-1)A®M)] = P(r > )

Pour déterminer les valeurs des solutionsade et §(r )nous résolvons dans un premier

temps les équations de Riccati suivantes :

PO =g+ pawr+a
da(t)

yB(t)
a PO T80

pour les constantes, p,q,m,l, y

Nous posons comme conditions que :



a0)=40)=0

Le résultat de ces équations nous donne les vatlsreoefficienta(r ¢tS(r )exprimés en
fonctions des paramétres de la diffusion sousriaéo

1+ a,e™

c, +d,e*

B(s) =

ou

C = K ++/ K%+ 2C?

1

-2
d_—/(+\/r12+7202)
t -2
a=-1
b, = d,(-k —2c,) - (—kC, +C?)

_Cl_dl
-

Cl
, =b
_ y
c, =1-+
)

g, =4ty




Modele de défaut pour plusieurs débiteurs

Nous allons étudier les corrélations entre plusigitres d'un portefeuille tout en étudiant le

comportement de l'intensité de défaut de chaquitedéb

Propriété :
Un modele affine fondamental peut se décomposes tdorme de somme de modeles

affines indépendants dont les paraméirgs, y sonj identiques.

Soient N émetteurs dont les temps de défaut..,7, }ont des processus d'intensité affine

fondamentaux,,...,.A .

Chacune de ces intensités peuvent étre décompaméeta forme
A =X+ X,

avec X, X, processus affines fondamentaux de paramg@tresx.,|., y) et(c,x,X;,l,,y) et
X, la partie commune a toutes les entreprisé§ éa partie specifique.
Alors A est un processus affine fondamental ayant pouanpetres (c,«,X,l,y) avec

X=X +X.etl =l +1..
Nous avons donc N+1 processus indépendants.

Notons le parametr@ =1_ /1 la fraction des sauts que subit le portefeuille gigigation. Un

émetteur ne supporte en fait pas I'ensemble deldegtions. Ce parametre peut étre vu
comme la probabilité qu'un saut arrive pour i satlgu'il en est arrivé un pour j. Si de

plusX. (0) = p.A (O)alors pest la corrélation instantanée initiale erifrel; pour tout i est |
C'est-a-dire p= Itirrg(Corr(/]i 1),4;1))).

Nous supposons de plus qpe= X, / X

Un modéle affine permet une corrélation pouvard gtcilement implémentée.



Fonction de répartition du prochain temps de défaut

Proposition 1: Soient X et Y deux processus affines fondamentenépendants, avec pour
parameétre respectivemefd, «, X, , 1, ) et(c,k, X,,ly, ) .
Alors Z=X+Y est un processus affine fondamentalndy@our parametrds, «, X,l, y) avec

X=X, +X etl =1, +I,

Proposition: Considérant N titres, la fonction de répartitthinprochain temps de défaut peut

s'écrire sous la forme:
F(t) =1~ exr{ac 0+ BOX. )+ Na () + O X, (r)]

avec les parametres(t), 5. (t), X .(7),a; (1), B (t), X, que nous avons vu precédemment

Lemme 1: Considérons{z,,...,r, }des temps darrét correspondant a des défauts. Nous
supposons que, pour chaq'u{l...,N} le temps de défaut, a un processus d'intenske

Par ailleurs, on suppose q&r, =7,) = pduri # j.

Alors nous avons un processus pour le premierinsadéfaur™ = min(r,..r, Yl'intensité

A+ Ay

Calcul de la probabilité de k défauts

Nous calculons a présent la probabilité de k défaut
La probabilité que le nombre M de défaut soit égllest :

P(M =k)=C{P(d, n..nd, ndS, n..nd)

Ou nous noterons

qk,N)=P(d, n...nd, ndg,; n...n dg)

la probabilité que seules k entreprises fassemiutl&lur N entreprises.



Ou d, représente I'événement I'entreprise i fait défaud el'évenement I'entreprise i ne fait

pas défaut.

Proposition: Si p; est la probabilit¢ que sur j titres, au moins Ifasse défaut avant la

maturité etq(k, N )a probabilité qu'exactement k titres fassent dédaant la maturité alors :

N ' |
q(k,N) = z (_1)(J+k+N+1) Clz\,_j o

=1

Exemple numérique

Pour la suite, nous utiliserons 4 sets de parasptar calculer le modéle.

Set k x c | H

1 0 B0O00 00200 01410 0 2000 O, 1000
2 0 B0O00 00156 0 0000 0 2000 01132
3 0 E000 00373 01410 00354 00,2500
4 0 k000 00005 01410 05280 0 0s00

Soit le temps de défaot" = min(z,,...,r,, dpnt l'intensité vau, +...+ A, .

Nous avons vu que la fonction de répartition dwcpain temps de défaut parmi k titres est :

F(t)=1- exr{ac (t) + B. ()X (7) + Na; (1) + N, (t)ZN: X, (1)

D'apres les graphiques tirés de l'article de Dudfi€&arleanu prenant en compte les données

des difféerents sets, nous pouvons faire certagm@saurques.

Tout d'abord la distribution du nombre de défagisérrasée au fur et & mesure que nous
paramétrons une corrélation plus importante. lifasiement interprétable que des défauts

indépendants seront plus centrés sur la moyenne.
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Ce graphique montre la probabilité q(k,100) de fadls pendant 10 ans sur un groupe de 100

éléments pour le Set 1 et une corrélation haug) @u basse (0.1)

Autre remarque intéressante, le paramétrage dulmatefluence que peu la courbe en cas

de faible corrélation mais est plus marquante srdegforte corrélation.
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Risque concernant la concentration sectorielle ou r égionale

Il pourrait étre intéressant de considérer le mmagplusieurs débiteurs en intégrant le risque
sectoriel. Pour cela, il suffirait de découper canprécédemment le processus affine en
plusieurs processus affines indépendants de maleie ou moins éclatée suivant la

complexité du modéle.

Par exemple on peut supposer que le temps de défdet 'émetteur i a une intensité
A =X, +Y; +Zou le facteury,;, est commun a toutes les sociétés du secteurfattaur

Z commun a tous les émetteutX, est le facteur particulier de la société i). Nousres donc

une décomposition en processus affines fondameimndépendants.

Nous obtenons :

E[exp(j "= 2 (uydu) Ft] =exfa(s) + B,(9X, (1) + B.(9X. (1) + Na, () + B, (9)Z(1)]



Aveca(s) = a;(s) +ac (s) +a,(s)eta, calcules de la méme maniere que précédemment.

En généralisant le modeéle, nous pouvons envisagemadele multifactoriel avec des

variables non indépendantes.

Calibrage du modele

Une des parties les plus délicates du modéle dendigsalibrer ses parametres. Le modéle
étant relativement récent, il est difficile de reitlir un panel de données suffisamment large
pour permettre une étude approfondie de celui-ci.

Nous considérerons le probleme de la corrélatiparbpour nous intéresser uniguement aux

parametres. Pour cela nous allons voir difféeremtéghodes.

1) La méthode avec les probabilités de défaut

Nous utilisons les tables de probabilités de dééautonction de la notation que nous avons

vu précédemment sur un horizon temporel de 5 ans.

Motations 1 2 3 4 )
FLYLYLN 001% 004% 009% 0,18% 031%
UYL 001% 0 05% 0,15% 027 % 044%
A, 007 % 017 % 0,30% 046% 0E5%
BAA 0,17 % 0.41% 0,78% 1.25% 1 79%
BA 1,08% 341% B, 14% 3.76% 11 05%
B 4 95% 10 97 % 15,75% 19.33% 21 958%
CAA 19,15% 27 43% 32 B3% Jb 32% 39 01%

Ci-dessous le graphique représentant les valewpuamabilités de défaut cumulées sur 5

ans.
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Certains parameétres du modele seront détermindésaindment comme la corrélation. Puis

nous reprenons la fonction de répartition des défauwe précédemment :

F(t) =1-expa, (t) + B, (t) X (0) + Na, (1) + N&, (1) X; (0))

Nous en déduisons les probabilités de défaut agliverizon et nous calibrons le modele en

utilisant un algorithme de Newton.

On détermine ensuite pour chaque notation les paramqui se rapprochent le plus de ceux

fournit par Moody's.

Des études ont montré que sans la corrélationpdesmetres pour une entreprise sont les

suivants :
c y I K X Précision

Aaa 0.15 0.25 0.000010 0.20 0.00020 10
Aa 0.15 0.30 0.00015 0.20 0.00020| ™0
A 0.15 0.50 0.00015 0.35 0.00025| ™10
Baa 0.15 0.75 0.00020 0.50 0.00040 10
Ba 0.15 1.60 0.00150 0.55 0.00100 10
B 0.15 1.70 0.00350 0.60 0.00170| ™10
Caa 0.15 1.80 0.00750 0.70 0.00350 210




La colonne "Précision" est le résultat de la soname&arré de la différence entre les valeurs

trouvées et les valeurs données par Moody's.

Une fois les paramétres calibrés, nous pouvons faurner le modele.

La corrélation peut étre introduite artificiellemesuivant I'historique des titres et une analyse
de I'économie.

Cette méthode n'est pas trés fonctionnelle puibgse sert de modeles déja existants pour

déterminer les parametres. Nous allons étudiemgtaode alternative.

2) La méthode GMM simplifiée (Generalized MethodMdément : méthode des moments

généralisés

Intéressons nous tout d'abord a un modele simplifikes sauts ont été omis.

Le modele de Cox, Ross, Ingersoll, est donc derlad :

dA, = k(X -A)dt+c A dg

- Méthode des moments généralisés.
Comme l'estimation des parametres d'un modeleraoest assez délicate, nous allons donc

discrétiser celui-ci.

Ay = A = (KX+ KAL)+ &4,
E[£t+1] = O

El&,.,2] = 02,

Méme si discrétiser le modéle nous conduit a faire approximation, I'avantage est que faire
la variance des variations de l'intensité dépengcthment du niveau de celle-ci. De plus, si
la période est assez courte, I'erreur engendréa plascrétisation sera minime.

Le principe de cette méthode est, a l'aide dest@qsaci-dessus, d'obtenir des conditions sur
les moments d'aprés la méthode des moments derdanse

La méthode GMM converge asymptotiquement si lesiatlans de lintensité sont

stationnaires et s'il existe des espérances.



Posonsgle vecteur de parametréa, b, o) .

D'aprées I'équation précédentg,.,; est défini par :

£t+1 = /]t+1 - /]t - K)_( - bKAt

De plus, on définit le vecteLfrt (&) par :

Etn
€t+1'/]t
f@)=| 27
€ ~OA,
2
_(€t+l - 0-2/1t)'/1t i
D'apres les équations précédentes, la propriété&tiendance conclu gigf, (J)]= . 0

La procédure GMM consiste a remplaggf, (7 pai son estimation empirique (5, sur T

observations avec :

HORESRAC)

On considere ensuite les estimateurs des parangiiesiinimisent la forme quadratique

suivante :
J: (F) = 9: )W, (9).9: (9)

avecW, () matrice de poids, symeétrique et positive.
MinimiserJ; () revient a résoudre :

D' ()W, (9).9; (8) =0

AvecD(J) matrice Jacobienne dg; (J) par rapport & .
En 1982, Hansen montre que l'on peut choisir laricgatV, () de fagon a minimiser la
matrice de covariance asymptotique en prenant :

W () =S7(9)



D'ou
S@) =E[f,(9).f', (I)]

Notons S,(Z un estimateur de cette matrice de covariance, o gaculer cette derniére

pour l'estimateur GMM dé& :

%(D(; (9).5(9).D, ()

ou D, () est le Jacobien, avet le vecteur des parametres estimés.

Nous utilisons cette matrice de covariance pouetda significativité des parametres.

La valeur minimale de la forme quadratique estrithigée selon ury Sous I'hypothése nulle

gue les conditions d'orthogonalité sont vérifies.

- Application a notre modele

Nous devons estimer les paramétreX,cdu modeéle uniguement puisque nous prenons un

modéle sans sauts.
Nous ne disposons de données que sur les prixdigmtions. La méthode GMM ne peut
donc étre appliquée telle quelle et doit bénéfidiene Iégére adaptation.
Nous pouvons reconstituer les prix zéro couponrtrmkes prix des obligations délivrant des
coupons. Ces prix sont reliés ensuite a l'intert@t@otre modele ce qui nous donne I'équation
suivante :

Bt,'r — e(a'(T—t)+,/3(T—t)./1t)

avec B ;le prix en t du zéro coupon de maturit¢ T et lescfions a etfSsont celles

précédemment citées.
Avec différentiation au premier ordre, nous obtenbéguation

In(B,,,) - In(B,) =%.dt +5§Atdt + BN~ )

et

Ay = A =K (X=A)dt+c A, dZ,



d'ou

IN(B,,) - In(B,) = (E+Eﬂ” + BK(X- A))dtw(x A)+BeyfAdz

Posons alors
E = ﬁ.C.\/I dz,

La distribution est gaussienne donc
g =N(0,p2c2Adt) = N(O,L.c2A (In(B,) — a)dt

Ce qui donne les conditions de moments suivantes :

E[&.]1=0
E [2, - 2. (InB, - a).df =
InB. —a
E +1't— :O
le g )
E [(62, - Be2.(InB, - ) ). '”Bﬂ InB —ay

avec

£, =In(B,,) - In(B,) - {—+/3’026’+(5ﬂ ﬁ)'”Bﬂ ”}dt

Nous pouvons obtenir les valeurs des parametresinpalgorithme de minimisation.

- Application pratique

Les étapes pour I'application sur un modele sausssat donc :
- Récupération des prix sur un site spécialisé (Bloeng..)
- Calcul des prix Zéro-Coupon de ces obligations

- Estimation des parameétrasX,c grace a la méthode GMM



Malheureusement, un manque de temps et de donmées'anpas permis dappliquer la

méthode.

Afin de calculer le modele avec sauts, nous pouvans reporter a la littérature a propos du

modele SGMM (méthode Spectral-GMM)



Conclusion

La méthode de Duffie sur les processus a intemsit€ernant le risque de crédit répond a
guelques unes de nos questions.

Basé sur un modele a composante affine, le taudlédaut est ici considéré comme un
événement impreévisible régi par un processus adauxasard. Elle propose une fonction de
survie et donc une probabilité de défaut qui erodiectres théorique et différente de celle
gu'on a pu voir jusqu'a présent.

Ce modéle est une bonne méthode alternative auxelpmaxistants, comblant quelques
faiblesses de maniére trées mathématique.

De plus, il n'est pas nécessaire d'acheter desdsrindes firmes pour I'implémenter.

En revanche, cette méthode est peu utilisée pagmeasie maniabilité.

Parmi les points négatifs, nous pouvons citer @amaune de flexibilité ainsi qu'un calibrage
compliqué du modele.

De plus, nous n‘avons pas assez de recul surdekats.

En conclusion, si ce modéle est une bonne basectienches, de nombreuses études devront

encore étre effectuées pour obtenir I'aboutissedeoelui-ci.



Conclusion

Dans un premier temps, nous avons décrit les méthadilisées par les logiciels
commercialisés par des institutions bancaires goace le calcul du risque crédit. Comme
nous l'avons vu, ces méthodes divergent sur plisipoints mais gardent une trame
commune. Cette homogénéité présente toutefois geeligiblesses.

Avec d'une part le renforcement des lois concerie 1l et d'autre part les crises que
traverse le secteur, I'étude d'une nouvelle méthesle devenue un point central de
préoccupation des entreprises C'est pourquoi, @meadde croissante d'outils de mesure
encore plus performants est apparue sur le marché.

Le cceur de ce document présente donc une nouvétlede appelé "méthode concernant les
modeles a intensité" dont le principal auteur asffi. Cette, méthode, bien que prometteuse
par de nombreux aspects, semble encore assez ifigéeutt peu utilisable. Un manque de
recul, ne permet pas encore d'avoir une vue d'drieeties problématiques posées par cette
méthodes; celle-ci n'étant de toute facon pasetataht aboutie.

Je regrette par ailleurs de n'avoir pas pu disptsérle long de mon stage des données
nécessaires pour faire moi-méme les calculs, gacdll me baser sur des estimations établies

par d'autres personnes ayant étudié le sujet.
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ANNEXES




ANNEXE 1 :CreditMetrics

Risque sur un portefeuille : généralisation sur plu sieurs titres

Généralisons maintenant a un portefeuille conteplrgieurs éléments. Voici le chemin a

suivre. La nouveauté consiste dans les corrélatatre titres.

Value at Risk due to Credit Correlations
Credit Rating Semiority Credit Spreads Ratings seties,
= - Equities series
v ¥ ¥ ¥
Rating migration Recovery rate Present value Models{e.z..
likelihoods in default bond revaluation correlations)
¥ ¥ v ¥ v
Standard Deviation of value due to credit J qiﬂt credit
quality changes for a single exposure rating changes

Calcul des probabilités jointes
Ajoutons un titre noté A de maturité 3 ans et dextde coupon 5%. Nous voulons obtenir la
valeur de ce portefeuille au bout d’un an. Noussépour cela, la table de valeurs pour

I'obligation A et la table de probabilité.

Year-end rating Coupon Forward Value| Total Value Probability (%)
AAA 5.00 101.59 106,59 004
AA 5.00 101.49 [06.49 227
A 5.00 101.30 10630 91.05
EEB 5.00 10064 10564 552
BB 5.00 98.15 [03.15 0.74
B 5.00 96.39 101.39 .60
CCC 5.00 73.71 5871 0.01
Default 51.13 51.13 0.06

Il faut maintenant estimer les probabilités jointks migration pour chaque obligation. Ces

probabilités jointes doivent résumer les deux &bk probabilité précédentes.

Si nous excluons toute corrélation entre les déwest nous nous contentons de faire une

simple multiplication entre probabilité. Voici latile de probabilité jointe.



Obligor #2 (single-A)
Obligor #1 AAA AA A BEEBE BB B CCC Default

IBBE) .09 227 Q1.05 5.52 0.74 (.26 (.01 0.06
AAA 002 | 0.00 .00 002 (.00 .00 (.00 .00 (.00
AA 033 | 0.00 0.01 (.30 0.02 .00 {1,000 .00 (.00
A 395 0.01 0.14 542 033 0.0 0.0z (.00 (.00
BEB B6093 [ 0.08 1.O8 7915 480 (.64 (.23 0.01 0.05
BE 330 0.00 012 483 (.29 0.0 (.01 .00 (.00
B 117 | 0.00 0.03 1.06 .06 001 (1.0 .00 .00
CoC 012 ] 0.00 (.00 011 (.01 .00 {1,000 .00 (.00
Default 018 | 0.00 (.00 0.16 (.01 .00 (.00 (.00 (.00

Par exemple, la probabilité que le titre A restéénd et le titre BBB reste noté BBB est de
86.93 x 91.05 = 79.15.

En réalité, les titres sont rarement indépendamisencés par les méme facteurs micro-

économiques. Les probabilités jointes ne serontcdpas uniquement le produit des

probabilités individuelles mais seront pondérées yracoefficient de corrélation entre les

titres.

En utilisant le modéle de Merton, nous pouvonslitiblien entre la valeur de la firme et un

changement de notation. En comparant la corrélafies valeurs des deux firmes, nous

pouvons trouver un élément de corrélation entr@iebabilités de changement de notation.

BB

g /

Diefault /

EBB

Fum remains

BEB

AAL

N~

Lower

Higher

Walue of BBE firm at honizon dats

by

Reportons a plus tard le calcul de ces corrélatiengrenons pour notre exemple une

corrélation égale a 0,3. Voici la table des prolitéisijointes de nos deux titres :



Obligor #2 (single-A)
Obligor #1 AAA AA A BEEBE BB B CCC Default

(BBBE) 0.09 227 9105 552 0.74 0.26 0.01 0.06
AAA 0.02 .00 0,00 0.02 0.00 0.00 0.00 0,00 0,00
AA 0.33 0.00 0.04 0.29 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
A 5.95 0.02 0.39 544 0.08 0.01 0.00 0.00 0.00
BBEB 56.93 0.07 1.581 T9.69 455 0.57 0.19 0.01 0.04
BE 5.30 0.00 0.02 4.47 .64 0.11 0.04 0.00 0.01
B 1.17 .00 0,00 0.92 0.18 0.04 0.02 0.00 0.00
cCC 0.12 0.00 0.00 0.09 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00
Default 0.18 0.00 0.00 0.13 0.04 0.01 0.00 0.00 0.00

A noter :

- la somme des probabilités est égale a 100%,

- la probabilité la plus importante est constatgéesde cas ou chaque titre garde son niveau.

- I'effet de la corrélation est généralement d’aiffgrl les probabilités jointes de la diagonale
passant par leur niveau actuel (ici BBB-A).

- la somme de chaque colonne et de chaque lignespand a la probabilité de I'émetteur
seul de changer de notation (ici la somme de |aiéler ligne correspond a la probabilité de
défaut de I'émetteur BBB).

Risque de crédit du portefeuille

A présent combinons les deux titres pour avoiriewr du portefeuille au bout d’'un an

Obligor #2 (single-A)

Obligor #1 AAA AA A BEB EB B CCC Default
(BBB) 106,50 10649 10630 10564 10315 10139 E87I 51.13

AAA 10937 | 21596 21586 21567 21501 21252 210076 198.08 16050
AA 109.19 [ 21578 21568 21549 21483 21234 21058 19790 16032
A 0866 | 21525 21515 21496 21430 21181 210005 19737 15979
BEB 107.55 | 214,14 21404 213285 21319 21070 20894 19626 15868
BE 102,02 | 20861 20851 20833 20766 20517 20341 19073 15315
B 9R.10 | 20469 20459 20440 20374 20125 19949 18681 14923
CCC Bie4 | 19023 19013 18994 18028 18679 18503 17235 13477
Defanlt | 51.13 ) 15772 15762 15743 15677 15428 15252 13984 10226

Cette table représente les 64 valeurs possiblgdafeuille dépendant de la migration des
titres allant de 102.26€ (défaut) a 215.96€. (AAfaun) c'est-a-dire la somme des valeurs

de chaque titre.



Calculons a présent nos deux valeurs de risqéeart-type et le niveau de pourcentage.

- L’écart type :
Les formules restent les méme si ce n'est qu'alte’ calculées non plus sur 8 valeurs mais
sur 64.

64 64
utotale = z pi p’i = 21363 et Utotal = \/z pi p'iz - p'tf)tale = 3'35
i=1

i=1
Rappelons que la moyenne de l'obligation BBB &laitl07.09€ et celle de I'obligation A de
106.55€. Nous voyons donc que la somme des moyasié&gale a la moyenne des valeurs
du portefeuille. En revanche I'écart-type de BBBitétle 2.99€ et celui de A était de 1.49€
donc I'écart-type du portefeuille est plus faibleeda somme des écarts type des obligations

individuelles. Un portefeuille diversifié est domoins risqué.

Si nous généralisons maintenant pour un porteéedél plus de deux titres, nous voyons qu'il
est beaucoup plus complexe d’appliquer cette méthBdr exemple un portefeuille de cing
titre revient & calculer°832 768 probabilités jointes ainsi de suite. Unghmée consiste &
traiter les valeurs par paire en calculant leuravere, puis d’associer les paires par deux et

ainsi de suite jusqu’a avoir la variance du porigie

- Le 1°" pourcentage :

De la méme maniére que nous l'avons vu pour urefmrille a un titre, nous recherchons la
valeur telle que la probabilité de toutes les viaalus petites que celle-la aient pour somme
1%. D’aprés la table de probabilités jointes cistiss nous obtenons I€" bourcentage a
204.40€ ce qui est 9.23€ en dessous de la moyenne.

Pour un portefeuille plus large, il sera impossitée lire la valeur dans un tableau. Nous
utiliserons donc une approche par simulation dengkultat sera une courbe plutdét que des

points discrets.

Risque marginal

Nous venons de voir comment le risque de crédit ga calculé pour une seule obligation.
Néanmoins, la décision de détenir une obligation ieBuencée par la composition du
portefeuille. Le point crucial est le calcul deugamentation du risque causé par I'arrivée dans

le portefeuille d’'un nouveau titre. Pour cela, oddos le risque marginal.



Etudions tout d’abord le risque marginal par rappdrécart-type.
Nous voyons que l'addition du titre A au titre BBBfait augmenter I'écart-type de 2.99€ a

3.35€, soit une augmentation de 0.36€.

Etendons I'étude au calcul du niveau de pourcenfalge adapté aux gros portefeuilles.
Rappelons que le titre BBB a une moyenne de 107ed9 niveau de®lpourcentage de
98.10€ soit un écart de 8.99€ tandis que lorsquérée A est ajouté, le portefeuille a une
moyenne de 213.63€ et un premier pourcentage @@04oit une difference de 9.23€. Le
risque marginal du titre A est donc de 9.23€-8.90E4€ (rappelons que I'écart entre la
moyenne et le ®l pourcentage pour le titre A était de 3.39€). Lfiédence entre 0.24€ et

3.39€ est due a la diversification.

NB : certains définissent le risque marginal comeneontribution d’un titre au risque total

du portefeuille, d’autres le définissent comme pet marginal sur le risque du portefeuille
de l'augmentation de I'exposition totale par un veau montant. Néanmoins et quelle que
soit la définition retenue, le risque marginal lésin une mesure de risque intégrant I'effet de

diversification.



ANNEXE 2 : CreditRisk+

Application au taux variable

Evénement de défaut avec taux de défaut variable

Comme vu précédemment et parce que les secteurmdépendants :

F(2) = i p(ndéfautyz" = |i! F. (2

n=0

En reprenant les notations de I'appendice A7 guigdion de A2 nous pouvons écrire :

F (2|[x = x| = e

Supposons qué, a une fonction de densif¢ (X) , nous posons :

F (2) =Y P(ndéfautyz" = > z" [ P(ndéfaut’ x) f (x)dx = [ €™ f (x)dx
n=0 n=0 x=0

x=0

Afin d'établir une fonction génératrice dg, supposons qu§, suive une loi Gamma de

moyenne/!, et d’écart type, .

Quelques rappels sur la loi Gamma :

La densité pour une loi Gamniaa, ) est égale a :

X

1 - Y
f(x)=—=—e x™" avec (@)= [e*x™*
BT (a) XIO

La moyenne est dona = af et la variances® = a3 nous avons donc

_ _o;,
a,=—, et B =—
k Hy



Distribution des événements de défaut sur un setber :

Avec l'equationF, (2) = J'ex(z‘l) f (X)dx et la loi Gamma nous obtenons :
x=0

1- Py " N ,Bk
F = 0] —
«(2) (1_ pkzj u P

En développant par Taylor
Q n + a - 1 no,n
F(2=00-p,) kZ( nk kaz :

n+a, -1 . s o . o
Et dondF, (2) = (1- pk)"k( s jp{j qui correspond a une densité Binomiale Négative.
n

Conclusion :

La distribution de I'’événement de défaut pour cleasgcteur suit une loi binomiale négative.
Pertes de défaut avec taux de défaut variable
Généralisons le processus étudié avec taux fixe.

G(2) = Z p(pertesagrgées=nxL)z" la fonction génératrice é8(z) = H G, (2)

n=0
()
() k
=\ V; _ 1 ”ik) é'j() Zvj(k)
- k
o g, Huy T3\ v,
z (k)

Nous rappelons I'utilisation du polynont,, (z) =

1-p,
1-pz

La fonction F(2) :( j (*) ainsi que I'expression G, (2) =F.(P.(2) (**)

Nous étendons la formule précédente pour chaqudetmeu secteur k



Ry ()= e | =Ly ey

Nous reprenons également la fonction génératrigeede ou chaque émetteur A a un taux de

—Z XA +Z XpZ'A ZXA(ZVA_]-) X ZVA(ZVA

défaut dex, e 7 —e* — @HR ea — (R
et nous l'appliquons a G(x)

XA(ZVA‘]-)
G (2) = Zz _[P(pertesagrgeeslxk)f (x.)dx, = _[eA f (x)dx,

n=0 X, =0

— jexk(Pk(Z)_l) fk (Xk)dXK

Xy =0

En utilisant les équations (*) et (**) et (***) po€dentes, nous obtenons la fonction

génératrice des pertes suivante :

ay

_ n B n 1- Py
G(Z) = l:' Gk(z) - l:' m(k) g(k) (K

Distribution de perte a taux de défaut variable

Supposons tout d'abord  G(2) = > A,Z"
n=0



. d _ 1 dG(z9) _ A9 ,
avec G(z) satisfaisant dZ(log(G(Z)) 62 dz B *)

A et B sont des polyndmes tels q@¢z) =a, +...+a, z" et B(z2) =b, +...+b,z°

Donc la dérivée du log de G(z) est une fonctioionatelle

1 min(r,n) min(s-1,n-1) )
Montrons que A = b (n+1)[ Z&An. Db (n- J)An-jJ
j=0

dG
Reprenons I'équation (*) et déduisons la reIatioB(Z)# = A(2G(2)
L

j=0 n=0

En remplagant nous obten{rﬁl b, 2’ J(i(n +1)An+1z”j = (Zr: az j(i Ahz”j

Pourn = 0 nous pouvons réécrire les deux membres de I'équatmme suit

min(s,n) min(r,n)

Db, (N+1- DA = D aA,

Soit by(N+1A,,, = mmz(r:r:'; A mmfnt)) (N+1- A
min(r n) mln(s—l n-1)
Oou by(N+DA,,, = ZaAnl me(n—j)Aq_,-
1 min(r ,n) min(s-1,n-1)
Donc A= - (n+1)[ Z&An. ijﬂ(n DA J

Comme nous l'avons vu précédemment
ay

. A 1-p,
G(2) = D Gk(z) - D D m(k) g (k) LK)

A2)

Essayons de caIcuIeH

B(2)



(k)
PO R k) o9
ey ez
He =2

k) (k)
1_&m()€j ZVJ(k)

(k)
Hy =V

A _, (G &[G (D))_<
%"Og(ﬁj'éﬁek(z)};

Ce qui est vrai puisque G’(z)/G(z) est une fonctiationnelle.

Du taux de défaut fixe au taux de défaut variable

Méme si CréditRisk+ est considéré comme un logmiel'on incorpore la variabilité du taux
de défaut, les modeles intégrés se comportent coshiadaux de défaut était fixé sous deux
hypothéses :

- I'écart-type du taux de défaut moyen de chaquessetend vers zéro,

- le nombre de secteurs tend vers I'infini.

Nous allons prouver cette convergence en montra@tla fonction génératrice des pertes a

taux de défaut variable

ay

n

G(2) = lek(Z) = H lm;()zk(k)

N4
tend vers la fonction génératrice de perte a tiax f G(Z) =€
,Bk Hy O-k2 m(k)‘gjgk)
Rappelons quep, = LA = Bem— =)
Si o, tend vers 0 alorg, tend vers 0 et dong, :%tend vers O etr, :’u—k2 - He
k k Py



He
P«

- 1-p,
Donc G(z) - I:l m(9 £ (K

Hy =LY

A la limite et d’apres la seconde hypothese

Mk glk) (k) (1) (M m gt (0

i ] & &7 v A g
n Z ® Z —ZW+Z—ZJ ZVJ(’[) (z' -1
j

6@ - [Jene™  =e™IET 2o
=1

Cqfd.



ANNEXE 3 : CreditRisk+

Evénement défaut avec taux de défaut fixé

Comme nous l'avons déja vu, les événements de td&datiimpossibles a déterminer tant par
le nombre que par la date.
Ce portefeuille contient N émetteurs et chaque giXpa posséde une probabilité de défaut

annuelle : p, = Probabilité de défaut annuel pour I'émetteur A

Pour analyser la distribution des pertes, nousduiisons la fonction génératrice probable

définie a I'aide d’une variable exogene z :

F(2) = i p(ndéfaut3z”

n=0

La fonction génératrice pour un seul émetteurastdment calculable :

Fo(2)=1-p,+ paz=1+p,(z-1

Par hypothése d’'indépendance, nous avons :

F(2) = [1FA(2) =[] @* Pa(z-D)

Pour simplifier, prenons le logarithme :

logF(2) = ) log(L+ p,(z—1))

Prenons I'hypothése que les probabilités de défalividuelles soient faibles, nous pouvons

poser :

Iog(1+ pA(Z_l)) = pA(Z_l)

A la limite, nous avons :
> pa(z-D) -1
F(z)=e* =" avec M=) Pa

A

Aprés un développement de Taylor :



_ _ e u”
F(z) =e/"™ =e#e” = Z—’luz”
n=0 n:

D’ou nous pouvons conclure que la probabilité d&faut est de :

n

; e
p(ndéfauty = ,|u
n
la distribution ci-dessus est une loi de Poissopeddante du nombre de défauts

attendus,
elle ne dépend pas du nombre d’exposition ou diailde probabilité de défauts

individuels,
il n'est pas nécessaire que chaque expositioa aitl@me probabilité de défaut,

'écart type standard es@ bien que les données suggerent une déviation plus

importante.



ANNEXE 4 : CreditRisk+

Calcul sur les corrélations

Nous allons nous intéresser a la formule des aiio@ls entre les événements de défaut sous
CreditRisk+.
Pour définir clairement la corrélation sur une @ufd nous associons a chaque émetteur la

fonction indicatrice | telle que si A fait défaut, =1.

A

|1 defaut
0 autrement

La corrélationp entre les deux émetteurs A et B sur une distést définie pap = o(l 5, 15)
Si les valeurs attendues poyrl; etl ,zsonty,, 1, ety Soit le nombre estimé de défaut de
A, B et A et B, comme | ne peut prendre que deud&ura alors :

_ Hag ~ HaHg
P= 2 2
\/(U‘A - “A)\/(“B - “B)

Dans le contexte CreditRisk+, I'équation va s'appwwsyr les notations des deux émetteurs A

et B, avec une décomposition sectorielle de n :

Refarance Emetteur A Emetteur B
Durée At

Probakilité de défaut instantanée Fa Fa

Mombre de défauts attendus Wy = T-ePadt = p,At Wg = T-0Pe= pAt
Deécomposition sectorielle Ba 7=k =n Bow ;1= k=n

Le terme inconnu de I'équation est la moyenne :



= | X, X n1‘(x)dxk
AB ;[{ABukk

En se référant a la table nous pouvons poser I'appetion suivante :

X Xg = (L— 7)) (L-e™)

Et d'apres la décomposition sectorielle nous sagoes:

X X
Xa :z_keAkp-A et Xp :Z_keskp-s

k Mk k Mk

Posons le coefficient :

HAk5
Wy = HaH
“ Hy Hy- Ame

Alors :

=1 a)k.xx.n f (X, )dx,
;|; ;[ kkku k WA

Nous en déduisons :

0= X [ [x% L 0D ()%, [ [T1,0x)dx

kzk' X X x;:jzk I=LjEk K

+Zwkijkf (xJdx [ [ f,0x)dx

Xj; J¢kJ—1J¢k
Par simplification :

Mpg =HaMg t za)kk'akz
k=1

En remplaganty,. par sa valeur nous obtenons :

2
R
k™ Bk
= A B ABu

k

N\l—‘

Hng — Babs
J(uA 12y (Mg — M2)

= (MaHg)



La formule finale concernant la corrélation entes émetteurs A et B dans le modéle
CreditRisk+ est :

k=1 My

2
IRENTRTSY GAKQBK[Q]

Cette formule n’est valable que si les probabildésiéfaut dans la période sont faibles.

NB :
- cette valeur peut étre supérieure a 1 si les valdeimoyenne et variance sont élevées,

- siles émetteurs n'ont pas de secteur en commuoyitélation est nulle,

. g n ,
- si nous prenons en compte g€ est proche de 1 alors la corrélation est de 'oddre

My
grandeur de/ UM -



