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RESUME

Mots clés :Solvabilité I, générateur de scénarii stochastique modélisation d’actifs,
provisions techniques, Best Estimate, capital regieentaire, structure par terme des taux

d’intéréts, taux nominaux, taux réels, inflation.

Dans le domaine assurantiel, la mise en place dddame Solvabilité Il démocratise le développatrae
modéeles prospectifs. En effet, du fait de I'inversdu cycle de production, seule une vision a lemme

des engagements et de la performance des actifepdiapprocher la rentabilité d’'un produit.

Les modéles prospectifs consistent essentiellea@nbjeter les cash-flows futurs et les interaciantif-
passif. Ces modeéles tiennent compte du caracteertain des flux et des interdépendances entre les
risques. Compte tenu de la complexité des caldess etudes déterministes se voient progressivement
remplacées par des modeles stochastiques plusgqpés. C’est pourquoi I'utilisation de scénatadifs
stochastiques, données essentielles au modeleaugstrd’hui indispensable dans les référentiels
Solvabilité 1l et MCEV.

Nous nous sommes intéressés ici au développemant @Enérateur de Scénarii Economiques (ESG)
permettant de fournir les scénarii d’actifs nécessaux calculs du Best Estimate et des chargesatal
reglementaires (i), mais aussi de remplacer lede§tlALM jusqu’alors déterministes par des modéles

stochastiques reflétant les évolutions historiglessindices et taux considérés (ii).

Tout au long de ce mémoire, nous présentons leegadidentiel dans lequel s’inscrit ce projet, gas
différentes approches que nous avons retenueshygedhéses aux tests de validation des scénarii, en

passant par les méthodologies de calibrage et¢bsigues de simulation.

Enfin, ce mémoire a vocation a présenter de mangagmatique l'intérét, pour une compagnie
d’'assurance vie de taille moyenne, de développepsapre ESG, les problématiques qu’un tel progettp

soulever et les démarches que nous avons eu aeQatesr.
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ABSTRACT

Keywords: Solvency Il, Economic Scenarios Generatgiassets simulation, technical reserves,
Best Estimate, Capital required, stock exchange indators, term structure of interest rates,

nominal rates, real rates, inflation.

In the world of insurance, the reform Solvency énibcratizes the development of long-term models.
Indeed, due to the reversal of the production gyttie performance of a product can only be appmch

throughout a long-term vision of commitments anskés performance.

Long-term simulation consists mainly in forecastihg future cash flows and assets-liabilities datrens.

The model will not only have to take into accoumt uncertain character of amounts and dates of the
future treasury flows, but also interdependencéwdsn risks. Considering the mathematical compjexit
of these required methods, determinist studiesd@ésappearing to be progressively replaced by more
sophisticated stochastic models. This is the readgnthe use of asset scenarios seems to be necessa

the universes of Solvency Il and MCEV.

Although, this memo deals with the development ofEBconomic Scenarios Generator (ESG) which
enables to provide the assets scenarios necessaistdarmine the Best Estimate and Solvency Capital
Requirement (i), but also to replace deterministidV studies with sophisticated models reflectimg t

historical values of considered indicators andgii).

Throughout this memo, we will first introduce thentext of this study, then we will expose the diffa
approaches that must be taken into account, fropothgses to statistical tests on scenarios, and

considering the calibration and simulation methods.

Finally, this memo proposes a pragmatic way to lbgvan ESG in a medium size life insurance company,

and the main problems we can be confronted.
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INTRODUCTION GENERALE

Présentation de I'entreprise

Le Groupe Le Conservateur est un groupe mutuaestaille moyenne qui propose essentiellement,idepu
1844, des produits d'épargne, d’assurance vie ®taldines. Le groupe, composé de trois entités, §e
milliards d’encours. L’allocation de son portefégilest essentiellement obligataire, donc globalémen

prudente.

Allocation fond général du Conservateur-31/12/2009

5% 1%

M Obligations corporate ™ Obligations souveraines ™ Actions ™ Immobilier ™ Produits dérivés

L’ensemble des normes en matiére de solvabilité dasecteur des assurances sera réformé début 2013
La Commission Européenne a pris [linitiative déldboration de cette nouvelle législation, appelée
«Solvabilité Il », des 2001. L'objectif est de pettre la prise en compte de I'ensemble des risques

encourus par les assureurs et I'évaluation préldde situation de la compagnie face a ces risques.

L'EIOPA (CEIOPS jusqu’en janvier 2011) est chargé [a Commission de la consultation des différents
acteurs concernés par la réforme. Ces consultasieffectuent par le biais d’échanges entre asssiret

autorités de contréle : les QIS (Etudes d’ImpacaQitatives).

Cette réforme Solvabilité 1l est ambitieuse, @i point de vue technique que pratique. Elle ssite le
déploiement d”importantes ressources matériellds heimaines, et [I'utilisation de techniques

mathématiques, actuarielles et stochastiquesapsstiquées.

Un générateur de scénarii économiques (ESG) pedmedimuler les trajectoires futures de variables
économiques et financiéres, afin d’évaluer l'actifmme le passif d'une compagnie d’assurance. En
produisant un trés grand nombre de scénarii sttigbas distincts, 'ESG nous permet alors d’évalesr
distributions de probabilité des différentes trepe@es possibles. A ce titre, la génération de adén

économiques constitue une phase cruciale danst@gectif-passif d’'une compagnie d’assurance vie.

GROUPE
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La mise en ceuvre de Solvabilité Il nécessite deurdta des modeles stochastiques pour ces actifs p

les problématiques suivantes :

» Le calcul des provisions techniques, au traved&dealuation des options et garanties et la mise

en place de couvertures adaptées ;

* La détermination du SCR (« Solvency Capital Reaquoéet »), via un critére de probabilité de

ruine sur 1 an.

Ce générateur de scénarii économiques s’avere ndgateétre un outil essentiel d’'aide a la prise de
décision dans le domaine de la gestion des risgjudss pilotage technique et financier d’'une compagh
est alors intéressant d’aller plus en avant dandéleloppement de I'ESG et de travailler avec les

historiques de marché.

J'ai été amené lors de mon stage en 2009 et dasentexte prudentiel « Solvabilité Il » a mettrepdace

intégralement un générateur de scénarii économigeagui m'a permis d’aborder ce sujet d’actualité.
Nous distinguerons des lors deux cadres distinsgus traiterons différemment :

» Le cadre réglementaire d'une part, pour lequekraairons une approche risque-neutre et dans
laquelle nous modéliserons indépendamment chagssecd’actif que nous agrégerons ensuite

par une matrice de corrélations ;

» Le pilotage technique et financier de la compagiaatre part, pour lequel nous développerons

un modéle économiquement intuitif, sous la prolitélilistorique (monde réel).

Ce mémoire s’articulera autour de quatre parties :

Nous présenterons tout d'abord la réforme Solit@hil, en insistant sur les éléments concernéedapa
modélisation d’actifs comme le calcul du Best Eatenou des charges en capital au titre du risque de

marché ;

Dans un deuxiéme temps, nous aborderons lintéeétdévelopper un ESG pour une compagnie
d’'assurance vie, les architectures d'ESG que m@owss choisies, et les techniqgues mathématiques de

modélisation d’actif ;

Enfin, nous présenterons successivement les dgamdapes (en univers risque-neutre puis en mondg rée
gue nous avons eues lors du développement de I'EBS@sistant sur le choix des modeles, les dondées
marché utilisées, les méthodes de calibrage etests de validation des résultats. Quelques pistes

d’investigation seront également proposées.
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LA REFORME SOLVABILITE I

L'objet social des compagnies d’assurance est der ¢gs risques liés aux souscriptions, mais adessi
risques financiers induits par l'inversion du cydke production. De ce fait, les assureurs sontraims de
constituer des provisions pour pouvoir honorer deengagements futurs, aujourd’hui inconnus. Nous
présentons ici les grandes lignes de la réformeaBdité 2, qui vise a redéfinir les exigences emnes de

solvabilité et de pilotage des risques.

|- Présentation de la réforme

Nous pouvons définir la solvabilité par la capadittne compagnie a respecter ses engagements eegers
assurés et ses autres créanciers. Les actifsnitidg® de I'organisme doivent pouvoir couvrir les
engagements en toute sécurité. Le montant du tdpital'organisme dispose au-dela de ses engagemen
est appelé « marge de solvabilité » ; cette maegeotiabilité permet d’absorber les chocs éveniatsa

un nombre ou montant de sinistres inattendu owegsitnation économique défavorable.

La situation dans laquelle I'assureur n'est plasneesure de faire face a ses engagements est eppelé
«ruine». La marge de solvabilité permet d’évitee ¢aiprobabilité de ruine ne corresponde exactemmént
probabilité de pertes et permet de sécuriser uertéelle situation de crise. Cette notion de soltvakest
primordiale dans l'activité d’assurance, et régelgent contrélée par les superviseurs afin de geoties
assurés. Synthétiquement, son montant minima¢méghtaire actuel est de 4% des engagements en euros

et 1% des provisions mathématiques des contraisigds de compte.

En 2013 ces normes de termes de solvabilité vaet &nsidérablement modifiées en Europe par la
réforme « Solvabilité Il ». L’approche actuelle esteffet inadaptée aux risques encourus par $eseass.

Le passage de Solvabilité |, basée sur des formutgs Solvabilité 1, plus réaliste et basée sne u
estimation des risques, représente donc un graadgement dans le monde de I'assurance. Grace a
Solvabilité Il tous les risques encourus serorg pri compte par I'assureur. Des garanties pouriseses
devront étre détenues sous forme de capital dealsitté. Ce capital permettra de s’assurer que la

probabilité de ruine de la compagnie est inféri€ufe5% a horizon 1 an.

Aussi, ce nouveau régime se veut aussi proche agsiybe de la réalité et impose des techniquesidelc
tres complexes, encore aujourd’hui soumises a skému compte tenu des modifications profondes qui
vont s’appliquer aussi bien dans la réglementatjoe dans l'organisation et le fonctionnement des

compagnies d’assurance.
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La version définitive du projet Solvabilité Il ntepas encore totalement établie ; les hypothésdsset
techniques de calcul sont testées par les compaghéssurance dans le cadre des études d'impact

guantitatives.

- De Solvabilité | a Solvabilité Il

2.1 Historique

La réglementation sur la solvabilité a subi relatient peu de modifications depuis la directive Silité
I. Le calcul de la solvabilité est resté inchangéules certaines composantes ont été ajoutées pour
permettre de mieux refléter la situation réelles tentréles portant sur le respect permanent dgsrees
de solvabilité ont été renforcés et les autoritéscdntrole se sont vu conférer des droits d'intetioe

étendus.

La solvabilité future de la compagnie est garapte les capitaux propres et les réserves au 31/12/N
Ainsi les assureurs sont tenus de détenir des fprajges au moins équivalents a I'exigence de mdege
solvabilité. Aujourd’hui, cette exigence de margeslvabilité est évaluée en pourcentage des [oogis
techniques, des primes ou des sinistres, maigsandre en compte les risques réellement encourus.

Des premieres lignes directrices sur l'investissgnues primes ont d’abord été définies par I'Union
européenne en soumettant a des restrictions légarés d'actifs dans lesquels les assureurs peuven
investir. Les risques induits par la détention tifane sont pas pris en compte explicitement daas

exigences de fonds propres de Solvabilité I, ceegplique cette réglementation des investissements.

Le projet Solvabilité 1l introduira un nouveau négi caractérisé par une prise en compte de tousdpes
encourus par les assureurs. Des garanties pouisgegs devront étre détenues sous forme de caleital
solvabilité. La mise en ceuvre de Solvabilité Il @évintervenir en 2013. Aujourd’hui, Solvabilité |
nécessite un investissement matériel et humaia gart des assureurs qui ont, par le passé, pasrapte
de maniéere insuffisante ou inappropriée les canratitfes sous-jacentes de leurs risques.

La Commission européenne a la charge de ce pidfEtOPA fournit 'ensemble des conseils et des
recommandations a partir d'une analyse des résulies études d'impact quantitatives (QIS). Ainsi le

assureurs et les réassureurs participent activesmeptojet Solvabilité I1.
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2.2 La proposition de directive Omnibus 2

Le 19 Janvier 2011, la Commission Européenne aogfpne directive qui vise principalement & modifie
lesdirectives 2003/71/CE - « Prospectus » et 20090188/« Solvabilité Il » : Omnibus 2.

Suite au lancement de nouvelles autorités de dentAdutorité Bancaire Européenne, Autorité Europgen
des Valeurs Mobilieres, Autorité Européenne desurswes et des Pensions Professionnelles), la
Commission a adopté cette proposition législativieagpour vocation de clarifier davantage les pasvo
de ces nouvelles autorités, afin qu’elles puissemailler efficacement. La Directive comprend aules

amendements a la Directive Solvabilité Il.

Cette directive confirme le report de I'entrée égueur de la réforme Solvabilité 1l au 31 décembdpdéd?2
(au lieu du 31 octobre 2012) et prévoit, pour lemble des organismes assureurs, des délais d'édapta

au passage a Solvabilité II.

Les dispositions transitoires maximales sont l@sastes :
» 3 ans pour répondre aux nouvelles exigences ermate gouvernance et d'établissement d’'un
nouveau rapport de Solvabilité ;
* 5 ans pour établir un reporting réglementaire ettrmen place un régime d'équivalence pour
les filiales n’étant pas concernées par la réfaimear leur localisation ;
e 10 ans pour répondre aux principales normes gatmés :
= Calcul du SCR
= Valorisation du bilan prudentiel

= Classification des fonds propres

Par ailleurs, Omnibus 2 prévoit un certain nomteesidplifications dans le calcul de la formule sl ;
pendant une éventuelle période transitoire, legegxies en matiere de solvabilité ne devraient @passer

le SCR et devraient étre au moins égales a la scn@CR et de 50% de la différence entre le SCIR et
MCR. Ces dispositions transitoires doivent encoerdgs organismes assureurs a se mettre en cotéormi

aussitot que possible avec les exigences partiesl@u nouveau régime.
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2.3 Critiques de Solvabilité | et enjeux de la réforne

La Commission Européenne estime que Solvabilitésgnte un certain nombre de faiblesses :
» Le systeme ne prend pas en compte tous les risgpesrtés par I'entreprise.
* Il ne répond plus aux normes internationales con#gelFRS.
» L'une des hypotheses de base de Solvabilité | estlg passé refléte le futur ce qui ne se
vérifie pas nécessairement.
* Solvabilité | pénalise les entreprises qui sur-mionnent par rapport a celles qui sous-

provisionnent.

Devant ces déficiences et une volonté d’harmorésaysteme entre les pays de I'Union Européenne, la
Commission Européenne a orienté la réforme vdiérents objectifs :
» Le renforcement du contrble interne des compagligesurance ;
« L'utilisation par les compagnies de modéles interpartiels ou globaux, qui permettront
d’évaluer leurs besoins en fonds propres et deotides leur solvabilité ;
» Lafacilité de supervision effectuée par les atderde contréle afin de leur permettre d’évaluer au

mieux la solvabilité des assureurs.

2.4 Les 3 piliers de Solvabilité Il : Principes géné&ux

2.4.1 Pilier | : les régles prudentielles

Le pilier | défini les régles quantitatives dar@srdomaines :
* Les provisions techniques avec un objectif d’harisation de leur valorisation ;
* L’exigence de capital calculée sur deux niveauxle: MCR (« Minimum Capital
Requirement ») et le SCR (« Solvency Capital Reguént ») ;

» La définition et les regles d’éligibilité des éléns de capital.

Une approche a deux niveaux des exigences de foofses :

* Exigence de capital de solvabilité, le niveau dedt propres requis pour remplir toutes les
obligations a un horizon temporel donné et en fonat’'un niveau de confiance défini. Tous
les risques importants quantifiables (risque desa@otion, d’investissement, de crédit,
opérationnel et de liquidité) doivent étre priscempte ;

» Exigence minimale de fonds propres absolue, @lidef et plus facile a calculer et au-dessous

de laquelle une mesure prudentielle sera déclenchée
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2.4.2 Pilier Il : le processus de contrble prudentiel

Le pilier 1l a pour objectif de définir les normgsalitatives de suivi des risques d’'une part eaditoniser

les processus de contrdle et de surveillance dgsimmes assureurs et des superviseurs d’autre part

Il correspond a une recherche d’efficacité quartraécanismes d’organisation et de contrdle intetrie

I'élaboration des principes applicables en matikrgestion des risques.

Une attention particuliére est apportée aux questiées a la gouvernance d’entreprise : honotéleti
compétence des dirigeants, compétence égalemeimtstisces de gouvernance, et des intervenants

extérieurs. De plus, les autorités de contr6leuordroit de regard sur la gestion de la compagnie.

En ce qui concerne le contrble interne, 'accenhpksé sur I'existence de procédures écrites gimsisur

la fiabilité du systeme d’audit interne.

Dans le respect de TORSA (« Own Risk and Solvehgsessment »), I'assureur est tenu de définir un
« Risk Appetite » (niveau de tolérance des risquiEs) indicateurs de pilotage et d’adopter un@nisi

prospective en matiére de gouvernance des risques.
Les superviseurs vérifieront que I'organisme étaalipolitique de gestion des risques de maniabdefi

Tous les outils de supervision sont harmonisési &isn les processus de contrble des assurandes et

mutuelles que les pouvoirs et les moyens d’actimméérés au superviseur.

2.4.3 Pilier lll : information et discipline de marché

Le pilier Ill concerne :
* L’information publique dans le cadre de la disciplde marché ;
* L’information a I'usage des superviseurs (dosarertuel) ;

» Lesrégles d’'information des assureés.

Si la construction du pilier 11l est liée a I'avaament des deux premiers piliers, deux grands jp&scen
ont déja été posés par 'EIOPA :
e Un principe de cohérence maximum avec les exigencemptables de publication
d'information ;
* Un principe d’harmonisation des états réglemergaifmmformation des superviseurs, avec pour

cible un dossier annuel.
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2.4.4 Synthese des trois piliers : le « temple grec »

Le schéma ci-dessous, publié par I'EIOPA et la ptudes communiguants sur la réforme, présente de

maniere synthétique les axes de la réforme.

Pilier 1
Exigences
quantitatives
Mise en valeur

économique des
passifs d'assurance
Calcul de I'exigence de
capital

Identification et
évaluation des fonds

Supervision Groupe

Pilier 2
Exigences
qualitatives
L’évaluation interne

desrisques et de la
solvabilité (ORSA)

Le systéme interne de
gouvernance

Audit interne
Controle interne

Pilier 3
Information des
superviseurs et du public

Principe de
transparence
Information publique
Information pourles
superviseurs
Informations publiées
par les superviseurs

propres éligibles
Reégles sur les
placements

Qualité des données / Systeme d’information

Conduite du changement / Pilotage projet

Communication interne / Echanges avec |'ACP

Fig.1 :Les 3 piliers de la directive

2.5 Le bilan dans Solvabilité Il

Le bilan d’'une compagnie d’assurance dans Solvabilsubit des changements :

L'Actif et le Passif seront maintenant évalués deoh « market-consistent », et non plus en valeur

comptable. Les provisions techniques et le besoicegital sont redéfinis.

Les passifs sont valorisés en priorité selon lehoug des passifs réplicables, et a défaut, selovéthode

du Best Estimate + Marge pour risques.

Les passifs réplicables, c’est-a-dire les contEgiargne avec support en Unités de Compte sans eucun
garantie financiere, sont valorisés de maniere rkNtaMarket », c’est-a-dire en répliquant le risqoar

les cours observables sur le marché.

Pour I'évaluation des provisions via le Best EstaneSolvabilité 1l ne fait plus appel au principe d
prudence, mais évalue les passifs a leur justaunal@ marge pour risque correspond, elle, au deét

fonds propres pour porter l'intégralité des engagieinde I'assureur a leur terme.
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Cette approche du bilan permet d’avoir une visidus péaliste et plus cohérente de la gestion de la
compagnie ; cela impose une identification et wt@mation solide des risques qui lui sont propres.

Le schéma ci-dessous récapitule les principaldéérdifces entre le bilan sous Solvabilité | et larbsous

Solvabilité 11 :
Solvency I Solvency II
A A
-~ ~ ~ Y
Plus values Excédent de Excédents de
latentes fonds propres
fonds propres
Besoin de marge de
solvabilité
SCR
N
MCR
Actifs en coit R P _éc‘t]_lfs_ell.vﬂhl.e_ur_ L > =
historique € marche Marge de
(valeur nette Risque
comptable) Provisions
. Juste valeur des
techniques brut de > .. o
. passifs réplicables Provisions
réassurance > Techniques
Best Estimate )
normes locales
/
Prov. techniques
Réassurance

Fig.2 : Comparaison du bilan normes francaises etulbilan prudentiel

[lI-  Structure du pilier | : Exigences quantitatives etcalcul de solvabilité

3.1 Identification et segmentation des risques

L'objectif est de définir les seuils quantitatifsys les fonds propres. Ceux-ci prendront en compte
différents risques tels que :

e Lerisque de Souscription, lié a une tarificatiomdaptée aux souscriptions et rachats

* Lerisque de Marché, lié aux produits financieratet investissements.

* Lerisque de Crédit, lié au défaut d'une contrépadu détérioration du rating.

e Lerisque Opérationnel, lié & une mauvaise décidegestion, ou une défaillance du contréle

interne et du traitement des opérations.
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3.2 Calcul du SCR

Le « Solvency Capital Requirement » correspond aiveau d’alerte ou les autorités de contrble aider
les compagnies d’assurance en prenant les mesuiedkes) jugeront nécessaires. Le SCR doit permettre
d’'absorber les pertes significatives non prévuasdé garantir aux assurés les paiements qui doétes

effectués.

Pour absorber les imprévus, la compagnie doit dé@erbesoin en solvabilité & tout moment. Ce besoi
solvabilité doit pouvoir couvrir tous les risquesétre calibré de telle sorte que la probabilitéraiee a

horizon 1 an soit inférieure & 0,5%. La mesureistpie retenue est pas conséquent la Value at RésR)(

Probabilité

\ Pertes

99.5% de sécurité

\ v J

Ruine (0.5%)

Fig.3 : Distribution de probabilité des pertes, sumun horizon 1 an et Value at Risk a 99.5%

La Value at Risk évalue la probabilité de ruine.aa) spécifié. La Tail Value at Risk (TVaR) consiléa
probabilité de ruine mais également la sévérité phrtes lorsque le seuil est franchi. Les queues de
distribution sont dés lors mieux prises en compa.conséquent, compte-tenu des objectifs de Stiteab

Il, cette approche est souvent a privilégier, notemt dans le cadre du développement d’un modele

interne.

Pour déterminer le SCR, les compagnies d’'assuramde choix entre deux méthodes :
* Le modéle interne ;

e La formule standard.

Les modéles internes visent une modélisation peedimée, grace a des processus stochastiques, de
I'ensemble de I'actif comme du passif de la compagrSeule I'utilisation conjointe de plusieurs retas
assurera une réelle efficacité du modele intermept®e tenu de I'interdépendance des aspects firaneie

des risques d’assurance.
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L’attention devra particuliérement étre portée lsuchoix des hypothéses et des données utiliséesllp
calibrage du modele interne. Ce modeéle devra é&iliséurégulierement dans le pilotage de I'entregrén

matiere de gestion des risques et le calcul du @€LiRétre un indicateur utile dans les prises déesibds.

En pratique, la mise en place d’'un modele inteorapiet au sein d’'une compagnie d’assurance mobilise
d’'importantes ressources; et, dans un premier tetapsajorité des assureurs utiliseront la formule
standard qui permet de calculer de facon « simpes»SCR au titre de chaque risque pour ensuite les
agréger.

Les éléments présentés ci-apres sont propos€EfaPh a travers le QIS 5.

l |
-~ R -

l I ] I [ |

Market Health Default Life Non-life Intang
— 1 : | : . | ]
| Interest SLT CAT Non-SLT | Mortality ‘;’e"‘i""‘
rate Health Health — i
—_
Equi i Longevit
— quity Mortality | Promiam — gevity P
Reserve
| Property i [ Disability
Longevity _| Morbidity
Lapse CAT
| Spread Disability | Lapse
Morbidity —
| Cumency Lapse | Expenses
= included in the
| Con- | Revision adjustment for the loss-
centration Expensesy | absorbing capacity of
technical provisions
L_ Wiquidity Revision _| L CAT under the modular

approach

Fig.4 : Présentation des modules de SCR — QIS5 Foule Standard

Avec :
BSCR . Capital de Solvabilité RequisBhse
SCRop . Capital requis au titre duuisgpérationnel

SCRmkt : Capital requis au titre du risgie marché

SCRdef : Capital requis au titre duusgle crédit
SCRIife  : Capital requis au titre dwgts souscription-vie
SCRnl . Capital requis au titre dgus souscription non-vie

SCRhealth : Capital requis au titre du resgauscription santé

SCRIntang : Capital requis au titre du risdas actifs incorporels

Le SCR est ensuite déterminé comme :
SCR = BSCR + SCRop

Et le BSCR est déterminé comme suit :

BSCR = Jz CorrSCRr,c * SCRr * SCRc + SCRintang

GROUPE
LeQ©NSERVATEUR
Depuis 1844 - 18/114 -




La matrice de corrélation fournie par le QIS 5 gtéc

i
i Market Default Life Health Non Life

Market 1

Default 0,25 1

Life 0,25 0,25 1

Health 0,25 0,25 0,25 1

Non Life 0,25 0,5 0 0 1

Fig.5 : Matrice de corrélation poute calcul du BSCR — QIS 5

Remarque: Lors du calcul du SCR, I'entreprise doit prenére compte I'ensemble des techniques de
gestion des risques qui lui permettent d’amoingloin exposition. Ainsi, les mécanismes de transfest
risques comme la réassurance, permettent a la gmiepde se décharger d’un risque, mais I'expose a u
nouveau : le risque de défaut, moins important maisnégligeable.

Concernant les instruments financiers d’'atténuadiomisque, la Commission Européenne liste un icerta

nombre de principes qu’ils doivent respecter pog gris en compte dans le calcul du SCR.
Nous allons a présent décrire le mode de calc@@R pour le risque opérationnel, puis pour chague s

module en insistant sur le Risque de Marché puisgumise en place du Générateur de Scénarii stinscr

essentiellement dans ce cadre.

3.2.1 Le SCR pour le risque opérationnel

Le risque opérationnel est défini comme le risqee pirte résultant de procédures inadéquates ou
défaillantes, ou d’erreurs de membre du persorteekystéme ou d'évenements extérieurs ; il indst |

risques juridiques mais ne considére pas les risque a un défaut de décision stratégique de éprise.

Dans le cadre du QIS 5, le SCRop se calcule vidamaule fermée, a partir des éléments suivants :
* Le BSCR, Capital de Solvabilité Requis de Base ;
* Le montant annuel des dépenses pour les contrai€en
» Lacharge de base due au risque opérationnel pswohtrats autres que ceux en UC ;
» Le détail des provisions techniques brutes de véasse pour les engagements d’assurance vie
et non-vie ;
» Le détail des primes acquises, brutes de réassyrancles 12 derniers mois et sur les 12 mois

précédents, pour les engagements d’assurance vim-afie.
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Il convient de noter que, dans cette formule, l@strats en unité de compte sont retirés de la ehdeg
base au titre du risque opérationnel car, pouype de contrat, le risque est supporté par lescaptesurs.

La méthode de calcul du SCR opérationnel est gtgdien annexe 1.

3.2.2 Le SCR au titre du risque de marché

L'incertitude quant a la valeur de marché des imsémts financiers est a I'origine de I'expositianresque

de marché des organismes assureurs.

Le calcul du SCR risque de marché se décomposéusieyrs sous-modules agrégés par une matrice de
corrélation. On distingue ainsi :

MktUP,,, :la charge en capital impactée d'un choc $iausle taux d'intérét

MktDWN;,,, : la charge en capital impactée d’'un choc baisieraux d'intérét

MKkteq : la charge en capital impactée d’'un churdes actions

MKty pop : la charge en capital impactée d’'un chedesiactifs immobiliers
MKkt : la charge en capital impactée d'un a®spread

MKt conc : la charge en capital impactée d’'un chocateentration

MKty : la charge en capital impactée d’'un chude taux de change
Mkt; : la charge en capital impactée d’'uncchur la prime d'illiquidité

Le SCRySe calcule comme suit :

SCRyk: = MAX Z CorrMktUP, . - Mkt, ., - Mkt ; Z CorrMktDOWN,. . - Mkt, gouwn - Mkt, gown

r*c r*c
Avec :
Corr Mkt - int Mkt - eq Mkt - prop Mkt - sp Mkt - conc Mkt - fx Mkt - ill Corr Mkt - int Mkt - eq Mkt - prop Mkt - sp Mkt - conc Mkt - fx Mkt - ill
MktUP MktDWN
Mkt —int 1 Mkt —int 1
Mkt — eq 0 ! Mkt — eq 05 1
Mkt — prop 0 0,75 1 MKt — prop 05 0,75 1
MKt — sp 0 0,75 0,5 1 Mkt — sp 0,5 0,75 0,5 1
Mkt — conc 0 0 0 0 ! Mkt — conc 0 0 0 0 !
MKt - fx 0.25 0,25 0,25 0,25 0 1 MKt - fx 0.25 0,25 0,25 0,25 0 1
Mkt - il 0 0 0 -0,5 0 0 ! MKt - il 0 0 0 0,5 0 0 !

Fig.6: Matrice de corrélations pourd module risque de marché — QIS 5
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*Principe de transparence

Le principe de transparence s’applique ici auxspdetfonds d’investissement et doit étre considénéme

un principe général au calcul du SCR de marché.

Les spécifications techniques entendent, par génae transparence, une application de la formule
standard sur chaque titre détenu a travers lesfdimlestissement.

A défaut, 'analyse des risques devra maximisecdédt en capital en sélectionnant I'hypothése la plu

défavorable relative au mandat de gestion ou eliqagnt le choc « actions ».

Par ailleurs, I'application du principe de trangyare nécessite en général la mise en place régader

reporting spécifiqgues Solvabilité Il de la part desiétés de gestion.

e Cartographie des risques

Le tableau ci-dessous présente les risques auxsprisoumis les différents actifs constituant le
portefeuille du Conservateur :

Module Module Module Module Module
Taux Action Immobilier | Concentration Spread
Actions (:Aot,ees X X
& non cotées
OAT X
OAT hors
OCDE X X
Corporate
Bonds X X X
Immobilier X X

Fig.7 : Cartographie des risques pour le portefeuié du Conservateur

*Le risque de taux d'intérét

Le risque de taux d'intérét existe pour tous lesfa®@t passifs dont la valeur est impactée par une
modification de la structure par terme des tauntdiiét, ou la volatilité des taux.
La charge en capital se calcule par variation dda Asset Value (NAV) apres application d’'un choc
instantané. La NAV correspond a la différence efstrealeur de I'actif et la valeur du passif horarge
pour risque.

ANAV = (Actif — Passif)ayant choc — (Actif — Passif)apres choc

Enfin, la modification de la courbe des taux sasgue (fournie par 'EIOPA) impacte a la fois ldeuar de

I'’Actif, mais aussi celle du Best Estimate (actsation des flux futurs au passif).

L’EIOPA fourni le détail des chocs (haussier etsbar) a appliquer a la courbe des taux sans ridgue

Charge en capital la plus élevée devra étre retenue
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e risque actions

Le risque action résulte de la volatilité et duegiv du cours des actions. Le calcul de la chargmagital
au titre du risque action nécessite, dans le cddria formule standard, la distinction entre deypes
d’indices :

» L’indice « Global » pour les actions cotées daspleys de I'EEE et de 'OCDE

* L’indice « Autres » pour les actions cotées surneschés émergents, actions non cotées, et

fonds alternatifs

Le choc a appliquer est de 30% a la baisse pautité « Global », et de 40% a la baisse pour Kedi

« Autres ».

Les impacts au titre des indices « Global » et treu» sont ensuite agrégés. Le coefficient dedtadion

est égal a 0,75.

Remargue: Notons par ailleurs que le calcul de la variatie Net Asset Value correspond a évaluer

simplement la variation au niveau de I'actif.

e risque sur actifs immobiliers

Dans le cadre de la formule standard, le choc #cggp au titre du risque immobilier est de 25%aa |
baisse. Comme pour les actions, le calcul de Imtwan de NAV correspond exactement au calcul de la

variation de la valeur de I'actif.

*Le risque de change

Le risque de change concerne I'ensemble des fitrasciers exprimés dans une devise autre qued’Eur

Le choc a appliquer est de 25% a la hausse dbdidae de la valeur de la devise par rapport ad'Eu

Remargue: Les spécifications techniques prévoient des €liodtés pour les monnaies liées a I'Euro.

eLe risque de concentration

Dans le cadre du QIS 5, le risque de concentratimrespond au risque d’accumulation des expositions
avec les mémes contreparties.

Son mode de calcul est donné par les spécificatemmiques, a I'aide de formules fermées.

Pour évaluer la charge en capital au titre destpug, il est essentiel de regrouper les actifseros selon

les contreparties et d’en connaitre les ratings.
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e risque de spread

Le risque de spread est la part de risque daevaldtilité des spread de crédit sur la strucphaeterme
des taux d'intérét. Le spread correspond a I'édartaux actuariel entre une obligation et une akitg
souveraine. Pour le calcul de la charge en cagitditre du risque de spread, les spécificatiocisrigues
différentient :

* Les obligations a taux fixd3pnds ;

* Les produits structurés et obligations a taux Wéeigtruc) ;

* Les dérivés de crédit (€d).

Mktg, = Mkt5omds + Mkeshuct + Mkeered

3.2.3 Le SCR pour le risque de souscription (vie)

L’évaluation des charges en capital au titre dguésde souscription s’effectue par le calcul deal@ation
de la Net Asset Value (NAV), c’est-a-dire du BestilBate, suite aux chocs définis par les spécifinat
techniques QIS 5.
Ces chocs concernent les risques suivants :

* Lerisque de mortalité ;

* Lerisque d'invalidité ;

* Lerisque de dépenses ;

e Lerisque de rachat ;

* Lerisque de catastrophe.

Le détail des chocs a appliquer dans le cadre ftertaule standard est fourni en annexe.

3.2.4 Le SCR pour le risque de crédit

Le risque de crédit a pour origine la défaillantgiévue ou la dégradation du rating des contregzadie
I'organisme assureur. Ce module prend égalemecomipte les dispositifs de couverture ou de trandter
risque (par exemple la réassurance) qui, s'ils peent la réduction d’'un risque, font apparaitre un

exposition au risque de contrepartie.
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3.3 Le calcul du MCR

Le «« Minimum Capital Requirement » représentenieau de fonds propres en dessous duquel les
intéréts des assurés se verraient sérieusementéxena passage de ce seuil déclenche l'intervendts
autorités de contrble. Ce type d'intervention pnigi#le peut nécessiter I'implication de juridiati®

nationales. Le MCR doit étre calculé trimestrielém

Pour les compagnies d’assurance vie, I'évaluatioME@R est basée sur le calcul des provisions teciesi

et des capitaux sous risque. Pour s'assurer qMER et le SCR sont liés, le MCR final devra étrenpois
dans une fourchette allant de 25% a 45% du SCRcdnde dépassement, il sera ramené au seulil

correspondant.

Le détail du calcul du MCR par la formule standestifourni en annexe 2.

3.4 Les provisions techniques

3.4.1 Segmentation des risques

Les spécifications techniques QIS 5 imposent umgeneatation fine des risques pour le calcul du Best
Estimate. Le premier niveau consiste a distingegrehgagements relatifs a I'assurance vie (ouaned,
SLT) des engagements relatifs a I'assurance noifouvesimilaires, NSLT). Concernant les engagements
d’'assurance vie, la seconde segmentation fait ajpad6 branches divisées en deux niveaux de lohes
Business (4x4 LoB).

Niveau 1:
* Les contrats avec participation aux bénéfices ;
* Les contrats en unités de compte ;
* Les autres contrats d'assurance vie ;

« Les acceptations en réassurance.

Niveau 2:
Les contrats dont le risque principal est portéesuaiéces ;
Les contrats dont le risque principal est portéd@survie ;

Les contrats dont le risque principal est portéd'swapacité/invalidité ;

O O O o

Les contrats Epargne en UC ou multisupport sarengias financiéres.
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3.4.2 Le Best Estimate

Le Best Estimate correspond au montant espéré guwompagnie d’assurance devrait débourser pour

régler I'intégralité de ses engagements de passif.

Article 77 de la directive 2009/138/CE (extrait) sur le BEL :

Le Best Estimate peut étre défini comme « la meilleuima#dn correspondant a la moyenne
pondérée par leur probabilité des flux de trésorerie futurs, certgstu de la valeur temporelle de

'argent [...] estimée sur la base de la courbe des taux sans risque pertinents

Le calcul du Best Estimate doit tenir compte detdsues entrées et sorties de capital, relatives a
engagements de I'assureur et des assurés pendenlaaurée des engagements.
Le calcul du Best Estimate s’effectue sous les thgses suivantes :

* L’horizon de projection : les spécifications du QI8sistent sur le fait que I'horizon de
simulation doit étre suffisamment long pour quealifiérence entre les provisions calculées
avec cet horizon et celles calculées jusgu’a etitin¢otale du portefeuille soit négligeable ;

» L’actualisation des flux futurs : les flux sont aalisés grace a la courbe des taux sans risque,
fournie par 'EIOPA. Ces taux intégrent une prinidiguidité ;

» Laréassurance : les provisions en Best Estimatiecatculées brutes de réassurance ;

» Les primes futures : Certaines primes futures désbrmais comptabilisées dans le calcul.

Le Best Estimate, valeur actuelle probable desdiixrésorerie futurs doit pouvoir couvrir :
* Les prestations ;
» Les codts liés a I'exploitation des contrats ;

» Les prélevements sociaux.

Enfin, le calcul du Best Estimate nécessite d’abarctcalcul de I'ensemble des flux de trésorerierfyt

puis une étape d’actualisation.

Flux(t=1) Flux(t=2) Flux(t=3Flux(t=4)

I I

0 1 2 3 4 5

N

Actualisation desx futurs

Fig.8 : Le calcul du Best Estimate
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3.4.3 LaRisk Margin

La marge de risque s'ajoute au Best Estimate desifpac non réplicables », de maniéere a garanédeju
montant total des provisions technigues soit égahantant qu’'une entreprise d’assurance serai jrét
payer pour transférer son passif. La marge deeisqurespond au colt d'immobilisation des fonds

propres. Elle est calculée selon la méthode du @oi@apital (CoC).

SCR ()

COCM = 6% - —_—
= (1 +1e4q)tH2

Avec :
COCM : La marge pour risque déterminée paréthode du Colt du Capital
SCR :Le SCR de I'entreprise calculé a deadpte de projection

T : Le taux sans risque (sans prime diiliig)

Cette formule nécessite de calculer le SCR der#gegnie a chaque date de projection. Compte tefau de
complexité de ce calcul, les spécifications techesgdu QIS 5 prévoient plusieurs niveaux simplifares

que la compagnie d’assurance pourra utiliser séserve de justification.
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IV-  Les piliers Il et lll de la directive

4.1 Pilier Il : Gouvernance des risques et ORSA

L’objectif de ce pilier est de s’assurer que la pagnie est en mesure de calculer et maitriserissses,

et d'organiser la facon dont I'autorité de contrdtét exercer son devoir de surveillance.

L'autorité de tutelle aura pour mission de contrédequalité des données et des procédures d’aatimat
les systémes mis en place pour évaluer et maitdserisques. Enfin, elle aura le pouvoir d'impoaer
I'assureur une marge de solvabilité complémentiiefle I'estime nécessaire.

De son coté I'assureur devra, lui, prouver a l'dtéode contréle qu'il dispose de processus intemhe
suivi, pilotage et gouvernance des risques. Un &éments essentiels de ce pilier, c6té assuretir, es
I'ORSA (Evaluation interne des risques et de laaolite).

Article 45 de la directive (extraits) sur TORSA :

Dans le cadre de son systeme de gestion des risques, chaque entreprise d'assdeance
réassurance procéde a une évaluation interne des risques et de la solvabeité\@luation porte
au moins sur les éléments suivants :
a) le besoin global de solvabilité, compte tenu du profil de risque spécifiquandes |
approuvées de tolérance au risque et de la stratégie commercialatdeptese ;
b) le respect permanent des exigences de capital et des exigencesauinesrprovisions
techniques ;
¢) la mesure dans laquelle le profil de risque de l'entreprise s'édagédypothéses qui sous-
tendent le capital de solvabilité requis.

L'ORSA permet de déceler, mesurer, contréler, gétatéclarer en permanence tous les risques awsxquel
pourrait étre exposée I'entreprise a court, moyteloreg terme. Elle n'est pas encadrée par les ipésc
applicables au pilier 1 :
» La définition de la solvabilité est propre a cha@ssureur (possibilité de choisir une autre
mesure de risque que la VaR a 99.5% sur un hofiaah;
* Tous les risques doivent étre considérés, y camies risque de réputation, stratégiques,
opérationnels, ...
» Elle n'encadre pas les méthodes d’'agrégationiggases ;

» Elle doit prendre en compte les facteurs externsseptibles d’'impacter la solvabilité.

Ainsi, 'ORSA va beaucoup plus loin que le piliedans I'objectif d’'une meilleure adéquation parpaip

au profil de risque (& fortiori dans le cas d’'uppleacation de la formule standard, mais aussi a¢hodéle
interne).
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4.2 Pilier 111 : Discipline de marché

Ce dernier pilier traite de la communication deerimations sur lesquels les deux premiers pilienst s
basés. Ces informations permettront aux actionsiadmalystes et autorités de contrdle de jugearsalyse
effectuée est fidele a la réalité.
Ces informations devront notamment couvrir les éléis suivants :

» La performance financiére ;

» Les profils de risques, données et hypothésesaéndss.

Dans le cadre de ce pilier, des reportings quadifitdevront étre mis en place. Le CP 58 — « Supery
Reporting and Disclosure » - présente les mesugenivkau 2 concernant les éléments a fournir aux

autorités de contréle d’'une part, et au public ttapart.
Les rapports a mettre en place sont les suivants :

* Le RTS — « Reporting To Supervisor » — confidepiaestination de 'ACP ;
* Le SFCR - « Solvency & Financial Condition Repo#t & destination du public

Par ailleurs, le CP58 évoque le QRT — « Quantiéaieport Template » — rapport quantitatif - anngxe
RTS. Le QRT n’apparait pas dans le « Final Advicenais a fait 'objet d’'une consultation aupres des

acteurs du marché en mai 2010 : « Le Field Test ».

D’'une maniére générale, les approches entre 1¢s églementaires actuels et le « Field Test » sest
différentes. Les états « Solvabilité Il », plushieiques et plus riches en terme de méthodes delcalc

adoptent une vision prospective que I'on retrouviguement dans les états C6bis et T3 actuellement.

4.2.1 Fréquence des rapports

RTS Rapport complet tous les 5 ans ; Version rédarinuelle

SFCR Rapport annuel

QRT Rapport trimestriel et annuel

4.2.2 Dates de soumission aux superviseurs

RTS Maximum 14 semaines apres la cl6ture

SFCR Maximum 14 semaines apres la cléture

Maximum 14 semaines apres la cléture pour la veraimuelle

QRT Maximum 4 semaines apres chaque fin de trimestielpoversion trimestrielle
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Le RTS et le SFCR contiendront un rapport qualiettides données quantitatives. lls constituerast d
documents autonomes mais suivront une structurelabha. La communication de ces rapports permettra
d'assurer que l'assureur ou le groupe dispose @eepsus de gouvernance appropriés et que les

informations fournies a I'autorité de contrdle (dd@ cas du RTS) sont complétes, cohérentes @spséc
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PRESENTATION GENERALE DU GENERATEUR

Ce chapitre a pour objet de présenter I'utilitéupane compagnie d’'assurance vie, de développer un
générateur de scénarii économiques, les étapesitielies de sa mise en place, et les pré-requis

mathématiques et financiers nécessaires.

I- Pourquoi développer un ESG ?

L'objet social des compagnies d’assurance est o gé
» Lesrisques assurantiels souscrits auprés desassur

» Lesrisques financiers portés a I'actif du biladuits par l'inversion du cycle de production.

L’évolution des normes comptables et prudentietlaglysent des évolutions techniques et stratégique
rendues indispensables par les nouvelles exigestasrmes d'évaluation de la valeur et des risques.
L'économie qui s’érode depuis juillet 2007 a diménles résultats financiers des compagnies quiedbiv
en conséquence améliorer leurs résultats technajysoter leurs investissements de maniere paisfge
Aussi, l'utilisation d’'un Générateur de ScénariibBomiques semble aujourd’hui indispensable dans les
référentiels Solvabilité Il et MCEV.

L'ESG permet de prendre en compte un panel de Boénpossibles pour le calcul des provisions
techniques ou des charges en capital. En effatpddreux mécanismes en chaine peuvent étre canstaté

grace a l'intégration de scénarios d’actifs stotihaes dans un modele prospectif global.

1.1 Développer un modele prospectif

Il existe de multiples raisons pour lesquelles ssugeur peut penser que développer un modele ptdspe
ou un modéle interne, puisse améliorer I'évaluaties risques auxquels il est soumis et lui permeitrsi
de mieux les piloter. Parmi ces raisons, nous pasivecenser, entre autres :

» La possibilité de représenter au mieux les antiimpa économiques et les interactions entre les

actifs, dans le cadre d’'une approche sous la pildbaistorique ;

* Une modélisation et un calcul de la VaR a 99,5% gliaptés au profil de risque de I'assureur

» La possibilité de modéliser le comportement dearéssen fonction de la situation financieres ;

» La possibilité de quantifier et d’analyser les iigad’'une variation des taux d’intéréts ou

d’autres variables économiques ou financiéres.
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1.1.1 Modéliser le comportement des assurés

Le comportement des assurés est directement liégue de placement financier. Il dépend :
* Du niveau des marchés financiers ;
» De la situation économique ;
 De la concurrence interne ou externe ;
» De la performance financiére affichée ;
* De l'efficacité de la communication financiére ;

+ De I'environnement institutionnel.

En fonction du niveau des marchés financiers, et@aparaison aux taux servis, la survenance detsc
peut venir affaiblir le bilan de I'assureur. Ceshats peuvent provoquer la concrétisation de maihses
latentes, mais aussi la réalisation du risquegledité, 'assureur n’étant pas en mesure de faire a ses

engagements par mangue de trésorerie.

1.1.2 Se couvrir contre les effets de la variation des tx d’intérét

En assurance, c’est la gestion actif-passif quckeatgée d'optimiser les emplois / ressourcesletepiles
marges face aux variations des conditions de maRidr cela, le gestionnaire actif passif doit@pér la
structure du bilan et quantifier les risques stigds dont le plus important est le risque de tduge titre,
le développement d’'un modele stochastique lui parengle couvrir le portefeuille contre ces risques

structurels et notamment celui de variation dex thimtérét.

Par exemple, la baisse des taux n’a pas d’'impacéimat sur les résultats de I'assureur, jusqu'@ueeles
rendements soient insuffisants pour faire face angagements de taux (garantie plancher, garantie
cliquet,...). La baisse des taux a donc un effesdite, dans le sens ou elle permet a court terme a
I'assureur d'afficher des plus-values-latentes.

A linverse, la hausse des taux a un effet imntédia le compte de résultats : les obligations se
dévalorisent. Dans le cas d'une hausse des tawblduet mal pilotée, les taux servis par I'assureur
devenant moins élevés que la référence du marché oconcurrence, des vagues de rachats peuvent se

déclencher, obligeant I'assureur a concrétisentgas-values latentes.

L'utilisation de scénarii d’actif permet alors aesgionnaire actif-passif d’anticiper les évolutiotes
conditions de marché et leurs impacts sur la straadu bilan. Il pourra ainsi décider de se cousmintre
ces variations de taux. Par exemple, dans le ecasedosition a taux fixe, il pourra annuler la fiosi en

utilisant les produits dérivés comme les swaps.

GROUPE
LeQ€ NSERVATEUR
Dopuis 1844 - 31/114 -




1.1.3 Modéliser les autres risques de placement

Pour l'assureur, une baisse du marché des actiondeolimmobilier impligue une insuffisance de
rendement financier.

Si I'évolution des rendements actions est, en généorrélée a I'évolution des taux, il arrive qaertaines
phases du cycle économique, les marchés évoludatde décorrélée. Ce fut notamment le cas loia de
crise de septembre 2001 qui a vu une hausse susibh valeur des titres obligataires alors qumles
des actions s’effondrait. Ce comportement des néarstappelle l& fly to quality ».

Développer un ESG permet de modéliser 'ensembke disques susceptibles d’'impacter I'actif de

I'assureur, et indirectement le passif.

1.1.4 Valoriser la compagnie a sa juste valeur

Le développement d’un modeéle prospectif permeneaidi mieux évaluer la richesse propre de I'entsepri
Les contrats d’assurance vie sont souvent comgdigiélisposent de multiples garanties, afin deerest
attractifs et adaptés aux besoins des assurégroowera notamment des taux minimum garanti, des
versements de participation aux bénéfices (régleairenet discrétionnaire), des garanties de capitd
clauses de rachats, ... Tous ces éléments sont messfa’options qui jouent un rble essentiel auipdss
l'assureur. Elles sont tres difficiles a valorighkr maniére déterministe, car il n'est pas posgieldes
évaluer a travers un unique scénario financier.

Les modéles prospectifs permettent de prendre mpteola volatilité de tous les risques qui impattea
résultats de l'assureur et les mécanismes dynashiguieen découlent. Cela nécessite une modélisdéo

I'actif, du passif, et des interactions entre lifaet le passif.

1.2 Pouvoir challenger le marché

Dans le cadre de I'application de la directive péenne, I'autorité de contréle prudentiel ne faupais de
jeu de scénarii d'actifs. Par conséquent, I'actjoiside tels scénarii peut s’avérer trés couteusd p
l'assureur, tant pour la communication financieoe gour I'évaluation des besoins en capital. Nopmars
ailleurs que l'assureur n’a, le cas échéant, ausigikilité sur les méthodes mises en ceuvre potenib

de tels scénarii.

Le développement de son propre modele d’actifs peaussi a I'assureur de challenger les scénantiitlo
pourrait se doter en faisant appel & une sociét®odseil ou spécialisée dans ce domaine (Barry étibb
par exemple). En ce sens, il ne serait bien évigembh pas recommandé que toutes les compagnies
d’assurance ou régimes de retraite utilisent lesn@sé scénarii pour piloter leurs risques; c’est

probablement une des raisons pour lesquelles 'AE€urnit pas de scénarii d’'actifs.
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Enfin, l'utilisation de scénarii stochastiques pelavérer nécessaire des lors que I'approche ditist
est limitée. Elle permet de modéliser des situatidieaucoup plus complexes, d'appréhender le
comportement des assurés, d’avoir une vision potisgede la politigue commerciale ou encore de
valoriser I'asymétrie des engagements pris au bilatamment au travers des garanties financieéfesed

sur les produits d’épargne.

1.3 Avoir la maitrise de son modele

Dorénavant, le développement d'un ESG robusteupassureur est une démarche nécessaire vis-a-vis d
la réglementation florissante depuis quelques anrigéle permet en effet d’avoir une parfaite nisétide

ses modeles et de son alimentation : Quels modelgsimplémentés ? Quels sont les inputs ? Comment
les modeles sont-ils calibrés ? Quel est le nivilawlépendance entre les actifs ? Les scénariosisont

risque-neutre ? « Market-consistent » ?

Solvabilité 1l impose une évaluation « market-cetesit » de toutes les activités d’assurance et offr
I'opportunité aux assureurs d’utiliser un modelegpectif pour quantifier et piloter leurs risquéssaque

calculer leur SCR.

De fait, les ESG sont devenus un élément clé dalli@étion « market-consistent » en assurance vian e
moyen de piloter les risques de marché et de cpédie biais d'un modéle prospectif global ou d’'un
modele interne. Cette évaluation « market-condisteassociée a la démocratisation des modéles a
propulsé les ESG au rang de sujet d’actualité amdritine attention toute particuliére de la part des
assureurs européens. Les scénarii étant un ingents au modele, la maitrise de 'ESG est par
conséquent nécessaire a la bonne connaissancdegthbanodéle afin de pouvoir en comprendre les

résultats.
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lI-  Les étapes de la mise en place d'un ESG

Plusieurs étapes jalonnent la construction d’'un ES@s étapes dépendent étroitement du contexte

d’application de I'ESG.

La premiere étape consiste a définir le besoiniéetifier les sources de risque. Les variablearfcieres
et économiques qui sont alors identifiées serordétiées par 'ESG : taux d”intérét, courbe dasxta

sans risque, indices actions ou immobilier, pricesisque, inflation,...

La seconde phase, apres lidentification de cesablms, est celle du choix des modéles ou de la
dynamique de projection. Cette étape est cructakgle les scenarii de 'ESG ont vocation a évakier
besoin en capital nécessaire pour assurer une lplighae ruine de 0,5% sur 1 an : Les modélessifoi

doivent envisager tous les scenarii, méme extrémesues de distribution).

Dans un troisieme temps, il faut sélectionner ungctire de dépendance entre les sources de ragoue
d’obtenir des projections cohérentes. Dans le cdtlne modele interne, l'utilisation de copules aia
comme inévitable, mais pour I'application de lanfiafe standard l'utilisation des matrices de cotiéta
reste possible. Sur ce point, la déterminationcdedficients de corrélation est une étape délicze elle

régira les dépendances entre les actifs et dorwhi@ence des scénarii.

Dans une quatrieme étape, les modéles retenust sealiorés. Cette phase, particulierement délicate,
nécessite I'identification et la bonne applicatt®s contraintes imposées a 'ESG : « market-carsigt»,

scénarii risque-neutre, représentativité des liigies, exhaustivité des données,...

Enfin, 'analyse des résultats obtenus est uneeétagessaire pour la validation par les supengsdes
scénarii et par conséquent des « bonnes pratigdasssle cadre de I'application de la formule stadabu

de la mise en ceuvre d’'un modele interne.
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[lI-  Univers Risque Neutre ou Monde Réel ?

En assurance, les modeles stochastiques utilisgéeipieétre scindés en deux catégories, selonidaiibn
qui en est faite. Nous parlerons ainsi de modédisat monde réel » ou « risque neutre ».
Dans le cadre du projet de mise en place d’'un gémédr de scénarii économiques au Conservateur, les

deux approches ont été retenues, pour deux ublisatlistinctes :

L'approche « monde réel » a été retenue pour ¢eggje financier de la compagnie, la stratégie ataliion
d’actifs, et l'intégration de scénarii stochastigjuix études ALM effectuées jusqu’a présent de énani

déterministe.

L'approche « risque neutre », quant a elle, aetgnue pour l'intégration de scénarii économiquassdin
modéele prospectif global d’évaluation des engagésnienurs, sous le progiciel Moses, en adéquatiet a

les principes du pilier 1 de la directive Solvaahilil.

3.1 Approche monde réel

L’approche « monde réel » a pour objectif de pevjés trajectoires des actifs le plus fidelemersisible a
la réalité économique, ceci en calibrant chaqueéteosur une plage d’historique représentative é@tl’

actuel et du futur probable des marchés.

Dans cet univers, les actifs offrent une prime idgue, exces de rendement qui rémunére le caractere
risqué des actifs considérés. Par conséquentsttegeactualisations de flux futurs doivent étiefaa un
taux intégrant cette prime de risque. En pratiges, prix du risque sont trés difficiles a modélisar ils
sont tres différents d’un actif a l'autre ; et lsmis-estimation de ces primes de risque revieatestimer

les évaluations par rapport a la réalité du marché.

Cette approche, intuitive, a été retenue au Coatauw dans le cadre de la mise en place d’'un g&néra

de scénarii économiques ayant vocation a étreridta@gx études ALM de la compagnie.
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3.2 Approche risque neutre et valorisation « market cosistent »

Pour contourner le probleme d’évaluation des prinesisque pour I'actualisation des flux futursuso

nous pouvons nous placer en univers « risque-neutre

Dans cet univers purement théorique, les primessggie sont nulles dans la mesure ou les agents son
considérés neutres face au risque. Les actuatisati® font donc au taux sans risque, rendement aaram
'ensemble des actifs modélisés. Cet univers perdeetvaloriser les passifs d’assurance de maniéere

« market-consistent ».

La valeur d’'un actif ou d'un passif, calculée viaeuprojection de cash-flows futurs, est dite « ragrk
consistent » si elle est cohérente avec les prixaehé a la date de projection. Pour les actifésg@ette
valeur est simplement égale a la valeur obsenabldées marchés financiers. Pour les passifs d'assa
réplicables, cette valorisation nécessite parfeigpduvoir retrouver la valeur d’options observable=0.

Les modéles d'actifs les plus sophistiqués permet@aller loin dans cette idée de « market-
consistency » ; ils permettent a la fois de retesules prix de marché des actifs cotés, mais aussi

d’instruments financiers comme les caps, les floorges swaptions.

En univers risque-neutre, la valeur de tout actifégale a 'espérance sous la probabilité risopgre des
flux futurs actualisés au taux sans risque. L'éatdun doit étre cohérente avec les prix observédesu
marché; c’est pourquoi chague modele sera caliarégpport aux prix de marché. Les deux conditions
pour calibrer un modéle de maniere « market-cagrsist sont I'absence d’opportunité d’arbitragee(ila
liquidité des données de marché (ii). Si la preeniepndition est supposée vraie tout au long du
développement de I'ESG sous la probabilité risopetie, la seconde nécessite une attention toute

particuliere aux données utilisées pour calibremedéles.

Enfin, la probabilité risque-neutre permet de dégpod’'un large éventail de propriétés mathématiques
permettant de déterminer le prix des actifs ; Eeteflans cet univers, le rendement espéré de eleii

vaut le taux sans risque, la chronique des prixadisés est une martingale, et le principe d'absenc
d’opportunité d’arbitrage s’applique. Cette appech été retenue dans le cadre de I'évaluation des

engagements futurs selon les principes du pilge a réforme Solvabilité 2.
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V- Choix des actifs et agrégation

En regle générale, deux classes de modeles saunte@es.

* Les modeles « composites »

Ces modeles sont constitués de l'agrégation ddepitss modeles adaptés a chaque classe d’actifs ; |
s'agit de l'approche que nous avons retenue au d€Peateur, dans le cadre d'une valorisation des
engagements et d’évaluation des besoins en cépitdde prudentiel). En effet, chaque actif étantiétisé
indépendamment, et ne souhaitant pas modéliseéftltedirs pour I'actualisation des flux futurs, uake

approche nous a semblé propice a un calibrageiearamisque-neutre.

* Les modeles « intégrés »

Ce type de modéle prend en compte une tres fortediépendance entre les classes d’'actifs. Dans la
mesure ou nous souhaitions disposer de scénariiogiquement cohérents avec la croissance de
I'’économie et l'inflation a long terme, nous avoas, Conservateur, privilégié cette approche quart a
études ALM.

La principale contrainte de 'ESG dans cet univesisqu’il doit permettre la modélisation des flattans
financiéres a court terme tout en étant cohérestt bas équilibres macroéconomiques reliant l'iidlatles
taux réels et la croissance de I'économie a longdeEn effet, il existe une relation étroite erges trois
éléments :
» Le taux nominal est la somme du taux réel et detitgation d’inflation pour une échéance
identique (Théorie proposée par I'économiste Inkigher dans les années 1930)

* Les taux réels espérés doivent étre cohérentsl'avetution de I'économie a long terme.

Dans la pratique, les ESG modélisent toujours lasses d'actifs liees aux portefeuilles des asssireu
(obligations, actions, immobilier, monétaire). tlsivent donc évoluer pour intégrer des facteursraac
économiques comme l'inflation européenne. Cettdraorie a fait I'objet d'une étude spécifique awis
de ce projet au Conservateur, et d’échanges av@téfc Planchet, auteur d’études sur la modélisatio

d'actifs.
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4.1 Le choix des actifs modélisés

Dans le cadre de cette étude, nous modéliseromastiés impactant le portefeuille du Conservatauirespt
essentiellement composeé :

» D’obligations : Obligations Souveraines et CorpesdEuropéennes ;

« D’action : principalement sur le marché frangais ;

» De titres immobiliers : lle de France, 1ére Coumnn

Nous modéliserons également les évolutions deuebe des taux. A ce titre, il existe plusieursetyde
courbes des taux, que nous pouvons classer ercdetgories :
» Les courbes de marché ;

* Les courbes implicites.

Les courbes de marché sont construites directemepartir des cotations d’instruments comme les
obligations et les swaps. Parmi les courbes de hanous trouvons la courbe de taux de rendement a
maturité (construite a partir des taux de renderdesatobligations) et la courbe de taux swaps (oates@&

partir des swaps de taux d'intéréts).

Les courbes implicites sont déduites (indirecteineies cotations de marché d’instruments comme les
obligations et les swaps. Parmi les courbes intpicnhous trouvons la courbe de taux zéro-coupon, la

courbe de taux « forward », la courbe de tauxeddement au pair.

4.1.1 Lacourbe de taux Zéro-Coupons

Une obligation zéro coupon est une obligation nandot droit & aucun détachement de coupon.
L'acquéreur souscrit I'obligation a un prix infamre a sa valeur faciale, laquelle est remboursée a

I’échéance du contrat.

La structure par terme des taux zéro-coupon quureka I'ensemble des taux actuariels des titres zé
coupon, en date 0, pour t dans lintervalle de ®iffp;T], ou T représente I'échéance la plus laiga
traitée sur le marché. A l'aide de cette struchaeterme des taux d'intéréts, il est possibleedenstituer

le prix d’'une obligation souveraine de I'état frais; en actualisant les flux futurs versés par cette

obligation.

L’Institut des Actuaires fournit régulierement waurbe des taux zéro coupon des obligations diétéd
Zone Euro dont le rating est AAA (taux sans risq@®tte courbe fait néanmoins I'objet de lissages,

n’est pas possible de retrouver le prix des OATegpondantes.
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Courbe des taux zéro coupon - 31/12/2009
5,00%
4,50%
4,00% —
3,50% //
3,00% —
2,50% 7
2,00% 7
1,50% 7
1,00% 7
0,50% -
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& S &’bg & &£ 3 N & &R 3 N

Fig.9 : Courbe des taux zéro coupon, obligations Htat AAA - IA 31/12/2009

4.1.2 La courbe de taux swaps

Un swap est un accord conclu entre deux parties géahanger des flux de trésorerie dans le fu@et.
accord fixe les dates auxquelles ces flux seroharges. lls peuvent dépendre d’'une ou de plusieurs

variables économiques telles qu’un taux d’intérétio taux de change.

La courbe de taux swaps est déterminée grace aapsste taux d'intérét. Elle est construite grate a
méthode de proche en proche dite « méthode dettagots. C'est une procédure en plusieurs étapes qui

permet de reconstituer une courbe de taux d'inEsét@ pas.

Nous nous devons d’avancer segment de maturitégganent de maturité. Pour le segment de la courbe
inférieure a 1 an, nous extrayons les taux diux theposits » qui correspondent au taux de masutijéur
a 1 an échangés sur le marché interbancaire. Lgsditamaturités supérieures a un an sont obteaugwi

swaps de taux d’'intéréts disponibles sur le marché.

L'objectif est de déterminer pour chaque duréentrecla date de construction de la courbe et |&mmei

mois (m=1, 2, ..., 480), le taux instantané r(t}qet le facteur d’actualisation Df(t) soit égal pExt).t).

Pour les 12 premiers mois, les taux instantanét d@terminés a partir « des taux deposits » (¥ au
différentes échéances t .

La valeur actuelle du deposit est :
PV=1+i(t)t)-Df(t)= (1 +i(t)-t): e 7O
Au prix de marché PV = 1, nous pouvons détermia¢alix instantané r(t) par la formule suivante :

I A+i() 1)
B t

r(t)
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Pour les maturités supérieures a 12 mois (12<480), le taux instantané pour la date m est détérin

partir du swap de maturité m mois sur Euribor 6snatides taux instantanés inférieurs a 12 moisvép

sur Euribor 6 mois d’échéance m mois se caractpas@ine jambe fixe (le paiement des intéréts fests
annuel) et une jambe variable (le paiement deséitg@ariables est semestriel).

Graphiquement, le Swap se représente comme suit :

Euribor™ /2 EuriborS™ . i /2 Euribor™, o 12 Euriborfg o /2
Jambe
I I I I variable
I
t=0 t =6 mois t=12 mois t =18 mois t=24 mois

1 | e

taux fixe taux fixe

Fig.10 : Représentation des cash-flowsid swap de taux

A t=0, le taux Euribor 6M correspond au taux « ds{pe.
En t, le taux Euribor 6M correspond au taux « fadva 6 mois commencant en t, vu en 0. Ce taux

« forward » correspond au taux 6 mois anticipéstlobtenu par la formule suivante :

(o7 am—Y)
1

2

Euribor6M(t) =

Df(t + 6M) — e—Euribor6M(t)/2 . Df(t)

Dans le cadre de cette étude, nous serons ameitibse la courbe des taux swaps fournie par 'E£O

Nous serons aussi amenés a utiliser une courbaaeswaps, zone euro, observée sur le marché.

Courbe des taux swaps QIS-5

4,50%

4,00% /
3,50%

3,00% //

2,50% /

2,00% /

1,50% 7

1,00%

0,50%

0,00%

1 40

Fig.11 : Courbe des taux swaps, EIOPA 31/12/2009%mhées Bloomberg

Remarque : Il est possible de retrouver une courbe de taug-eéupons a partir d’'une courbe de taux
swaps, et inversement. La méthodologie est présemté@nnexe 5.
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4.1.3 Les taux nominaux

Décomposition du taux nominal

Un taux nominal peut se décomposer en taux sagerist prime de risque. Ce risque est, quant a lui,
divisé en :
* Unrisque de défaut : prime de crédit

* Unrisque d'illiquidité : prime de liquidité

Si I'on souhaite modéliser la valeur de marché é'abligation, ces risques doivent étre quantifies.
maturité égale, le marché demande aux émettewdspuin taux d'intérét supérieur a celui des émetteu
souverains. La raison de ce supplément est priecimant de compenser le risque de défaillance ou de
retard dans les paiements de I'’émetteur.

Le taux peut donc étre divisé comme suit :

~

Taux sans risque
N ———

Prime de crédit > Taux nominal

Prime de liquidité
_/

En général, la prime de crédit est quasiment mdle les obligations souveraines car un état «eng jpas

faire faillite ». Cependant, il existe bien desrécde taux entre les états comme nous avons gnktater
récemment avec les difficultés financiéres des@fiac et portugais au premier semestre 2010.

La prime de liquidité est censée traduire la capacacheter ou vendre un actif.

Données utilisées : I'Euribor et 'Eonia

L'Euribor (« Euro InterBank Offered Rate ») et I'ia sont, au méme titre que le Libor, deux des deux
principaux taux de référence du marché monétairéadeone euro. L'Euribor est, pour une échéance
donnée, un taux moyen offert par un échantillonal'cinquantaine de grandes banques européenges. Il
calculé chaque jour. L'Euribor 3 mois, que nousrseiamenés a utiliser dans cette étude, sert n@amm
de base au marché des « swaps ».

L’Eonia est le taux au jour le jour de référenceleunarché monétaire européen.

Euribor 3m
14,0%

12,0%

10,0% -

8,0%

6,0% -

4,0% Padhan e |

2,0%

0,0% T T T T
01/01/1988 01/01/1993 01/01/1998 01/01/2003 01/01/2008

Fig.12 : Historique 1988 — 2009 du taux Euribor 3 mis, données EuroNext
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Remarque d’actualité : Aujourd’hui, une quinzaine de banques intermatles sont soupgonnées d’avoir

délibérément manipulé le taux Libor entre 2006018 c'est-a-dire pendant la crise de crédit. O, tqui
est une référence sur les marchés de produitsudextare et un indicateur de la santé financieradiae,
aurait ainsi fait I'objet d’ententes entre ces hagjqui n'auraient pas déclaré le véritable taqualelles

empruntaient.

4.1.4 Les taux “forward”

Le taux « forward » est un taux fixé aujourd’huupane période donnée future. Ainsi, un investispeut
acheter ou vendre des titres en fixant des aujbuirdé rendement qu'’il fera dans le futur, lui pettant

ainsi de se couvrir contre une hausse ou une bdésseux d'intérét.

Notons f(t,s,T —s) le taux « forward » vu en t, commencgant en sé&thitance T-s ; et P(t,T) le prix

d’une obligation zéro-coupon de maturité T-t efNbus avons alors la relation :

1 P(t,s)
f(t,s,T—s)= _T—s'lnP(t,T)
Sous forme discrete, cette équation s’écrit alors :
1
P s)|T-s

Cette formule nous permettra de relier les taug-zéupons des taux « forward ».

Enfin, les taux spots vus ent et les taux « fodwasont étroitement liés :
(1+73)°=(1+r) (1+f0LD) (1+£(021)

Ou ry est le taux 3 ans et est le taux 1 an.

4.1.5 Les actions

Les actifs obligataires sont privilégiés par lesnpagnies d’assurance car ils permettent de libérer
capital investi a une date connue tout en limitentisque de marché. Néanmoins, les assureurs sont
contraints d’investir sur des actifs plus risquégsnme les actions, afin de doper leurs rendemeratms
rester compétitifs. En effet, a long terme, lesoast ont un rendement nettement plus élevé quauges
types de placement grace a leur prime de risqear, 16le dans les investissements des compagnies

d’assurance est donc essentiel. Par ailleurs, eontepiu du bénéfice de la diversification, la détent
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d’une faible part (environ 4%) d’actions dans letefeuille d’'un assureur n’est pas couteuse endsrae
SCR.

La valeur d’'une action (ou d’'un indice action) pkts simple a calculer que la valeur d’un titreigddiaire,

car elle est en lecture directe sur le marché.eSinbdéle log-normal est aujourd’hui I'archétype des
modeles financiers utilisés pour la simulation durs des actions, il néglige néanmoins les queees d
distribution. Il n'est donc pas recommandé d'ugitisun tel modéle lorsque I'on souhaite évaluer une
probabilité de ruine a 99,5%.

Lors de cette étude, nous serons amenés a utilimtice CAC 40 nu, et I'indice CAC 40 — dividendes

réinvestis.

CAC 40 Nu - 1987 - 2009
Moyenne Volatilité
6,60% 26%

Indice CAC 40

8000

7000

6000 ﬁ

5000 |

4000 ‘W h' \ -./
3000 A}JJ V‘(

2000 -

1000

o] T T T T T
30/12/1987 30/12/1991 30/12/1995 30/12/1999 30/12/2003 30/12/2007

Fig.13 : Historique 1988 — 2009 de I'indice CAC 4Blu, données EuroNext

4.1.6 L'immobilier

Les assureurs investissent également sur le manchwbilier afin de se protéger contre linflation.
Effectivement, tout en profitant de revenus régaligrace aux loyers percus, I'indexation de ceustti
l'inflation permet de se protéger contre les poessgflationnistes. L'illiquidité du marché expligla part

relativement faible que représente ce type d'insssinents par rapport a la structure des placements

Le rendement de l'immobilier parisien, que I'on palécomposer en un rendement en capital et un
rendement locatif, a connu ses dernieres annéesraissance spectaculaire. En 2011, la valeutittes
immobiliers a augmenté de prés de 22%. Cet acid onc un rbéle non négligeable dans le porteéeuill
d'un assureur francais. Cependant, 'immobilier @stactif dont le cycle économique est long ; c'est

pourquoi nous devront étre trés attentifs au cadjbret ne pas surestimer les rendements.

Enfin, dans le cadre de cette étude, Le Consenvatefait I'acquisition d’'un historique d’'un indice

immobilier représentant le portefeuille du Conseug, I'indice IPD, Bureaux, Pari$"iCouronne.
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Indice IPD - Paris 1ére Couronne, Bureaux

Rendement en Capital Rendement Locatif
Moyenne 0,75%|Moyenne 7,85%
Volatilité 7,06%|Volatilité 0,67%

Rendements immobiliers

25,00%

20,00% -

15,00% +—
~ _
5,00%

0,00% e —
D O o o P o PP &\ P P I P> E LI o
< 00% PSS éky;\@ S o,?’ S S S S mQ&”&Q

Rendement locatif net
-10,00%

Rendement en Capital

-15,00% Rendement global

Fig.14 : Historique 1988 — 2009 de I'indice IPD Pas 1° couronne, Bureaux, données IPD

4.1.7 L'inflation et les anticipations d'inflation

Enfin, I'inflation est un dernier paramétre impaitale cette étude, notamment en « mode réel »tauss
nominaux sont étroitement liés a l'inflation, eont de sens économique que Ss’ils y sont comparés.

L’inflation joue également un rdle sur le passifrdssurance.

Dans le cadre de notre étude, nous utiliseronsldesées historiques de linflation frangaise —-shabac,
fournies par 'INSEE ; et une courbe d'inflationfarward », déduite des taux de swaps d'inflation

observée sur le marché.

Inflation annuelle
16,00%

14,00%

12,00% A ~A

10,00% I \ / \
8,00% /
6,00% j \
4,00% A\ /\/ \
2,00% / \-/ \f-\ A\
o,oo% \’\/J Y \

T T T T T T T T
déc.-59 juin-65 nov.-70 mai-76 nov.-81 mai-87 oct.-92 avr.-98 oct.-03 mars-09

Fig.15 : Historique 1960 — 2009 du taux d'inflatiorannuel frangais (hors tabac), données INSEE

Euro Inflation Zéro coupon (swap)
3,0%

2,5%
2,0% /
1,5%

1,0%

0,5%

0,0% T T T T T T T T T T T T T T T T d
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50

Fig.16 : Courbe ZC d'inflation anticipée (déduite ces swaps d'inflation) — 31/12/2009, donnée Bloomlger
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4.2 Valorisation d’options de taux d’intérét

Les options de taux d'intérét sont aujourd’hui trddisées sur les marchés financiers a des fins de
couverture. Par ailleurs, dans le cadre d’'un cadjbr« market-consistent » des modéles de taux, nous
serons amenés a déterminer les parametres quipeomettrons de retrouver le prix d'options class&u
observables sur le marché, sous condition de liguidu titre considéré. Nous présentons donc ici

quelques options standard qui nous servirons pauite.

42.1 Lescaps etles floors

Un cap est un contrat dans lequel le vendeur praimettribuer son acquéreur si le taux d'intéréisso
jacent dépasse un seuil fixé (taux d’exercice) #abmes dates futures. Ce type d’instrument a
essentiellement vocation a se couvrir contre ueatéelle hausse des taux d'intéréts, par exemplensa
emprunté a taux variable. A chaque date prédétéamisi le taux de référence est au-dessus du keuil,
vendeur doit verser le différentiel de taux ; cetdes caplets.

Le floor est I'opération inverse : I'acheteur exeson option lorsque le taux de référence passessous

du seuil prédéfini.

Un cap est donc un portefeuille d’options sur tdimtérét. Nous considérons ici un cap dont le naahi
vaut N, le taux « strike » vaut E, et dont le talexréférence est le taux Euribor de maturigh t;, noté
r(t;).
Le « payoff » du caplet en chaque date’écrit alors :

C(tiv1) =Nt [r(t) —E],
Et la valeur du Cap en t peut s’écrire ainsi :

Cap ®) = ) Cultisa)

Le modeéle de Black [1976] est aujourd’hui la réféee des marchés en termes d'évaluation d’options
comme les caps. En comparant chaque caplet a uims @uropéenne, nous pouvons leur appliquer la

formule de Black et calculer la valeur en t d'upleade sous-période;; t; 4] :

Ce(tiv1) =NTP(t, ti4q) [F(t' ti tiv1)9(diy1) — E <P(di+1 - 0i+1\/m)]
Avec :
P(t,t;+1) :le prix d'un zéro-coupon en date t d’échéang,
F(t, t;, t;1) : le taux « forward » relatif au taux Euribor, en t, démarrant en et d'échéance, .,
Oit1 : la volatilité du taux « forwarth»F (¢, t;, ti;1)

F(t,t; t;
1n(%)+ L1 ?(ti—t)

di. =
ol Oi+14/ti—t)
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4.2.2 Les swaptions

Nous avons déja rapidement défini les swaps dedauotérét (voir partie PRESENTATION GENERALE
DU GENERATEUR $4.1.2). Une swaption est une optionswap ; elle donne le droit d’acheter ou de
vendre un swap selon les conditions initialemeavpes.

Une swaption payeuse recoit le taux variable et [gaiaux fixe ; une swaption receveuse recoule fixe

et paie le variable.

Le prix d’'une swaption payeuse s’écrit alorsent :
n
S, T,T,) =N KP(tT, +P(tT)—1

k=1 +

Ou
K est le « strike », c’est-a-dire le taux swap
N est le nominal

P(t,T) est le prix d’'un zéro-coupon de maturité T, eredat

4.3 Agrégation dans le cadre d’'une approche « mondeel »

Dans le cadre d'une modélisation en monde réels romnsidérons une structure en cascade (Modele
d’Ahlgrim). Ce type de structure, tres intuitivesrmet de modéliser de maniere cohérente I'enseddse
classes d’actifs tout en placant I'inflation comélément déterminant du modéle.

STRUCTURE DU MODELE D’AHLGRIM ’

Input du modéle ! ! @

Taux d’intérét
nominal
Lien direct

Rendement des Montant des
Lien économique non actions dividendes

intégré au modéle

Grandeur calculée a
partir des variables du
modele

LU

Fig.17 : Agrégation en univers “Monde Réel”
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4.4 Agregation dans le cadre d’'une approche « risqueeutre »

Dans l'approche risque-neutre, les actifs modglgint agrégés par une matrice de corrélations. ¢&u
faire, nous utilisons la décomposition de Choleski.
La décomposition de Choleski est utile lorsque Bonhaite modéliser des lois multi-normales, cledire

plusieurs sources de risques.

Soit X = (X1, X2, X3, X4, x5)de distribution normale, de moyen(®, /4, 14, 4, 14) €t de matrice de

variance-covariancz .

Taux Court Taux Long Actions Immobilier Inflation
100% Taux Court
p(1,2) 100% Taux Long
p(1,3) p(2,3) 100% Actions
p(1,4) p(2,4) p(3,4) 100% Immobilier
p(1,5) p(2,5) p(3,5) p(4,5) 100% Inflation

Fig.18 : Matrice de corrélations (format) utiliséedans le modéle

Comme 2 est réelle symétrigue définie positive, elle gangularisable. On note T, matrice réelle

triangulaire inférieure telle qyg¢ = T-T' ; On a alors :
X=T-T'Z+ u

Avec Z vecteur de lois N(0,1) indépendantes.

Par ailleurs, on peut écrire les relations entsecleefficients de corrélatiop; ; et les coefficients de la

matrice triangulaird; ; :

n
pij =TT = Z Ty Tk
k=1
Pour la premiére colonne, on obtient :

pl'l = Tl,l Tl,l SOIt Tl,l = ,pl,l
Puis : p1j= T11Tj1 soit Ty = p1j/Jp11

Enfin, colonne par colonne, on calcule les coedfits de proche en proche :

pii = TiaTix + -+ T Ty soit Ty; = /Pi,i - Yk<i Th

_ Pij— Zk<i Tik Tjk

pij = Ti1Tja + -+ T Tj; soit Ty, = -
/Pi,i— Yk<iTik

Remarque importante: En pratique, afin de différencier les périodescdses des périodes « standards »,

il a été décidé de retenir deux matrices de cdio@ladistinctes ; le passage d'un état a I'austeredélisé

grace a une chaine de Markov a deux états. Céfibeetticiation est présentée en détail par la suite.
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V- Introduction aux processus stochastiques

5.1 Générateur de nombres aléatoires

Toute simulation de réalisation de différentes kiésprobabilité nécessite au préalable la générate
nombres aléatoires distribués selon une loi unifooontinue sur l'intervalle [0,1]. Un des générasede

nombres quasi-aléatoires reconnu efficace estile mélangé.

En effet, ce générateur dispose d’'une vitesse deecgence de tres bonne qualité et permet d’'éldter

répétitions de nombres aléatoires généreés.

La suite du Tore (classique) est définie par :

X, =N/p — |n\/5|

Ou p est un nombre premier et 'opératelidésigne la partie entiéere.

Si cette suite permet d'obtenir des valeurs uniformant réparties sur [0,1], elle présente cependant
'inconvénient d’avoir une forte dépendance termterne. Cet algorithme n’est donc pas utilisable en

I'état pour générer des nombres aléatoires.

Afin de contourner ce probleme de dépendance térmterme, nous considérons le méme algorithme,

mélangé par le générateur d’Excel. Ainsi, au ligutilcser le nombre X, lors du n-iéme tirage de la loi
uniforme, nous utiliserons le nombke,ou m est tiré de maniére aléatoire dans N :
Xm = Xp(n)

Ougp(n) =1100-N-Rnd + 1| et N estle nombre de tirages aléatoires quedauhaite simuler.

5.2 Utilisation de tirages dans une loi Normale centieréduite

5.2.1 Inversion de la fonction de répartition

Soit une variable aléatoire X de fonction de répantF. La fonction de répartition est supposéeisible.

Si U est une variable aléatoire de loi uniforméJQGalorsF~1(U) suit la méme loi que X.
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5.2.2 Méthode de Box Muller

Nous disposons de tirages aléatoires dans unaiforme sur [0,1]. De ces tirages, par la méthogl&dx-
Muller, nous pouvons en déduire des valeurs indigreies dans une loi normale N(0,1). Ces bruitscllan
gaussiens correspondent au facteur aléatoire @asnprbcessus de diffusion des taux, des rendements

actions ou immobiliers.

La méthode de Box-Mdller consiste & générer deepale nombres aléatoires dans une loi normale

centrée réduite & partir d'une source de nombésgates dans une loi uniforme.

Soient U, V deux tirages dans U]0,1].

Alors X et Y définis ci-aprés sont des variablessbires indépendantes dans une loi N(0,1) :

X=,-2-In(U) cos(2m-V)

Y= =2-In(U): sin(2r-V)

Dans 'ESG, nous avons décidé de laisser le chdiutdisateur de générer de nouveaux mouvements
browniens pour les processus de diffusion dessaaiii de reprendre un jeu de browniens préétdiii.
effet, la directive impose d’effectuer des chagsles inputs du modéle, notamment la courbe desdaa
t=0, pour évaluer la variation de la Net Asset ¥a({WAV) qui se calcule en faisant la différencerent
I'actif et le passif pour le scénario central compmir les scénarios choqués. A ce titre, afin diéara

I'impact de ces chocs, il est préférable de gaeleréme jeu de mouvements browniens.

5.3 Modélisation d’'un actif

5.3.1 Processus et Lemme d'Itd

Un processus d'Itd est défini par un « drift » présentant son espérance d’évolution, et une lidati
représentant le risque que le processus s'éloigneod espérance |. La dynamique de ce processus peu
s'écrire par I'équation différentielle stochastique

dX = p-dt+ o-dWt

Avec Wt processus de Wiener (Mouvement browniendsted).

La solution de cette équation différentielle statitpe est donnée par I'équation suivante :

t t

Xt=X0+J,u-ds+Ja-dWs
0 0
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Lemme d'It6 :

Soit Xt un processus défini par I'équation :

Xt= Xy + fotuds+ fota dWs

On cherche a caractériser I'évolutionfde, Xt) une fonction deux fois continument différentiable
En calcul stochastique, les oscillations autour ldetrajectoire du processus créent des termes
supplémentaires par rapport au calcul différemtedsique.
Nous obtenons en effet la relation :
f df d*f

af(t, X,) = (t Xt)dt + —(t Xt)dXxt +§ = t, Xt)d(X),

Dans le cas d’'un mouvement Brownien W, la variatjioadratiqued(W), = dt

Ainsi ; en injectantlXt dans I'équation précédente, et par intégration :

f

f(tXt)—f(0X0)+f [f(SXS)+Hd (s Xs)+ o df]ds+f G(S,XS)%dWS
0

Ce lemme est utilisé pour manipuler les équatiafférdntielles et les intégrales stochastiques. Nou

I'utiliserons a plusieurs reprises.

5.3.2 Discrétisation de processus continu

Discrétiser un processus continu consiste a apmerxson équation différentielle en définissant aa ge
temps, afin de pouvoir le simuler. La discrétisati@rmet également d’avoir un processus path-depend

c'est-a-dire que la valeur de la variable en t dépke sa valeur en t-1.

Lorsque 'EDS du modéle dispose d’'une solution iekpl, la discrétisation exacte s'impose. En revenc
s'il n'existe pas de solution explicite, nous dexs@voir recours a un développement d’Itd-Tayl@stca
dire une discrétisation approximative. La qualige ld discrétisation peut s’estimer par le criteeela

convergence forte.

Soit 'EDS la plus générale possible :
dXt = u(Xt,t)-dt + o(Xt,t) - dBt

Sous forme intégrale, cette équation s’écrit :

t t
Xt = Xy + f u(Xs,s)-ds + f 0(Xs,s)-dBs
0 0

GROUPE
LeQ© NSERVATEUR
Depuis 1844 -50/114 -




Discrétisation exacte :

Si la résolution de cette équation est explicitersaX admet une discrétisation exacte. C'est epraur les
modéles de Black & Scholes [1973] ou Vasicek [1977]

Soit une équation différentielle stochastique getyasicek :

drp=a*(b—r)-dt+ o-dBt
Posons Xt = (1, — b) - e%t
On aalors :
dr,=—a-Xt-e *'dt + o-dBt
Soit :
etdr,+a-Xt-dt = o-e%*'dBt

Appliguons maintenant le Lemme d'lt&@ = f(t,1;) :

2

df df 1, d*f
dXt = df(t,Tt) = E(t,rt) dt + E(t, Tt) drt + EO- P(t, Tt) dt

C'est-a-dire :
dX, = ae®(r, — b) dt + e%dr,

Enfin, en réinjectandr; de notre équation différentielle initiale :
dX, = o-e*tdBt

Par intégrations; s’écrit :

t
=1y % +b(1—e %) +g-e" %t J e%S dBs
0

e . . . . —2:at
On reconnait ici une variable gaussienne de moyenfié(r, — b) + b et de variance” 1—e™¢ /2a.

En effet : Var(fote_a(t_u)dBu — fot(e—a(t—u))zdu — 1-— e—Z'a-t/za

Et par conséquent, par intégration par rapport Brownien,

1-— e—2-a-A

=1 +b(1—e ") +0o- g €

Oue suit une loi N(0,1) eA est le pas de la discrétisation.
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Discrétisation approximative :

On procede par approximation du processus soustjagar développement d’'ltd-Taylor. A l'ordre 1, il

s'agit de la discrétisation d’Euler ; a I'ordrel 2'agit de la discrétisation de Milstein.

Critere de convergence forte :

X converge fortement vers X lorsque I'erreur sur la valeur, en Tsgsipotiquement
négligeable.

Cestadire limg_, “)?}6 - XT” =0

On notey I'ordre de convergence

Il existe K>0, etdy> 0 tel ques €]0,8,[ , E|X7° — X7| < K- 67

Considérons un processus n‘admettant pas de déstrén exacte, par exemple un processus de Cox
Ingersoll & Ross [1985]:

drr=a-(b—1)-dt+ o-/r.-dBt

Le processus discrétisé s'écrit alors, a I'ordre 1

Teaan=1+a(b—r) A+ o JA 1, ¢

Remarque: L’'estimation des paramétres est souvent une @élieate, car elle peut étre a I'origine d’un
biais. Si le processus n‘admet pas de discrétisaiacte, il sera impossible d’estimer les paressgbar
maximum de vraisemblance. Il faudra alors procdmerinférence indirecte. L'estimation par inférence
indirecte consiste a choisir le paraméirgui minimise la « distance » entre I'estimationrdodéle sur les
observations et I'estimation de ce méme modéldesudonnées simulées en prertrt 6. |l faudra donc
définir une « distance », par exemple la distan@@atique.

Enfin, il est possible que I'estimation par inférenindirecte puisse aboutir a une valeur d’'un patsn
incohérente. Nous serons alors amenés a fixer i@mgére arbitrairement (de maniére cohérente), et a

estimer & nouveau les autres parametres.
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5.3.3 Loilog-normale et mouvements browniens géométrigise

Il s’agit du mouvement Brownien communément utibsémathématiques financieres. Il permet en effet d

modéliser les mouvements des indices boursiers.

Soit S le cours d’'un actif risqué ; la variation cours de l'actif est donné par I'équation difféielhe

stochastique :

dast
—=r-dt+ o-dBt
St

Le processus S suit alors une loi log-normale.

Démonstration :

Appliguons le lemme d'ltd & = In(S)

day 1
s~ s
dry -1
sz~ 2

D’ou, d'aprés le lemme d'lt6,
1 1,
dY = §-(r-S-dt+a-S-dBt)— 50 - dt
En intégrant cette équation différentielle entet Oet en injectant S, nous obtenons la relation
n(E) = (r-Z) e+ oote
n S0 =|\r 2 o

2

Soit : St = So-exp((r—%)-t+ o - Bt)

5.3.4 Simulations de Monte Carlo

Disposant d’'une génération de nombres aléatoieesirhulation de Monte Carlo permet de créer un
échantillon d'un processus afin d’en évaluer lemacgristiques statistiques comme la moyenne, fiéca
type ou les quantiles.

Pour cela, il est nécessaire de disposer d'un nemdrsimulations conséquent afin d’obtenir desltasu
précis et convergents ; le temps de calcul peus alavérer trés long, selon les processus quesboimaite

modéliser.
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APPROCHE RISQUE NEUTRE

Nous présentons ici les démarches que nous avessaeuConservateur dans le cadre de la mise em plac
d'un ESG en univers risque-neutre. Pour rappel,st&narii auront vocation a étre intégré au modeéle
prospectif établi par la sous-direction ALM/inviesements pour I'évaluation des engagements fetturs
des capitaux réglementaires. La mise en placetdeS® s’est effectuée en quatre étapes :

» FEtudes et choix des modéles d’actifs ;

e Calibrage des modeles ;

* Implémentation ;

* Analyse des résultats et études statistiques.

Les calibrages sont effectués a partir des dorené¢84/12/2009.

|- Choix des modeles

Le choix des modeles est une étape essentiellensséaen place d’'un ESG, a fortiori dans le cadueal
évaluation des fonds propres nécessaires poureassug probabilité de ruine inférieure ou égale50
sur lan. En effet, dans ce cadre, il est indisf@aste disposer de modeles qui ne sous-estimeniepas
gueues de distribution.

Par ailleurs, le calibrage des modéles devra &teteé de maniére « market-consistent », c'esraglie
I'actualisation des flux futurs au taux sans risqgoé& permettre de retrouver le prix des actifs@ Cette

approche permet « matcher » I'actif et le passtijaisé lui aussi au taux sans risque.

1.1 Structure par terme des taux d’intéréts

Nous souhaitons modéliser les déformations futdeeda courbe des taux. Il s'agit de I'un des enjeux
majeurs de 'ESG. Si pour les actions ou I'immadilnous pouvons directement modéliser le prix d'un
indice, il est beaucoup plus difficile d’appréhentieprix d’'une obligation puisque nous sommes gidi
de passer par la courbe des taux. Pour ce faius, aoons décidé de retenir deux modéles diffégmis
modéliser les déformations de la courbe des tatux @@upon sans risque : Vasicek 2 facteurs [1977] e
HJM [1989]. La présentation de modeles de tawinsgiirée de I'ouvrage de Frédéric Planchet, Aymeric

Kamega et Pierre ThéronBicénarios économiques en assurgd2€99].
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1.1.1 Le modéle de vasicek 2 facteurs

Il s’agit d’'un processus de retour a la moyennestain modele d’équilibre. Nous considérons iaixde

processus de diffusion : le taux cofrt, et un taux lond, .

Ces taux suivent une dynamique de type Vasicek7[L97

dry = vy (ly — 1) - dt + o, - dBt

dlt Vl'(lll—lt)'dt‘l‘ O'l'dBt

Ou
v, etv; sont les vitesses de retour a la moyenne
u; est la moyenne du taux long

o, et g; sont les volatilités des taux court et long

Ces processus admettent une discrétisation exacagpliqguant le Lemme d’lt a :
Xt=(— 1) evrt
Yt=(l, —p)- et
On obtient alors :
dX, = e"t g, dB,,
dY, = e"tt - g;-dBy,

En intégrant et en réinjectant r et |, on obtiergysteme discrétisé :

At+A

(Tacsn) = lacesn)) - €V 2ED — (rp — Ipy) - eVrit = f o e - dBy ¢
At

At+A

(racerny — 1) - €A — (1y — ) - VAt = f oy~ e’ - dBys
At

On en déduit alors les relations de récurrenceastis:

— ., VA . —V,A .
Tacen =Tar €72 4+ s (1—e r)+ar

laeva =lae- e+ pu-(1- e‘le) top-
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Enfin, en univers risque-neutre, le prix d’'un zéompon de maturité T, a I'instant de projectioest,
donné par:
P(t,T) =exp[A(T —t) — B,(T—t) 1 —B;(T—1t)-l; ]

Avec:

2

A() = (B (w) —u) - <M— i 2) +Bi(u) - u—

0,2 B(w)? + o’ u 5. By (u) + By(u)

_.[__

2 V2 4-v, 2 W2 V2
n 1 1—e 2vru 2-v, 1— e—(vr+vl)u s Vrz 1 — e—2viu
(vr —v)? 2 vy v (v —vp)? vy V) v (ve —vp)? 2y
Vy 1— e V¥ 1— e~ Vru
Bl(u,) = . [ —
Vr =V 4 vy
1—e Vrt
By(u) =
VT

Un tel modéle multifactoriel permet de modéliser déférentes formes de la courbe des taux obsgrudre
le marché. En effet, en utilisant deux facteursnteléle permet de représenter a la fois les mouvisnae
translations, d’inversion, de pentification et dgeéntification de la courbe. De plus, ce modelesiegple a

développer et assez rapide en temps de calcul.

1.1.2 Le modele de Heath Jarrow Morton

Nous nous placons ici dans un cas du modéle HIBB[19Vasicek généralisé. Il s’agit d’'un modele de
déformation de la courbe des taux, construit dei@n@rcohérente avec le marché a t=0: La courbe des
taux initiale est considérée comme un input du feodgotre processus sera ainsi « market-consistent
Ce modéle utilise la diffusion de taux « forwarthstantanés que nous devrons approximer par desleau

faible maturité.

Notonsf(t,s, T — s) le taux « forward » vu en t, commencgant en s ehdeirité T-s :

1 P(t,s)

f(t,s,T—s)= _T—s'ln(P(t )

Le taux « forward » instantarfét, T) est le taux vu en t, commengant en T et de métguasi-nulle. Sa

dynamique est donnée par I'équation différentistechastique :

df (t,T) = u(t,T)dt + o(t,T)dBt

~

f(0,T)= £(0,T)
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din P(0,T)

f(0,T) = a7

T
P(,T) = Efexp(~ f £(t,5)ds)]
t

Ou f représente le taux « forward » observé sur le Inéarc
On peut déduire la courbe des taux « forward saimtahés de la courbe des taux ZC, par I'approximati

AlnP(0,T)

On définit ensuite une structure de volatilité plasrtaux « forward » ; en général de la forme :
o(t,T) = g e *TD

Ou T'=T-t est la maturité, vue en t. (T est la uné&é vue en 0).

Le coefficient de dérive (« drift ») p est expriséfonction des :

T 0_2 ) ,
u(t,T') = G(t,T’)-J o(t,s)ds = 7(e—a-r _ emzaTy
t

L’équation différentielle régit par le taux « foawa » s’écrit alors :

2
0 —_
df (t,T") = = (e7@T —e 22T)dt + - e *TdBt

Puis, par intégration :

a? ’ o? ’ t —
f&,T)= f(O,T" +1t)— ﬁ(l —e T + ﬁ(l —e (M) + g f e~*(T=S) dBs
0

On peut ensuite en déduire la valeur du taux deumte a partir du taux « forward » :

o? t .
r)=f(LT=0= fO,0)+ 551 —e ") +o- J e~ *=)dBs
0

Dans ce processugt) suit une distribution normale
2
« de moyennef(0,t) + 2%(1 —ematy2;

. t a?
« devariance ¢?- [ e 22(T=9) g5 = 2 (g=2a(T-1) _ g—2aT)
0 2a )
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f(0,T) suit une distribution normale
’ o? __mIN2 a2 . NS
« de moyennef(0,T") — ﬁ(l —e T+ ﬁ(l — e (tT)"

. t _ —
» de variance ¢ [ e 249 ds.

Afin d’avoir un processus path-dependant (proceskarss lequel la valeur en t dépend des valeurs
précédentes : effet sentier), nous discrétisogsiiton de diffusion du taux court.

On calcule tout d’abord r(T) — e~ *T = (t)

o2 t _
r(T) — e~ *T=Or(t) = £(0,T) — e 2T=Of(0,t) + 2o (1—e 9T 4 20T — e‘a(”t)) + O'J e~ (T=5) 4Bs
0

A . 2
Or E[o ftTe‘a(T‘t)st] =0 etVar[o ftTe‘“(T‘t)st] = ;—a(l — g~2a(T-1)

D'ou :

T 0-2
o.f e—a(T—s)dBTg — _(1 _ e—Za(T—t)) Ny
¢ 2a

Enfin, pour le taux court, en considérdrt AnetT =A(n+1)on obtient I'équation discrétisée :

r(A(n + 1)) =e . r(An) + f(0,A(n + 1) — e~ *A£(0,An)

o? o2
+ ﬁ(l —e—ab + e—2aA(n+1) _ e—aA(2n+1)) + %(1 _ e—ZaA) e

Ou a est le pas de tempssasuit une loi N(0,1).

Une fois le taux court simulé, on peut détermimar prix des zéro-coupon grace a la formule ferniée ¢
dessous :

T
P(t, T = E[exp(—J f(t,s)ds)]
t

PO, T' +t)

1 — eg—ar’ 2.(1—e-2aty.(1 —g-aT’ 2
PO eXp[(%)-(f(o,t)—r(t))_" (A-e™D-(1-e"T)

4q°

P(t,T") =
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1.2 Rendements Action

Nous souhaitons simuler ici les performances dhtice action. L'indice retenu pour le calibragetdiie
cohérent avec le portefeuille du Conservateur pdahe « actions » de l'actif du Conservateur étant

essentiellement investie sur le marché Francaiglite qui nous semble adéquat est I'indice CAC40.

Pour rappel, I'équation de diffusion du modéle decB & Scholes [1973] est la suivante :

dst
—=7r-dt+ o-dBt
St

St=So-exp[(r—02/2)-t+a-Bt]

Distribution Log[St+1/St] hebdomadaires 1987-2009 Normal Q-Q Plot

15

01
%,
o

10
I
0.0

Density
Sample Quantiles

-0.2

T T T T T T T T T T T
-0.2 -0.1 0.0 01 -3 -2 -1 0 1 2 3

N=1118 Bandwidth=0.005553 Theoretical Quantiles

Fig.19 : Densité et Droite de Henry, modéle log-namal et répartition empirique

Le modele classique de Black & Scholes [1973], @ssus lognormal des rendements actions, représente
mal les queues de distribution. Un des objectiftadé&forme Solvabilité 1l étant de permettre &$areur
de disposer de fonds propres nécessaires poureassw@ probabilité de ruine inférieure ou égale5¥0

sur lan, les queues de distributions ne doivenépamégligées.

Pour corriger ce défaut, et mieux modéliser lextréenes », nous avons choisi de travailler avec un
modéle a 2 états : RSLN (Regime-Switching-Log-Ndjmpeoposé par Mary R. Hardy [2001], professeur &

I'université de Waterloo, Canada.

Il s'agit d’'un modéle a 2 états, représentés paramaine de Markov.
* Unrégime de « croisiere » ;

* Unrégime de « crise ».

Dans chaque état, les rendements suivent unegigidamale de parametres différents.

Stv1
In(= PO = N1y, 0p2)
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On definit les probabilités de passagg ;. = P(p; = ilpt-1 = J)

Etat 1 : « Régime de croisiére » Etat 2 : « Régime de crise » _\
Py Espérance y; > 0 Espérance u, < 0 @

Volatilit¢ oy < 0y Volatilitt¢ o, > oy
P

Fig.20 : Chaine de Markov utilisée pour le modéle 8LN

Les paramétres du modeéle sont les deux moyenrgedelex volatilités, et les probabilités de passtge

état a l'autre. Nous avons donc 6 parameétres aidgiar maximum de vraisemblance.

La vraisemblance du modele est donnée par la fergitdessous :
L©) = f(1[0) - ... f(YVnlO, Y3, Yp, oer, Y q)

St+1
St

Y, = In(=22)

Ou f est la fonction de densité de Y.

Pour déterminer la vraisemblance, nous procédepamsitérations successives. Nous définissons la

fonction densité de Y pour un passage d’état i pers

f e pe-1,YelYeo1, 0, Y1,0) = P(pe—1| Yioq, ., Y1, 0) - P(pelpe-1,0) - f(Yelpe, ©)

Ou P(p¢|pt—1,0) est la probabilité de passage entre le régimetpy,

Avec :

f(elpe, ©) = p(——)

Ve — by,
GPt

Ou @ représente la fonction de répartition d’'une laiggenne.

Enfin, connaissant 18 p;, p¢—1, Y¢Ye—1, --., Y1, @), nous pouvons en déduire les densités condititamel

dont nous sommerons le logarithme pour obtenmdaviaisemblance :

2 2
fYelYeq, ., Y1,0) = ZZf(Pt =1,pt-1 =], YelYeoq, .., 11,0)

i=1j=1
In[L(©)] = In[f(Y110)] + -+ + In[f (¥,,|0, Y, ..., Vy_1)]

Connaissant les probabilités de passage d’'un étaitée, nous pouvons en déduire les probabittése

dans un état, ou d'y rester :

14 .
2,1 T, = P1.2 =1— T

T[l = =
D2,11P1,2

D2,11P1,2
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1.3 Rendements immobiliers

Nous pouvons distinguer deux types de rendemem®bitiers :
* Lesrendements en capital ;

* Les rendements locatifs.

Dans le cadre de notre modélisation risque-nentres décidons de modéliser directement le rendement
global de I'immobilier par un processus log-norifiglack & Scholes, [1973]), dont I'équation de ddfan

s’écrit comme suit :

dst
—=r-dt+ o-dBt
St

St=So-exp[(r—02/2)-t+a-Bt]

1.4 L’inflation francaise

Enfin, l'inflation francaise sera modélisée asseapgement, par un processus de retour a la moyenne,

simple a calibrer sur un historique : Vasicek [1]977
L’équation de diffusion d’un tel processus s’écatnme suit :

di; =v-(u—1i;)dt + odBt

Oou
i estle taux considéré ;

u la moyenne « long terme » du taux ;

v la vitesse de retour a la moyenne ;

BI un mouvement Brownien.
Par discrétisation, nous déduisons de 'EDS ldioglasuivante :

inge+n) = iac +A v (u-A—ip) +oVh-e

Soit: iA(t+1) =a- iAt + ﬁ + 0'\/Z - €
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[I-  Calibrage des modéles

2.1 Structure par terme des taux d’intéréts

2.1.1 Le modele de Vasicek 2 facteurs

Ce modele est calibré de telle sorte a se rapprdeh@us possible de la courbe des taux des dhiga
ZC d'état européens, notés AAA. Pour cela, nousddés de déterminer les paramétres optimaux pour

minimiser I'écart quadratique entre les prix debgalbions théoriques, et observés sur le marché.

Cette méthode de calibrage par les moindres cesté&sxplicitée en annexe 3.

Dans le cadre de I'exercice QIS 5, les taux ZC é&duisent de la courbe de taux swaps — 31/12/2009
fournie par I'EIOPA. A l'issu des simulations, noevoyons en sortie du modeéle la structure pander
des taux swaps (taux couponnés) :

1-P(T)

Wi = s

Ou sw est le taux swap de maturité T et P(T) be gwi z€ro coupon.

Nous présentons a présent deux exemples de caidtamodeéle :
* A partir de la courbe des taux ZC des obligatiotétati courbe fournie par I'Institut des
Actuaires

* A partir de la courbe des taux swaps, fournie |gEdOIPA pour I'exercice QIS 5..
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Exemple N°1: Courbe des taux zéro-coupon — Obligations d’Etahcais — 1A 31/12/2009
Cette courbe, propre au marché francais, présemantage d'étre trées compléte, puisque nous dEmo
de toutes les maturités jusqu’'a 100ans en pas reercguqui nous permet d’effectuer notre calibrage

un maximum de points.

| v (retour a la moyenne) p (moyenne) o (volatilité)
Résidus 5 [R(obs)-R(th)]? Tauxcourt 42,00% 1,28%
0,001259449 Tauxlong 87.71% 4,71% 1,00%

Courbe des taux ZC Etat Francais - Institut des Actuaires et modélisation

5,00%

450%
4,00% /
350%

3,00%

2,50%
2,00% /
1,50% / /
1,00% //

0,50% //

0,00%

——Courbe des Taux |A (observée)
——Courbe des taux initiale modélisée ||

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Maturité

Fig.21 : Vasicek - Calibrage par minimisation de Ecart quadratique a t=0, courbe IA 31/12/2009

Remarquons que le caractére « market-consistesit isieapproximatif. En effet, il est tres diffieilde se

fixer précisément sur la courbe des taux a t=0.

L'intérét principal de ce modéle est qu'il est teisiple & mettre en place, permet de diffuserfaitales
taux longs et les taux courts, et se calibre ds®gzsur les courbes des taux ayant une forme expietie

« classique ».

Remarque: Afin de donner plus de « poids » aux maturiéssgdlus courantes dans le portefeuille de la
compagnie, nous pourrons ajouter un coefficierpatelération C(T) a la somme des moindres carrés. Pa

exemple la proportion d’obligation de maturité Thdanotre portefeuille :

(v,u,0,2) = argmin 2 Cc(T) - [Pt"(0,T) — P9%s(0,T)]?
T
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Exemple N°2: Courbe des taux UE EIOPA (CEIOPS) — Prime daidiig¢ 0%— QIS 5 - 31/12/2009
Nous disposons ici de la courbe des taux swapsiopar I'EIOPA dans le cadre de I'exercice QIS®. D

cette courbe nous pouvons déduire la courbe dggz&n-coupons :

1 = Yk<r P(k) - sw (T)

P(T) =

1+sw(T)
—In(P(T))
ZC(T) = ————
T
| v (retour a la moyenne) p (moyenne) o (volatilité)
Résidus 3 [R(obs)-R(th)]? Tauxcourt 99,00% 3,00%
0,000480862 Tauxlong 100% 4,26% 1,06%

Courbedes taux QIS 5 - CEIOPS et modélisation

4,50% 4,50%
4,00% 4,00%
350% //’_’,\_ 3.50%
3,00% 3,00%
2,50% 2,50%

== courbe ZC déduite de courbe swap QIS5

1,50% / 1,50%

2,00% 2,00%
/ —— Courbe des taux initiale modélisée

1,00% 1,00%
0,50% 0,50%
0,00% 0,00%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Fig.22 : Vasicek - calibrage par minimisation de Ecart quadratique a t=0, courbe EIOPA 31/12/2009

Nous remargquons que, de par la forme de la courbes eoefficients obtenus par le modele (vitesse d
retour a la moyenne tres élevée), le calibragetrest approximatif. De plus, les différentes maégrit
fournies par I'EIOPA sont annuelles, le nombre dimis dont nous disposons est limité.

Par conséquent, dans le souci de calibrer notreelmatd taux au mieux par rapport au marché a s n
proposons d'utiliser un second modele, compatibkrda courbe des taux observée au comptant : HIM

[1989]. Ce modéle nous permettra également d'@nérents avec le prix d’options sur le marché a t=0
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2.1.2 Le modéle de Heath Jarrow Morton

Pour calibrer le modéle, nous devons fixer lespatees a ai de la volatilité des taux « forward ». Pour

cela nous nous calons sur les prix de swaptionsreés sur le marché.

A partir de la courbe des taux swap de marché 230D9), nous en déduisons la courbe ZC, les taux
« forward » instantané, et les taux swap 1, 5 eari¥ddans p années (p = 1, 5 ou 10 ans) seloedp (I

swaption(s) que nous utilisons.

Nous simulons ensuite de nombreux processus (1688asi) de taux court par la formule discrétisée
donnée par le modéle, puis les prix des zéro caupart, et nous recalculons le « payoff » de lgpfioa

en t que nous actualisons pour obtenir la valagba

Le prix des ZC, en fonction des taux swaps (obsesué le marché) s’écrivent :

1 = Yg<r P(k) - sw(T)

P = 1+ sw(T)

Le taux « forward » de maturité j dans i annéesl@sné par :

. PO -P>I+))
d ) = -
fW swapRate(l ]) Z;:—_}lp(k)

Le « payoff » de la swaption receveuse-payeusd, lagnion s’exerce en t et dont la durée du swaipss

jacent vaut T, est alors donné par :

N
+ -N
1+ ZC(t, k)T

S@ﬂz

1+ 2zt k)

Ou
N est le nominal
K le « Strike » c’est a dire le taux swap «\fard » de maturité T dans t années

ZC(t,k) les taux zéro-coupon de maturité k nicdé en t
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Pour déterminer la valeur de la swaption en t=Caainalise par capitalisation du taux court moéélis

1
A+47r) A4+r)-A4+r)..1+1r)

Avec ce type de modéle, il est tres difficile deagaver exactement les prix de plusieurs swaptiblogis

DF(t) =

avons décidé de nous caler sur la swaption (1@eld)en se rapprochant le plus possible des autess.

résultats du calibrage sont présentés ci-dessous.

PAYOFF 10-10| 11,483 11,483
PAYOFF 5-5 6,110, 5,578
PAYOFF 5-10 10,301 10,612
PAYOFF 1-10 5,528 5,907|__9%= 0,95%
PAYOFF 1-1 0,737 0,5521| a= 3,94%

Fig.23 : « Payoffs » des swaptions modélisés et eh&s sur le marché, 31/12/2009, donnée Bloomberg

Nous retrouvons donc sans difficulté la swaptiofi@0tout en minimisant I'écart sur les autres sioag.
Le calibrage n’est pas optimal mais permet & mirdeaetrouver le prix de la swaption 10,10 quitest
liquide. Ces parametres seront retenus pour lagations.

Comme l'illustre le graphique ci-aprés, la voladildes taux « forward » est dégressive avec laritégtoe

qui est économiquement cohérent.

Volatility tx fwd

——Volatility tx fwd

Fig.24 : HIM - Volatilité des taux « forward » du nodele calibré

En lancant 1000 simulations du taux court, et deracture par terme des taux zéro coupon, nougoDGU

calculer I'espérance du taux sans risque.

Sous les parameétres précédemment établis, la meydntiespérance annualisée du taux sans risque su
un horizon de 40 ans vaut 3.6%. Cette valeur sdliaée pour le calibrage des modeles Actions et
Immobilier.
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2.2 Rendements Action

En univers risque-neutre, I'espérance de rendedenBctions est égale au taux sans risque, tanditaq

volatilité doit correspondre a la volatilité imptie observée sur le marché.

Pour calibrer notre modéle RSLN, nous considéraspérance du taux court sans risque modéliséors
nos simulations HIM, et la volatilité implicite @AC40 observable sur le marché : indice VCAC.

Le calibrage s’effectue en deux étapes. Nous ealod’abord le modéle par maximum de vraisemblance
sur un historique 1988-2009 et, a partir d’'un nambe simulations conséquent (1000, afin de pouvoir
observer une convergence des résultats), noustweffeas une homothétie et une translation des
rendements actions afin de retrouver la volatititlicite observable sur le marché a t=0 et I'eapée du

taux sans risque :
Ela-X+b]= a-E[X]+b

Var[a-X + b] = a®-Var[X]

Ces paramétres de translation/nomothétie s’applicalers pour chaque état.
Lors de nos simulations HIM, en considérant learpatres€,a) obtenus lors du calibrage, la moyenne du
taux court simulé vaut 3,6%. L'indice VCAC, le 3écdmbre 2009 vaut 21%.

Le résultat du calibrage est exprimé ci-aprés.

Date : 31/12/2009

Log-wvraisemblance - Calibrage historique
389,3792
20000 CAC40 Mens- RSLN Paramétres a estimer (mensuels)
CAC40/10000 p2,1 7,05%
1,00000 p1 1,46%
y2 -0,76%
| ‘ ‘ ol 3,8%
0,80000 | J | a2 7,6%
p1,1 93,46%
p2,2 92,95%
0,60000 M1 51,90%
H “ M2 48,10%
0,40000 N
Performance annuelle Actions cible (TSR) 3,60%
h | ‘\‘ Volatilité annuellle cible (VCAC) 21,01%
0,20000 - - —
0,00000 Volatilité annuelle modélisée 20,97%
§S 5§35 8§35 8§85§8§5355333933:8533+%8 TRANSLATION -0,16%
508 8 8 3 8 888 8 me8 88 ®omowo88 o= om oW HOMOTHETIE 1,00

Fig.25 : RSLN - Représentation des états sur un haique (i) et paramétres obtenus* (ii)

*Calibré au taux sans risque obtenu avec le modkigl

Sur le graphique ci-dessus, nous pouvons remagyéeles chutes de l'indice action sont directerfiéas

aux passages d'un état a I'autre. Ce modéle,ritegif, représente assez bien la réalité du marché
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2.3 Rendements immobiliers

Apres étude du portefeuille immobilier du Conseguat nous avons pu cibler le type de bien et leggo

géographiques des titres immobiliers de la comgagRaris 1° périphérie - Bureaux.

Nous disposons d'un historique IPD [Investment BrogpDataBank] depuis 1987 des rendements des

bureaux i couronne (rendements locatifs et rendements dtatafe rendement global pouvant se

déduire des deux précédents).

25,00%

Rendements immobilier- Bureaux - Paris 1ére Couronne (données IPD)

20,00%

15,00%

10,00%

5,00%

0,00%
1985

1990 \ 1995 / 2000 2005 \

2010

-5,00%

v == Rendementlocatif \\
== Re en capital

-10,00%

Rendement Global

-15,00%

Fig.26 : Historique 1988 - 2009 d’évolution des refements immobiliers décomposés, IPD

En univers risque-neutre, nous modéliserons leamedt global de 'immobilier par un processus log-

normal, la volatilité étant calibrée sur I'histane 1987-2009, le rendement étant égal au tauxrsaue.

Volatilité historiqgue (Rendement global) : 7,72%

2.4 L’inflation francaise

Pour rappel, I'équation du processus discrétisgis'@mme suit :

Soit:

inge+n) = iac + A v (u-A—ip) +0VA-e

iA(t+1)=a"iAt+ﬁ+0-\/Z'€

Par la méthode des moindres carrés, et en effaatma@nrégression linéaire, on détermine les caeffts

a et [3, et donc la moyenne long terme et la vitesse eir@ la moyenne.

En exprimant le coefficient « d’erreur » (& ), on détermine la volatilité .

Par identification:

a=v-A-u et pB=1-A-v
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Pour le calibrage, nous disposons d'un historigesea profond de l'indice mensuel des prix a la
consommation des ménages urbains hors tabac : 2098D-
Linflation s’écrit :
IPC(t)

i(t)=In—-—"—

© IPC(t —1)
Le choix de la profondeur de I'historique sur lelgneus calibrons le modele est délicat. En effat, |
moyenne long terme obtenue doit étre proche dedjectif fixé par la BCE, et la prise en compte de
certaines valeurs, comme les chocs pétroliers,raduisent par une augmentation sensible de cette
moyenne long terme.

Les paramétres sont estimés en base annuellepat s&ajustés en cas de simulations mensuelles.

Inflation annuelle
16,00%

14,00% A
12,00% A
ANV
8,00% / u \
6,00% j \
4,00% Pa /\/ \

/ \/\
2,00% \-/ \/\f/ \.NA
0,00% .

déc.-59 juin-65 nov.-70 mai-76 nov.-81 mai-87 oct.-92 avr.-98 oct.-03 mars-09

Fig.27 : Historique 1960 — 2009 du taux d’inflatiorannuel francais (hors tabac), INSEE

Les résultats du calibrage, sur 3 plages d’histesigont présentés ci- apres :

Plage historique  R* o 1 '
1960-2009 8368% 195% 411% 7 69%
1971-2009 8505% 212% 3,08% 653%
1986-2009 5465%  065% 169% 44 17 %

Fig.28 : Vasicek — Calibrage du modele d’inflation

Les valeurs obtenues pour les plages d’histori@@®-2009 et 1971-2009 ne semblent pas cohérenges av

les objectifs de la BCE. En effet, l'inflation mdidée devra rester stable autour de 2%. Sur ces deu

premiers intervalles, 1960-2009 et 1971-2009, reariesnent la moyenne long terme est trop élevée mais
la dynamique de l'inflation ensuite modélisée seop volatile car I'écart type de I'erreurest éleatéla

vitesse de retour a la moyenne est particuliérefadole.

Pour la plage 1986-2009, si le coefficient de ddieation est un peu faible (régression linéaire
imparfaite), les parameétres du modéle obtenusrsgarimoins plus satisfaisants.

En pratique, nous réajusterons la moyenne a 2%.
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I1I- Détermination des matrices de corrélation

La détermination des coefficients de corrélatiotneetes actifs est essentielle pour 'ESG. Suraatpune
étude a été menée lors du projet, afin de déterntésecoefficients représentant au mieux la cotigia
entre les différentes classes d’actif. Nous pré&sen@ présent les données utilisées, la méthodologi

mathématique, I'analyse effectuée sur ces donreasagdché et les résultats obtenus.

3.1Les données utilisées

Tout d’abord, nous devons choisir des indices aaftéravec le portefeuille du Conservateur.

Pour les actions, nous choisirons I'indice CAC460 laapoche « action » du portefeuille du Conservate
est essentiellement constituée d'actions francHistagit par ailleurs de l'indice utilisé lors aalibrage.

Nous disposons d’un historiqgue 1988-2009, en basesuelle.

Pour lindice de taux longs nous utiliserons 'EMS de maturités supérieures a 15ans, car il reptés

bien le marché de la dette d’état libellée en eeiragla est cohérent avec la modélisation « risguigre ».

Pour le taux court, nous utiliserons le TMP et IN@ capitalisés. Il s’agit du taux au jour le jour et donc
la meilleure estimation du taux quasi instantanEQONIA a remplacé le TMP en 1999.
Nous disposons d’'un historique 1988-2009 pour |ePTBBONIA et 1994-2009 pour I'EuroMTS, en bases

mensuelles.

Pour I'inflation, nous utiliserons I'inflation fraaise, déterminée a partir de I'lPC.

Pour lI'immobilier, nous utiliserons le méme indiqae pour le calibrage du modele : IPD Paris lére

couronne, dont nous disposons d’'un historique drirf8&7-2009.
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3.2 Les coefficients de corrélation

Il semble évident que tous les actifs étudiés rieeati pas une loi normale. Il ne nous a pas semblé
nécessaire d'effectuer un test de Shapiro Wilk 'smmsemble des données pour rejeter I'hypothése de
normalité des distributions. Par conséquent, ndilisarons le Rang de Spearman pour déterminer les

coefficients de corrélation.

Le coefficient de Spearman a I'avantage d'étrepayameétrique, et l'inférence statistique ne repasesur

la normalité du couple de variables. En effefy’dst pas nécessaire d'effectuer des hypothésel su
distribution des variables. Par ailleurs, lorsges Variables sont distribuées selon une loi na@mbest
quasiment aussi puissant que le coefficient desBeall suppose néanmoins une liaison monotone entr

les variables.

L’idée consiste a utiliser les rangs des valeusenlges. Le coefficient de Spearman est alorsdfficient

de Pearson appliqué aux rangs :

. Yi(Ri —R)(S;: —95)
VR —R)A/(S; = 5)°

Nous décidons donc d’estimer les matrices de aifoéls les historiques présentés au préalable, en

calculant le coefficient de Spearman.

De plus, nous effectuons des tests de signifitétide ces coefficients afin d’évaluer la qualige ribtre

estimation.

Tous ces tests sont effectués grace au logicidéRrgsultats obtenus sont exprimés ci-dessous.

Taux court Taux long Actions Inflation Immobilier
Taux court| 100,0%
Taux long 1,9% 100,0%

Actions -4,2% 2,2% 100,0%
Inflation 59,5% 21,7% | -23,0% | 100,0%
Immobiliel 0,5% -49,1% | 16,6% -1,2% 100,0%

Fig.29 : Matrice de Corrélation de Spearman
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Tests de significativité des coefficients

A chaque calcul, nous effectuons un test de siatifiité du coefficient.

Ces tests de significativité des coefficients nat quas validés. Seul le test de significativité lde

corrélation IPD / TMP est validé, la p-value (prbiité d'avoir tort en considérant le coefficient
significativement non nul) est inférieure au s&d. Nous ne pouvons donc pas conclure sur la vdiesir

coefficients de corrélation entre ces différentasses d’actif.

Nous supposons que la non-significativité des tweffts est due a la non-monotonie de la dépendance
entre les variables. Pour corriger ce défaut, ndésidons d'isoler les périodes de crises. Nous

déterminerons alors deux matrices de corrélations.
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Fig.30 : Interactions historiques taux court/taux bng et taux court/actions (nuage de points)

3.3 Analyse historique des crises

L’historique sur lequel nous avons calibré notrerioa de corrélation est assez long, et de nombeeus
crises de taux, d'action ou d’'immobilier ont euulidepuis 1987. Il n’est donc pas surprenant que les

coefficients de corrélation obtenus ne soient pasfgatifs.

Pour contourner ce probléme, nous décidons dendistr les périodes de « crise » des périodes de
« croisiére » pour les corrélations entre le taomr; le taux long et les actions, qui sont ledaldes les
plus importantes de 'ESG.

Nous utiliserons alors deux matrices de corrélatidistinctes pour notre ESG, le passage d'un état a

I'autre sera identique a celui du modele RSLN Audid.

* voir le paragraphe APPROCHE RISQUE NEUTRE -I-2
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Les coefficients de corrélation liant I'immobilieaux autres classes d’actif ne sont pas non plus
significatifs, mais pour une toute autre raisorous ne disposons que de peu de points puisque nous

travaillons ici avec un historique assez courgrebase annuelle.

Nous commencons donc par travailler sur les cdio@iside taux et d’actions. Afin d’identifier leénodes
de crises, nous étudions les corrélations glissatde performances mensuelles sur une fenétre awi2

Les résultats obtenus sont présentés ci-dessous.

Fig.31 : Analyse des corrélations glissantes (femétde 12 mois) entre Actions, Taux longs et Taux ads
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A partir de ces quelques graphiques, nous pouvtamgifier les historiques de crises de taux outas :

Années Historique
1989 Crise des Junk Bonds ;
Le spread des Junk bonds augmente de plus de 100% par rapport aux emprunts américains
1993-1994 Crise SME puis correction brutale des marchés obligataires qui avait anticipé

la poursuite de la baisse des taux courts, effectuant une hausse de plus de 200pb
1998 Défaut de la Russie qui cause un flight to quality, suite a la crise asiatique fin 1997
2000 Bulle internet, crise essentiellement Actions (ne s’observe pas sur la corrélation TC/TL)
2001 Attentats du 11 Septembre

Instabilité des marchés, début de la guerre d’Irak en mars 2003,

Attentats de Madrid du 11 mars 2004, ...

2006-2007 | Début de la crise des subprimes

2008-2009 | Chute de Lehmann Brothers, derniére crise connue

2002-2004

Suite a cette analyse, nous décidons de diffénetegepériodes « normales » des périodes de dNizes

déterminons alors nos coefficients de corrélatiories intervalles suivants :

Périodes "normales" Périodes de "crise"
Janvier 1988 - Février 1989 Février 1989 - Décembre 1989
Janvier 1990 - Juillet 1993 Ao(t 1993 - Janvier 1995
Février 1995 - Ao(t 1997 Septembre 1997 - Décembre 1998
Janvier 1999 - Décembre 1999 Janvier 2000 - Décembre 2009

Sur cette base, nous recalculons les coefficienSpmbarman et nous obtenons finalement les résultat

suivants :
Corrélations hors crises Corrélations crises
Taux court Tauxlong Actions Taux court Tauxlong  Actions
Taux court | 100,0% Taux court | 100,0%
Taux long 31,6% 100,0% Taux long -12,9% 100,0%
Actions -12,8% 50,0% 100,0% Actions 4,5% 5,0% 100,0%
Fig.32 : Matrices de corrélations de Spearman, crés isolées
p-values hors crises p-values crises
Taux court Tauxlong  Actions Taux court Tauxlong  Actions
Taux court | 100,0% Taux court | 100,0%
Taux long 4,9% 100,0% Taux long 10,0% 100,0%
Actions 20,0% 0,1% 100,0% Actions 55,0% 53,0% 100,0%

Fig.33 : Test de significativité de ces coefficiesit

*Matrices des p-values
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Répartition des valeurs: nuage de points

Des graphiques ci-aprés et de I'analyse ci-dessus pouvons constater une dépendance plus nette et

monotone entre les variables, méme si elle ne Isepas optimale. L'isolement des périodes de aise

bien permis de trier les variables de maniere avgioudéterminer un coefficient de corrélation

significativement non nul.
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Fig.34 : Interactions historiques TC/TL, TL/ACT, TC/ACT, hors crises (Nuage de points)
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Fig.35 : Interactions historiques TC/TL, TL/ACT, TC/ACT, crises (Nuage de points)

3.4 Conclusion

La p-value correspond a la probabilité de se trangpedisant « le coefficient est significativemeioh-

nul ». On valide, en régle générale, ces testglerta p-value est inférieure a 5%.

Dans le cas présent, toutes les p-values obterawdgs corrélations taux court, taux long et acsont

supérieures a 5%, sauf pour Action / Taux long +shorises. Par conséquent, nous retenons ces

coefficients, y compris le coefficient Taux longdtion, méme s'’il n’est pas significatif.
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Concernant I'immobilier, compte tenu du peu de dmsndont nous disposons (I'immobilier est une
variable dont les cycles économiques sont longsg nous est pas possible d’estimer les coeffiside
corrélation. Cet actif étant présent dans le peui#é du Conservateur a hauteur de 5%, nous le

modéliserons indépendamment des autres variabliésaan le coefficient de corrélation a 0.

Enfin, l'inflation étant fortement liée aux tauxus®, nous conserverons le coefficient taux coumtlation
a 73%, car il est économiquement cohérent. En odhmous fixerons a 0 les autres coefficientgamel

l'inflation aux taux long et aux rendements action.

Les matrices de corrélation retenues pour 'ESG donc les suivantes :

Corrélations hors crises Corrélations crises
Taux court Tauxlong Actions Inflation Immobilier Taux court Tauxlong Actions Inflation Immobilier
Taux court 100% Taux court 100%
Taux long 32% 100% Taux long -13% 100%
Actions -13% 50% 100% Actions 5% 5% 100%
Inflation 73% 0% 0% 100% Inflation 73% 0% 0% 100%
Immobilier 0% 0% 0% 0% 100% Immobilier 0% 0% 0% 0% 100%

Fig.36 : Matrices de corrélations retenues

Pour les modélisations, le passage d'un état aréapour les rendements actions impactera aussi les

matrices de corrélation. Ainsi, hous aurons un riedibalement cohérent avec les évolutions passibl

du marché.
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IV-  Simulations et analyse des résultats

4.1 Parameétres et simulations

Les éléments a paramétrer pour le modele sonuiesrss :
* Nombre de simulations
» Pasdetemps;
* Valeurs initiales des actifs ;
» Paramétres des modéles et lois de passage;
* Matrices de corrélations « Crises » et « Non cHses
» Courbe des taux CEIOPS (QIS5).

APPROCHE RISQUE NEUTRE Nbre de Simulations 1000
Pas de temps 112 annuel = 1 / mensuel = 1112
Note : paramétres annuels / Parameétres "ACT" a adapter a la base de projection —_——
Corrélations Hors Crises
MODELE DE TAUX
(v Valeurs nitiales TauxCourt _Tauxlong _ Actions __Immobilier _Inflation
o 1,20%) Demier Cours indice Act 100 100% [ Taux Court
a 6,40%| Taux spot instantané  0,47% 3% 100% Taux Long
Courbe Swaps QIS Prix ZC_Taux ZC_f(0,T) Fwd IM Taux Long H&W 4,50% -13% 50% 100% Actions
INFLATION 3111212010 1.21% 099 | 121% 2.34% Indice des Prix IMMO 100 3% 34% 21% 100% Immobilier
v 44%| w2011 1,79% 097 | L78% 2,88% inflation annuelle  1,50% 73% 24% 24% % 100%| nflation
M 2,00%) 322012 2,19% 094 | 218% 3.39% Etat (1 0u0) 1
o 0,65%| 311212013 2,51% 0,90 2,50% 3,76% Corrélations Crises
au12i2014 2,76% 087 | 275% 4,04%
31272015 2,97% 084 | 2,9m% 430% Taux Court _Tauxlong _ Actions __Immobilier _Inflation
311212016 3,16% 080 | 317% 4,55% 00% [ Taux Court
MODELE DE TAUX 311272017 3.32% 077 | 335% 4,78% 13% 100% Taux Long
(Hull & White 2) 311272018 3.47% 073 | 35% 497% 5% 5% 100% Actions
TAUX COURT 311272019 3,61% 069 | 365% 512% 3% 34% 21% 100% immobilier
v 99,00%] 311212020 3,72% 066 | 378% 5,22% 3% 24% 24% % 100%| nflation
o 3,00% 311272021 3,82% 063 | 390% 5.27%
TAUX LONG 122022 3,00% 060 | 399% 5,26% Note : Les lois de passage Crise-Non Crise sont données par le calibrage ACT-RSLN
m 4,26%) 311272023 3,97% 057 | 40m% 5.20%
v 100,00%| 311272024 4,03% 054 | 414% 5.08%
o 1,06% 311272025 4,07% 051 | 418% 4,93%
311272026 410% 049 | 421% 4,73% PP
1122027 412% 047 | a23% 4.50% HJM Model : Courbe des taux initiale - QIS
TMMOBILIER 311272028 412% 045 | 423% 4,25% .
Rdt Global (B & S) 311212029 4,12% 043 | 422% 3,99% 500%
r 4,53%) 311272030 411% 041 | 419% 372% 450% 1
o 7.40%) 311272001 410% 040 | 416% 3.45% . X
1212032 4,08% 039 | 412% 321% 400% ; é(g&&géio&éés;,,'?i?
311212033 4,05% 038 | 4,08% 2,98% 8 1383832322 20000288821
ACTIONS 311272034 4,03% 037 | 403% 2,78% 350% I
(RSLN - Monde réel) 31/12/2035 4,00% 0,36 3,98% 2,61% 3
u1 1,47%] 31112/2036 3,97% 035 | 3.92% 2,46% 300% Y ¢
2 -0,66%) 311272037 3,94% 034 | 387% 2,33% 2150% 1 s
o1 3,80%) 311272038 3,919% 033 | 382% 2.23% s
02 7,40%) 311272039 3,87% 032 | 376% 2,14% o0 { © Courbe Swaps QIS
1,2 6,67%) 311212040 3,85% 032 | 372% 2,33% % | « Initial curve in scenario for teo
n2,1 6,80% w2208 3,83% 031 | 368% 2,55% £ 5
311272042 3,81% 030 | 3,66% 2,76% Loo% 4 ZC -Curve
Transaton 311272043 3,80% 029 | 364% 2,93%
Homothétie 31127200 3,79% 028 | 362% 310% 0,50%
311272085 3,78% 027 | 361% 3.24%
3u1212046 3,78% 026 | 360% 3,37% 0,00%
311202047 378% 025 | 3.60% 3.49% 06/07/2009 27/12/2014 18/06/2020 09/12/2025 01/06/2031 2/u/2036 14/05/2042 04/n/2047 26/04/2053 17/10/2058 08/04/2064
su122048 3,77% 025 | 360% 3,60%
311272049 3,77% 024 | 360% 3,70%
311272050 3,78% 023 | 361% 3,79%
w2051 3,78% 022 | 361% 3,88%
311272052 3,78% 021 | 362% 3.96%

Fig.37 : Initialisation du Modéle, paramétres et donées

Une fois ces éléments paramétrés, les simulatienggnt étre lancées sous VBA.

En base mensuelle, il faut environ 1h a 'ESG pmmérer 1000 simulations, les afficher dans unidideu

Excel, et appliqguer Monte Carlo pour extraire dafettoires moyennes.

L'état (crise ounon crisg est modélisé en début de boucle. La corrélatideseparamétres actions utilisés
en dépendent. Les corrélations entre les clasaetifd’'sont implémentées grace au lemme de Chobldaki

une fonction de produit matriciel.
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4.2 analyse des resultats

L'analyse des résultats, comme présentée dans negmpahe PRESENTATION GENERALE DU
GENERATEUR, est une étape primordiale a la valataties scénarii avant intégration dans un modele
prospectif global permettant I'évaluation des psams techniques ou des charges en capital
réglementaires.

Dans le cas d'une approche risque-neutre, n'ayast yocation a représenter la réalité des marchés
financiers mais a permettre la bonne évaluationetemgements au passif, 'accent doit étre midesur
caracteres « market-consistent » et « risque newtes scénarii, ainsi que sur l'interdépendanceadéfs

modélisés.

C’est en ce sens que les tests présentés ci-aprégeceffectués. Par la suite, 'ensemble desetad’actif
étant impactées par le choix du modéle de tauxs datinguerons les tests effectués dans le cadne d

implémentation du modéle Vasicek a 2 fact¢uez7]et du modele de Heath Jarrow Mor{a89].

4.2.1 Sous le modéle Vasicek 2F

Pour ce modeéle nous avons effectué les tests gsivan
* Intervalles d’évolution de la courbe des taux z&sapon
» Espérance des projections sur 1lan, 10 ans, 20.ans,
» Test Martingale sur les rendements action et imligwbi
» Espérance des prix de zéro coupons et comparaisoprix de marché

» Espérance d’évolution du taux court

Intervalles d’évolution de la courbe des taux

Le graphique ci-apres représente les courbes deotatenues pour 350 simulations. Nous avons aimsi u
bon apercu des intervalles d’évolution de la coutég taux, obtenus via le modele Vasicek 2F, gjuei

les différentes formes possibles de la courbeales t

8,00%
Intervalles d'évolution des la courbe des taux

7,00%

6,00% - A

5,00%

4,00%

3,00% -

2,00%

1,00%

0,00%

s 10 15 20 25 30 35 40 as

Fig. 38 : Vasicek 2F - évolutions de la courlmkes taux sur 350 simulations
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Espérance des projections de la courbe des taux samsque:

Le gaphique ci-aprés représente I'évolution, e®ese, de la courbe des taux sans risque, obteadiade 1000

simulations.

5,00%
Esperance de l'évolution de la courbe des taux sans risque
(Monte Carlo)

4,50%

4,00%

3,50%

3,00%

234567 8 910m 1213141516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Fig.39 : Vasicek 2F, espérance d’'évolution de la abe des taux

De ces deux premiers graphiques (ci-dessus) nan®pse remarquer que :
* Les taux longs sont beaucoup moins volatiles gqsetdeix court (c’est cohérent avec le
paramétrage du modéele)
» Les taux courts convergent assez vite vers I'esgérdes taux longs (c’est également cohérent
avec le paramétrage du modele)
» Les formes possibles de la courbe des taux somst Iphitées que celles du modéele HIM
(cf.4.2.2).

Test « Martingale » :

La « market-consistency » du modéle impose queukdisation des rendements de chaque classe d’actif
au taux sans risque, donne en espérance : 1. t@stées concluant (cf. graphigue ci-dessous).
Les scénarii sont donc « risque-neutre » ; et toldge stratégies d'investissement sont équivaleetes

espérance, a une capitalisation du taux sans risque

Test Martingale Actions et Immobilier

==—E[Rdt ACT actualisé au Tx ss risque

1,03 ===E[RdtIMMO actualisé au Tx ss risque

o 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig.40 : Vasicek 2F, actualisation des rerethents action et immobilier
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Espérance des Prix des ZC modélisés :

Nous déterminons I'espérance des Discount Factocagtalisation du taux court, pour chaque maéurit
Comme nous pouvions nous y attendre (cf. graphdes$ous), les résultats de ce test ne sont pas
concluants. En effet, contrairement au modele HiEMcourbe des taux initiale n’est pas un input du

modéle, mais permet seulement de le calibrer.

Prix ZC déduits de la courbe QIS5 et Espérance des DF
calculésvia le taux court modélisé (capitalisé)

0,8 1
@ Moy DF

\ o PrixZC

0,2

Fig.41 : Vasicek 2F, espérance du prix des zéro qmns

Remarque intéressante Dans le cas présent, ou la courbe des tauxéspércorrespond pas exactement

a la courbe EIOPA fournie en input de I'ESG, urterahtive consiste a utiliser la courbe moyennermem
référence pour le scénario déterministe équivaleeta permettra de valider les tests de convergguice
consistent a verifier que la moyenne des bilangef@® (un par scénario d’actifs) correspond auai@n

central.

Le taux court (en espérance) :

Espéranced'évolution du taux court terme

5,0%

4% M
4,0% /

35% /
3,0%

2,5%

2,0%

15%

1,0%
= Evolution espérée taux court

0,5%

0,0%
0 5 10 15 2 ] 30 35 40 4

Fig.42 : Vasicek 2F, espérance d’'évolution du tawourt
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4.2.2 Sous le modéle HIM

Le modéle doit étre « market-consistent », et doitvoir renvoyer la courbe des taux initiale coéste
pour le calibrage a t=0. Si le modele d’équilibrasi¢ek 2 facteurs ne permet pas toujours de «fitar

courbe initiale (tout dépend de sa forme), le med&IM [1989] 'utilise comme Input :

HJM Model : Courbe des taux initiale - QIS
500% -
4,50%

s xEFEEZ

400% 1 335000005333g“”?? .
pso% | g88 1358222223 2558 222220
3,00% - é
2,50% - £
2,00% © Courbe Swaps QIS
1,50% - = Initial curve in scenario for t=o0

1,00% 1 4 ZC - Curve

0,50%

0,00%

06/07/2009 27/12/2014 18/06/2020 09/12/2025 01/06/2031 21/1/2036 14/05/2042 04/1/2047 26/04/2053 17/10/2058 08/04/2064

Pour ce modeéle nous avons effectué les tests gsivan
* Intervalles d'évolution de la courbe des taux
* Rapprochement de I'espérance des Discount Faataloslés a partir du taux court modélisé
avec les prix des Zero-Coupon QIS 5.
» Espérance des projections sur 1lan, 10 ans, 20.ans,
» Test Martingale sur les rendements action et imligwbi

» Espérance d’évolution des indices action et imnnebdt volatilité action

Intervalles d’évolution de la courbe des taux

Le graphique ci-apres représente les courbes deotatenues pour 350 simulations. Nous avons aimsi u
bon apercu des intervalles d’évolution de la coutbs taux, obtenus via le modele HIM, ainsi que les

différentes formes possibles de la courbe des taux.

8,00%

Intervalles d'évolution des la courbe des taux

7,00%

6,00% +—

4,00%

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Fig.43 : HIM, évolutions de la courbe des tausur 350 simulations
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Du graphique précédent, nous pouvons constater que
» Les taux longs sont moins volatiles que les tauxtso

* Le modéle permet d'obtenir des formes de courbpsrentielles, bosselées ou inversées.

Espérance des projections de la courbe des taux samsgue:

8,00%

Esperance de I'évolution de la courbe des taux sans risque

7,00%

e
>00% /\ ———

4,00% F

v

—

—

a

— / 3
w0t

234 56 7 8 0101 121314151617 18 10 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32 33 34 35 36 37 38 30 40

Fig.44 : HIM, espérance d’évolution de la courbe detaux

Tests Martingale sur les rendements action et immaler :

La « market-consistency » du modele impose quéukdisation des rendements de chaque classe d’actif
au taux sans risque, donne en espérance : 1. t@stées concluant (cf. graphigue ci-dessous).
Les scénarii sont donc « risque-neutre » ; et toldge stratégies d’'investissement sont équivalgetes

espérance, a une capitalisation du taux sans risque

Test Martingale Actions et Immobilier

== E[Rdt ACT actualisé au Tx ss risque

1,03 ——E[Rd{IMMO actualisé au Tx ss risque

o 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig.45 : HIM, rendements actualisés Action et Immaber

Espérance des Prix des ZC modélisés :

Nous déterminons I'espérance des Discount Factocggtalisation du taux court, pour chaque maurit
et nous devrions retrouver les prix des zéro-couporD (Inputs du modéle). Ce critére est esseptiet
gue le modele soit « market-consistent ».

Les résultats de ce test sont exprimés ci-apres.
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Prix ZC déduits de la courbe QIS5 et Espérance des DF
calculés via le taux court modélisé (capitalisé)

0,8 ~

\ Moy DF

N Prix ZC
0,6

0,2

Fig.46 : HIM, espérance des Discount Factors sutldrizon de projection

Le calibrage semble tres correct en particulierrpdbes maturités inférieures a 25 ans. Nous pouvons
néanmoins observer un biais sur les Discount Fextdi@chéances supérieures a 25 ans (plus de 5%
d’écart). Cet écart est d0 au fait que le taux towdélisé n'est pas un taux « instantané », maé u
approximation : le pas de temps des simulationst éteensuel, le taux de plus petite maturité essiaus

mensuelle dans notre modele.

Prix ZC Différence
initial E[DF] Capitalisation en %de
Maturité P(0,T) du taux court forward P(0,T)

1 0,988 0,986 0%
5 0,871 0,859 1%
10 0,694 0,689 1%
15 0,538 0,527 2%
20 0,430 0,417 3%
25 0,365 0,345 5%
30 0,323 0,302 7%
35 0,282 0,261 7%

Impact des « crises » sur la performance action :

Le graphique ci-dessous représente I'évolutioriiddite action (1 simulation), associée aux passaten
état a l'autre de la chaine de Markov. Les zonésegrcorrespondent a une situation de crise. Nous
pouvons constater que les situations de crisesesogénéral associées a des mouvements décroidsants

la valeur de l'indice. La modélisation est donc é&aimte.

Simulation d'évolution du cours action et Crises

Fig.47 : RSLN, impact des crises sur la performare action
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V- Une piste d’investigation : le Libor Market Model

L'un des défauts du modele HIM [1989] est qu'il Egégralement basé sur la modélisation des taux
« forward » instantanés, information qui n’est paservable sur le marché. Comme nous avons pu le
constater, il est également difficile a calibrer glusieurs prix de swaptions. Nous proposong dicirune
piste d’investigation intéressante et largemenisa pour « pricer » les prix d’options de taumtbrét :

le Libor Market Model [1997] (LMM ou BGM), dévelopmar Brace, Gatarek et Musiela.

Le Libor Market Model [1997] est aujourd’hui trétlisé, car il fait référence aux taux pratiqués ks
marchés financiers et est cohérent avec les conditi’'usage des formules de Black pour « pricers» |
prix d’option de taux d’'intérét. Aussi, un calibeagohérent avec les prix d’options a t = 0 nousnpéra

de disposer d’'un modele « market-consistent ».

Ce paragraphe est largement inspiré des travat®adal Pietersz [2003] et d'lgor Grubisic [2002]prie
par Florent Wilhelmy dans son mémoire ISFA [2006]présente le modele LMM et une méthode de

calibrage cohérente avec les objectifs de I'ESG.

5.1 Présentation théoriqgue du modéle

Nous définissons le taux « forward » Libor (ou Bar) L(t, T), t<T, vu ala date t, commencanten T
et d’échéance Tetpar la formule suivante :
1 P@T)

Lt T)= —(

T P(t,T-l—‘L')_l)

Ou t est la maturité du taux Libor utilisé, et P(t€B} le prix en t d’'un zéro coupon de maturité Tit€e

formule, intuitive, peut s'illustrer comme suit :

Y
Yy
v

L; L;
T I T >
t To T1 Tz
P(L.T,) ] |
P(tr TZ) -

Fig.48 : illustration des taux « forward » Libor
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En reprenant les notations du schéma précédemn etéfinissant une sous-périodg_[; ; T;], nous

pouvons ré exprimer la formule précédente :

1 P(t,Tr_1)

Ly (¢, T-1) = ?(P(t—Tk) 1

Nous souhaitons a présent expliciter la dynamiagsetaux « forward » Libor du modéle. Nous suppsson

gu’elle est la somme d’'un facteur de dérive et darme de diffusion stochastique (mouvement brom)nie

dL(t) _ L (Ddt + Z Ok g (AW, o (t) = e ()dt + 0, (AW, (t)
Le® B

q=1.d

Avec :
U le « drift » de la dynamique des taux « forward »

oy,q la composante de volatilité du taux « forwarkj>attribuable au g-iéme facteur (parmi d facteurs)

Wy la g-ieme composante du processus de Wiener dendion d

De cette équation différentielle nous pouvons aiestque les taux « forward » suivent une dynamique
stochastiqgue dont le terme de diffusion est mofihsionnel. L'estimation des parametres, qui $ent
« drift » et la structure de volatilité, doit nopermettre de retrouver les prix de produits dérlicisdes

avec la formule de Black. C'est I'objet du calibeag

Nous nous placons désormais en univers « forwantke », sous la mesure de probabilit¢ associée au
numeéraireP(t, Ty). Sous cette mesure, le taux « forward » Lioest une-martingale *; et le « drift »

est donc nul. La dynamique des taux s’écrit alors :

AL(®) = Le(®) ) Geg@dWig() = Li(t) (W, (0
q=1.d

Ou oy 4 sont des fonctions déterministes, bornées et ageipar morceaux sur l'intervallé; Ty, 4] ; et

W, sont des processus de Wiener multidimensionnasiftbosantes) sou3ry.

Les composantes des mouvements brownigpse sont pas indépendantes dés lors qu'il existeiqults

facteurs de risque. On pose :
(R)ij = pij
pi; dt = dW;i dw/

* voir Annexe 6 pour la démonstration — Changenaenhuméraire
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Le nombre de colonnes de cette matrice R correspogisément au nombre de facteurs explicatifs des
déformations de la courbe des taux « forward ». Nsouhaiterons souvent réduire cette matrice de
corrélations, afin de limiter les facteurs de risgquodélisés. Soit B cette matrice réduite :
BB' = R
Nous pouvons définir un brownien Z soQgy tel que :
dL,(t,T) = Li(t,T) 0, (t) B dZ,(t)

Cette équation de diffusion n’est applicable quesda mesure de probabili@y. Il s’agit maintenant de

modéliser les taux « forward » sous une méme mesure

Nous pouvons montrer que, la dynamique, sous laim@s,, associée au numérairgt, Ty;) s'écrit * :

T L;j(t){(0; (), 0% (1))
1+ L] (t)

AL (6) = Ly (2) Z dt + L (t) (0 (t), AWy (£)) pour M < k

j=M+1 ..k
dLi(t) = Li(t) (ox(t), dWy (1)) pourM =k

T L (£){0;(¢), 03 (1))

AL, (8) = — Ly (£) Z dt + Ly(6) (04 (8), AWy (D))  pour M > k

j=M+1 ..k

5.1 Calibrage du modéle

Le calibrage du modéle LMM consiste a définir utracture de volatilité cohérente avec les voladite
marché, ainsi qu'une surface de corrélation des. t@e calibrage devra également étre cohérent lagec
prix d’options de taux sur le marché. Les optior&litionnellement utilisées pour le calibrage siest
caplets.
Compte tenu des résultats précédents, nous poeéeoins la volatilité du taux « forward », commengan
Ti—1, de maturité , en t comme suit :

ok (t) = i () - e(t)
Ou 6,(t) sont les fonctions de volatilité eft) sont les vecteurs propres de la matrice B précéuam
définie.
Un des intéréts essentiels de ce modele, estaprihet de valoriser une option de type Caplet, driéne
parfaitement cohérente avec la formule de BlackiteCpropriété nous permettra de déterminer les

volatilités trés simplement :

Caplet MM = Caplet Black

* voir Annexe 8 pour la démonstration
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Et la volatilité de Black s’écrit :

1 Ti—4 1 Ti—4
vhlack = | — f oi(s)?ds = |— f 0;(s)*ds
Ti—1Jo Ti—1Jo

Nous supposerons cette relation vérifiee pouritdids fonctions de volatilité; sont ainsi définies égales
aux volatilités de marché, et la structure de datiahs reproduit les corrélations historiques ets taux

« forward ». C’est en ce sens que nous calibrdeonmedeéle.

Il est alors nécessaire de définir une structureotiilité. En pratique, la structure de volaéiliést souvent
supposée constante par morceaux, et la calibranteva minimiser I'écart quadratique entre la tibita
de Black et la volatilité du modéle.

Nous supposerons également que la forme de laederbolatilité est constante au cours du temps.

Dans ce cas, propose par |.Grubisic, la structareothtilité est définie par la formule suivante :

k-1
0 (t) = Z Bie-j Lirj_y ;1)1
=0

Le probléme revient alors a résoudre :

-1 17
B = argminE li(lelaCk)z - 2 Bj?
i =1

Remargue: Les volatilités de Black, pour un cap, dépenddag maturités mais aussi du « strike ». En
général, pour une maturité fixée, la courbe lianvdlatilité implicite au prix d’exercice de I'opt est
convexe : c'est le « smile » de volatilité. Ce ph@ene est du au fait que la volatilité est logigeetplus

élevée lorsque les options sont en dedans ou emgiéé la monnaie.

Smiles de Volatilité

B Mat 1an
;E B Mat 2ans
®
©°
3 Mat 3ans
E B Mat 4ans
o
E M Mat 5ans

Strike

Fig.49 : Smiles de volatilité : modele de Black
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Enfin, en discrétisant le processus de taux « fatwaexprimé sous la mesure commuy, , il est

possible de déterminer le prix des caps par la odétlde Monte Carlo. Pour cela, nous devons extugire

triangle de diffusion par simulation :

Ly (To)
Ly(To)
L3(To)
L4(To)
Ls(To)

Le(To)

Taux « Forward »

Ly (T1)
L3(T1)
L4(T1)
Ls(T1)

Le(T1)

Dates

L3(T2)

La(T2)  La(T3)
Ls(T2) Ls(T5) Ls(Ta)

Le(T2) Le(T3) Le(Ta) Le(Ts)

Avec un nombre important de simulation, on peutwal le « payoff » espéré du caplet sur l'intdeval

[Tr_1; Tk], vu en date t, en déduire la valeur du cap, ebtaparer au « payoff » de Black :

Ce(t) = NTP(t,Ty) E9M[Ly(Tpe—y) — K14

Ou:
K est le « strike »

T est le pas de temps

L, (T,—1) sont les éléments diagonaux du triangle précédent
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APPROCHE MONDE REEL

L'approche retenue ici est totalement différentes Lscénarii « Monde Réel » serviront uniguement a
améliorer les études ALM, a déterminer I'allocatgiratégique qui optimisera le couple rendementigs

du portefeuille du Conservateur, ou a évaluerllesfinanciers futurs de la compagnie.

Pour cela, nous souhaitons mettre en place un maaliitif, cohérent avec I'évolution de I'éconornde
long terme, et calibré sur des plages d’historiqegsésentatives de la réalité économique des m@arch
d’aujourd’hui et de demain.

Nous avons choisi une structure de modele en caseadnous inspirant d’'un modele établi au seifade
Casualty Actuarial Society(CASt la Society Of Actuaries (SOAgn 2005 : Le modeéle d’Ahlgrim.
Frédéric Planchet, Aymeric Kamega et Pierre Thémmogosent une analyse compléte de ce modele dans

leur ouvrage &cénarios économiques en assurance ; modélisatsimalation».

Pour rappel, la structure du modéle est présen#essous :

STRUCTURE DU MODELE D’AHLGRIM ’

Input du modéle @
Taux d'intérét
nominal

Rendement des
actions

Montant des

dividendes

Grandeur calculée a
partir des variables du
modele

Lien direct

LUl

Lien économique non
intégré au modele

L’ensemble des modeles présentés ci-aprés sohté&alipartir de données extraites au 31/12/2009.
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I- Choix des modeles et calibrage

1.1 L'inflation anticipée

L'inflation « forward » » correspond aux anticimats d’inflation du marché. L'idée de base, dévedepp
par Fischer dans les années 30, est que le tamixalod'une obligation se décompose en un tauxetésh
taux lié a l'inflation anticipée alors que le tadiMne obligation indexée a l'inflation se composmel part

du taux réel et d’'autre part du taux d’inflationtusdle. Ainsi, en modélisant ces courbes d'inflatio
« forward », nous pouvons déduire les courbes de t@&els des courbes de taux nominaux; et
inversement. Par ailleurs, il apparait que cettécigation d’inflation peut s’appréhender a partie

produits dérivés d’inflation ou de l'inflation «dmkeven ».

L'inflation est généralement modélisée par un pseas de retour a la moyenne de type Vasicek.
Cependant, dans notre modele, les taux hominawxtserodélisés en additionnant taux réels et imffati
« forward ». Par conséquent, il nous semble judicide directement les déformations de la courbe
d’inflation implicite.
Le modeéle retenu est le CIR (Cox Ingersoll et R§E8B5], dans lequel le « taux court » (inflatiban)
suit un processus d’'Ornstein Uhlenbeck interdigsmvaleurs négatives.
Sous P probabilité historique I'’équation de diféuss’écrit :

drn=v-(u—nr)dt+o- \/r_tdBt

Avec: 2-v-u > o?

Le taux court correspondra a l'inflation 1 an, atipade laquelle nous déduirons la structure paméee

d’inflation « forward ». Nous avons ainsi trois anetres a estimer(v, 1, 0)

Le choix des données utilisées s’est orienté viaftation européenne déduite des swaps, car celssen
produits dérivés d'inflation les plus liquides quaus trouvons sur le marché.
Nous disposons d’un historigue hebdomadaire, dep0@3, des courbes de taux de swap d'inflation

(Données Crédit Agricole et Bloomberg). Il s’agifine courbe de taux ZC.

Nous calibrons le modéle de fagcon cohérente aveoudabe actuellement observable sur le marché, afin
d’étre en adéquation avec le calibrage du modélkaueréels * : L'estimation des parametres se [fena
minimisation de I'écart quadratique (Moindres ca)m@ntre la courbe théorique et la courbe observée.

(v,u,0) = argmin E[th(o, T) — R9%$(0,T)]?
T

* voir paragraphe APPROCHE MONDE REEL - I-2
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Le zéro coupon P est défini par :

T
P(t,T) = E[exp <—f rsds> Fi]
t

En considérant I'équation de diffusion vérifiée fetauxl; , la forme des prix des zéro-coupons

d’échéance T (vue ent), a la date t, s’écrit alors

In(P(¢,T)
P(t,T) = A(t,T) exp(=B(t,T) ) et R(ET)= ———

Avec :

Yy =+ +2)2+ 202

uv
2-y- e(V+)1+V)'T/2 25 g2

AW T) = G+A+v)(ET—1)+2y

2-(e?T-1)
+A+v)(e¥T—-1)+2y

B(t,T) =

Résultats du calibrage

Parameétres
\' 1] o A Y
55,03% 2,63% 2,00% 0,00% 0,551059617

Courbe ZC Swap Inflation- Observation de marché et m  odélisation

3,000%

2,500% /
2,000%
/ —Inflation swapRates ZC (Bloomberg)

1,500% /

—Inflation Fwd modélisée

1,000%

0,500%

0,000%

Maturité

Fig.50 : Courbes des taux zéro coupon d'inflationricipée, donnée de marché et calibrée - Vasicek

La courbe modélisée est trés proche de la courberede, le calibrage est représentatif du march&lau
décembre 2009. De plus, en comparant les paranmagreliffusion du taux court & ceux obtenus sur un
historique de l'inflation 1986-2009, on remarquéilgsont tout a fait cohérents avec I'évolutionspible

de linflation annuelle. L'inflation sera assez ldta (et positive) autour de la moyenne 2.5%, ce qui

légérement supérieur aux objectifs fixés par la BCE
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1.2 Structure par terme des taux réels et taux nominaux

Nous souhaitons modéliser la déformation de lalmdes taux nominaux européens Zéro Coupons « sans
risque ».
Pour cela, nous considérons I'approximation ded¥ish

Taux Nominal(T) = Taux Réll (T) + Inflation Fwd (T)

Ainsi, en modélisant la structure par terme dex taels et linflation « forward », nous pouvons en
déduire la courbe de taux nominaux.

Pour les taux réels, nous reprenons un modéls@itin monde risque-neutre : Vasicek a 2 facte@7[1
Le modeéle et la méthodologie de calibrage sonteptés au paragraphe APPROCHE RISQUE NEUTRE.

Ne disposant pas d’historique de taux réel, et darsouci de cohérence avec la modélisation dielfion

« forward », nous calibrons en effet le modéle daecourbe de marché au 31/12/2009. Cette courbe es
déduite de la courbe européenne de taux ZC d'dldigm gouvernementales AAA en retirant l'inflation
anticipée (swaps). Les parametres obtenus seraguitenétudiés pour vérifier que le modele est
économiquement « solide ».

Parameétres Tx réels 31122009
Taux court

\ (¢}
45,33% 3,00%
Taux long
v M g
72,36% 2,47% 1,00%
Courbe des Taux réels UE -
Observation & Modélisation
2,50%
2,00% e

1,50%

. /
0,50%

0,00% /

-0,50%

‘wmmmCourbe Tx réels observées

e Courbe Tx Réels Modélisée

-1,00%

Maturité

Fig.51 : Courbes des taux réels, donnée de marchécalibrée — Vasicek
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1.3Rendements Action — Primes de risque et Dividendes

Dans le cadre du modele d’Ahlgrim, nous considéuesle rendement des actions se décompose ainsi :

Rdtpcr = Taux nominal sans risque + prime de risque

Il nous reste donc a modéliser les primes de rishoes reconsidérons le modéle RSLN, développé par
Mary Hardy [2001] ; seulement, cette fois, nous élisgrons uniguement les primes de risque par des
processus log-normaux de parametres différents $&lmt dans lequel on se trouve a chaque sinwlati

(chaine de Markov). Le modéle est détaillé dammtagraphe précédent

Dans le modéle d'Ahlgrim, les dividendes sont mizeéél indépendamment, par un processus de retaur a |
moyenne. La principale difficulté de la modélieatide dividendes réside dans la disponibilité des
données : les historiques « longs » des taux ddetides ne sont pas publics. Les montants deetfidial
sont également tres aléatoires d’une année surd'@ar conséquent, compte tenu du peu de dodoées

nous disposions, il nous était impossible de catibn tel modele.
Nous avons donc décidé de travailler a partir istoique CAC 40 avec dividendes réinvestis. De cet
historiqgue, en déduisant le taux court « sans @sgunensualisé (Euribor 3mois) nous obtiendrons un

historique 1988-2010 mensuel des primes de risgde®dendes réinvestis- du marché frangais.

Nous obtenons alors les paramétres suivants (42/2009):

pul 1,2%|m1 66,15%
u2 -0,3%|m2 33,85%
ol 3,3%]|p11 93,84%
c2 6,9%]|p22 96,85%
p12 6,2% | Log-Likelihood

p21 3,2% 394,0200

Fig.52 : Résultat du calibrage RSLN sur un historigie de primes de risque

1.4L'immobilier

L’immobilier est un placement souvent utilisé pes hssureurs pour se couvrir contre I'inflatiodisposer
de rendements peu volatiles. C’est pourquoi ilnestiélisé de maniere indépendante des autres \esiabl

Nous distinguons le rendement locatif net du reredgran capital.
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Sur ce point, nous disposons d’un tres bon histeriglonnées IPD) des rendements immobilier Passien

1 couronne. Il s’agit en effet de I'indice le pheprésentatif du portefeuille du conservateur.

Les rendements locatifs seront modélisés par urepsnis de retour a la moyenne de type Vasicek.
Les rendements en capital seront modélisés paragegsus Log-Normal (Black & Scholes, 1973).

Les résultats du calibrage, au 31/12/2009, sorthéyisés dans le tableau ci-dessous.

Rendement en Capital Rendement Locatif
Vitesse retour moy 37,32%
Moyenne 0,75%|Moyenne LT 7,85%
Volatilité 7,06%|Volatilité 0,67%

Les résultats obtenus nous semblent cohérentstedemu de I'évolution des prix de I'immobilier psen

ces dernieres années.

Néanmoins, nous ne pouvons pas considérer deamdsnptres pour nos simulations, notamment pour le
rendement locatif. Il est en effet tres difficileapprécier la représentativité des données utiiggmur le
calibrage, car le périmétre est trés précis (P&fiouronne) et I'historique est trés court par ppUX
cycles économiques de I'immobilier qui sont dedeydongs. C’est pourquoi, nous fixerons arbitraieat
le rendement locatif espéré de I'immobilier a 4% d’avoir un rendement global inférieur au rendein

espéré action :

Paramétres retenus apres arbitrage

Rendement en Capital Rendement Locatif
Vitesse retour moy 37,32%
Moyenne 0,75%|Moyenne LT 4,00%
Volatilité 7,06%|Volatilité 0,67%
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[I-  Simulations et analyse des résultats

2.1 Les paramétres du modele

Les éléments a paramétrer pour le modele sonuiesrs :
* Nombre de simulations
» Pasdetemps;
e Valeurs initiales des actifs ;

 Parameétres des modeles;

APPROCHE MONDE REEL - Ahlgrim Nbre de Simulations 100

Pas de temps 1/12

MODELE DE TAUX REELS INFLATION FORWARD IMMOBILIER

(Hull & White 2) (Cox-Ingersoll-Ross) Rendement en capital Valeurs initiales

TAUX COURT v 55,03% ¢ 0,75%| Prime de Risque 100 Sl

v 45,33% 263%|  |o1 7.06% Taux Réel Court 0,40%

o 3,00% o 2,00% Rendement locatf Taux Réel Long 3,00%
TAUX LONG v 37,32%) Indice des Prix IMMO 100

<

u 2,47%) u 4,00%] inflation annuelle 1,50%
v 72,36%| 02 0,67%]
o 1,00%|

[ PRIMES DERISQUE |
ACTION  (RSLN)

w1 1,29 0,008

2 -0,3%)

o1 3,3%

02 6.9%

nl,2 6,2%| [STRUCTURE DU MODELE D’AHLGRIM ]

n2,1 3.2%)
Lien direct

Taux diintérét
nominal
Rendement des Montant des
Lien économique non actions dividendes
intégré aumodele

Fig.53 : Initialisation du modele, parameétres et donées

Note : parameétres annuels / Parameétres "ACT" a adapter a la base de projection

Input du modéle

Grandeurcalculée a
partirdes variables du
modele

1uB

2.2 Tests et coherence globale du modele

Dans le cas du développement d’un ESG sous la lpitéehistorique, la mesure de la bonne qualité de
scénarii obtenus est tres différente de celle smysobabilité risque-neutre. En effet, dans cérgiitiel

« monde réel », I'accent doit étre mis sur la cehée globale des scénarii avec les anticipations du
marché, la représentativité, la plausibilité, ettrlensparence de I'évolution. L'ESG doit « imitete

comportement des actifs sur tout I’'horizon de prije.

A ce titre, le niveau de correspondance des résudiax données utilisées pour le calibrage comstitu
champ d’investigation particulierement intéressahtutilité de la comparaison des scénarii obtepas
rapport aux observations déja réalisées sur le maagpeut varier en fonction des attentes et du gtmte
d'application de I'ESG. En réalité, le choix d'urebonne » plage d’historique pour le calibrage est

essentiel quant a la représentativité des scédasi évolutions plausibles du marché. Les plages
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d’historiques qui ne sont pas susceptibles de septér cette évolution future ne doivent pas étre
considérées ; par exemple, les niveaux d'inflaframcaise connus au cours des années 1970 ne peuven

pas étre utilisés pour le calibrage compte tenwbgstifs de la BCE (inflation annuelle de 2%).

Le comportement global des actifs modélisés, lespam rapport aux autres est aussi un élémenttigsen
permettant de justifier de la bonne qualité de GE@wussi, c’'est en ce sens qu’une structure eradasa
été choisie : elle induit une tres forte interdéf@ce entre les classes d’actif modélisés. Aitisfldtion
et les taux réels sont a la base de tout le prosates modélisation ; les primes de risques et lidvilier,
modélisés indépendamment, permettent de retrouservhriables « sources de risque » que nous
souhaitions obtenir en sortie.
Les tests présentés ci-apres sont les suivants :

» Espérance d’évolution du taux court et de la coddsetaux nominaux

» Intervalles d’évolution de la courbe des taux nauinet de l'inflation anticipée

» Interactions entre différentes variables

« Confrontation des résultats aux données modélisées

Evolution espérée du taux court

Le graphique ci-aprés présente I'évolution moyedimeaux court et de la courbe des taux nominaus. Ce
résultats semblent cohérents avec les donnéesrdbérau 31/12/2009.

Espérance d'évolution du taux court terme
6,0%

5,0% // — p— —
4,0% /
3,0% ,

2,0%

1,0% - o7
=== Evolution espérée taux court

0,0%

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Fig.54 : Monde Réel, évolution moyenne du taux cotur

Esperance de l'évolution de la courbe des taux sans risque

7.00%

500% ==

_—

4,00% /

3,00%

1234 56 7 8 910 m 121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Fig.55 : Monde Réel, évolution moyenne du la courbdes taux (Mat 1an, 5ans, 10ans, 20ans)
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Fourchettes d’évolution de la courbe des taux et dénflation anticipée :

Les graphiques ci-aprés ont vocation a illustreriméervalles d’évolution des courbes d’inflatiantieipée

et de la courbe des taux nominaux.

Evolutions de l'inflation anticipée (Simulations)

3,00%

0,50%

0,00%
o s 10 15 20 25 30 35 40 a5

Fig.56 : Monde Réel, intervalle d’évolution de la gurbe des taux ZC d’inflation anticipée

8,00%
Intervalles d'évolution des la courbe des taux

7,00%

A

6,00%

5,00%

4,00%

3,00%

2,00%

1,00%

0,00%
45

-1,00%

-2,00%

Fig.57 : Monde Réel, intervalle d’évolution de la aurbe des taux ZC nominaux
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Interaction entre les variables modélisées :

La cohérence du modele dépend des interactions lexstactifs et de I'impact des situations de srigece
titre, il nous a semblé opportun dillustrer cela eeprésentant, sur 1 simulation, les évolutions du

rendement action et du taux court associées adrigm des situations de crise.

Interactions entre le rendement action et le taux court
(1simulation, base mensuelle)

-0,004

Fig.58 : Monde Réel, interactions entre taux courtactions et crises modélisées

Sur ce graphique, nous pouvons constater que Uéwval du rendement action est trés proche de

I'évolution du taux court tout en étant fortemanpacté par I'apparition des situations de « crise »

Confrontation des résultats a quelgues données histques :

Enfin, comme évoqué précédemment, les données éasidoivent représenter au mieux la réalité du
marché sur la base des observations utiliséesl@aalibrage/des modeéles.

Le tableau ci-aprés a vocation a vérifier la cehée des données par rapport aux données historigije
pour la courbe des taux, les graphiques précégentsettent de valider la cohérence de ces résuttatis
avons souhaité approfondir cette analyse pour déeglements action et immobilier, car ils sont la

combinaison de plusieurs variables du modelel, estiplus difficile d’obtenir des résultats prostaes

historiques.

Moyenne Intervalle de confiance a 99% Moyenne historique
Rdt Action (mensuel) 0,56% -15,50% 17,50% 0,66%
Rdt Immobilier (mensuel) 0,40% -5,20% 6,00% 0,85%

Fig.59 : Monde Réel, intervalles de confiance et gennes action et immobilier

Tout d’abord, concernant 'immobilier, la moyenreaorrespond pas a la moyenne historique. Ceci est
tout a fait normal du fait de notre paramétrageusnne souhaitions pas surestimer la performance

immobiliére, compte tenu de la faible profondeuristorique dont nous disposions.

Concernant les actions, le rendement est Iégéranfénieur au rendement historique, et l'intervalke
confiance du rendement action est un peu larggh€eomene est di a I'addition, dans le modeleaike t
variables différentes : cela augmente la volatiiterendement action. Cette modélisation est giobaht

prudente et, compte tenu de I'état actuel des réarfihanciers, elle peut étre retenue.
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CONCLUSION GENERALE

L'utilisation de modéles stochastiques sophistiquaiss a tout d’abord permis d’intégrer un aléa nizse
sur les marchés financiers. Il nous a égalememnhipede répondre au principe de valorisation « ntarke
consistent » de l'actif comme du passif ; lors @tec étude, nous avons été tres attentifs a I'vside
projection et & la capacité du modéle a valorisgrcbntingences futures comme le déclenchementiahsp

implicites au passif de la compagnie.

Par ailleurs, la probabilité risque-neutre ne tafié pas la réalité des marchés financiers, il rmgemblé
utile et intéressant de développer un second mogéis intuitif et calibré sur des plages d’hisjores

représentatives de la réalité économique des disrmi dernieres années.

Grace a l'analyse des différents types de modatehastiques utilisés en assurance ou en finames n
avons identifié quels processus étaient les plptad aux objectifs de I'étude. Puis, connaissest |
contraintes auxquelles I'ESG devait se soumetasravons choisi les méthodes de calibrage adéqudte
la structure de dépendance des variables de 'E8@hoix des données est notamment primordial.nEnfi
nous avons soumis les scénarii a un lot de tests permettant de vérifier qu'ils répondent corneest aux

besoins initiaux : Test martingale, scénario céntrgpact des situations de crise, ...

Ainsi, tout au long de ce mémoire, nous avons dibrea et implémenter des modéles stochastiques
globalement cohérents, tout en respectant I'ensendlels contraintes que nous avions identifiées au
préalable. Cette étude nous a permis de souleverod@reuses problématiques d'actualité liées a des
aspects mathématiques complexes comme la simuldgoprimes de risque ou le calibrage « market-

consistent » des modeles.

A ce titre, il apparait désormais que certains rresdée taux sont tres difficiles a calibrer ou pléEmenter,
mais permettent de retrouver a la fois la courtsetdax fournie par 'EIOPA et les prix d'optionsrde
marché ; c’est le cas du modele HIM [1989]. Awrse, un modele comme Vasicek a 2 factfuas7] est
tres simple a calibrer mais nous fournit des raslbeaucoup moins satisfaisants quant a la « trarke

consistency » des scénarii projetés.

Concernant les actions, nous avons pu constateisigpelques années que les rendements peuverttestre
volatiles ; elles ont néanmoins ont un rdle esekrdans le portefeuille du Conservateur puisquselle
permettent d’en doper la performance et par coms#édas taux servis sur les fonds en Euro. Le neodel

Black & Scholes [1973] ne permet pas d'évaluerdesues de distribution, c’est pourquoi nous avons
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souhaité utiliser un autre modéle : RSLN, développeMary Hardy [2001]. Ce modéle permet de simuler
les rendements des actions ou leurs primes deeriagtravers deux lois log-normales et une chaine de
Markov. Il nous permet de simuler des périodes de crigsedesquelles le rendement moyen est négatif et la
volatilité élevee.

Y

Aujourd’hui, il reste de nombreuses pistes d'inigggion a approfondir ; les générateurs de scénarii
économiques ont vocation a évoluer, et a s'adapberbesoins des assureurs en matiere de quantifica
des risques. lls devront désormais prendre en eopips de risques, comme l'illiquidité ou le défaut
travers les spreads de crédit, ou encore modédéisanterdépendances entre ces risques de matigre p

complete en utilisant les copules.

En effet, la corrélation linéaire est largementarégue deés lors qu’'une dépendance entre les aoitf@tde
modeélisée. Elle est performante lorsque la reladi®@mépendance est linéaire et les variables gaunes. A
défaut, le coefficient de corrélation de KendallSpearman peuvent étre des alternatives intéressdbans

ce mémoire, nous avons utilisé deux matrices detledions de Spearman, calibrées sur un histordigus
lequel nous avons isolé les périodes de crise. [deiass ainsi deux niveaux de dépendance, a chdafee
cohérents avec la situation du processus RSLN (lm@déion).

Néanmoins, ces coefficients ont le défaut de ne mpadéliser la dépendance d'événements extrémes,
pourtant essentielle lorsque qu'on souhaite calculee probabilité de ruine a 99,5%. Les copules le

permettent et peuvent s’avérer tres efficaces damadre.
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ANNEXES

Annexe 1 : Calcul des charges en capital

Charge en Capital au titre du risque opérationnel

La formule standard définit le calcul du SCR aretitu risque opérationnel comme suit :

SCRop = min(0,30 - BSCR; Op) + 0,25 - Expy,
Avec :
BSCR : Capital de solvabilité requis de base
Exp, : Montant annuel des dépenses pour les contrdtkCen

Op : Charge de base due au risque opérationnel pswohntrats autres que ceux en UC

Op = max(oppremium' Opprovisions)

Avec :
OPpremiums = 4% * Earnyee + 3% - Earny + max([4% - (Earnye — 1.1pEarnye); 0]
+ max[3% - (Earn, — 1.1pEarny;); 0]
Et
OPprovisions = 0.45% * TPiige + 3% * TPy
Ou

TP,s, TPy représentent les provisions techniques brutegaiesurance pour I'assurance vie et I'assurance
non-vie.
Earnyg, Earny, pEarny;e., pEarn,,; représentent le total des primes acquises poummésses assurances,

brutes de réassurance, sur les 12 derniers maisr &s 12 mois précédents.

Charge en Capital au titre du risque de souscriptin vie

Nous détaillons ici le mode de calcul concernaddluation des charges en capital pour le modidgifre
aux risques de souscription vie.

Connaissant la valeur des actifs, nous pouvonsilealta variation de NAV pour ce risque. Dans l&Egh
du SCR, le montant des passifs correspond auxgoog techniques hors marge pour risque, c’estea:di

le Best Estimate.
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Au sein de ce module, nous distinguons 5 sous-resdul
* Le chargement au titre du risque de mortalitie;,
* Le chargement au titre du risque d’invaliditéfeg;,
* Le chargement au titre du risque de dépensifs,y,,
* Le chargement au titre du risque de rachafe;,,,;,
* Le chargement au titre du risque de catastrojplfe,,,

Dans le cadre de la formule standard, les chogpligaer au titre de chaque risque sont les susvant

Le risque de mortalité

Le risque de mortalité concerne I'ensemble desyted'assurance en cas de déces. La charge emlcapi
est égale a la variation de Best Estimate suiteedamgmentation constante de 15% des taux de ité@rtal

pour chaque age.

Le risque d'invalidité

Ce risque concerne les compensations de salaiepenses médicales liées a une maladie, un accament
une invalidité. La charge en capital est égale valition de Best Estimate suite a une augmemtateo
35% des taux d'invalidité sur 1 an, suivie d’'ungmentation constante de 25% des taux d'invalidit |

années suivantes, pour chaque age ; couplée agatimmimution constante de 20% des sorties d'initalid

Le risque de dépenses

Ce risque est associé a une variation des dépamzedixées au préalable) liées au contrats d’ asmar.
La charge en capital se calcule par variation dst Betimate suite & une augmentation de 10% paorap
aux anticipations, et pour une inflation annueks diépenses supérieure de 1% par rapport a cessméme

anticipations.

Le risque de rachat

Ce risque concerne les pertes dues aux rachatmti@ss de contrats, ou changements de gararfiess
chocs différents doivent étre effectues :
* Un choc a la baisse (permanente) de 50% pour tmisdntrats dont le colt de rachat est
négatif
* Un choc a la hausse (permanente) de 50% pour ésusdntrats dont le colt de rachat est
positif
* Un choc a la hausse (rachats massifs sur 1 an)%ed@ la somme des codts de rachat sur les
police dont ce codt est positif, 70% sinon.

L'impact négatif le plus important devra étre coésé.

Le risque de catastrophe

Ce risque résulte d’événements inattendus et egg€bans le cas de la branche vie, le choc a apliq

est une augmentation de 0,15% des taux de morsalité année.
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Annexe 2 : Calcul du MCR

MCRlinear : MCR linéaire, c’'est-a-dire la somme des MCR liréa pour chaque type de risque

avant toute application de plafond ou de plancher

MCRcombin : MCR combiné, calculé par la méthode combinée sapggplication du plafond et du
plancher (50 % et 20 % du SCR respectivement) aR Mizaire
MCR :  MCR final, calculé en appliquant le planch@nimal absolu a la méthode combinée

Les assureurs doivent d’abord calculer les compesade leur MCR linéaire selon le type de risque

souscrit MCRy;, MCR e, ...
Ensuite le MCR linéaire global est obtenu en additant les composantes du MCR linéaire :

En assurance vie :
MCRlinear = MCRy;¢ + MCRy,

Le MCR combiné est calculé en appliquant le plafenhde plancher (respectivement 50 % et 20 % du

SCR) au MCR linéaire.
MCRcombin = Min[Max(MCRlinear; 25% - SCR); 45% - SCR]

Enfin, le MCR final s’écrit : MCR = Max(MCRcombin ; AMCR )
Ou AMCR est le plancher absolu du MCR

Calcul de la composante linéaire du MCR relatiVassurance vie :

MCRjife = Max( gy * TPcyq + iz * TPoiz ;5 WPhoor * TPcy1) + z o TP + acs - CAR
je(C21,C22,C3)

Avec :
TP; : Le Best Estimate lié au contrat |
WPq,0r - L€ plancher correspondant aux activités compremae participation aux bénéfices, fixé a
1,6%
e : Parametre fonction du type de contrat

]
CAR : Le montant des capitaux sous risque felatix garanties déceés et invalidité ; c’est-a-tére

capital et la valeur actuelle des annuités pour gasnties, diminués du Best Estimate net de

réassurance pour ces mémes garanties, diminuésateants recouvrables de réassurance du fait de la

survenance du sinistre.

j Type de contrat QG
C11 Contrat avec PB, provisions techniques et garanties 5%
C12 Contrat avec PB, provisions techniques de la PB discretionnaire -8,8%
c21 Contrat en UC, provisions techniques des contrats sans garanties 0,5%
Cc22 Contrat en UC, provisions techniques des contrats avec garanties 1,8%

Cc3 Contrat sans PB, provisions techniques totales 2,9%

Cc4 Capital sous risque pour tous les contrats 0,1%
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Annexe 3 : Interpolation cubique

L'interpolation cubique permet de connaitre lemp®intermédaires d’'une courbe, entre deux abscisse

connues.

Nous supposons connus les taux ordonnées, ), r(t, T,), r(t, T3), r(t, T,), et nous supposons que le
segment de courbe qui passe par ces quatre péitfis Véquation polynomiale :

r(t,T) = aT3®+ bT?+cT +d

Il nous reste alors a résoudre le systeme suivamtgouvoir calculer les coordonnées de chaqué pan
ce segment :

r(t,Ty) = aTy® + bTy* + cTy + d
r(t,Ty) = aT,> + bT,* + cT, +d
r(t,T3) = aT3> + bT3* + cT; +d
r(t,T,) = aT,® + bT,* + cT, +d

Cette méthode nous est trés utile lorsque nousspesbns que de peu de points d’'une courbe des taux

Annexe 4 : Méthode des moindres carrés

Nous disposons d'un échantillon d’observations (XNous supposons par ailleurs qii¢’|X] = a + SX.
Le probleme consiste a estimer et 3, ainsi que la volatilité des résidus.
Nous supposons donc que, pour chaque observajips; a + Sx; + ¢ ou g sont des réalisations

indépendantes de lois normales centrées et degana

L’estimation des moindres carrés consiste a détermine droite d’équation = ax + b telle que);(y, —
y:)? soit minimale. L'étude consiste ensuite a analyss estimateurs de,B eto. La qualité de la
régression peut étre évaluée grace au coefficegtermination R2 qui correspond au carré du imbefit

de corrélation.

GROUPE
LeQ€ NSERVATEUR
Depuis 1844 -107/114 -




Annexe 5 : Construire une courbe ZC a partir d'unecourbe de taux swaps

La courbe des taux zéro-coupon est indispensaht#ra étude, car elle permet de valoriser les ptodu
financiers, mais aussi d’'actualiser les flux futars passif de I'assureur. Elle est un élément abde
'ESG.

Il existe une bijection entre la courbe des tauw-®upons et la courbe des taux swaps. Le paragrep
dessous a pour objet de démontrer cette équivafErderation.

Soitr le taux zéro coupon etvle taux swap.
Pour une maturité 1 an, le taux swap et le taux-géupons sont égauxsw,; = 1.

Puis, a partir du taux zéro-coupon 1 an, nous sréotaux 2 ans en réalisant les flux suivants :

SW5 1+ sw,

N N

t=1an t=2ans

Lien entre taux swaps et taux zéro coupons, casleils

On peut donc en déduire la relation lianawux taux connus :

Swy 4 1+sw,
14+sw;, (1+1m)?2

1/2
1+ sw,
= 1—SVVZ -1

T 1+ swy

Enfin, de proche en proche il est possible de dédaicourbe de taux zéro-coupons de la courbaude t
swaps ou inversement :

1/n
1+ sw,
Ty = = -1

1
1—swy- Zi<n (1 ¥ SW')i
L
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Annexe 6 : Théoreme d’évaluation par changement deuméraire

Le théoréme présenté ici est couramment utilissgloe I'on souhaite valoriser les prix de produéswes.
Ce théoréme nous est donc utile dans le cadrelidwacge des modeles de taux sous la probabilitgieis

neutre.
Soit Q la probabilité risque-neutreft) = exp(fotr(u)du).
Soit X, nouveau numéraire tel que le prix de X @rgren unités d’actif B, X(t) / B(t), soit une Q-

martingale. L'existence de ce prix relatif est dtindnée a I'hypotheése d’abscence d’opportunité

d’arbitrage.

Il existe alors une mesure de probabilité Qx sspés laquelle le prix des actifs financiers expsrdéans
ce nouveau numeéraire sont des martingales. La mé&gxipeut s’exprimer ainsi, par la densité de Radon
Nikodym :

dQx . X(T)

dQ 1" X(0)B(T)

La valeur d’équilibre f(S,t) de I'actif dérivé dewrs S et de « payoff » H(T) en T s’écrit alors :

H(T)

f(s,0) = X(t)EQx[m

Ft]

Et, si I'on pose X(t) = B(t), on obtient la probkitiéi « forward neutre » :

dox| _ exp(—J, r(s)ds)
do T P(0,0)

On a enfin, pour toute variable aléatoire Xt :

E, [‘i—%t Xt| = Bq,lxt)

Ces propriétés permettent de calculer la valeur'idgporte quel actif en calculant son « payoff p&=,
dans un univers « forward-neutre » dont le numéragt un zéro-coupon, et en actualisant au taux san

risque.

Enfin, comme dans cet univers « forward-neutre pyrix relatif des actifs par rapport au numéraseune

martingale, nous pouvons en déduire que le «xlgft nul.
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Annexe 7 : Théoreme de Girsanov

Soit W un mouvement brownien pour un espace f{{déF, Ft, P) ek un processus adapté veérifiant :
1 T
E [exp <— f A? (u)du))
2 0

On définit le processus Z et la mesure Q par :

<

Ze =W, + fotl(s)ds et Z—g = exp(— fotl(u)qu - %fot A2 (u)du)

Alors Z est un Q-mouvement brownien.

Ce théoreme permet notamment de montrer que desgzus de prix actualisés sont des martingales sous
Q, probabilité risque-neutre ; et permet de ramemercalcul de valorisation d’option a un calcul
d’espérance. Sous I'hypothése de log-normalité alurscde I'actif, on retrouvera la formule de Bla&k

Scholes *.

Annexe 8 : Diffusion dans le modéele LMM

Nous allons démontrer ici I'équation de diffusiom tbus les taux « forward » sous une unique medrire

probabilité)r,, . Nous garderons les mémes notations que dansn@inge

Le théoreme de changement de numéraire nous asdbideja permet d’exprimer la diffusion du tayx

dans l'universdy, « forward-neutre » :

AL(®) = Le®) ) 0q(©dWig(®) = L6 T) 0(6) B dZi(®)
q=1.d

Les taux « forward » ne peuvent étre diffuseé quesdaniversQr, quileur est associé.
D'apres le principe de changement de numérairessil possible de passer de la mes@e a la

mesurelr, _ , en utilisant la densiig :

P(t, T _
e 0,1

_dQr-1 _ P(0,Ty)
vO =0 - PET oy PO (1+7Le(r))
» Lk
Car
1 P(t,Ti-q)
L (t) = ;(W— 1)

*cf. J.Hull, “Options, Futures & Other Derivatives”
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On a alors :

P(0,Ty)

Inp(t) = ln(P(O—Tk_l)

)+ In(1 + tLk (t))

En appliquant le lemme d’lt6la ¢(t) = f (L), on retrouve facilement I'équation suivante :

1 T2 Lk2

2oLz k Rowdt

dln (p(t) = mllk(t)d]; BdZ, —

Nous retrouvons a présent une densité exponentell®oléans-Dade dont nous pouvons identifier le

coefficient k par unicité de I'équation différerlgestochastique.

La densité de Doléans-Dade s’écrit comme suit :
t 1 t
0© = x| [ kw'aziw - [ ke
0 0

dIng(t) = k(w)dZ, () ~ 5 ()l

Nous avons ainsi :

2 ’
k(t) = HT—Lk(t)Lk(t)B (%

Puis, en appliquant le théoreme de Girsanov, nouiduisons :

de—l = de - Lk(t)B,O'kdt

T
1+ TLk(t)

Avec Z;,_, un processus de Wiener sous la megye, .

Enfin, de proche en proche, nous pouvons expritfigren fonction delZ,, sous la mesur@r,, :

M
T
dZ, = dZ, — Z ' L.(OBodt siM>k
k Mo 1+ 7Lt i (B0, 3t
j=k+1

k
T
dZ, = dZ Z ' L.(OB'odt siM<k
k M+, 1+ tLi(t) i (B'9; 3t
j=M+1
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On peut alors en déduire la dynamique :

AL, (t) = Ly () Z L()B'a;dt + L (t)a/B dZy pour M < k

T
j=M+1..k I+ 7l (®)

dLi(t) = Li(t) Ly(t)ojBdZy pourM =k

dL(®) =~ Le(® ).

j=M+1 ...

T , ,
T+ T—Lj(t) L;j(t)B'ojdt + Ly(t)ojB dZy pour M >k

Annexe 9 : Glossaire

Actualisation

L'actualisation donne la valeur aujourd’hui d’'uruxl futur. Elle est 'opposée de la Capitalisatian q
permet de déterminer la valeur future d’'un placdnaefourd’hui. L'actualisation est effectuée graae
Discount Facteurs (DF) qui sont les prix de zéropums, ou directement graace a la courbe des t@ux Z

Le taux d’'actualisation doit étre de méme matugité le flux a actualiser.

Drift

Le « drift » est le terme de dérive, ou la tendahc@rocessus stochastique.

Forward
Un « forward » est un contrat a terme sur un madehgré a gré. Il arréte aujourd’hui les conditidhs
contrat futur et un prix fixe pour un échange aivees contrats permettent de spéculer sur laseanms la

baisse des taux.

Liquidité du marché
La liquidité du marché représente la capacité @taclou vendre rapidement les actifs. Plus un néagsh
liquide, plus les transactions de titres sont rapielt peu couteuses. La liquidité du marché garémjuste

valeur des actifs sur le marché, hypothese esBerm@ur calibrer un modéle « hedge-consistent ».

Martingale
Les martingales sont des processus stochastiggestiets dés lors que I'on valorise un actif saas |
probabilité risque-neutre. L'espérance de la vaggul d’'une martingale, conditionnellement a laatibn

en T-1, est égale a la valeur en T-1. Mathématiguencela se traduit par :

E(X(t)IF(s)) = X(s) pour touts <t

GROUPE
LeQ€ NSERVATEUR
Depuis 1844 -112/114 -




Mouvement Brownien
Un mouvement brownien est un processus stochastiftle a valeurs réelles, a accroissements
indépendants et stationnaires dont les trajectsascontinues.
Mathématiqguement :
» Lafonction s> Xs est continue
 Sis<t Xt—Xsestindépendant de la tribu Fs engendrée{par; u < s}

* Sis<t laloideXt— Xs estidentique celle de Xt-s- Xo.

Opportunité d’'arbitrage
On dit d'un marché qu'il offre une opportunité darage s'il est possible de réaliser un gain ¢ersans

capital initial. Sur un maché en équilibre, il wlasence d’opportunité d’arbitrage.

Option
Une option est un contrat donnant le droit d’achetede vendre un sous-jacent & une date ultéregwn
prix d’exercice fixés. Le vendeur de I'option eshdl de livrer le sous-jacent, tandis que I'achetela

possiblité d’exercer son droit ou non.

Processus de Wiener
Un processul;, t € T est un processus de Wiener, ou Brownien standard si

« PW,=0)=1

* W(t) est a accroissements indépendants sur T

* Pour tout h>0, la loi de W(t+h)-W(t) ne dépend pgag

1 ot ¥

e PourtouttP(W; < x) = ﬁf_we 2t du

Structure par terme des taux d’intérét

La structure par terme des taux d’'intérét est xpeession désignant la courbe des taux.

Univers risque-neutre
L’univers risque neutre est un état fictif dansulelgtous les agents sont neutres face au risquprix&e
chaque actif est égal, en espérance (« drift »aax sans risque, et les processus de prix asfisaties

actifs sont des martingales.

Volatilité
La volatilité d'un actif désigne son risque. Ellerrespond aux variations de la valeur du titre e
période donnée. En général, la volatilité est saite avec le rendement. En effet, plus un adtifisgué,

plus il est rentable en espérance.
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