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«Les actuaires savent que soi l est
modele, il est encore plus important de le calibrer
correctement?!. »

W. James MacGinnitie, FSA, MAAA, FCAS, actuaire et conseiller a
Atlanta (Georgia)

1 http://www.les-actuaires.fr/cours-des-choses/
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Résumé

Le régime Solvabilité Il impose aux assureurs de développer des modéles pour prendre en compte les risques de

taux et de spread. S'il est relativement aisé de trouver des modéles satisfaisant aux exigences du régulateur, le

calibrage de ces derniers s'avere ardu. Il est donc décisif de définir un processus de calibrage aussi robuste et

borné que possible. Ce m®moi re pr opodswe caalnishr algbe®tduedse di f f ®r entes p
scénarios économiques (ou ESG), destiné a simuler la dynamique des taux, ce qui aidera un assureur a gérer de

facon plus efficiente un portefeuille composé de produits de taux.

Par ailleurs, un assureur ayant nécessairement une vision a long terme de son portefeuille, nous privilégierons un
horizon de risque a long terme, que nous fixerons a 5 ans.

La premiére partie se veut une i ntr odepdse @nprobEmatiqueeet dgcrid le Icdnexte
réglementaire.

La seconde partie, quant a elle, entre dans le vif du sujet. Elle vise a construire une courbe des taux sans risque
r®aliste et fiable en suivant s cA aepeffet, ella taimeaenxtméthoeles ded i r e ¢
construction de la courbe des taux sansrisque : 1 dune bdd®et 2u pdittadtWisometded aut r e s
celle de Nelson, Siegel et Svensson. La crise de l'effondrement du crédit, qui a démarré durant I'été 2007, a

creuseé les écarts sur le marché entre les instruments de taux d'intérét basés sur une monnaie unique, les swaps

en particulier, caractérisés par des teneurs différentes du taux de référence. Toute la problématique consiste

alors a déterminer la source de données qui servira a construire la véritable courbe des taux sans risque. En

outre, il faut que lesdits taux soient suffisamment liquides et disponibles pour suffisamment de maturité.
Idéalement, on devrait prendre les swaps sur EONIA, mais malheureusement ils ne sont pas assez liquides et

n'existent pas pour les maturités supérieures a 2 ans. Dans ce mémoire, nous nous conformerons aux directives

du CNO, qui préconise de prendre les taux swaps sur indice Euribor 6 mois.

La troisieme partie implémente le modéle de Hull & White, qui représente la dynamique du taux court sous la
f or me prdcésaus de retour & la moyenne combiné a une dérive. Les stratégies a base de dérivés permettent
de mettre en oeuvre des solutions sur mesure, notamment pour la couverture des événements extrémes (tail
risk), l'atténuation des risques liés aux longues échéances ou la gestion des comportements non linéaires. En
général, les dérivés nécessitent des investiments et des liquidités moindres (souvent ces derniéres se
restreignent aux appels de marge ou au paiement des intéréts) dans des placements plus risqués, sans pour

autant menacer I'équilibre du bilan, objection clé en gestion actif-passif. Par cons®quent , ce genr
est fortement apprécié par les assureurs. Dans cette perspective, il est tout nature | do®l abor erdedes n
calibrage” | 6ai de de d®ri v®s. Dans c eétudié® deax : fuee,a partio deswaptions,n s c h

l'autre & partir de caps. A chaque date de calibrage, les calculs utiliseront la courbe de taux sans risque générée
| 6 ®t a p e . Raraileu®,die asgureur ayant nécessairement une vision a long terme de son portefeuille,
nous privilégierons les instruments do n t la maturit® est voi sine dénefoi®hor i:
achevée la calibration de ce modele, celui-ci sera utilisé par le modéle décrit & la partie suivante dans le cadre
des simulations futures.

La quatriéme partie, quant a elle, étudie une méthode de calibration du modéle de Longstaff, Mithal et Neis (ou

modele LMN)" parti 86 dé6udo@&@bligations portant smbdéleutiisé autseit ® d e
du groupe AG2R La Mondiale. En effet, les dérivés de crédit comme les CDS strcombinés avec des emprunts

d'Etat constituent une alternative a l'achat direct d'obligations d'entreprise. Le risque de contrepartie est le méme,
cependant cette position synthétique offre une liquidité sensiblement supérieure et, pour un niveau de risque
équivalent, le rendement peut s'avérer meilleur. L6 achat combi n® do o letlde deadérivéedes d 6 e
crédit sur les mémes émetteurs, maturités et séniorités permet de capturer la prime de liquidité correspondante.
Pareillement a la partie précédente, les calculs utiliseront la courbe de taux sans risque générée lors de la

seconde partie. Le processus décomposera le spread attribué al 6 ent i t ® de r ®f éddéeermiea en q°
notamment | a composante associ ®e au risque de do®f daut et
Deutsch Bank AG. L 6 ®t ude r ®v | ameaxompdsante desliquilité mégativk @our certaines obligations
corporate et a certaines dates de cotation, ce qui montrera que les taux swap sur Euribor 6 mois contiennent un

spread implicite.

Les donn®es de calibration proviennent de cotations fou
janvier 2009 au 30 décembre 2011. Par ailleurs, l es diff®rentes foamction
moyend 6un al gor i t h meentdllé, ®ntuheptésemtation @st domn@ren annexe de ce mémoire.
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Abstract

The new Solvency |l regime obliges the insurer to develop models to handle interest rate and spread risk. If it is
relatively easy to find models meeting regulatory requirement, calibrating them proves challenging. Hence, it is
decisive to define a calibration process as robust and bounded as possible. Thus this dissertation deals with the
calibration of different parts of an Economic Scenario Generator for simulating rate dynamic, which will help an
insurance compagny to manage more efficiently a portfolio comprised with rate products.

Besides, since an insurer has a long-term vision of his portfolio, we will favour a long-term risk horizon, which we
will fix at 5 years.

The first part will be an introduction in that it will set out the main issue and will describe the regulatory
environment.

Regarding the second part, it will get to the heart of the matter. It aims at building a realistic and reliable risk-free
rate curve strictly compliant to EIOPA guidelines. In this regard, we will study two methods of building risk-free
rate curve: the first one is based on Smith and Wilson interpolation, whereas the second one is based on Nelson,
Siegel and Svensson interpolation. The collapse of global credit markets which arised in summer 2007 has
widened divergence on the market between interest rate instruments based on a single currency, swaps in
particular, characterised with different tenors of reference rate. The whole issue consists of choosing the data
source which will be used to build the actual risk-free rate curve. Furthermore, the before-mentionned rates must
be sufficiently liquid and available for enough maturities. We should ideally select rate swaps indexed on the
EONIA, but unfortunately they are not liquid enough and they are not available for maturities greater than two
years. In this dissertation, we will comply with the CNO's guidelines, which recommends taking six-month
EURIBOR rate swaps.

The third part aims at implementing Hull and White model, which represents short rate dynamic in the form of a
mean-return process combined with a drift. The derivatives strategies make it possible to achieve tailor-made
solutions, in particular for hedging extrem events (tail risk), reducing the risks pertaining to long maturities or
managing non-linear behaviours. Derivatives generally need fewer funds and liquidity (the latter is often restricted
to margin calls and interest payments) in riskier investments without threatening the financial balance sheet. This
kind of instruments is therefore highly appreciated by insurers. In this perspective, it is natural to develop
calibrating methods using derivatives. In this dissertation we have decided to study two : one from swaptions,
another one from caps. At each calibrating date the calculations will use the risk-free rate curve generated at the
previous stage. Moreover, since an insurer is likely to have a long-term vision of his portfolio, we will favour the
instruments whose maturity is close to the ESG's projection horizon. After achieving calibrating this model, the
model described in the next part will use it for future simulations.

As for the fourth part, it deals with a method of calibrating Longstaff, Mithal and Neis model (or LMN model) from
a CDS and bonds associated with the same entity as the CDS. This model is used within the group AG2R La
Mondiale. Indeed, credit derivatives such as CDS combined with state loans turn out to be an alternative to
directly purchasing corporate bonds. The counterparty risk is the same, however, this synthetic position offers a
significantly better liquidity and, for an equivalent risk level, the yield proves to be better. Through the combined
purchase of corporate bonds and credit derivatives on the same issuers, maturities and seniorities, it is possible
to catch the liquidity premium. Similarly to the previous part, the calculations will use the risk-free rate curve
generated at the second part. The process will decompose the spread attributed to the reference entity and will
especially evaluate the component associated to default risk and the one associated to liquidity risk. The entity
will be Deutsch Bank AG. The study will reveal the existence of a negative liquidity component for some corporate
bonds and at some cotation dates, which will show that rate swaps indexed on six-month Euribor include an
implied spread.

The calibration data come from cotations provided by Reuters and the studied period spreads from the 5th

January 2009 to the 30th December 2011. In addition, the different calibration functions are optimized by means
of a differential evolution algorithm, a description of which is given in the annex of this dissertation.
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Probématique et contexte réglementaire

1L.Utilit® doéun mod | e de taux correctement cal i

WINDCLIFF et BOYLE [2004] examinent la stratégie consistant a investir le méme montant dans chaque classe
déactifs du portefeuille. I'l's justifient | a smidsgdunence
portefeuille optimal dans le modéle de MarRkowITz [1952], ceux-ci étant extrémement sensibles aux erreurs

d 6 e st i:dea esiin@ations historiques pour la matrice de variance-covariance sont plutdt robustes, tandis que

celles pour les rendements des actifs tendent a étre bruitées et peu fiables.

Le principe de 16 o pisatiomde MARkKOwWITZ [1952]r epose sur |l e fait qudun invest:
décrivant les relations entre différents actifs pour construire un portefeuille dont les caractéristiques risque et
rendement sont meilleures que celles ddédun portefeuille

individuellement. Lesdites caractéristiques sont les rendements espérés des actifs, leurs variances respectives et
leurs corrélations. WINDCLIFF et BovyLE [2004] démontrent que, dans certains cas de figure, un portefeuille

®quil ibr® sbéae qedwnhn uponrtemftawill |l e construit selon | e mod
Les auteurs momter eenrtr eauirnsdie gsupbRuc i fi cation de | desp®ranc
effectives des portefeuilles estimés.En e f f et , il est beauvceoteurs dgs espésancasrqdeu d 6 e
la matrice de variance-c ovar i ance. Le portefeuille ®quipond®r ® nbexi

| 6ai de des donn®eéttdhoinsct opraisq udees ceets neer r eur s ddesti mati on.

De surcroit, les auteurs montrent que, méme si le portefeuille équipondéré présente des performances moindres
que dans le cas moyen, il présente de meilleures performances que dans les quatre cas les plus défavorables.
Or, un investisseur averse au risque, comme un assureur par exemple, se préoccupera essentiellementd 6 ®v i t er
les résultats les plus défavorables. Cette attitude est en fait conforme au principe prudentiel en vigueur dans le

monde de | dassurance, principe renforc® par | a r®f or me r
Pour conc | ur e, en sus de linbhdérente auwumodeld @raployes ik estnmeparatif de prendre en
compte | 6erreur dobestimation des par gestiomnairessle poreefeylle.ct t r or

2. Contexte réglementaire

Les raisons qui aménent un assureur de développer un générateur de scénario économique (GSE) sont les
suivantes :

1. Développer un modéle prospectif.

2. Calculer le Best Estimate.

3. Anticiper le comportement des marchés.

4. Maitriser le modéle implémenté.

Dans le dispositif de Solvabilité I, le principe de calcul des provisions techniques repose sur la distinction entre
deux catégories de risques :

1. Lesrisques couvrables,

2. Lesrisques non couvrables.

Dans le premier cas, la provision technique correspond au prix de la couverture financiére, construite a partir
déinstruments financiers issus ddéun march® profond; I i g
dans le second cas, la provision technique est évaluée par la somme du best estimate et de la marge pour

risque.

L 6 E | CHerdpedn Insurance and Occupational Pensions Authority) est une institution financiére régulatrice de

| 6Uni on Eur op ®e n medent canene définitian dunbess estenate (cf. CP n°26) celle énoncée dans le
paragraphe TS.Il.A.10 des spécifications techniques du QIS4, a savoir : « La moyenne pondérée en fonction de

|l eur probabilit® des futurs flux de tr®sorerie compte t
sur la base de la courbe des taux sans risque pertinente. »

Le best estimate cor r espond ° Il a valeur actuelle probakixei desi 6
portefeuille. Il est censé couvrir les prestationsetles co%t s |1 i ®s ~ | dexploitation de:

Les différentes étapes pour calculer le best estimate sont les suivantes :
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- Calculer les flux de prestations et de frais a chaque date de projection ;
- Actualiser tous les flux a la date initiale.

Les actifs doivent °tre comptabilis®s “ | eautrementaditquand de n
les flux du passif peuvent étre dupliqués parfaitement par des instrumentsf i nanci ers, | dassureur
ce passif a la valeur de marché de ces produits : ¢ 6 dasntéthode « mark to market ». Dans le cas contraire, si le
passif médesr ®plicabl e, | 6assureur doit albest estimalee t cdmphab
marge de risque : il sladnaéthodée « ndaek to model ». La Figure 1 récapitule les différentes composantes

du bilan économique dans le cadre de la norme prudencielle Solvabilité I1.

Excédents de
fonds propres
A
SCR
MCR
L
: . Autres passifs
Actifs en valeur de marché o
A
Marge de
risque
Valeur
Mark to
Market| Best Estimate Provisions
techniques
v
\ )\ J
| |
I Risques Risques non
Solvabilitéll , _q , q_
réplicables replicables
Figure 1 : Bilan financier sous Solvabilité Il.
Pouvoir mod®Il i ser l a dynamique des taux est i mportant
comportedes produits de taux, il i mporte do®l aborer un mod

passif, cela importe dans le cadre de la participation aux bénéfices des assurés. Pour ce qui est du passif,
compte tenu de son mode de calcul, le best estimate nécessite donc un modéle de taux cohérent.

3. Objectif du mémoire

La Figure 2 récapitule les différentes étapes du processus de calibration du générateur.
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Pour toutes les dates de la [ Swaptions ou caps
période considérée

( Taux swap sur \

indice Euribor 3
mois ou 6 mois.
Inclusion
éventuelle des
taux FRA sur
Euribor 3 mois ou

\ 6 mois. /

CDS et obligations
sur l'entité de
référence de ce

- Processus de calibration dernier

D Données de calibration

5%%%%2%}% Modéles calibrés

i : (
s

Figure 2 : étapes de la calibration du générateur de scénarios économiques.
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Les courbe s de taux : méthodes de construction

1L.Proposition débune d®finition

Si nous définissons un investissement sans risque comme un investissement ou le taux de rendement espéré est
connu avec certitude, sous quelles conditions le taux de retour sur investissent sera-t-il égal au taux espéré ?
Dans cette perspective, deux conditions doivent étre satisfaites :

1. Léactif ne doit pas pr®senter de risque de d®f aust. Ce
privées, car toute entreprise, fit-el | e m° me | 6entreprise |l a plus grande e
d®f aut . Les seuls valeurs susceptibles dé°tre exempte
parce qudun gouver @ manati se ptar miee YWxu 6d ®r peut I mpri mer d¢
nomi nale, un gouvernement est en mesure de tenir ses
|l orsque, par exempl e, un gouvernement r ef présddentd 6uhonor
l orsqudéil emprunte dans une devise autre que | a sienne

2. Lébactif peut °tre r®i nvesti sans aucun risque. Un bon
les coupons seront réinvestis a des taux qui ne peuvent étre prédis a la date courante. Le taux sans risque
sur un horizon de c¢cing ans doi't °tre |l e rendement esp
cing ans.

2.Directives de | 6EI OPA

Dans deux de ses documents, CEIOPS [2009] et CEIOPS [2010], | 6 E énonieeAles regles que doivent
respecter |l es diff®rentes proc®dures de construction dolvl
21.Caract®ristiques des instruments adapt ®s ~ |
sans risque

Idéalement, les instruments qui vont servir a construire la courbe des taux sans risque doivent présenter les
caractéristiques suivantes :

1. Absence de risque de crédit. Les obligations émises par des gouvernements de signature AAA sont
considéréesparl 6 EI OPA comme exemptes de risque de cr®dit. N ®
devise considérée. Par exemple, la zone Euro comprend plusieurs gouvernements de signature AAA et ainsi
une courbe des obligations gouvernementales sans risque peut étre basée sur la courbe Euro publiée par la
Banque Centrale Européenne. En ce qui concerne les devises liées a un unique gouvernement, cependant,
le taux obligataire gouvernemental est susceptible de porter en permanence un risque de crédit. Le cas
échéant, un aj ustement sbav®rera n®c eswvapsisaieat.desRransactiens | | eur
collatéralisées, ils incorporent un risque de crédit non négligeable et ce pour trois raisons essentielles :

a. Lavaleur de marché du collatéral peut étre affectéepar | 6 ®v nement de d®f aut .

b. Le coll at ®r al couvre uniguement |l a valeur courant
exposition significative risque de ne plus étre couverte, particulierement pour les swaps de longue
échéance.

c. |l faut également prendre en compte le risque de crédit résultant du taux de la jambe variable.

2. Réalisme. Par réalisme, un assureur doit pouvoir obtenir un taux sans risque sans encourir de risques
particuliers. Dans le cas contraire, les provisions techniques escomptées par un tel taux contiendraient des
pertes cachées, qui se matérialiseraient au cours de la période de liquidation. Le bilan résultant ne serait

al ors pas appropri® pour | 6®valuation de |l a solvabilit
3. Fiabilit®. Les m®t hodes mises dn ablese edoipuvyedrti sefsr et |
période de crise ou de turbulence.
4. Une | iquidit® ®l ev®e pour toutes |l es maturit ®s. Une (g:
transparent et | iquide pr®senterconmdirusg tee "dipatrdr gi odmd
l'iqui de. Les caract®ristiques doéun tel march® sont | es

d. Les participants peuvent promptement exécuter des transactions volumineuses sans impacter
significativement les prix des instruments impliqués dans les réplications.

3 https://eiopa.europa.eu
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e. Les transactions en cours et les informations sur les cotations sont disponibles immédiatement au
public.

f. Les propriétés susmentionnées sont permanentes.

5. Aucun biais technique. Le Groupe de travail ad hoc sur la marge du risque de I'Association Actuarielle
Internationale (AAI) donne un exemple de biais technique associé a des obligations gouvernementales :
« Government bond prices can be distorted due to an artificially high demand from financial institutions and
pension funds that may be subject to regulatory constraints that favour Government bond holdings or were
the basis at the time issued of a benchmark (e.g., a tenyear bond whose yield might be 50 basis points lower
than either a nine- or eleven-year bond). These supply and demand distortions may not be considered to be
relevant for the cash flows expected to occur at that duration. »* En outre, desdi st or si ons entr e
demande peuvent engendrer un biais technique dans le cas des taux de swap. En principe, les swaps
présentent des rendements supérieurs a ceux des obligations gouvernementales. Néanmoins, au cours de la
crise financi re un renversement sbdest pr:dedrendemestsur | e
des swaps furent inférieurs a ceux des obligations gouvernementales pour des durations situées aux
alentours de 20 ans. La demande élevée pour la jambe fixe provint principalement des investisseurs ayant
des engagements fixes, comme les assureurs et les fonds de pension, et elle ne peut étre satisfaite en raison

de | 6offre |imit®e en mati re de swaps de | a part des
6. Di sponibilit® pour toutes | es devises pertinentes. I
taux sans risque soit disponible pour toutes les devises pertinentes. Sice ndest pas | e cas, (
ddarbitrage peuvent appara’tre. En outre, l e calcul d
provisions techniques, laprimed 6une police dbéassurance pourrait diff ®r

7. Proportionnalité. L&EIOPA recommande que la gamme des taux sans risque soit fournie au moins a une
fréquence trimestrielle. Lorsque les conditions de marché deviennent volatiles, la gamme des taux doit étre
fournie plus fréquemment.

2.2. Choix possibles

LOEI OPA pr op o seeen wois étapasepvuede bonstruire une courbe des taux sans risque :

1. Sé6i | existe des obligations goulet5 alesuesort eellesd quisdaiverit s f ai s
étre utilisées.

2. So6i |l existe des obligations gouvernementales, mais qui
doivent alors °tre ajust®es de fa-on " ce quobdelles sat

3. So6i l ndexi ste aucune obl iegeaxiste mais qgecelleseima mpuvenhéradjustée® u s 6 i
pour des raisons th®oriques ou pratiques, débautres i
possible des obligations gouvernementales. Dans ce cas, ceux-ci devront voir leur taux ajustés de facon a
approcher des taux doéobligations gouvernementales qui

Par ailleurs, plusieurs options existent :

1. Utiliser la courbe des swaps

2. Utiliser la courbe des obligations gouvernementales

3. Utiliser la courbe des swaps moyennant un ajustement a la baisse. Ce dernier refléte le risque de crédit
encapsulé dans le taux swap.

4. Utiliser les obligations gouvernementales moyennant un ajustement a la hausse. Les rendements sur les
obligations gouvernementales peuvent étre sujets a des distorsions du marché, et comme résultat, les
investisseurs peuvent obtenir un rendement supérieur sans encourir un risque supplémentaire en pratique.
Léajustement ° | a hausse est cens® refl ®t er ce ph®nom~

5. Combiner les options précédentes. La gamme des taux sans risque peut étre déterminée différemment selon
les devises. Par exemple, si les obligations gouvernementales sont indisponibles ou inappropriées pour
certaines devises, la gamme des taux sans risque peut étre déterminée grace a un ajustement appliqué a la
courbe des obligations gouvernementales ou a celle des swaps.

1 se peut quéil existe des obligations gouvernement al
maturit®s mais non pour doéaut r eallernatifis devronaé&re déterimi®és pour,cesd e s i
maturités-la.

Par ailleurs, les marchés financiers évoluent en permanence. Par exemple, un instrument peut devenir liquide
entretemps ou un biais technique peut afphpheotcdr wh sauteme
en vue de construire une courbe de taux sans risque doit étre révisée régulierement.

4 INTERNATIONAL ACTUARIAL ASSOSCIATION [2009] (page 46).
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De surcro’t, | 6EI OPA sbéoppose ~ I 6inclusion ddédune pri me
diminuer sensiblement les provisions techniques.

La Banque Centrale Européenne (ou BCE) publie régulierement une structure par terme des taux sans risque,

qui est d®riv®e dbdédobligations de signature AAA ®mises e
soumis aux critéres ci-dessous :
- Seules |l es obligations avec un montant d%¥% déau moins 5

- Les obligations possédant des -caractéristiques spéciales, y compris celles avec des spécificités
institutionnelles, sont exclues.

- Seules les obligations avec coupon fixe et maturité finie ainsi que les obligations zéro-coupon sont
sélectionnées, dont les STRIPS5. Les obligations a coupon variable, dont les obligations indexées sur
Il 6inflation, ne sont pas inclues.

- Seul es | es [btd activgneeht négotises,d 6d ot ®e s d 6 u nve®leua (bid-askaspraae)tpar u r
cotation de trois points de base, sont retenues. Les prix/rendements correspondent au cours de fermeture
lors du jour de référence.

- Afin de refléter une profondeur de marché suffisante, laplagede mat ur i t ®s r ®si duel |l es s 0¢
ans.

L a courbe des t aux sans risque est n®cessairement CC
Subséquemment, une interpolation entre ces points et une extrapolation au-dela du dernier point suffisamment

liquide constaté sd6av ®r eront n®cessaires. Ces deux op®rations
précédemment.

23.M®t hodes dbéextrapol ati on

Pl usieurs m®thodes dbéextrapolation existent, mai s il n ¢
mieux en toutes circonstances et pour :toutes |l es devises.
a. Les mémes principes de haut niveau doivent étre appliqués aussi bien pour la partie extrapolée que la partie
interpolée de la courbe.
b. La méthode doit fournir des résultats stables et éviter les fluctuations parasites dans le segment long terme
de la courbe. Ceci est particulierement important pour les devises ou les taux de référence liquides sont
disponibles uniqguement pour les maturités a court terme et une simple extrapolatonde s t aux doéi nt ®r
terme pourrait engendrer une volatilité excessive.

c. 11 est impossible doéidentifier une m®t hode r®alisant |
certaines devises ne sont que trés peu négociées et sujettesadef ortes fluctuations en
macr o®conomi ques. Dans ce cas, | 6approche macr o®cono
Déautres devises vont bient?tt °tre int®gr ®es " l a zo
négociées et bénéficier de prévisions macroéconomiques stables.

d |1 est i mpossible de garantir gubune m®t hode donn®e

donnée a tout instant.

Lestechni ques simples ne requi rent pas d&dacalrbg.Dans sappr of
forme |l a plus frustre, | a technique dbéextrapolation si mj
niveau du taux déint®r°t “ |l ong ter me Par cons®quent,
une ligne horizontale.

Les techniques macro®conomi ques, guant : el |l es, i mpl i qu
terme habituellement, quoique non nécessairement,viaune anal yse ®conomigue, et doi
dedonnéesdisponi bl es et ce point dé®quilibre.

Les technigqgues de param®trisation mettent | 6accent sur
gamme des taux, si |l a technique de param®trisatienhleest f
cas) reposer sur des hypoth ses ®conomiques. Cdest cett
pratique sur les marchés. Comme exemples, on peut citer la méthode de Svensson et celle Smith et Wilson.

5L 6acr onSTRIRS » wignifie « Separate Trading of Registered Interest and Principal Securities » (Echange séparé des intéréts
nominatifs et du principal des titres). Cel a signifi e igptioesousfa®@ntdr ange e
sont des obligations & coupon zéro dématérialisées et autonomes. Ce sontdesi nstrument s i d®aux pour | 8ALM (Ass
car tous les types ddé®ch®ances sont disponibles : par exnealgpsiqgeeleses ges

échéances les plus longues sont détenues par desfonds de pension et des compagnies dbdassurance
instruments.
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Les techniques par spread constant ou variable sont des méthodes alternatives pour les devises autres que
| 6ewur o

- Dbabord, une technique dboextrapolation appropri ®e est
- Puis |l es taux | i®s aux autres devi ses laquelieestajoutée:apol ®s
o Dans | e sepeeadcdhiwent ant |, |l e spread entre | 6euro et |

donnée liquide disponible de cette devise ;
o Dans | e sepeead varidblenles spreads d ®r i v®s vi a | 0@lrhe atxepneadst doéu
observés dans la partie non extrapolée de la courbe.

Taux doéint ®r ° Taux doint ®r °t Taux doéint ®r °t
Devise X Valeur observée : 4.25% Valeur observée : non fiable Valeur observée : non fiable
Valeur fournie par la méthode du Valeur fournie par la méthode du
spread constant : 4.20% spread constant : 4.10% (=3.35+0.75)
(=3.45+0.75)
Euro 3.50% 3.45% 3.35%
Spread (0/X) +0.75% (=4.25-3.50) +0.75% (constant) +0.75% (constant)

Tableau 1 : illustration de la méthode par spread constant. Source : CEIOPS [2010].

2.4. Détermination du taux forward ultime

Le taux forward ultime (Ultimate Forward Rate ou UFR) est le taux asymptotique vers lequel tend la courbe des

tauxspotr(l‘)lorsqueIamaturité[t end vers | d6infini

limr(f)=UFR

[—+n() (1)
Bien qudil soi t dlierg, ibdoit éfre stalecau co®wdu Emps at ne p@ug aire influencé que par
des pr®visions © long ter me. I est d®f i-écanompgqoes.r c haque ¢
Les principes communs présidant les méthodes de calcul doivent garantirunt err ain doé®galit® ent
devises. Pour toutes | es -daaede la deenere matweité obseavable (od ducun pri®de® t a u
march® nbdexiste) sont n®cessaires. Un moyen doé®viter
| 6extrapolation du taux sans risque “ des horizons attei

de marché disponibles issues du segment liquide de la gamme des taux.

Les principaux facteurs économiques expliquant les taux forward a long terme sont :

1. Léinflation pr®vue " |l ong ter me.

2. Le taux doéint®r°t r®el pr ®v u.

3. La prime © terme nominale 7 l ong terme pr®vuUe. Cette
investisseur est en droit dbéat t e ncd paerappantra ded eldigationts lai gat i
courte ®ch®ance, en guise de compensation pour | 8i nve:
bien une valeur négative que positive, selon les considérations de liquidité et les lieux de résidence des
investisseurs : s ces derniers cherchent un rendement sup®ri e
une obligation “ |l ongue ®ch®ance, ce facteur est posi
pour b®n®ficier desssaeomantagesappami é nvretstde passif, ce

4. Loeffet de convexit ® ncoprocedeade la relatibnonanginéaire fcaoneexe) eGtee les taux
déint®r°t et |l es prix des obligati onmsunuteiflfiest®epsu rpeariern te

qui résulte toujours en une composante négative.

Aucune donn®e empirique sur | a prime ° terme pour | es
pratique de cette grandeur reléverait de la gageure et impliqueraitdd e xt r apol er ° partir des
l es plus courtes ®ch®ances. Subs®quemment , afin dbéobte
proc®dure do®val uat iqualesdeix ppemiers fdctearsiet peut segornaler comme suit :

Ultimate Forward Rate Inflation prévudong terme +Taux dintérét réel pré (2)
Selon CEIOPS [2009],d6un point de vue macro®conomique, il est parf
val eur de | 8UFR dans | e mo ncdaer elndt@ceornodna s "altéhtdr@a hel | e
s 6 uni fretransidsmeaniser et devrait atteindre un régime global a long terme. Toutefois, si des analyses
indiquent des d®viations significatives, un ajustement s

01/07/2013 Probl ®mati ques de en Vv u e dedaex, dedéautztidelguiditto n dRage 15/155 qu e s



25.Esti mation du taux doéinflation © |l ong ter me |
Lédinflation pr ®vueaséesba ks mopeanes histerigues dasdortnéed observées, car les taux

de grande inflation du si cle pass® semblent peu influel
d®cennies, beaucoup de bangqgues omiteux®ugpwtldaulux cp@rtirddes |

1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009

France | 1,7 1,8 2,0 1,2 0,6 0,5 1,7 1,6 1,9 2,1 2,1 1,7 1,7 15 2,8 0,9

Tableau 2 : ®v ol uti on edEBrance $onrkd : &marice Inflation.com®.

LOEI OPA, en vue dbdéavoir une estimation robuste et fiabl
standard a 2% par an, conformément au taux cible explicit e en mati re doéinflation av
banques centrales travaillent’. Cependant, eu égard aux données historiqgues des 10-15 derniéres années
relatives™ | 6i nf | at i on aatoduit delux catégoriesGippldmentaires afin de capturer les déviations
significatives en hausse ou en baissedut aux do6i nf |l at i onpolrcdrt@nspayst er me pr ®v ue

LOEI OPA pr®conise donc doéutiliser une valeur de 2% pour

Par ailleurs, différents organismes, analysant la conjoncture économique, ont réalisé fin 2012 une étude portant

sur |l es pr®visions de 8 61l hé|l pt Popni moyenne bani 86&82de | 6ir
baisse mi-2012 devrait étre assez forte : |l 6inflation est appel ®e tteindredli,48hi nuer
courant juin 2012, en raison du recul significatif des
hausse de la TVA ne serait que de 0,1% en juin.

Organisme 2011 | 2012 | 2013
Société Générale | 2,2% | 2,0% | 1,5%
NATIXIS 21% | 19% | 1,8%

BNP PARIBAS 22% | 16% | 1,8%
Crédit Agricole 21% | 14% | 1,1%
OCDE 21% | 1,7% | 1,8%
FMI 22% | 20% | 1,5%

Tableau 3 : Inflation anticipée par différents organismes. Source : France Inflation.com®.

Afin dbéeffectuer une pr®vision de | d&dinflation en 2012,
1. L6®volution des prix de | 6®nergi e,
2. L6®volution des prix alimentaires.

La Figure 3 illustre la prééminence de ces deux postes depuis 2000. Par ailleurs, il faut souligner que les
pr®visions de baisse doéinflation projet®es pour 2012 an

concomitance de | 0 awig mexglaitq wen I|dGe rcveolkaesi qadeda pbudée actuéllat i on
fin 2011. Le pass® r®cent a enseign® aux sp®cialistes ql
cbest pourquoi la circonspection est de rigueur daasr ce
|l es pays producteurs voient | eur instabilit® sdédamplifier

6 http://france-inflation.com/prevision_inflation_en_france.php

"Cbest dlo@obhj eautrisf de | a Banque Centrale Europ®enne.
8 Source : http://france-inflation.com/index.php.

9 http://france-inflation.com/prevision_inflation_en_france.php
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INFLATION PAR GRANDS CONTRIBUTEURS

INFLATION EN FRANCE : Contribution des postes

. tsbac services I Enu

ensemble

e slimentation ENErgie

-1% L 1%
Figure 3 : Inflation en France, contribution des postes. Source : France Inflation.com?°.

26,Estimation du taux doéint®r°t r ®el pr ®v u

D 6 a p €EIGPS [2010], les taux réels ne sont pas censés différer substantiellement a travers les différentes

®conomies aussi I oi n g E®wDimsonc Raul MarshreeMikd Staunton®&engparerent les
rendements obligataires réels de la seconde partie du 20%™e siécle avec ceux de la premiére partie pour 12
économies:| 61 talie, | 6All emagne, | a France, |l e Japon, | a Sui
Canada, | es Etats Unis, |l a Su de et | 6Aeedgin&daR3%paranbte r e n

cours de la seconde partie du 20me sjecle, contre -1,1% au cours de la premiére partie.

10 hitp://france-inflation.com/prevision_inflation_en_france.php
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Figure 4 : Comparaison des rendements obligataires réels de la premiére partie du 20™e sjécle
avec ceux de la seconde partie!!. Source : CEIOPS [2010].

A la lumi re des donn®es pr®c®dentes, ,21%0 EINORA i pre®de@n it aal
réel prévu.

2.7. Conclusion

Comme illustré a la Figure5, | 6 ®v ol ution des taux déint®r°t ~ long ter
distinction entre les zones Euro, GBP et USD dans un groupe et JPY et CHF dans un autre.
8
? .
B -
,F"\\,,f_ﬁwm'v\
5 - b
4 -
b
oo N,
. ™
D T T T T T
04.01.2000 04.01.2002 04.01.2004 04.01.2006 04.01.2008 04.01.2010
UK us JPY EUR —  CHF
Figure5: Taux doéi nt ®r ° {30é&ns)l Sourae : CEEOP#[2010].
1Les donn®es concernant | 6AI| |-28m¥vGnAverage.cl uent | a p®riode 1922
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Catégorie | Devises UFR évalué macroéconomiquement (%)
1 JPY, CHF 3,2

2 Euro, SEK, NOK, DKK, GBP, USD, PLN, RON, HUF, ISK | 4,2=2,2%+2%

3 TRY 5,2

Tableau 4 : UFR selon les différentes catégories monétaires. Source : CEIOPS [2010].

3. Choix des instruments de calibration

3.1. Introduction

Les opérateurs en produits dérivés utilisent traditionnellement les taux swap sur Libor ou Euribor en guise de
proxy pour d®terminer | es taux sans risque. | Ides taoxa | c u |
interbancaires, les taux futures Eurodollar (ou taux FRA??) et les taux swap. Les taux Libor et Euribor sont les
taux auxquels empruntent les institutions financiéres notées AA. COLLIN-DUFRESNE et SOLNIK [2001] montrent que

les taux swap sont des taux LIBOR « continuellement rafraichisé et portent | e m°me risque
" court terme doéinstitutions f swamsont utlisés@ar baotstrafperdacdukbe L or s
du LIBOR, les taux résultants sont, dans descircon st ances nor mal es, ceux qui sdapp

faible risque (mais non de risque zéro). Par exemple, le risque de crédit intrinséque a un taux swap de maturité 5
ans correspond au risque de crédit de 20 préts successifs de 3 mois a des institutions financiéres notées AA et

ce risque porte uniguement sur |l es int®r°ts, puisquéil r
Léutilisation du LI BOR en gui ®%redise empquestiorypardaccuse delcrédit jua u x s «
a démarré mi-2007. Les banques devinrent de plus en plus réticentes a se préter les unes aux autres, soucieuses

de quelque défaut éventuel. Par cons®quent, |l es cours d@.uwestinféerlew & 50s 6 e nv

points de base dans les conditions normales de marché. Entre octobre 2007 et mai 2009, il passa rarement en
dessous de 100 points de base et accusa des crétes au-dessus de 450 points de base en octobre 2008.

La plupart des opérateurs en produits dérivés préféerent désormais utiliser le taux OIS au Libor comme taux

déactualisation |l orsqudi.l sbagit de valoriser des portef
chambres de compensation dans le domaine des transactions de gré a gré, est elle-aussi passé du taux Libor au

taux OIS pourlesswapsde t aux dobéi nt ®r °t . La raison g®n®r al ement i n\
Ol'S comme taux doéactual i s attawodes fendstfédéjauxcamérieaint ehquece desnter t i r ®

est le taux payé sur le collatéral. Le taux des fonds fédéraux américains et le taux OIS constituent ainsi le taux de
financement approprié pour les transactions garanties. Pour ce qui est des transactions non garanties, la plupart

des op®rateurs continuent 7 uti |l iLamison étant queicesdransactionmnee t au
sont pas garanties, le Libor constitue une meilleure estimation du co(t bancaire de financement que le taux OIS.

HULL et WHITE [2012] pr ®coni sent doéutiliser |l e taux OIS aussi bien
transactions non garanties. Larai son néa rien " voir avec | e co%t de fin
plutét avec le fait que ce taux est le meilleur proxy en matiére de taux sans risque et que ce dernier doit étre

utiise comme t aux dolaocrtsugaulei slad o no nuh® évaluation risquedrtb@re, comme ce sera le

cas dans ce mémoire (cf. chapitre « Le risque de taux : le modéle de Hull et White »).

3.2. Taux au jour le jour

Les bangques peuvent emprunter de | dargent sur ttegarami@ar c h®
en dollar américain peut étre levée sous la forme de pensions (repurchase agreement ou repo)4

Le taux au jour |l e jour, qubi l sbagisse du taux des for
taux sur un emprunt non garanti, et, en cela, il ne peut étre considéré comme un taux sans risque.

Une fraction importante des préts des fonds fédéraux passent par des courtiers. Ces derniers transmettent
guotidiennement | es t aux RederahResemve Bank @fNéw Yok (FRBN)t Celiptciedn t

12 Forward Rate Agreement.

B Le«TED spread » (Treasury-Eur odo!l | ar spread) correspond ~ | 6®cart (en points de b
bons du Trésor américain a trois mois. Toute hausse de cet indice est interprétée comme un accroissement du risque de défaillance des
banques.

141 s'agit, sous la forme juridique de deux transactions au comptant en sens inverse et décalées dans le temps, d'une cession suivie d'un
rachat au terme de l'opération, du refinancement d'actifs financiers négociables (obligations, BTAN, certificats de dépot, actions, etc.) a un
taux d'intérét négocié entre les deux parties contractantes, le préteur des titres et le préteur du numéraire.
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partir de ces donn®es, calcule chaque jour l e taux doéi |
Cette moyenne est appelée « taux effectif des fonds fédéraux ».

HuLL et WHITE [2012] ne considérent pas le taux repo a un jour comme une meilleure mesure que le taux effectif

des fonds fédéraux. En effet, ils imputent les différences entre ces deux catégories de taux a la microstructure
intrins que des mar ch®s. Entre, | 6®cart entre l e taux
essentiellement d0 a des éléments autres que le risque de crédit.

Sur le marché de la zone euro, le taux techniqguement équivalent au taux effectif des fonds fédéraux pratiqué sur
le marché nord-américain estL 8 EONI A ( Eur o Ov er ni.gdutde plus ameptesisfarmationsele a g e )
lecteur se reporteraalasectonlde | 6annexe.

3.3. Swaps sur indice au jour le jour et swaps sur Libor/Euribor

Les contrats de swap indexé sur le taux a un jour (Overnight Index Swaps) tendent a étre de courte durée (le
plus souvent moins de trois mois). Néanmoins, les transactions qui durent entre cinq et dix ans se généralisent.

Lesswapsde maturit® inf®rieure ou ®gale ~ un an comporter
différence entre le taux de la jambe fixe et le taux variable composé et multipliée par le notionnel et la fraction
cour ue. Si l e taux fixe sbav re sup®rieur au taux var.i

payeur de taux fixe au payeur de taux variable, autrement, on a affaire a un paiement de la part du payeur de
taux variable au payeur de taux fixe. Similaires aux swaps sur Libor, les swaps OIS sont divisés en sous-périodes
de trois mois et un paiement est fait ~ |l a fin de chacur

Nous avons ®voqu® pr ®c ®d e mntonik-DUFRESNE a Some f2001]@trselan eequel [es r
taux swap sont des taux LIBOR « continuellement rafraichis ». Ceci montre que le taux swap de maturité 5 ans

dans | e cadre dbébune transaction ° travers | équvaatladtaux | es
de 20 préts consécutifs de maturité 3 mois et dont la contrepartie est notée AA au début de chaque prét. Un
argument similaire sbéapplique ° un taux OI S. éteGresutlea ux e

marché au jour le jour dans le cadre de préts au jour le jour continuellement rafraichis.

Il'y a deux sources de risque de crédit qui affectent un OIS :

1. Lerisque de crédit qui entache un emprunt de fonds fédéraux. Mais il est trés faible.

2. Le risque de cr@®di®eptaeena®f addbudodune des deux cont
mener a un réajustement du taux fixe, dont la taille dépend de la pente de la gamme des taux, de la
probabilit® de d®faut, d e dellaavie dwswaptei du ifait que ld gahsadtiamsoit d 6 i n
garantie ou non. La taille de ce réajustement est généralement trés faible pour les transactions « a la
monnaie » ou les deux parties ont la méme qualité de crédit et lorsque la gamme des taux est plate. On peut
supposer cette taille nulle dans le cas des transactions garanties.

Compte tenu de ces arguments, HuLL et WHITE [2012] concluent que le taux swap OIS constitue un proxy

convenable pour un taux sans risque a long terme.

Le spread entre le taux Libor 3 mois et le taux OIS refléte la différence entre le risque de crédit affectant un prét

de 3 mois © une banque consi d®r ®e dbdune qualit® de cr ®d
déun jour continuell ement rafraichis ° des banques ®ga
D 6 a p HuLLset WHITE [2012], dans des conditions financieres normales, ce spread vaut environ 10 points de

base. Cependant , il atteignit un pic de 364 points de
niveaux plus raisonnabl es, il sO6®l eva ~ 3020plehmitsosdesi e b a:

préoccupations soulevées par les dettes souveraines européennes.

Une courbe des zéro-coupons peut étre extraite par bootstrap a partir des taux swap OIS, de la méme fagon
gudell e | e s er aswapsirEuikor. Siilarcoubeedes zéra-aoxpon est requise pour des maturités
sup®rieures ° |l a maturit® maxi male observ®e, une approcl
des zéro-coupons déduite des taux OIS et celle déduite des taux swap sur Euribor reste constant au-dela de la

maturité maximale observée des taux OIS. Retrancher cet écart de la courbe de zéro-coupons déduite des taux

swap sur Euribor permet ainsi de construire une courbe sans risque.

En revanche, JAKOBSEN [2011]]d ®consei |l l e ddéutiliser |l a m®t hode de Smit
am®ricain, car | a courbe des taux forward instantan®s al
courbe gouvernementale commune au sein de la zone euro.

JAKOBSEN [2011] compare les swaps sur indice au jour le jour et les swaps sur Libor :

- Le QIS 5 utilise les contrats de swap sur des taux Libor ou Euribor.
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- Les taux Libor refletent le risque de crédit lié a la perte du principal.
- Or,ll n 0ap dearisgpe sur le principal dans un contrat swap. Un taux fixe plus élevé sert a compenser la
prime de risque sur la jambe variable.
- Comme souligné précédemment par HuLL et WHITE [2012], les swaps sur indice au jour le jour sont plus
proches de la « véritable » courbe de taux sans risque.
- Les contrats OIS sont moins liquides et de plus court terme selon le CRO Forum.
- Pendant une période de crise, le choix du Libor basé sur les taux swap a la place des taux OIS a pour effet
de réduire le SCR.
- Si la liquidit® des contrats OIS sbdam®liorent, l es ta
construire une courbe des taux sans risque.

Par ailleurs, dans lufi de ses documents techniques, CNO [2012], le Comité de Normalisation Obligataire®

énonce les principaux éléments de la procédure de calcul :

- La structure des taux zéro-coupon calculée est celle associée a la structure des taux de swaps taux fixe
contre Euribor 6 Mois publiée par ICAP1S,

- Elle est fournie par valeurs ponctuelles pour des maturités exprimées en années civiles entre un a soixante
ans. Les valeurs intermédiaires peuvent étre obtenues par interpolation.

- Les taux de swaps sont considérés comme les taux coupon au pair exacts associés a la structure zéro-
coupon calculée.

- Les taux zéro-coupon sont calculés par une procédure récurrente de pas annuel.

- Cette procédure nécessite de calculer les valeurs annuelles manquantes de la structure des taux de swap.

Les valeurs manquantes (31 ans, 32 ans, c@Bueaxesta-dre s onf
en consi d®r ant qgue la fonction qui fait correspondre
compris entre | es deux ®ch®ances de march® qui encad
degré 3, spécifique pour chaque intervalle, et respectant les valeurs du swap et celles des dérivées du
premier ordre " chaque extr®mit® de | d6dintervalle.

Nous verrons a la section 4 que | a m®t hode dbéint er p mldaetsito np awst icloi hsGree npt

mesure ou elle peut entrainer une fonction de prix croissante localement.

Maturité | Taux swap sur Euribor 3 mois | Taux swap sur Euribor 6 mois | Taux swap sur EONIA
1Y 1.251 1.575 0.975
2Y 1.2115 1.467 0.993
3Y 1.336 1.554 1.143
4Y 1.522 1.7155 1.345
5Y 1.721 1.9 1.556
6Y 1.901 2.067 1.746
7Y 2.053 2.202 1.905
8Y 2.175 2.323 2.034
oY 2.278 2.4175 2.142
10v 2.37 2.503 2.237
15Y 2.693 2.802 2.324
20Y 2.755 2.847 2.405
30Y 2.677 2.754 2.574
40Y 2.744 2.744 2.643
50Y 2.768 2.768 2.768
60Y 2.779 2.779 2.779

Tableau 5 : cotations des taux swap sur EONIA, Euribor 3 moi et Euribor 6 mois en date du 2 novembre
2011 (heure de cl6ture : 17:02:08). On remarquera que le taux croft avec la duration du taux de référence,
mais que les taux tendent a se rejoindre pour les maturités trés long terme (50 ans).

3.4. Choix final
La reconstitution de la courbe des taux peut étre réalisée simplement en extrayant les taux de rendement
ddobl i ga tcoupomss prézefitescsur le marché. Cependant, les obligations zéro-coupon possédant les

15 http://www.cnofrance.org/
16 ICAP est le broker de référence sur le marché des swaps, en concurrence avec Tullett Prebon et BGC Partners.
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caractéristiques requises ont une trop faible liquidité sur le marché et sont insuffisantes pour reconstituer une
gammecompl " te de taux doéint®r°t “ une date donn®e.

La courbe peut aussi étre construite a partir des OAT (Obligations Assimilables du Trésor). Malheureusement, il

néest pas toujours possible de trouver | 6 OA-Cinesontpasspond
liquides.

Par contre, les taux swap ont l@vantage concret d 6 ° t r e | i egroarckée Moussopteronsl donc pour ces
derniers.En out r e, par souci de conf or mi t Guivrans &g recbnerandations e c t i v

du CNO et nous choisirons, dans cette optique, les taux swaps sur indice Euribor 6 mois.
4. M®t hodes dafiannt er pol

4.1. Généralités

Le choix du modéle paramétriqgue doit permettre de reconstituer de maniére réaliste (au sens des propriétés
statistigues observ®es) |l es chocs sur | densemble de | a
éventail de modéles.

HAGAN et WEST [2006] avancent plusieurs critéres a considérer :

1. Est-i | possible de construire une courbe empi?Dangleaeas exact
0% un | arge ®ventail d & i6nasl tgrour nm et nhtirleassesotapidemey @toamec bne e ,
erreur suffisamment faible ?

2. Les taux forward sont-ils positifs et continus? Co mme | & o nMAcC CuLeb¢éHoet KBCHIN [2000], « a
discontinuous forward curve implies either implausible expectations about future short-term interest rates, or
implausible expectations about holding period returns ». Par cons®quent , il est pr ®f (
méthodes, particulierement lorsque la valorisation de produits dérivés dépend des valeurs des taux forward.

3. Ldi nt er p eellealacaleo?n Ceuset | i mpact a |l a modification d®dun al
L6i mpact s-el acvaisinbge ounbien provoque-t-il un effet de bord ?

4. Les taux forward sont-ils stables ?

Par ailleurs, rappelons que, pour une maturité donnéet, le taux forward instantané f (t) et le prix P(t) sont liés
par la formule :

f(t)= unP() _ 1 9%9 3)

o P(Y)

Lébextrapolation consiste ° estimer | es taux forward don
observée sur le marché. Ces derniers seront en général compris entre le taux forward correspondant a la
maturit¢l a pl us ® ev®e parmi ceux observ®s et | 6UFR.

Les m®t hodes dbéinterpolation | in®aires ont pour princip:
l es rend |l eur wutilisation d®conseill ®elesnét bgdés!| désht a®p
par splines cubiquesouquadrat i ques pr ®sentent | 6inconv®nient de produi
forward instantanés, une fonction de taux forward négative pour certaines maturités, donc une fonction de prix
croissante pour ces mémes maturités (cf. équation (3)). Un autre reproche fréquemmentf or mul ® ~ | denc
ces mod | es est qundiied et possédant dedpeopriétéscéconoeigues indésirables (SEBER et

WILD [2005]), ce qui occasionne de nombreux problémes opérationnels. En outre, comme le souligne SHEA

[1985], ces m®t hodes ddestimation de | a st r owxdlabasse Surleser me
maturités de long terme. Ainsi donc ces techniques ne sont pas utilisables pour la prévision des taux futurs.
Certes,ces mod | es donnent de tr s bons r®sultats pour | 0i
des taux futurs ne sont pas pour autant satisfaisants. La courbe obtenue a partir de tels modeles n'est pas
suffisamment lisse, elle varie trop brutalement et donne une mauvaise approximation des taux au-dela d'une

certaine maturité.

Certaines méthodes utilisentla m° me approche pour toutes |l es maturit®s,
différentes approches selon que les taux spots sont supputés dans la partie liquide ou dans la partie extrapolée
de la structure par termes. Les exemples les plus représentatifs de la premiére procédure sont la méthode de
Nelson et Siegel (NELSON et SIEGEL [1987]) et celle de Svensson (SVENSSON [1994]), lesquelles mettent en
fuvre |l a m°me forme param®trique pour reconstituer | 6int

01/07/2013 Probl ®mati ques de en Vv u e dedaex, dedéautztidelguiditto n dRage 22/155 qu e s



peut citer BARRIE & HIBBERT [2008], qui appliquent des splines pour la partie liquide et extrapolent la courbe des
taux au moyen de la méthode de Nelson et Siegel.

Par ailleurs, il est pr®f ®rabl e doéutiliser dfai nm°drbeo bftoenncit
courbe uniforme et doé®vi t.Parexdnipl® sides segnechts acowet terme etdohgiterraen ¢ e s
delacourbedestaux sans risque ®taient tous |l es deux construit

risque de voir apparaitre une discontinuité au niveau du point de jonction (maturité 1 an) de ces deux segments.
Ces derniers ne sont pas manipulés par les mémes intervenants, le segment court terme faisant partie du marché
monétaire, le segment long terme du marché des swaps. lls ne sont donc pas soumis exactement aux mémes

lois financieres. De méme,cert ai nes m®t hodes r ®al i satiom sépdréinenty chacungdel at i o
ces deux opérations étant fondées sur des principes différents et utilisant des fonctions distinctes. Cela peut
entra’ ner des incoh®rences entre |l a partie interpol ®e e

du temps pour chaque partie de la courbe?’.

42.M®t hodes doéinterpolation | in®aires et par spl

HAGAN et WEST [2006] d ®cr i vent |l es m®t hodes déinterpolation i n
guadratiques.

Notons :
- t,,---, fles maturités observées.

- d(l‘):exp(-r())la fonction dbéactualisation.

- dla fonction doéactualisatfion correspondant ~ | a matur.i

4.2.1. Interpolation linéaire

La m®t hode td@dinntlear ppl &s si mple est |l 6interpol ation [ in
variables :
1. Lin®arit® sur | es: facteurs dbdédescompte
t- s
d(e)=""Ld, w2 g ()
Lia- i

Le taux forward so®crit al or s

f(r) = Br() ¢

t
" q-d )
d.

2. Linéarité sur les taux au comptant :

1, et- ¢t - t
r(t)= <lng Cd,, it d (6)
I gi- itJ g B
Le taux forward so6®crit al or s
2 -t )
f([): —ly + £ I @)

fi+1' it i{'i

3. Linéarité sur les logarithmes des taux :

17 Si cette incohérence est due, par exemple, a une plus grande liquidité au niveau de la portion a long terme de la courbe, le p o i remtréed 6
pour | 6extrapol ation change significativement dObune p®r i odsedaislel 6autr
temps seront alors estim®s ~ | 6aide de m®t hodes diff®rentes ddéune p®r
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Inr(z)= LT S ®)

i+1

[i+1_ it i-{_i i

Le taux forward so6®crit al or s

e t r
f(t)=r( fe——n2 4 9)
éti+1_ i[ I'i
Ces méthodes sont dérivables par morceaux et ont donc pour principal défaut de ne pas étre dérivables aux
dates dbéobservation, ce qui occasi onne-laldtaegyptargduroqnu die g
déconseillées] or squéi |l est n®cessaire dobéavoir une courbe |lisse

4.2.2. Interpolation par splines cubiques

Le principe consiste a déterminer les coefficients(a,- .6, qi) ,aveclCi & 1, de la fonction polynomiale :

r(l):ai h( t _i)[ Q'(' f)' td("' i)sz_i t P & (10)
Remarquons que :
ri(e) = boeg( ) pFn R

ri(§)) = 2, t< ts,t . 11)
rl(ﬁ) i it< [|<+1

I
2

Ennotanth =¢,,, -4 les contraintes communes & toutes les méthodes sont :
- & =t,pouri=1...,n -1

- a,,th,h, ﬂlﬁ.l-ﬁmlﬁal = g, pouri=1....n -1

- a+bh ¢ €A &, pouri=1...n -2

- b+2ch BdK #,, pouri=1...,n -2.

Le systéme ainsi constitué comporte donc 3n- 4équations et 4n- 4inconnues.

Une raison fondamentale delacontr ai nt e de | a di ff® rentiabilit® est |
continue : f(l‘)= —utlnd( ).Ilvient alors :
I

f(0)=a (2 ) ot A )ed(er (4 ) @

Avec :
t,¢ ¢,

On définit b, comme la dérivée a droite de la fonction forward au dernier point observé :

b,=h,, 2c,h. 3'dnlﬁ11 (13)

L&vantage de ces méthodes tient a leur grande flexibilité qui leur permet de reconstruire toutes les formes de
courbe rencontrées sur le marché.

Note: On wutilise |l a notati onde PrRaSs etoal [PO07] et coneemant |ésrattices parg e
bandes (bandwidth matrix) .

Il existe plusieurs m®t h o dimtespolation par splines cubiques.
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1. Lafonction a splines cubiques naturels comporte les deux conditions supplémentaires ci-dessous :
- Lafonction est deux fois différentiable en tout point: ¢ +3dh =, pouri =1,...,n -2.

- La dérivée seconde vaut 0 au niveau de chaque extrémité.

2. La fonction par splines cubiques de Bessel comporte les conditions suivantes :

1 et 120, 1) (L 29(dr )

b1:

€
l;- {é 2 L . 4 {
1 ef,- Hlr + ] (R -
_ h: é( i+1 |)(| i 1) (| i })(l 1+ ) ,avec || 1’n (14)
liy- il 8 Bt P14 &
) b = 1 S(tn-i- r{l)(rn—l 1, 2) (2 n[ _nl—l‘ ﬁz)—(rn r.nf)—
n
tn- |4‘2é n—{_nzt n _Gl— t
3. La fonction dbéinterpolation par spl i ne sdessousIci,dqaumatscef i nan
est écrite sous la forme 2-1-1.
Le systeme est une matrice par bandes (bandwidth matrix) avec des | argeurs de 2 e

forme[A”X” b] ,o0 AX= bet Aestune matrice 3(n- l) 34écrite sous forme 2- 1 -1:

3 3 O 1
° h
2h
3h
h,
1 2,
1 &,

(15)

o0 2 o0 B
o
'opmo'l\p I\glp-l—c)'g
o

1 3hn-2 0 (-1 bn—l 0
0 hq-l 3hf-1hr3.-1 G 4@ &
1 th-l 3“3-1 3 dn} 0

4. Les splines cubiques peuvent également porter sur la fonction r (l‘) i

5. Il est possible également de définir des splines quadratiques naturels.

6. En outre, il est possible de définir une méthode par splines cubique qui préserve la monotonicité locale
(géomeétrie des points de données).

On d®finib=06®Hbord
Si l a courbe ndest pas IGQEFIOement monotone, on d®finit
Sinon, on définit :

3m.,m
max(m_,,m)+ min( m, , m)

h:

, pourl<i <n (16)
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Ensuite, on introduit sui vant

procédure :

| 6aj ust ement

b

4.2.3. Méthode par splines quadratiques
Lébobjectif est de

instantanés f :

f(t)=a Ht ¢t et t 14,

I sbensuit

efi(r)=h 2G £ 3d *t 4¢°
Lti(e)=2c #d ¢ 32 °¢
{fi(r)i=6d 24e ¢

La contrainte de continuité conduit aux relations suivantes :

f a H ¢t dretrrl ionl
s a ., ¢t, HLetl o6l
ih+2¢r.,, 8db, 4e°t D 20y ,23d%7, He R 1ti ne:
2c +6ds,, A2, = 2c, 6f, {.12,°%¢, 10 @ |

> = (D

—_— =) —)

6d, + 24et, , = 6d, 2de,.f,. 1 itne¢:
Les auteurs définissent trois conditions supplémentaires, portan t ai nsi | e
méme nombred 6 i nco:nnues
&fi(t,)=0
i) =0
i
fi(t,)=0
Le systeme est une matrice par bandes (bandwidth matrix) avec des

forme[A”X” b] ,o0 AX= bet Aestune matrice 5(n- 1) 3Qécrite sous forme 2- 1 -6:

01/07/2013 Probl ®mati ques de en Vv u e dedaex, dedéautztide lguiditéo n

_fémin(max( 0R) .3mir{m., m)) sila courbe est localerneroissante en i

l[max( min(Oh) ,3makm., m)) sila courbe est localetgécroissante el

|l argeur s

pour sobass!

17

r e(a Meq, d ,rﬁ‘)& rpourletd @Gt dlede faifondtion mes saux forward

(18)

19)

(20)

no mﬁ(nel)pd)u"r(@q uat i

(21)

ud & 2 et

dRage 26/153 q u e s



3 3 0 0 2 & 12f
3 1 t, ot fro

1 4, | 4| 4 400
-1 2 3&1 4 £ 0 1 2 1
-2 &, | 2| 0O 0 2 6¢
-6 24.,| O 0 0 & 244
1 2 | 3% | 4% 3 s s
2 & 122L 3 3 3 3

0 0
0 0
0 0
321 +f431
12,4 0
0 0
3

a || 0
b || f
CI fi+1
d || 0
e || O
a,| O
3d L || 0
%1l O

(22)

L idterpolation par spline courbe quadratique cherche les coefficients (a,. h.¢.d,e, g) pour 1¢i & ZIde la

fonction de taux :

r( ):% b, cttd+’re ¥ rg Yavect, ¢ tC,

&fi(t,)=0
¥ fi(z,)=0 (23)
1
i fi(t,)=0
[ sbensuit
f(¢) = b 2 t3d *t4de’ Bg' ¢,
fi(¢) = 2c 6d ¢t ¥t 209 ° t (¢
(24)
fi(t) = 6d +24e t 60g *¢ . te
fi(r)i = 24e 420g t Ste ot
La contrainte de continuité de toutes les fonctions ci-dessus conduit aux relations suivantes :
f - % boct dvt e F gt 1 i nel
r‘i+1 = l_a_ -b q¥| 4 q+%]+ e :‘-{ g| 1£1 I n¢1
i+1
Lq+2q1‘i+1 Bq i%-ll 4?3£— 5-gi41+l‘ ilg Zq+1+t3fq 2+ 31+ +5941++1ti n :

2c +6dz,, A2 1,

2ogl'|+1

6d, +24er,,, +60g 1,

:6ql+ zqel'& {+ 6%]j2+1[+

1

(s}

26, 6 ¢, ¥ 7t .,26g ;°, 01 i¢n €

{

(25)

= 2%,

{ch i [1+

li¢nc:

Les auteurs ajoutent quatre des six contraintes ci-dessous, ce qui raméne a un systéme de 6Nn- 6équations et

24e +120g¢,
du m°me nombr e:
01/07/2013
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gfi(e,) = 0
I e —
i f|(fn) =0
fri(t,) =0
e e ) _ (26)
) fi (rnD =0
Tfi(r) =0
| _ .
ir(e,) = () si , @
Le systeme est une matrice par bandes (bandwidth matrix) avec des | argeurs de 2 et
forme[A”X” b] ,o0 AX= bet Aestune matrice 6(n- 1) 31 1écrite sous forme 2- 1 -8:
3 3 0 0 0 6 24, 60? 0 0 Ol a 0
3 tt 1 t 2t Pttt to 0 0 Ol b |
th 1 teo| St S ft0 0 0 0 0 G |
-1 _2ti+1 33& 4i'3£ 5i4_1+t 0 1 2 1+[ 321 + Mrsl + 511 +di tf| O
-2 o, ]:23 2913£ 0 0 2 6 ..t 1221+[ Z(f’l .t 0] § 0
-6 24 ., 603iL 0 0 0 6 24 ¢ Gﬁﬂ 0 0 g 0 (27)
-24  -12G, 0 0 0 0 24 120, 0 0 0|l a4 0
0 2 e, 12? 20§[ 3 3 3 3 3 g .1l 0
0 6 24 60? 3 3 3 3 3 3 e, |0
0 24 12G, 3 3 3 3 3 3 3 g3 |l O
Léinterpolation dans une r®gion doit accorder plus doéi mg
4.3. La méthode de Nelson, Siegel et Svensson
L6int ®r °t maj e urNelsbe et Siegel (NELEAN etEieGEII[EO87]) et de son extension par Svensson
(SVENSSON [1994)) e st | 60i nt emnpir ®t@at e pl f cinae qudi l peut °tre fait
cette méthode a été adoptée par la banque de France.
4.3.1. Description du modéle
Nelson et Siegel ont exposé leur méthode paramétrique dans un article paru en 1987 (NELSON et SIEGEL [1987]).
lls définissent le taux a terme instantané comme suit :
f(t)= p+ szp‘ge L g ;—[bexp - 844) exp /% (28)
o 1 - /1 { - é Q
Svensson a, quant a lui, étendu la méthode de Nelson et Siegel en 1994 en rajoutant un paramétre
supplémentaire b4( on verra pl us tsecondfacteurddcburbsréagi t doun
1expae/ 8 él expg eexp/ 8o
R(¢)= b+, eXpae / exp- & (29)
: i 3 z‘ -
/I, ‘? {
e
Léutilisation des taux terme instantan®s pr®sente | 6a
doabsedecpportunit® ddédarbitrage, qui est |l a positivit® de
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Les coefficients ne sont pas supposés constants au cours du temps. Leur impact respectif sur la forme de la
courbe peut étre décrit comme suit :

- Le parametre bl, qui doit étre strictement positif, appelé facteur de niveau, est la valeur asymptotique du taux

forward instantané f (l‘) La courbe tendra vers cette asymptote lorsque la maturité ft endr a veCes | &i
param tre est i nd®pendaBarRES&EBBERA[200It @a ddi®mh®amice”. | 6 UFR
- Le paramétre b2 est appelé facteur de pente. On peut remarquer que :

Te 1- exp%e-% 3

7 lim ¢ L1 =g

~t- 0 y

B

I 1exphl), §

3 lim & /L1 =0

lt- + o 7

[ /y

Par cons®quent ,bzsl 00e xnef rl cuee n e < ssedrat poréoh b eonretarine de la courbe. Ce
parametre détermine la valeur de départ (ou court-terme) de la courbe en termes de déviation par rapport a

| 6asymptot e. 'l d®finit de surcro”t |l a vitesseterrdee bas:e
La courbe aura une pente négative si ce parameétre est positif et vice versa. Il est a noter que la somme de
betb,est |1 6i nt er sledtetme oM, peutétretcdnsidare @mme le spread.

- Le param t r/p, qud ddiRBtrenstrittdment positif car homogéne a un temps, spécifie la position de la

premiére courbure (ou forme en U) de la courbe. Il contréle donc la vitesse de convergence de la courbe vers
|l 6UFR.

- Le parametre bgest appelé premier facteur de courbure (ou convexité). On peut remarquer que :

€ i a ¢t/ 0 o

. SL expge /1 2 & t gl

i lim ¢ 7 - expge-7/; A =

oe b &0

o = 1 i

1 e u

|

7 a o) a

- eXp@e'% 0 4 &

S lim & € 21 Texpdk-t/) Q6

|[_ + 0o/ t (; /1 -

7 <] / u

Ve Py 1 7

I e u
Le parameétre bsvaut 0 pourt =0, croit puis décroit de nouveau vers 0 au fur et a mesure que f tend
vers+ &, I d®t ermine | damplitude et | a direction/l;cparla C
contre, soi l est n®gatif a/l.clldréluence assentiedlament be segnuent maypnp ar a ”
terme.

- Le second par a frgquirdt étce Gtactement pbsiif, spécifie la position de la seconde courbure

(ou forme en U) de la courbe. Tout comme /1, il contréle également la vitesse de convergence de la courbe
vers | 6UFR.

- Le paramétreb4,de maniére analogue a b,, d®t ermine | damplitude et da dir

Sé6i l est posi tif, u /12e sinbng ses sera sne creyxr Dodtucomnee B,," il influence
essentiellement le segment moyen terme.

Parailleurs, r =4, +4 =b(- ,hestle taux court instantané.

Les taux a longue échéance sont plus persistents et moins volatiles que les taux a courte échéance. Le segment
long terme dépend seulement de 4, tandis que le segment court terme de b et b, .
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En résumé, ce modéle posséde les contraintes implicites suivantes :

eb,>0
1o+ b
|

T/1>O
t/,>0

(30)

La fonction dbactual i s atoupomaing ealcutk ®en unatant cejdernieraR(t;t) paBr lo
maturité £ aladate t :

P(t)=e ") (31)
Lescourbescidessous il lustrent l 6i nfluence de ¢ hama Dandcet ce s
exemple, les valeurs prises sont :
- b =3
- b2: 2
- b,=6
- b=9
- /,=2
- /,=1
Composante 1
3.5
3
T %
aux ( )25
2
1.5
1
0.5
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

Maturités

Figure 6 : Influence du facteur de niveau.
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Taux (%) Composante 32

0 T T T T T T T T T T T T
0051152 253354455556

Ry

T
6.5 7 75 8 85 9 9510
L —

-2.5
1- expge-%
Figure 7 : Influence du facteur de pente b, l‘g !
I
Taux (%)
3
2.5

0.5

0 T T T T T T T T T T T T T T
0 o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

exp%e-%l

.

1-
Figure 8: courbe R(t)= p + ,b
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Taux (%)

Taux (%)
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1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Composante 33

1
N
S~
[N
-0

4.5

1

35

3

25

2

1.5

1

0.5

0

1
Figure 10 : courbe R(Z‘) = b+.,b
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Taux (%) Composante 34

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
I\O.S 1152253354455556657 7588599510

-0.5
1 \ e

s \ /
L\ e
S\

Figure 11 : Influence du second facteur de courbure b,

Taux (%)

3

2.5 _IS_‘_ /
2 l

~ g

> \./"/

4 45 5 55 6 65 7 ¥5 B8 B85 9 495 10

2 25 3 1358
N\ Maturités
j—l

Figure 12 : Courbe résultante R(l‘).

[ est ° noter que, sur un march® dot® déun | arge panel
ajustée aux données correspondantes. Par ailleurs, la méthode de Nelson et Siegel et celle de Svensson peuvent
étre utilisées comme des méthodes macroéconomiques si le parameétre de niveau de la courbe est pris comme
UFR. Les autres param tres seront estim®s ~ | 6aide de | ¢

o 05

Un avantage de ce type de modeles est que ceux-ci se prétent beaucoup mieux a l'introduction d'une dynamique
temporelle pour déformer la courbe : il suffit de mettre des processus a la place des coefficients, comme par
exemple dans BONNIN et al. [2011].
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4.3.2. Calibrage des parametres™ | 6ai de doéun algorithme doéo®volutio

La principale difficulté de la méthode de Nelson et Siegel et cellede Svensson est | destimati o
La fonctionnelle mise en Tuvre, bien que | in®aire par r
par rapport aux facteurs doé®chelle. Le principe consiste

f=4(R(r) _R\A(it))z 32)

( ; ) le taux calculé par le modéle pour la maturité 7, aladatet ;

L, ) le taux observé sur le marché pour la maturité f; ala datet ;

- ll6ensemble des taux dispothibles sur | e march® ~ | a da
Cette difficulté procede de la coexistence de minima locaux a c6té du minimum global. Pour atteindre ce dernier,

plusieurs valeurs de départ seront nécessaires et une certitude absolue concernant le résultat requerrait de
considérer toutes les combinaisons possibles, ce qui est, bien entendu, inenvisageable. Il existe différentes

approches pour surmonter cet écueil. La section 4 d e | 6 adétaille Xeg algorithmes d 6 opt i mésplast i on
pertinents.

BoNNIN et al. [2011]] pr oc dent |

60ai de @|B6LDER & GTRELSKS [1999], quanmt ia ew,ifante s .
reposer | es m®cani smes de :l

6estimation sur deux aspects
1. Lafonction objectif, qui peut étre :

a. Lelog-vraisemblance,

b. Lasomme des erreurs au carré.
2. Lébal gorithme ddéoptimitsation qui peut °tre bas®

a. Sur une recherche globale,

b. Sur une recherche partielle.

Pour de plus amples explications, on consultera la section4de | 6 aMomexendéutili serons pas
car el l es sont c o npreeaiken existe demlastsimple en 1

Dans ce mémoire, no u s choisissons de recourir : un al godBrdet h me
I 6 anne x &3 raisori® daice choix, le lecteur se reportera alasecton54de | 6annexe.

En outre, nousimp | ®ment erons uni quement | a version ®tencude de |

celle de Nelson, Siegel, Svensson et Svensson.

Comme évoqué a la section 2.4, | 6EI OPA pr ®coni se doi nt ®g roestructibnbdd R d an
courbe des taux sans risque. Dans | e cas de | a m®t hode
alors de contraindre le paramétre bla une valeur constante, celui-c i ®t ant assOmine@&@st Ip&UYF
coutume do6i mposer une valeur constante ° | 6un des param
Siegel ou de sa version étendue. C6 e st  p, pan souciude gomparaison, nous déclinerons | 6 appr oche e
sous-approches (dans tous les cas, le paramétre blest assimiléal 6 UF R)

1. Lune consid®rant | (&@EiRIi c ®hmetemd og sn & ad partirld& dgneees | 6 a l

de calibration.
2. Léautre consi d®r ant | 6 UFcR voyand man galeue xnpageenpear cleGent r e mi s

paramétre 4.

Une fois cela fait, nous retiendrons la sous-approche ayant donné les meilleurs résultats en termes de réalisme
de | a courbe obtenue et de qual i po®acal@ absenvéetsar leenarthé.de cet t e

4.3.3. Critique du modéle

GILLI et al. [2010] déroulent 500 fois un algorithme de recherche par gradient a partir de différentes valeur des
parameétres b, b,, b,, b,, /,et/,, tout en imposant a ces derniers les contraintes de bornes suivantes :
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1-15 <, 80

{-30 <, 30

1-30 <, 20

}o</l 10

10</, <80
lls constatent une forte instabilité des parameétres ainsi estimés au cours du temps, bien que la courbe obtenue
sbajuste avec une pr®cision tout ~° fait correcte ° cell
cela:
1. La fonction objectif ndest pas convexe et, comawklldit p

sbagit du probl me dbéoptimisation.

2. Les spécifications du probléme engendrent une colinéarité.

Les auteurs reprennent les suggestions de DIEBOLD et LI [2006] : prendre le taux de maturité 10 ans R (10)
comme facteur de niveau, la différence entre le taux de maturité 10 ans et le taux de maturit¢é 3 mois
R" (10)- R"'(%) comme facteur de pente et 2R"(2)- F{V'(%r) -R' (10 comme facteur de courbure. lis

calculent pour chaque coupe transversale ces facteurs etconstatent qudéi | s sont fai bl ement c
Par ailleurs, pour les maturitész,,---, fet en fixant/,, l e probl me revient " r ®s ot
dé®quati onsddssnd®as res|l acn quodi l s 0 & Giegel oddu maodélel delSeensdoa. Nel s

Comme ces systémes sont suridentifiés, les auteurs cherchent & minimiser la norme des résidus.

Dans le cas du modéle de Nelson et Siegel, on a :

2l - exel 'y §o

& / % ¢ 179

& /y { 0

@ : ) o

) 0 ;RM(fl)
® 4t/ 0 a 9] 03b, & :
z el 81 en ) Sar/ @= O
@ t ! - eXF?- /1 9%2 6? (tl) (33)
®e i i 0 :
® /1 /f oes +5eM'
% : 0 R (10)
® 1 exgnln/ 81 e 3 o) 0

e RV QTR F L Oy 8

@ 7 expee- "/

c /y { +

Dans le cas du modéle de Nelson, Siegel et Svensson, on a :
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F

7y

GILLI et al. [2010] évoquent un probléme de sur-ajustement ou sur-apprentissage. Selon eux, cela est du au fait
que le probléeme est mal conditionné : de petites variations dans les données de taux entrainent de fortes
perturbations sur les parametres estimes.

a at o} 3 o} o} 0
1- L 1 1 :
e / Q1P EL %34, = TP /%g %/ O
- expge- / 0 exp é 00

® V % ¢ /= | o°
e /1 { 2/ [0}
® : 0 o
a2 ' 5, ~aR" (1)
S a1,/ @ 2V g b o
pod 1—expae—//191exp [ gét 5 1 exp i 0, 2QaeM-
P & - expae-% 0 exp’ Q&R (¢,) (34)

tl |t ¢ 1= i é 3 0$ .
& / / 6ee
P} 1 { 2 §b4 + o
® . B . ~ 0
® 1. exp%‘e-tf/ 81-exp g . 1 exp ﬁ g . 0

C /= /, zal 0] é - 0g

- ex Y, 0 exp 60

® 1T 4 .
(; -

Pour nombre de valeurs des param tres doé®chell e, l es pa
complique d' aut ant |péartculiére de la courbecann factewr spécififue. Dartelles corrélations

ne sont pas cohérentes, car les parameétres jouent tous un réle économique particulier dans la forme de la courbe

des taux. Ce probleme est inhérent au modéle de Nelson, Siegel et Svensson : les coefficients respectifs des
paramétres de pente et de courbure représentent les poids de ces derniers et ils ne dépendent que des
parameétres d'échelle. Selon les valeurs de ces derniers, ce modéle peut poser des problemes de colinéarité et
conséquemment d'identification des paramétres de pente et de courbure.

En effet, examinons le comportement des coefficients lorsque les paramétres d'échelle tendent vers zéro ou

I'infini :
1- exgis-t/ 8 1- expf - 5
lim p(e;eﬁl gO lim il e>9<p§e t/ 8o
/- 0 7 0 / g /I =
/y {

aveci | {1, 2} (35)

_ 1- exp%e-% 0 _ 1- exp” - 7 0] 5 R

lim ¢ /1 expsk ¢

/- ® y {- @ / C /i
/y [

Lorsque l'un des parameétres d'échelle tend vers zéro, la pente et les deux courbures de la courbe ne sont
presque plus identifiables puisque les coefficients sont presque nuls. Quand l'un des paramétres d'échelle tend
vers l'infini, les coefficients respectifs des deux facteurs de courbure deviennent négligeables, tandis que le
coefficient de la pente tend vers 1. Par conséquent, quand les deux paramétres d'échelle prennent des valeurs
trop faibles ou tr op ehtficatiors sipparaikkeest etdes aurds pareenstresdpdennegnt des
valeurs extrémes. La Figure 13 illustre ce phénomeéne.

I
3
l-o0

5 0
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1,20 Poids des paramétres en fonction de la maturité
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Figure 13 : Poids des paramétres en fonction de la maturité.

Pour des valeurs faibles de/,et de/,, le modéle devient colinéaire, le probléme est mal conditionné et les
paramétres b, , b,, b, et b, deviennent difficilement identifiables.

Cependant, pour nombre de valeurs de/,, les paramétres b,, b,, b, et b,sont fortement corrélés, ce qui peut

compl i quer luredornte particulidrei de la codrbe a un facteur spécifique. Le cas le plus évident est
| 6 ®gal i/ ®et®, :ely etrbgont alors le méme coefficient de saturation et les régresseurs sont parfaitement

colinéaires.

Considérons un autre exemple. Si le poids du paramétre b2 est tres faible, celui-ci, lors du processus de
calibrage, sera susceptible de pr endr e une valeur tr s ®l ev®e de mani re
aux taux observés, ce qui induirait alors une trés forte pente, impliquant ainsi une transition brutale entre les
segments a court terme (marché monétaire) et a long terme (marché obligataire) de la courbe. Les bétas ayant

un sens économique, ils ne doivent donc pas prendre de valeurs aberrantes.

Bi en qudune wéermr®lbssparaneines i@ Ingse pas nécessairement a un processus de prédiction,
celapeutsbav®r er pr obl ®ma t domnuede denontrend DIEBOLD et bn f2O06] et GILLI et al. [2010],

s | 6on souhaite pr®dire non pas | es -mémes poureérsuite peédid Esne nt s
taux de rendement.

Nous reproduisons deux schémas illustrant ce phénomeéne. Sur la Figure 14, on peut voir que la corrélation vaut
1 lorsque /,vaut O et décroit rapidement -1 lorsque /, croit. Les auteurs obtiennent des résultats analogues pour

le modéle de Svensson. La Figure 15 montre que, pour des valeurs de /,supérieures a 5, la corrélation atteint 1

ou -1. Ces analyses montrent que les résultats des estimations seront sensibles a de petits changements au sein
des données.
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Figure 14 : Corrélations entre les coefficients de saturation de b, et b, pour différentes valeurs
de /, dans le cadre du modéle de Nelson et Siegel.
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Figure 15 : Corrélations entre les coefficients de saturation respectivement de b, et b,,
de b,et b,, et de b,et b, pour différentes valeurs de /,dans le cadre du modele de Svensson.

Ensuite, les auteurs lancent une régression pour chague coupe transversale des taux (372 coupes transversales

au total) et obtiennent ainsi des séries temporellesdes b ° t a s, gudils mod®I i seniR(1l)sous
en prenant tour & tour deux valeurs différentes de /, : 1,4 et 10. lls constatent que, pour la seconde valeur de /, ,

l es s®ries temporelles des diff®rents b°tas sont signif
volatiles.
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Figure 16 : Séries temporelles de b,,- b, et 0.3b,pour une valeur de/, fixée a 10.

Pour contrecarrer cet écueil, les parameétres /, et/,doivent étre restreints a un intervalle réduit. Les chercheurs
DIEBOLD et LI [2006] ont fait le choix de fixer/, & 1,368363, ce qui impose une corrélation de 0,33 entre les
composantes. La matrice de corrélations des estimateurs des paramétres issus de la méthode de Diebold-Li est

ci-dessous.
al -0.23
Corrélation(b,, 4, 3)7=$0.23 1
geo.oz Q32

Q02
Q32
1

(36)

Au final, la méthode de DIEBOLD et LI [2006] permet de contourner le probléme de surajustement en imposant
une faible corrélation entre les paramétres du modéle. En posant des restrictions supplémentaires sur/,, les

problémes liés a la colinéarité disparaissent. Pareillement, on applique des restrictions analogues au second

param tre/,dd®chell e

4.4. La méthode de Smith-Wilson

4.4.1. Généralités

Cette méthode (SMITH et WILSON [2001) par t i ci pe dbune
comptant (i.e. zéro.coupon) est ajust®e selon

l ong terme wultime en

maturitést > 0. Elle est préconisée par CEIOPS [2010], rai son

mémaoire.
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Dans sa forme la plus générale, les données en entrée peuvent consister en un large panel de différents
instruments de taux. Dans un premier temps, nous limiterons notre étude aux prix des obligations zéro-coupons.
Les formules dans ce cas simple sont aisées a comprendre et a implémenter. Ensuite, nous étendrons notre
®tude au cas g®n®ral, qui prend en entr®e un | arge panel

Tout instrument spécifié via :
- Son prix de marché a la date de valeur,

- Les dates de paiement de cash jusqudé”™ |l a maturit ®,
- Le montant de ces flux de cash a ces derniéres dates,
Peut °tre un argument dbéentr ®e pour | a m®thode de Smith

Les équations sont posées de maniére a ce que P satisfasseaux propri ® ®s requises dou
savoir :

- P est une fonction positive.
- P est une fonction strictement décroissante du temps.

- P(t=0) 4.
- P passe par tous les points observés.
- Pest lisse jusqud”™ un certain degr®.
- lim P(t)=0.
t- + @

En outre, la fonction de prix P(t) est définie, pour toutt >0, comme la somme :

- D6un te'eUFlR'h'peour |l e comportement asymptotique ~ Il ong term
- D6une <combi nai sM fonctions m@auts Kie(t), del,---,N (le nombre N correspondant au

nombre doéinstrumedanmnt elna efnarrmel)e anal yt {(3QueCkkacune nd ®e
elles prend en compte les données de marché ainsi que deux autres arguments :

0 Le taux forward ultime (UFR),

0 La vitesse de convergence de la courbe des taux forward vers la valeur UFR,enl 6 occua&.r ence

Si N instruments sont envoy ®s en ent r ®N prix dedmarshé sogticennus, et il est alors possible

do®t abl i r uMeégsagoastlinéaire. Dahs la majorité des cas, celui-ci peut étre résolu automatiquement,
coegtesans interf ® ence avec | dext®rieur. Léinjection de
Smith et Wilson permet de connaitre pour toute maturitétl a f oncti on ddéactualisation, e

des taux au comptant.

4.4.2. Technique dans le cas de titres zéro-coupon

Supposons que la courbe & reconstituer soit connue pour les N maturités suivantes : U, -+, Uy .

Par ailleurs, selon que les calculs prennent en compte des taux continus Rou des taux capitalisés

annuellementR, | a relation entre |l e taux au comptant et |l e fa
R—llﬁé ! pour des taux continus
- =- u ux inus,
20

[y

a1 © o
- R= g 8 -1 pour des taux capitalisés annuellement.
C =

(1)

La relation entre |es delax:lm(lyﬁé.s de taux sO0®crit ainsi

La fonction de prix proposée par Smith et Wilson se réduit a la simple formule ci-dessous :

N
P(t)=e"™+§ z, W(tq), t O (37)

=

¥ 6i d®e pr ®siix ahe a@as cthoncti ons noyaBbMEsat WHLS@N[2002]. dans | 6article de
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Les fonctions symétriques W(t, U ) sont définies de la maniéere suivante :

“iTAN ,W(tu) gUrR(ty) {a(") midt,y) 05 &) ( gt eam"é“f'))} (38)

On note :
- N, I e nombr e d écoupdn,idgntle prixoeatsonmm®r o
- m (i =1,---,N), les prix de marché respectifs des titres zéro-coupons ;

- U (i =1,---,N), les maturités respectives de ces derniers ;

- t, la maturité a terme de la fonction de prix ;
- UFR, le taux forward ultime, composés continument ;
- a4, la r®version moyenne, une mesure de |l a vitesse de

- Z (i =1,---,N), les paramétres a ajuster par rapport a la courbe des taux de rendement actuelle.

Les fonctions noyau K, (t) sont définies selon la formule ci-dessous :
K ()=W(tu)."j T LN "t >0 (39)

Par ailleurs, on peut remarquer que ces fonctions dépendent seulement des parametres en entrée ainsi que des
données issues des titres zéro-coupon. Pour chacun de ces titres, une fonction noyau particuliere est calculée a
partir de sa définition. Le principe sous-jacent de la méthode de Smith et Wilson est de considérer la fonction

P(t) comme une combinaison linéaire de toutes les fonctions noyau. Cela rejoint la méthode de Nelson et

Siegel, qui considére la fonction du taux forward comme la somme de trois processus, un processus de niveau,
un processus de pente et un processus de convexité, ainsi que celle de Svensson, qui, elle, outre ces trois
processus, prend en compte un second processus de convexité.

Les parameétres inconnus requis pour calculer la fonction P(t), (zi )ii 1y v Sont les solution du systéme

déo®quations |in®aires suivant
,é — —sUFR.u N X
1”1—P(Li) =€ alzj Wou y)
I 1=
)
! g
im:P(q) :e-UFR.q ale V\(jiu Jl,l) (40)
| j=
[}
I N
nr(a) = d v
=

En notations vectorielles, ces relations se reformulent de la fagon suivante :
m=p In W:z (41)

Avec :
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I sbensuit

z=W*'(p-pw(m ¥ (42)
I ne reste plus qudé” injecter | es param tres ainsi
doun t icoupom a toukes les maturités t pourlesque | | es i | néexi ste aucune donn®

UFR N

—_ AL A

P(t)=e"™ {2z, Wjty) t O (43)
i=L

On en déduit enfin les taux au comptant selon les formules :

- R= %I@% pour des taux continus

(44)

=

a1 ©
- R= g 8-1 pour des taux capitalisés annuellement.

(t)

4.4.3. Technique dans le cas général

Supposons que les entrées issues de la portion liquide de la courbe soient constituées de N instruments de taux

etque J soit Il e nombre de dates de versement de cash
arguments en entrée sera constitué des éléments suivants :

- Les prix de marché mdes instruments i (i=1,---,N)aladate de valuation.

- Les dates des paiements de cash U,,---, U, relatifs aux instruments.

- Lesfluxdecash G,,:-,G;dus pour | 6 dwn datesrrespeetives U,,---,U; (i =1,---,N ). Si aucun
pai ement de c adatat =rup, an pbsé(g’jFO': | a

La fonction de pricing & la date de valeurs 6 ®c r i t

P(t)=e"™ *32 aéfaq, W Hu) ,ot 0 (45)
i=1 (;J £
On pose :
J
=86, W(ty). t 0zi L= N (46)
j=1

Comme précédemment, K, (t) est appelée la fonction noyau.
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Chaque cal cul ddéune fonction noya uensnrécCorhmepnécdemmentyle s p o n

principe repose sur I @ét% tomme uné combindison lihéaire teotoutes lesofanctions
noyau.
Par ailleurs, puisque IPé@),--f,?@Lg)eemIessfluxddé easht @& 1-,iG $ aux idates
respectives U,---,U;sont connus, | e p(iimd --gN)waut:i nstrument
2 - :
m=a G; E(tq), I 1#-,N (47)
i=1
On en d®duit |l e syst ndessai®:®quations | in®aires ci
e 2 , oo A .ure VAL T L \ 00
im=ag¢, y) ag =8 & FOWud w
1 j=1 j2 c I =G k 1= -
T
T
T 2 , Ry b N 00
Im=dc, y) Ho 20 A AOWu.9 3 8)
T = i g | ¥C Kk 1= s
1
1
1 J % 3 o osa. o c
im=ac, By) A, =0 ax acOW u 9 ¢
i j=1 j2 1=1C k -
Aprés réarrangement des termes, celui-ci devient :
61 L ke NAYAY L 6 G,
ae®(y) g & & a @ wWoy or go
= j % I ¥CK 1€) 1= + =
I
1.
by o ey N@7A .0 0.
1a ®(y) =3¢, €™ % a awW oy ar go (49)
1j=l iz | ¥CK 1€) 1= = st
l:
it
[ 2 re NAILAD 5. O
14, ®(u) =Ag, & a gée &, W(u.y) o0 @
[ i=t jz I=1ck2Ci F - -
Ennotatonvect ori el e, il so6®crit
m=Cp =Cm (+CWC) z (50)

Avec :
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$m=(nl,--nﬂm)T

p=(P(u). P(y))

Ioeg, - g C, o

1 e . : u

L€ u

(C=¢c, G ¢, U

N €. : .U

. y

po & Gy G Y

’i\n,lz(e-UFR@’m,e-UFR@)

!

%Z:( 6 N?T

o ov(wu) o wlwy) e Wuw)e

% é : : : u

~ e u

wW=ew(u.y) - W g) W)

P : :

po8w(uu) o wuy) o vy )y
C:(C'J)'—l NG ,est la matrice N3 J des flux de paiement etW:(V\/(q,L]))_l i Jest la matrice

NG A =13 4
J3 J des fonctions de Wilson.
On en tire enfin :
z=(cwC ) (m-cjy (51)

I ne reste plus d®sormaizg,--qqqdahsIafm;:tienodemcinglpeétépopra)kutm]ima_tres
fonction déactualisation pour toutes |l es maturit®s et ai

4.4.4. Taux forward instantané

Rappelons la formule du taux forward instantané (cf. équation (3)) :

InP(t 1 t
f(t)= HinP(Y) EP(O) (52)
it P(t) &
Une fois 0 “W( ;
gue | 60 nﬁa t,uj%,Inaw:mdbt@norishatadx®1stanta®éorward.
Dans | e cas déune <cal i boowdnjloan d'®rpiavr@ei rd ud ep rtiixt rseds® czr@rto
A N .
P 1)= UFR &F°° ¢ LN(I u) (53)
ut 5 on
Etdanslecasgénéral,l a d®ri v®e du prix soé6®crit
e N AL 3y
E(t): UFR eF°° A+ 240, ;W(Q) (54)
Mt i1 G2 o}
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La méthode de Smith et Wilson fournit une formule analytique pour le taux forward instantané, car la
fonctionW(t, U, ) est de classe C' (elle est méme de classe Cz). Nous allons démontrer cela.

Tout déabord, dIB)a ka rfoﬁcsionWé)t,@ljc) esh tomtioup en tout pointt, y compris aux points
u (il LN ):
fimw(tu)=tim W(ty) 2wy o5
t<y; t oL

Ensuite, la dérivée de W(t, u ) parrapportats 6 ®c r i t

W)= vty S Hay) =

En posant :
A(t, uj):g min(t u}) _;e-amax(t,u,)( earnin(t,uJ) 6 min(t,q))

Plus précisément :

€ . Lgal 9 o du
:Tat-é(e € j ‘A
L e

éaa 1 ca) O

=g ce™ (e -e?) gt g
B¢, {28 2 v (57)
H Iie“"“(ea“’- é‘”i) t >y

2

(58)

—_— = — =) = (]

PA

Puisque les dérivées a gauche et a droite de A(t, U, )sont égales, la fonction —(t, u ) est continue au pointU, et

elle vaut :

B1E

(t.u)

=5 =) e

t=u;

De surcroit, la fonctionW(t, u; ) est de classe C?, car la fonction Aest deux fois dérivable en tout pointt :
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6 1 saald) v g
A 122 ge € gt 9
()= (60)
T_Eazé,ea(t“i) _ ‘{t ul-l) @t :q
T 2 @€ ¥
En effet, cbest biejjnpuisq:me:cas pour |l es points
2
. lJ.A T EIA _ 1 2 -2au;
!!rT,‘jF(t’Uj)-'t'_rﬂjW—ﬁ(W) = sa(L &) (61)
’[<ui tkjj
Cela nous permet donc de poser :
MZA _ _1 2 —2auj
re (t,u])t:u = 2a (1 e ) (62)

4.4
Le

.5. Avantages et inconvénients

o

S avantages de cette m®t heorébemésicdmmetsuitap ol ati on peuvent
(I sbagit ddédune m®t hode qui appartient au domaine pub
peuvent °tre obt e EBAYsRarrconséguen, & gnéthodeeest pldinement transparente et
accessible a toute compagnie et a tout instant.

Cette m®thode, en sus dobé°tre tr s flexible en mati re
structure ° terme des taux sans risguaebpbdbli gatienesi( i
coupons) ou a partir des taux de swap, le tout nécessitant une simple feuille Excel.

La courbe ainsi estimée est en parfaite adéquation avec les données liquides du marché, contrairement a
celle produite parlesqdeles wperert sin con®tomi® dnees précision et régularité. La

méthode de Smith et Wilson prend en compte toutes les données pertinentes et liquides issues du marché,

point néest besoin dbéappl i gquesrpondéatiohsqdy,e.., @pobircalculées de de |

sorte que, pour les maturités U,,..., Uy, les prix des titres zéro-coupon correspondants P(ul),..., P( q\,) du

modéele soient compatibles avec le marché. Cette méthode est donc capable de reprodui r € ndéi mport e
courbe observée sur le marché. Le lissage se fait ainsi dans le choix arbitraire du noyau.

Cette m®t hode consiste tout simpl ement N r®soudr e ar
contrairement aux autres méthodes fondées sur la minimisation de | éderreur (
carrées, susceptibles de conduire a des sauts « catastrophiques e , | orsque | a minimisa
ensemble de paramétres a un autre ensemble de parametres significativement différents. Cette pierre

dédachoppement r®sulte de | a non |Iin®arit® de | a for mu

minima locaux.
Cette méthode peut étre appliquée directement a des données brutes issues des marchés financiers. Point

ndest besoin doeu bdoboat usttrreasp pm@tghodes pour transformer pr
en taux z®r o coupon, comme cbest | e cas pour | a m®t hod
Ell e est doéune r eehasétgaimfémenters Somexécutioni rég®ert un temps calcul faible,

car ell e ne consiste qubden une succession dbéinversiot
Siegel et Svensson dont | a calibration n®cessite |l a n

temps de calcul (cf. section 5.2.3).
Cette m®t hode participe ddédune approche uniforme en ce
données liquides du marché et une extrapolation au-dela de la derniere donnée observée. Comme évoqué a

lasection4.l, cela ®vite | 6apparition dédincoh®rences ou de d
Le taux forward ultime (UFR) est atteint asymptotiquement. La vitesse a laquelle celui-ci est atteint dépend

du comportement des taux situésdans | a partie |iquide de | a codrbe ai
Les taux forward extrapol ®s conver ge naestaléva, adtramment ditp | u s
les données de la portion liqui de de | a courbe auront ddédaut ant moi ns
extrapolée.

19 https://eiopa.europa.eu/
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Néanmoins, la méthode de Smith et Wilson présente quelques inconvénients :
- Le paramétre & doit étre choisi hors du modéle. Par conséquent, lejuge ment do6éun expert se

| 6esti mer et ce pour chaque devise et chaque point dali

approche uniformisée pour toutes les devises, ce parameétre?® est initialisé a 0.1. Si celui-c i sbav 1

inappropri®, il sera augment® de fa-on it®rative jusquod” ce
- Rien ne contraint | d:’(tf)a)déaroftré.cﬁ)ms ld @odian tiquidel de la eotirbeppeuvent se

présenter des cas ou P(t) est une fonction décroissante pour certaines données observées mais croissante
localement sur la partie interpolée. Ceux-ci peuvent se produire si une courbe lisse est ajustée entre deux
points observés voisins pour lesquels les valeurs de P(t) sont proches. Cependant, maintes autres
méthodes rencontrent ce méme écueil.

- Au-dela de la partie liquide de la courbe, la fonction P(t) peut devenir négative, notamment lorsque le

dernier taux forward obser v® est ®l ev® compar ® " 4.la cas écheant, il sem | 6 UF
nécessaire de prendre une valeur de & plus élevée. En revanche, les méthodes paramétrigues ne
connai ssent pas des sont®ondées sur des formules dy tadixeau comptant, qui ne peuvent,
par définition, produire des valeurs négatives.

- Dans certaines situations, lorsque les données en entrée sont biaisées ou que les équations a résoudre sont
linéairement ou presque linéairement dépendantes?, un jugement de | a part de | 6¢

De surcroit, cette méthode comporte un inconvénient majeur:r i en ne contraint | E(t)‘ao ncti

décroitre. Dans la portion liquide de la courbe, peuvent se présenter des situations ou P(t) est une fonction

décroissante pour certaines données observées mais croissante localement sur la partie interpolée. Celles-ci
peuvent se produire si une courbe lisse est ajustée entre deux points observés voisins pour lesquels les valeurs

de P(t) sont proches?? (cependant, maintes autres méthodes rencontrent ce méme écueil). Cela constitue donc
une Vviolation des contraintes dbdabsence dbéopportunit® dEé

Pour le montrer, commencons par réécrire | 6 ® q u(38) sous ta forme ci-dessous :

W(t, Uj): gUFRt @UFRY {ac")min@t HJ) 05 &™ t@) ( é.mir(tuj)c--) —eamirétq))}
En posant :
W(ty)= e {@ m(ty) 05 & "B (&M éamw)} )

Nous obtenons :

w(tu)=e"= &(1ty) (64)

L6®qu@Bl)pent sO6®crire :alors comme suit

P(t):e'UFR't@ a’;l.zi \K/@tq) "'t 20 (65)
i=1

En utilisant un d®vel oppementfonction nekpor@ntielle (oh Gsoppode da 1 (o
N

somme a Z, (W(t, u ) négligeable par rapport a 1), nous pouvons écrire :
i=1

2 Des valeurs plus élevéesde @ conf "rent dbéavantage de poids au taux for wartgluswdét i me,
poids aux données liquides.

2Certaines donn®es devront °tre alors retir®eW(E1lﬂ)ipafutét||ednﬁetprrétéecemmelation v

fonction de covariance du modele de la courbe des tauxder ende ment i nt ®ghlefibeck. Cétt® dépendarce liméaire procede
subséquemment de la présence de plusieurs instruments de méme maturité.
22 Cela se produit surtout pour des valeurs élevées du facteur de convergence.
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N

azjﬁ/(t,uj) N 5
e =1+8 2, W(ty)."t 20 (66)
J:
Nous obtenons alors | 6approxi mati on
5 42, vy)
-UFR& g Zj ty 67
P()=e ¢ "t 20 (©7)
Pareill ement pour | e cas g®n®r al , un d®vel op(pnesupposetla | i mi !

NoOoad
somme g Z; @edq ; V\Cét, q) négligeable parrapportal), donne | 06expression suivante
i=1 Ciz

82 &2, iuy) R
ei=1 Gl E3 :: 1+ é Zi %éq,J Wél L[]) ," t 20 (68)
i=1 Ciz

1-0:0:On

L6 ® g u g45)i se raformule alors sous la forme approchée suivante :

a N oAy
-UFR®R § 2 &@8g, W oy)
p(t)=c Fo B

-0 0: O

"t 20 (©9)

- UFR.t

Au regard de ce qui précede, la présence du terme € peut se justifier par le caractére non nécessairement

décroissant de la fonctionW(t, uj) , car elle permet de rendre décroissante la fonction de prix P(t) en fonction

de la maturité. Comme nous 16 0 b s e r \a darsectios 6.3, les parameétres Z].( ji {1 ,N}) n 6 bpas de

signe particulier. Cbest pour quoi ne rgaramtit que les deux
N N8, -

sommes g Z; @V(t, uj)eta Z;@eaq; V\Cét, Y ) soient décroissantes, donc que la fonction de prix le soit
i=1 i=1 Ciz

également.

En outre, la fonctionde prixn 6 e st e n pa®ieméent c8hérpraesEn effet :

- Elle ne permet pas un processus de bootstrap( au sens dbéune inversion par ®tap

- Pour chague maturitét, le prix du zéro.coupon correspondant sO0expri mea-dans
dire comme une combinaison linéaire de fonctions noyau centrées en les maturités observées.

- Au final, le taux zéro-coupon ainsi calculé dépend de tous les produits utilisés dans la reconstruction, ce qui
ndest pas tr s coh®r eondes pauits de tapxeoilnd senlc@®ddlop@toir f uni t
lesquels ont une fonction de prix vérifiant la relation :

ti

P(t)=P() & "tixt o (70)

4.4.6. Récapitulatif

Le tableau ci-dessus récapitule les procédures a suivre selon les instruments figurant en entrée.

Instruments Prix de marché Dates de paiement de cash | Matrice des flux de cash
Obligations 1 Prix de marché 1 Les dates de paiement 9 Une matrice N3 N avec
zéro-coupon des de cash sont les dates de comme entrées :

N instruments maturité des N titres

figurant en entrée, Zé&ro-coupon en entrée o G =1,

donnés sous (i.,e. J=N).

forme de
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Instruments Prix de marché Dates de paiement de cash | Matrice des flux de cash
pourcentage du .
montant du o G,;=0sil, J.
notionnel.

_ f Remarque : la matrice C

Les prixde est réduite & une matrice
marcheé des titres identité. Le cas général se
Zero-coupon sont réduit alors au cas
convertis particulier de titres zéro-
immédiatement en coupon.
taux au comptant
pour les maturités
en entrée.

Obligations Prix de marché 1 Les dates de paiement 1 Une matrice N3 J

avec coupons

des N obligations
avec coupons,
sous forme de
pourcentage du

de cash sont, en sus des
dates de maturité, toutes
les dates de

détachement de coupon.

composée des éléments
suivants :

o ¢, =r(i)/s.j<t(i)

notionnel. f Ordonner les J dates de ’
pa|_ement par ordre o ¢ " =1 + (i)/s,
croissant: U, <--- <. ’
1 Ordonner les obligations o G;= 0,si ] >t(')'
selon leur maturité : )
Avec I (1) le taux de
U < Uy & o (1) )
avec t(i) la maturité de coupon de la i**"obligation
. et Slafréquence de
la i"“"obligation. réglement.
Taux swap au Les prix de 1 Les dates de paiement f Une matrice N3 J

pair

marché des

N swaps au pair
en entrée sont
unitaires.

Un taux fixe et un
taux variable sont
échangés a
chaque date de
paiement.
Initialement, un
montant est
investi et a la
maturité, celui-ci
est désinvesti.

de cash sont, en sus des
dates de maturité des
différents swaps, toutes
les dates de paiement de
taux.

§ Ordonner les J dates de
paiement par ordre

croissant: U, <--- <.

i Ordonner les swaps
selon leur maturité :

U = Uy < (N)
, avec U, ;) la maturite

du i“™swap.

composée des éléments
suivants :

0 6, =t ()5 i<t(i)

o Gyy=1 (i)/s.
o ¢, =0, j>t(i).

Avec T (i) le taux du i*®™

U= swap et Slafréquence de

reglement.

5. Implémentation

Nous implémentons les méthodes de Nelson, Siegel et Svenson (SVENSSON [1994]) et de Smith et Wilson (SMITH
et WILSON [2001]). A des fins de comparai s on, nous i mpl ®ment ons | a
Il 6interpolation | a plus simple.

m®t ho

5.1. Collecte des données

Nous utilisons des donn®es i 9910/2099 (deare deeldturec1d:@9:380 4u s 6 ®t end &
30/12/2011 (heure de cldture 15:28:54). Les différents types sont les suivants :
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- FRA sur Euribor 6 mois, disponibles a partir du 16" mars 2010 (heure de cl6ture : 17:00:51) ;
- FRA sur Euribor 3 mois ;

- Taux Euribor de maturité 1 mois a 12 mois ;

- Swaps sur Euribor 3 mois ;

- Swaps sur Euribor 6 mois.

Les maturités observées pour les swaps sont les suivantes :

- Maturités de 1 an a 10 ans,

- Maturité 15 ans,

- Maturité 20 ans,

- Maturité 30 ans,

- Maturité 40 ans,

- Maturités 50 et 60 ans, disponibles & partir du 1°" décembre 2010 (heure de cléture : 18:16:53).

Le segment long terme sera généré a partir des swaps sur Euribor 3 mois ou 6 mois, tandis que le segment court
terme sera généré a partir des Euribor et des FRA sur Euribor 3 mois ou 6 mais.

Par ailleurs, puisque les maturités 1 ana 10 ans sonttoutes di sponi bl es tfousl»), nouwsgalcalonp as d ¢
les taux zéro-coupon pour ces maturités-la a partir des taux swap (sur Euribor 3 mois ou 6 mois) correspondants
via la méthode du bootstrap (cf. section3de | é6annexe) .

5.2. Algorithmes de calibration

En raison des différences entre les marchés, le CFO Forum préconise de prendre temporairement comme
maturité minimale observée la maturité 1 an des taux swaps. Néanmoins, dans le cas de la méthode de Nelson,
Siegel et Svensson, nous effectuerons deux calibrations : | une ne sarlds tanxdaalang termey e
| 6autre int®grant ®g a |l e ans tous leg cas, lesaapwrbes’ desctauyu zéro-cotperr sorg .
construites a partir des taux de swap.

521.M®t hode dbéinterpolation | in®aire

Les taux swaps manquants sont interpoléslinéairement. La courbe des zéro-coupons est obtenue par bootstrap
des taux swaps ainsi calculés. Le principe du bootstrap est expliqué alasecton3de | 6annexe.

5.2.2. Méthode de Smith et Wilson

JAKOBSEN [2011] remarque que la méthode de Smith et Wilson extrapole correctement le segment a court terme,

mais que les résultats pourraient étre améliorés en ajoutant quelques taux supplémentaires a courte échéance,

ce qui conférerait & la courbe résultante une forme plus réaliste et réduirait la volatilité non anticipée a court terme
engendrée par les changements au niveau des pentes dans le segment a long terme. Quoi qudi | en so
nous limiterons aux taux a long terme observés sur le marché.

Nous effectuons deux séries de calibration :
1. Lune wutilisant | es taux swap sur Euribor 3 moi s,
2. Léautre wutilisant | es taux swap sur Euribor 6 moi s.

Les deux séries suivent la procédure expliquée a la section 0 dans le cas de swaps. Nous testons différentes
valeurs de & , allant de 0,01a 0,99 avec un pas de 0,01.

5.2.3. Méthode de Nelson, Siegel et Svensson

5.2.3.1 Prise en compte uniguement des taux a long terme

Tout comme dans le cas de la méthode de Smith et Wilson, nous effectuons deux séries de calibration :
3. L6une wut i | iswapsutEurlb@ 8 mdisa u x
4. Lbéautre wut idwapssaridribot 6arois.t a u x

Comme vu a la section 2.2.3 d e | 06 aunnswap,een date de démarrage, peut étre considéré comme une
obligation & coupons cotée au pair. Son prix vaut alors 100.

La premiére facon de calibrer q u i vient 7 lelfareedirqutenent & pastit desdpex des obligations (tous
®gaux ~ 100, faré ssdgsiswapd ptes a étra inité@s).
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Notons :

- §,..., §les swaps disponibles sur le marché.
-l = (tl("b9 q obp k& Ot)s) les prix des swaps observés sur le marché.
- pimed = (tl(m"c) dmo‘)' timo)j) les prix des swaps fournis par le modéle.
- Il,..., | les dates ou a lieu au moins un paiement.
- yi(mOd) ("1 I'{l,... ,M} ) le taux zéro-coupon de maturité f, proposé par le modéle a une génération donnée.

Son expressionestdonnéep ar | 0 @9uat i on

1- expge-l% 8 gl exp L 8 . ? 1gexp /% 8 .
(mod) _ C 1 T { z.a l 0- > - al
yo=b +h +,6 expe /r ol ., be— 7~ @ exp™ - (70)
t 7 t /= : b
i e i ¢ u e I
/1 é { 4] e 2/
- Ryjletaux de la jambe fixe du swap S, ," | i{l,... ,N} .
- DF:(DF1 - DE .- DFM)I e vecteur des fa@teewurs doéactualisati
1 .
o DF=———"ii{1...M}
(1+ y'(mod)) i
I

o ¢t =i, "ii{1...M}

En outre, nous repr®sentons | densemble des relmatice G®N ®r ®s

ou les colonnes représentent les obligations et les lignes les dates de paiement :

F. ... F

éFl,l 1j N 0 l,
e . . . : 0 .

CF=% 9

o]
g:"l b Fin o L

& 0
EE:MJ FM,j FM N ﬁtM

Avec :

eRj sii< Mj

“IJITLN F;=i1 R s 1 M

Comme les swaps sont en date de démarrage, ils peuvent étre assimilés a des obligations au pair et leur prix
vaut alors 100 :

b(obs):(q(obs o o %O@S) £100 --- 100 --- 10  (72)

(mod) (m

Le vecteur b des prix des obligations résultant des taux actuariels Y; Od),..., y,(\,moc) générés par le modéle se

formule ainsi :
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& Ry R v R
S B T ) )

Le probléme consiste a déterminer les paramétres(bl, b, b .0, é)ou(bz, b b l,/2)selon le

caractére endogéneoue x o g ne dail MR mi sent : |l derreur suivante
(mo fobd] A (mod  fors)?
— mo 0oDs) — mo Ol
X -Hb X a(t{J s ) (74)
i=1

Néanmoins, d 6 a pGiLLl st al. [2011] (pages 445A503),c et t e m®t hode peut engendrer d

significatives et ce pour deux raisons :

1. Léal gorithme ne minimise non pas des diff®rences entre

2. Pour des obligations a courte échéance, toute valeur raisonnable de t aux déi nt ®r °t donne
approximation du prix. Les obligations a courte échéance ont une faible duration ; par conséquent, les
fluctuations du taux ont peu de répercussion sur les prix. Inversement, un faible changement dans le prix de
| 60 bl peytemgendrarunchange ment i mportant dans | e taux déint ®tr
utilis®s pour valoriser do6éautres instruments, cela pe
premi re solution qude pondérernds différeriteé ebiigations t(selan deuramaturité ou
inversement a leur duration). Une autre solution peut étre de calibrer les paramétres par rapport aux taux de
rendement | us gyelds-to-neatutiyan deéd af | | eur s, ocneteset dneirsned are Tsuw
plusieurs banques centrales.

o

La procédure suit les étapes suivantes :

1. Calcul er | a courbe de rendement act uS8iegeleet Svénssohd ai de
y(mod) :(yl(moo) >}Nm°t)').

2. Calculer les prix théoriques des obligations & coupons : p(mod — (Q(moc) tilmo‘)) .

3. Calculer les rendements actuariels théoriques jusqu'a I'échéance pour chacun des swaps %,..., SQ :
r(mod):(rl(mod) rémo@)_

4. Cal cul er | 6 ®reraentents eactuanels théerigues r(mOd) jusqu'a I'échéance et les rendements

actuariels observés r(°> mod) _ p(ob3

jusqu'a I'échéance : r(
Loinconv®nient &st elleesdpius @iteuse gue cedle consistant a ajuster directement les prix
des obligations. A chaque itération, il est désormais nécessaire de calculer le taux de rendement interne pour
chaque obligation.

Une alternative serait de séparer les données en deux catégories :

1. Les taux swap de maturité 1 an a 10 ans. Puisque toutes les maturités entiéres sont disponibles, il est
possible d&n déduire les taux zéro-coupon par bootstrap.

2. Les taux swap de maturité supérieure a 11 ans.

La calibration se composerait de deux sous-calibrations :

1. Léune ut i | ixszéro-aupbn ptéademnteat icalculés. Elle serait beaucoup plus simple et plus
. . d . . .
rapide. Le taux actuariel rj(mo)se calculerait alors comme | e taux de |Iswap felomlae f i X

formule?3 :

23 e lecteur trouvera une démonstration de cette formule dans Brico et MERCURIO [2007] (pages 1A22).
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Ty (75)

i=1

Avec :

- P(t
t

le prix du zéro-coupon de maturité

)
0.

2. Lédautre ut i Iswapedermaturité supérisureta dluars.

La calibration ainsi réalisée serait un peu plus rapide. Cependant, la courbe comporterait deux segments calibrés
di ff ® emment et des incoh®rences pourraient appara’tre.
seule calibration.

(mod)

. d . .
Chaque taux actuariel I est calculé de la fagcon suivante :

MR .
r™ =argmin| b(™ & | "j i 1N (76)
r i=1 (1+r) '
Avec :

j F .
(mod) — A i,j

bJ %1 (l+ (mOd))ti

' Yi

Ensuite, nous calibrons a partir des taux actuariels (qui correspondent au taux de la jambe fixe, puisque nous
avons affaire a des obligations a coupon au pair) au lieu des prix. Le probleme consiste a déterminer les

paramétres(bl, b, b ,.b, é)ou(bz, b, 4b1,/2)sel on le caract re endog’ine ou

mi ni mi sent | O(@reurabsolue)sui vant e
d b X b9\
XLT:Hr(mO) _r(og‘ a(rj(mogi rj(g S)) (77)
=1
Par ailleurs, comme | e jeu dbéessai eswvaps endaatesde démarrage)dl® o b | 1 ¢

(obg)

taux actuariel observé I est égal au taux Rj de la jambe fixe du swap Sj (] i {ZI.,...,N} ).

A titre doTabeaun® affehe les ®ux swaps en date du 30 décembre 2011 (heure de cléture :

15:28:54). Nous avons N =16etM =60. Nous | an-ons | 6algorithme doé®volutic
param tres de |l a fonction doéinterpol ati ongengd.eLesNableasdo n , S
suivants contiennent les valeurs numériques prises par les différentes variables évoquées précédemment.
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Maturité du swap Durgt| on .de
3 mois 6 mois
1an 1,09 1,423
2 ans 1,05 1,315
3 ans 1,16 1,376
4 ans 1,345 1,544
5 ans 1,557 1,725
6 ans 1,747 1,915
7 ans 1,921 2,071
8 ans 2,058 2,19
9 ans 2,18 2,296
10 ans 2,265 2,389
15 ans 2,584 2,675
20 ans 2,64 2,692
30 ans 2,498 2,562
40 ans 2,553 2,553
50 ans 2,57 2,57
60 ans 2,576 2,576

Tableau 6 : taux swap observés 1€30/12/2011 (heure de cléture 15:28:54).

b, b, b, b, /, /,

2,3760415 -0,4855328 -5,5588468 4,3998206 2,1634428 5,0000020

Tableau 7 : Parametres calculés.

Nous remarquons, dobéapr s |e
Tableau 7, que la valeur de 2,16t r ouv ®e pour l e pre mi/lest proghe rdex celletchoisie d 6 ® c |
arbitrairement par BONNIN et al. [2011] et qui est égale a 2, ce qui montre le caractére réaliste de ce choix.

Maturité du swap | p(mod p (09
1an 1,423 1,423
2 ans 1,314998 1,315
3 ans 1,388918 1,376
4 ans 1,544003 1,544
5ans 1,723955 1,725
6 ans 1,899173 1,915
7 ans 2,056135 | 2,071
8 ans 2,190054 2,19
9 ans 2,300364 | 2,296
10 ans 2,389009 | 2,389
15 ans 2,60801 2,675
20 ans 2,650736 2,692
30 ans 2,625026 | 2,562
40 ans 2,591757 | 2,553
50 ans 2.57 2.57
60 ans 2.55584 | 2.55584

Tableau 8 : Taux actuariels observés et calculés.

Maturité (année) DF

I

0,9859697
0,9742235
0,9594487
0,9404008
0,9176347
0,8923093
0,8656078

~NO|OARWIN|(F-

01/07/2013 Probl ®mati ques de en Vv u e dedaex, dedéautztidelguiditto n dRage 54/155 qu e s



01/07/2013

Maturité (année)

DF

8 0,8385033
9 0,8117029
10 0,7856707
11 0,7606792
12 0,7368613
13 0,7142549
14 0,6928379
15 0,6725522
16 0,6533214
17 0,6350613
18 0,6176875
19 0,6011196
20 0,5852829
21 0,5701099
22 0,5555405
23 0,5415216
24 0,5280067
25 0,514955
26 0,5023312
27 0,4901047
28 0,4782487
29 0,4667399
30 0,4555581
31 0,4446854
32 0,4341062
33 0,4238066
34 0,4137744
35 0,4039985
36 0,394469
37 0,385177
38 0,3761142
39 0,367273
40 0,3586466
41 0,3502284
42 0,3420123
43 0,3339928
44 0,3261643
45 0,3185218
46 0,3110604
47 0,3037754
48 0,2966623
49 0,2897168
50 0,2829349
51 0,2763124
52 0,2698455
53 0,2635304
54 0,2573635
55 0,2513412
56 0,2454601
57 0,2397168
58 0,234108
59 0,2286306
60 0,2232815

Tableau9:f act eur s

Probl ®matiques

déactual

i sation calcul ®s
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Swaps

1lan 2 ans 3 ans 4 ans 5ans 6 ans 7 ans 8 9 ans 10 15 20 30 40 50 60
ans ans ans ans ans ans ans ans

101,4 | 1,315 | 1,376 1544 | 1,725 | 1,915 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
23

0 101,3 | 1,376 1544 | 1,725 | 1,915 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576

15
0 0 101,3 1544 | 1,725 | 1,915 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
76
0 0 0 101,5 | 1,725 | 1,915 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
44
0 0 0 0 101,7 | 1,915 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
25
0 0 0 0 0 101,9 | 2,071 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
15
0 0 0 0 0 0 102,0 | 2,19 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
71
0 0 0 0 0 0 0 102, 2,296 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
19
0 0 0 0 0 0 0 0 102,2 | 2,389 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
96
0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,3 | 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
89
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,675 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,675 | 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,6 | 2,692 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
75
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,692 | 2562 | 2553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,692 | 2562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,692 | 2562 | 2553 | 257 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,6 | 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
92
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,562 | 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,5 | 2,553 | 2,57 2,576
62
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,553 | 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,5 | 2,57 2,576
53
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,57 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102, 2,576
57
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
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Swaps
1an 2 ans 3 ans 4 ans 5ans 6 ans 7 ans 8 9 ans 10 15 20 30 40 50 60
ans ans ans ans ans ans ans ans
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2,576
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 102,5
76
Tableau 10 : matrice CF observée.
o Egeur d'ajustement Evolution de I'erreur d'ajustement
0.14 —H
0.12 -
0.1
0.08 -
0.06 -
0.04 -
0.02 -
o
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Génération
Figurel7: ®vol ution de | 6derreur dbéajustement au

Etant donné que nous appliquons le méme algorithme sur toutes les datest,...,t,,de la période étudiée, il
apparait judicieux d 6 u t & la dase&,f comme population initiale (ql(o) (ti+1),..., b’) (ti 1(L)) la population solution

(ql (t,) g*(ti))trouvée a la date précédentet, (cf. Figure 18). Ainsi, moi ns d 0 i ér@rngédessaress S
pour que | dalgorddaddhimwealcomyeurpaguai n en temps de

(6 (1), .6 (1)) (6 (t)e 65 (0)) (6 (00)o- -6 (51)

(HIF (r:')-" ‘ﬂ: (I)) (‘91{9:: (;j_l):___:gjf-" (rs—l)] = (_91* (I)E: (i‘))
\ /

Figure18:lapopul ati on est i nf taivaelci d@e solludiimat@ntouv ®e

En vue de la satisfaction aux contraintes (30) imposées aux parameétres, nous utilisons une fonction de pénalité
(cf.section5.351de | 6annexe).
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Enfin, nous utilisons le paramétrage suivant :

Nombre dobéit ®r ianitiailetblns

Nombr e d6it®ratiotriw(ki ANo )i

Taille de la population n,

Taille du pas F
Probabilité de permutation CR

la : n,=280

n,/2=14C

n, =100
F=0,5
CR=0,99

5.2.3.2 Prise en compte des taux a court terme

Le segment long terme est traité comme évoqué a la section ci-dessus. En revanche, le segment court terme est
généré a partir des FRA sur Euribor 3 mois ou 6 mois, les taux correspondant aux maturités manquantes sont
complétés par les taux Euribor équivalents. Le Tableau 11, le Tableau 12 et le Tableau 13 affichent les taux FRA

respectivement sur Euribor 3 mois et 6 mois.

Date de démarrage | Bid Ask | Moyenne des deux cours
1X4 1,195 | 1,245 | 1,2200
2X5 1,095 | 1,145 | 1,1200
3X6 1,033 | 1,083 | 1,0580
4X7 0,988 | 1,038 | 1,0130
5X8 0,95 | 0,97 | 0,9600
6X9 0,93 | 0,96 | 0,9450
7X10 0,9 0,92 | 0,9100
8X11 0,877 | 0,927 | 0,9020
9X12 0,89 | 0,91 | 0,9000

Tableau 11 : taux FRA sur Euribor 3 mois observés 1e30/12/2011 (heure de cldture 15:28:54).

Date de démarrage | Taux
1X7 1,44
2X8 1,35
3X9 1,29
4X10 1,24
5X11 1,19
6X12 1,17

Tableau 12 : taux FRA sur Euribor 6 mois observés 1€30/12/2011 (heure de cl6ture 15:28:54).

Maturité | Taux

1 mois | 1,024

2mois | 1,178

3 mois | 1,356
4 mois | 1,435
5 mois | 1,518

6 mois | 1,617

7 mois | 1,675

8 mois | 1,737

9mois | 1,791

10 mois | 1,844

11 mois | 1,895

12 mois | 1,947

Tableau 13 : taux Euribor observés 1€30/12/2011 (heure de cléture 15:28:54).

Une questi on g woncerne lecahaix dutaux éoarstgrmei: taut-il utiliser uniquement les taux Euribor
ou doit-on les combiner avec les taux FRA sur indice Euribor 3 mois ou 6 mois ? La Figure 19 affiche les taux
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zéro-coupon court terme tirés des FRA sur indice Euribor 3 mois, des FRA sur indice Euribor 6 mois et des taux
Euribor. La partie court terme de la courbe des taux sans risque est irréguliere et les taux Euribor semblent
comporterunspreadi mpl i ci te. Cbest pourquoi nous optons pour | es
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Short term part (14/12/2009 18:08)
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Figure 19 : Segments court terme.
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Les taux c ouratdiretde matuaté ifféaridure atl an) sont des taux proportionnels et sont cotés en
base exacte sur 360. Il faut donc les convertir préalablement en taux actuariels (ou composés) en base exacte
sur 365 pour obtenir les taux zéro-coupon recherchés. En revanche, nous ne distinguons pas les jours ouverts
des jours fermés. Une formule plus fine prendrait en compte uniquement les jours ouverts, les jours fermés étant

les jours fériés et les weekends. La conversion du taux proportionneITE(d) de maturit¢d en un taux

actuarieIZC(d)de m°me maturit® sbdef fdessousue sel on | a formule ci

z
N

(78)

1-OO:

1+2C(d) %_ £ TE(d

3

Avec :
- N, =360 jours

- N, =365 jours

Considérons un FRA sur Euriborkmois (kétant égal a 3 ou 6). Les taux qui correspondent aux
maturitésIM a kM sont directement tirés des taux Euribor, tandis que ceux qui correspondent aux

maturités(k +1) M a(12- k) M sont bootstrappés a partir des taux FRA. La Figure 20 et la Figure 21 illustrent
ce processus.

L ) | J
Extraits Extraits des
des taux FRA sur
Euribaor Euribor k mois
observés

Figure 20 : origines des taux zéro-coupon.

Chaque taux Mkeijm (il 1,12 -k ) est bootstrappé a partir du taux I, bootstrappé a une étape précédente et

du taux FRA f,, ,\, coté, qui démarre dansi mois et sur une durée de kK mois,s e | o n ibnd7®)q u a t

r(k+i)|\/| :(1 Fm )%kH) (1 ﬂI-M kM )%kﬂ) . [ i 112 K (79)
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0 1M kMo (k+1)M M (i+k)M  12M 1

V.
iM J:M,mf

Figure 21 : calcul du taux my a partir du taux I, et du taux forward f,, .

Une fois la courbe des zéro-coupons obtenue pour les maturités de 1 a 12 mois, la calibration consiste a
mi ni mi ser | 0erXx,samme dpsiearelirs guadrajoues X et X, ; :

X= %+ (80)

Loer Keeusrt d®t er mi n®e (79)edoronme expla® ¢ lasdctioo 12.3.1, t andi s Xxgpest | Oer

la différence quadratique entre les taux zéro-coupons observés y(ODS) (iM )et les taux zéro-coupons y(mOd) (iM )
calcuéss el on | @Bguati on

2

12
Xsr =\/é (Y™ (im) -y (im)) (81)

i=1
6. Analyse des résultats

6.1. Segment long terme

6.1.1. Interpolation linéaire

Comme attendu, la courbe obtenue par interpolation linéaire est anguleuse (cf. Figure 22).
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Linear interpolation
Swap vs. E6M (06/08/2010 17:02)
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Figure 22 : courbe de taux construite par simple interpolation linéaire.

6.1.2. Interpolation de Smith et Wilson

La convergence asymptotique de |l a courbe verasestBl&védlElR e st
outre, la courbe a tendance a devenir instable ou saccadée pour les valeurs élevées de & . Cést pourquoi il est

préférable de ne pas prendre une valeur trop élevée pour ce paramétre. En outre, une valeur trop faible ferait

converger trop lentement la courbe des taux sansrisque. L a cour be e satla maturgg2@ang, pus gsti 6

agitée de soubresauts au-dela. Ce caractére « tempétueux » ou « volatle»s 6accent ue avec des v
de @, comme on peut le voir notamment sur la Figure 23 et la Figure 24. Les courbes ainsi obtenues ne seront

pas conformes aux di r ecti ves, qdiadl®co0B@®PAl e de metm®rte oderpothiiom né e u |
susceptible de créer de fortes fluctuations au niveau du segment long terme (cf. paragraphe b de la section 2.3).

Si le segment court terme a une former ®gul i r e, | 6 ictonetcernreqgeemént t iIEcmn r dvaafnfce e S

forme « déchiquetée », | 6interpolation est de pi tre qualit®, comm
du 1°"juillet 2011 affichée par la Figure 23.

Au regard des considérations ci-dessus, nous retenons comme valeur @ =0.17pour interpolation toutes les
courbes de la période considérée.
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Nous pouvons considérer que 16 i n t e r gdeoSimihtet Wilson donne des résultats satisfaisants pour construire
la courbedet aux sans risque, ce qui néest pas | e cas pour c
comme on le verra a la section 6.3 de ce chapitre.

Plusieurs courbes sont disponibles alasection8.1.1de | 6annexe.

Smith & Wilson

4. O i e o e i e Bt bty
3.5 —-mmaemnee R SR SRS EEEER SRR
3.0 —. ---------- e Rt
8 : , | : : : | : : : OSSOSO SRPRSO
g i ¥ | i | ' i 1 ; i i Marketvs. interpolated zero-coupon rates ;
ﬁ : : P - Interpolated ZC rates
e ! P
- ; ; i i —— ZC Rates from FRA vs. E3M
o5 ' ' : —e— ZC Rates from Swap vs. E3M
S T
s B B T T T T FXCTTRES SLLE
o
4
1.5+
$

O —+t----®-

Maturities in years
Figure 23 : courbe de taux interpolée avec la méthode Smith et Wilson. Les taux swap vs.
Euribor 3 mois sont également affichés.
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Smith & Wilson
Swap vs. E6M - alpha=0.17 (01/07/2011 17:02)

4 0 ~puusirnusnuu hrHARRRRE e e - e e e RS e s e
P PN o
------------- i
i i i i i i . ‘
CICE DT R s Gttt SECTES boeenens feeee beeenens beeoeses beeeeees R beneeas beneeas :
1 [ | i | 1 |
H [N H ' 1 |
FinEEEEEn
HE 4 | i | 1
i¢ | 3 i 3
3.0 xssmifrnsmnnns y GURRD LEREEES AR KRR SGILEET TSR RN abLIA P R e L
s : 5 : 5 3
e f ; ; ;
s é : | : | e
-é b : : : | {1 Market vs. interpolated zero-coupon rates :
| ' t | | ] :
I S R s S e o e Fromones A St Interpolated ZC rates
D H 1 ] H | 4
- 9! 5 : 5 | ' ! —— ZC Rates from FRA vs. E6M
: ' : | ' —e— ZC Rates from Swap vs. E6M
2.5A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E ,,,,,,,, ;L ,,,,,,, :L ,,,,,,,,,,,,,,, ;L ------------------------------------------------------------------------------
¢ : ! : ‘
i : 1 i 1 .
e R
: ! 3 : 1 :
PPYL U ¥ S SO SO AR S T S AU OSSO U
. 1 i | 1
Ve : : : ‘
. 1 ' H )
. i : ! j
: ; i : i 1 :
----- - A A
i 1 | | 1 |
. i : 3
o | | 1
] H H |
w.sAff——t fffffff feste et nnas sl A e s
. | i |
T — SO S SN NN IS S — O N S
I I [ | - i 1
0 10 20 30 40 50 60

Maturities in years
Figure 24 : courbe de taux interpolée avec la méthode Smith et Wilson. Les taux zéro-coupon
issus des taux swap vs. Euribor 6 mois sont également affichés.

6.1.3. Interpolation de Nelson, Siegel et Svensson
L6i nt er geoNebsdn| SBiggel et Svensson avec UFR endogene produit une courbe beaucoup plus
har moni euse que cirdepdaton gerSmith etiilsen. par | 6

La convergence asynmgsttolmséniégdieen sv elres d asU FdRY. | Eld kBt Rtteiats & parérx o g = n
de la maturité 60 ans. En outre, comme on le verra a la section 4.1 de ce chapitr e , il néy a pas de
asymptotique vers -cliéd WkLsR, claoprtsuguie pcaerl uibswaps.r emi se des don

Paradoxalement, comme le montre la Figure 25, la prise en compte des taux a court terme dans le processus de
calibration donne une <courbe mal ajust ®e pour Il es matu
| 6ajustement est de pi tre qualit® ®gal ement pour | es me

Si | 6UFR est endog ne, dans toonesetrbueepasdea soybresaats quiagitenblee e st
segment |l ong terme, |l orsque |l a courbe est coB82)ruite "~ |

D 6 a u tourkes sont disponibles alasection8.1.2de | 6annexe.
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Nelson-Seigel-Svensson
04/10/2011 17:23)
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! Market vs. interpolated rates

| . Interpolated ZC rates

: —— Rates from FRA vs. E6M

Nelson-Seigel-Svensson Nelson-Seigel-Svensson
FRA vs. EBM - Swap vs. E6M (14/02/2011 17:37) FRA vs. EBM - Swap vs. EBM - UFR exogenous (14/02/2011 17:37)
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Figure27:cour bes de taux interpol ®es | 6ai de de Léesgauxn®t h o d «

zéro-coupon bootstrappés a partir des taux FRA vs. Euribor 6 mois et des taux Swap vs. Euribor 6 mois
sont affichés.

6.2. Stabilité des parametres

6.2.1. Smith et Wilson

Les paramétres de la fonction noyau Zi( ] | {1,... ,N} J)ndbont pas de scomgmeeaouppauvdnsle ul i er

voir sur la Figure 28 et la Figure 29.
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Epsilon 2 - From Swap and FRA vs E6M

| I t 1 z
2010-01 2010-07 2011-01 2011-07 2012-01
Observation date

Figure 28 : évolution du paramétre Z,durant la période considérée.
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Epsilon 14 - Frqm Swap gnd FRA vs E3M .

Observation date

Figure 29 : évolution du parametre Z,,durant la période considérée.

6.2.2. UFR endogéne

Comme le montrent la Figure 30 et la Figure 31, les évolutions des paramétres ont la méme allure, que la courbe
soit construite a partir des taux swap sur Euribor 3 moisou6 mois. C6 e st p o ur ¢terons nottecanatysel i mi
a la calibration a partir de taux swap sur Euribor 6 mois, les valeurs étant affichées dans les tableaux ci-dessous.

Le paramétreblnc”)os cille pas autour de -étoddoiues ne somtspaspeflétées parilee n's ma
données sur les taux de swap sur Euribor. Nous distinguons trois grandes tendances. Les taux a long terme
affichent une tendance baissi re jusquoben mai 2010, pui ¢
nouveau unetendancebai ssi re jusquben d®cembre 2011.

Le parameétre b2 (respectivement le spread - bz) exhibe une tendance haussiére (respectivement baissiére) tout

au long de la période étudiée. L6 ®c art ne c e sombler entenles tadxed loageterme et ceux a court
terme, pour atteindre, vers la fin de la période, la valeur de 0,6881.

Les paramétres de courbure b3et b4 évoluent de fagon opposée de facon plus ou moins prononcée et ont leurs

évolutions respectives sont marquées par les mémes dates clés. Le premier paramétre b3 est négatif tout au long

de la période, ce qui implique que la premiére courbure est un creux. Le second paramétre b4 est, quant a lui,
positif tout au long de la période, ce qui implique que la seconde courbure est une bosse. D6 o c t oMair2e10,”
b,affiche une tendance baissiére, tandis que b, affiche une tendance haussiére. De mai 2010 & janvier 2011, les

choses sont beaucoup plus nuancées : bgaffiche une tendance légérement haussiere, tandis que b4a une
trajectoire en creux, dont le point le plus bas atteint 3,2 courant septembre 2010. Ensuite, de nouveau un
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revirement de tendances, de janvier 2011 a mai 2011, b3a une tendance haussiéere et b4a une tendance

baissiere. De mai 2011 a juillet 2011, b,a une trajectoire décroissante et f,a une trajectoire légérement
croissante. Enfin,dej ui Il I et 2011 jusqudé”™ d®cembre 2011, |l es deux p
bgoscille entre -5,5 et -2,5, et b4 entre 2 et 5. La premiére courbure est plus accentuée pendant cette derniere

période.

Les parameétres d 6 ® ¢ h(ledt I/2esont remarquablement st abl es | us qu.6Le premjeupalarhégre 201

doé®c Hleslt trés proche de 2,5, tandis que le second parametre est voisin de 5. La premiéere courbure, qui est
une crevasse, se produit aux alentours de la maturité 2,5 ans, alors que la seconde courbure, qui est, quant a
elle, une bosse, se produit au voisinage de la maturit¢ 5ans. En r evanche, de juillet 20
période, le parameétre /1 diminue pour osciller de fagon plus erratique entre 1,6 et 2, autrement dit la premiere
courbure se produit plus tét, entre les maturités 1,6 et 2 ans. Au cours de la méme période, le
paramétre /2 conserve la méme valeur, toutefois avec des pics baissiers intermittents, dont le plus bas descend a
4,636. Enoutre,achaque date, |l es param tres doé®chelle ont des v

Les valeurs de /let /2 sont telles que les poids des bétas (factor loadings) ne prennent pas des valeurs extrémes

(proches de O ou tres grandes). Aucun probl me do6éidentification des b°tas
ces derniers est faible (cf. 4.3.3).

Une explication a ces résultats « remarquables » résiderait dans «| & a s>t introdelite dans le processus de
calibrage, qui consiste a utiliser comme valeurs initiales des parameétres a une date donnée la solution trouvée a
la date précédente (cf. 5.2.3.1). Comme | es taux varient peu dnime poyr esl r
paramétres optimaux. Si, dés la premiére date, la solution est cohérente, les solutions trouvées aux dates
suivantes le seront également.

Jusquben jaikberb20garde | a m°me for me, ce qui tranh@nge,
contractant la courbe au gré des attaques spéculatives contre la monnaie européenne. Au-dela de cette date, la
courbe devient plus changeante. Cependant, la premiére courbure est un creux, tandis que la seconde courbure

une bosse.

Loer r estemend@easjtu de | 6 or dr eaffidhe unmiehdance bnae .s sl Iree do6oct obre 20¢C
puis une tendance haussi re jusquod”™ avril 2011, de nouv
se stabilise tout au long du reste de la période pour osciller entre 0,002287 et 0,0045.Cur i eusement , | 6 a]
sbav re meilleure ~ partir de juillet 2011, moment

comportement « houleux ». On peut observer cela sur la Figure 38.

Minimum | 1°" quartile | Médiane | Moyenne | 3™ quartile | Maximum Ecart type
bl 2,333 2,831 3,258 3,256 3,625 4,289 0,4789376
b2 -3,959 -2,311 -1,967 -2,071 -1,434 -0,6881 0,811345
b3 -6,633 -4,84 -4,129 -3,757 -2,548 -0,5976 1,412286
b4 1,08 2,771 3,631 3,713 4,553 7,827 1,358164
/1 1,532 2,498 2,5 2,353 2,5 2,5 0,2892895
/2 4,636 4,999 5 4,993 5 5 0,03582829
e | 0,002287 | 0,003152 | 0,004034 | 0,00445 5,57E-03 8,14E-03 | 0,001543721

Tableau 14 : courbes des taux zéro-coupons a partir des swaps sur indice Euribor 3 mois. UFR endogéne.

01/07/2013 Probl ®mati ques de en Vv u e dedaex, dedéautztidelguiditto n dRage 70/15% qu e s



Value

Minimum | 1% quartile | Médiane | Moyenne | 3™ quartile | Maximum Ecart type

bl 2,264 2,786 3,165 3,201 3,555 4,3 0,4900304

b2 -3,73 -2,118 -1,7 -1,773 -1,141 -0,169 0,8738926

b3 -6,701 -4,857 -4,259 -3,851 -2,642 -0,6839 1,359903

b4 1,481 3,22 4,168 4,14 4,842 8,23 1,303465

/1 1,538 2,499 2,5 2,357 2,5 2,5 0,291396
/2 4,707 4,999 5 4,995 5 5 0,02405879
e 0,002475 | 0,003587 | 0,004432 | 0,004866 0,005925 0,00882 0,001582907

Tableau 15 : courbes des taux zéro-coupons a partir des swaps sur indice Euribor 6 mois. UFR endogéne.

Swap vs. E3M - UFR endogenous

ye)

2010-01 2010-07 2011-01 2011-07 2012-01
Observation date

Figure 30 : évolution des parametres de Nelson, Seigel et Svensson avec UFR endogéne, dans le
cas de courbes générées a partir des taux swap vs. Euribor 3 mois.
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Figure 31 : évolution des paramétres de Nelson, Seigel et Svensson avec UFR endogeéne, dans
le cas de courbes générées a partir des taux swap vs. Euribor 6 mois.

6.2.3. UFR exogéne

On peut faire | a m°me observation | or s gRigare 32&tUaFRuUre3d8t e x o
les évolutions des parameétres ont la méme allure, que la courbe soit construite a partir des taux swap sur Euribor
3moisou6mois.Cdbest pourquoi nous | imiterons not swapsarfwiboyG e = |

mois, les valeurs étant affichées dans les tableaux ci-dessous.

Bien entendu, contraindre le paramétre blal O UkRureffetdbaugmenter | 6derquiestalorstdd aj ust
| 6ordre du centi me

La tendance haussiére (respectivement baissiere) q u 6 e x haupdravanttle spread - b2 exhibe tout au long de la
période étudiée est moins marquée. L6®cart ne cesse donc de se creuser e

court terme.
La tendance haussiére (respectivement baissiere)qu 6 e x hi bai t [ep&@anétc ebg(mspecliverdent le

spread-bz) tout au long de la période étudiée est moins marquée ; elle est entachée de baisses

(respectivement de hausse) comme en avril 2010, en janvier 2011, en octobre 2011, en novembre 2011 ou en
décembre 2011. En outre, 16 ® c tgpe est presque deux fois moindre : il vaut 0,4720644, alors que, dans le cas
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0% | 6UFR est eh&liB4ph. Ln6e® cadbukide méme ttendance a combler entre les taux a long terme
et ceux a court terme. Vers la fin de la période, il atteint 3,8.

Le premier par a(lrre§ttremarqudbfer®antrsmbleltcmt au long de la période, bien quoil af

certaine instabilité caractérisée par des pics baissiers (néanmoins négligeables), dont le plus profond descend a
2,485. La premiére courbure, qui est une bosse, se produit au voisinage de la maturité 2,5 ans. Le second

param tre /2d duant chlg, ledt @onnamment stablej us qu 6 e n | malgré plusieurs pitdridations

entre aodt et novembre 2010, ou la valeur oscille entre 2,5 et 3,1. La seconde courbure, qui est également une
bosse, se produit a la maturité 2,5 ans (les deux courbures sont alors confondues). Aprés juillet 2011, le

paramétre /2 est fortement perturbé et les fluctuations varient entre 2,5 et 4,757. De plus, les variations de /2 sont

100 fois plus étendues que celles de /l, | 6®cart type du px081TE8826 et pelwirdasecordr e v a
parametre 0.4610178.En out r e, |l es param tres diénRlistinotes.l e prennent de
Comme dans |l e cas 0% IsdadewRde életlzsoetrterﬂes gue theg poidd des bétas (factor

loadings) ne prennent pas des valeurs extrémes (proches de O ou trés grandes). Aucun probl me dobid

des bétas ne se pose donc et la corrélation entre ces derniers est faible (cf. 4.3.3).

Nous donnons la méme explication a ces résultats « remarquables » quedans| e cas 0% | 6 UFR est e

Le premier parametre bsest positif tout au long de la période, ce qui implique que la premiere courbure est une

bosse. Le second paramétre b4 est, quant a lui, négatif tout au long de la période, ce qui implique que la seconde
courbure est un creux. Dans | e cas 0% | 6 PBdRit. lees t en
parametres b3et b4n 6affichent pas de Leussrirdiectoireserespeatives soatwconstituées de

pics successifs, ceux de b3ayant une tendance opposée a ceux de b4 pour une méme date de cotation. En

revanche, ces deux trajectoires « tempétueuses » sont marquées par deux « accalmies », | 6 wita octhlirea

2010, | 6 a ueptenmdre d movembre 2011. Au cours de ces deux périodes, la trajectoire de /1ne comporte pas

de pics, alors quélles coincidentavec | es deux p®r i/lo des dbéinstabilit® de
Léberreur d&estptabe} amgnden juillet 2QUd, pai §iaudmehte pPui c
est, comme on devait sbéy attendr e, p | dars le ®rersier @as, ellg vaat | or s

en moyenne 0,004866 et dans le second 0,0201, soit un rapport de 20.

Jusquden juil leetgaz(dlel ,| al am°cnoeu rfbor me, ce qui change, ce ¢
contractant la courbe au gré des attaques spéculatives contre la monnaie européenne. Au-dela de cette date, la

courbe devient plus changeante. La forme de la courbe résultante e st en quelque sorte | 6
r®sultante |l orsque |lGGUMR eamsit reendcogurbeur e est une bosse e
est exog ne, la premi re courbure est un creux et | a sec

Minimum | 1¢ quartile | Médiane | Moyenne | 3°™ quartile | Maximum Ecart type
bl 0,042 0,042 0,042 0,042 0,042 0,042 0
b2 -4,443 -4,046 -3,566 -3,577 -3,103 -2,689 0,4979101
b3 2,841 4,022 6,388 8,569 11,53 29,48 5,90437
b4 -29,19 -11,91 -7,133 -9,759 -6,115 -2,621 5,623673
/1 2,471 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 0,001758826
/2 2,5 2,5 2,5 2,694 2,546 4,757 0,4610178
e | 0,007815 0,01263 0,01488 | 0,01858 0,021 0,04774 9,05E-03
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Tableau 16 : courbes des taux zéro-coupons a partir des swaps sur indice Euribor 3 mois. UFR exogene.

Minimum | 1° quartile | Médiane | Moyenne | 3°™ quartile | Maximum Ecart type
bl 0,042 0,042 0,042 0,042 0,042 0,042 0
b2 -4,261 -3,817 -3,312 -3,363 -2,944 -2,559 0,4720644
b3 2,566 3,769 5,941 8,186 10,46 29,27 5,847958
b4 -29,63 -11,17 -6,644 -9,167 -5,711 -2,412 5,519989
/1 2,485 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 0,00102999
/2 2,5 2,5 2,5 2,65 2,504 4,81 0,3910816

e | 0,009975 0,01419 0,01628 0,0201 0,02221 0,05083 | 0,009141316

Tableau 17 : courbes des taux zéro-coupons a partir des swaps sur indice Euribor 6 mois. UFR exogéne.
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Figure 32 : évolution des paramétres de Nelson, Siegel et Svensson avec UFR exogéne, dans le
cas de courbes générées a partir des taux swap vs. Euribor 3 mois.
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