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Introduction générale

La récente crise financiére et économique a lalgusint confrontés depuis 2007 les acteurs
financiers et économiques conduit & une large eseause des modeles mathématiques en finance,
notamment en matiere de prise en compte des dépmgiaxtrémes entre les indices financiers. La
crise dessubprimesnous a donné I'exemple de la forte dépendance ettine part la capacité des
ménages endettés a rembourser leurs empruntsugtedjgart la mise en marché massive des biens
immobiliers portés en caution qui a eu pour effefpdoduire une baisse significative du foncier. Une
modélisation mathématique prudente et réalistesioiteresser alors aux structures de dépendamnces e
étudier I'impact des queues de distributions eté&nements extrémes.

La mesure de la dépendance des indices finanaeie goefficient de corrélation est une pratique
largement répandue dans les milieux financiers ceidémiques et un bon nombre de modéles
financiers comme le MEDAF et I'APT se placent danscadre gaussien excluant ainsi la dépendance
extréme des indices financiers. Dans un univers gaussien, la mesure de la dépendance par le
coefficient de corrélation est non appropriée.

Par ailleurs, les modeles classiques de la thdor@ciere considérent que le coefficient de
corrélation est constant dans le temps. Cepenghusieurs travaux, comme Login et Solnik [1995]
pour les indices boursiers internationaux, prouggr la corrélation n’est pas constante dans Ipgem
et qu'elle est d’autant plus forte quand le marekgagité. Or, plusieurs stratégies reposent sur la
diversification et donc I'augmentation de la caatieln avec la volatilité est problématique puistpse
bénéfices sont réduits au moment ou ils sont Is altendus.

Depuis quelgues années, la recherche financiérnerste vers I'étude d’'autres outils permettant de
mieux expliquer, appréhender et prévoir les évohgi futures des indices financiers et
macroéconomiques. La théorie des copules est uih jpuissant permettant de modéliser les
dépendances extrémes.

Nos travaux vont dans ce sens et proposent, dansamier temps, I'étude de la structure de
dépendance d'un ensemble d’indices financiers etr@daonomiques dans un cadre purement
empirique qui peut étre adapté a plusieurs sitnat{cf. partie 1I). L'objectif est de travailler rsun
sujet d’actualité et d’adopter une démarche géedyai peut concerner plusieurs secteurs comme la
finance ou I'assurance. L’idée est de répondrequésstion suivante : disposant des séries histesiqu
d’'un ensemble de variables (financieres, économiqyajuelle est leur structure de dépendance ?

Pour illustrer l'intérét de cette étude nous noosimes intéressés a la génération de scénarios
économiques. Notre objectif est de se placer dartadre qui touche a la fois I'assurance et lanfiea
et de travailler sur un sujet qui n'est que raremeaminé en assurance. Nous essayons donc de
répondre a un réel besoin des assureurs en ternp®deélisation mathématique et de structure de
dépendance.

En effet, les modéles financiers intéressent des go plus les assureurs notamment avec
lavénement de Solvabilité 2. Cette nouvelle régatation donne une place de choix a la
modélisation mathématique dans le but de se plalzers une meilleure représentation du
fonctionnement des entreprises et de leurs bikanssi, les assureurs développent une réflexiotasur
gestion de leurs actifs. Cette problématique npest nouvelle et la projection sur le long terme des
valeurs de marché des actifs financiers et desabl@s macroéconomiques, constitue un exercice
indispensable dans le cadre des modeles ALM emaas=ivie, DFA en assurance non vie, ou encore
desembedded value.

14



Dans ce cadre, la génération des scénarios éconersigvere incontournable. Planchet, Thérond
et Kamega [2009] proposent la définition suivanteun scénario économique correspond a une
projection de grandeurs économiques et financi@tesun horizon d’intérét ». Par exemple, les
grandeurs de I'économie qui intéressent un assgnirgénéralement celles qui ont un impact sur le
développement de son activité. Ainsi, les variablassiques des marchés financiers et de la dgtte,
sont les taux d'intérét, la performance des actmndu foncier, sont des grandeurs de I'économie qu
intéressent les assureurs ou les gestionnairemds tlans la mesure ou leur évolution va condigonn
le prix futur des actifs financiers mais aussideaditions de désinvestissement et de réinvesteEsem
futurs. En outre, l'inflation, dont I'évolution ihfe sur les prix des actifs financiers et sur les
prestations futures, apparait également comme rarelgur économique d'intérét.

Il est donc particulierement intéressant d'étutiéarolution des taux d'inflation, des taux d’'intéré
a court terme, des taux d'intérét a long terme,relndement des actions et du rendement de
limmobilier. Plusieurs modéles (Wilkie, BrennanXf, Ahlgrim : cf. Planchet, Thérond et Kamega
[2009]) partent de ces indices pour étudier lesd$odont les supports d’investissement sont par
exemple : les obligations, les actions et 'immiail Ces modéles ne proposent pas, en général, une
étude de la structure de dépendance entre lesitenfbation, les taux d'intérét a court terme, kasix
d’'intérét a long terme, le rendement des actionk eendement de I'immobilier et se limitent a
considérer que le lien entre ces indices est eifeeh introduisant les corrélations.

Cependant, les corrélations n’introduisent paséfeddance de queues et s’averent donc limitées
en temps de crise. Ainsi avant de faire le choixdwaes modéles les plus pertinents, une réflexion
la structure de dépendance doit étre menée.

Y

Nos travaux s'articulent sur cette problématiquevisent dans la deuxieme partie a étudier la
structure de dépendance des indices présentéssiglen s'appuyant sur la théorie des copules. Nous
essayons dans la troisiéme partie d’exploiter, @iisant le modele d’Ahlgrim, les conclusions
formulées dans la deuxieme partie.

Il est rappelé que les démarches, les calculsehé&hodes présentés dans ce mémoire, notamment
lors de I'étude de la structure de dépendancesaivent dans un cadre plus général et peuvent donc
étre facilement adaptés a d’autres contextes.
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Partie |

Les générateurs de scénarios economiques,
problematique et données historiques

L'objet du premier chapitre de cette partie ested@nir sur la notion de scénarios économiques et
de présenter leur importance pour un organismesdfaace. Le second chapitre est consacré a la
présentation de la problématique et de la struglmeale du mémoire et tentera d’expliquer pourquoi
le coefficient de corrélation n’est pas une bonesume de dépendance. Enfin, le troisieme chaystre e
principalement consacré a la présentation desssdgedonnées historiques qui sont utilisées dans
notre étude. L'objectif de ce chapitre est de mamer analyse de ces séries afin de se mettre en
capacité d'estimer et d'interpréter convenablenehparametres lors du calibrage des copules et des
modeles présentés par la suite.
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Chapitre I-1

Générateurs de scénarios économiques

L’'objet de la premiere section de ce premier chapist de revenir sur la notion de scénario
économique et de présenter quelgues aspects camaat&son contexte d'utilisation et ses perspestiv
futures. La seconde section donne un apercu depdiitance de la génération de scénarios
économiques pour les organismes assureurs etalllesbesoin en termes de générateurs de scénarios
économiques dans le milieu de I'assurance.
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1. Générateurs de scenarios économiques

Dans le cadre de son pilotage technique, un ongenessureur ou un gestionnaire de fonds (un
fonds de retraite par exemple) doit développer téflexion sur la gestion de son actif. Cette
problématique n’est pas nouvelle et la projectionle long terme des valeurs du marché des actifs
financiers et des variables macroéconomiques, sbuappelée « génération d'un scénario
économique » constitue un exercice indispensabie lacadre des modeles ALM en assurance vie,
DFA en assurance non vie, ou encoreafabedded value.

Dans le livre Planchet, Thérond et Kamega [2009}etrouve la définition suivante d’un scénario
économique : « un scénario économique correspomadeaprojection de grandeurs économiques et
financiéres sur un horizon d'intérét ». Les gérainst de scénarios économiques, que nous écrirons
désormais GSE (en anglais ESGconomic Scenario Generajprmpeuvent produire des scénarios
contenant les différents indicateurs de I'éconortels que les taux d'intérét, le taux d’inflatioesd
prix et des salaires, le taux de rendement obligatée rendement des actions, le rendement de
limmobilier, les taux de change et le taux de chage (cf. Ahlgrim et al [2005]). La projection de
ces indices financiers et macroéconomiques pernteéteun gestionnaire de fonds d’avoir une
estimation des valeurs futures des couples rendsfrisques des actifs gérés (actions, immobilier,
obligations...) et une estimation de la valeur futuwhe passif (provisions techniques, dettes
financiere...).

Les grandeurs de I'économie qui intéressent urrassgont généralement celles qui ont un impact
sur le développement de son activité. Ainsi, lesaldes classiques des marchés financiers et de la
dette, que sont les taux d'intérét, la performades actions ou du foncier sont des grandeurs de
I’économie qui intéressent les assureurs dans freeou leurs évolutions vont conditionner le prix
futur des actifs financiers mais aussi les condgtide désinvestissement et de réinvestissemems.futu
En outre, linflation, dont I'évolution influe sues prix des actifs financiers et sur les prestatio
futures, apparait également comme une grandeupogétque d’intérét.

Les modéles permettant la construction des GSEdsptus en plus utilisés par les assureurs. La
construction des GSE est proposée dans plusieutglesno Ces modeles peuvent étre répartis en deux
catégories : les modéles composites et les moohdézgés.

Les modeles composites s’appuient sur une desmripii’hoc de chaque classe d’actif et les
rassemblent ensuite pour avoir une descriptionalgolypiquement on peut trouver un modéle ou les
actions et I'immobilier suivent le modéle de BlagkScholes, les taux d’intérét modélisés par le
modéle CIR et l'inflation qui suit le modéle de \tak. Bien que facile & concevoir, le seul lierrent
les différentes classes d'actifs est la corrélatienqui fait que la cohérence d’ensemble d'un tel
dispositif n’est pas assurée de maniere évidente.

Les modéles intégrés proposent une constructiamctatée de plusieurs classes d’actifs en
s'appuyant sur une variable explicative de réféericexemple classique de tels modéles est le
modéle de Wilki& ol les taux d'intérét, le prix de I'immobilier kt prix des actions sont décrits a
partir de l'inflation qui joue ici le r6le de la nable explicative. Les modéles intégrés proposent
général une description de linflation dont dérivées autres indices et donc les dynamiques de
I'ensemble des indices décrits dans le modele glostcohérentes que dans les modeles composites.
En plus du modele de Wilkie, d’autres modeéles irdggont développés. On peut notamment citer le
modeéle d’Ahlgrim et al [2005] présenté au chaplitré et le modéle de Brennan et Xia

Cependant, ces modeles (composites et intégrépyapmsent pas, en général, une étude de la
structure de dépendance entre les indices qu'itkéfiment et se limitent a considérer que le lietnee

! Le modéle est présenté a Planchet, Thérond et §@f2609] page 98.
2 Le modele est présenté & Planchet, Thérond et §af2€09] page 106.
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ces indices est simplement effectué en introduisastcorrélations. Bien que la mesure de la
dépendance par la corrélation soit une pratiquandye dans les milieux financiers, elle n’introduit
pas de dépendance de queues et s’avere donc lienittsmps de crise. Ainsi, avant de faire le choix
du ou des modeles les plus pertinents, une réfiesior la structure de dépendance des indices
modélisés doit étre menée. Cette problématiquawesteur de nos travaux et sera présenté dans la
partie Il.

2. Besoin en termes de GSE

Cette section est largement inspirée du livre PlancThérond et Kamega [2009] et tente de
revenir sur les besoins des assureurs en matiéseédarios économiques.

En effet, les besoins des assureurs en matiéreat@rsos économiques se sont développés ces
derniéres années. L’évolution de ces besoins espdocipalement a deux facteurs : I'évolution ae |
réglementation prudentielle et I'évolution de larcounication financiere des assureurs notamment en
matiere d’'évaluation des entreprises en assurances.

2.1. La réglementation prudentielle

La réglementation prudentielle a connu au fil dupge de nouvelles mesures réglementaires, dont
la mise en ceuvre, nécessite I'utilisation de séémagconomiques définis par le Iégislateur. Ces
générateurs sont généralement adverses et constite stress-tests de la solvabilité des entespris
d’assurance.

Nous allons nous contenter dans la suite de prrsquaelgues scénarios économiques fournis par
le législateur sans entrer dans le détail des lesticdu code des assurances. Pour plus
d’approfondissement se référer a ce code ou aallanchet, Thérond et Kamega [2009].

Les deux premiers scénarios économiques gue neéssmons concernent la provision pour aléas
financiers. Définie a I'article R331-3 du code @ssurances comme étant destinée a compenser la
baisse de rendement de l'actif, son calcul estiltéta I'article A331-2. Cet article explicite deux
scénarios. Le premier consiste a considérer quadefs financiers ne produiront des revenus qu'a
hauteur de 60 % du TME a la date du calcul. Le idgmo consiste a distinguer les titres obligataires,
pour lesquels un rendement a hauteur du TME esinaiderer, des autres titres et remplois pour
lesquels un rendement a hauteur de 75 % du TME& eshsidérer s'il s’agit d'investissement a court
terme et a hauteur de 60 % s'il s'agit d’investissat a plus long terme.

En ce qui concerne la gestion actif-passif, lesurasss doivent remettre trimestriellement un
rapport, I'état T3, a I'Autorité de Contréle dessisances et des Mutuelles (ACAM). Cet état décrit
les impacts d’'une variation des taux d’intérét dund baisse des cours boursiers sur les actifsset |
passifs des compagnies d’assurances et « s’iang le cadre d’'une démarche préventive, dont le
but est de faire que les acteurs du marché, emprennscience de I'impact potentiel de perturlpatio
brutales de leur environnement financier, se dalestoutils de gestion adéquatsBn revanche « il
doit permettre d’apprécier l'efficacité de l'outile gestion actif-passif existant au sein de
I'entreprise ». Dans ce cadre des chocs sur lesdas actions (jusqu’a -40 %), de I'immobilier
(jusqu'a -40 %) et sur les taux (de -300 pb a +gb(oar rapport a la partie entiere de la référence
TEC 10) devraient étre envisagés (Planchet, Thérond etega [2009]).

Aussi, le Iégislateur explicite a l'article A344-1&s modalités de calcul du test d’exigibilité qui
consiste en un stress-test de la capacité de teassa honorer ses engagements a un horizon de 5 an

® Commission de Contréle des Assurances : Rapphatidité 2000/2001.
“ Le TEC 10 est un indice quotidien des rendemesssethprunts d'Etat & long terme.
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Ce test « est pratiqué a partir d’hypotheses figaes standardisées. Ces hypothéses consistent, par
rapport a leur moyenne respective constatée stnoiesderniéres années :

- en une baisse de l'indice boursier de référeecg0d ;
- en une hausse de deux points des taux d’intérBolligation de référence ;
- en une baisse de 20 % des prix des transactiimshilieres. » (cf. A344-15)

Nous constatons que les chocs décrits sont statigue’appliquent a une assiette déterminée de
maniére prospective en intégrant les flux de tefs®m@ttendus des actifs & échéance au courstede cet
période et des prestations correspondantes.

Il apparait donc que, jusqu’a solvabilité 2, ledisdations de scénarios économiques demandées par
la réglementation avaient en commun un caract@tése : elles apparaissaient d’avantage comme
des stress-tests prudentiels que comme des prvigie I'évolution des indices financiers et des
variables macroéconomiques.

Par ailleurs, dans le référentiel Solvabilité #,dénération de scénarios économiques intervient au
moins a deux niveaux lors de I'évaluation de lavabilité globale d’'un assureur. Le premier niveau
concerne le calcul des provisions technigues velataux engagements d’assurance contenant des
options et des garanties financiéres. Le secorghnivoncerne I'estimation du capital de solvabilité
par le biais d'un modele interne.

2.2. Evaluation des organismes assureurs

Devenue un standard dans la valorisation des eigespd’assuranceethbedded valyeu valeur
intrinséque, d'une compagnie d’assurance-vie seitatomme la somme de I'actif net réévalué, de la
valeur actualisée des profits futurs sur les pslid@assurances actuellement en cours sous déduction
du codt du capital. Que ce soit a des fins de aaiens (fusions acquisitions) ou de communication,
les calculs de €mbedded valuese sont généralisés et nécessitent la génératioscéearios
économiques.

Globalement, la génération de scénarios économicsts aujourd’hui une problématique
incontournable pour les organismes assureurs é&mgat un passage obligé en matiere de gestion
d’organismes d’assurances et plus particulieremans la recherche d’allocation stratégique d’actif.

La grande majorité des générateurs de scénariowiigues modélisent la dépendance entre les
indices financiers par des corrélations. Cette ismtéon semble inadaptée a des situations extrémes
et peut conduire a sous estimer de maniére sigtiifec les besoins en capitaux notamment lorsgu'’il
s'agit de déterminer un quantile extréme d’unerithigtion engendrée par un grand nombre de risques
qui interagissent entre eux. Cette problématiqueesceur des travaux présentés par la suite et est
détaillée au chapitre suivant.
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Chapitre 1-2

Problématique et structure globale du mémoire

Face a l'importance et la nécessité de généresclasarios économiques, les assureurs doivent
développer une réflexion en matiére de modélisddaonpermettant de générer des scénarios réalistes
et estimant au mieux la tendance globale des iadioanciers et des variables macroéconomiques.
Ces estimations permettront, entre autres, a Fassud’estimer sa marge de solvabilité, et donc de
mobiliser les fonds nécessaires pour éviter leugste ruine (les assureurs devront a partir de 2012
estimer le niveau de fonds propre pour ne pase@treine sur un horizon d’un an avec une probabilit
99,5 %), et permet aussi une gestion plus évolE&odganisme assureur notamment en ce qui
concerne la détermination de [l'allocation optima&e les politiques de réinvestissement et de
désinvestissement futures.

Comme nous l'avons évoqué précédemment, plusiewdéles permettent de générer des
scénarios économiques (Wilkie, Brennan et Xia, Ahlyy Toutefois, la grande majorité de ces
générateurs de scénarios économiques modélisatéplandance entre les indices financiers et les
variables macroéconomiques par des corrélatiora. tieéat a plusieurs facteurs. Le plus classigie es
la simplicité des modéles a dépendance linéaingdledion) que ce soit au niveau de I'estimatioa de
paramétres qu’au niveau de la mise en ceuvre opénatie. Aussi, I'utilisation de modéles plus
développés (utilisant par exemple les copules) gantrer complexe notamment lors du calibrage ou
de la mise en ceuvre.

Les corrélations n’introduisent pas de dépendaecgueues et s’averent donc limitées notamment
en temps de crise. La premiere section de ce chdpintera d’expliquer pourquoi le coefficient de
corrélation n'est pas une bonne mesure de dépeaddac deuxieme section est consacrée a la
présentation de la problématique et la structurbaje du mémoire.

22



1. Pourquoi le coefficient de corrélation n’est-il pasune bonne mesure de
dépendance ?

La mesure de la dépendance des indices finan@eig poefficient de corrélation est une pratique
largement répandue dans les milieux financiersatémiques. Par exemple, les modéles du MEDAF
(Modéle d'évaluation des actifs financiers) et U&PT (Arbitrage Pricing Theory utilisent la
corrélation comme mesure de dépendance entre pigs®struments financiers et développent une
théorie essentiellement basée sur la normalitéi+veulite des rendements afin de construire un
portefeuille optimal.

Bien que la corrélation linéaire soit 'un des ogpis les plus présents, elle est aussi I'un des plu
mal utilisée. En effet, la corrélation est seuletnere mesure parmi d’autres (cf. chapitre 11-1u de
Kendall, rho de Spearman...) de la dépendance stigphasntre plusieurs variables. Le coefficient
de corrélation est la mesure canonique de la d&peeddans le cadre d’'un modéle multi-varié
gaussien et plus généralement pour les distribsiteliptiques (cf. chapitre 1I-1). Donc utiliser le
coefficient de corrélation pour mesurer la dépendaen dehors de ce cadre peut étre un générateur
d’erreurs fréguentes.

D’aprés Embrechts et al. [1999] la corrélationregtirellement utilisée pour décrire la structure de
dépendance lorsque la distribution jointe des islifinanciers étudiés appartient a la famille des
distributions elliptiques (cf. chapitre 1I-1). Isea noter que la famille des distributions eltjpts
contient la distribution normale et la distributida Student. Aussi, Embrechts et al. [1999] listest
principaux défauts du coefficient de corrélatiom. ®trouve notamment les points suivants :

- La corrélation linéaire n'est pas définie si kudes deux variances des deux variables aléatoires
considérées n’est pas finie. Il s’agit d’'un réedtpéme lorsque I'on considére des distributionsnaya
des queues épaisses. Cette situation peut étrentede lors de la modélisation des rendements des
actions.

- Le coefficient de corrélation de deux variabléatoires peut s’annuler sans que les deux vagable
soient indépendantes. L’exemple classique de ceeglnsituation, consiste a considérer une variable

normale : X = N (01) , et de calculer ensuite sa corrélation avec lmbrY = X?. La corrélation
s'annule bien queX et X? soient parfaitement dépendants.

- La corrélation linéaire n'est pas invariante sasformations croissantes non linéaires. Cela
signifie que d’'un point de vue économique et infationnel, le coefficient de corrélation linéairest
pas une mesure de dépendance cohérente. Par exdingbeechts et al. [1999] affirme que la
corrélation entre un couple de variables (deuxceslfinanciers)X etY est en général différente de
la corrélation entre le couple de variabkeX) et In(Y). Cela veut dire que les coefficients de

corrélation sont différents bien que le contenorimiationnel dans les deux couples soit le méme.

- Le coefficient de corrélation ne peut étre cadcgu’'a partir des deux volatilités du couple de
variables aléatoires étudié. Se limiter aux coedfits de corrélation pour décrire la dépendance
signifie que I'on ne peut étudier celle-ci indépaminent de la volatilité. Or un bon nombre d'études
et de modéles (Heston [1993]) affirme que la vii&tsuit un processus stochastique et dans ce cadr
I'étude de la structure de dépendance devient amapl

Ainsi le coefficient de corrélation linéaire ne et pas d'étudier, de maniéere réaliste, la strectur
de dépendance d'un ensemble d’'indices financiersmatroéconomiques. Il existe toutefois une
alternative a la fois plus consistante et plusistalpermettant une étude plus développée de la
dépendance. Il s'agit de la théorie des copuletreNwoblématique s’inscrit dans ce cadre et s'agppu
sur cette théorie pour proposer une méthode plalist& et plus générale permettant une étude
correcte de la structure de dépendance entre urembhs de variables financieres et
macroeéconomiques.
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2. Problématique

L’étude de la structure de dépendance des indicasdiers et macroéconomiques d’un générateur
de scénarios économiques constitue le coeur de ravauk. Notre objectif est de présenter un
ensemble de méthodes et d’outils permettant d’estda maniere réaliste et affinée les performances
a long terme d'un fonds d'actifs géré par un orgam@ assureur (classiguement composé
d’obligations, d’'actions et d'immobilier).

Dans ce cadre, il est particulierement intéresdattidier la structure de dépendance et I'évolution
des taux d’inflation, des taux d’'intérét a longnter des taux d’'intérét a court terme, du rendement
d’'un investissement en actions et du rendement idgstissement en immobilier. Les projections de
ces indices peuvent servir pour étudier les foruig bbs supports d'investissement sont, entre switre
les obligations, les actions et 'immobilier.

Il est a noter que les démarches, les calculsenéghodes présentés dans ce mémoire, notamment
lors de I'étude de la structure de dépendanceptie Il), s'inscrivent dans un cadre plus génétal
peuvent donc étre facilement adaptés a d'autresextms comme I'étude de la structure de
dépendance des indices boursiers (nationaux etnatienaux) ou l'étude de la structure de
dépendance des prix des matiéres premiéeres... ioelpg globale consiste a considérer un ensemble
d’indices financiers et macroéconomique dont I'étdé la structure de dépendance permet de chaisir,
parmi un ensemble de copules, la copule adaptéedanmées historiques. Cette copule peut étre
utilisée ensuite pour projeter ces indices en pagsar un modeéle décrivant leurs dynamiques. La
figure suivante schématise cette approche :

Figure 1 : Schéma de I'approche globale

Choix du modéle
mathématique des
indices financiers.

Ensemble de copules
Gauss, Student,
Gumbel...

Données historiques
des indices financiers,

Choix de la copule
optimale parmi les
copules présélectionnées)

Calibrage du modele
mathématique.

Projections et/ou exploitatior]
du modeéle en prenant en
compte la copule optimale.

En ce qui concerne les travaux présentés dans meines;

- Les indices financiers et macroéconomiques éustét : le taux d'inflation, le taux d'intéréta@nb
terme, le taux d’intérét a court terme, le rendanténn investissement en actions et le rendement
d’un investissement en immobilier.

- Les copules retenues sont des copules classiquaiheliées en finance (en général dans le cadre
d'un modeéle bi-varié) & savoir : la copule gaussgena copule de Student, la copule de Cook-
Johnson, la copule de Gumbel et la copule de Franck
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- Le modéle d’'Ahigrim et al. [2005] est utilisé pola projection des indices financiers et
macroéconomiques (cf. partie 1l1).

Le mémoire se compose donc de trois parties pEseot-dessous.

2.1. Partie |: générateurs de scénarios économiquesplpématique et données
historiques

La premiere partie reprend la notion de génératderscénarios économiques et décrit de maniére
succincte la place de la génération des scénacmsoéniques en assurance. Le second chapitre de
cette partie présente la problématique du mémoieteoisieme présente les données utilisées léans
cadre de cette problématique.

2.2. Partie Il: la structure de dépendance des indicefinanciers et
macroeéconomiques

Nous présentons dans cette partie les démarchks ehéthodes qui permettent d’extraire la
structure de dépendance d’'un ensemble d’indicédesrifiant la copule adaptée a leurs historiques.

L’identification de la copule adaptée aux donnéesliées est une problématique aussi importante
qgue son utilisation : quelle est la copule quiégflle mieux la structure de dépendance des données
considérees?

La réponse que nous apportons a cette questioasseshbir un ensemble de copules paramétriques
prédéfinies et sur la série de données que I'on éudier. Plus précisément, si nous disposons d’un
historiqgue ded indices financiers, alors la démarche proposéeng@iede sélectionner la copule
paramétrique la plus adaptée a I'historique p#mcopules paramétriques présélectionnées.

L'ensemble que nous avons retenu contient cinglesmprésentant cing structures de dépendance
différentes. Il s’agit de la copule gaussienne;dpule de Student, la copule de Franck, la copele d
Gumbel et la copule de Cook-Johnson.

Genest et Rivest [1993] proposent une procédur@epumet de comparer un ensemble de copules
archimédiennes. Cette procédure exclue donc lalegmussienne et la copule de Student et n'est
donc pas adaptée a notre étude.

Notons finalement que les conclusions que l'on pfaite a lissue de cette partie sont
indépendantes du modéle mathématique qui peutreddes dynamiques des indices financiers et ne
dépendent que des séries historiques retenues.

2.3. Partie lll : modélisation et simulation

Cette partie consiste en une réflexion sur la nisatdn des indices présentés ci-dessus en
intégrant les conclusions formulées a l'issue déelaxieme partie. Le modéle qui est a la base ttie ce
réflexion est le modéle d’Ahlgrim. L'un des objdstde ce volet est de projeter les indices en gurest
ce qui peut servir ensuite a évaluer les performsudéun fonds composé d’obligations, d'actionseet d
immobilier.

Avant de se lancer dans la recherche de la comtienale, il est particulierement intéressant
d’étudier les données historiques des indices fiileas et macroéconomiques retenus, et ce afin de se
mettre en capacité de mieux interpréter et expl@terésultats observés lors de I'étude de laktra

® Cette méthode étend celle présentée par KharcakitBmalala [2008] oul la mise en ceuvre ne conoguee
les copules bi variées.
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de dépendance ou lors du calibrage et la projediiomodele d’Ahlgrim. Le chapitre suivant présente
donc les séries de données historiques utiliséeslasemble des travaux.
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Chapitre 1-3

Présentation des données

Comme nous l'avons évoqué au chapitre I-2, nous mogéressons a la génération de scénarios
économiques dont les indices financiers et macra@oa@ues sont le taux d'inflation, le taux d'intéré
a long terme, le taux d'intérét a court terme, dadement d’un investissement en actions et le
rendement d’'un investissement en immobilier. Paurouganisme assureur, la génération de tels
scénarios doit intégrer une perspective de moyelomg terme dans laquelle s’inscrit la gestion de
son actif. Cette perspective doit étre prise enptenors de I'estimation des paramétres du modele
retenu. De maniére plus précise, la profondeurhigtdrique et I’horizon de projection doivent étre
cohérents.

Ce chapitre est principalement consacré a la ptetsem des séries de données historiques qui sont
utilisées dans notre étude. L'objectif est de manex analyse de ces séries afin de se mettre en
capacité d’estimer et d'interpréter convenablenhemiparameétres lors du calibrage des copules et des
modéles présentés par la suite. Cette estimatibréle effectuée sur une plage temporelle large av
une fréquence significative. Cela permet, dans temjer temps, une meilleure estimation des
parameétres et permet, dans un second temps, der dapstructure de dépendance des indices
financiers étudiés.

Les séries de données retenues datent de jan@@ra fuin 2009, et couvrent donc une période
d’environ 13 ans, ce qui est cohérent avec un boride projection a moyen terme. Aussi, la
construction de ces séries de données s’est appuyées sources utilisées par Friggit [2007] et &ni
part la série historique du rendement de I'immebijlgui est a fréquence trimestrielle, toutes idsea
séries sont a frequences mensuelles.

Les statistiques descriptives classiques de chiagliee financier sont présentées dans la suite. Le
test de Jarque-Bérast retenu pour tester la normalité. Pour ce lthgphothése nulleH , est celle de

la normalité de l'indice. Ce test vaut 1 si on pesfiserH, avec un niveau de significativité de 5 %
et vaut 0 sinon.

® Pour les lecteurs intéressés, se référer & Belargtie [1980] ou consulter l'aide en ligne Matkaib le site de
Mathworks : http://www.mathworks.com/access/helfdesp/toolbox/stats/jbtest.html.
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1. Le taux d’inflation

L’historique du taux d’inflation est construit arpade l'indice des prix & la consommation (IPC)
publié sur le site de 'INSEE Cet historique correspond a I'lPC de la Francé2em a périodicité
mensuelle et est régulierement mis a jour depugiga 1990. Cet indice est utilisé pour calculer le
taux d'inflation annuel a fréquence mensuelle (taux 12 mois glissants) entre janvier 1997 et juin
2009. Plus précisément, le taux d'inflation anrauemoism s’écrit :

IPC,,
O =INC——)
II:)Cm—12mois,

ou IPC,, estl'indice des prix & la consommation au muis

Le tableau 1 (page 31) présente les statistiquesriggves classiques du taux d'inflation annuel
(entre janvier 1997 et juin 2009. La figure suiifustre I'évolution du taux d’'inflation entrerjaier
1997 et juin 2009. On observe en particulier l¢ faveau de l'inflation en 2008 et la chute brutale
jusgu’a des niveaux négatifs, en 2009 suite aise ¢inanciere.

Figure 2 : Evolution du taux d'inflation, du taux long nominal et du taux court nominal (janvier 1997jin

2009)
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" www.indices.insee.fr/bsweb/servlet/bsweb.
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2. Le taux d'intérét nominal a long terme

Le taux nominal a long terme retenu corresponchax imoyen des emprunts d’état (TME) publié
par la Caisse des Dépbt et des Consignations sitelele la Banque de FraficEet historique est
régulierement mis a jour et commence au mois degat970.

L’historique des taux d’intérét réels a long terest construit & partir des valeurs historiques des
taux d'intérét nominaux a long terme auxquels dgranehe les valeurs historiques du taux d’inflation

Donc le taux réel a long terme au moiss’écrit :
[ oo =

m'réel — m' nominal _qm
Le graphe ci-dessus illustre I'évolution du taumt®rét nominal a long terme et le tableau 1 (page
31) présente ces statistiques descriptives classi@ntre janvier 1997 et juin 2009).

3. Le taux d’intérét nominal a court terme

Le taux nominal & court terme retenu correspontaex moyen du marché monétaire (TMM ou
T4M) publié par la Caisse des Dépét et des Consamsasur le site de la Banque de Fran@et
historique est régulierement mis a jour et commencmois de janvier 1952.

L’historique des taux d'intérét réels a court teres¢ construit a partir des valeurs historiques des

taux dintérét nominaux a court terme auxquels etranche les valeurs historiques du taux
d’inflation. Donc le taux réel au moi¥ s’écrit :

m r.réel - mrnomin al qm

Le graphe ci-dessus illustre I'évolution du tauxntBrét nominal a court terme et le tableau 1
présente les statistiques descriptives classiqudauk d’intérét nominal a court terme (entre janvi
1997 et juin 2009).

4. Le taux de rendement des actions

Afin de construire I'historique des rendements desions, I'indice SBF 250 avec dividendes
réinvestis {otal return) a été retenu. Le choix de cet indice répond & dentraintes :

Une contrainte de cohérence : un placement ennggtiesede deux sources de rendement : le gain
en capital (plus value) et les dividendes. Ainin gue le rendement des actions soit comparable et
cohérent avec le rendement de I'immobilier, a l&tibn et aux taux d’intérét, I'indice que nous aso
retenu suppose que les dividendes sont réinvestis.

Une contrainte de diversification : les assurewrsspdent des portefeuilles en actions largement
diversifiés. L'indice SBF 250, regroupant les 2%8rpieres capitalisations de l'indice CAC All Shares
(CAC All Shares regroupe toutes les sociétés catéeactions a la Bourse de Paris), semble le plus
adapté lors du calcul du rendement d'un portefeddirgement diversifié sur le marché boursier
francais.

L’historique de I'indice SBF 250 avec dividendemvéstis est en téléchargement libre sur le site
d’Euronext’ et est régulierement mis & jour depuis le moidétzmbre 1990.

8 www.banque-france.fr/fr/statistiques/base/statmni/tmf_mens_france_fr_tauxmarfinan.htm.
® www.banque-france.fr/fr/statistiques/base/statmonl/tmf_mens_zeuro_fr_tauxmarmonet.htm.
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Le rendement annuel au mais est calculé avec la formule suivante :

s, = In(—"dm_)

ind

m-12mois

ou ind, représente l'indice du SBF 250 avec dividendesvestis au moidm. La figure suivante

illustre I'évolution du rendement annuel et de ddatilité sur 12 mois glissants du rendement annuel
entre janvier 1997 et juin 2009. On observe eniqdigr les chutes brutales du rendement lors des
deux derniéeres crises 2003 et 2008. Il est & mpterla volatilité est calculée chaque mois comme la
volatilité des rendements annuels des 12 mois gdaétde mois du calcul. Par exemple, la volatilité
annuelle au 01 janvier 2009 est la volatilité desxdements annuels au 01 de chaque mois, de février
2008 jusqu’au janvier 2009.

Figure 3 : Evolution du rendement annuel et de ladatilité du SBF 250 dividendes réinvestis (janvier

1997-juin 2009)
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On observe que la volatilité est plus forte quandehdement annuel atteint des niveaux bas. Cela
s'illustre plus clairement dans le graphe suivamte(droite en tiret donnant la tendance linéaite es
ajoutée) ou I'on observe que la volatilité a urlaral décroissante en fonction du rendement et donc
les périodes de fortes volatilités peuvent étre@éss aux périodes de faibles rendements.

10 www.euronext.com/editorial/wide/editorial-7350-RRnl.
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Figure 4 : Evolution de la volatilité (ordonné) enfonction du rendement (abscisse)
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5. Le taux de rendement de I'immobilier

L’historiqgue du rendement de I'immobilier est cangta partir de l'indice des prix des logements
en France (IPL) disponible sur le site de I'INSEECet indice est & fréquence trimestrielle et est
régulierement mis a jour depuis le premier trimeeshe I'année 1996. L'IPL est utilisé pour calcuéer
rendement annuel de 'immobilier a fréquence trimelte (rendement sur 4 trimestres glissants)eentr
le premier trimestre de 1997 et le second trimed#r2009. Plus précisément, le rendement annuel de
limmobilier au trimestrem s’écrit :

Im_, = |n(L

IPL, )

m—4trimestre
ou IPL, estlindice des prix des logements au trimestre

La figure suivante illustre I'évolution du rendememnuel de I'immobilier entre janvier 1997 et
juin 2009. On observe en particulier la chute Beugan 2009 a cause de la crise financiére.

1 \www.indices.insee.fr/bsweb/serviet/bsweb?action=BSCHGUIDEE&BS_IDARBO=05000000000000.
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Figure 5 : Evolution du rendement de l'immobilier (anvier 1997-juin 2009)
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6. Statistiques descriptives

Les deux tableaux suivants présentent les stategtiqlescriptives de base et la matrice de
corrélation de I'ensemble des séries objet ded&tu
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Tableau 1 : Statistigues descriptives classiques

Taux d'inflation | Taux long nominal | Taux court nominal | Action Immobilier
Moyenne 1,56 % 4,53 % 3,10 % 6,70 % 6,97 %
Volatilité 0,74 % 0,67 % 0,91 % 26,36 % | 5,61 %
Médiane 1,62 % 4,41 % 3,19% 1553%| 7,76 %
Maximum 3,55 % 5,87 % 514 % 4517 % | 14,85%
Minimum -0,49 % 3,17 % 0,68 % -53,58 %| -9,75 %
Skewness -0,03 0,12 -0,11 -0,70 -0,80
Kurtosis 3,16 2,01 2,71 2,32 3,53
Test Jarque-Bera 0 1 0 1 0

Tableau 2 : Matrice de corrélation sur I'ensemble d I'historique
Taux d'inflation | Taux long nominal | Taux court nominal | Actions | Immobilier

Taux d'inflation 100,00 % -76,88 % -50,80 % -17,32 %| 48,73 %
Taux long nominal -76,88 % 100,00 % 72,59 % 25,08 % | -54,86 %
Taux court nominal -50,80 % 72,59 % 100,00 % 11,20% | -42,45%
Actions -17,32 % 25,08 % 11,20 % 100,00 %| 30,27 %
Immobilier 48,73 % -54,86 % -42,45 % 30,27 % | 100,00 %

On observe que les séries présentées dans ceteepgtisentent un coefficient d'asymétrie négatif
(ce coefficient est égal a 0 pour une distributionrmal) et certaines séries (le taux d'intérét maina
long terme et le rendement des actions) présedemntoefficients d’aplatissement significativement
différents de 3 (valeur du coefficient pour undritisition normale). Aussi, mis a part le taux darét
nominal a long terme et le rendement des acti@ssalitres séries répondent positivement au test de
normalité de Jarque-Bera.

De la méme fagcon que la différence des coefficiebasymétrie et d’aplatissement révéle des
différences distributionnelles importantes entre iledices, les différences observées au niveau des
coefficients de corrélation suggerent une grangersité des structures de dépendance des séries bi-

variées.

La mesure de la dépendance par la corrélation eefmsdamentalement sur I'hypothése de
normalité multi-variée (et donc sur I'hypothese dee lois marginales sont normales). Or nous
observons que deux des cing séries étudiées nad@mpopas au test de normalité de Jarque-Bera.
Cela signifie que la distribution multi-variée d#sq indices objet d’étude n’est pas normale. Aissi
contenter de décrire la structure de dépendancéapmple mesure des coefficients de corrélation
s'avére insuffisant et peut étre une source d'eriees chapitres de la partie Il tentent de propose
méthode pour décrire de maniére plus réalisterlectsire de dépendance d’'un ensemble de variables
en partant de leurs historiques. La structure deemigance du taux d'inflation, du taux d’intérét
nominal a long terme, du taux d'intérét nominal aurt terme, du rendement des actions et du
rendement de 'immobilier sera examinée au chagitle la partie Il.
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Partie Il

La structure de dépendance des indices
financiers et macroéconomiques

Nous essayons a travers cette partie de proposedémarche purement empirique permettant
d’'extraire la structure de dépendance d'un ensembleariables (financieres, économiques...) en
partant de leurs historiques. Cette démarche dengishoisir la copule paramétrique la plus adaptée
parmi la copule gaussienne, la copule de Studeeppule de Frank, la copule de Gumbel et la copule
de Cook-Johnson. Ce choix se base essentiellemelet salcul de la distance entre ces copulessapré
les avoir calibrées, et la copule empirique.

Pour ce faire, il est nécessaire de disposer denaité de probabilité de chaque variable étudiée
ainsi que la densité de probabilité jointe. Nougisageons de déterminer ces densités empiriquement
par un estimateur a noyau gaussien (cf. chapit®).liCes densités empiriques permettent de
déterminer la copule empirique.

Le premier chapitre comprend un rappel sur lesidigtons multi-variées et les copules et présente
des méthodes de calibrage concernant notammerpees retenues dans le cadre de notre étude. Le
second chapitre présente une démarche de constrwgs densités de probabilité marginales et la
densité jointe d'un ensemble de variables aléa@repartant de leurs historiques. Cette constructi
se base sur les travaux de Silverman [1986]. Elditrpisieme chapitre présente la démarche aesuivr
pour trouver la copule paramétrique optimale pdewmicing copules étudiées. Le quatrieme chapitre
illustre une application de la démarche sur lescexlfinanciers et macroéconomiques présentés au
chapitre 1-3.
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Chapitre 11-1

Représentation des lois multi-variées par les copes

La copule est devenue un outil de base dans la lisatién des distributions multi-variées. La
connaissance de cet outil probabiliste est esdlentée 'appréhension de nombreux domaines
d’'application de la finance quantitative et de d@mnce : mesure du risque multiple de crédit,
évaluation de produits de crédits structurés, capbn de la performance deedge fundsmesure du
risque multiple de marché, gestion de portefeldll¢’aide de simulations Monte Carlgyicing
d’options a plusieurs sous-jacents, etc.

Une mesure de dépendance régulierement utilisééa egtrrélation linéaire. Cet indicateur est
performant lorsque la relation de dépendance eghilie et I'univers considéré gaussien, cadre
d'analyse rare en général. Pour remédier a celas ravons recours a d'autres indicateurs de
dépendance comme le tau de Kendall ou encore ldgHapearman (ces deux mesures sont définies
dans la suite). En outre, contrairement au coefiicde corrélation, un intérét pratique a I'utilisa

des copules consiste en la possibilité de modéasgépendance d’événements extrémes.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudierons emipr lieu les définitions et propriétés
fondamentales des copules en explicitant quelguesges de copules paramétriques, pour ensuite,
analyser leur mise en ceuvre pratique via des méshdd simulation et d’inférence statistique. Une
attention particuliere est accordée aux cing capglé nous intéressent dans le cadre de notre etude
la copule gaussienne, la copule de Student, laleajmiFrank, la copule de Gumbel et la copule de
Cook-Johnson.
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1. Rappel sur les fonctions de répartition

La bibliographie étant abondante, nous nous linsitdans cette partie & définir et lister quelques
propriétés de la fonction de répartition sans erdens le détail des démonstrations. Pour plus de
détails le lecteur pourra se référer a Jacod [ZDIR2] ou a ENPC [2008]. On suppose dans la suite

que I'on dispose d'un espace probabil{§& A, P) surl].

1.1. Fonction de répartition uni-variée

1.1.1. Définitions

Soit Y une variable aléatoire réelle. On appelle fonctam répartition deY la fonction
F:0O - [0]], parfois notéeF, , définie parF (y) = P(Y < y) pourtouty ][0 . F est cad-lag.

Linverse généralisé dE , noté F ™ est la fonction croissante continue a gauchen'rééﬁur]o,l]
par :

F(a)=inf{lyO00,F(y) 2 a}
Si la fonctionF est bijective dé.] dans]O,][, I'inverse généralisé et I'inverse coincident.

L'inverse généralisé de la fonction de répartitipermet d'introduire la notion de quantile tres
utilisé en statistique. En effet, p(mEl]O,l], la quantit¢ F '(a) s’appelle le quantile ou fractile
d’'ordre a de la loi deY .

1.1.2. Propriétés

La fonction de répartitiorF est croissante, continue a droite et admet leelin® en— et 1
en+ o . Elle vérifie en outre les propriétés suivantes :

a. La fonction F™ est croissante et continue & gauche et on a Vékrice suivante pour
touty 00 et touta 0]07] -

F(yy)2a - y=F™(a)
b. Pour toutad]01] , on a F(F*(a))2a avec égalité siF (a)>-o et si F est
continue enF () .

c. Soit U une variable aleéatoire de loi uniforme {Lﬁ);l] La fonction F est la fonction de
répartition de la variable aléatoife™(U) .

d. Soit Y une variable aléatoire a valeurs ddds de fonction de répartitio- . Si F est
continue, alors=(Y) est de loi uniforme SL{rO,l].
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Figure 6: Fonction de répartition et densité de prbabilité d'une loi normale centrée réduite
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1.2. La fonction de répartition multi-variée

On peut caractériser la loi d'une variable aléatoiectorielle a I'aide de sa fonction de répanitio
multidimensionnelle. Soid 21, a=(a,,...,a,) et b=(b,....b,) dand1?, on note dans la suite
asbsia <b pourtoul<i<d.

Soit d =1 et X une variable aléatoire a valeurs darfs On appelle fonction de répartition de
X la fonctionF : 0% - [0]], parfois notéeF, définie parF(x) = P(X < x) pour toutx 10,
En plus si elle admet une densité alors celleémird’:
gz OF
0X, .. 0Xq

Figure 7 : Densité de probabilité jointe de deux vdables aléatoires normales centrées réduites
indépendantes
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Par ailleurs, la connaissance de la fonction dartiipn jointe permet de déterminer les lois
marginales des variables aléatoires aussi biedeguestructure de dépendance. Cependant, il est rar
de disposer de la fonction de répartition jointexdddes modeles mathématiques ou seules les
marginales sont décrites. La fonction copule asdan contexte, un réel intérét car elle permet, en
partant des lois marginales, de déterminer la fonate répartition jointe tout en ayant un contigilie
la structure de dépendance.

2. Copules : définition et propriétés

Les propriétés des copules sont nombreuses eesati®bjet de cette section n’est pas de toutes
les recenser mais de présenter les définitioresgropriétés utiles pour la suite. Pour plus deildgt
d’approfondissement, le lecteur pourra se réféndivee de Nelson [1999] ou a celui de Joe [1997].

2.1. Définitions

Une fonctionC :[0,1]d - [0,1] est appelée copule de dimensidn ou simplement copule, £
est (la restriction é{O,l]d de) la fonction de répartition d’'une variable &é® U = (U,,...U,)a
valeurs dans0%, ol les variables aléatoired,...,U, sont de lois uniformes su[O,l] :
C(u) = P(U < u) pour toutu [ [O,l]d .

Soit X =(X,,...,X4) une variable aléatoire a valeurs dan$ de fonction de répartitiofr . Pour
1<k<d, soit F, la fonction de répartition de&X, . Une copule pourX est une copule vérifiant
F (X, Xg) = C(F,(X,),....Fy (X4)) pour toutx = (X,,...,X,) 00

d
L’'exemple le plus simple est la copu&u,,...,uy) = H U, qui est la fonction de répartition des

variables aléatoires indépendantes....U , de lois uniformes SL[IO,].].

Le théoréme suivant (Sklar [1959]), précise le ligfini par la copuleC, entre les fonctions de
répartition marginales uni-varieel,,...,F, et la distribution compléte multi-variéé . On peut
trouver la démonstration de ce théoréme dans NE1889], Sklar [1959] ou ENPC [2008].

2.2. Théoreme de Sklar

a. Soit C une copule ef~,...,F, des fonctions de répartition de variables aléeso& valeurs
dans[]. La fonction F définie parF (x,,...,X;) = C(F,(X,),...,F4 (X)) est la fonction de

répartition d’une variable aléatoire & valeurs daifs

b. Soit X =(X,,...,X4) une variable aléatoire a valeurs ddnd. Il existe une copule pour

X . Si en plus les fonctions de répartition des \dem aléatoiresX,...,X, sont continues, alors la
copule est unique.

Nous remarquons donc gu’une copule permet d’exprime fonction de répartition multi-variée
en fonction des fonctions de distributions margeadt que celle-ci contient toute I'information &ur
structure de dépendance.
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Par définition, une copule est une fonction de m#jmn d'un vecteur de variables aléatoires
uniformes sur[O,l]. Donc sa densité, lorsqu’elle existe, correspofadifférentiation de cette copule

(cf. la section 1.2 de ce chapitre). L'intérét devailler avec la densité de la copule est de pouvo
séparer la structure de dépendance des densitgmalas comme le montre la section suivante.

2.3. La densité d’'une copule

Si nous supposons que les distributions marginkles.,F, et C sont différentiables, alors la
densité jointe de la variable aléatoe = (X,...,X,) prend la forme suivante :

(X0 Xg) = F0X)- Ty (X )e(FL (%), Fy (X4))

ou, pourl< k<d, f, estla densité de probabilité dérivéefdg f est la densité jointe issue de
et C estla densité de la copule définie par :
_o'c
ou,..0u,
Nous constatons ainsi que l'on peut séparer laidensinte en deux blocs. Le premier:
c(f,(x),...,f4(X4)) , contient I'information sur la structure de dépamck des variables aléatoires

X,...,X4. Le second est le produit des densités margin@kda montre que les copules représentent

un moyen d’extraire la structure de dépendance adelidtribution jointe et de la séparer des
comportements marginaux.

Il est possible donc de caractériser la densitéadeopule entierement par la densité jointe et les
densités marginales. En effet, si on suppose dteest une fonction de répartition admettant la

densité continuef , alors les lois marginale§,,...,F, sont continues et admettent des densités

notées respectivemerft,..., f, et la copule d&= admet la densit€ définie par :

f(F, ™ (u,),...Fs (uy))
fL(F (U)o (Fy ™ (uy))

Cette écriture va permettre d’estimer la densitgn@’ copule a partir de I'estimation des lois
marginales et de la loi jointe.

c(uy,...,uy) =

Comme nous l'avons souligné au chapitre 1-2, laréation est une mesure adaptée aux
distributions elliptiques. En dehors de cet universus avons recours a d’autres indicateurs de
dépendance comme le tau de Kendall ou encore ldagl8pearman. L'idée est de généraliser la notion
de corrélation et de synthétiser, dans un indicatemérique, l'intensité du lien entre deux vaesbl
aléatoires. La section suivante présente ces aelisaiteurs.

2.4. Tau de Kendall et rho de Spearman

Le tau de Kendall et le rho de Spearman sont deesuras de concordance bien connues en
statistiques. Elles donnent une mesure de la atigglentre les rangs des observations, a la diftér
du coefficient de corrélation linéaire qui lui appie la corrélation entre les valeurs des obsenstti
Elles offrent par ailleurs I'avantage de s’exprinsgnplement en fonction de la copule associée au
couple de variables aléatoires. Ces notions figudams plusieurs travaux comme Cadoux et al.
[2006], Embrechts et al. [2002], Demarta et McN21l04] et Lindskog et al. [2003].
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2.4.1. Tau de Kendall

Le tau de Kendall joue le méme rble pour les famtide dépendance que le coefficient de
corrélation linéaire pour la distribution gaussienh’estimation de ce parametre permet de calibrer
certaines copules notamment la copule de Studémtepule gaussienne.

Soient (X, X,) un couple de vecteurs aléatoire{ ¥t ', X,"') un couple de vecteurs identique a
(X4, X,) (une copie en tout point identiqueg X, , X,) ). Le tau de Kendall s’écrit alors :
(X, X,) = P{(X, = X,")(X, = X,") >0} = P{(X, = X,")(X, - X,") < O}

Le tau de Kendall n'est autre que la différencaestd probabilité de concordance et celle de
discordance. SiIC est la copule associée au coulf¥,,X,) I'expression du tau de Kendall
devient :

1(X;, X,) =4 [[Cu;,u,)dC(uy, u,) ~1=1-4 [[9,C(uy,u,)d,C(u;, u,)du,du,
[oa]® [oaf
Ce qui peut s’écrire encorb(,U, sont de loi uniforme SL{IO,].]) :

r(X;, X,)=4E(C(U,,U,)) -1

Si on dispose d'un échantillon d’observations déetal de (X, X,), (X;,X5)er,» ON peut
construire un estimateur empirique du tau de Keéndzelui-ci est donné par la formule suivante :

j-1

(- 1)2; =l

J

F(X,X,) sigrf(x! - x)(x} = x,)}

La fonction sign(z) est égale a 1 s est positif et a -1 st est strictement négatif.

2.4.2. Rho de Spearman

Le rho de Spearman est la corrélation entre lestifims de répartition marginales des deux
variables aléatoires du coup(&,, X,) . On peut écrire le rho de Spearman en fonctionogficient
p de la corrélation linéaire de Pearson comme suit :

Ps(X1, X,) = p(F(X,), F,(X,))

ou F, et F, sont les fonctions de répartition respectivesXgeet X,. Si C est la copule associée au
couple (X;, X,) I'expression du rho de Spearman devient :

P,(X1, X;) =12 [[uu,dCu;,u,) =3=12 [ [ C(u;, u,)dudu, -3

[o]? [oaf?

Si on dispose d'un échantillon d’observation déletal de (X, X,), (X{,X5)er, ON peut
construire un estimateur empirique du rho de SpaarnCelui-ci est donné par la formule suivante :

> (@ -a)b -b)
PIX;, X;) =2

[E@-ar 3o -by

. , i . i __ 13
ou, pour tout<i <T, a estlerang d&; , b celui dex; et on note Z :—z zZ .
i=1

41



Comme le coefficient de corrélation, le tau de Kahet le rho de Spearman sont des mesures de
dépendance globales. Il est toutefois intéresséenachiner la dépendance sur les queues de
distributions. Ce point fait I'objet de la sectisaivante.

2.5. Dépendance sur les queues de distributions

Le concept de dépendance de queue fournit uneipiscrde la dépendance au niveau des queues
de distribution, tres intéressante pour étudieulvenance simultanée de valeurs extrémes. C'est un
mesure locale contrairement au tau de Kendall ehawle Spearman qui mesurent la dépendance sur
'ensemble de la distribution. On peut retrouves BEfinitions et les propriétés qui suivent dans
Cadoux et al. [2006] ou dans le livre Kharoubi-&aknalala [2008].

Le coefficient de dépendance de queue inférieurdéower tail dependence coefficiede deux
variables aléatoireX; et X,, de fonctions de répartition respectiieset F, , est défini par (lorsque
la limite existe) :

AL (X, X,) = Iirg P(X, < F Y (a)! X, <F,*(a))

Le coefficient de dépendance de queue supérieurgpper tail dependence coefficieté deux
variables aléatoireX; et X,, de fonctions de répartition respectiieset F, , est défini par (lorsque
la limite existe) :

Ay (X1, X5) = lim P(X, > R (a)/ X, > F; (@)
a-1
Soit C la copule associé &, et X, . Alors la dépendance de queue inférieure et lamigmce de

gueue supérieure s’écrivent :

C(u,u)
u

A (X, X,) = lim
u-0*

1-2u+C(u,u)

A, (X, X,) = lim
u-1"

On dit que les variables aléatoire§, et X, sont asymptotiguement dépendantes au niveau
supérieur de la queue de distribution (ou dépeedastr les queues a droite) 4, D]O,l] et
asymptotiquement indépendantes au niveau supéteela queue de distribution g, = 0. Lorsque
A, >0, cela signifie que les valeurs extrémes positboeg corrélées.

De maniére symétrique, les variabl¥s et X, sont dépendantes au niveau inférieur de la queue
de distribution (ou dépendantes sur les queuesiéhgi siA, D]O,l] et elles sont indépendantes si
A, =0. Cela signifie que lorsquéd, >0, alors les valeurs extrémes négatives sont cesélé

Il existe des copules ne présentant pas de dépemdargueues a I'image de la copule de Franck et
de la copule gaussienne présentées par la suitsi, pbur la copule gaussienne, méme avec une forte
corrélation les rendements extrémes sont asymptatignt indépendants. Cela indique que la
corrélation linéaire est mal adaptée aux situatiextsémes, notamment les périodes de crise. La
section suivante présente quelques exemples defailles de copules : les copules elliptiquesest |
copules archimédiennes.
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3. Exemples de copules paramétriques

L’objectif de notre étude est de trouver une copp@amétrique adaptée a la structure de
dépendance d'un ensemble d'indices financiers atre@déaonomiques. La recherche de la copule
optimale est réalisée sur un ensemble de cing espdlectionnées priori et présentées dans cette
section. La flexibilité, la simplicité analytique k& diversité des formes de dépendance sont, entre
autres, les criteres du choix de ces copules. @nable présélectionné comprend deux familles de
copules. On retrouve ainsi deux copules de la farmdiés copules elliptiques et trois copules de la
famille des copules archimédiennes.

3.1. Les copules elliptiques

Soit M, (0) I'ensemble des matrices carrées réelles de taifle Une loi continue est dite
elliptique de paramétre de positign= (£4,...,14) [ 0 et de matrice de forme symétrique définie
positive Z (1M, (0) si sa densitéf peut s'écrire pour toutx = (X,,...,X,) 00

-1
f(x) = (detZ) 2 g((x~ )= (x - 1))
ou l'on désigne parz' la transposée de etgest une fonction a valeurs positives vérifiant
j g(xxX)dx=1.
h

On noteé(u,Z,g) cette famille de lois (dites elliptiques car lesidbes de niveaux de la densité
sont des ellipses). La loi est dite sphériqueZst kl, ou k>0 et |, est la matrice unité de
M,(O).

Les lois elliptiques associées a la méme fonctofont partie de la méme famille elliptique, dans
laquelle on distingue le représentant standardtr@eméduit) pour lequely =0 et Z=1,. On
appellera par la suite la matriee : matrice de corrélation.

La loi d'un vecteur gaussien est un exemple classide lois elliptiques, associé au choix de
g(y) = (2m)%"?expy/2). Ces lois vérifient, comme les vecteurs gaussieles propriétés

algébriques intéressantes. La propriété la plusitapte réside dans le fait que les lois elliptgjue
forment une classe stable par transformation afff@ur une présentation détaillée de ces lois se
référer a Fang et al. [1990].

Les copules elliptiques sont définies a partir f@desilles des lois elliptiques. En effet, une copule
est dite elliptique si elle est la copule d'une ddiptique. Ci-aprés deux exemples classiques de
copules elliptiques. Il s’agit de la copule gausseet la copule de Student.

3.1.1. Lacopule gaussienne

La copule gaussienne ne présente pas de dépendanmgeue et n’est donc pas adaptée a des
valeurs extrémes. L’importance de cette copuledeéslans le fait qu'elle est sous-jacente a la
distribution normale multi-variée. En effet, modéli la structure de dépendance d’'un échantillon par
une copule gaussienne est cohérent avec la mesureette dépendance par le coefficient de
corrélation linéaire. Cependant lorsque I'on sotghaiodéliser une dépendance non linéaire ou entre
événements extrémes, on va faire appel a d’augsles dont des exemples sont explicités dans la
suite. La fonction de distribution de la copule ggienne d-dimensionnelle, s’écrit pour tout

(u,.,....uy) 0foa]* :
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C(u,,...,.u;) = d, (P7*(u,),...,. 27 (uy))

La fonction de distributiorP™ est I'inverse généralisé de la distribution noeneéntrée réduite
uni-variée. La fonctio®, est la fonction de répartition de la loi normalentcée réduite e sa
matrice de variance covariance (égale a la matleceorrélation dans ce cas). A titre de rappel la
densité ded, s'écrit pour toutx = (X,...,x,) 00 :

1 .
exp(—ExZ 'x')
(zﬂ)dIZ det(Z)llz

En dérivant la formule définissant la copule gaarsse on peut facilement extraire la densité de la
copule gaussienne d-variée qui s'écrit :

=1 expelpEt-1,)8)
e 2

s (x) =

ou |, est la matrice unité d&,(0) et 8= (P (u,),...,»*(uy)). La figure suivante illustre la
densité de la copule gaussienne bi-variée poucomélation de> = 0.5.

Figure 8 : Densité de la copule gaussienne pour ugerrélation de 0.5

3.1.2. Lacopule de Student

La copule de Student Copulgd est la copule sous-jacente a une distributiontiraatiée de
Student. Cette structure de dépendance a recuedament une attention particuliéere notamment en
finance quantitative. Un bon nombre de documentarghial et Zeevi [2002], Breymann et al. [2003])
ont montré que la copule de Student reflete miawtducture de dépendance d’'un ensemble d'indices
financiers que la copule gaussienne. L'une de®maisle ce constat est la capacité de la copule de
Student a capter les dépendances extrémes qungiténomene souvent observé sur les marchés
financiers.

La copule de Student est construite de la mémeéaranque la copule gaussienne mais cette fois-ci
a partir de la distribution de Student centrée itédlia fonction de densité de la copule de Student

variée, s'écrit pour toufu, ,...,u, ) [J [0,1]d :
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(Ul =zt () L7 (U))

U f, (t,"(u))

La fonction de distributiort,* est I'inverse généralisé de la distribution dedshi centrée réduite
uni-variée av degrés de liberté. La fonctiofi, ; est la densité de probabilité de la loi de Student
centrée réduite sa matrice de corrélation Btest la densité uni-variée de la loi de Studentréent

réduite & =1). A titre de rappel sa densité s’écrit pour tout (X,,...,x,) JO¢ :

V+d)
2 L+ XZ_lX')—(wd)/z

fv,z =
r(;)\/(nvr’ det(s) v

ou [ est la fonction gamma.

r(

Par ailleurs, une étude intéressante reprenantephsspropriétés et proposant une méthode de
calibrage de la copule de Student est proposée Damsarta et McNeil [2004]. La figure suivante
illustre la densité de la copule de Student biéampour une corrélatiod = 0.5 et un nombre de
degrés de libert¢ =14.

Figure 9 : Densité de la copule de Student pour ursorrélation de 0.5 et un nombre de degrés de lib&r de

14

3.2. Les copules archimédiennes

La classe des copules archimédiennes, définiesGaarest et Mackay [1986], joue un rble
important. En effet, contrairement aux copules g@mes et aux copules de Student, les copules
archimédiennes ont le grand avantage de décrirestlestures de dépendance tres diverses dont
notamment les dépendances dites asymétriqgues satpédficients de queue inférieure et de queue
supérieure différent.
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Soit ¢ une fonction strictement décroissante et contisuue]O,l]. La fonction définie pour tout
(ul,...,ud)D[O,l]OI par: C(U,,...,uy) =@ (#(u,) +...+ #(u,)) est une copule sp est d fois

dérivable sur]O,]{ et si pour toutl<i<d, ¢' >0 pouri paire et¢' <O sinon. Les fonctions
s’écrivant de la sorte s’appelle les copules arédiennes dont le générateur ést

De la définition précédente on déduit que la dérdilne copule archimédienne d-variée s’écrit :
d
o(Uy,-Ug) = () (P(Uy) +...+ ¢(ud))|_] ¢'(u;)

Les copules archimédienne présentent un doubletnt®’'une part, elles permettent de construire
une grande variété de familles de copules et depcésenter une grande variété de structures de
dépendance. D’autre part, les copules ainsi gésé@mitedes formes analytiques fermées et sont §acile
a simuler. Pour plus d’éléments sur cette famikbecdpules le lecteur pourra se référer a Nelsen
[1998].

Les trois familles de copules archimédiennes quesrintéressent dans le cadre de notre étude sont
présentées dans la section suivante. Cela contesneopules de Cook-Johnson, de Franck et de
Gumbel.

3.2.1. Copule de Cook-Johnson

La copule de Cook-Johnson, connu aussi sous les namopule de Clayton ou copule de
Kimeldorf-Sampson, est une copule archimédienne lgogénérateur est défini, poar >0 et pour
u D]O,l], par :

gu)=a(u™ -1)
La copule d-variée de Cook-Johnson s’écrit donc :

d -1 a
C(Uy,...,uy) = [1— d+ ZU["}
i=1

Cette copule est différentiable et sa densité keilesfacilement :

o(Uy,...,Uy) :(l—d +iui"’j_ K ﬁ U (ja-a+1)

La copule de Cook-Johnson présente une dépendaycep@tique a gauche (sur les valeurs
négatives) ce qui n'est pas le cas de la copulssigune. La figure suivante illustre la densité bi-
variée de la copule de Cook-Johnson pgur 0.5.
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Figure 10 : Densité bi-variée de la copule de Coakshnsone=0.5

3.2.2. Copule de Franck

La copule de Franck permet de modéliser les dépeedaaussi bien positives que négatives.
Cependant, elle ne présente pas de dépendanceue. due générateur de cette copule archimédienne
est:

_ -1
) =-InC_—7)
ot a #0 etul]oy).

La copule de Franck d-variée s’écrit donc :

C(ul""iud) = _éln(l-k@‘”—}]_)d_l |j (e_w‘ —1)j

Dans la section 6 de ce chapitre nous avons édlaulérivée du générateur de la copule de Franck
pour des variables dont la dimension est 2 etela @ermet de calculer la densité de la copulesa ce
ordres. Pour le cas bi-varié la densité est :

a(l—e e lure)
L-e7)-(@1-e™)1-e))

o(u,U,) = (

La figure suivante correspond a la densité de fauileode Franck bi-variée poar = 2.
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Figure 11 : Densité de la copule de Franck bi-var&pour =2

3.2.3. Copule de Gumbel

Contrairement a la copule gaussienne la copule wab8l, parfois appelée copule de Gumbel-
Hougaard, permet de modéliser les dépendancesredrd&n effet, la copule de Gumbel appréhende
les dépendances positives et possede la cardquggisie pouvoir représenter des risques dont la
structure de dépendance est plus accentuée suele gupérieure. Elle est a ce titre particuliereme
adaptée en assurance et en finance pour étudigpadt de la survenance d’événements de forte
intensité sur la dépendance entre branches d’'as®ioa actifs financiers.

Cette copule appartient & la famille des copulekiarédiennes et son générateur s’écrit :
$(u) = (=In(u)”
aveca >1etu D]O,l].

La copule de Gumbel s’écrit donc :
d 1a
C(uy,...,uy) = ex —{Z(—In(ui))"}
i=1

Bien gu’existante pour tout entier positf, I'expression explicite de la densité de cetteutmest
généralement complexe notamment pour des lois vaulittes. Dans la section 6 de ce chapitre nous
présentons une méthode nous permettant de cattute¥riquement cette densité.

La figure suivante correspond a la densité de faileode Gumbel bi-variée poar = 2.
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Figure 12 : Densité de la copule de Gumbel bi-vamépour a=2

Maintenant que nous avons présenté les cing copal@snétriques que nous avons retenues dans
le cadre de nos travaux. Il est important de dispds la copule empirique (construite directement a
partir des seéries de données) pour pouvoir la cognpa ces copules paramétriqgues. La section
suivante présente deux méthodes de constructida dapule empirique a partir d’'un échantillon de
données.

4. Copules empiriques

Nous examinons dans cette section deux procéderesrbstruction de la copule empirique d’'un
ensemble de variables a partir de leurs historiquepremiére procédure repose sur la statistique d
rang (copule de Deheuvels) et la seconde est fosdéd’estimation empirique des densités de
probabilité marginales et de la densité jointe.

4.1. Copule de Deheuvels

Deheuvels [1979] a introduit la notion de copulepemue. Celle-ci se base sur le rang des
observations pour extraire ensuite la structurdégendance.

Soit (X, Xy e UN €chantillon d'observations de tailld de (X,,...,X,), et soit

(1 eoFy)er la statistique de rang associée a cet échantitiahi-varié. La statistique de rang

représente tout simplement le rang d'une obseryaéib donc sa place dans I'échantillon une fois

ordonné. Cela signifie que pour toli€i<d, r' est le rang dex dans (X' ). - La copule

empirique introduite par Deheuvels est définie IMSemble{[_tr—l,...,t?dj,lsi <dt = O,L...,T}

par I'équation suivante :
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On peut monter que cette copule empirique satigbisieurs propriétés, la convergence
asymptotique versC en est un exemple. Cependant, la copule empiriipieDeheuvels peut
représenter plusieurs points de discontinuité ¢dimite son utilisation notamment lorsque sa densi
est requise.

Il est toutefois possible d’estimer la fonction diensité de la copule empirique de Deheuvels a
partir de la copuléC; , avec la relation suivante (Nelsen [1998]) :

~ tl td _ 2 2 jpteti A (tl_ j1+1 td B jd +lj
=== E E =1t
CF(T Tj = Cr T T

1=l jg=1

4.2. Estimation empirique par les densités de probabhilit

Cette procédure consiste a estimer empiriquemsndéasités marginale§ ,..., f, et la densité

jointe f d'un vecteur de variables aléatoirés= (X,...,X,) ce qui va permettre ensuite d’estimer

la densité de sa copule en utilisant la formuleasute (en supposant qu’aucun terme au dénominateur
ne s’annule) :

f(F, 7 (Uy),..F 7 (uy))
fl(Fl_l(ul))"'fd (Fq _l(ud )

Cette approche est détaillée au chapitre 11-3.

c(uy,...,uy) =

5. Calibrage des copules paramétriques

Le calibrage des copules est une étape incontoleroi@ns le cadre de I'étude de la structure de
dépendance. Cependant, cette étape est généraleameptexe notamment si I'on ne dispose pas
directement de la densité de la copule étudiéeséftion 6.1 concernant la copule de Gumbel). Ci-
apres, nous présentons trois méthodes de calildragt.a noter que, lors du calibrage d’une copale
choix d’'une méthode ou de l'autre dépend fortentEnta complexité et la nature de la copule (cf.
chapitre 1I-3).

5.1. Estimation par le maximum de vraisemblance

Comme nous l'avons souligné précédemment, la dengitnte d'un vecteur aléatoire
X =(X,,...,X,) peuts’écrire :

f (X0 0X%y50) = 1,04, 0)... 84 (%4 ) c(F(X; 0),....F4 (%45 6);6)

ou & est le vecteur des paramétres a estimela densité de la copule associée a la loi de
X =(X;,...,Xy)etpourl<i<d, F estlafonction de répartition de la variabfe dont la densité

de probabilité est; .

Le calibrage de la copule paramétrique sur un ditlean (X,...,X;),..; de taille T peut étre
obtenu directement par le maximum de la log-vraidancte qui s’écrit :
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L(©) = X In(f (... %,:6))

Ce qui est équivalent a :

T d T

L(6) =2 In(f; (X)) + > In(c(F.(x; 6).....Fs(x:; 6);6))

t=1 i=1 t=1

Bien que possible théoriquement, la recherche dteued qui maximise la log-vraisemblance,
pose plusieurs problemes. En effet, la rechercheedexpression analytique @& se caractérise en
général par des calculs assez lourds ce qui ladificlle voire impossible. En outre, la recherate
maximum par des procédures numériques peut s'aldiege et complexe car le temps de calcul peut
étre assez considérable notamment quand la fhilie I'échantillon ou la dimensiod du modéle
multi-varié augmentent.

Joe et Xu [1996] proposent de calibrer séparémandéensités marginales et ensuite calibrer la
copule. La section suivante présente brievemetd o@tthode.

5.2. Procédure d’estimation de Joe & Xu [1996]

Cette approche concerne les modéles multi-variéd'® peut associer chaque élément du vecteur
6 a une loi marginale unique. L'approche consiséstamer les paramétres du modeéle multi-varié en
estimant les paramétres des densités marginalele paaximum de la log-vraisemblance. Dans la
suite, on appellera cette méthode : IFM (paterence function for marging

La méthode IFM est adaptée au cas ou le vecteypatametres a estimef,, peut étre découpé en
sous vecteurs ou chacun est associé a I'une detdios de densités marginales ou a la densité de la
copule. Cela est par exemple le cas dans le cadine ¢tbi gaussienne ou I'on peut associer chaque
moyenne et chaque variance a une seule marginatsetier la matrice de corrélation a la densité de
la copule gaussienne.

Supposons donc qu'on dispose d'un vecteur de JesadéatoiresX = (X,,...,X ) dont les
densités marginaleg,,...,f, sont paramétrés respectivement par les paraméyés,...,8, et dont
la copule est paramétré par de telle sorte queé = (6,,6,,...,.6,,0a) .

On peut écrire donc :
PO %33 0) = 11063 6).F3 (%45 G) (R (%3 ). Fy (%4:64):.9)

Pour un ensembléX,...,X;),...r de T observations du vecteuX = (X,,...,X ) on considére

les d fonctions log-vraisemblance notéd, ). .., des lois marginales et la fonction de log-
vraisemblance de la loi jointe définies par:

L.(6,) = Zln(fk (Xli;ek))

]
L(6,,6y-85,@) = Y IN(F (X,....%:6,,6,,....8,, )

t=1

La méthode IFM consiste a trouver les paraméﬂe@z,...ﬂd qui maximisent respectivement les

d fonctions log-vraisemblancé,, L,,...,L, et ensuite chercher le paramétre qui maximiseL .
Plus précisément :
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- Pour chaquel<sk<d on chercheék qui maximise L,. Donc aprées cette étape on aura une

estimationéA?l,492,...,63d des parametre§,,d,,...,6, :
g, = argmax(_, (4,))

- Ensuite on cherche le paramétie qui maximise L(é?l,éz,...,éd,a). Un simple développement
permet de sapercevoir que cela revient a trouvér de telle sorte que:

T ~ ~
ZIn(c(Fl(X;;Q),...,Fd(XL;Hd);a)) soit maximal (la partie concernant les marginafgsconstante).
t=1

En d'autres termes :

4= argmaxiln(c(Fl(x{;él),...,Fd (x,:6,);a))

t=1

La méthode proposée par Joe et Xu est plus pratiged estimation directe par le maximum de la
vraisemblance classique. En effet, elle perme&daire considérablement la complexité des calduls e
rend ainsi le calibrage de plusieurs modéles maltiés faisable et convergent.

Par ailleurs, il est important de préciser que dmparaison directe de I'lFM et la méthode
d’estimation par le maximum de vraisemblance cpssiest un point assez difficile a cause du temps
de calcul nécessaire pour obtenir les estimatiGapendant, un nombre de tests comparatifs effectués
dans Xu [1996] sur plusieurs modéles multi-variiisraent que I'IFM est une méthode trés efficace
et donne des résultats extrémement proches dettedesclassique.

5.3. Méthode des moments : Calibrage par le tau de Kdhda
Pour certaines copules, nous disposons des exgmesanalytiques liant le tau de Kendall a leurs
parametres de dépendance (exemple : la copuleuder}. L'estimation du tau de Kendall permet

donc, dans certains cas, de calibrer ces copubes.ieux appréhender cette procédure, se référer a
la partie relative au calibrage de la copule del&ttiau chapitre [I-3 ou & Demarta et McNeil [2004]

6. Compléments : calcul des densités de la copule deut@bel et de la
copule de Franck

6.1. Densité de la copule de Gumbel
Afin de calibrer la copule de Gumbel dans un moa@élsti-varié, le calcul de sa densité s’avere

incontournable. Nous proposons dans la suite urleaaié que nous avons développée afin de pouvoir
calculer cette densité.

La copule de Gumbel est définie par :

C(uy,...,uy) = exp{—{i(—ln(ui ))"} J

La densité de la copule de Gumbel s’écrit :

oUy,-lig) = (7)) (Buy) +...+ ¢(Ud))|i| ¢'(u)
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ol $(u) = (~In(U))" et §™(u) = expu”’?) = exp(-u’) et B = %

La détermination de la forme analytique de la dénde la copule de Gumbel pose un réel
probléme car le calcul de la dérivée d’ordrede ¢ est lourd et complexe. La majorité des travaux

réalisés a ce sujet se contentent généralementdiétla densité bi-variée et ne présentent aucune
démarche pour calculer la densité multi-variée mms dimensions supérieures a 2.

Le but de cette section est de présenter la soludize nous proposons pour remédier a ce
probleme. La démarche que nous proposons sous fati@igorithme, permet de calculer

numériquement la dérivée d'ordi@ de ¢~ et nous permet donc de calculer numériquement la
densité de la copule.

La méthode consiste a calculer, par récurrenceyr fmut réeluJ la dérivée d’'ordred en
fonction des dérivées jusqu'a l'ordréd —1). Plus précisément, nous procédons pour chaque

1<n<d au calcul des dérivées a}b‘l d’'ordrel,...,n—1 pour en déduire ensuite la dérivée d’ordre
n. Par récurrence on arrive a calculer la dérivéedde d pour chaqueu I .

Cette démarche se base sur la formule de Leibniz’garit pour deux fonctions dérivables en
udt :

(fg)(n) (u) — i(ﬂ] f (K (u)g(n—k) (U)

Or on peut démontrer facilement que :
(@7 (u) =B ™ (upu”"

Donc pour toutLl< n :

@)= () =(-Lg7.9)""(u) = -/35:[2 _1j(¢_l)(k) Wg"™ ™ (u)

k=0

Posonsg(u) = u”™ alors pourl< K :
k
g% (u) =u |_1| (B-1)

Nous remarquons que la dérivée d'ordile de ¢~" est entierement définie par les dérivées
d’ordres inférieurs de ™ et par les dérivées dg. Donc par récurrence nous arrivons a calculer la
dérivée d'ordred de @ ™.

Ce résultat nous donne la possibilité de calculenériquement la densité d-variée de la copule de
Gumbel et nous permet d’étudier donc la structerd@endance qu’elle implique.

6.2. Densité de la copule de Franck

La densité de la copule de Franck s’écrit :

oUy,-lig) = () (Buy) +...+ ¢(Ud))|i| ¢'(u)

_j') et son inverse " (u) = — In((e™ -Ne™ +1)

00 9() ==&~ -
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La détermination de la densité de la copule dedkr@our un ordred passe par le calcul de la
dérivée premiére dg et de la dérivée d’ordrd de ¢ .
La dérivée de¢ s’écrit :

—au

oL ae
PO= ey

Les dimensions des modéles multi-variés qui notéséssent sont la dimension 2 et la dimension
5. Soit donc = €™ -1, les dérivées d'ordre 2 et 5 g™ sont :

@yw=—-Le . Fr P
a(fe +)? a(fer +)  a(fe +1)
(#)5(u) = pet 150%™ N 508°e™ 608%™ N 243°e™

a(fe’ +1) a(fe+D* a(fe+D’ a(fe+D' a(fe+D°

La densité de la copule multi-variée d’ordres 3 est naturellement déduite du calcul des
dérivées.
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Chapitre 11-2

Fonction de répartition et densité de probabilité enpirique

Dans le but de déterminer empiriquement la strectle dépendance optimale parmi les cing
copules paramétriques présentées au chapitre IH-Topule gaussienne, Student, Cook-Johnson,
Gumbel et Franck), il est indispensable de dispdssrdensités marginales et de la densité joirde de
indices financiers et macroéconomiques étudiés. deesités permettent, dans un premier lieu, de
calibrer les cinq copules paramétriques et de @goensuite, la copule empirique. La question qui
s'ensuit est donc de savoir quelles sont les I@asgimales et la loi jointe des indices financiers e
macroéconomiques que nous allons retenir pour, daté, calibrer I'ensemble des copules
paramétriques et, d’'un autre, déterminer la copuaipirique ?

La démarche présentée au long de ce chapitre emtpat empirique et vise donc a estimer les
densités de probabilité marginales et la densitéigcen se basant uniqguement sur 'historique des
indices financiers et macroéconomiques étudiés. pramiére section présente une méthode
d’estimation non biaisée des fonctions de répartigmpiriques a partir d’'un échantillon de données.
Bien qu'ayant peu d'intérét pour notre étude, cellgpermet de mieux appréhender les points
développés dans les sections qui suivent. La se2tjorésente un ensemble de démarches permettant
de construire des densités de probabilité empisiqGette section repose principalement sur le livre
de Silverman [1986]. Enfin, il est & noter qu'afila de la section 2, I'estimation des densités de
probabilité par la méthode des noyaux est prése@igite méthode est importante pour les chapitres
suivants car elle est utilisée pour calibrer lesjaopules paramétriques et pour la déterminatolad
copule empirique. Les tests d’adéquations de Kotme®mirnov sont réalisés au chapitre II-4 pour
les estimations réalisées sur les données étueligeésentées au chapitre I-3.
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1. La fonction de répartition empirique classique

Dans cette section nous nous intéressons aux legialgatoires unidimensionnelles. Le cas multi-
varié n'est autre qu’une généralisation simple @&l uni-varié. Soit don¥ une variable aléatoire uni-
variée et(Y,).,ccr Un ensemble dd observations def . La fonction de répartition d& peut étre

approximée par une fonction de répartition attritida probabilitél/T a chacun des éléments de
'ensemble des observations.

On définit donc la fonction de répartition empiriqde Y par :

~ 1<
F(y) :?zly@y
i=1

Cette formule signifie qudf(y) est égale au nombre d'éléments @), ... inférieurs ay

divisé par la tailleT . La figure suivante illustre la fonction de réjgan empirique du taux
d’inflation dont I'historique se situe entre janviE997 et juin 2009 (cf. chapitre 1-3) et cellenge loi
normale dont la moyenne et la volatilité sont égadecelles de linflation. Nous observons en
particulier que la fonction de répartition empirgde I'inflation est proche de celle de la loi naten
Cela est cohérent avec le test de normalité deidaBgra (cf. chapitre I-3).

Figure 13 : Fonction de répartition empirigue du taux d'inflation
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Fonction de répartition empirique du taux d'inflation
Fonction de répartition normale i

Il est a noter toutefois que, bien que simple,tifeation de la fonction de répartition par cette
approche demeure limitée. En effet, cette estonatiest significative que si la taille de I'ensdenb

desT observations est importante. En ouﬂfeprésente plusieurs points de discontinuité ce eyuil r
son utilisation compliquée quand il s'agit d’estimeedensité de probabilité.

2. Densité de probabilité empirique

Nous appelons la fonction de densité de probabditgpirique, I'estimation de la densité de
probabilité d’'une variable aléatoire a partir demsemble d’observations. Par exemple, si on suppose
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gue les observations suivent la densité paramétrijune loi normale, la densité est totalement
déterminée par I'estimation de la moyenne et deattétype. Ce genre d'estimation ne fait pas I'obje
de cette section ; I'approche présentée ci-apresotdement empirique et ne se base que sur les
observations. Bien que la majorité des applicationscernent des modeles multi-variés, les
développements suivants ne vont concerner questesitds uni-variées. Le cas multi-varié n’étant que
la généralisation du cas uni-variés. Dans ce gilian considére qué’ est une variable aléatoire

univariée dont(y,),...r €st un historigue dd observations. Cette section se base sur Silverman
[1986].

2.1. Histogramme

L'un des estimateurs les plus simples de la derestél’histogramme. Considérons un point
d'origine Y,, un diamétreh et définissons un ensemble d'intervallls,),, dont les éléments

s'écrivent, pour tout entier relatifi :
| =[Yo + mh Y, + (M+Dh|
Alors I'histogramme consiste a estimer la densét@bbabilité deY par :
1

f“(y):Th

(nombred'élémentse(y,),...; dansl)) .

oul)O(,),, etydl ).

Cela revient a dire que la valeur que prend la itler@s y est égale au nombre d’éléments de
(V)< appartenant au méme intervalle quedivisé par la taille de I'historique et par le miigtre

de lintervalle. Il est a noter que la valeur dardétre h détermine considérablement la qualité du
lissage de la densité estimée (cf. Silverman [19&8}aprés I'histogramme du taux d’inflation ré&ali

sur un historique datant de janvier 1997 a juin®@Me seconde courbe représentant la densité d'une
loi normale dont la moyenne est la volatilité cependent a celle du taux d’inflation est tracée.

Figure 14 : Histogramme du taux d'inflation
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L’histogramme peut étre généralisé en prenantrmesvalles a diamétre variable et dans ce cas la
densité s’écrit :
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f(y)= (nombred'élémentsie(y,),..., dansl)
T(diamétredel )

Bien que simple a appréhender et & mettre en pegticette estimation est limitée. En effet, la
densité estimée peut représenter plusieurs poiatglisicontinuité ce qui limite son utilisation
notamment lorsque la dérivée est requise. Audssttgramme n’offre une bonne estimation de la
densité de probabilité que lorsque I'on dispos@é’'série de données assez longue.

2.2. L’estimateur naturel de la densité de probabilité

Supposons que la variable aléatoiYe admet une densité de probabilit, alors celle-ci
s’écrit pour touty L[] :

o
fly) =lim( P(y-h<y<y+h)

Pour chaque réeh on peut estimerP(y—h<y<y+h) par la proportion des éléments de
I'échantillon (Y,).,c; dans I’intervalle]y -hy+ h[. Un estimateur naturel de la densité est donc :

f(y) = %(nombred'élémentsde(yt)lstST dans]y -hy+ h[)

Cet estimateur peut s’écrire aussi sous la forme :

avec : pour touz 17, w(2) :% si—1<z<1etw(z)=0 sinon.

Par ailleurs, cette méthode d’estimation est nadatient comparable a celle de I'histogramme. En
effet, considérons un histogramme construit a pafthtervalles de largeur2h. Si on suppose
gu'aucune des observations ne soit aux bornes slentsgvalles et siy est au centre de I'un de ces

intervalles alors la valeur estimég(y) est la méme dans les deux méthodes. On peut alire glie
I'estimation naturelle de la densité peut étre eomme une maniere de construire un histogramme ou
chaque point est le centre d’un intervalle de kenkle des intervalleg! ), de I'histogramme.

Aussi, I'estimateur naturel présente des pointgigeontinuité et la qualité de I'estimation dépend
du choix du paramétréh. La section suivante généralise I'estimation relleret propose un
estimateur qui ne présente pas de discontinuité.

2.3. L’estimateur a noyau

L’estimateur naturel de la densité de probabilgétptre généralisé en remplagant la fonction
par une fonction noyau notd€ . Cette fonction vérifie :

[K(ydy=1

En général la fonctiolK est une densité de probabilité symétrique (pameie la densité d’'une
variable normale). Par analogie avec l'estimateatunel, I'estimateur de Kernel de la densité de
probabilité est défini par :
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fn =23k

Le paramétreh représente la largeur de bandd®awndwidth» de I'estimateur (pour mieux
visualiser I'impact de ce paramétre sur la qualié’estimation se référer a Silverman [1986])aet |
fonction K est appelé le noyau de I'estimateur.

Par ailleurs, le passage d'un estimateur de Keaunelvarié a un estimateur multi-varié se fait
généralement sans complication. Par exemple si désgons estimer les densités empiriques uni-

variées et multi-variées de la variab¥e = (X,,...,X,) a partir d’'un estimateur de Kernel & noyau
gaussien, alors sa densité empirique, estiméenshistorique(X;,...,X; );ccr de tailleT , est donnée

pour toutX = (x,,...,X;) 00 par la formule suivante :

f(x) = ZK(—(X X))

The 4
avec .

- Lélément X' =(X,...,X;) représente la valeur historique ¥e= (X,,...,X ) & la datet .
- Le noyau est gaussien et s'écrit pour tait 1% : K(2) = (271) "> exp(zZ/2)

- Le paramétrl est la largeur de bande caractérisant la dei@itépeut I'estimer par le maximum de
vraisemblance.

Les densités marginales s’écrivent pour tbgti < d et pour touty (107 :

L) =7 DGy =X = @ e Pz (V=507

Les fonctions de répartition peuvent étre ensusteanges en intégrant les densités formulées ci-
dessus. Les fonctions de répartition marginalezis@nt donc :

1 _(y=%)*
F(Y)=——— dy
' Thv/2mr Zj 2h?

La figure ci-aprés illustre la densité de probabitiu taux d’inflation estimée a partir d'un noyau
gaussien (la largeur de bande est estimée pardiemma de vraisemblanceh = 6,1646E-04). Une
seconde courbe représentant la densité d'une lomale dont la moyenne est la volatilité
correspondent & celle du taux d'inflation est teacé
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Figure 15 : Densité a noyau gaussien du taux d'irgtion
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La figure suivante illustre la courbe de la fonatide répartition calculée a partir des densités de
probabilité & noyau gaussien et la courbe de letifmm de répartition empirique classique (présente
début de ce chapitre) du taux d’inflation.

Figure 16 : Comparaison de la fonction de répartitbn empirigue a noyau gaussien et la fonction de
répartition empirigue classique pour le taux d'inflation
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Nous observons que les deux courbes sont quassupetposées. Cela signifie que I'estimateur
empirique de la densité de probabilité a noyau gianscapte la dynamique et la distribution de
indice tout en gardant des propriétés mathémasgimportantes comme la continuité et la
dérivabilité.

Maintenant que I'on sait comment estimer empirigelehies densités de probabilité marginales et
la densité jointe d’'un ensemble de variables aléstonous procédons au chapitre suivant a présente
la procédure de sélection de la copule paramétraptamale parmi les copules présélectionnées
présentées au chapitre II-1.
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Chapitre 11-3

Procédure du choix de la copule optimale

Dans ce chapitre nous présentons la procédurdelgisg de la copule optimale. Cette copule sera
choisie parmi les cing copules présentées au chalbil. A titre de rappel, ces copules sont : la
copule gaussienne, la copule de Student, la capeilErank, la copule de Gumbel et la copule de
Cook-Johnson.

Bien que la mise en oceuvre ne concerne que le eaaribj Kharoubi-Rakotomalala [2008] et
Durrleman, Nikeghbali & Roncalli [2000] ont été d'grand intérét pour la conception de la structure
générale de la procédure présentées dans ce ehapiteffet, nous nous sommes inspirés du cas bi-
varié pour I'étendre au cas multi-varié.

Le graphe suivant résume la démarche que nousgoop@our sélectionner la copule optimale :

Figure 17 : Sélection de la copule optimale par unéémarche empirique
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1. Estimation et calibrage des densités de probabilité

1.1. Estimation de la densité de probabilité empirique

Dans le cadre de la présente étude, les formempaiques des densités empiriques uni-variées et
multi-variées sont estimées a partir d'un estimati Kernel & noyau gaussien. Cette estimation
ressemble étroitement a I'estimation paramétrigee densités de probabilité réalisée par Kharoubi-
Rakotomalala [2008] sur I'historique de quelqueBdas boursiers internationaux.

Par ailleurs, un test d’adéquation de KolmogorovrBov doit étre réalisé pour s'assurer que
I'historique est adéquat aux fonctions de répariitiiéduites des densités estimées. Nous rappelons
gue ce test est un test d'’hypothése utilisé paerméer si un échantillon suit bien une loi donnée
connue par sa fonction de répartition continuehien si deux échantillons suivent la méme loi.

La forme paramétrique de la densité jointe emp@igunoyau gaussien d’'un vecteur de variables
aléatoiresX = (X,...,X ) estimée sur un historiquex,...,X;).c..; de taille T est donnée, pour

tout X = (X,....%;) U o¢, par la formule suivante :
A 1 < 1
f(x)=—) K(=(x-x'
(X) TH ; (h( )
avec :
- L'élément X' =(X,...,X;) représente la valeur historique ¥e= (X,,...,X ) & la datet .
- Le noyau est gaussien et s’écrit pour talit 0% K(2) = (2m) *"*expz2/2)

- Le parameétrén caractérise la densité. On peut I'estimer pardgimum de vraisemblance.

Les densités marginales s’écrivent pour tbgti < d et pour touty (101 :
£ _1 . 1 tyy — a2 1 : -1 ty2
fi(y) ==Y K(=(y-x)) = (2m) Z XpE— (Y= x)?)

Le parametr est la largeur de bande caractérisant la densité dariableX; . On peut I'estimer
par le maximum de vraisemblance.
Contrairement aux densités de probabilité, sewdssfdnctions de répartition uni-variées sont

utilisées par la suite. Celles-ci s’obtiennent etégrant les densités marginales formulées ci-dessu
Les fonctions de répartition marginales s’écrivaorc :

2 _(y=x)?
RO FZLQ r( ™ ]dy

1.2. Calibrage des densités marginales et de la derjsitée

Dans la section précédente nous avons présentdolegs paramétriques des densités de
probabilité et des fonctions de répartition. Cependpour que ces densités soient calibrées, les

largeurs de bande(h), ., et h caractérisant les lois marginales et la densitégodoivent étre

estimées. Pour ce faire, nous avons opté pour stiagion numeérique basée sur la méthode du
maximum de vraisemblance.
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Par ailleurs, il est important de ne pas utiliser héme historique pour estimer la forme
paramétrique de la densité de probabilité et pawalibrer. En effet, dans ce cas, on peut prouver

facilement que lorsque le parametre a estinflr) (.., ou h) tend vers 0 la log-vraisemblance de la

densité concernée tend positivement vers l'infirest donc divergente. Pour remédier a ce probleme,
nous proposons de considérer un historique de télll+1). Les T premiéres valeurs serviront a

estimer la forme paramétrique de la densité etTleslerniéres serviront a la calibrer. Soit donc
(X[,1Xy )i<icr41 UN tel historique. Nous appelons désormais « ligterde calibrage » I'ensemble

(X -1 X5 ) percr g €L ON Ecrit :

T+1 T+1

h= argmax(ZIn(f(x1 LX) = argmax(ZIn(—ZK(—(xl X))

j=2

et

T+l T+1

h —argmax<ZIn(f (x1) = argmax(ZIn(—hz K(—(x -x))))

L’élément X' = (X,...,X;) représente la valeur historique de= (X;,...,X,) a la daté.

2. Fonctions de répartition uni-variées et leurs inveses généralisés

On peut déduire les fonctions de répartition magis en intégrant la densité de probabilité
empirique apres avoir estimé sa forme et I'avolibo& On écrit donc :

P _y=x)’
R J_ZI_W { ™~ de

Remarquons que cela revient a une sommel déonctions de répartition normales dont les
moyennes respectives squ]t,...,)gT et dont les volatilités sont égalesha Cette remarque facilite
considérablement I'implémentation de la fonctiorré@eartition empirique.

En outre, I'estimation numérique de la copule eigpe présentée dans la suite, nécessite le calcul
de I'ensemble des fonctior(§ ),..., définies par :

£ (a) =infly0 0, F(y) 2 af
Remarquons aussi que la fonction de répartitioc@stinue et strictement monotone, elle est donc
bijective. Ainsi, I'inverse généralisé et I'inverseincident ce qui signifie quE, _1(0) est la solution
de I'équation : Ifi (y) =a. Cette remarque simplifie considérablement le caltumérique des

(Ifi‘l)Jsisd qui revient a résoudre numériquement I’équatiEArﬂ(y) =a.

3. La copule empirique

La densité de la copule est estimée empiriquemers’agpuyant sur la formule suivante (il est
facile de vérifier qu'aucun terme au dénominateus’annule) :
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] f (Alfl_l(ul),..;,lfdil(ud )
fL (R (u)-Fo (Fy 7 (ug))

En effet, aprés avoir déterminé empiriguement (cenmous I'avons présenté ci-dessus) la forme

c(uy,...,uy) =

analytique de la densité joint@ , des densités marginaleésf:i)Kisd et les formes analytiques des

(F)wicq ©ON peut estimer numériquement les inverses giséea(F ™)., et ensuite estimer les
valeurs numeériques de la densité de la copule @qpir

4. Calibrage des copules paramétriques

Notre objectif est de pouvoir comparer la copulgiigue aux cing copules paramétriques pour en
choisir la copule optimale. Pour ce faire, les nheslénulti-variés associés aux cingq copules doivent
étre calibrés permettant ainsi de calibrer la coparamétrique. Afin de réaliser ce calibrage, nous
utilisons la méthode IFM présentée dans le chapitde Cela signifie que nous procédons au
calibrage des cing copules paramétriques aprés ealdiré les densités présentées ci-dessus.

Pour la copule de Student la démarche est légetediiéérente car la méthode IFM n’est pas
directement utilisée pour la calibrer. En effetus@rocédons d’abord a I'estimation de la matriee d
corrélation par la méthode des moments et nousan# ensuite la méthode IFM pour estimer le
nombre de degrés de liberté (Demarta et McNeil4P00

4.1. Calibrage de la copule gaussienne

Rappelons que la densité de la copule gaussieéosts’

AUy, Uy) = exp(—%ﬁ(i'l -1,)8)

1
det(z)l/Z
ou |, est la matrice unité dd1 ,(0) , B=(P7'(u,),...,.d7*(u,)) et @™ est linverse généralisé de
la distribution normale centrée réduite uni-variée.

Dans un cadre plus général, SdiK,...,X;); UN historique d'une variable aléatoire
vectorielleX = (X,,...,X,) dont les fonctions de répartitions marginales cééb sontfF,,...,F, et
soit (Uj,...,U;).er l@ transformation de ces observations en un erlsed réalisationsde la
variable uniformeU = (F,(X,),...,F4 (X)) . Notre objectif est de calibrer la copule gausssesur

I'historique (X;,--+,X; )r<ier -
NotonsB, = (®7*(u;),...,.» " (u})),1<t < T, alors la log-vraisemblance de s’écrit :

L®) =" Inet@) -2 > A, - 1,8

La log-vraisemblance admet un maximum. Celui-ciagtgint quand la matric2 prend la forme
suivante (Cherubini [2004]) :

> =

N

> BB
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Nous remarquons que cette écriture a exactemenémae forme que celle utilisée pour le calcul
empirique des corrélations linéaires. Donc, catiltsecopule gaussienne revient a estimer la matrice
de variance-covariance (ou de corrélation) de lariabke aléatoire vectorielle

(DHF (X))@ H(F (X)) dont rlhistoriqgue (D (F (X)), @ (Fy (X)) ey €S
construit a partir de I'historique d¥ = (X,,...,X,) . Il est important de préciser que cette matrite es
généralement différente de la matrice des coroflatilinéaires deX =(X,,...,X,). Les deux

matrices sont égales si par exemple les lois malggndes variablesX,,...,X, sont normales
centrées et réduites.

4.2. Calibrage de la copule de Student

La fonction de densité de la copule de Studentr®as’écrit pour toufu, ,...,u,) [ [0,1]d

f, s (67U, 17 (Uy))

I_l f, (6 (U,)

Le calibrage de cette copule consiste a estimgpdesmmeétres IV et 2. Contrairement a la copule
gaussienne, nous ne disposons pas de formule igsxpdichnant les parametres maximisant la log-
vraisemblance de la densité de cette copule. Be,datrecherche numérique de ses parametres n’est
pas particulierement simple, notamment quand laedgion du modele est importante (estimation de
v et desd(d —1)/2 paramétres de la matrice).

c(Uy,...,Uy) =

Ainsi, afin de surmonter cette difficulté, nous posons de calibrer la copule de Student en passant
par la méthode des moments en utilisant le tauated&ll. Cette procédure consiste, dans un premier
temps, a estimer la matrice a partir de I'estimation du tau de Kendall et disgr, dans un second
temps, la matrice estimée pour trouver une estimatiu degrés de libertg. Cette méthode est
utilisée dans les travaux de Mashal et Zeevi [2Gfi2flonne des estimations tres proches de ceux
trouvées par la méthode du maximum de vraisemblance

Dans un cadre plus général, stk ,...,X;)..c; Un historique d’une variable aléatoire vectogiell
X =(X,,...,X ) dont les fonctions de répartition marginales célisr sontF,,....,F, et soit
(Ug,..., Uy )y 1@ transformation de ces observations en un erlsedebréalisationsde la variable

uniformeU = (F,(X,),....F4(X4)) -

4.2.1. Estimation de la matrice de corrélation

La relation liant le tau de Kendall & la matrize est présentée ci-apres. Une démonstration plus
générale de ce résultat est donnée dans Lindskag[2003].

(X, X,) :Earcsinam‘n)
T

La méthode d’estimation de la matrice de corrétaBoconsiste a estimer empiriquement le tau de
Kendall pour chaque couple det variables aléatoiresX,,...,X, par I'estimateur non biaisé

suivant :

j-1

) T(T ) z sign{(x}, = X)) = x\)}

r(X,,X
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Ensuite, nous définissons I'estimateurdepar :

A

5. =sin(§f(xm,xn))

Cependant, nous n'avorss priori aucune garantie que la matriée soit définie positive (ce
probléme ne se pose pas dans le cadre de note).éDahs ce cas, cette matrice peut étre approchée
par une matrice définie positive, ce qui revientsoudre un probleme d’optimisation.

4.2.2. Estimation du nombre de degrés de liberté de la cope

La démarche la plus facile pour estimé le nombredelgrés de libertd/ est de considérer le
maximum de la vraisemblance de la copule de Studtamitla matrice de corrélation est égale a la

valeur estimée par la méthode des moméntEela se traduit par :

v = argma iln f“i(t:_ (U;),..t,(Ug))
[]6 e

4.3. Calibrage des copules : Cook-Johnson, Franck et Gagh

Nous appliguons directement la méthode IFM poubil le modéle multi-varié dont la structure
de dépendance est I'une de ces trois copules akdienmes. Notons que quelque soit la dimension de

la variable aléatoire vectoriellX =(X,,...,X,), le calibrage de chacune de ces trois copules

nécessite I'estimation d’'un seul paramétre (cfpdha Il-1). Le calibrage est fait numériquement en
partant des densités de chaque copule.

5. Critéres de sélection de la copule optimale

Bien que ne présentant aucune démarche de calalé mise en ceuvre opérationnelle, nous nous
sommes inspirés du livre Kharoubi-Rakotomalala 8@®ur définir les critéres de sélection.

Ainsi, dans le but de trouver la copule optimalenpanos cing copules, nous allons étudier la

distance, au sens de la normé, entre la densité empirique et les densités deg copules
paramétriques.

Il est rappelé que la copule empirique présentdss da section 3 de ce chapitre a une forme
paramétrique continue s ,1] et est intégrable.

Si ¢ est la densité d’'une copule paramétrique parmctgsiles présélectionnées etGsiest la
densité de la copule empirique alors la nodies’écrit :
1/2

N, = j(é(ul,...,ud) = c(Uy...,uy))* duy..du,

[oa]"

La densité de la copule paramétrique optimale &toéa priori proche de la densité empirique et
donc elle doit minimiser la normk®. Ce critére est le critére central retenu powsdection de la
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copule optimale. En outre, la norme infini€’, est calculée pour se faire une idée sur la distan
maximale entre les copule paramétrique et la copmulgirique. Cette norme s’écrit :

N, = Esu]dpﬂé(ul,...,ud) - c(ul,...,ud)|)
01

Il est toutefois tres complexe de calculer, mémmédniguement, les deux normes présentées ci-
dessus notamment lorsque la dimension du modelmpsttante. La solution que nous apportons a ce
probléme consiste a approximer numeériquement aes rarmes par des séries.

Pour ce faire, nous nous appuyons sur le théomenk convergence dominée en théorie de
I'intégration (cf. Jacod [2001-2002]). Soit doricune fonction bornée (la mesure est notéedéfinie

sur un ensemble dont la mesure est fihie Soit J, le plus grand diametre d'une partition finie
E :{Ei }Kign de | . Soit  un point deE;, pour 1<i<n. Alors en utilisant le théoreme de la
convergence dominée on peut écrire :

[ fdu=lim>" f(e)u(E)

Nous utilisons ce résultat pour approximer les rsrndéfinies ci-dessus. Sait un entier,

i—1 i d 1j. =11,
I =]0,1]OI et soit |, =}Q,I—} pour 1<i<n. Définissons E,_, = rﬂj——’} pour
n n et onoon

1<i,,...I; £n . On remarque que ces ensembles forment uneigartie | . Alors, on peut

approximer la normel.® de la différence entre la copule empirique et paétaque par la formule
suivante (I'approximation est d’'autant plus fineega est grand et on peut remarquer aussi que

2-1 _1D I :}E,'_}) :
2n n n
1/2

~ 1 J2-1 20, - 2 -1 20, -1\
N, =| = c(==,.. = —-c(—=—=,...—
2 | n 2 [( 2n 2n1) ( 2n 2n %j

1<iy, . dg <N

Par ailleurs, la normd." de la différence entre la copule empirique et p@taque peut étre

approximée par :
.2, -1 2, - 2,-1 2, -
C -C
( 2n 1) ( 2n 2n1)

2n

N, = sup
I<iy,...jgSn
La mise en ceuvre de cette procédure a nécesaif@dinentation de plusieurs centaines de lignes

de codes sur Matlab et le calcul des normes parogipgation numérique prend un temps
considérable. Le chapitre suivant donne plus daild&ir ces aspects et présente les résultatstide ce

procédure appliquée au données présentées auretehit
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Chapitre 11-4

Le choix de la copule optimale

Nous essayons a travers ce chapitre d’appliquerdeédure de détermination de la structure de
dépendance détaillée au chapitre II-3 sur les dmpéésentées au chapitre 1-3. Nous examinerons
alors la structure de dépendance du taux d'inflatilu taux d’'intérét nominal long, du taux d'intéré
nominal court, du rendement d’un investissemenaations et du rendement d’'un investissement en
immobilier.

La premiére section est consacrée au calibrageletesités de probabilité empiriques, la seconde
section présentera les résultats du calibrage dpeles paramétriques et la derniere section est
consacrée a la présentation de la copule optimale.

Comme nous l'avons précisé au chapitre |-3, legesdristoriques utilisées datent du mois de
janvier 1997 au mois de juin 2009. Mis a part ldesée I'immobilier dont le taux de rendement
annuel est a fréquence trimestrielle, toutes léesuséries représentent des taux annuels a fréggien
mensuelles.
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1. Densité de probabilité et fonction de répartition enpiriques

La construction des formes paramétriques des @snsié probabilité marginales des indices
financiers et macroéconomiques étudiés et leuritdeds probabilité jointe, s'appuie sur I'estimateu
de Kernel & noyau gaussien (cf. chapitre 11-3).gRégns que cela consiste a placer un noyau gaussien
sur chaque point des échantillons retenus :

L) =1 XK Gy =X = @™ 1D et (v

Ensuite les cinq largeurs de bandg, caractérisant chaque densité, sont estimées par le

maximum de vraisemblance. Pour chaque indice llesinsahistoriques, dont la taille S +1) , sont

scindées en deux parties : [Espremiéres valeurs (de 1Ta servent a estimer la forme paramétrique
de la densité et Ie§ derniéres (de 2 &+1) servent a la calibrer (cf. chapitre 11-3). Le ledu suivant
présente les valeurs des largeurs de bandes dsiédeampiriques des cing indices ainsi que la
largeur de bande de la densité jointe :

Tableau 3 : Calibrage des densités empiriques

Densité de probabilité Largeur de bande « h »
Taux d’inflation 6,1646E-04
Taux long nominal 1,6379E-05
Taux court nominal 8,8596E-05
Taux de rendement des actions 2,8152E-04
Taux de rendement de I'immobilier 8,0078E-03
Loi jointe des cing indices 7,7148E-03

Nous observons que les largeurs de bande relativesux d’intérét nominal long, au taux d'intérét
nominal court et au rendement des actions sontfisigiivement inférieures aux autres largeurs de
bande. Cette remarque permet d’expliquer I'obsemates pics autour des valeurs historiques de ces
trois indices comme le montre les figures suivantes
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Figure 18 : Densités de probabilité empirigues a n@u gaussien du taux d'inflation et des taux d'intéet
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Figure 19 : Densités de probabilité empiriques a n@u gaussien du rendement des actions et du
rendement de I'immobilier
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En effet, quand la largeur de bande est signifieatent faible, le noyau gaussien placé autour
d'une valeur historique s’annule « rapidement » dé%n s’écarte du voisinage de cette valeur
historique. Cela se justifie par la valeur de haite du noyau gaussien, placé autour de la valeur

historique xit , quand la largeur de bande tend vers zéro :

: a2l -1 0,si X% X
lim(2 1/2_eX H X — 12y =
h_,o(”) h p2h2( )(I)) +oo,Six=Xit

La figure suivante illustre la densité de probabitiu rendement des actions sur un intervalle rédui
(un zoom). On observe clairement qu’au voisinagse’valeur historique, la densité de probabilité

70



est pratiquement égale au noyau gaussien poncmrefl_l(pplacé autour de cette valeur et quasiment

nulle ailleurs.

Figure 20 : Densité de probabilité empirigue a noya gaussien du rendement des actions sur un interval
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Par ailleurs, les figures ci-dessus montrent gseddeurs non nulles de la densité de probabiété d
chaque indice se situent entre sa valeur histongonenale et sa valeur historigue maximale ce gti e
statistiguement cohérent avec le fait que la priib&lol’observer une réalisation qui ne se situe pa
entre ces deux valeurs soit nulle. Aussi, on pdusierver que, pour chaque indice, la fonction de
répartition est constante sur deux intervallesprimier concerne les valeurs inférieures a lawale
historiqgue minimale ou la fonction de répartiticst Bulle et le second concerne les valeurs supéseu
a la valeur historique maximale ou elle vaut 1.

Figure 21 : Fonctions de répartition empiriques a nyau gaussien du taux d'inflation et des taux d'irérét
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Figure 22 : Fonctions de répartition empiriques a nyau gaussien du rendement des actions et de
l'immobilier
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Afin de tester 'adéquation des fonctions de répant estimées aux séries de données, cing tests de
Kolmogov-Smirnov comparant chaque série de donrésteriques a sa fonction de répartition
estimée empiriqguement sont réalisés. Tous cesdestptent I'hypothese de I'adéquation des séties e
des fonctions de répartition avec un niveau deifgigtivité de 5 % et donc on peut dire que les
fonctions de répartition dont les densités sonimgsts a partir de noyaux gaussiens sont adapté&es au
données étudiées.

Comme nous l'avons expliqué au chapitre 1.3, lheation de la forme paramétrique et le
calibrage des densités de probabilité marginalete éh densité jointe permet de calculer les valeur
numeériques de la densité de la copule empirique :

c(uy,...,Uy) =—= f Eliﬂi_l(ul),--;,Fd:ls?d))
fL(F 7 (u)...f, (Fy 7 (uy))

Le choix de la structure de dépendance optimalenip@s cing copules paramétriques retenues,
nécessite le calibrage de celles-ci. La sectiovestié présente les résultats relatifs a ce caltbrag

2. Calibrage des copules

2.1. La copule gaussienne

Rappelons que le calibrage de la copule gaussiement a estimer la matrice de corrélation de la
variable aléatoire vectorielle (@ 7(F,(X,)),....0 " (F, (X)) dont I'historique

(DR (X)), @ (F (X)) ey €S CONStruit & partir de I'historique dé = (X,,...,X,) (ou

®~* est linverse généralisé de la distribution noemnegntrée réduite uni-variée). Dans notre cas, la
dimension du modéle multi-varié est 5 et la déteatibn des fonctions de répartition a partir de
I'estimation de leurs densités par I'estimateur Kiernel & noyau gaussien permet de calculer
numériqguement la matrice de corrélation et ainsalérage de la copule gaussienne. Remarquons que
cette matrice est différente de la matrice de tatiod des indices étudiés présentés au chap8reel-

qui s’explique par la non normalité des fonctiorgépartition marginales estimées.
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Tableau 4 : Matrice de corrélation de la copule gassienne

Taux d'inflation | Taux long nominal | Taux court nominal | Actions | Immobilier
Taux d'inflation 100,00 % -3,09 % 35,25 % -19,85%/| 38,20 %
Taux long nominal -3,09 % 100,00 % 45,05 % 2552 % | -28,29 %
Taux court nominal 35,25 % 45,05 % 100,00 % 7,73% | -12,61 %
Actions -19,85 % 25,52 % 7,73 % 100,00 %| 23,89 %
Immobilier 38,20 % -28,29 % -12,61 % 23,89 % | 100,00 %

2.2. La copule de Student

Le calibrage de la densité de la copule de Stutugrgssite I'estimation de la matrice de corrélation

et le nombre de degrés de liberté. Dans un premeps, la matrice de corrélation est estimée ar part
de l'estimation du tau de Kendall. Cette matrice dans un second temps a I'estimation du nombre
de degrés de liberté par le maximum de vraisemblanc

Tableau 5 : Matrice de corrélation de la copule d&tudent

Taux d'inflation | Taux long nominal | Taux court nominal | Actions | Immobilier
Taux d'inflation 100,00 % -5,97 % 8,05 % -31,70 %| 55,52 %
Taux long nominal -5,97 % 100,00 % 54,74 % 21,74 % | -43,27 %
Taux court nominal 8,05 % 54,74 % 100,00 % -1,87 % | -37,17 %
Actions -31,70 % 21,74 % -1,87 % 100,00 %| 19,75 %
Immobilier 55,52 % -43,27 % -37,17 % 19,75 % | 100,00 %

Le nombre de degrés de liberté estimé est:14,55.

2.3. Le calibrage des copules archimédiennes : Cook-Jsbin, Gumbel et Franck
Le calibrage des copules : Cook-Johnson, Gumbeiagtck ne nécessite que I'estimation d’un seul

parameétre (noté&r ). Ainsi aucun probléme d’optimisation n'apparailarecherche du maximum de
vraisemblance converge rapidement. Le tableau suprésente les résultats obtenus :

Tableau 6 : Calibrage des copules Cook-Johnson, Gumal et Franck

La copule a
Cook Johnson 9,0918E-02
Gumbel 1,0026E+00
Franck 4,8828E-05

Maintenant que les cing densités des copules garignes sont calibrées sur I'historique des cing
indices, nous appliquons la procédure de séled®mna copule optimale en calculant et puis en
comparant les distances entre les densités deopedes paramétriques et la densité de la copule
empirique.
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3. Le choix de la copule optimale

Afin de trouver la copule optimale parmi nos cirgpales paramétriques, les normes suivantes sont
étudiées pour chacune d’elle :

1/2

N, = J'(é(ul,...,ud) — c(Uy,....u )’ du,..du,

[oa]"
N, = [sou]!ﬂé(ul,...,ud) - C(ul,...,ud)|)
1

Dans notre cas la dimension est égale a 5. Il @st ttes complexe de procéder directement au
calcul des intégrales d’ordre cing pour retrouesrdistances. Nous avons donc considéré I'altemati
numeérigue consistant a approximer ces normes par :

N, = nid 3 (é(zil—lmzid —1)_0(2i1—1m2id —1)j

1<i;, g <n 2n 2n 2n 2n

1/2

c(

N, = sup o
2n 2n 2n 2n

I<iy, .. g <n

2,-1 2, —1)_C(2i1—1 2i, —1)D

Cette approximation est d’autant plus fine queest grand. Cependant, ces normes sont calculées

sur n vecteurs ce qui rend les calculs parfois lentsoetplexes. Des tests consistant a comparer
I'estimation numérique et le calcul direct de légtale de quelques fonctions a plusieurs variables
classiques (produits et sommes d'un ensemble debles, puissance de la somme, inverse...)
montrent que I'estimation numérique est une trémbaapproximation dés que= 20. Ainsi, en ce

qui concerne notre étude, nous avons estimé cesesmsur 9 765 625 vecteurs de dimension 5, ce qui

correspond & = 25. Le tableau suivant donne la valeur de la notrheet la normel” pour les cing
copules paramétriques étudiées. Les valeurs miagvsnt soulignées.

Tableau 7 : Distances entre les copules paramétrigs et la copule empirigue

La copule La norme L? La norme L”
Gaussienne 1,408 13,476
Student 1,916 58,224
Cook Johnson 0,974 13,786
Gumbel 0,989 13,865
Franck 0,988 13,857

Nous observons que le calcul des norrh@splace en téte la copule de Cook-Johnson. Aussi, le

distancesL? entre la copule empirique et les trois copules iarétiiennes sont significativement
inférieures a celles entre la copule empiriqueestdeux copules elliptiques (gaussienne et Student)
Cela prouve encore une fois que la structure derdgnce gaussienne est loin d’étre représentagive d
la structure de dépendance des indices finandiens@oéconomiques étudiés.

Nous concluons ainsi que la copule de Cook-Johnemmésente une forme paramétrique
appropriée pour modéliser la structure de dépemrddes indices financiers et macroéconomiques
étudiés. On rappel que cette copule présente upendénce asymptotique a gauche. Cela implique
gue la dépendance des fortes valeurs positivedndéses étudiés au dela d'un seuil donné tend
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asymptotiquement a s’annuler quand le niveau dil @@gmente. Ceci n’est cependant pas le cas pour
les fortes valeurs négatives dont la dépendanckae@ugmenter avec le seuil considéré.

Maintenant que nous avons déterminé la copule appma la structure de dépendance du taux
d’inflation, des taux d’intérét nominaux a long @&tcourt terme, du rendement des actions et du
rendement de I'immobilier, il serait intéressantpiivoir combiner cette structure avec un modeéle
décrivant la dynamique de ces indices. La partitefite d’illustrer une telle combinaison et propos
de projeter les indices financiers et macroéconoascetudiés en utilisant le modele d’Ahlgrim et al.
[2005].
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Partie Il

Modélisation et simulation

Cette partie consiste en une réflexion sur la nisaddn des indices financiers et
macroéconomiques étudiés en intégrant les condsigarmulées a I'issue de la deuxieme partie. Le
modéele qui est a la base de cette réflexion asbldele d’Ahlgrim et al. [2005]. L'un des objectidgs
ce volet est de projeter les indices en questioguigeut servir ensuite a évaluer les performances
d’un fonds composé d’obligations, d’actions et’darhobilier.

Le premier chapitre de cette partie présente legheod Ahlgrim et al. [2005] dont le calibrage est
présenté au chapitre 1ll.2. Le troisieme chapitrésente une démarche simple de projection du
modele en se basant sur une structure de dépentinéage (la corrélation). Le dernier chapitre
présente une procédure de projection du modéleramapt en compte les conclusions formulées a
l'issue du chapitre 1.4 et donc, en prenant en menta structure de dépendance optimale qui est la
copule de Cook-Johnson.
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Chapitre 111-1

Présentation du modéle d’Ahlgrim

Les organismes assureurs s’intéressent de pluslusnapx modéles financiers. En effet, ces
modeles sont une partie intégrante de toute anétyarciere dynamiqueDFA en anglais dynamic
financial analysi¥ et sont fréquemment utilisés pour I'évaluation ldesolvabilité, I'allocation du
capital ou lepricing des produits proposeés par les assureurs. Ainsidaiccentuer la sensibilisation
des actuaires a la gestion des risques finandéef3asualty Actuarial Society (CA®j} laSociety of
Actuaries (SOApe sont associées pour solliciter des recheralrete sléveloppement de modeéles
intégrés. Le modele d’Ahigrim et al. [2005] s’ingatans ce cadre.

Avant de présenter les dynamiques des indices dieemn et macroéconomiques du modéle,
Ahlgrim et al. [2005] reviennent sur les modeleggnés de Wilkie [1995] et d'Hibbert et al. [20Gt]
sur les principaux modéles composites relatifstaux d’intérét et aux actions. Ensuite, Ahlgrinakt
[2005] s'intéressent aux taux d’inflation, auxxaliintérét, aux rendements des actions, aux taux d
dividende, aux rendements de I'immobilier et auxxtde chémage. Cependant, le taux chémage ne
s'inscrit pas dans le cadre de notre étude et d@mst pas présenté dans la suite.

Le modeéle d’Ahigrim et al. [2005] accorde une impace particuliére a I'interdépendance entre
les différentes séries économiques et financieéretiées mais cette interdépendance reste limitée ca
elle se base sur la corrélation.

Nous présentons au long de ce chapitre le mod@lklgtim. Notre objectif est de se mettre en
capacité de déterminer, en partant du modeleplesil taux d'inflation, du taux d’intérét nomireal
long terme, du taux d'intérét nominal a court terohe rendement d’un investissement en actions et du
rendement d’un investissement en immobilier.
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1. Le taux d’inflation

Le taux d'inflation a l'instantt, noté q,, est suppose suivre un processus d’Ornstein-Uatdnb
(modele de type Vasicek a un facteur) :

dqg =k, (4, —q,)dt+0,dB,
- kq est la vitesse de retour a la moyenne.
- H, est le taux moyen a long terme.
-0, estl'écart type de l'erreur.
- B,; est un mouvement brownien.
Afin de calibrer et projeter la dynamique du tauxfthtion, Ahlgrim et al. [2005] propose une

résolution approximative de cette équation reposanta discrétisation d’Euler. Cette démarchetn’es
pas retenue et nous proposons donc la solutionteegaccette équation différentielle stochastique qu

s’écrit entre deux instantset t, (voir annexe A pour la démonstration) :

1-exp[-2k,(t —t,)] .
2k Fai

q

0 = 0, expl-k, (t —to)] + 4, @ —exp[-k, (t —t,)]) + Uq\/

- gf;jt est une variable aléatoire de loi normale cemntdaite.

La réécriture de cette formule a I'instalit=0 montre que la loi du taux d'inflation a chaque
instantt est une loi normale :

2k

q

o 1-exp[-2k,t]
0. = N| d exp[-Kyt] + 1, A= exp[K,t]), 0" ———— |

Aussi, on s’apercoit que le taux d'inflation peldicsire sous la forme récurrente suivante :
1-exp[-2k,A]
2k

q

qt+6 = qt exp[_kqé] + /'Iq (1_ exp[_kqé]) + Jq\/ gq,t = aqt + ﬂ+ Wq,t

ou O représente le pas de la discrétisation. Par exengdur une discrétisation mensuelle :
0=1/12.

Ainsi pour calibrer la loi du taux d'inflation, urgdmple régression linéaire peut étre effectuée pou
estimera, [ et y et en déduire ensuite les parametres du modétappuyant sur les relations
suivantes :

k. =-In(a)/d B 2y
=-In(@)/d, u,=—"—eto, = :
a Ha 1-a a =/ 1-exp[-2k,d]
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2. Les taux d'intérét

Le modele Ahlgrim et al. [2005] s’intéresse plustigalierement au taux d’'intérét réels a long et a
court terme. Nous présentons dans cette partieteteles des taux réels tels qu'ils sont présentés
dans le modéle d’Ahlgrim et al. [2005] pour en déglensuite les lois des taux hominaux.

Ahlgrim et al. [2005] proposent de reprendre unmasiculier du modéle Hull-White [1994] pour
décrire la dynamique du taux d'intérét réel londénb et le taux d’intérét réel court, noté. Les
équations différentielles stochastiques que vétifees deux variables sont (modéle de type Vasicek
deux facteurs) :

dlt = k| (/J| ‘|t)dt+0|d3,t
dr, =k (I, —r,)dt +0,dB,,

Comme pour le taux d'inflation, le taux réel a ldegne s’écrit entre deux instantset t:

1-expl2K (t-t)] .,
It
2k

=1, expl=k (t —to)] + 14 A—exp[-k (t —t,)]) + o, J

Pour le taux réel a court terme, la solution, ed@ex instantd et t, suffisamment proches pour

considérer que le taux réel long est constant aupdriode, s'écrit (voir annexe A pour la
démonstratior§ :

1- eXp[_Zkr (t - to)] gl
2k &

T

=", exp[—kr (t- to)] + Ito @- eXp[_kr (t- to)]) + Jr\/

La réécriture de ces deux formules montre queoiesdu taux réel long et du taux réel court sont, a
chaque instant, des lois normales. Aussi, la forme récurrentetdas réels s’écrit (voir annexe A
pour les démonstrations) :

1-exp[-2k
li.s =1, expl-k 0] + 14, A —exp[-k J]) + 7, \/%gm
|
s = 1, €XPIk, 0 +1, (L explk,O]) + 0, JW%

ou O représente le pas de la discrétisation. Par exengdur une discrétisation mensuelle :
0=1/12.

Le calibrage du modéle des taux d'intérét réelsepomrtaines difficultés. D’abord, les séries
historiques de ces taux ne sont pas directemeetaises sur les marchés financiers. Ahlgrim et al.
[2005] propose donc de construire ces séries deédsnen retranchant les taux d’inflation aux taux
d’intérét nominaux. Aussi, une autre difficulté gaincerne la méthode de calibrage se pose. En effet
au regard de la dépendance entre les taux longes édux courts, I'utilisation de la méthode des
moindres carrées ordinaires (MCO) pour I'estimatieis parametres n’est pas appropriée. Ahlgrim et
al. [2005] propose de retenir une procédure d’egtton s’appuyant sur une application en deux étapes
de la méthode des moindres carrées ordinaires. deta premiere étape, la méthode des MCO est
appliguée pour estimer les parameétres du tauxédéntréel long. Les valeurs estimées de ce dernier
servirons comme variable explicative lors de lapade étape pour estimer les paramétres du taux
d’intérét réel court par la méthode des MCO.

12 |ci aussi on ne retient pas la résolution propgeeAhlgrim et al. [2005] reposant sur la méthdtguler.
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Etape 111, =ajl, + B, + )&,

Etape 2 1., =a,l, + B,1, + 1, ,

Les parametres du modeéle du taux d’'intérét réaj kumt estimés en s’appuyant sur les formules
suivantes :

2k,
1-exp[-2k J]

k ==In(@)/3, 4 :l_ﬂlal eto, :yl\/

A la différence des modeéles précédents, le taumt@®t réel court présente deux variables
endogénes can, + 5, =1. Dans ce contexte on estime les paramétres dulenpde la méthode

MCO entre la série historiqu,,, —I,), et la série(l, —r,),:
Ar,, = (rt+l - rt) = az(lt - rt) T Vo€,
On peut ainsi estimer les parametres du modeleepdormules suivantes :

2k
1-exp[-2k.J]

k. =-Inl-a,)/ 0 eto, :VZJ

Contrairement au taux long réel, le paramétrereprésente la vitesse de convergence vers les tau
d’intérét long.

Pour déterminer les lois des taux d'intérét nonmnanpus nous basons sur les lois du taux
d’inflation et des taux d'intérét réels :

nominal It:réellt + qt

nominal rt :réelrt + qt

Ainsi les dynamiques proposées par Ahlgrim et200p] pour les taux réels et le taux d'inflation
font que les lois marginales des taux d’intérét imannx a l'instantt soient normales. Il est & noter
toutefois que le calibrage des densités de prat¥abiés taux nominaux nécessite I'estimation de la
corrélation entre les résidus des taux réels €inflation.

3. Le taux de rendement d’un investissement en actions

3.1. Le rendement hors dividendes

Le rendement hors dividendes des actions, ngtéest égal au taux d’intérét nominal (taux sans
risque), soitr, + 0, , augmenté d’'un exces de rendement attribuableppréciation du capital et noté

X -
§=h*T0+X.
Ahlgrim et al. [2005] proposent une approche deetigardy [2001] : le modéle & changement de

regime est appliqgué a I'excés de rendement desnack,. Le modele a changement de régime

proposé par Hardy [2001] modélise le rendementaii®ns (dividendes compris) en prenant en
compte deux périodes (régimes): une peériode otndeché connait une forte volatilité ce qui
correspond a une période de crise et une période marché connait une volatilité normale ce qui
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correspond a une période normale. Hardy [2001erapte modéle de Black-Scholes pour modéliser
les prix des actions lors de chaque période. Ldement suit donc, lors de chaque régime, une loi
normale. Le modéle a changement de régime pechgenstiser par :

Figure 23 : Chaine de Markov du modéle de type Harg a deux régimes

1-P,

Régime 2
s = N(x,,0,)

Régime 1
§ = N(u,0,)

3.2. Le taux de dividende

Ahlgrim et al. [2005] supposent que le taux dedkvide, notéy,, est modélisé par :

din(y,) =k, (¢, =In(y,))dt+o,dB,

- ky est la vitesse de retour a la moyenne.

- 4, est le logarithme du taux de dividende moyen g tenme.

Toutefois, une des principales difficultés de cettelélisation est la disponibilité des données. En
effet, les séries de données sur les taux de digalavec un historique suffisamment long ne sosit pa

disponibles publiquement. Aussi, pour estimer leasamétres de ce sous-modele, Ahlgrim et al.
[2005] utilisent des données privées.

3.3. Rendement des actions avec dividendes réinvestpproche alternative

Au regard des difficultés susceptibles d’étre remicges dans le cadre des spécifications du modéle
d’Ahlgrim et al. [2005] (modélisation a partir dexces de rendement sur les actions et des taux de
dividendes), une approche alternative est proppséemodéliser le rendement des actions.

Cette alternative repose sur une modélisation eliedements totaux des actions avec dividendes
réinvestis. En termes de choix du modeéle, I'appeainsistant & considérer que I'excés de rendement
suit un seul régime a été privilégiée aux dépensnddele a deux régimes de type Hardy [2001]
retenu par Ahlgrim et al [2005]. Dans ce cadre dé&x de rendement suit une loi normale de

parametresi,, o, et le rendement des actions suit donc une loi alernCette alternative est aussi
retenue dans Planchet, Thérond et Kamega [2009].
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Afin d’estimer les parametreg,, g, , on definit les valeurs historique de I'exces dadement
ind,

in t-1
dividendes réinvestis.

par: X =In( )—I,—0Q,, ou ind, représente la valeur d’un investissement en aciec

4. Le taux de rendement de I'immobilier

Le taux de rendement de I'immobilier & l'instant noté Im,, est supposé suivre un processus
d’'Ornstein-Uhlenbeck :

d Imt = k|m (/J|m - qlm)dt + Jlmdam,t

La forme récurrente de la dynamique du rendemeliina@obilier s'écrit :

1-exp[=2k,J]
2k

Imt

Im,, s = Im, exp[-k,,Jd] + 4, d—exp[-k,,J]) + Ulm\/

Im

En termes de méthodes de calibrage, I'approchsimdinire a celle présentée ci-dessus pour le
taux d'inflation.

5. Le prix d’'une obligation

Ahlgrim et al [2005] reprennent la relation de Eislpour calculer le prix d’'une obligation zéro-
coupon a linstantt qui paiel en terme nominal a la daf€. lls considérent ainsi que si des
obligations sont tarifées a partir des taux d’itifla et des taux d'intérét réels attendus jusga’a |
maturité, alors on a la relation suivante :

Pnom(t’T) = Préel (t’T)Pinf (t’T)
ou:
-P,.(t,T) est le prix a la daté d'une obligation zéro-coupon payahten terme nominal a la date

T.

-P (t,T) est le prix & la daté¢ d’'une obligation calculée a partir des taux datifins attendus
payantl a la datel par la formule suivante (Hull [2007] page 698) :

P (tT) = A (tT)exd- B, (t, T)a(t))

ou:
1- exp(— kq (T —t))

B (T)=
gt k

q

(B.(tT)-T +t) (k2. -a2/2) o°B_(tT)2
A (4,T) =ex 99 9 _9°9
g 2 4K
q q
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-P. (t,T) est le prix d'une obligation zéro-coupon a I'imdtéd qui paiel en termes réels a la date
T . Ce prix est calculé par la formule suivante (Hithj2001]) :

Peo (L T) = exp(A e (L T) = B, (t, T)r (t) - B, (t, T)I(t))

ou:
1-exp—k (T -t)
B (t,T) = d r )
_k 1—exp(— k(T —t))_ 1- ex;{— k. (T —t))
B (t,T)=
I k., —Kk, kl K
r
et
Aea®T)=(B(AT)-T +t)(ﬂ| - 2‘%} BT _arBl”((tr,T)
+UI2(T - BT RGD +1_e>‘p(‘ 2k (T-1)) 2k @-exd-(k +k)(T -1)) + k2 (L-exp(- 2k (T —t)))j
2 k12 k@ 2k (k. —k1)2 k (K, _ki)z(kr +K) 2K3(K _k1)2

On note dans la formule ci-dessus, qui pour ménpErenet de calculer a I'instattle prix d’'une
obligation zéro-coupon qui paik en termes nominal a la dafe, qu’il n’apparait pas de prime de
risque dans I'évaluation du prix des obligations. dfet, il est supposé qu'il n'y a pas de risqee d
liquidité et que les obligations sont sans risge@éfaut et ont toutes la méme maturité, et areeld
prime de risque pour les obligations est nulle.

Par ailleurs, la formule ci-dessus (retenue pagAml et al. [2005]) s’appuie implicitement sur une
hypothese d’'indépendance entre les taux d'inté&@sret l'inflation. En pratique, dans le traitemen
des taux nominaux une attention particuliére dnitdafois étre portée a I'analyse des corrélationisee
les taux d'intérét réels et le taux d’inflation.rsque I'hypothése d’'indépendance n’est pas vérifiee
terme s’ajoute a la formule précédente. Ce poindé&sillé dans Hibbert [2001].

Afin de pouvoir projeter les indices macroéconoreiget financiers étudiés dans le cadre du
modele d’Ahlgrim il est nécessaire d’estimer lesap@getres du modéle. Le chapitre suivant présente
I'estimation des paramétres du modéle d’Ahlgrimlsarséries de données présentées au chapitre 1-3.
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Chapitre 111-2
Calibrage du modéle d’Ahlgrim

Ce chapitre présente les résultats du calibragmatliele d’Ahlgrim et al. [2005]. Rappelons que
cela revient a estimer les paramétres de deux tgpemodeéles. D’'une part les modéles de type
Vasicek qui s’apparentent, sous leurs formes réotes, a des modeles autorégressifs d’ordre 1
(modeles sur linflation, les taux d'intérét réelles rendements de I'immobilier), et d’autre part
modele retenu pour modéliser la dynamique des reedts des actions. Il est toutefois a noter qu’en
ce qui concerne ce modéle, I'approche alternatigsgmtée au chapitre 1lI-1 est retenue.

Le calibrage des modeéles de type Vasicek a unuaast réalisé par une estimation par les
moindres carrés simples. Pour les modéles de tgséchk a deux facteurs, I'estimation est réalisée
par la méthode des doubles moindres carrés (DM@3uike, la qualité d’'ajustement est évaluée a

partir du coefficient de détermination ajusf’(ajusté, représente la part de la variance derlabla
endogene expliquée par la variance du modéle éarnmar le degré de liberté de I'estimation) et la

significativité globale est mesurée a partir d'@sttde Fisher (test dont I'nypothese nulig,
correspond a la nullité de tous les coefficientsrahdele).

Aussi, une attention particuliere est accordéeanalyse des résidus et de I'exces de rendement
supposés normaux par le modéle. A cet effet, kedeslarque-Bera, fondé sur la notion d’asymétrie
(Skewness) et d'aplatissement (Kurtosis), estséaRour ce test, 'hypothese nultg,) est celle de la
normalité des résidus. Ce test vaut 1 si on pdéusee H , avec un niveau de significativité de 5 % et
0 sinon

Dans la suite de ce chapitre, les notations samttigues a celles présentées au chapitre 1ll-1. Les
séries de données utilisées pour le calibrage, p@sentées au chapitre 1-3. Pour mémoire, nous
avons retenu des séries de données datant derjd®@é a juin 2009, couvrant donc une période

d’environ 13 ans et mis a part la série historiguerendement annuel de I'immobilier, qui est a
fréquence trimestrielle, toutes les autres sépese@rnent des taux annuels a fréquences mensuelles.
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1. Le taux d’inflation

A titre de rappel, la forme récurrente de la dyranaide I'inflation est :

1-exp[-2k,J]
2k

q

s = O €XPEK,A] + 44, (L—exp[-k,I]) + aq\/ E =aq + B+ g,

ou O représente le pas de la série historique. La &écpi des données historiques de l'inflation est
mensuelle et doncd =1/12.

L’estimation des parameétres est réalisée a pagtiladnéthode des moindres carrés. Le tableau
suivant présente les valeurs estimées :

Tableau 8 : Calibrage du taux d'inflation

Espérance de l'inflation : £/, 1,27 %
Ecart type de l'erreur : O 1,00 %
Vitesse retour a la moyenne :kq 0,61

Bien que les résultats du calibrage soient cohgr@rec les statistiques descriptives présentées au
chapitre 1-3, les parametres présentés ne sontdpastement estimés mais sont issus d'une
transformation non linéaire de ceux-ci. Cette appeoest de nature a introduire un biais dans les
parametres et invite & apprécier la précision désiateurs avec prudence.

Concernant les tests sur le modeéle et les coeaffgi@mous obtenons les résultats suivants :

Tableau 9 : Tests sur le modéle de l'inflation

R2 ajusté 85,64 % Le pouvoir explicatif du modéle est de 846%
P-value Ficher < 2.2e-16 Le modéle global est sifjnatif
Test Jarque-Bera 0 Hypothése de normalité des résid est vérifiée

Nous remarquons que I'ensemble des résultats eedessvalident les hypothéses posggsiori
pour la validation du modéle et du calibrage.

2. Les taux d'intérét

A titre de rappel, les formes récurrentes des dymaes des taux d'intérét réels longs et courts
sont :

1-exp[-2k
ls =1, €XPEK O] + 4 - expEk O] + 0 J%qﬂ
|
s =T, €XPIK, O] +1, (L-exp[k,d]) + o, \/—1_ eX;E_Zkr a9, .
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ou O représente le pas des séries historiques. Laénégudes séries historiques des taux d'intérét est
mensuelle et doncd = 1/12.

L'estimation des parametres est réalisée a pagtilmdnéthode des doubles moindres carrés. Le
tableau suivant présente les valeurs estiméesalamptres.

Tableau 10 : Calibrage du modéle des taux réels

Ecart type de I'erreur du taux réel court : g, 1,00 %
Vitesse retour a la moyenne du taux réel courtk; 0,10
Espérance de du taux réel long terme L4, 3,04 %
Ecart type de I'erreur du taux réel long : g, 1,04 %
Vitesse retour a la moyenne du taux réel Iongk| 0,46

Comme pour l'inflation, on notera que les paranemesentés ne sont pas les paramétres estimés
mais sont issus d'une transformation non linéagreelx-ci ce qui invite a apprécier la précision de
estimateurs avec prudence.

Le tableau suivant reprend les principaux résulsats les tests d'adéquation réalisés pour la
premiéere étape des MCO (modele sur les taux déntéels longs).

Tableau 11 : Tests sur le modéle du taux réel long

R2 ajusté 91,90 % Le pouvoir explicatif du modele est de 910%
P-value Ficher <2.2e-16 Le modele global est sijnatif
Test Jarque-Bera 0 Hypothése de normalité des résid est vérifiée

Nous remarquons dans cette premiere étape quefidihs des résultats et des tests valident les
hypotheses poséasriori pour la validation du modéle et du calibrage.

Le tableau suivant reprend les principaux résultats les tests d’adéquation réalisés pour la
deuxieme étape des MCO.

Tableau 12 : Tests sur le modeéle du taux réel court

R2 ajusté -0,45 % Le pouvoir explicatif du modéle est trés fihle
P-value Ficher 0,561 Le modele global n’est pas sifjcatif
Test Jarque-Bera 1 Hypothése de normalité des résid non vérifiée

Nous observons que ces tests ne valident pas iftdrisales hypothéses du modéle et du calibrage.
Il conviendra donc de considérer avec prudencesdémible de ces résultats et en particulier les
intervalles de confiance lors des simulations stptejections.
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3. Le taux de rendement d’un investissement en actions

Le rendement d'un investissement en actions s'@mihme la somme de l'inflation, du taux
d’intérét court réel et de I'exces de rendementirPalibrer le modele des actions il convient ddac
calibrer I'excés de rendement.

L’approche consistant a considérer que I'excessddament suit une loi normale a un seul régime
est retenue. L'exces de rendement est calibré’iadice SBF 250 dividende réinvestis. Le tableau
suivant résume les résultats observés.

Tableau 13 : Calibrage de I'excés de rendement

Moyenne 3,60 %
Volatilité 26,38 %
Test Jarque-Bera 1

4. Le taux de rendement de I'immobilier

A titre de rappel, la forme récurrente de la dyraraidu rendement de I'immobilier est :

1-exp[-2k,,J] .
2k

Imt

lmt+5 = Imt exp[_klmé] T U (1_ exp[_klmé]) + Jlm\/

Im

ou O représente le pas de la série historique. La &cpide I'historique retenu pour I'immobilier est
trimestrielle et donc 8 =1/4.

L'estimation des paramétres peut étre réalisée réir pde la méthode des moindres carrés
ordinaires. Cependant, contrairement au taux dfioih et aux taux d'intérét réels, le calibrage du
rendement de I'immobilier sur I'historique datant premier trimestre 1997 au second trimestre 2009
pose un probleme au niveau de la vitesse de rattaimoyenne. En effet, cette valeur est négative e
si elle est retenue pour les projections et lesilsitions on se retrouvera avec un rendement diaerge
a long terme. L'origine de ce probléme réside dan®rte baisse des rendements pendant les deux
derniers trimestres de 2009. En effet, le tauxahelement passe de -3,04 % au dernier trimestre de
2008 a -7,11 % et puis a -9,75 % lors des deuxiprsririmestres de 2009. Ces derniéres valeurs sont
les deux valeurs minimales sur tout I'historiquengsidéré et s’éloignent significativement de la
tendance globale des autres valeurs historiquesi,Aies deux valeurs sont retirées afin d’estiegr
parametres du modéle. Le tableau suivant présenfgarameétres estimés :

Tableau 14 : Calibrage du modéle sur le rendemented'immobilier

Espérance du taux de rendement de I'immobilier 344, 5,80 %
Ecart type de l'erreur : O, 2,69 %
Vitesse retour a la moyenne X, 0,09

Bien que les résultats du calibrage soient cohgr@rec les statistiques descriptives présentées au
chapitre 1-3, les parametres présentés ne sontdpastement estimés mais sont issus d’une
transformation non linéaire de ceux-ci. Cette appeoest de nature a introduire un biais dans les
parametres et invite & apprécier la précision désiateurs avec prudence.

Concernant les tests sur le modeéle et les coeffgi@mous obtenons les résultats suivants :
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Tableau 15 : Tests sur le modéle de l'immobilier

R2 ajusté 91,63 % Le pouvoir explicatif du modéle est de 9136%
P-value Ficher < 2.2e-16 Le modéle global est sifjnatif
Test Jarque-Bera 0 Hypothése de normalité des résid est vérifiée

Nous remarguons que I'ensemble des résultats geslisssont cohérent avec les hypothéses posées

a priori pour la validation du modéle et du calibrage.

5. Matrice de corrélation des résidus

La matrice suivante est la matrice de corrélat@mise les résidus

q,t? gl,t ’ rt

E ., ete

ainsi que

Im,t

I'excés de rendemenk, . Cette matrice servira pour la projection du medaBAhlgrim dans le cas ou
I'on suppose que la structure de dépendance estedgar la corrélation.

Tableau 16 : Matrice de corrélation des résidus ale I'excés de rendement

Inflation | Taux long réel | Taux court réel | Excés de rendement| Immobilier
Inflation 100,00 % -83,73 % -79,87 % 18,87 % 25,0%
Taux long réel -83,73 % 100,00 % 69,22 % -11,39 % 22,39 %
Taux court réel -79,87 % 69,22 % 100,00 % 12,19 % 21,30 %
Exces de rendement| 18,87 % -11,39 % 12,19 % 100%0 21,73 %
Immobilier 25,01 % -22,39 % -21,30 % 21,73 % 100,0%

Sur la base du calibrage présenté dans ce chal@gechapitres IlI-3 et IlI-4 illustrent les
projections des indices financiers et macroéconoesigétudiés. Le chapitre suivant présente les
projections dans le cas ou la structure de dépeeddes résidus et de I'exces de rendement estalécri
par la corrélation. Cela est équivalent a dire lgustructure de dépendance des indices financiers e
macroéconomiques étudiés est décrite aussi pariéation puisque les relations qui lient cesadadi
aux résidus et a I'exces de rendement sont lirgdieechapitre 111-4 est consacré aux projectioreca
la prise en compte de la structure de dépendariceale.
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Chapitre 111-3

Projection du modele d’Ahlgrim avec une structure @
dépendance gaussienne

Cette section est relative a la projection desfsastir la base du calibrage technique (aucun
ajustement économique des parametres estimés réalis€) issu du modele d’Ahlgrim. Ces
projections portent sur trois classes d’actifs rdedement des actions, les prix des zéro-coupon (e
réel et en nominal) et le rendement de I'immobhilier

Ce chapitre présente les projections dans le cda sfructure de dépendance des résidus et de
'excés de rendement est décrite par la corrélatidela est équivalent a dire que la structure de
dépendance des indices financiers et macroéconemgpudiés est décrite aussi par la corrélation (et
est donc gaussienne) puisque les relations qui dies indices aux résidus et a I'excés de rendement
sont linéaires.

La démarche globale consiste a projeter dans unipreaemps les résidus du taux d'inflation, des
taux d'intérét réels et de I'immobilier ainsi quexcés de rendement. Ensuite les projections des
indices financiers et macroéconomiques s’en déduisar les formules présentées au chapitre IlI-1.
La démarche peut se schématiser par la figure rsigiva

Figure 24 : Schéma de la démarche de projection aagir des résidus et de I'excés de rendement

Projection des résidus des taux d’intérét réelsadu d'inflation et de I'immobilier et projectiate
I'excés de rendement

|
v v v v

Exces de rendement

Taux d'intérét réel long Taux d'intérét réel courtf | Taux d'inflation

des actions
> Hibbert <
) 4
»(Ne
<V
y y \ 4
Prix des obligations Rendement des actions Rendement de 'immobilier
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1. Parametre d'initialisation des projections

Toutes les projections présentées sont une moydasigaleurs obtenues a partir Ne= 100000

simulations et sont réalisées sur une période dantOa fréquence trimestrielle. Par ailleurs, pour
I'ensemble des projections, on suppose que laidige, t =0, correspond a la fin du mois de juin
2009. Les valeurs initiales retenues sont donc :

Tableau 17 : Valeurs initiales

Indices Valeurs initiales
Taux d’inflation -0,49 %
Taux d'intérét réel a long terme 4,45 %
Taux d'intérét réel a court terme 1,18 %
Taux de rendement de I'immobilier -9,75 %

En outre, pour le prix des zéro-coupon, on considgie I'on souhaite évaluer a chaque instant le
prix de deux obligations zéro-coupon : une qui daen réel a sa maturité restante égale a 5 ans, et
une autre qui paie 1 en nominal a sa maturitémstggale a 5 ans.

2. Projection des résidus et de I'excés de rendement

Lors des projections, il convient de tenir compés doefficients de corrélation observés entre les
résidus des modeles calibrés, ( , &, &, &g,) €t I'exces de rendement des actiogs Cette

matrice est présentée au chapitre I11-2.

Les résidus et I'excés de rendement des actionerdudes lois normales. Si on suppose que la
structure de dépendance de ces lois est gaussiensenulation de ces cing variables revient a
simuler cinq variables gaussiennes dont la matte&eorrélation est égale a la matrice de corrélatio
historique. Numériqguement cela revient & simulagorariables normales indépendantes, et ensuite,
en déduire les trajectoires des résidus et I'extgendement en passant par la factorisation de
Cholesky.

3. Projection de l'inflation et des taux nominaux

La simulation des trajectoires des résidus perraetralver les projections du taux d’inflation et
des taux d'intérét réels en utilisant les formesdites présentées au chapitre Ill.1.

Sur la base des valeurs initiales présentées aut diébce chapitre et sur la base du calibrage
statistique du chapitre IlI-2, on obtient les potigns suivantes pour le taux d’'inflation et lesxta
d’intérét réels :
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Figure 25 : Projection du taux d’inflation
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Figure 26 : Projection du taux d'intérét réel a lorg terme
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Figure 27 : Projection du taux d'intérét réel a cout terme
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Nous observons que les courbes moyennes desntices partent de leurs valeurs initiales pour
rejoindre le niveau des moyennes a long terme awmecvitesse égale a la vitesse de retour a la
moyenne. La projection des taux d'intérét nominauwcourt terme est une combinaison de la

projection des taux d'inflation et des taux d'igréels. Les figures suivantes illustrent lesgutipns
des taux d'intérét nominaux a long et a court terme

Figure 28 : Projection du taux d'intérét nominal along terme
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Figure 29 : Projection du taux d'intérét nominal acourt terme
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4. Projection du prix d'une obligation zéro-coupon

Dans le cadre du modéle d’Ahlgrim, le prix d’undigdtion zéro-coupon en réel se déduit des
parameétres des modéles de taux a deux facteuesqe de retour a la moyenne, moyennes de long
terme, écart types) a partir des formules expfgiigésentées au chapitre IlI-1. La projection fities
dans la figure suivante correspond, a chaque dateprix d’'une obligation réelle payant 1 a sa
maturité restante égale a 5 ans.

Figure 30 : Projection du prix d’'une obligation zémo-coupon réelle a maturité 5 ans
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Pour évaluer le prix d’'une obligation zéro-coupan re@minal, il convient de tenir compte de
l'inflation. En pratique, pour établir le prix d’'uréro-coupon en nominal, nous reprenons la relation

suivante, présentée dans Ahlgrim et al. [2005]uettzapitre 111.1 : P, (1, T) = P, (t, T)R, (t,T).

La projection illustrée dans la figure suivanterespond, a chaque date, au prix d’une obligation
nominale payant 1 a sa maturité restante égakens.5
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Figure 31 : Projection du prix d’'une obligation zémo-coupon nominale a maturité 5 ans
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5. Projection du taux de rendement d’un investissemergn actions

Pour le modéle d’Ahlgrim et al, le taux de rendetris actions s’écrit sous la forme :
§=h*+q X

ou :

- I, +Q, : le taux d'intérét nominal.
- X, : exces de rendement attribuable a I'appréciationagital.

Dans le cadre de l'approche alternative présentéghapitre IlI-1, I'excés de rendement suit une
loi normale. On obtient donc pour le rendement Esgés actions :

Figure 32 : Projection du rendement des actions
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6. Projection du taux de rendement de I'immobilier

Sur la base de la valeur initiale présentée autdébuce chapitre et sur la base du calibrage
statistigue du chapitre 1ll-2, on obtient la prdjes suivante pour le taux de rendement de
immobilier :

Figure 33 : Projection du taux de rendement de I'imobilier
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Nous observons que le rendement de I'immobiliesingjlentement sa moyenne a long terme. Cela
s'explique par la valeur relativement faible devdasse de retour a la moyenne.
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Chapitre 1l1-4

Projections du modele d’Ahlgrim en prenant en comp la
structure de dépendance optimale : la copule de Ckalohnson

Le chapitre précédent présente une méthode decponjelu modéle d’Ahlgrim en supposant que
la structure de dépendance des indices macroécquemet financiers étudiés correspond a la copule
gaussienne. Cela revient a considérer que la dépeaddu taux d'inflation, des taux d’intérét
nominaux, du rendement des actions et du rendedeehimmobilier est totalement décrite pas leur
matrice de corrélation.

Cependant, les résultats présentés au chapitrentirtrent que cette structure de dépendance n’est
pas adaptée aux indices macroéconomiques et faranétudiés et que la copule de Cook-Johnson
décrit mieux cette structure.

L'objet de ce chapitre est d’expliquer, dans umpes temps, une démarche qui permet de simuler
des variables aléatoires dont la structure de digre®e est une copule paramétrique prédéfinie. Nous
expliguons dans un second temps la procédure aus permet de projeter le modele d’Ahlgrim en
prenant en compte la copule de Cook-Johnson. Lesedes sections présentent et commentent les
résultats de ces projections.

97



1. Simulation des copules paramétriques : Généralité

Dans le cas ou les fonctions de répartition matging,,...,F, et une copuleC(u,,...,uy) sont
spécifiées, on peut construire un uniqgue modeéletitvaitié dont la distribution jointe est
F (X, Xy) = C(F(X,),....,F4 (X)) - Nous essayons au long de cette section d’expliqo@ment

on peut simuler les réalisations d’'un vecteur aiéat(X,,...,X,) dont les fonctions de répartition

marginales sont respectivemeft,...,F, et dont la structure de dépendance est la cofiile

Globalement, la démarche que nous proposons cenaissimuler dans un premier temps les
trajectoires d’un vecteur aléatoire de variableisoames (U,,...,U ) dont la fonction de répartition

est la copuleC . Ensuite, les trajectoires simulée (¥,,...,X ) sont obtenues en s’appuyant sur la
propriété selon laquelle le vecteur aléatofig™(U,),...,F,*(U,)) admet 'unique fonction de
répartiton jointe F  qui vérifie: F(X,....Xy) = C(F,(x),....,F;(X4)) (et donc

_~ -1 -1
Xy Xg) = (F(UY), Fom U g)))-

Disposant des lois marginales, on remarque ainsilguwlifficulté se résume a la simulation d'un
vecteur de variables uniformes dont la fonctioméfgartition estC . Dans ce qui suit, on suppose que
I'on dispose de la forme paramétrique de la cofftil@ I'image de la copule de Cook-Johnson et les
autres copules paramétriques présentées au chiiditrea méthode que nous proposons repose sur

des simulations récursives utilisant les distrifmsi uni-variées conditionnelles (cf. Embrechetal et
[2002)).

On considére le cas générhE 2 et on introduit la notation suivante pour t@« i <d -1 :
C. (u,,...,u;) =C(ug,...,u, 1,..,1)
On écrit aussC, (u,) = u, etC,(u,,...,uy) =C(uy,...,uy) .

Embrechets et al. [2002] proposent de considésedildributions conditionnelles pour simuler les
trajectoires d’'un vecteur de variables aléatoimformes (U,,...,U ). En effet, si 'on suppose que

la fonction de répartition jointe d@J,,....U,) estC alors (cf. Embrechets et al. [2002]) :

07C, (Uy, o) /07C, (Ul )

Cu/u,...,u_)=PU, <u /U, =u,.U _=u,)=
|( i 1 1) ( 1 1 ’U 1 1) aul”.aui_l aul”.aui_l

Dans le cas ou l'on dispose de la forme paramédritpila copule, le calcul du numérateur et du
dénominateur nous permet de disposerGiéu. /u,,...,u_;) pour tout2<i<d-1. Dans ce cas,

nous utilisons I'algorithme suivant pour simulereutnajectoire de(U,,...,U ) dont la fonction de
répartition est la copul€ :

- Simuler une valeuu, dont la loi est uniforme SL[IO,].] notée dans la suitd (01) .
- Simuler une valeuu, dont la loi estC, (u, /u,).
- Continuer la méme procédure.

- Simuler une valeuu, de loi C4(u, /ug,...,Uy_;) .
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En général pour simuler une valeur de @i(u,/u,,...,u_) on simule une valeuu de loi

uniformeU (0])) et on calcule ensuit€, " (u/u,...,u,,) .

Nous avons retenu cette démarche pour la simuldgda copule de Cook-Johnson qui représente
la structure de dépendance la plus adaptée aweméinanciers et macroéconomiques étudiés. Nous
avons utilisé ensuite les fonctions de répartitierces indices pour simuler leurs trajectoires.nhe
présenter les résultats des simulations, la sestibrante tente de présenter brievement la proeédur
de simulation du modéle d’Ahlgrim en prenant en ptara copule de Cook-Johnson.

2. Projection du modéle d’Ahlgrim et la copule de CookJohnson

Pour simuler les trajectoires du taux d'inflatiaies taux d’intérét nominaux, des rendements des
actions et du rendement de I'immobilier en combinanmodele d’Ahlgrim et la copule de Cook-
Johnson calibrée sur les données historiques dmdiess (cf. chapitre 11-4), nous avons procédé en
deux étapes.

La premiére étape consiste a simuder= 100000 trajectoires de variables uniform@d,,....U.)
dont la fonction de répartition est la copule d®kzdohnson.
La seconde étape consiste a inverser ces valemgriguement en utilisant les fonctions de

répartition des indices financiers et macroéconaesq étudiés en s’appuyant sur le modéle
d’Ahlgrim.

A titre de rappel, les indices modélisés dans cedieosuivent tous une loi normale. Il est rappelé
aussi que dans le cadre de ce modéle il faut cantés lois des taux d'intérét réels et la loi de
I'inflation pour disposer des lois des taux nomixalll s’agit d’opérations additives simples qui sou
permettent a la fin de disposer des écritures réotgs des taux nominaux et aussi du rendement des
actions en introduisant les corrélations historigemetre les résidus et I'exces de rendement.

Pour illustrer notre démarche de simulation, noupliguons ci-aprés comment simuler une
trajectoire de l'inflation en partant de sa formrédeurrente.

Considérons le modéle d’Ahlgrim pour l'inflation ipposons que I'on dispose a l'instande la
valeur simulée de linflation ainsi que la valeuf" d’'une variable uniforme simulée a partir de la
copule de Cook-Johnson :

1-exp[-2k,J]
2k

q

qt+6 = qt exp[_kqg.l + /'Iq (1_ exp[_kqé-.l) + aq\/ gq,t = aqt + ﬂ + Wq,t

N 1 . P
ouo = 1 représente le pas de la discrétisation.

Alors la valeur simulée de linflation a l'instaht- & est I'inverse de la fonction de répartition de

la loi normaleN(aq, + 8,y%) deu;*.

La section suivante présente les projections déeda financiers et macroéconomiques étudiés.
3. Projection des indices financiers et macroéconomi@s

Comme pour le chapitre précédent, toutes les giojecprésentées sont une moyenne des valeurs
obtenues a partir d& =100000 simulations et sont réalisées sur une périodeOdant avec une
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fréquence trimestrielle. Par ailleurs, pour I'enb@rdes projections, on suppose que la date mitial
t =0, correspond a la fin du mois de juin 2009. Legwe initiales retenues sont donc :

Tableau 18 : Valeurs initiales

Indices Valeurs initiales
Taux d’inflation -0,49 %
Taux d’intérét réel a long terme 4,45 %
Taux d'intérét réel a court terme 1,18 %
Taux de rendement de I'immobilier -9,75 %

En outre, pour le prix des zéro-coupon, on considgre I'on souhaite évaluer & chaque instant le
prix de deux obligations zéro-coupon : une qui daen réel a sa maturité restante égale a 5 ans, et
une autre qui paie 1 en nominal a sa maturitémesstsgale a 5 ans.

3.1. Projection de I'inflation et des taux nominaux

Sur la base des valeurs initiales présentées aut diébce chapitre et sur la base du calibrage
statistigue du chapitre IlI-2, on obtient les pobijens suivantes pour le taux d'inflation et leaxta
d’intérét réels et nominaux. Contrairement au dn@irécédent, ou les projections des taux nominaux
se déduisent des projections de linflation et thsx réels, les taux nominaux sont directement
simulés en utilisant la copule de Cook-Johnson. fuegections des taux réels s’en déduisent en
retranchant les valeurs projetées de I'inflatior @aleurs projetées des taux nominaux. Pour mémoire
la copule de Cook-Johnson correspond & la strudeidependance de linflation, des taux nominaux,
du rendement des actions et de l'immobilier et ddnfaut retenir les taux nominaux lors des
projections.

Figure 34 : Projection du taux d'inflation
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Figure 35 : Projection du taux d'intérét réel a lorg terme
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Figure 36 : Projection du taux d'intérét réel a cout terme
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Figure 37 : Projection du taux d'intérét nominal along terme
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Figure 38 : Projection du taux d'intérét nominal acourt terme
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On observe que les courbes des moyennes des fatérét réels et de l'inflation partent de leurs
valeurs initiales pour rejoindre le niveau des nmmys a long terme avec une vitesse égale a |a®ites
de retour a la moyenne. On observe aussi que,ldaasgire de la simulation du modele d’Ahlgrim en
introduisant la copule de Cook-Johnson, les valewrgennes projetées du taux d'inflation et des taux
d’intérét (nominaux et réels) sont identiques desebbservées avec une structure de dépendance
gaussienne (cela peut ne pas étre visible suritegaaphes a cause du changement d’échelle). Par
contre les quantiles d’ordre 95 % et 5 % sont ficativement différents.

3.2. Projection du prix d’'une obligation zéro-coupon eréel et en nominal, du
rendement des actions et du rendement de I'immaeiili

Dans le cadre du modele d’Ahlgrim, le prix d’'undigdtion zéro-coupon en réel se déduit des
parametres des modeles des taux a deux factetess@s de retour a la moyenne, moyennes de long
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terme, écart types) a partir des formules explcétedes hypotheses présentées au chapitre Ib-1. L
projection illustrée dans la figure suivante cqumxl, a chaque date, au prix d’'une obligation eéell
payant 1 a sa maturité restante égale a 5 ans.

Figure 39 : Projection du prix d’'une obligation zémo-coupon réelle & maturité 5 ans
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Pour évaluer le prix d’'une obligation zéro-coupan re@minal, il convient de tenir compte de
l'inflation. En pratique, pour établir le prix d’'uréro-coupon en nominal, nous reprenons la relation

suivante, présentée dans Ahlgrim et al. [2005]uettzapitre 111.1 :P, (1, T) = P, (t, T)R, (t,T).

La projection illustrée dans la figure suivanterespond, a chaque date, au prix d’une obligation
nominale payant 1 a sa maturité restante égakens.5

Figure 40 : Projection du prix d’'une obligation zémo-coupon nominale a maturité 5 ans
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En ce qui concerne le rendement des actions etldaasire de I'approche alternative présentée au
chapitre IlI-1, on obtient la projection suivantesdendements moyens espereés :
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Figure 41 : Projection du rendement des actions
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Sur la base de la valeur initiale présentée autdébuce chapitre et sur la base du calibrage
statistique du chapitre IlI-2, on obtient la pradiec suivante pour le taux de rendement de
immobilier :

Figure 42 : Projection du taux de rendement de I'imobilier
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Nous observons que le rendement de I'immobiliesingjlentement sa moyenne a long terme. Cela
s’explique par la valeur relativement faible desgesse de retour a la moyenne.
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4. Comparaison de la copule gaussienne et la copule @ook-Johnson
dans le cadre du modele d’Ahlgrim

Globalement, nous observons que, dans le cadrea d@mulation du modéle d’Ahlgrim en
introduisant la copule de Cook-Johnson, les valewogennes projetées du taux d'inflation, des taux
d’'intérét (nominaux et réels), du rendement desorstet du rendement de l'immobilier sont
identiques a celles observées avec une structurdépendance gaussienne (cela peut ne pas étre
visible sur certains graphes a cause du changedhéxtielle). Ce constat est rassurant et tout a fait
logique. En effet, la valeur moyenne de chaquecandorrespond a I'espérance mathématique de sa loi
marginale et est donc indépendante de la strudeitpendance.

Cependant, les quantiles d’'ordre 95 % et 5 % sigmifeativement différents. On observe en
particulier que l'intervalle formé par ces deux wilas est plus large dans le cas ou la structare d
dépendance est décrite par la copule de Cook-Johnss valeurs extrémes sont donc mieux
représentées par cette structure.

D’autre part, dans le cadre de la gestion d'adifsafin de comparer les deux structures de
dépendance, I'étude du rapport des deux VaR a 99,xorrespondant aux deux structures de
dépendance combinées avec le modele d’Ahlgrim, gdariefeuille générique géré en visant une
allocation cible, est un indicateur qui peut seétéwpertinent. En effet, les assureurs devropgrér
de 2012, estimer le niveau de fonds propre poyraseétre en ruine sur un horizon d’'un an avec une
probabilité de 99,5 %. La comparaison des VaR & 98,permettra de vérifier si la structure de
dépendance gaussienne sous-estime la VaR du paieefglans ce cas, les fonds a mobiliser sont
surestimeés), ou bien si elle la surestime (dangaseles fonds a mobiliser sont sous-estimés et
I'organisme peut se retrouver contraint de faireapport supplémentaire en termes de fonds propres).
Avant de se lancer dans cette comparaison, noygp$oas une bréve présentation de ce que nous
désignons par la VaR.

4.1. La Value at Risk

La VaR (de l'anglai¥alue at Riskest une notion utilisée généralement pour medargsque de
marché d’'un portefeuille d’instruments financideie correspond au montant de pertes qui ne devrait
étre dépassé qu'avec une probabilité donnée dwrimon temporel donné.

Dans sa forme la plus générale, la VaR peut étdeiitiéde la distribution de probabilité de la
valeur future de l'actif a un niveau de confianédird. Ce que nous cherchons dans le cadre de notre
problématique est la valeur du portefeuille tellee da probabilité d'y étre supérieur correspond au
niveau de confiance choisi.

Etant donnée un niveau de confiaadE[O,l], nous désignons dans la stitpar la VaR de la

valeur X d’un portefeuille au niveau de confiance le montant suivant (la pire valeur a un niveau
de confiancex ) :

VaR, =sudpd0,P(X > p) = a}

Cette définition est équivalente a celle communénutitisée dans les milieux financiers et qui
consiste a calculer le montant de perte maximalm aiveau de confiance prédéfini (car la perte
maximale a un horizon donné est la différence datgare valeur du portefeuillX a cet horizon et

la valeur initiale). Dans I'hypothése que la dimition du portefeuille soit continue, aR,
correspond au quantile d’ordie- a .

13 Cf. Kharoubi-Rakotomalala [2008]
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Par ailleurs, si le portefeuille suit une loi noteyda VaR peut étre directement calculée a pddir
I'écart type de cette loi. Cependant, en dehorsatire gaussien, il est rarement possible de trouver
une formule analytique fermée pour la VaR.

Dans le cadre de nos travaux, nous nous posonsutacsdre non gaussien et nous sommes
amenés donc a recourir a la simulation de MontdéeGe la valeur du portefeuille pour calculer sa
VaR a 99,5 %.

4.2. Composition du portefeuille et horizon de compar@ns

Afin de se faire une idée sur I'impact de la stuvetde dépendance gaussienne sur la valeur d’'un
portefeuille géré par I'assureur, nous proposoms ¢k suite d’étudier un cas simple ou ce portééeui
est composé de trois actifs : obligations zéro-oospde maturité 5 ans, actions et immobilier. Nous
supposons que le fonds est réparti équitablemeant és actifs moins risqués (obligations) et les
actifs plus risqués (actions et immobilier). Lederse compose finalement de :

- 50 % d’'obligations de maturité 5 ans.
- 40 % d’'actions diversifiées sur le marché fragcai

- 10 % d'immobilier. Pour calculer les performanaks I'immobilier et afin de se mettre dans un
univers plus réaliste, nous avons ajusté la vafétigle a 5 % au lieu de -9,75 %.

Aussi, nous considérons, sans perte de généi@liggla valeur du portefeuille a la date initiale es
de 1. Nous supposons également qu'a chaque trenkstgestionnaire liquide tous les actifs a sa
disposition (obligations de maturité 4,75 ans,cdiet immobilier) et en achéte des nouveaux avec
les mémes proportions définies ci-dessus (50 %lidations de maturité 5 ans, 40 % d'actions et
10 % d'immobilier). Le rendement du portefeuillerrespond au rapport diminué de 1 du prix de
vente des actifs sur leurs prix d’achat au semesée2dant la date de la vente.

Par ailleurs, nous proposons de comparer les VaRielax approches (approche par la structure de
dépendance gaussienne et approche par Cook-Jotsusan) horizon de projection de 3 ans.

La comparaison sur un horizon a long terme (10 pes) étre biaisée. En effet, I'incertitude autour
de la valeur moyenne du portefeuille augmente &iileazon de projection. L'une des raisons de ce
constat est la dépendance des performances désdacithemin simulépéath dependat. Cela se
traduit par une VaR a 99,5 % plus importante giginalance a prendre des valeurs extrémes quand on
s’éloigne de la date initiale. En effet, pour lesxl approches, la VaR a 99,5 % a un horizon a long
terme (sur une période de 10 ans par exemple)spmnel aux quantiles d’ordres 0,5 % de la valeur du
fonds et correspond donc a un scénario défavomlsléensemble de la période de projection (car la
valeur du portefeuille egtath dependaint Or, pour que ce scénario se réalise, il faudyaé les
marchés financiers subissent une crise qui dureadouong de cette période, ce qui est rarement
observé.

Donc, il est plus pertinent de comparer les deyraghes sur un horizon homogéne avec la durée
moyenne des périodes de crise (de l'ordre de 3l@assde la crise financiere de 2000) et avec
I'horizon d’estimation d'un an de la VaR a 99,5 #sdaéserves d’'un organisme assureur. L’horizon de
3 ans semble répondre a ces critéres.

14 Le prix des obligations, le rendement des actieimke rendement de I'immobilier sont évalués aipaie
relation récurrentes entre les variables du modf@klgrim et donc la valeur du portefeuille gsth dependant
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4.3. Comparaison des deux VaR du portefeuille évalué [ deux approches

La figure suivante illustre les valeurs moyennegpdrefeuille et les VaR a 99,5 % pour les deux
approches : projection du modéle d’Ahlgrim avecdarélation et la projection du modéle d’Ahlgrim
avec la copule de Cook-Johnson. Le rapport des daRxest aussi illustré sur la figure.

Pour les deux approches et a chaque trimdstria VaR du portefeuille est calculée en deux
étapes :
- A chaque trimestre (parmi les 12 correspondamt horizon de 3 ans) et pour chague simulation, la
valeur du portefeuille est évaluée.
- On calcule ensuite le quantile a 0,5 % de lawradiel portefeuille & chaque trimestre. Ce quaesie
la VaR du portefeuille sur la périod®,t] et correspond a la pire valeur du portefeuillenaugau
99,5 % au trimestré pour un investissement initial de 1 a I'instant O.

Le rapport des VaR au trimesttecorrespond au rapport des deux VaR du portefecélleulées
sur la périodd0,t] et évaluées par les deux approches :

auss

Va 0,t]

ook-Johnson
\ 0,t]

R(t) =

Les courbes des VaR a 99,5 % et la courbe du ragperVaR sont présentées dans la figure ci-
apres sur un horizon de 3 ans.

Figure 43 : Comparaison des VaR a 99,5 % sur un hamon de 3 ans
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Nous observons que les espérances moyennes déela da portefeuille évaluées par les deux
approches sont peu différentes. Cependant, nogswalns que la VaR a 99,5 % du portefeuille évalué
par I'approche basée sur la corrélation est suméria celle évaluée avec I'approche basée sur la
copule de Cook-Johnson.

Nous observons en particulier que le rapport deR ¥ar un an,R(Lan), est de 1,158. Cela

signifie que le besoin en capital a un an est ¥ &ipérieur avec la copule de Cook-Johnson qu’avec
la corrélation. Sur trois ans, le rapport des VaRde 1,841 et donc le besoin en capital est 84,1 %
supérieur avec la copule de Cook-Johnson gqu’'avegdale gaussienne.
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Nous concluons donc que la corrélation surestime/d®® a 99,5 % du portefeuille. Cette
surestimation conduit a sous-estimer la valeurfdeds que I'assureur doit mobiliser pour respecter
les contraintes réglementaires et donne une imageauée des marges de solvabilité de I'assureur.
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Conclusion générale

Globalement, nos travaux s’inscrivent dans un ocdatgénéral qui propose des outils théoriques et
des démarches pour les mettre en ceuvre afin dagtutdins une premiére phase la structure de
dépendance d’'un ensemble d’indices financiers er@éaonomiques et, dans une seconde phase, de
les projeter en s’appuyant sur un modele mathématmdapté. Nos travaux ont nécessité une
profonde réflexion et une vive recherche en modttia mathématique ainsi qu’un investissement
significatif en terme de mise en ceuvre et donc plémentation sous Matlab.

Les apports des travaux présentés dans ce ménamiramsiltiples. D’un point de vue théorique,
nous proposons une approche consistante et géndeatecttant de sélectionner la structure de
dépendance optimale d’'un ensemble d’indices firmaaet macroéconomiques. Cette approche nous
permet d’'une part de rejeter I'hypothése de notfale la structure de dépendance des variables
financiéres et macroéconomiques étudiées, et neusgb d'autre part de la caractériser. |l apparait
qgue la dépendance entre ces variables est asyo#étaigec une corrélation asymptotique sur les
valeurs négatives qui n’est pas présente sur lesngapositives (copule de Cook-Johnson).

Lors de I'étude de la structure de dépendance, mowss traité le probléeme dans toute sa
généralité sans faire d’hypothéses sur le nhombréesdois marginales des variables étudiées. En
particulier, nous avons proposé des méthodes deage et de simulation dans un univers multi-varié
alors que la majorité des travaux réalisés a @t sajcontentent de travailler dans un universabigv
Cela est, par exemple, le cas de la copule de Quotbaous avons pu développer un algorithme
récurent pour la calibrer (cf. chapitre II-1).

Il est a noter toutefois que nous avons supposéditement que la structure de dépendance et ses
parametres de calibrage sont constants dans lestdfharoubi-Rakotomalala [2008] montre que la
structure de dépendance des indices boursieraati@naux, pris deux a deux (donc dans un univers
bi-varié), reste constante mais les parameétres alibrage changent en fonction du temps (par
exemple, si la structure de dépendance de deuseimdhioursiers est la copule de Cook-Johnson, alors
Kharoubi-Rakotomalala [2008] montre que ces indigadent cette structure au cours du temps et
seul le parametre de la copute change).

Bien que nous ne proposions pas d’'étude sur legelmaent, dans le temps, de la structure de
dépendance des variables financieres et macroédguesngque nous avons étudiées, ce sujet est d’'un
grand intérét et permet une modélisation plus sbipfuice.

Par ailleurs, la représentation de la dépendanckgapule de Cook-Johnson (la copule optimale)
nous a permis, dans une seconde phase, de prapaserodélisation plus réaliste des indices étudiés
en utilisant le modele d’Ahlgrim.

Cette seconde phase s'inscrit dans un cadre guiesge en particulier les organismes assureurs. En
effet, que ce soit dans le cadre prudentiel, pauddtermination des provisions et du capital de
solvabilité, pour sa communication vers les tiemljedded valuet état comptable) ou pour ces
besoin de pilotage techniques (allocations strqtégs, tests de rentabilité...), 'organisme assureur
doit disposer d’'un cadre rigoureux et cohérent gméen compte I'ensemble des actifs de son bilan et
les risques associés.

Dans ce cadre, la troisiéme partie a proposé uengdre de méthodes pour générer des scénarios
économiques. A cet effet, nous nous sommes apuyds modele d’Ahlgrim et nous avons proposé
deux approches différentes. La premiére se basensustructure de dépendance gaussienne (donc la
matrice de corrélation) et la seconde se basesuopule optimale (Cook-Johnson).

Dans le cadre de la gestion d’actifs et afin depamer ces deux approches, I'étude du rapport des
deux VaR a 99,5 %, (correspondant a ces deux apgspd’un portefeuille générique géré en visant
une allocation cible, est un indicateur qui peutéseéler pertinent. Bien qu’elle soit d’un granténét,
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cette comparaison n'a été examinée que pour usirtge, mais révélateur, présenté au chapitre. l11-4
Elle peut d'ailleurs faire I'objet d'une étude ple®mpléte qui prend en compte : le choix de
l'allocation stratégique, la réglementation, laastgie d’investissement..., et qui indique I'impaet d
la structure gaussienne sur les performances dds faulti-supports d’'un organisme assureur.
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Annexe A

Modeéle de Vasicek

1. Modele de Vasicek a un facteur

Soit (xt )t une variable aléatoire continue vérifiant :

dx =k(u—x)dt+o0.dB.

alors :
d(expkt)x,) = expkt)dx + kexpkt)xdt = ke expkt)dt + expkt).c.dB
donc :
expkt)x, =x, expkt,) + k/JJ‘; expks)ds+ J.J':O exp(ks).dB;
en simplifiant on obtient :
X, = X, eXpEk(t—t,)) + (- expEk(t=t,)) +0.f ‘ exp(k(t - 5)).dB,

Les propriétés de lintégrale d'une fonction détieiste par rapport a un mouvement brownien
permettent d’écrire :

1-exp[-2k(t —t,)] £
2k ‘

X =X, exp[-k(t —t,)] + L@ -exp[-k(t —t,)]) + U\/

-£° est une variable aléatoire de loi normale centidaite.

2. Modéle de Vasicek a deux facteurs

Soit le systeme d’équations suivant :
dx =k (1, —x)dt+0,.dB,,
dy, =k, (% —y,)dt+o,.dB,

Notre objectif est de déterminer la loi d¢ a l'instantt en fonction des variablex, ety a

linstant t, .
2.1. Premier cas 't ett, treés proches

En reprenant la méme démarche que nous avons f@éseour le modéle a un facteur on peut
écrire y, comme suit :
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t t
exp )Y, =¥, expk,to) +k, | x.exp(k 9ds+o, [ exp(ks)dB,,

Si on suppose que la variabke est constante sur la périoh@,t[ on peut écrire :

Y, =, expik, (t=to)) + X, (1-expek, (t—t,)) +,.[ exp(k, (t-9).dB,,

et donc :

1-exp[-2k, (t—t,)] .
2k Ey:

y

Y = Y, €XpEk, (t=1,)) + x, A-explk, (t-t))) +o y\/

La formule ci-dessus est celle que nous avons gémp@u chapitre IlI-1 dans le cadre de la
résolution de I'équation différentielle stochas#qretenue par le modéle d’Ahigrim pour les taux
d’intérét réels a court terme.

2.2. Deuxieme cas : cas général

ky
k, —k

X y
de y, apres la résolution du modéle a un facteur pour

Posons :z, =y, +

(X, = 4,) . On cherche a déterminer la loi dge pour en déduire la loi

ky

k,—k

X y

Par construction on adz =dy, + d(x, —u,) etdonc:

k
dz, =k, (x - y)dt+0,dB,, +—— (k (4, - x)dt+7,.dB,,)

kx—ky
ainsi :
ky ky
dz = k,(x = y)dt+, 2~k (g, =x)dt+0,dB, + — ~0,dB,,
X y X y
donc :
d K[ + ky ( )]dt+ o, .dB,, + ky dB
4 =K Y Hy =% o,.ab, 0,45,
Y ‘ kx—ky yr kx—ky !
et ainsi :

k
dz =k [y, - z]dt+0,dB, + " yk 0,.dB,,

X y

en multipliant les deux cotés pexp(kyt) et en développant on peut écrire :

% =3, exXptk, (1) 4 A-expik, (1)) + 0| exptic (t-9)d, +

K,.O,
y C .j:expeky(t—s))das

or:

X, =X, explk, (t=t5)) + 14, (- exp(k, (t =1,))) + 0| exp(k,(t-9)).dB,,
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Ainsi, en remplagant, par sa valeur dans I'expression deon peur déduire la loi d¢,. Les

propriétés de I'intégrale d’une fonction détermiaipar rapport a un mouvement brownien permettent
ensuite de calculer les intégrales figurant datte éermule. Etant donc une déduction immédiate des
développements précédent, nous laissons aux lectetéressés le soin de retrouver I'expression

finale de la loiy, . Par ailleurs, il est a noter que le calibrage gletde y, nécessite la détermination

du coefficient de corrélation entigg ; et B, ..
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