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Executive Summary

What is at issue here is the financial problem s§&& and Liabilities management when dealing with
Defined Benefits commitments. Cash flow replicatiming bonds usually fails to provide an accurate
hedge to the interest rate exposure, mainly fofahewing reasons:
- The lack of market depth for long-term bonds
- Coupons reinvestment
- The uncertainty in the value of the commitment ifth@lue is update on a regular basis,
according to hypothesis called actuarial)

These elements prevent the quite intuitive repboagpproach from being an acceptable solution to
the asset and liabilities matching.

This essay introduces an original approach toliteds hedging where the asset is composed of
- a hedging portfolio (based on fixed income instroteefor interest rate exposure
immunisation)
- aperformance engine

This architecture guarantees an agility that alléevsthe assets to match the frequent update of the
commitment value (each time actuarial hypothess@viewed).

A reminder of actuarial techniques and the regwyagmvironment will be provided first, as a quick
overview of the context that is dealt with here.

The main risk is related to interest rates. Immatii® against is done using a technique called
duration bucketing that allows to build a liquiddige portfolio using a limited number of instruments
(the purpose here is to use less instruments th@miments cash flows).

The instrument number literally behaves as a triglgat controls the hedge precision. The accuracy
can be decreased in order to create a surplusdémabe used for protection against risks for which
there is no market where immunisation instrumeregsaaailable.

The performance engine is built thanks to the nicakpptimisation of the trade-off risk / expected
return:
» the average returns are computed using the Blaité&ririan model
e therisk is assessed using a GARCH model (EWMA)
< the numerical optimization is realized with a dimited optimization algorithm dedicated to
the search of global extrema called Particle Sw@ptimization

Keywords: ALM, Black-Litterman, Optimization, hedge, interest rate risk, convexity, actuarial
gains and losses, GARCH, EWMA, PSO



Résumé

On s’intéresse au probléme financier de gestiaftpassif lié aux engagements a prestations définie
Certaines entreprises portent dans leur bilan pge tie dette. En pratique, la réplication des flux d
passif a l'aide d’'un portefeuille obligataire nefféupas a en assurer une couverture financiére,
notamment pour les raisons suivantes :

e laliquidité des obligations de maturité lointaine,
* le réinvestissement des coupons,

» Tlincertitude sur la valeur des engagements (lalewr est mise a jour a intervalle régulier
suivant des hypotheses dites actuarielles).

Ces éléments empéchent cette approche simple égelution a au probleme d’adéquation actif-
passif.

Ce mémoire présente une approche originale de doweele passif ou I'actif est constitué :
- d'un portefeuille de couverture de type taux (cdiigns ou dérivés) couplé a
- un portefeuille de rendement.

Cette architecture assure une flexibilité suffisgubur permettre a I'actif de s’adapter aux misgsi&
régulieres de la valeur des engagements (lors iiee des hypothéses actuarielles ayant permis leu
évaluation).

Nous rappellerons les techniques actuarielles ebfgexte réglementaire dans lequel se situent les
passifs sociaux.

La couverture du risque de taux(le risque pringipat réalisée a 'aide de la technique de bucgetin
de sensibilité qui permet de construire une couvertiquide a I'aide d'un nombre d’instruments
paramétrable, donc potentiellement plus faiblelguembre de flux du passif.

Le nombre d’instruments agit littéralement comme aumseur pour contrdler la précision de la
couverture. La précision de la couverture peut éimgnuée afin de dégager un excédent de budget
qui peut étre consacré a la production d’'un surgkisendement. Ce surplus permet de financer les
pertes dues aux risques pour lesquels il n'existe ge marché ou trouver des instruments de
couverture.

Le portefeuille de rendement est construit parnoigition numériqgue du compromis rendement-
risque :

- Les rendements sont obtenus a I'aide du modeRiaid-Litterman
- Lerisque est évalué dans le modele GARCH EWMA

- L’optimisation est réalisée grace a un algorithrigdribué de recherche d’extrema globaux a
I'aide d’'un essaim de particule, PSO.

Mots-clés : Gestion Actif-Passif, Black-Litterman, Optimisation Numérique, ALM, couverture,
risque de taux, convexité, écarts actuariels, EWMA, Particle Swarm Optimisation.
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Le contexte de la gestion sous contrainte d’engagem ents

On s’intéresse ici aux passifs, c'et a dire le thdtre engagé a payer des flux futurs de montants
incertains. Il doit étre possible d’en calculefadde de modéles statistiques des projectionseivalie
régulier (tous les ans par exemple) ; ces projestipermettent de mettre a jour le chiffre que
représente cette dette dans le passif d'une erseepr

Cette situation concerne différents types d’'entsegr: les assureurs, les mutuelles, les caisses de
retraites et les entreprises qui portent dansigain une dette dite sociale vis a vis de leursleyds.

Ces engagements consistent a verser des primeardesges ou de pensions, a leurs salariés aul leur
clients conditionnellement a leur état de san#leur survie ou leur déces.

La question est de trouver le meilleur actif fin@endans lequel investir les sommes recues, acgjuise
ou provisionnées dans le cadre de cette dettecelexce du choix de I'actif se mesure a la maitris
gu’il permet de I'écart actif-passif: la différencentre la valeur de la dette et la valeur de
l'investissement réalisé en contrepartie. Lorsaderise de la « bulle internet » en 2000-2001 alade
des taux d'intérét, conjuguée a I'effondrement mi@schés actions a eu les conséquences suivantes au
bilan :

- Lavaleur des engagements a augmente.

- La valeur des actifs investis sur les marchés atdiges a augmenté.

- Lavaleur des actifs investis sur les marchés as@odiminué.

Examinons a titre illustratif le modéle simple s@nt: un engagement a horizon 10 ans (payer 1000 a
I'échéance). Examinons I'évolution de I'écart agidfssif selon le rendement obtenu a I'actif. Unxtau
de rendement moyen est anticipé et retenu le 3IdUR actualiser 'engagement selon une formule de
rendement actuariel, (1+tadX)**"®. Par ailleurs, le rendement réel des actifs esstaté chaque
année et impacte la valeur de 'actif. On pargguilibre (égalité de I'actif et du passif).

Taux retenu Rendement Nombre Valeur Valeur Ecart

au 31/12 de l'actif d’années restantes | du passif | de I'actif actif-passif
t=0 5% - 10 613,91 613,91 0
t=1 5% 5% 9 644 ,61 644,61 0
t=2 5% 10% 8 676,84 709,07 33,23
t=3 4% 3% 7 759,92 730,34 -29,58

Tableau 1 lllustration de I'évolution de I'écart adif-passif

Tant que les rendements (attendus et constatésggaux, il n'y a pas d'écart, mais ensuite lestéca
varient énormément et la situation 2000-2001, skeutn année 3 a pour conséquence un écart
négatif : I'actif est désormais insuffisgeur permettre a I'entreprise de répondre a sgagaments.

L’objectif est d’éviter de se retrouver dans ceitaation pour les entreprises dont I'actif étaitdsti
partiellement dans les marchés actions : I'écdif-passif a doublement été impacté par I'évolution
des marchés.

Taux Actions Passif Ecarts Actif-Passif

! ! 1 "




Cet exemple simple suggére de construire un aetihature financiere analogue a celle du passif,
idéalement obligataire afin que les mouvementsatxifi et ceux du passif se fassent dans la méme
direction. Ce choix se fait au détriment des remglgs attractifs fournis par les marchés actioris qu
sont alors délaissés, mais permet a priori un engiltontréle de I'écart actif-passif. La solutiarplus
simple pour adosser 'actif au passif est de ctuestiun portefeuille obligataire qui réplique ldsxf

du passif.

Une contrainte supplémentaire vient s’ajouter dansontexte : 'engagement est réévalué tous k&s an

sa valeur change donc a intervalle régulier au dgéa réalisation ou de la non-réalisation des
hypothéses du modele ayant servi a calculer savalgicipée.

Le probleme, c’est donc I'adéquation de I'actifpmssif sur deux points :
e sa capacité a neutraliser l'effet principal d0 awarchés financiers, les aléas portant
majoritairement sur les taux
* sa capacité a évoluer pour se mettre en adéquatien les engagements consécutifs aux
changements inéluctables dus a la prise en conedtéddrt entre I'escompté et la réalité.

Ces deux points constituent les éléments princighuxahier des charges que l'actif adossé a des
engagements sociaux doit respecter.

Une bonne approche, c'est de construire un adaifidie qui tire parti méme partiellement des
opportunités offertes par les marchés actigtmites les classes d'actifjout en ayant des
caractéristiques rendant son rendement comparat¥ubdu taux (ou de la courbe des taux) retenu
pour actualiser 'engagement.

La solution consiste en un portefeuille constitugdnoteur de performance couplé a un portefeuille
de couverture adossé au passif.

La premiere partie décrit comment les passifs swmalués. L'assurance-vie sera utilisée comme
support a l'introduction des mathématiques actliesie Cette discipline constitue le fondement
théorique sur lequel est basé le calcul des engagsir_a protection sociale, et notamment la itetrai
sera ensuite présentée sous cet angle actuarigl.cBoclure, le projecteur sera braqué sur la norme
IAS 19 afin de pouvoir appréhender le contexte emdgintaire dans lequel se joue dorénavant la
gestion actif-passif : le point de vue comptable.

La seconde partie décrit comment le portefeuille coeverture adossé au passif est construit.
L’adossement est réalisé en s’appuyant sur la déesition par maturité de la sensibilité de celui-ci
Cette décomposition s’appuyant sur la courbe de #mo-coupon, il sera décrit dans un premier
temps comment construire cette structure par teqmgartir de prix de marchés et du principe
d’absence d’opportunités d’arbitrage. La décompmsitle la sensibilité sera ensuite présentée ainsi
que la technique de couverture qui S’appuie suregnoupement des flux en paquets ou buckets de
sensibilités égales. Pour conclure, 5 alternatiygisiues de couverture seront décrites puis conegaré
a ce bucketing dont les caractéristiques correspunte plus au cahier des charges indiqué : la
neutralisation du risque de taux et la flexibiliéx évolutions des engagements.

La troisieme partie décrit comment construire ldeuode performances. Dans un premier temps, il y
sera présenté la sélection de portefeuille et sgvaions sous-jacentes : maximiser le rendement e
minimisant le risque. Ensuite, le modele Black-Littermansera décrit, ainsi que son utilisation
pratique pour calculer le rendement attendu de whaactif sélectionné par combinaison de
I'historique et d’anticipations de marché produifegr des experts des marchés. Le risque sera
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approché par différentes mesures (volatilité, vega ...) calculées dans le contexte du modeéle
statistique EWMA deRisk Metrics", dont il sera fait & 'occasion la présentationle@t il sera décrit
I'utilisation pratique. Pour conclure, I'algorithniBoptimisation numérique P.S.O. sera présenté puis
utilisé sur un cas concret, car particulieremerapaéél a ce contexte ou la recherche porte sur
I'extremum global d’'une fonction d'utilité a plusies variables(le poids des actifs sélectionnés).



|.  Constitution des passifs

La problématique centrale est la maitrise de I'étioh de I'écart actif-passif. L'évolution de lalgar

des actifs est une problématique classique endeapar contre, celle des passifs est plus siaguli
Pour comprendre comment ces évolutions se dérolifentt comprendre comment ces engagements
sont évalués.

La construction de portefeuille intéresse les imgéns et les gérants des sociétés de gestion. Les
éléments fournis par les clients ou les assuramsen général constitués d’'un échéancier progpecti
de flux futurs. Les équipes d’ingénierie, qui metten ceuvre les éléments de constructions de
portefeuille des parties Il et Il ignorent en gétde détail des techniques ayant amenés a pethsr
tableaux de flux a partir desquels sont consttadsportefeuilles. L'objectif va donc étre ici dmut
présenter ces techniques (ces rappels n'intéreggeabablement pas les actuaires).

Les principales techniques utilisées sont les nmadéti§ues actuarielles. Le domaine de I'assurance-
vie permet de les introduire de facon intuitive glan contexte plus simple que celui des engagements
sociaux. Nous examinerons les spécificités de déeption sociale pour conclure en mettant I'accent

sur les normes comptables afin de recenser lesniations présentes dans le bilan concernant le
passif et I'actif.

L’évaluation des passifs se fait dans un contettdifférents acteurs sont impliqués dans un cantrat

Dans le cadre de I'assurance vie, le contrat ketéurs : un assureur, un assuré, un bénéficiaire e

souscripteur.
1. L'assuré est celui dont I'état de survie conditieria paiement des flux contractuels définis

dans le contrat.

L'assureur assure le paiement de ces flux.

Le bénéficiaire recoit ces flux.

4. Le souscripteur est celui qui paie (ou s’engageayeen) les primes en contreparties desquelles
lassureur est engagé a verser les montants défiaiss le contrat au bénéficiaire
conditionnellement a son état viager (étre morétoe vivant).

w N

Dans le cadre de la protection sociale, les actsoms au nombre des quatre : une entreprise, un
assureur, un salarié, et un bénéficiaire. Par giebvec le contrat d'assurance-vie :
1. l'entreprise tient le rdle du souscripteur.
2. le salarié tient le role de I'assuré.
3. l'assureur garantit de facon analogue le paiementfllix contractuels de dédommagement
conditionnellement a I'état du salarié.
4. Le bénéficiaire (le salarié ou un membre de sa lfanmgn général) percoit des flux de
I'assureur.

NB : dans ce contexte particulier, I'entreprise peuir partiellement le réle de I'assureur en prénan
en charge une partie du paiement des flux au éalari



l.1. Les mathématiques actuarielles sous I'angle de I'actuariat-vie

|.1.a. La modélisation de la mortalité

L’actuariat-vie s’intéresse a la tarification et@alcul des provisions relatives aux contrats catapb
un risque viager, c'est-a-dire lié a la survie ouléces de 'assuré.

La brigue fondamentale des mathématiques actiesieie est la variable aléatoirg. Tette variable
aléatoire modélise la durée de vie résiduelle dpeesonne agée de x années. Il est intéressant de
noter qu’ici, la modélisation de la mortalité nengresse qu’a I'age ; I'état de santé, ou toutieeau
spécificité de I'individu n’interviennent pas a peint.

En effet, un des objectifs de I'assureur est deualiger le risque, ce qui correspond concrétement a
regrouper un nombre élevé d’'individus d’age x dmifaa ce que la sinistralité effective soit conferm

a la distribution de Janticipée. Cette variable est un instrument foretgal au sens ou elle permet
de calculer les probabilités de survie et de détesn conséquence de calculer la probabilité gerpa
un flux conditionné par I'état de survie d’'un agsdiage x. En pratique, outre I'age, un des élément
retrouvé systématiquement dans la modélisatiom aeolrtalité est le sexe de l'individu considéra : |
mortalité féminine est empiriguement plus faible ¢amortalité masculine.

Considérons a titre illustratif 'engagement de gra$000€ a un ensemble d’individus d’age x s'ils
sont vivants dans 10 ans: disposer aujourd’huild8CE x P(TX >10ans) par individu est un
montant statistiguement suffisant pour pouvoir eesgr cet engagement.

On définit autour de ,Jdeux termes fondamentaux

Px = P(T>t) : la probabilité qu’un individu d’age x survitveannées.

1Ox = P(I<T,<t+t) : la probabilité qu'un individu d’age x suwe t années mais decéde au plus tard au
bout de t+t’ années.

On introduit les nombre probable des vivagisol 120, fonction de survie de la variable aléatoige:T
elle sert a calculer les probabilités associéesti® wariable. Le principe est le suivant : considé
une cohorte dg = 100.000 individus a leur naissance (leur agéksbn peut x années plus tard en
dénombrer les survivants ;| cette interprétation justifie I'appellation denembre probable des
vivants».

X+ |, est une fonction décroissante, car les membrés cehorte ne peuvent que mourir, le but de
cette fonction étant d’en dénombrer les survivants.

Ox,0t, .p, = Lo
e

En effet, sur les,lindividus ayant survécu jusqu'a l'age X, lindividus survivent t années

supplémentaires (jusqu’a I'age x+t). Le rapporrems deux quantités donne donc la probabilité de

survivre t années apres avoir atteint I'age x.

Avec ces définitions

ol

I

X

x+t+t'

I
] —_ X+t
Ox, 0Ot 0t" .09, =
Dans un environnement historique ou les capacéeazabtul étaient tres limitées, le raccourci dégirit

dessus a été choisi :
1. la mortalité ne dépend que de I'age
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2. la variable aléatoire,Iqui sert & définir la mortalité peut étre modddigél'aide des nombres
probables des vivantg;lles couples (%Jx=0..120 SUffisent a définir cette variable aléatoire.

120000

Nombre probable des vivants

100000

80000

20000

0
1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97 103 109

Figure 1 Evolution du nombre probable des vivants aec I'age (table TH00-02)

Concretement le tableau donnant le nombre prolublévants Jcorrespondant & un age x est appelé
table de mortalité. L'INSEE en donne la définitsuivante : «Jne table de mortalité annuelle suit le
cheminement d'ungénération fictive de 100 000 nouveau-nés a quifldt subir aux divers ages les
conditions de mortalité observées sur les diveg@erations réelles, durant I'année étudiée. Pour
eviter les aléas des tables annuelles et pour dispd'une table détaillée page aussi précise que
possible, on calcule également une table de mgtatiuvrant une période de trois années.

x | I, (1976)
20 | 100.000
21 | 99975
21 | 99950
50 | 98555
51 | 98415
98 | 44139
99 | 39507
100 | 34954

Tableau 2 Extrait d'une table de mortalité (TGH 05,source Journal Officiel de la république Francaisg

Il existe donc multitude de tables de mortalité tdrme « table de mortalité» est couramment associ
aux acronymes TD, TV, TPG, TPRV, TGH, TGF. Cetteaion s’explique par les 3 faits suivants :

1. Les tables utilisées sont en général des tablepé'®ence dans lesquelles il est admis que la
mortalité masculine est plus importante (en tostdiiérente) de la mortalité féminine.

2. Les calculs portant sur des engagements dont léedest importante demandent une
modélisation plus fine de la mortalité en introdmtsdes données prospectives (une table par
age et année de naissance)

3. la mortalité constatée par les organismes staissigliffere certes d’'un pays a l'autre, mais
tend surtout a étre plus faible dans les pays tndlisé. « L'espérance de vie augmente », les
tables de mortalités sont mises & jour régulieremim de tenir compte de ces évolutions.
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Ces tables sont toujours utilisées dans un confextepectif ou la mortalité future d’'une population
est anticipée : elles doivent donc étre modifiégs gu’elles ne sont plus représentatives du besoin
auxquelles elles doivent répondre.

Il existe des tables officiellegui doivent étre utilisées dans le cadre de ldidation des contrats
d’assurance-vie pour mesurer le risque viager emde. Ces tables sont annexées au code des
assurances et sont mises a jour tous les 15 airsrerMous pouvons notamment citer

« TD 88-90, TV 88-90, TPRV : homologuée par l'ardté27 avril 1993

* TH 00-02 et TF 00-02 : parues au Journal OfficieP8 décembre 2005.

e« TGH 00-05 et TGF 00-05 : homologuée par I'arrétd duaot 2006

Les tables TD, TH, et TGH décrivent la mortalitésmaline.
Les tables TV, TF, TGF décrivent la mortalité féme

Ces tables sont aussi appelées tables de surveeraiou elles donnent le nombre de vivants,
I'information est la méme si elle fournit les coepl(x,q); on a alors bien une table de mortalité.

On trouve aussi des tables fournissant les copldg ou (x,), les probabilités annuelles de déces
et de survie :

px :1 px et qx :Olqu

100%
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80%
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Figure 2 Evolution du taux annuel de mortalité aved’age (table TH00-02)
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Figure 3 Gros-plan sur le taux annuel de mortalitéy, entre 0 et 40 ans (table TH00-02)

-12-



Ces informations sont strictement équivalentes car
- en général,=100.000

- px+qx=1

- |x+1:|xxpx

On introduit enfin le taux instantané de décesniéinsi :
__1d(,)

e T

X
Les tables de mortalité peuvent aussi étre préserééhantillonnées, leg dont donnés pour les x
multiples de 5 ans par exemple.

lllustration : calculons la probabilité qu'une pemse de 30 ans soit vivante 10 ans plus tardagis’
10Pz0-Selon la table TGH 00-050£99390 et4,=99744, la probabilité vaut donc 99,65%.

Il existe d’'un point de vue méthodologique deuxetyple tables, les tables historiques fournies g&r d
organismes statistiques et des tables issuesgarialytiques calculées par des actuaires.

Les organismes statistiqgues peuvent étre natioiBlleD en France, ISTAT en lItalie, ...) ou rattachés
a des Organisations non gouvernementale (OMS, OCPE,

La mortalité peut aussi étre modélisée a l'aidelaie analytiques. Celles-ci s’'appuient sur des
formules fermées pour I'évaluation de différentearités actuarielles :
La formule deMoivre s'intéresse au nombre probable de vivants : etipgse

[,=86-X

La formule deSangs’intéresse aussi au nombre probable de vivails propose
l,.=a+bc

En pratigue on s’intéresse plus dans ce cas aw@mortalité instantané.
Gomperza proposé en 1825 un modéle dans lequel les wumadtalité croissent exponentiellement
avec l'age.

="

La dégradation de I'état de santé liée a I'age pligye pas a elle seule tous les déceés ; en efber,
certains de ces déceés, l'origine est accidentetles modele d&omperame permet pas de capturer cet
effet.

Makehama introduit une sophistication en étendant ladlGomperzen la complétant a I'aide d’'une
constante qui modélise dans le taux de mortalitbiaposante accidentelle manquante expliquant les
décés non liés directement a I'age :

Cette formule présente un double intérét :
1. elle dispose d’'un paramétre supplémentaire
2. elle donne une forme simple aux nombres probalgesgvants et aux probabilités viagems
en particulier pour les groupes de téte.
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Jusqu’en 1970, les tables de mortalité réglemasgtaint été ajustées grace a la formuldld&eham
Cette opération est mise en ceuvre ainsi :
1. recensement des nombres de décggoD peut considérer que le nombre de décés d'une
cohorte est un bon estimateur du nombre de déceBndans la loil
2. lissage des résultats pour éliminer le bruit
3. ajustement de la loi en déterminant les 3 coefisia,f et c.

Les groupes de tétes ont été introduits afin denpttre de modéliser un risque viager portant sur
plusieurs assures.

Examinons le mécanisme de réversion, qui illustem lze type de risque et permet d’introduire ce
concept de groupe de téte.

Dans un contrat comportant ce type de clause ufass s’engage a reverser un pourcentage des flux
du bénéficiaire a une autre personne (typiquenmantenjoint) lorsque le bénéficiaire est décédé.

Le mécanisme de réversion permet par exemple avenee de maintenir son niveau de vie en
recevant typiquement 60% de la pension de reti@gtason conjoint si celui-ci vient a décéder.

On peut alors identifier deux types de groupes
1. les groupes disparaissant au premier déces
2. les groupes disparaissant au dernier déces.

Les probabilités viageres prennent alors une faimple, le groupe est formellement traité de facon
analogue a celle avec laquelle un individu est gni€ompte et on peut introduire des probabiligés d
survie, de décés et méme des nombres probablesvdasts.

Pour le groupe (x,y) de deux individus d’age x etigparaissant au premier décés la probabilité de
survie a I'horizon t vaut

t pxy:t px xt py

Pour le groupe (x,y) de deux individus d’age x digparaissant au dernier décés

t Xy=t qX xt qy

Les formules découlent de l'introduction des vdsabaléatoires J. de durée de vie résiduelle du

groupe ou de lindividu, T,, T, T,., T,

Dans un contrat de réversion classique portantuusucouple avec réversion au conjoint, il y a un
double engagement : un engagement portant sunleesie I'assuré et un engagement portant sur la
survie du groupe disparaissant au dernier déces.

Le dernier élément permettant d’appréhender Ifidation et le principe de taux technique.

Considérons I'engagement suivant pris aujourd’by#0] : verser la somme de 1000 EUR dans t=10
ans au bénéficiaire si un assuré d'age x=30 anit s@nnées.

Il est a priori suffisant de disposer, d'un poiet\lie statistique de 100@ps, initialement (eng=0)

pour pouvoir remplir cet engagement.

Or le vendeur de cette garantie peut disposerguise de cette somme durant les 10 années pendant
lesquelles court I'engagement. Il pourra donc léacgr sur les marchés financiers tout en
réinvestissant le produit de ses placements teusHs.
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Notons i=2% le taux auquel le vendeur s'attendra &munéré par le marché en moyenne chaque
année. Dans ces conditions, puisqu’il lui faut dggy de 100Qxpso en t, il suffit de placer sur les
marchés la somme de

1

La quantité ci-dessus est appelée V.A.P. ou Valetuelle Probable. Le principe de construction de
cette quantité est fondamental en actuariat. Eat é¥valuation de tout engagement se fait en
appliguant ainsi le « principe d’équivalence » :

1. la valeur probable de I'engagement est évaluéeegr&mn espérance mathématique qui est en
général calculée en utilisant la probabilité d’'acence de I'événement déclenchant le
paiement du flux.

2. alavaleur probable se voit substituée sa valedgemte actualisée a un taux d’intérét fictif dit
technigue qui est un rendement moyen attendu dieiplent de ces sommes sur les marchés
financiers.

X 1000(10p30

La V.A.P. est I'élément fondamental utilisé enfteation. Le fonctionnement est le suivant.
« d'une part 'engagement du vendeur porte un alégeri on peut en calculer la valeur littérale
de la V.A.P. en fonction d’'une inconnue : la valdara prime a payer.
o d'autre part celui qui prend 'engagement peutuaicla V.A.P. de celle-ci, et cette valeur est
fixée a l'initiation du contrat.
Pour calculer la prime a payer, et c'est le priacige tarification, on égalise les V.A.P. des
engagements du souscripteur et du vendeur de engant

La réglementation (le Code de Assurances en Framoaldre fortement la détermination des éléments
servant aux calculs des V.A.P. En effet le tauwknéue doit étre choisi avec prudence car il doit
servir a anticiper le niveau auquel il sera possid capitaliser les primes ; il est acceptablelgsie
marchés produisent un rendement plus élevé, maisqudre, s'il est plus faible, I'assureur devrait
déclarer des pertes et impacter ces montants surosopte propre.

En ce qui concerne le calcul des probabilités viegj@tilisées pour les valeurs probables, desgable
de mortalités sont annexées au code des assurarises,a jour régulierement, et assorties de decret
encadrant leur utilisation (en spécifiant quellgdautiliser pour un engagement donné).
Il est aussi possible d'utiliser une table ditexgiérience si elle permet de mieux capturer la tsadité
d’'une population spécifique. Pour pouvoir étreisdid, elle doit répondre a deux caractéristiques :

- elle ne dégrade pas le tarif pour le souscripteur

- elle a été certifiée par un actuaire habilité tiestitut des Actuaires.

En ce qui concerne le taux technique, sa valeupewt dépasser un seuil dynamique définit dans
I'article A132-1 du Code des Assurances et dont la valeur dépendudumoyen des emprunts de
I'Etat francais calculé sur base semestrielleadiitée du contrat, du mode de paiement des prethes,
de la devise dans laquelle est libellé le contrat.

[.1.b. Conclusion

Pour finir, dressons un panorama des types de tiggagt des modes de paiement de primes. Le
principe de tarification par €galité des V.A.P. ligpe de bien maitriser ces deux informations axsse
ou tout contrat porte potentiellement un doublgqueésviager :
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1. un risque viager lié a I'état du souscripteur quane partie des primes est payé de facon
différée.

2. Un risque viager lié a I'état de santé de I'assgrée I'on trouve bien évidemment de facon
systématique.

En ce qui concerne le paiement des primes, onatensh général deux modes :
1. La prime unigue, notéd, lorsque la prime est payée en une fois, sanérdiffors de la mise
en place du contrat.
2. La prime périodique, notée P, lorsque la primepes€e en plusieurs fois, a une fréquence
fixée a l'initialisation du contrat.

On compte 2 types de garanties,
1. les garanties en cas de vie : le capital difféléeannuités viagéres
2. les garanties en cas de déceés : 'assurance vérepayable au déces, la rente de survie

|.2. Le passif social

I.2.a. Evaluation en protection sociale

En protection sociale, on s'intéresse aux engagemeée l'entreprise vis-a-vis de ses salariés.

L'engagement principal porte sur le risque de déegis aussi sur I'état de santé du salarié.

Le risque de décés est modélisé a l'aide des tgobsid’actuariat-vie. En ce qui concerne I'état de

santé, il existe des technigues similaires, magstiation est plus complexe du fait que I'événemen

déclencheur de versement d’indemnités est la transde la santé du salarié entre 2 des 5 états

suivants :
1. Valide
2. Invalide
3. Incapable
4. Retraité
5. Décédé

Retraité

. Incapable

Décédé

Figure 4 Transitions possibles entre les différentétats en protection sociale
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Le fonctionnement du systéme est le suivant dacadee le plus général.

* En période de validité, le salarié cotise et pgmica la constitution d’'un capital
mutualisé utilisé pour servir les prestations cspomdant a ses droits selon I'état dans
lequel il se trouve.

* En période dinvalidité et d’'incapacité le salarggoit des indemnités auxquelles
I'entreprise participe. Cette participation vagedon le positionnement de son salaire
par rapport au plafond de la sécurité socialept@el depuis laquelle cette transition a
eu lieu, 'ancienneté du salarié.

e En période retraite, I'entreprise complete les nergedu salarié.

« En cas de déces, I'engagement de I'entreprise steraiernativement

= en un capital versé au conjoint

= en une rente-éducation versé aux enfants

= en une pension de réversion versée au conjoiet salkrié-cotisant était a la
retraite au moment du déces.

Il s’agit ici de cas tres généraux, les modalitekee niveaux des flux échangés sont décrits dans |
convention collective qui régit I'entreprise. Dales cas de SGAM, les salariés sont soumis a la
Convention Collective Nationale des Sociétés Firars, complétée par '« Accord d'adaptation
SGAM » signé par les partenaires sociaux le 310381

L’évaluation de ce type d’engagement se fait &léai’'une approche inspirée des modalités utilisées
en actuariat-vie, a I'aide de valeurs actuellebabtes :
- l'actualisation est réalisée a I'aide d’'un tauxhteique suffisamment prudent
- les probabilités viagéres sont remplacées par d#mbpilités de transition entre les états. Ces
probabilités sont basées de fagon analogue suables d’expérience.
- les montants des flux nominaux sont déduits desalitéd d’'indemnisation du salarié et de
son niveau de revenu.

On peut distinguer deux types d’engagements : higagements de retraites, moins fréquentes mais
aux montants élevés et les engagements décesditéglius répandus mais de taille plus modeste. Le
cas qui nous intéresse plus spécifiguement est della retraite ; en effet, outre I'importance des
montants mis en jeu, ce sont aussi les engagenmgmtgportent sur la durée la plus longue.
L'incapacité ne peut durer plus de 36 mois et aah8, la transition vers le statut de retraité est
automatique, ce qui limite dans le temps les engagés vis-a-vis des salariés en état d’'incapacité o
d’'invalidité. Nous allons donc nous concentrer Iggr retraites pour la suite de cette partie dédiée
I'évaluation des engagements.

|.2.b. La retraite

Pour gquantifier I'importance de ce type d’engagetmnprenons I'exemple d’'une salariée de 30 ans en
2009, considérant I'age termin@k120 ans, un engagement de retraite se modéliselelaassif de
son employeur par des flux de montants probables idchéancier court, pour la participation de
cette salariée particuliére jusqu’en 2099.

La banque mondiale propose une classification degosantes de la retraite en 3 piliers, un premier
pilier, public, chargé d’assurer un revenu miniraalk retraités ; un deuxieme pilier financé par
capitalisation chargé d’assurer le remplacementestenu d’activité ; un troisieme pilier d’épargne
complémentaire libre.
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Ce qui est implicitement entendu en général c'est:
1. le premier pilier est constitué des régimes obtigas
2. le second pilier fait référence aux régimes profesels, créés et gérés par les partenaires
sociaux.
3. le troisieme pilier regroupe les contrats individue

Cornilleau et Sterdyniak [2broposent d’affiner cette classification et idBetit 5 piliers ; on parle
aussi parfois d’étages : le troisieme pilier eatéoen
- les retraites d’entreprise, qui constituent uneantrdifférée de rémunération et fait partie
intégrante du contrat de travail
- les contrats par capitalisation, spécifiques pdaiede proposer une sortie systématique en
rente viagére (transfert de pouvoir d’achat dandelmps et assurance du risque lié a
I'incertitude sur la durée de sa vie).
- I'épargne libre

Les régimes du premier pilier sont gérés en gémanatépartition, ce que rend possible leur caracté
obligatoire ; c’est un systéme basé sur l'idéesdikdarité intergénérationnelle; ces régimes ne
disposent pas de réserves, les cotisations dés setvent a payer les pensions des retraités.

Les régimes des deux autres piliers sont gérésapétalisation.

En France, le premier pilier est constitué de 3wmég caractérisés par les organismes les ayant en
charge :

- le régime général ou régime de base de Sécuriiél8oc

- le régime de 'ARRCO

- le régime de 'AGIRC

La CNAV (Caisse Nationale d’Assurance Vieillessejeggla branche retraite du régime général de la
sécurité sociale : la retraite de base des saldni&é®mmerce, de I'industrie et des services.

L'’ARRCO (Association pour le régime de retraite gd@mentaire des salariés) gére le régime de

retraite complémentaire de I'ensemble des salaiésecteur privé de I'industrie, du commerce, des

services et de I'agriculture, cadres compris.

L'AGIRC (Association générale des institutions @¢raite des cadres) gere le régime de retraite des
cadres du secteur privé de lindustrie, du commedss services et de I'agriculture. Ces deux

associations ont été mises en place lorsque sigsisé le constat que le régime général s’aveérait
insuffisant pour maintenir les rémunérations déades salariés (les cadres notamment).

La structure de ces associations est distribud&RCO est constituée de 33 caisses, 'AGIRC est
constituée de 21 caisses. Le régime est le mémiggilt d'un régime « a points ». D’'un point de vue
pratique un salarié est rattaché a une caissdrestamt donné et celle-ci peut étre amenée vagiens
I'entreprise pour laquelle le salarié travaille sltextes fondateurs sont, pour ’TARRCO [4] kecord
national interprofessionnel de retraite complémaetalu 8 décembre 1961 et délibérations prises
pour son applicatiom» et pour I'AGIRC [5] la «onvention collective nationale de retraite et de
prévoyance des cadres du 14 mars 1947 et délilodrafirises pour son application

En pratique, il existe de hombreuses autres caets@ssociations selon que I'individu est salané o
non (artisan, commercant, industriel, de profesaignicole ou libérale).

En simplifiant les textes, on peut considérer queegime général n'offre dans le meilleur des cas
(cotisations pendant la durée maximale, 160 trimaestque 50% du salaire « en activité » sans
pouvoir excéder le plafond de la Seécurité Sociddéme complétés par le systéme de régimes
complémentaires du'Ppilier, les montants n’excédent en général pas 66&erniers revenus.
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Ces dispositifs supplémentaires ont montré leurstds et les problemes d'équilibre du régime
général ont poussé le gouvernement francais aevertavant depuis 15 ans [8 &t le $™ pilier. En
proposant notamment un certain nombre de disppspEcifiques I'état a rendu possible a titre
personnel ou au sein de son entreprise, la mipdaer d’'un revenu complémentaire a caractére viager
pour compléter ses revenus comme défini paflepdlier aprés le départ a la retraite.

Une partie du systéme des retraites été réformék pai Fillon n°2003-775 du 21 aolt 2003 (JO du
22 aol(t 2003 p. 14310) afin d'endiguer le problémefinancement des régimes de retraite. Un
réajustement de certaines dispositions est fortnai@ns la loi de financement de la Sécurité sociale
pour 2009 (LFSS 2009).

Les trois dispositifs les plus notables proposéspauticuliers sont
¢ le PERCO (Plan d'Epargne Retraite COllectif)
» le PERP (Plan d'’Epargne Retraite Populaire) e€lgisnes dits « article 83 »

Le PERCO est un produit destiné aux entreprisesimoses d'offrir a leurs salariés la possibilité de
compléter leur retraite. Il est mis en place pawoad collectif dans chaque entreprise qui le désire
permet a tous les salariés de se constituer unléamept de retraite. L’'ordonnance du 23 mars 2006
en fixe les modalités. Grace a un abondement guadprise peut verser, c'est un produit motivant
pour les salariés et fiscalement intéressant pesreintreprises. C’est en effet par un ensemble
d'avantages fiscaux que I'état favorise le déveémpent de ce type d&"% pilier :

* pour l'entreprise, I'abondement versé sur le PERIQM salarié est dans son intégralité
soumis a la CSG CRDS. De plus la part de I'abondear@uel comprise entre 2300 et 4600
euros est soumise a une taxe patronale de 8,2%n, Habondement est déductible du
bénéfice imposable de I'entreprise.

* Pour le salarié, les versements effectués sontiscuta CSG CRDS et ne peuvent pas étre
déduits des revenus imposables (contrairement &PPH.a sortie, en rente viagére ou en
capital, n'est pas soumise a lI'imp6t sur le revenu.

Le PERP est un produit d'épargne retraite de tgperviagére comme il s’en rencontre classiquement
en assurance vie. Il se présente comme un corsisgulance dont la souscription est individuelle et
facultative. Il fait partie de la famille des pratdude retraite par capitalisation. Dés I'acquositdes
droits a la retraite, les sommes épargnées sqmmides sous forme de rente. kelécret du 21 avril
2004 relatif au plan d’épargne retraite populaiseet «l'arrété du 22 avril 2004 relatif au plan
d’épargne retraite populaire en fixent les modalités de fonctionnement. uelle soit la forme du
PERP, cette épargne est reversée sous forme d@eviagére, en complément de la retraite. C’est un
ensemble d’avantages fiscaux qui joue un r6le ati€ipour supporter le développement de cette
forme du 8™ pilier ; en effet, les versements donnent draled déductions fiscales capées a 10% du
net imposable et 8 fois le plafond de la Sécuritkti@e. Le PERP ne connait encore qu'un
développement limité.

Les régimes « article 83 » sont des contrats d’asse épargne retraite de groupe par capitalisation
Ces contrats sont souscrits auprés d’'un assurewmngapersonne morale ou un chef d'entreprise en
vue de l'adhésion d'une catégorie de personnadohtrat doit résulter d'une initiative de I'employe

et bénéficier de facon générale et impersonnellendemble du personnel d’'une certaine catégorie
définie objectivement (cadres, cadres dirigeamtgle@yés, ouvriers, salariés bénéficiant d'une oerta
ancienneté). L'entreprise peut souscrire plusieardgrats avec des modalités de cotisations diffésen
selon les catégories de personnel ou I'ancientiettagit de contrats a cotisations définies : eglti
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sont fournies par le salarié et I'entreprise. Uspdsitif fiscal a caractére incitatif accompagneaicssi
la mise en place de ce type de contrat.

* pour I'entreprise, les cotisations versées sonticillles du résultat imposable et ne sont pas
soumises a charges sociales.

« pour les salariés, les cotisations versées n'dnfras dans les revenus imposables et ne
supportent pas de charges sociales (hors CSG/CRPS}apital acquis sur le compte
d’épargne n'est pas soumis a I'ISF, Les cotisatwmrsées sont déductibles a hauteur de 8 %
de la rémunération annuelle brute, retenue a cogrce de 8 fois le plafond annuel de la
sécurité sociale (si un excédent est constatéitilédre intégré dans le revenu imposable du
salarié).

Le passif social est donc constitué de différeféménts dont la part la plus importante est due aux
engagements portant sur la retraite des salar@settaite est aujourd’hui devenue un systéme assez
complexe, avec ses hombreux dispositifs et seérdifts étages susceptibles de participer aux revenu
d’un ancien salarié devenu retraite.

Dans ce contexte, de nombreuses compagnies sowcepsibes d'étre engagées dans des
problématiques analogues, a savoir I'investissersentes marchés financiers des primes liées a des
engagements a long terme et la couverture du ridguaux associé :

- des assureurs

- des caisses de retraites

- des mutuelles
les entreprises employeuses elles-mémes

La technique de construction de portefeuille poutoac étre exploitée dans un de ces contextes
analogues mais non nécessairement liés aux protigres de passif social.

|.3. La realité comptable : les normes IAS/IFRS

|.3.a. Contexte

Petautoid] explique quex la conception traditionnelle d’'un bilan est cetle la détermination d’une
valeur liquidative d’'une entreprise a une date d@ieée». Cette détermination passe par I'évaluation
de ce que I'entreprise possede, ses actifs, dgpatuation de ses dettes, son passif.

Les contrats signés par un assureur avec ses scliemgagent a verser des prestations selon
I'occurrence d’'événements décrits a priori. Cetsepneneurs possedent une dette vis-a-vis de leurs
clients ; a ce titre, il est logique de retrouves éléments dans le passif au bilan de I'assureur.

Pour une entreprise, des engagements de prestattanss constituent une dette qu’elle a contractée
vis-a-vis de ses salariés. A ce titre, ces engagens®nt censés se trouver dans le passif au ddan
I'entreprise. Il est d’ailleurs intéressant de requr qu'ils ont deux caractéristiques trés palitces :
1. ils ne sont en général pas intégralement finan¢ésgtanstant t
2. il s’agit de prestations dont le paiement est diff@par rapport au processus d'acquisition des
droits)

De facon générale, tous les engagements vis-aegisaariés qui posseédent ces deux caractéristiques
sont identifiés comme appartenant au passif sdeidientreprise.
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Contrairement aux assureurs pour lesquels le afesxinvestissements a l'actif est encadré, limitant
de facto les évolutions défavorables de I'écarif-petssif, pour les entreprises, il n'existait jusq
récemment que peu de régles a respecter en mafierestissement. De facon symétrique, il
n'existait pas non plus de dispositif permettargffgctuer I'évaluation de la dette du passif sqcial
dont le calcul est compliqué par les deux carastigties ci-dessus. Ces lacunes ont contribué a
'apparition de normes comptables uniformisant ja@tiques et augmentant la lisibilité des
publications des entreprises. L'évaluation de ktgwaleur d’'une entreprise est un besoin qui est

apparu comme crucial a la suite la crise dite deballe internet » de 2000-2003.

D’un c6té I'actif, investit typiquement en actianyu sa valeur diminuer brutalement avec la chete d
marchés actions. D'un autre c6té la valeur desifpaasfortement augmenté, suivant la baisse
mécanique des taux techniques consécutifs a laebdiss taux d’intéréts. En effet les taux techrique
sont définis a partir de références de marché (DECMM) a l'aide de formule leur fournissant un
caractere prudentiel. Le mécanisme dit dély «to quality» explique I'envolée des marchés
obligataires. Les investisseurs se sont tournésces marchés moins agités, exergant malgré eux une
pression a la hausse sur les prix des obligations.
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Figure 5 Evolutions des marchés taux et action erdgr1999 et 2009

L’écart entre I'actif et le passif, dans le bilaesdentreprises a été augmenté a double titre dans c
circonstances, et les faillites de cette crise @ntinis questions :

1- le bilan reflete-t-il la valeur de I'entreprise ?

2- les actifs représentent-ils convenablement legsiétt

3- I'écart actif/passif est-il maitrisé ?

Ces themes ont été sérieusement pris en comptesparganismes régulateurs. L'IASBiternational
Accounting Standards Bogrét le FASB Financial Accounting Standards Bodrdlans le cadre de
l'accord deNorwalk conclu en octobre 2002 ont rapproché leurs nonesectives, et contribuent a
améliorer la cohérence, la comparabilité et l'affitt des marchés internationaux de capitaux, a
travers un reporting et la publication d’élémemmptables normalisés.
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L'adoption et l'application des normes comptalhsriationales au sein de I'Union européenne sont
régies par le reglement (CE) 1606/2002 du 19 p@@d2, qui définit les criteres d'application dun
norme.

Le réglement européen du 19 juillet 2002, en impbaax entreprises faisant appel public a I'épargne
de présenter leurs comptes consolidés selon lesesolFRS, vise principalement a garantir une
meilleure transparence comptable. En effet, lagmtsion des comptes de ces entreprises selon des
normes harmonisées en facilitera la lecture ebtapréhension et surtout en simplifie la comparaison
a I’échelle européenne.

On dénombre 41 textes pour I'lAS et 8 documentséfi&ence pour IFRS. Les trois textes les plus
pertinents dans notre contexte sont
1. 1AS 19 :Employee Benefitéa norme définissant le traitement a accorderpassifs sociaux.
2. IAS 32 et 39:Financial Instruments (Disclosure and Presentatiehinancial Instruments
(Recognition and Measuremenditant de la valorisation des produits finangier

[.3.b. La norme IAS 19

IAS 19 fournit une définition plus formelle des pi#s sociaux que celle réalisée dans le panorama
dressé plus haut. Le principe de la norme est $2dbmitte6] que le colt de fournir des avantages aux
salariés doit étre pris en compte et reconnu perdgrocessus d’acquisition des droits donnanit dro
a ces avantages plutét qu’au moment ou ils sorégpay susceptibles de I'étre.

Cette norme identifie 4 types d’avantages concadrsalariées:
1. les avantages a court terme
2. les avantages a long terme
3. les avantages postérieurs a I'emploi
4. les autres avantages.

Le terme « court terme » fait référence a un haride 12 mois, les avantages du point 1. font
référence aux éléments suivants :

* les rémunérations

» les cotisations de sécurité sociale

* les congés payés

* les congés maladie

* lintéressement

e les primes

* les avantages non monétaires (logement, véhicelésndtion, soins médicaux, ...)

Les avantages a long terme comprennent les élém@rtmts :
» les congés liés a I'ancienneté
« les congés sabbatiques
e lesjubilés
e les autres
* les indemnités d’incapacité de longue durée
* les rémunérations différées payables au-dela deiztn « court terme » (12 mois)

Le terme « postérieurs a I'emploi » fait référennadépart a la retraite, il s’agit principalemeat d
* laretraite
» l'assurance-vie et I'assurance-maladie des exigalegtraités
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Les avantages postérieurs a I'emploi peuvent &r2 types : a prestation définiddefined Benefits
ouD.B) ou a cotisation définie®efined ContributioneuD.C).

Dans le cas des prestations définies, les monpaytss sont calculés selon une formule mathématique
liée au niveau des revenus. Quand il s'agit deaitetices formules font intervenir I'historique des
salaires et l'ancienneté du salarié dans I'entsepriCes modalités sont fixées a priori, lors de
'embauche du salarié : évaluer ce type d’engagénm&tessite de poser un certain nombre
d’hypotheses qui sont qualifiées d’actuarielles.

Dans le cas des cotisations définies, un pourcentmmné du salaire est placé chague mois par
I'employeur pendant toute la phase d’activité dars@afin de former un capital dit « constitutifle
salarié participe d'ailleurs en général lui ausisi éonstitution de ce capital. Quand il s'agitréeaite,

ce capital est transformé en rente viagere lordéhart a la retraite du salarié. La particularigécd
type de retraite est que tant que cette transfasmata pas été effectuée, le montant de la retrait
n’est pas connu. La valeur du capital est la vadleuractif et tient simultanément lieu d’engageinen
pour I'entreprise pendant la phase de constitutienil n’y a alors pas d'écart & proprement parler
avant la transformation. La retraite atteinte, édearts actif-passifs peuvent apparaitre selondanfa
dont le capital constitutif est placé sur les mascfinanciers pour étre transformé en rente.

Il existe des combinaisons des deux systémes psguéls de I'entreprise porte un engagement vis-a-
vis des salariés indépendant du montant du caytestitutif.

Les régimes a cotisations définies n'ont pas deptabilité complexe. Le colt du régime (les
cotisations) est comptabilisé au prorata tempaaissdes résultats de I'entreprise. Pour les régemes
prestations définies, la comptabilisation est beapglus complexe. Dans la mesure ou le sujet qui
nous intéressent principalement est I'écart ac#fsif et sa maitrise, hous nous concentreronsesur |
engagements a prestations définies. La norme reaoihend’inscrire dans le bilan leur valeur présente
[IAS 19.54)) : celle-ci doit étre calculée sel@rhéthode projected unit credit sHIAS 19.64], une
projection des engagements.

Il existe 3 déclinaisons de cette méthode de calkgdoh le type d’engagement étudié :
- la méthode de « Projected Unit Credit »
- la méthode de « Projected Unit Credit with SerRcerate »
- la méthode de « Projected Unit Credit with AcqigsitProrate »

Le principe des techniques « projected unit credést d'effectuer le calcul de I'engagement
comptabilisé en 2 temps; il est en effet incordetcomptabiliser la Valeur Actuelle Probable des
engagements dans ce contexte pour deux raison :
- le salarié est a tout moment en train d’acquésidi®its sur lesquels portent ces engagements,
en conséquence la VAP ne représente alors patidardéelle de I'entreprise vis-a-vis de lui
- la VAP est calculée a partir d’un instantané desmas du salarié

Les deux étapes du calcul sont les suivantes :
1. calcul de la VAP des engagements.
2. calcul d'une PBO (« Prospective Benefit Obligatign valeur comptable de I'engagement
égale a la VAP a laquelle est appliqué un facté&gressif croissant pour atteindre 100% au
départ de la retraite du salarié.
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La méthode de Projected Unit Credip calcule la PBO a I'aide de la formule

PBO=VAPX drollts‘acqws
droits aterme

C’est la méthode de référence préconisée par IASa% elle est mal adaptée au contexte francgais ou
les notions de droits et d’acquisition de droitsxistent pas de fagon explicite.

Comme son nom l'indique, la méthode derejected Unit Credit with Service Prorateprend en
compte la durée pendant laquelle le salarié aiti@ymur I'entreprise. La PBO est égale a la VA®3 d
droits au terme en incluant la projection du selatalculée au prorata de l'ancienneté actuelle
rapportée a I'ancienneté au terme (celle du sadaridoment du départ a la retraite).
Cette méthode prospective semble plus adaptéertexte francais : IFC, régimes de retraite, ...
Le calcul de la PBO est réalisé selon la formule

PBO=VAPx anciennent actuelle

ancienneté a terme

Avec la méthode de Rrojected Unit Credit with Acquisition Proratge la PBO est égale a la VAP
des droits au terme en incluant la projection daiigg calculée au prorata de I'ancienneté actiglie
une ancienneté « plafond » des droits. Cette méthstispécifique a certains régimes (IFC en escalie
notamment).

Le calcul des PBO et des éléments comptabilisggpsia sur un certains nombre d’hypothéses. En
effet, il faut anticiper la mortalité des salaréde rendement attendu pour les placements (aé-ser
que pour le calcul des V.A.P.).

Plus précisément, les principales hypothéses reicess I'évaluation des engagements IAS 19 sont
les suivantes :
« hypotheses démographiques
o la mortalité
o0 le turnover dans I'entreprise
o0 [I'age de départ a la retraite.
0 les modalités de départ a la retraite.
* hypotheses financieres
0 le taux d’actualisation,
o [linflation
o0 le mode de revalorisation des retraites
o le profil de carriére

Le taux d’actualisation, les tables de mortalitége et les modalités de départ a la retraiteesdra
calculer les valeurs actuelles probables commeacétaé exposé au paragraphe 1.1.

L’inflation et le mode de revalorisation des ragaiinterviennent dans le calcul de la valeur naiein

de I'engagement. En effet, lorsque les montantgelges sont constants, 'augmentation (au cours du
temps) des prix des biens a la consommation, mfa@nde revenus, induit une érosion du pouvoir
d’achat. Pour permettre qu'il soit préservé, lestias peuvent comporter une clause de revalarisati
des retraites. Deux alternatives se rencontrenérgéament : une revalorisation « géométrique
forfaitaire » des montants de rentes, typiquemeéatRnuel par exemple, ou encore une revalorisation
basée sur I'évolution de I'indice des prix a lasmmmation. L'idée est la méme dans les deux @s ; |
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taux constant permet d’approcher forfaitairemeétdiution du «codt de la vie», la ou l'indice des
prix a la consommation en constitue un excelleoxyr

Le turnover permet d’approcher la probabilité déspnce du salarié dans I'entreprise. Le profil de

carriere permet d’approcher les salaires futurssalarié, plus précisément les salaires projetés au
terme, et par la méme occasion I'engagement prephbts risque viager, de I'entreprise vis a vis du

salarié au moment de son départ a la retraite.

Hypothese Augmentation Diminution
La baisse de la PBO| L'augmentation de |3
Taux d’actualisation occasionne des gaing PBO occasionne deg
actuariels. pertes actuarielles.

L'augmentation de la| La baisse de la PBO
Taux d’augmentation des salaires PBO occasionne des occasionne des gain
pertes actuarielles. | actuariels.

)

. Des rendements Des rendements
Rendement attendu a long terme| _,~, . .
élevés diminuent les | faibles augmentent
co(ts du régime. les colts du régime.

Tableau 3 Conséquences des changements dans lesollypses actuarielles

lllustrons le principe de PBO sur le cas simplendsalarié &gé de 30 ans. On suppose qu'il part a la
retraite a 65 ans, qu’il a 10 d’ancienneté dansti&prise et que le calcul est réalisé a I'aiddade
méthode des Rrojected Unit Credit with Service Prorate Le salaire annuel du salarié est de
S=30.000 EUR annuels. Le régime prévoit de luifiour=30% de son dernier salaire a son départ a la
retraite, ce montant étant revalorisé de l'inflaticonstatée grace au éfﬂonsumer Price Index,
I'indice des prix a la consommation) chaque an@éefait les hypothéses supplémentaires suivantes :

- H1:le salaire va augmenter de 1% en moyennelésuens.

- H2:le taux de départ de I'entreprise est de &qere pour 1000 chague année

- H3: le taux d’actualisation est de 2,5%

La principale quantité a évaluer est les VAP dedagement.
Examinons I'engagement correspondant memier flux de retraite (considérée comme payée
annuellement pour simplifier 'exposé).

Quand le salarié part a la retraite, son salairesess les hypothéses
Sx (1+1%)65—30

L’engagement nominal est donc de r=30% de ce mantan
rxSx(L+1%) "

Pour que cet engagement existe, il faut que lgiéadait vivant et qu'’il soit encore dans I'entrisgr;
Apres intégration de I'hnypothése de turnover stgebabilités viageres, 'engagement a une valeur
probable de

rxSx (1+ 1%)6&30 x@1- 10/ 00)65—30x (65-30) P30
| —}

probabilité
de présence

! Concrétement, il pourrait s'agir de I'indice fraig des prix & la consommation hors tabac
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Cette valeur est la projection en t+35 de I'engagy@nale I'entreprise ; vue d'aujourd’hui, la VAP de
'engagement vaut

1

VAP=r x Sx (l+ l%)ﬁs_30 x(1- 10/ 00)6&3())((65—30) Pso x(l_'_T%)es—go

On en déduit la PBO pour ce flux

PBQ = i_(; XTI X Sx (1+ 1%)65_30 X (1—10/00)65_30x(6530)p30 x :

65-30

(@+2,5%)

Pour le flux suivant, l'inflation doit étre prisene&ompte a travers l'indice d’inflation (sa valeast
notée CRI a la date t). La valeur de la PBO issue de cedht alors de

0 65-30

1 CPI
PBQ =-——xrxSx(1+1% LH(E5-30y
Q=7; (L+1%)

X
(1+ 2,50/()6&3(”1 CPIt+(65—3O)

0 65-30
X (1_1 /oo) ><(6530)+1pao X

Pour I'année suivante, le calcul se base sur laané@ssiette mais la PBO issue du second flux doit
prendre en compte 2 années d'inflation dans leecddila revalorisation de I'engagement :

10 65-30 0/ 16530 1 CPl s394 ,, CPliss-a0+2
PBO, =—xrxSx(1+1% x(1-1 X . X X X
15 ( ) ( / 00) ©65-30)+2 P30 (1 + 25% )65—30+2 CPIt+(6 “ CPIt+(6 ot

inflation 1*®année  inflation 2°™ année

N.B. : 'aspect cumulatif de I'inflation permet &mplification décrite par I'équation suivante
CPIt+(65—30)+l % CPI(+(65—30)+2 — CPI(+(65—30)+2

CPIt+(65—30) CPIt+(65—30)+1 CPIt+(65—30)

inflation1®®année  inflation2°™année  inflation cumuléesur2ans

Le flux payé aprés k années de retraite génér@B@ede
1 x CPII+(6’:‘r3O)+k
(1"' 2,5%)65_3mk CPl,, ¢5-30)

inflation cumuléesurk années

PBQ = % XT X Sx (1+ 1%)65_30 x(@d- 10/ 00)65_30x(6530)+k Pao *

La PBO totale est la somme des PBO issues de clilacue

0 65-30
x (1_1 /oo) X Z (65-30)+k P3o X
k=0

10 65-30

PBO="—xr x Sx (1+1%) ! CPlsos-aome
45

X
(1+ 2,5%)65_30+k CPIt+(65—30)

A titre indicatif, un an plus tard, la PBO vaudewec les mémes hypothéses, en supposant que le
salaire annuel vaut désormais S’ :

1 CPI
x (1_10/ )65—30 x Py, X X t+(65-31)k
00 g(e&mw 31 (l+ 2’5%)65—31 k CPIt+(65—31)

65-31

PBO= i—; xr x Sx(1+1%)

Le rapport de CPI représente I'appréciation degagement de I'inflation annuelle.
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On peut noter que la protection du pouvoir d’agrahd deux formes
* une augmentation de 'engagement de 1% chaque @ustieéau départ a la retraite
* une augmentation chague année de I'engagemerquéta retraite est atteinte, de l'inflation
constatée grace au 'indice des prix a la consommat

L : . CPI
Une approximation classique de ce dernier raél:}—:e:);l—+l est 1,02 (1+2%).
t

NB : les retraites en pratique sont généralementgsagéine fréquence trimestrielle, a terme échu.

En complément des PBO il existe deux quantitésqodiirement intéressantes dans ce contexte.
- Le Codt du Service Rendu (C.S.R.) o8e¢vice Cosp (S.C.),
- La Charge d'intérét (1.C.) oy Interest Cosp (I.C.)

Le Co0t du Service Rendu représente la chargeveelati service de I'exercice, il s’agit du coltmiu
année de service supplémentaire. Elle se caldid&la de la formule suivante :

1
anciennet&terme

SC=VAPx

La Charge d’Intérét représente le montant desétgéralculé sur 'engagement au 31/12 et la charge
relative au service de I'année suivante et dimirdgseprestations estimées pour I'exercice suivant.

IC =(PBO+ SC) xtaux— Prestati0|51><[(1+taux)y2 —1}

En indexant avec I'année de I'exercice comptabieyeut écrire :
PBQ,,, = PBQ, + SC, + IC — prestatiosestiméegourl' exercicen

La PBO calculée le 01/01 de 'année N n’est paveoucomptabilisé. C'est la PBO extrapolée au
31/12 qui apparait dans les comptes.

Les écarts actuariels (Actuarial Loss/Gains) sontfgosés des écarts entre la PBO anticipée en début
d’exercice et la PBO constatée a la fin de I'exarci

Les écarts actuariels sont dus a la non-réalisatsnhypotheses actuarielles, ils sont principaitme
liés :
e a des écarts constatés entre évolution prévue alupgret évolution constatée (turn-over,
déces, variation de salaire, etc.)
e aune inversion de tendance des hypothéses defpvoje
» aladifféerence entre le rendement effectif degsaet le rendement anticipé.

La norme IAS 19 propose 3 options pour gérer cag®c
1- la reconnaissance immédiate dans le résultat
2- la reconnaissance dans lstatement of recognised income and expen&ORIE)
3- l'approche du corridor

La méthode dite d€orridor prévoit que les écarts actuariels cumulés ne gosten compte que
lorsqu’ils excédent la plus grande des deux valeurs
* 10 % de la valeur actuelle des engagements a éadéatlbture (avant déduction des actifs du
régime),
* 10 % de la juste valeur des actifs du régime ata de la cl6ture.
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Dans ce cas, I'écart actuariel (écarts non comfgébi diminués de la valeur du corridor) est a
financer sur la durée de vie résiduelle des salai@icernés (avec I'option d’'un étalement sur quinz
ans si la durée de vie résiduelle de ces actifdeestoins de 15 ans).

La part de I'écart actuariel qui excede le niveatcdrridor (10 % du maximum de la juste valeur des
actifs et de la valeur actuarielle des engagemeoisgtre prise en compte pour le calcul de chdege
retraite de I'exercice suivant. Elle vient donc imagter la provision au passif.

|.3.c. Conclusion

Les bases du calcul actuariel ont été présentéesvers le cas le plus répandu : les engagements
portant sur la vie (la survie, le déces). Cetteoihiction a permis de découvrir le concept cemtesl
calculs actuariels, I&¥aleur Actuelle Probable On a ainsi vu comment combiner simultanément
deux techniques de calcul pour évaluer une juseavdes engagements:

< un calcul financier basé sur une actualisation taur représentatif du rendement attendu des
placements.

* un calcul statistique basé sur une anticipationlalenortalité réalisée sur des groupes
d’'individus homogénes dans leur sinistralité. Calsuds sont basés sur des tables dites « de
mortalité », officielles, publiées par I'INSEE, axges au Code des Assurances en France.
Leurs modalités d’utilisation ont été décrites.

On a ensuite vu comment ce mode de calcul s'utdaes le contexte plus général de protection
sociale, typiguement celui de l'assurance maladiede la retraite. En complément de ce type
d’engagements, les entreprises sont aussi et pinsigalement engagées sur les retraites de leurs
salariés. Cette constatation a été I'occasion deardde systeme de retraite, en particulier séerpi

On a ensuite illustré cette architecture dans letestte francais, et décrit les dispositifs incfati
proposés par le gouvernement afin de permettre saleriés de construire une retraite dont les
montants de rentes leur permettent de ne pasewipbuvoir d’achat de diminuer.

On a ensuite abordé le probleme de la comptahiisaies engagements dits sociaux, dont la
complexité repose sur le fait que I'entreprise dedonnaitre une dette vis a vis de ses salati@s, a
que le processus d’acquisition des droits afféserfait de fagon progressive tout au long de |eerar
des salariés. Ce sujet a été formalisé dans lemasocomptables IAS 19, applicables a toutes les
entreprises cotées en bourse depuis 2005. Elleseftent notamment d’harmoniser les publications
des entreprises et les éléments inscrits dansale. bi

Les éléments les plus pertinents concernant cesasosont les suivants :
« il existe des techniques formelles de calcul demgements basées sur I'avancement dans le
processus d’acquisition des droits et le principeMaleur Actuelle Probable (méthode de
« projected unit credit ):
» les actifs et les passifs sont évalués en justuwvale marché.
* les écarts actifs/passifs peuvent étre amortisnsielanéthode du « corridor » sur la durée
résiduelle de présence dans le régime

Bien que le corridor permette de limiter I'impaand le bilan des écarts actuariels, cette technique
n'est applicable que dans le cas ou ces écartsrsodestes, il faut donc disposer de techniques
permettant de contrdler ces écarts, et surtout tkre dans un contexte de juste de valeur delr@arc

Le fait de produire un rendement supérieur au taicipé ne suffit plus, les passifs étant évakiés
des prix de marché. Ces prix sont compatibles ketructure par terme de la courbe de taux, @est
dire que le rendement dépend de I'échéance : eségornce le taux d'actualisation utilisé pour
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chaque flux probable dépend de son échéance dmgai. Un actif avec une structure homogene a
celle du passif permet de limiter les écarts lidslaypotheses actuarielles financiéres.

Les deux parties suivantes décriront comment coinstle portefeuille d’actif. Les contre-indicat®n
a reproduire flux par flux le profil de passif jifigront I'emploi de I'architecture proposée :

- un portefeuille liquide de dérivés pour la couvestdu risque de taux

- un portefeuille de rendement pour financer le pegret les risques non couverts.
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Il. Le portefeuille de couverture

Suite & ces rappels sur la constitution des passifintégration des résultats des calculs actlsri
dans le bilan, la suite de cet exposé va portelastonstitution de I'actif dans le cas d’engagetsen
prestations définies.

Examinons un peu plus en détail le contexte damselecette constitution a lieu. Dans un premier
temps, il s’agit du probleme d’une entreprise qoiite dans son bilan une dette consécutive a des
engagements. Il peut s’agir d’engagements vis-@l@ises salariés : on parle alors de passifs sociau
Il peut aussi s’'agir d’'engagements vis-a-vis d’ansorité de régulation : on parle alors de passifs
industriels.
« Les passifs sociaux sont principalement constitues retraites complémentaires et
d’'indemnités de fin de carriere. Les passifs indgeist peuvent notamment porter sur la mise
en place de normes prudentielles (environnementalgslont la conséquence est une mise a
jour programmée des infrastructures.
« Les passifs sociaux sont typiquement logés dansbiless d’entreprises historiquement
nationalisées : IEG, ... Les passifs industrielsit stypiguement logés dans les bilans
d’entreprises trés polluantes : industrie du cimeutléaire, ...

Les montants en représentation de cette dette mtodiee investis sur les marchés. Tant que cette de
est portée par I'entreprise, celle-ci assume :

1. unrisque assurantiel (de type viager et humaim [gsupassifs sociaux par exemple)

2. unrisque financier portant sur I'incertitude dsukltat des investissements sur les marchés.

L’entreprise veut externaliser cette dette (cf.Hdlon). Elle met alors en place un dispositif gan
lequel interviennent un assureur et un gérantifl'act
1. l'assureur qui prend en charge la couverture de kesialéas non financiers (mortalité, santé,
dommages, ...)
2. le gérant d’actifs qui prend en charge la couvertles aléas liés aux marchés financiers

Engagemets

Entreprise Assureur

Risques
non financiers

portefeuille

Aléas liés
aux marchés

Figure 6 Interactions entre les acteurs d'une exteralisation d’engagements

La structure est alors la suivante :
- I'externalisation est faite via un contrat d’assur@vendu a I'entreprise par I'assureur
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- les garanties sont exprimées en unités de compte@PCVM dédié investi par le gérant.
- chaque paiement de flux est réalisé grace a uatraeitiel de parts dOPCVM

Le réle du gérant est alors d'investir sur les héscsous la contrainte du passif du client. L'gmise
ou l'assureur lui fournissent un cliché des engasgdm sous la forme d'uBchéancier de flux
probables
- Il est intéressant de noter que cette informatiam aaractére en général trés sensible pour
I'entreprise car elle constitue la synthése de d&éments : la structure des effectifs et le
niveau de rémunération des salariés.
- Il est extrémement rare que le gérant dispose uteds détails (le nom des salariés, leur age,
et leurs salaires, ...)

Il arrive toutefois que soit fourni un tableau amdnt, de surcroit, une projection des flux de ifsass
dans le futur. Ces projections ne dépassent pgéresral 5 ans.

Le tableau d’échéancier de flux probables et dongénéral le principal élément a partir duquel le
calibrage de l'actif est réalisé par le gérant.

Cet échéancier, appelé plus communément passiEg@sdes propriétés particulierement génantes
pour la gestion qui lui est adossée.
- Il porte sur une durée trés longue, les derniessleuvent étre évalués comme étant dus dans
plus de 100 ans.
- Il est issu d'un calcul dont les hypotheses somtigs tous les ans (selon notamment la
mortalité, le turnover, la politique de rémunératae I'entreprise, ...).

Sans avoir une volatilité comparable a celle deshés financiers, les passifs ne sont pas stahtes d
le temps. La couverture que représente l'actifavids de ces engagements doit impérativement
comporter une composante active lui fournissantdy@mamisme suffisant pour s’adapter aux
changements annuels du passif lié principaleménnan-réalisation des hypothéses actuarielles.

o

=

g

’g Passif 2007

z m Passif 2008
@ Passif 2009
@ Passif 2010

Date de paiement

Figure 7 Evolution d’engagements de retraites sur 4ns
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L'actif doit donc avoir deux caractéristiques agmament antinomiques :
» Une inertie comparable a celle des passifs quigdranpeu en valeur lorsque les hypothéses
centrales se réalisent
* Un dynamisme qui permet de s’adapter aux impaatdesupassifs d’écart actuariels liés a
I'occurrence d’évenements extrémes.

Nous proposons donc de construire un portefeuiliergprenne ces caractéristiques en combinant
dans sa structure deux éléments :
1. Un portefeuille de couverture, flexible et géréwaanent pour neutraliser les risques a moyen
et court terme
2. Un portefeuille de rendement avec un double réle
0 La couverture des risques a long-terme (ceux pEagulels il n'existe en général que
peu ou pas de supports sur les marchés finanaersgghanger ces risques)
0 Le financement du portefeuille de couverture, idéant composé de produits dérivés.

Les montants moyens en jeu sont de tailles modestEs il existe encore de compagnies francaises
(EDF, GDF, ...) qui portent dans leurs bilans degagements sociaux de retraite portant sur des
montants tres importants. Depuis 2007, la loi Rillmet a disposition un dispositif incitatif a
I'externalisation de ceux-ci aupres d’'un assur@&xternaliser permet a I'entreprise de réaliser des
économies fiscales (les cotisations versées nepamssujetties a I'impdt sur les sociétés) et des
économies sur le montant du provisionnement (leanses confiées a l'assureur engendrent des
produits financiers).

Les hypothéses actuarielles, présentée plus haet (s normes IAS 19) permettent de dresser un
panorama des risques auxquels sont soumis ledpasss risques sont des aléas sur la valeur de la
PBO qui sont consécutifs aux modalités de son kalcu

Le risque principal est le risque de taux : ceugsgst commun a tous les engagements sociaux, le
principe d’'une revalorisation forfaitaire ou liéd'iaflation n’est pas systématique (il n’existesppar
exemple pour les IFC).

A court-terme, c’est le risque dont I'importance lasplus élevée. Ceci conjugué a son omniprésence
pour tous les types d’engagement, il est logiqus’'ee préoccuper en premier lieu. Nous présenterons
donc comment construire le portefeuille de couvertdu risque de taux et comment construire le
portefeuille de rendement auquel il sera associé.
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Importance

Type de risque

Court-terme

Long-terme

Détail

Couverture

Taux

Elevée

Moyenne

Les taux ont un impact
sur la valeur présente
du passif.

Inflation

Moyenne

Elevée

La valeur de
I'engagement
augmente avec
I'inflation.

Convexité

Moyenne

Faible

La convexité de la
courbe des taux et de
I'inflation nécessite
une couverture au

second ordre au moins.

Volatilité de I'inflation

Faible

Faible

L’engagement ne
baisse pas en cas de
déflation.

Possible sur
les marchés
financiers

Changement des tables
reglementaires

Elevée

La PBO change avec
les probabilités
viagerespy.

Mortalité réelle

Elevée

Une mortalité
différente de celle
anticipée géneére des
écarts actuariels.

Gestion Ressources
Humaines

Elevée

La progression réelle
des salaires augmente
ou diminue les
engagements.

Autres

Moyenne

A financer
avec un
surplus de
rendement.

Tableau 4 Panorama des risques du passif

Le passif a été agrégé en un chiffre par la méthedéa «Projected Unit Credit. Pour pouvoir
réaliser un investissement ayant la méme sen@illit risque de taux, il faut au préalable isoler la
problématique viagere de la problématique finamrciér

La problématique viagere s'intéresse a l'espérasee flux a payer, il s'agit de la probabilité
d’'occurrence de I'évenement déclencheur du paiemene la suspension du paiement de flux (déceés,
survie, incapacité, invalidité, passage a la refyai

La problématique financiere s’intéresse a l'optatiosn des capitaux constitués pour assurer le
paiement des engagements, et au placement de pigugasur les marchés financiers. Elle est
approchée par la notion de taux technique, conpiguéun ensemble de dispositifs comptables
(réserves et méthodes de calcul).

On introduit la chronique de flux probables quitsavec le taux technique ou une courbe des taux a
calculer la valeur actuelle probable. Soient

e ile taux technique

e Fle K™flux probable

» tyladate alaquelle le flux probable doit étre payé
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Le risque viager est implicitement évalué danstestants k; le risque financier est approché par la
notion de taux technique.

On a vu en premiére partie que la valeur actuetibable s’écrivait :
F
VAP(t) =) —* — 1
O =2 iy (1)
La PBO inscrite dans les comptes est déduite de ®¥&P(t), pour en réaliser la couverture il faut
utiliser la suite de couples ().

Dans un contexte de passif social dans le cadi@ migrme IAS 19, 'engagement de I'entreprise vis a
vis d’'un salarié est comptabilisé de facon croissasous la forme de PBO, en exploitant 'ancieénet
pour diminuer le poids des engagements.
La solution consiste a investir dans un portefewicomposé en deux parties
1. Une partie contenant un nombre limité d’instrumejets comparaison du nombre de flux),
calibrée sur I'’échéancier de flux probables, viganeutraliser son risque de taux
2. Une partie contenant un portefeuille de rendemeiibré prospectivement grace aux
montants dégagés par la couverture optimisée dardmiére partie, et les objectifs de
capitalisation et recapitalisation du dispositifagigine des engagements du passif.

Concréetement, pour un passif de N flux probablesadeur \, pour lequel I'entreprise dispose d'un
actif initial de valeur y: on parle de surcapitalisation ou sous-capitidisaselon le signe de

V —
%, 1

La méthode permet d’'investir
1. dans n<<N instruments taux de valeykws ; les caractéristiques de ce portefeuille sont
choisies grace au profil de flux,f&) pour immunisation au risque de taux.
2. dans un portefeuille d’actifs de valeur initialgpPles caractéristiques de ce portefeuille sont
choisies grace aux objectifs de maintien d’uneasitm de surcapitalisation ou de sortie d'une
situation de sous-capitalisation.

Il est ainsi possible de résoudre simultanément geablemes :
- le probléme de taux dont I'horizon est le counrter
- le probléme de capitalisation dont I'horizon estie@yen ou le long-terme

I.1. L’évaluation des passifs

La couverture du passif consiste a investir danaatifi dont la valeur suivra celle du passif loesd
fluctuations du marché. Etablir la valeur de mardbéassif et de I'actif implique, comme le montre
Scheref7] de se munir d’outils permettant de calculevddeur actuelle pour le marché du portefeuille
de flux probables composant le passif.

Calculer la valeur de marché d'un passif passdapaconstitution de la courbe des taux. La norme
IAS 19 n’est pas catégorique en ce qui concerngigation d’'un taux unigue, mais préconise plutot
I'utilisation d’'un taux correspondant a la maturi I'engagement. Il est donc juste dans ce comtext
d’abandonner la forme synthétique de la PBO autpiefla chronique de flux probables résultant de
calculs intermédiaires et d’actualiser chaque #uwne maturité correspondant a I'engagement qu'il
représente. Cette décomposition nécessite I'titisal’une courbe de taux.
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Il s'agit de construire, de facon classique enrfog I'ensemble des taux permettant d’actualiser de
flux futurs (le rendement que I'on peut espérerndplacement dépend de I'horizon de celui-ci).
L'actualisation d’'un flux futur payé a une date g fait a I'aide d’'un taux d’'intérét qui dépend de
cette date T. L’ensemble des couples{jTest communément appelé courbe de taux.

On dit de cette structure de par sa dépendancezZtho T qu'elle est gar terme». Ce concept
s'appuie sur une constatation que l'on peut faite Es marchés financiers, cHull[9] ou
Brigo,Mercurio[18].

A une série de flux Fpayés aux dates, dn associe une série de rendemgnbn en déduit la valeur
de marché VM calculée a l'aide des facteurs difisaiion FA.

B _ 1
VM = Zk: F. xFA avecFA T

C’est le calcul qui sera appliqué aux flux probalde passif.

Les taux utilisés pour le calcul des facteurs dralisation ne sont pas observables, il faut lesubed

a partir des prix des instruments avec lesquelsreedements anticipés seront réalisés ; dans ce
contexte prudentiel ou l'actualisation rend comgéeplacements faiblement risqués, les courbes de
taux sont calculées a I'aide de modéles calibi&sde de prix de produits taux : les obligationses
swaps de taux d'intérét.

Les obligations représentent la titrisation d'ueée] I'émetteur est un pays ou une entreprisesEll
sont explicitement caractérisées par leur tauxalgan, le principal, et la fréquence des coupons.
Deux éléments implicites les caractérisent égalémen
1. la notation de I'émetteur qui rend compte de lditgude sa dette et du coup de la
vraisemblance du paiement des flux définis daridigation
2. le taux actuariel ou TRA, le taux de rendementriigale la séquence de flux observé en
I'achetant

Les swaps de taux consistent en I'échange de fildexés sur deux références qui peuvent étre
variables ou fixes. Les références variables les frgement rencontrées sont 'EONIA et le taux
I'EURIBOR pour les 13 maturités existantes : derhane a 12 mois.

L'approche la plus classique consiste a utiliseitéeix EURIBOR pour les échéances inférieures a 1
an et a utiliser les taux des swaps de taux ctEHRIBOR 6 mois pour les maturités supérieures.
On trouve sur le marché semi-organisé des cotationsles maturités allant de 2 ans a 40 ans. Cette
approche présente un écueil, car ces taux ne peétre utilisés directement,

1. les swaps payent des coupons intermédiaires.

2. les maturités des instruments ne corresponderdpadates de paiement des flux.

Un swap de taux 20 ans contre EURIBOR 6M (6moi)atainal N négocié a r % fonctionne ainsi :
- tous les six mois, pendant 20 ans, les contregatehangent un flux fixe contre un flux
variable
- les montants du flux sont proportionnels au noméatal la période du taux variable, soit %2 (la
proportion d’'une année que représentent 6 mois)
- les flux fixes sont proportionnels au taux négaclés flux variables sont indexés sur la
valeur de 'TEURIBOR 6M.
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De plus le taux correspondant a chaque maturitéétta calculé, en I'occurrence nous le faisons en
opérant une interpolation par spline cubique dtefarcd’actualisation.

Scherel7] suggére d'utiliser deux modéles alternatifa@eurs d’actualisation déterministes :
* le modele dé\elsonSiegeldans lequel le taux zéro-coupon dépend de I'horétale 4
parameétres
« son amélioration, le modele &¥ensoncomporte deux parametres supplémentaires.

Il.1.a. Les modeles classiques de courbe de taux

Dans le modele deelsonSiege] le taux zéro coupon de la maturité Jdépend d’'un quadruplét=
(b0|bl|b21T)'

0(6)= 1.0 =, +b| 22— | +b) T e 5
A A

Le mode d’actualisation est actuariel, le factéactialisation vaut alors
1
FA =——
ATy
Il existe une interprétation financiere a certggasametres :

* bpest le facteur de niveau, il s’agit du taux Ior;tjr(l r.(6) =h,)

* b, estle facteur de rotation, il s’agit de I'écantre le taux court et le taux long
* b, est un facteur de courbure
» testun paramétre d’échelle

Le parametred est obtenu par la méthode de minimisation de IaSSRMminimisation de I'erreur
quadratique moyenne) en comparant les prix théesigle produits financiers dans le modéle a ceux
constatés sur le marché.

On considére N produits financiers de type « tade prix de marché;PP,,...R;. On sait évaluer leur
prix dans le modéle de Nelson Siegel, c'est-aglieleurs caractéristiques et les taufte parametre

0 en fait) permettent de fixer leur prix dans le ged®,, P,, ... Py.

Le modéle est défini par son paramétre optimal

N 2
‘90ptima| = argmin(z (R( _ H(a) J
g k=1

La RMSE vaut

N

RMSE= \/iz(Pk -pf

N =
L'optimisation est réalisée numériguement, ce guiliqgue de ne disposer que d'une valeur approchée
de Oqpimar Il faut aussi noter que les prix du modele net eongénéral pas égaux aux prix de marcheé
ayant servi au calibrage. Cette différence peutrafés opportunités d’'arbitrage sur les prix chlswa
partir de cette courbe paramétrique. Ceci provigatreurs du modele liées au choix de la quantité a
optimiser ; aux points ayant servi a calibrer kenr est faible (en tout cas minimale), mais n'est p
nulle et rien ne garantit qu’elle soit elle ausdébfe en d’autres points.
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Examinons dans la pratique les résultats de ce lmodé
Le calibrage est réalisé a l'aide de 5 obligatignsivernementales francaises aux caractéristiques
suivantes :

# obligation 1 2 3 4 5
Coupon 3.5% 3.25% | 3.75%| 4.00% 4.25%
Maturité 6 ans 7 ans 8 ans 9 ans 10 ans
Prix 101.75 | 99.16 100.6 101.2y 102.31
Tableau 5 caractéristiques des 5 obligations

Le prix d une obllgatlon de maturité M et de coupoast donnée dans le modéle par la formule
M -
100+c

T &0 rk( Ve, (@)

En appliquant cette formule on peut avoir les pmites 5 obligations, et utiliser un optimiseur
numérique pour minimiser I'erreur quadratique mayeret appliquer la technique de la RMSE.
L'optimisation améne a la valeur suivante péur

*  by=0,0575
* Db,=0,1877
*  Db,=-0,3345
* tau=1,545

La RMSE pour ce quadruplet vaut 0,12.
Comme anticipé, les prix des obligations dans ldé@t@sont Iégerement différents de ceux du marché,
I'écart existe sans toutefois dépasser 0,19% atifrel

# obligation 1 2 3 4 5

& [VRleeZISAN 101,80 | 98,87 100,78 101,32 102,25

SO VRNEERS 101,75 | 99,16 100,60 101,2f 102,31

Ecart relatif 0,05% | -0,19%| 0,15%| 0,05% -0,06%
Tableau 6 Résultats de la calibration du modéle ddelson-Siegel

La critique émise a priori s’avere justifiée daps&xemple.

Examinons le pouvoir prédictif de ce modéle, paelaptimisons en calculant la RMSE et sur les
obligations 1, 2, 3 et 5 et examinons le prix @bligation 4 dans le modéele.
L'optimiseur intégré a MS Excel fournit une noueellaleur optimale pour :

*  by=0,0575
* b=0,1844
*  b,=-0,3301
« 1=1,1697

La RMSE pour ce quadruplet vaut 0,13.
L'erreur relative pour I'obligation 4 vaut alord@%.

Le modéle dé&vensorest une extension du modele précédent, il utiliseextuplet de parametrés:

(Do, by, bz, b5,7,8).
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1_e_T% % T/ T/
o= f(T.6) =h,+h| ~——— —e /7 |+b, ——e
fA T/ /

D’un point de vue théorique, ces 2 parametres dawrdournir une courbe plus précise, mais la
critigue portant sur les approximations liées atilmisation numérique sont toujours licites, etpes
dans le modele seront probablement, bien que faéig différents des prix de marché ayant servi a
la calibration.

Etudions avec le méme exemple avec I'ajout de petite de parametres supplémentaires.
En calibrant le modeéle sur les 5 obligations, lep®tre optimal vaut

* Dby=0,0712
* b,=0,1608
* b,=-0,3333
 1=1,2890

*  b3=0,0022
« £=11,6672

La RMSE vaut alors 0,10 pour une erreur relativeimale de 0,19% sur le prix des obligations.

# obligation 1 2 3 4 5

SO [IRpee[EIEA 101,82 | 98,98 100,72 101,2p 102,28

SO INEe I 101,75 | 99,16 100,60 101,2f 102,31

Ecart relatif 0,07% | -0,19%| 0,12%| 0,02% -0,03%
Tableau 7 Résultats de la calibration du modéle dgvenson

En calibrant sans tenir compte de I'obligation’dptimisation donne un nouveau parametre optimal
pour lequel la RMSE vaut 0,10.
L'obligation 4 vaut alors 101,30, soit 0,03% d’écae qui représente 3 centimes d'écart.

Ces deux modéles a facteur d’actualisation détéstemreprésentent des outils relativement simgples
calibrer pour construire une courbe des taux. 8wak pratique considéré, le pouvoir prédictif est
vraiment satisfaisant : la calibration sur 4 desbBgations donne un prix pour 14" obligation pour
laquelle I'erreur sur le prix est du méme ordregdendeur que celui sur le prix des autres obligatio
L'ajout de paramétres supplémentaires (du modeNealwonSiegelau modele d&vensoppermet de
diminuer la RMSE, de diminuer I'erreur sur les pde&s obligations, mais n’élimine pas le fait que
dans le modele, il n'y a aucune garantie de retroul®s prix ayant servi a le calibrer. Ce n’est
d’ailleurs pas le cas en pratique comme les exesijoliet montré.

I1.1.b. La construction de la courbe des taux

La méthode la plus classique est celle dite deostbapping ». La courbe des taux est définie arpart
d’'un échantillon de taux zéro-coupons Jcfie maturités fixées, les coupleszt(t,)) sont appelés
piliers de la courbe. Le taux zéro-coupon d’uneuriit donnée t est obtenu par interpolation des 2
taux zc(f) dont les maturités correspondants encadrent faritéaconsidérée t (le taux 18 mois est
obtenu par interpolation du taux 1 an et du taaxs).
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Nous utiliserons pour I'interpolation la méthode pplines cubique car elle permet d’'une part de
construire une courbe de taux de classe C2, etrd’aart permet d'avoir une courbe de taux qui
« passe » par les piliers.

La construction des piliers se fait par applicatie? techniques :
- le découponnage
- le changement de mode de calcul de facteur d’as#tiain

La construction des piliers :
On dénombre dans cette méthode 24 piliers.

Pour bien illustrer le changement impliqué parilisation de la méthode de calcul du facteur
d’actualisation, on va présenter ici 'utilisatida taux linéaires.

Le premier pilier, de maturité 1 jour est déduittdux EONIA.
Le facteur d’actualisation correspondant est calinEairement

1

1+ tau)QEONIA X 1)

360
Le taux zéro coupon continu est calculé ainsi
taue™ = -360x Ln(FA ., )

jour

F'Aﬁ.jour = [

Les piliers 2 a 14 sont calculés a partir des BURIBOR de maturité 1 semaine a 12 mois.
Ces taux s’appliquent linéairement, ce qui pernetcdiculer les facteurs d’actualisation
correspondants :

1

J
(1 + ta-U)QEURIBOR.] jours j

FA) e =

J jours

X —
360
Le taux zéro coupon continu correspondant en ektiggrace a la formule suivante :

tauxoire = LI Ln(FA

jours — 'ours)
| %6( B

Les piliers 15 et suivants sont calculés a 'aide cbtations des taux fixes des taux swaps contre
EURIBOR (12 mois) de la maturité correspondanepiller de maturité 3 ans est calculé a 'aide du
taux fixe du swap 3 ans fixe contre EURIBOR 6 mdis)valeur est obtenue par découponnage, une
technique qui s’appuie sur I'absence d’opportunitésbitrage ; le calcul nécessite I'utilisationsde
taux zéros coupons des maturités précédentes.
i=K-1
1- taU)%WAFK annéesx Z FA années

FA annges= .
années 1+ tauXsyyapc annces

Le taux zéro coupon continu correspondant en ektiggrace a la formule suivante :

taU){f’QEQEe: _% X Ln(FAk année)
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Maturité  Valeur utilisée Méthode Ticker

du pilier utilisée Bloomberg

1jour EONIA Délinéarisation EONIA Index
2 1 semaine| EURIBOR Délinéarisation EUR001W Index

1 semaine

2 2 EURIBOR Délinéarisation EUR002W Index

semaines | 2 semaines
3 3 EURIBOR Délinéarisation EURO03W Index

semaines | 3 semaines
4 1 mois EURIBOR 1 mois DélinéarisatioictURO01M Index
5 2 mois EURIBOR 2 mois Délinéarisatiorict UR0O02M Index
6 3 mois EURIBOR 3 mois Délinéarisatiofct UROO3M Index
7 4 mois EURIBOR 4 mois Délinéarisatiofct UR004M Index
8 5 mois EURIBOR 5 mois Délinéarisatiopie UROO5M Index
9 6 mois EURIBOR 6 mois Délinéarisatiopie URO06M Index
10 | 7 mois EURIBOR 7 mois DélinéarisatipiEURO07M Index
11 | 8 moais EURIBOR 8 mois DélinéarisatipiE URO08M Index
12 | 9 mois EURIBOR 9 mois DélinéarisatipiE URO09M Index
13 | 10 mois EURIBOR 10 mois DélinéarisatipEURO10M Index
14 | 11 mois EURIBOR 11 mois DélinéarisatipEURO11M Index
15 | 12 mois EURIBOR 1 an DélinéarisatipEUR012M Index
16 | 2ans Swap 2 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSA2 Index
17 | 3ans Swap 3 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSA3 Index
18 | 4ans Swap 4 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmgmn EUSA4 Index
19 | 5ans Swap 5 ans contre EURIBOR 6 mojs Décaggm| EUSAS Index
20 | 6ans Swap 6 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSAG Index
21 | 7ans Swap 7 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSAY Index
22 | 8ans Swap 8 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSAS8 Index
23 | 9ans Swap 9 ans contre EURIBOR 6 mois Décowgmmn EUSA9 Index
24 | 10 ans Swap 10 ans contre EURIBOR 6 mpis Décmgge| EUSALO Index
25 | 12 ans Swap 12 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSAL2 Index
26 | 15ans Swap 15 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSALS Index
27 | 20 ans Swap 20 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSA20 Index
28 | 25ans Swap 25 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSA25 Index
29 | 30ans Swap 30 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSA30 Index
30 | 40ans Swap 40 ans contre EURIBOR 6 mpis Déctgge| EUSA40 Index

Tableau 8 Instruments et techniques utilisés poual courbe des taux

Le découponnage des taux permet de construire adngoren proche la courbe a partir des facteurs
d’actualisation. Le terme anglais associ€, booptrgpqui fait référence aux aventures du baron de
Munchhausen a été introduit & une époque ou tauwteurbe était déduite des premiers piliers, éest-
dire des taux courts : I'analogie a aujourd’hui nsode sens mais le terme subsiste dans la littératu
financiere, les taux longs n’étant désormais palsutés exclusivement a l'aide des taux courts.

Une spline est une fonction définie par morcealiaide de polyndmes. Le principe de I'interpolation
consiste a mettre en ceuvre la stratégie suivgrder:une maturité t comprise entre deux piliers de
maturitésitet t, :

1. définir une spline a partir des points de la cowt®deaux obtenus a partir de cours de marché.
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2. Déduire du polyndme;f)définissant la spline sur I'intervallg [tt.4] la valeur du taux zéro
coupon zc(t)=Rt)

Dans notre cas, le spline et construit & partiNd81 segments couvrant I'intervalle de maturités
allant de 1 an a 40 ans, la spline et dite cubigudes polyndbmes considérées sont d’ordre 3.

La fonction sur laguelle calibrer la spline et coaren N points. Chacun des N polyndmes est défini
par 4 paramétres. On a donc 4N inconnues :
- I'égalité des fonctions aux bornes des intervatigsosent 2 x (N-1) +2 inconnues, soit 2N
inconnues
- I'égalité des dérivées aux bornes des intervathggosent 2 x (N-1) contraintes, soit 2N-2
inconnues
- classiquement, on impose 2 conditions supplémestainx limites sur la dérivée seconde de
la spline (en t=1 et t=40), la nullité en général

On obtient un systeme linéaire de 4N équations &ddhnues ; la matrice du systéme et diagonale
par morceau, chaque équation concerne les parandétigolyndme d’un intervalle et ceux de
I'intervalle suivant.

La matrice prend la forme suivante avec les boasgdments de variable (cf. Numerical Reciepes
chapitre 3 § 3).

2 1
1 41 0
1 41
1 4 1
0 1 41
I 1 2

Figure 8 Forme de la matrice du systéme de calcukd coefficients de splines cubique

[I.1.c. Synthése

On a étudié 3 modéles a facteurs d’actualisatiderchénistes, le modéles paramétriqgues sont simple
d'implémentation et de calibrage mais posent umlgroe fondamental qui et matérialisé par le fait

gu’on n'y retrouve pas exactement le prix ayanvisite calibrer. On a pu constater que le nomiere d

parametres influait sur la précision, mais I'ordee grandeur de I'erreur, bien que faible, ne permet
certainement pas de traiter des produit de typedaartir de ce modéles.

Le modéle a « boostrapping » donne par contre ésdtats satisfaisants : les prix des piliers sont
cohérents avec I'absence d’opportunités d’arbitdeyes le marché ; l'interpolation par spline culeiqu
apporte deux avantages :

- les prix du modele sont ceux du marché

- la courbe de taux a dérivée continue.

Ce dernier modéle a notre préférence et les passifesnt donc évalués a l'aide de facteurs
d’actualisation en étant issus.

Pour le calcul de la valeur de marché des passifsnodéle déterministe est suffisante, mais il peut

étre intéressant, dans ce contexte, de s’appuyeesnin sur un modéle de taux prospectif permettant
de faire diffuser I'actif et le passif ou le pas#ftaux et les actions ont un comportement stiainze.
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On peut alors construire un modeéle actif-passiflsstique qui peut étre calibré a I'aide de tealnesq
statistique grace a des simulationsMitente-Carla Ce sujet ne sera pas approfondi dans ce mémoire,
mais les 3 modéles suivants peuvent servir de mEindépart a un approfondissement (\Riigo,
Mercurio [19]) :

1. le modele dé&/asicek

2. le modele de #ull andWhite»

3. le modéleBrace GatreketMusiela

lllustrons maintenant l'intérét de se prémunir cere risque de taux en examinant I'évolution de la
courbe de taux sur les 10 derniéres années. Enicambes données historiques de Bloomberg et la
technique décrite ci-dessus, on peu construilabe de taux a une date passée quelconque : on
examine ici I'évolution des données du 11/01 eR@@O et 2010.

7% -
2]
o
o
Q.
=
8
o
©
N
x
3
< 29
2% oo janv.-10f - " T T T o T o
——t— janv.-03
1w L/ janv-0O| _ _ _ __________________.
0% T T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30
Maturité

Figure 9 Evolution de la courbe de taux zéro-coupon

B0

5% +

4% |

3% +

Taux zéro-coupon

2% +

1% -

0% T T T T
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Année

Figure 10 Evolutions de de la partie courte de lacurbe
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Figure 11 Evolutions de la partie longue de la colne

Le tableau détaillé est fourni en annexe, maislit fsurtout retenir de ces chiffres, bien qu’ils ne
présagent pas des évolutions futures que la covese pas stable dans le temps. Il apparait aussi g

des scenarii classiques sont réalistes

» les déplacements paralléles (cf. partie longuadelrrbe)

* la pentification, l'inversion

Pour bien appréhender les conséquences de ces menige il est possible de mesurer la valeur d’un

engagement constitué de 30 flux annuels constants :

Date de la courbe Impacts sur
de taux la valeur présente

2010 0.00%

2009 1.33%

2008 -9.21%
2007 -5.36%
2006 2.39%

2005 -2.56%
2004 -9.40%
2003 -9.84%
2002 -14.64%
2001 -18.16%
2000 -22.12%

Tableau 9 lllustration des impacts dus aux changenmés dans la courbe de taux

Les courbes de taux utilisées sont données en enfeexalcul de la valeur de cet engagement est
simple : tous le flux sont constants, donc la vafgésente est la somme des facteurs d’actualisatio

[.2. La couverture

On considere dorénavant un engagement modélisgapetronique de flux probableg, ), tels que

vus a une date donnée t. Il s'agit donc de pagigiind Cette chronique peut étre complétée des tau
zéro-coupons de maturitg;tles couples (fr«(t)) — ou est,(t) est le taux zéro-coupons de maturjté t
étant connus, il est possible de calculer la vatBumarché du passif (plus exactement la valeur de
marché des flux probables du passif), ainsi gqueefeibilité du passif aux changements de la courbe
de taux.
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[I.2.a. De nouvelles mesures du risque de taux pour une meilleure
couverture

La valeur de marché ou valeur présente du passidlsele avec une formule analogue aux formules
actuarielles de calcul de VAP, la différence pravidu fait que pour chaque actualisation de flux,
celui-ci n’est pas réalisé sur le taux techniquaismsur les taux zéro-coupons correspondants :

— I:k
VM(t) = Zk:W )

On reconnait ici une formule classique du monde talle qu’'on peut la rencontrer dans un pricer
d’obligations.

Avec le taux technique ou dans le cas d'un fluxydeeur du passif, hors problématiques temporelles,
ne dépend que d'un parametre. Il est alors possiblepréhender simplement le risque de taux a
I'aide des dérivées par rapport a cette quantitgramier et au second ordre.

Dans le cas d’'une chronique de flux il est posgildese ramener a ce cas en s’appuyant sur le &aux d
rendement interne ou taux de rendement actugyigl vérifie la propriété suivante :

F. B F,
z [A+7, ()] - ; A7) (3)

k

La valeur présente est fonction d’'un parametrestldonc possible de mesurer sa sensibilité el'aid
des dérivées par rapport son unigue variaglesn I'occurrence.

Concretement, il faut disposer d’'un optimiseur nriquee pour calculerg, qui est définit par la
formule suivante :

N Fe F |
o I g O 2 @

(4)

Ce taux permet une formulation simple des impaatsdes changements de courbe de taux, mais le
probléme de cette approche réside dans le faitguaux de rendement interne dépend non seulement
de la courbe de tauxc(ts), mais aussi des flux,FCe taux ne représente donc que partiellement la
courbe de taux. Il ne peut donc efficacement captarsensibilité du passif.

Il existe par contre un ensemble de formules paametle reprendre dans ce contexte les notions de
sensibilité, de duration, et de convexité.

Quand il s’agit d’'un seul flux, la valeur de marchécrit

F
1

)
Dans ce méme contexte, la sensibilité s'écrit
1 oVvM 1 1
-—————=F/(t, -t) —
VM dr, I+r)" VM

(6)
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La formule dans le cas de plusieurs flux se déoliitextension de la formule (7) en introduisant les
contributions a la sensibilité ¢S

1 1
S=>»C avecCS =F_(t -t 7
2.C8 SERGY Gy O
Quand il s’agit d’'un seul flux, la convexité s'dcri
1 0%VM 1 1
=Rt -t -t+] (8)

VM 72 L+7,)" 2 VM

La formule dans le cas de plusieurs flux se déaiitextension de la formule (9) en introduisant les
contributions a la convexité ¢C

C= ZCCk avecCC, = F, (t, —t)(t, —t —+1) 1 1

(L+7,) VM

(9)

A titre d’application, mesurons la capacité dedasibilité et de la convexité a capturer I'impaesd
changements de taux sur la valeur de marché dif.pass

Considérons une série de 42 flux probables defpzegés semestriellement de juin 2009 a juin 2050.
Ces flux sont issus d’'un passif social d’'une emisepdu CAC 40.

La courbe de taux calculée au 15 janvier 2009 pedmealculer une valeur de marché de 1427 ME.
La sensibilité est de 9.61 pour une convexité d;Xobnsidérant les formules, on va examiner ce que
vaut

(ar)®

VM =VM -SVM.Ar + CVM.

(10)

approchée

Ou Ar est un décalage uniforme de la courbe de taw¢adupon sur tous ses points.

L'intuition derriere cette formule est que dans#s d'un flux (en appliquant un développement it
oVM _ VM AT?
2

=-SVM et——— =CVM doncAVM =-SVM AT +CVM.
or, or;

+0(AT?)

Comparons alors la valeur de marché attendue, léalsur la courbe décalée a la valeur de marché
approchée obtenue dans le développement limité (11)

Ar VM attendue VM approchée

0.01% 1426.21 1426.21
-0.01% 1428.95 1428.95
0.25% 1394.02 1394.05
-0.25% 1462.68 1462.65

1% 1301.73 1302.74

-1% 1578.28 1577.12
Tableau 10 Approche affinée : impacts du décalagesda courbe de taux
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Figure 12 Evolution de I'écart relatif de la VM lors de décalages uniformes de la courbe de taux

Cet exemple permet de constater que ces définitienta sensibilité et de la convexité capturent
efficacement le risque de taux.

Scherer[20]propose une définition alternative de ces dewntijgs, plus simple, s’appuyant sur la
notion de taux de rendement interne, comme cefé aeplus haut.

Considérant (4), la valeur de marché VM est unetfon de la seule variabhg,. Il est possible de
définir la convexité et la sensibilité de facon log®dne a leur définition dans le cas d’un flux :

1 VM

__ 11
S VM a7, an
VM a7

Considérant le méme passif composé de 42 flux ptebaon trouve numériquement un TRI de
3.88%, ce qui se traduit par une sensibilité d& 8t5une convexité de 166.

On peut adapter la formule (11) pour approcheralew de marché lors de décalage de la courbe de
taux.

Ar VM attendue VM approchée

0.01% 1426.21 1426.22
-0.01% 1428.95 1428.94
0.25% 1394.02 1394.34
-0.25% 1462.68 1462.30
1% 1301.73 1302.52
-1% 1578.28 1575.33

Tableau 11 Approche TRI : impacts du décalage de leourbe de taux
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Figure 13 Impact comparé du décalage de courbe daux

L'utilisation de la sensibilité et de la convexpérmet toujours d’appréhender raisonnablement le
risque de taux, mais méme au premier ordre (poumanvement faible de la courbe), le calcul
exploitant les taux zéro-coupon de la courbe dae® approximations de meilleures qualité que
I'approche basée sur le taux de rendement intediw: le qualificatif d’affinée donné a la premiéere
approche (équations 8 et 10).

La sensibilité et la convexité permettent d’appréles la sensibilité aux mouvements de la courbe de
taux. Une définition basée sur le taux de rendematdrne existe, mais celle qui donne
I'approximation la plus proche s’appuie sur destgbuations a la sensibilité et & la convexité cédeu
avec le taux zéro-coupon de la maturité du fluxsabéré.

C'est donc en s’appuyant sur ces définitions queprise en compte du risque de taux et sa
neutralisation sera faite par la suite.

[I.2.b. La couverture par Bucketing

Le principe du Bucketing est d’optimiser le portéfie de couverture en termes de nombre de lignes
tout en couvrant efficacement le risque de taux.

La raison principale de ce choix du critere d’opgmtion réside dans le fait qu’une des principales
caractéristiques du passif collatéral a ce porideest son incertitude. En effet, les montantsént
des flux_probablegjui portent simultanément un aléa relatif aux uesviagers et un aléa lié a la
démographie de la population impliquée.

» La mortalité réelle différe de la mortalité antiég

« La modélisation de la mortalité peut étre remisearse (changement des tables)

* La masse salariale du régime ou de I'entrepris¢ §ee amenée a changer au gré des départs

et des recrutements

Il est possible d'affiner les anticipations desfk a tout moment, et dans le cas de passifs sociaux,
cette évaluation a lieu au moins une fois parans,des arrétés comptables.
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Une approche naive pour couvrir ce type d'engageémensiste a investir dans un portefeuille
d’obligations zéro coupon de maturitéet de nominal respectif  F mais cette situation n'est pas

confortable dans la durée. A chaque mise a joumtagants k des colts non négligeables peuvent
apparaitre car ce sont potentiellement tous lesdlupassif dont les montants sont modifiés.

Ces codts sont principalement liés a un problembgdélité qui peut prendre une forme différente
mais qui apparait a la fois sur le marché du gpéaet sur les marchés organisés.

» Sur des positions négociées en gré a gré, 'achegttoujours a la merci du vendeur quand il
souhaite retourner une position car c’est le vendgl fait le prix, le marché secondaire
n'étant animé que par le vendeur.

* Sur des positions négociées sur les marchés oéganis nombre d’intervenants donne
I'illusion de disposer d’un prix concurrentiel, edoqu’en réalité, lorsque les quantités a traiter
obligent a «s’enfoncer dans le carnet d’ordre, le prix moyen auqueld@xion s’effectue se

détériore.
Carnet d'ordres OleE o
wr — |
COrdres Ote Achat Vente Gite COrdres

& 12 703 1.28 1.29 19 65T 7

15 208 1.27 1.20 23 599 4

7 12 821 1.28 1.21 B 873 4

g 27 850 1.25 1.32 4 00D 2

= 2200 1.24 122 4 500 3

] 30 865 1.23 1.34 =720 4

] 13 521 1.22 1.28 22 535 g

4 g 000 1.21 1.28 2000 2

13 20 TET 1.20 1.37 = 241 4

2 7 000 1.19 1.28 2 200 2

63 158002 TOTAL TOTAL 100435 41

Figure 14 Carnet d’ordre de I'action BULL le 02/0209

La figure 5 illustre cet effet lié a la profondele marché :
e Investir 10 000€ se fait au prix moyen de 1.29€gudion (premiére limite)
« Investir 100 000€ se fait au prix moyen de 1.32fnjites touchées pour cette exécution)

Pour améliorer ce probleme de liquidité, il exidéaix éléments sur lesquels jouer :
1. Le nombre d'instruments du portefeuille : plusst élevé et plus la couverture est exacte d'un
point de vue financier.
2. Le type d'instruments du portefeuille : swap dextambligations zéro-coupons, obligations
couponnées

C’est ici au premier point que nous allons nougraggser : le nombre dinstruments. A chaque
instrument correspond un certain nombre de flupaksif. La motivation sous-jacent est la couverture
du risque de taux ; on a vu au paragraphe précépentes contributions GRle chaque flux a la
sensibilité du passif étaient sommables. C’est domaette notion de sensibilité que va s’appuger |
construction de la couverture.

Les flux correspondant a un instrument constituetore entité appelée bucket. La sensibilité d’un

bucket se définit comme la somme des contributéoiles sensibilité des flux le constituant. Tous les
buckets sont construits avec I'objectif d’avoimi@me sensibilité.
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Chaque bucket peut alors étre défini formellemant’pdice du dernier flux le constituant :
» S étant la sensibilité totale du passif
* N étant le nombre de buckets
* jcétant I'indice du dernier flux constituant le buckeméro k

o . ,— S
i, = mjax{J sC. ;cs < ﬁ} (13)

. . ) S
R m]_ax{J sc. Y C§ sﬁ},k>1 (14)

1=

En effet le résultat attendu est un ensemble dadidis de sensibilité respective envn:ﬁn.

Une illustration chiffrée de cette technique esirfice en fin de partie.

Appliquons a titre illustratif cette méthode poonstruire 5 buckets pour le passif a 42 flux pridsmb
chaque bucket devrait couvrir une sensibilité @2.1.

Numéro du bucket Indice i, = Sensibilité couverte

1 7 1.56
2 12 2.06
3 19 2.07
4 28 1.81
5 42 2.09

Tableau 12 Application du bucketing a un passif dd2 flux probables

La contribution par maturité des contributions &dasibilité peut étre représentée graphiquement.
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Figure 15 Décomposition de la contribution a la segibilité

Examinons la couverture de deux zones de méme,dil0ems :
e Lazone 2014-2024 est couverte par trois buckets
e Lazone 2039-2049 est couverte par un bucket

Ce phénomene est caractéristique de cette appracbales caractéristiques de ce type de couverture

réside dans le fait que le nombre de buckets astipiportant dans les zones ou la contribution a la
sensibilité est élevée.
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Avec une couverture réalisée avec la techniqueudkdiing de sensibilité, la couverture est plus fin
dans les zones du passif ou la sensibilité edukafprte.

I1.2.c. Instrumentation des buckets

Le découpage ayant été réalisé, le portefeuillecderture peut étre défini, pour cela, il fautiniéf
avec précision quel instrument vient en représiemtatun bucket donné ; pour cela il faut répondre
trois question :

1. dans quel type d'instrument investir ?

2. dans quelle quantité investir dans cet instrument ?

3. ou positionner la maturité de l'instrument danbueket ?

Le choix sur le type revient a choisir entre oltiiggas nominales et swaps de taux d’intérét.

Pour un produit de taux de sensibilité S, de vatleumarché VM, et examinons la quantité S.VM qui
est couramment appelée sensibilité nominale.

S.VM.Ar correspond a la baisse de valeur de marché atllupAVM lorsque la courbe de taux se
déplace uniformément d’une valemrtres faible.

Pour la séquence de flux probables de pa@s#,Z:CSK , en développant la sensibilité par
k

contributions.

On peut donc développer le produit S.\Avl.et interpréter la quantité E8M.Ar comme la
contribution a la baisse de valeur marché du pdssifau flux d’indice k, lorsque la courbe de taax
déplace uniformément d’une valemr faible : CQVM est la sensibilité nominale du flux k.

De facon analogue, puisqu’un bucket est constiteéfldx, on peut aussi définir la sensibilité
nominale SN pour le bucket d’indice k comme :

SN, =VM S'CS (15)

Les indices,i sont définis aux équations (14) et (15) (ayedt).

Muni de cette mesure de sensibilité hominale, tilpessible de répondre a la seconde question ; en
effet le sens a donner a la couverture par bucketst que I'instrument qui vient en représentation
bucket doit neutraliser les effets de ce bucketespassif (en cas de mouvement de la courbe dg tau

Pour un instrument assurant la couverture de sétisis’, et de valeur de marché VM on
considére un déplacement uniforme de la courbawede tailleAr ; les flux du bucket vont induire
une baisse de la valeur de marché deABN la valeur de marché de la couverture baisse de
VM SAr. La couverture est parfaite lorsque les deux tiigsnsont égales, et en éliminant il
vient :

VM,S/ = SN, (16)

En ce qui concerne le type dinstruments, il n'‘sxigpas de choix optimal du point de vue
mathématique ; I'expérience montre par ailleurs gueque client a sa sensibilité a cette
problématique, qui se réduit a arbitrer entre dextkémes : gré a gré (swap de taux) ou produé list
(obligation)
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1. surle marché listé
a. une prise de position se fait en général a unqui)peut étre considéré comme
compétitif du fait de la quantité d’intervenantdquiels
b. la dette implicite des produits achetés peut éaecellent qualité (« obligation notée
AAA »)
certaines maturités peuvent ne pas exister
pour un titre donné, il peut ne pas avoir asserldés dans le carnet pour atteindre le
nominal souhaité (noté Viiplus haut)
e. le secondaire peut ne pas exister ou disparaitre
2. engréagreé
a. le produit acheté a exactement les caractéristinaesinal et maturité) recherchées
b. le marché secondaire est implicite et donc garanti
c. la contrepartie peut faire faillite ou faire défaut
d. les prix du secondaire ne sont pas construits damsvironnement concurrentiel
(contrairement & ceux du primaire qui peuvent @tenus a l'issue d’'une
consultation avec un nombre faible de contrepastes NDA)

Qo

Ces arguments sont indiqués dans le tableau syivaig en résumé, il s'agit d’arbitrer la qualité d
prix contre la liquidité ou la flexibilité contre risque d’écriture.

Avantages Inconvénients
e Laqualité de I'émetteur - Existence et profondeur de
* La qualité du prix marché
e La conformité du produit * Risque de contrepartie
» L’existence du marché e Le prix du secondaire
secondaire

Tableau 13 Récapitulatif des options proposées pé&s deux univers d'investissement

Il n'existe donc pas de réponse générale a la grengjuestion, cependant, une contrainte classijue e
de disposer d'un portefeuille avec une notation enoyg minimale fixée. Dans ce cas, il faut utiliser
des obligations et appliquer au portefeuille unéhmde de scoring décrite brievement ci-dessous pour
vérifier sa conformité au cahier des charges.

Considérant un portefeuille de N obligations de k¢arValue VM1 n; & chaque émetteur est
associé un rating ou notation représenté par plisslettres et un symbole. A chaque rating estcsso
un score, meilleur est la notation, plus faiblecesscore.

Notation Score

AAA 1
AA+ 10
AA 20
AA- 40
A+ 70
A 120
A- 180

Tableau 14 exemple de correspondance score-rating

Le score du portefeuille est la moyenne pondéré&epavaleurs de marché des scores des obligations
le contenant.
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D VM, ScorgObligation i)

Scord portefeuile) = - 17
€p ) ZVMi (17)

En ce qui concerne la troisieme question, la migtwte I'instrument doit étre située a l'intériew d
I'intervalle définissant le bucket, tout en prigléant la maturité la plus longue possible. Ce xhoi
donne empiriquement le meilleur résultat en termhescolt de la couverture. En effet, le facteur
d’actualisation est plus faible, le colt de I'instrent est plus faible.

11.3. Comparaison avec les alternatives

Intéressons-nous aux méthodes alternatives de atevelu risque de taux sur des engagements de
passif social. Nous en dénombrons 6 :

1. une méthode consiste a construire un portefeulfd Bobjectif est de battre le taux de
rendement anticipé dans le calcul de PBO et CSRs happellerons sméthode du
portefeuille diversifié>

2. une autre des méthodes les plus intuitives corgisteipler & chaque flux du passif un
instrument de I'actif, c’est le gash flow matching ».

3. une méthode consiste a considérer que la duragtaimebon proxy du risque de taux et a
construire un portefeuille de duration égale aeceéll passif.

4. 3 méthodes s’'appuient sur I'analyse des vecteudsigdion généralisé (cBheref20])

a. La plus simple consiste a choisir ses instrumerfire correspondre le vecteur de
duration de I'actif et celui du passif a I'aide d&ioptimisation numeérique

b. La seconde consiste a optimiser la correspondanchasissant des maturités piliers
arbitrairement faire correspondre les duratiores maturité de ces piliers

c. Laderniére est celle qui a été exposée ou lerpiiont choisis afin de répartir la
sensibilité totale sur un nombre fixé d’instrumesidésfagcon homogene.

[1.3.a. Description

La méthode du «portefeuille diversifié»

Cette méthode consiste a construire un portefeullctifs diversifié constitué d'actions et
d’obligations, dans I'objectif d’obtenir un rendemesupérieur au taux technique. L'idée centrale est
de tenter d’éviter de reconnaitre des pertes aetlearliées a de mauvaises performances defl'acti

Le comportement de ce type d’adossement est adead@ comme l'illustre la figure 11 :
- guand le rendement est supérieur au taux techr(@@@ bps ici), on reconnait des gains
actuariels
- guand le rendement est inférieur (50 bps ici),emonnait des pertes actuarielles
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Figure 16 Evolution des valeurs présentes

Comme le rendement futur ne peut étre prédit. Lasttoction repose sur les statistiques du
portefeuille qui est modélisé comme une variabléataire paramétrée a l'aide d’hypotheses
historiques ou prospectives.

Les actifs choisis sont en général un mélange idiaet(pour le rendement) et d’obligations (pour
limiter la volatilité ou le risque). L'allocationse obtenue par optimisation numérique basée sur des
simulations prospectives et historiques, réalisées contraintes.

Une approche numérique permet la prise en congtispositifs comptables comme le corridor et de
contraintes comme un ratio de couverture cible harizon donné.

La méthode du «cash-flow matching»

C’est la solution la plus intuitive pour couvrireigérie de flux ; elle consiste a adosser a chdewx
un produit taux dont la maturité coincide avec #edde paiement du flux. 2 types d’instruments
peuvent étre utilisés : des obligations ou des swlagaux d'intérét.

Il existe une catégorie d'obligations tres utilesipce type de construction, les obligations «-=zéro
coupon » ou « STRIPS >g¢parate Trading of Registered Interest and Prigcif Securities Ce
sont des certificats issus du démembrement d’uligation en n certificats de coupon et un certifica
de principal.

Les obligations zéro-coupons sont moins liquides tgs obligations couponnées, leurs spreads
bid/ask sont plus larges, leur acquisition ne @eufaire qu’au dépens du paiement d’'une prime de
liquidité qui se matérialise par une détérioratthn prix a mesure que la quantité voulue oblige a
s’enfoncer dans le carnet d’ordre.

Les obligations couponnées sont plus liquides, nlas coupons intermédiaires déforment
'adéquation actif/passif, leur existence augmdate&aleur de I'actif & chaque tombée, tout chose
égale par ailleurs. Ceci impose structurellementdéséquilibre entre I'actif et le passif qui se
manifeste au cours de la vie de I'investissememgefiet, si nous notons

e V(1) est la valeur de l'actif,

e Vp(t) la valeur du passif
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e C(t) la valeur des coupons de l'actif,
avec les flux principaux des obligations qui caoilecit avec les flux principaux du passif.

Pour une couverture initiale parfaite, on nog0y=Vy(0).

Dés que des coupons tombent a I'acti{ty=V s(t)+C(t) > Vp(t) car C(t)>0
Le passif et I'actif diminuent normalement de fagimultanée, un flux de passif étant payé a l'aide
du flux de remboursement du principal de 'obligatcorrespondante.

On pourrait contrecarrer cet effet en choisissanndins couvrir initialement M0)<Vp(0), mais
I'exemple précédent se décline de facon analogue

Si Lty tqVa(to) =Ve(ty) Ot>ty V,(ty) >Ve(to)

Autrement dit pour ce type de couverture, s'ilgdmssement (égalité des valeurs présentes), il n'es
que temporaire et il n'y a jamais adéquation gE#sif en dehors de cet instant.

Les graphiques suivants illustrent le comportendam adossement de ce type, avec un passif a 3 flux
Ces graphiques permettent de comprendre la dynandigla valeur présente de ces deux éléments du
bilan dans le temps.

La valeur du passif s'apprécie du taux d’actudtisathaque année. La valeur de I'actif s’apprécie d
taux d’actualisation et diminue du montant des oogpet du remboursement de principal chaque
année.

Le portefeuille a été construit pour que les fl@incident, comme cela a été exposé (cf. figure, 17.)
mais on peut noter que le bilan aura présenté @ies gctuariels a chague exercice du au fait que le
passif vaut toujours moins que l'actif, et le ré@stissement des coupons n'a pas été spécifie, que
I'écart diminue dans le temps pour atteindre zérmmament du dernier paiement

2.50

| Flux Actif
| Flux Passif

2.00

1.50

Montant(M)

1.00

0.50

Date de paiement

Figure 17 Chronique de flux comparée
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Figure 18 Evolution de la valeur présente

On peut effacer I'écart actif-passif en normalisi@nimontant investit afin qu’en t=0 il n'y ait autu
écart entre les deux a l'aide d’un facteur d’é&hell
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Figure 19 Chronique des flux, situation 2
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Figure 20 Evolution des valeurs présentes
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On constate alors 2 faits :
1. les flux de principal a I'actif ne suffisent plugpayer les flux du passif
2. I'écart actif-passif est négatif, et les pertesiadelles perdurent jusqu’au terme

La couverture en « cash-flow matching » a I'avaatd@tre intuitive donne d’'excellent résultats dans
le temps a condition d’étre réalisée a I'aide d®-odupons, ce qui implique de trouver sur le méarch
la profondeur suffisante pour pouvoir investir Esgif dans de bonnes conditions de prix : cecitn’es
pas assuré.

Le principe de tarissement des gisements obligeta@vec I'augmentation de la maturité est illustré
annexe, sur les obligations gouvernementales fisegde maturité 5 et 30 ans :

* 5 limites donnent accés a 200 Millions d’eurositted sur la 5 ans.

* 5 limites donnent accés a 60 Millions d’euroslau80 ans.

La méthode du «duration matching»

En gestion obligataire, un indicateur illustre fé&fdes flux supplémentaires dus aux coupons des
obligations : la duration ; leur existence a termd@aa augmenter la duration de I'actif, cet indioate
pourrait servir pour controler la qualité de la wedure. Dans le cas d’'un taux uniqyeavec les
notations de la page 37, la duration D est défiaie

La régulation impose généralement que I'actif s@joritairement investit en produit taux, I'aléa a
I'origine de I'écart actif passif provient des xaet comme le montreetautoril], chapitre 18.

Au premier ordre, ce risque peut étre annulé erinmisant I'écart entre la duration de l'actif etleel

du passif. Cette technique est appel&iration matching> ou adossement en sensibilité. La quantité
la plus importante dans cette technique est latidural’actif est composé comme précédemment
d’obligations, mais I'objectif est que sa duratgmit la méme que celle du passif.

L’écart actif passif, en cas de mouvement paraliiglda courbe des taux est minimal. Le probleme
principal ici, ce sont les changements de la domath cause du passage du temps mais aussi a cause
des déformations de la courbe des taux.

Il existe une quantité qui permet d’évaluer lesngfganents dans la duration, il s’agit de la coneexit
qui mesure au second ordre les effets de mouvermparafieles de la courbe des taux.

La duration, la sensibilité et la convexité soriligéies classiquement comme le présétatauton[1]

pour mesurer dés qu’il a été construit I'adéquatiium actif a son passif ainsi que la qualité de
I'adossement.

Cette technique de couverture est comparable éctanique de bucketing ; Ia ou le bucketing utilise
un vecteur de sensibilité, cette technique utilisandicateur beaucoup plus synthétique, la dumatio
L’aspect synthétique simplifie le mécanisme de eotwre, mais I'agrégation en un chiffre unique
impliqgue une déperdition de l'information dont lanséquence est un manque de précision de la
couverture lors de mouvements non uniformes deuabe de taux.

Il existe d'autres indicateurs qui permettent desumer suffisamment finement les effets des

changements des taux ; introduits paren 1992, les « Key Rate Duration », permettertohetruire
le portefeuille de couverture grace a une techniudécomposition de titres présentéeSisref20].
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Les méthodes basées sur I'analyse de vecteur de dtion

Trois méthodes s’appuient sur I'analyse de la tamadu portefeuille, comme cela a été présenté plus
haut ; les notations communes sont les suivantes :

* les flux sont payés aux datgs;ty et

* les niveaux de montants sontFn.

Grace a la courbe de taux, on peut construiredteue des durations delatives aux flux Hizl,_, N

La méthode ®uration Vector» consiste a s’appuyer sur cette analyse poutrcimresun portefeuille
de produits taux dont le vecteur de duration egplls proche possible de celui du passif. Cette
technique est présentée [reref20].

Le processus de construction se déroule en 3 étapes
1. sélection de P titres obligataire susceptiblesat@qgiper au portefeuille de couverture
2. calcul des P vecteurs de duration de chaque difirdes dates sélectionnégs iy
3. calcul des poids w*=w-;_p par optimisation numérique, ot est le poids optimal du®*®
titre.

On introduitdiTk , la duration du titre k, relative a 'échéance t

Sheref20] en propose la définition et une technique nigue de calcul. On introduit les taux zéro-
couponst;i-;..n aux échéances-t._n. On note ensuite Re prix du titre T. B est fonction, entre
autres, des taui;=1. N : B=Pu(ty,... T, ...7n) €t VP la valeur présente du portefeuille de cauve

Formellement :
P

* VP:}:RAﬂﬂN)

i=1
. di = —im
' VP  or,
Numeériquement cette quantité peut étre approchéla parmule :
g1 P(r,,1,,l, +&,..0T )= P (1), Tl = £,.0T )
' VF 2¢

Pour les durations du passif le calcul est plupkren introduisant VP(F) la valeur présente
des flux

N E
F_ t F

" TOVP(F) @)t

Pour une allocation en titres caractérisée papsis w=w -1 p Sa duration relative a I'échéange t
vaut

d" = ZP: w, d™
k=1
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La couverture relativement au vecteur de duratsinparfaite lorsque I'allocation w permet

d’égaliser, pour chaque échéandeg durations'tj et d.

Dans le cadre le plus général, ce probleme esturé&sointroduisant la distance euclidienne
d(w) entre le vecteur de duration d’'une allocationtires et celui du passif. Cette approche
géométrique est cohérente avec la méthode des rastadrrés ou celle de la RMSE.

On pose

i=1

On résout numériquement
wr = argmin o(w)
w

La méthode Key Rate Duration est assez proche de la méthode précédententagperiest le méme,
la principale différence consiste dans le fait Bueombre d’éléments du vecteur de duration n’'ast p
lié au nombre de flux du passif.

Ce nombre d’élément est fixé arbitrairement selon
- les caractéristiques du passif
- la structure du portefeuille de couverture a metdtrglace.

Le principe de construction est alors sensiblertgentéme :
1. définition des M maturités clé du vecteur de KR{E? ,

2. construction du vecteur de KRD du passif, KRDy

3. sélection des P titres utilisés pour la couverture

4. Calculer les MxP KRD des titres aux maturités-(’fl,ézldM,k:Lp
5. calcul des poids w*=w-1 ppar optimisation numérique

i=1 \ k=1

M [P 2
R0 (w) = \/ Z(Z w d - KRD,)
W = argmin 5%*°(w)

[1.3.b. Comparaison

La méthode d€ash Flow Matchingest intuitive, le portefeuille contient autantr$iruments que de
flux dans le passif. La mise en ceuvre est simptdesacaractéristiques de chaque instrument sont
déduites directement du flux auquel il corresponthturité et nominal dans lequel investir. Mais le
probléme fondamental de cette technique est laodibiité des titres. Le filon obligataire se taait
mesure que la maturité augmente, il n’existe pasrdeuit & adosser a un flux de maturité supérieure
a 50 ans.

La structure du portefeuille d’actifs est calquée ls. décomposition de la PBO du passif ; lorsque

celle-ci change (revue des hypothéses actuarigbel}, le portefeuille est a revoir. La revue des
hypothéses peut n’avoir lieu que tous les 3 ang laaalcul du bilan est réalisé tous les anpakesif
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et sa structure changent donc chaque année. Léeprelde disponibilité des titres se pose alors a
double titre lorsque la profondeur du marché est taible :
* La quantité disponible sur le marché n’est passaife
» La faible quantité offerte oblige & s’enfoncer dnsarnet d’ordre ; traiter la quantité désirée
détériore le prix d’exécution.

Lorsque le bilan fait état de pertes ou de gaimsaaiels, ceux-ci ne peuvent étre pris en comps sa
intervention extérieure, le régime doit étre reficé@ L’application de la technique du corridor perm
toutefois d’en limiter le codt si la situation éstorable a son application.

La méthode deportefeuille diversifieé» est celle qui propose I'approche la plus finarei tous les
outils classiques de la gestion de portefeuillevpatiétre utilisés en se positionnant dans ce gtmte

4.50 4 —=— \/P Passif @t

4.00 —e— Vactif @'t
350

Millions

3.00
250 -
200
150 -
1.00
050

Figure 21 Evolution des valeurs présentes

- Taux technique : 2.5%, ne change pas car basésubtmule et un indice long-terme
- Taux de rendement : 1.5% (pertes portefeuille agtio

La méthode de Buration matching» consiste a construire un actif qui réplique eanper ordre les
mouvements du passif relativement aux mouvemeniis cleurbe des taux.
Cette méthode est attrayante car elle ne fait agal un nombre limité d’instruments dans le cadre
de sa mise en ceuvre. Par opposition a une corr@apoa parfaite entre I'actif et le passif, ou jt a
autant de contraintes que de flux au passif, ihrégiste plus gu’une, la sensibilité aux mouvements
paralleles de la courbe de taux. La motivation agpelle-méme la critique que I'on peut apporter a
cette technique de couverture, la couverture saligés en cas

- Déplacement parallele important de la courbe (hebagsse des taux) ou «Shift»

- Déformation de la courbe (pentification ou aplaiasent) ou «Twist»

Ces limitations peuvent étre illustrées a I'aidd’eeemple suivant ; considérons
e le passif en figure 25
e la courbe des taux du 21/7/09
e une couverture par une obligation de méme duration

On applique 3 scenarii a la courbe, et on condateffets sur la valeur présente de l'actif, cdlle
passif et I'écart.
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Twist

Shift +10bp | Shift -100bp +100bp CT, -100bp LTOF

VP passif -1.07% +11,83% -12.43%
VP actif -1.07%(-) +11,61%(0.21% -13.63%
Ecart 0 0.21% 1.20%

Tableau 15 Evolutions de I'écart actif-passif

La méthode ®uration Vector» consiste a construire un actif composé de tihessis ad hoc afin de
minimiser I'écart entre les sensibilités aux moueets des taux correspondants aux dates de paiement
des flux. Cette méthode s’appuie sur les duratielts,est confortable dans sa mise en ceuvre ear ell
laisse le choix des instruments et minimise l'intpdes mouvements de la courbe aux dates de
paiement des flux.

e La premiére critique est relative au choix desrimaents. Cette étape n’est pas motivée par la
couverture, elle peut donc amener un construirgpdeefeuille a l'aide d’instruments
inadéquats, en termes de rendement et de positmiede leurs flux sur le calendrier de
I'échéancier.

e L’optimisation humérique menant aux poids traitefalgon homogéne toutes les maturités ;
'adéquation a court-terme a la méme importancel'@qaéquation a long-terme, alors que le
principal souci du gérant du régime est I'évolutdml’écart actif-passif & court-terme. C’est
en effet son horizon de gestion, comme I'expli§herefl1].

La méthode ey Duration Vectos, est une déclinaison de la méthode précédemtdifférence
consiste a s’appuyer sur un ensemble de matumkéssfad-hoc plutdt que celles de tombée des flux
du passif.

Les mécanismes sous-jacents a la construction ass®z simples, et avoir la liberté du nombre
d’instruments a utiliser permet d’affiner la qualde la couverture et disposer a son gré d’'un gurse
pour choisir comment transformer finesse de couvertn supplément de performance.

Elle est sensible aux mémes critiques, et dans@menesprit péche par l'arbitraire du choix des
durations cleé.

La méthode ducketting» présentée dans ce mémoire utilise un compramiis & méthode de key
Duration Vector> et celle du ®ortefeuille Diversifié». Le portefeuille de rendement est construit
sous la contrainte de financer le portefeuille deverture et les risques long-terme. Le portefeult
couverture est construit a I'aide de KRD dont legurités sont positionnées afin de répartir derfaco
homogéne la sensibilité totale du passif sur chaoueket ou panier. La séparation des deux
problématiques de couverture et de financement gtediajuster aux besoins la qualité de la
neutralisation du risque de taux qui se fait ertreprartie d’'une détérioration de la performance.

L’attrait de cette méthode, c’est de permettrealestuire une couverture congue sur le risque we ta
dont la finesse est paramétrable. Cette solutibpertinente dans un contexte ou actif et passifis s
comptablement évalués en valeur de marché. Orcependant deux limitations
- Il'emploi de dérivés de taux qui peuvent ne pas eéimgisageable du fait du contexte
réglementaire
- le moteur de rendement doit produire le rendemitendu

2|l s"agit d’un scenario de pentification de la doe, les taux court-terme augmentent de 1%, ealeslong-
terme baissent de 1%
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11.3.c. Conclusion

Technique Intérét Défaut
Portefeuille diversifié Simple dans le contexte | Adossement en valeur de marché
taux technique Prise en compte du risque de taux
Cash Flow Matching Intuitif Rigidité
Simple Liquidité

Gestion des coupons
Couverture du risque
Disponibilité des instruments
Duration Matching Quantité d’'instruments Couverture du second ordre
Robustesse (changements non parallgles
de la courbe)

Duration Vector Matching Simple Optimisation numérique (précision)
Choix instruments
Key Rate Duration Matching Simple Optimisation numérique (précision)

Quantité d’instruments Choix maturités
Choix instruments

« Duration Bucketting» Quantité d’instruments | Choix instruments
Liquidité Performances moteur de rendement
Adéquation au passif Utilisation de produits dérivés

Finesse de la couverture
Tableau 16 Récapitulatif des méthodes de couvertuternatives

On a présenté 6 méthodes en mettant 'accent sderaiére. Exposer cette méthode a aussi été
I'occasion de présenter les modeles de courbeuepirmettant de pricer en juste valeur et d’évalue
le risque de taux sous-jacent a une chroniqueude Hlle ne gere pas les problemes de risque & long
terme et peut poser un probleme a sa mise en omrelil y a aversion a I'emploi de produits
dérivés. Couplée comme annoncé a un portefeuilleeddement, cette méthode étendue permet de
prendre en compte tous les besoins recensés aaxtgumrtefeuille d’actifs doit réepondre : liquigliet
neutralisation.

Mais, si le portefeuille de rendement produit dexdpits financiers trop faibles, il peut ne padiseif
a financer le portefeuille de couverture, et damscas, des écarts actuariels apparaissent, liés
exclusivement a la gestion de ce type de structure.

Il est donc fondamental d’apporter une vigilancetipaliere au portefeuille de rendement dont on
attendra
1. quil soit géré activement pour atteindre son ofifjele financement
2. qu’il soit construit au sein d'un processus de tmsion robuste laissant la place aux
modéles mathématiques qui lui assurent sa sol@ité des prévisions de gestion afin de
rendre ses résultats conformes a l'actualité dexh®a et conformes aux anticipation des
personnes en charge de la gestion de ces invesénte

11.4. Application

lllustrons la technique de couverture a l'aide dexdexemples :
« Les engagements de retraite d’'une entreprise afiéendu secteur des télécommunications
* Les engagements d’un industriel frangais du secteliénergie.
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[I.4.a. Courbe de taux
Placons-nous au 11/01/2010. Nous construisonsaté@ren proche la courbe de taux zéro-coupons a
partir des prix de 13 instruments financiers. digst du préliminaire a toute couverture : on enuitéd
la valeur présente ou valeur de marché de chagagement.

Maturité Valeur Taux
anﬁges Ticker tadllJJx d’aclt:ljlefltizgtrion Zéro—cou;fn Produit financier Explication
ml; Bloomberg M, [FAL; [zc] =[FAI™ -1
1 EUSA1 Index | 1.23% 0.9877 1.25% (é) 1an base 360 a 365
2 EUSA2 Index | 1.75% 0.9658 1.75% 8 2 années g
3 EUSA3 Index | 2.15% 0.9379 2.16% q 3 années §
4 EUSA4 Index | 2.44% 0.9073 2.46% ?n 4 années -§
5 EUSAS Index | 2.70% 0.8740 2.73% é_ 5 années §
6 EUSAG6 Index | 2.91% 0.8397 2.95% i 6 années %
7 EUSAY7 Index | 3.10% 0.8043 3.16% f_ 7 années 8
8 EUSAS8 Index | 3.24% 0.7704 3.31% g 8 années §
9 EUSA9 Index | 3.37% 0.7364 3.46% %’r 9 années @
10 EUSA10 Index | 3.49% 0.7029 3.59% %ﬁ 10 années
15 EUSA15 Index | 3.89% 0.5520 4.04% 15 années
20 EUSA20 Index | 4.01% 0.4402 4.19% 20 années
30 EUSA30 Index | 3.94% 0.3054 4.03% 30 années

Tableau 17 Courbe de taux zéro-coupon au 11/01/2010

Comme vu plus haut, la méthode d’interpolationggdine cubique est employée pour le calcul des
taux de maturités intermédiaires : 11, 12, 13, 149, 30 ans.

5%
Courbe de taux

— —
4%

3% //
2% /

% +—————————————————————————T—

0 5 10 15 20 30

Taux zéro-coupon

25 Maturité

Figure 22 Courbe de taux zéro-coupon au 11/01/2010
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[1.4.b. Engagements de retraite
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Figure 23 flux nominaux d’'un engament de retraite

Il s’agit des engagements d’un régime ouvert. liesgont décrits dans le tableau ci-dessous : a
chaque date est associé le montant a payer. It g'ag engagement de retraites, on retrouve une
courbe en cloche :
» Des flux de montants croissants qui rendent comipteouveaux entrants et du passage
progressif a la retraite des salariés
» Des flux décroissant a terme qui rendent compte deortalité de la population considérée
malgré un groupe ouvert.

Les principales caractéristiques de I'engagemanitles suivantes:
e une période couverte de 95 ans
e un total de 128 millions d’euros environ
* une valeur présente de 42 millions d’euros
e un taux de rendement interne est de 4.02%
e une sensibilité est de 8.02

Fourni par l'entreprise Calculé par le gérant

Taux Valeur Contribution Sensibilité
Date Montant Zéro-Coupon Présente a la sensibilité cumulée
2011 278 432.24 1.25% 275 005.53 0.0063 0.0063
2012 407 229.94 1.75% 393311.32 0.0177 0.0240
2013 477 554.66 2.16% 447 899.30 0.0294 0.0534
2014 506 279.47 2.46% 459 357.84 0.0389 0.0923
2015 622 118.90 2.73% 543 755.32 0.0554 0.1476
2016 781 063.92 2.95% 655 878.23 0.0770 0.2247
2017 964 688.07 3.16% 775 924.89 0.1018 0.3265
2018 | 1077 012.91 3.31% 829 778.25 0.1192 0.4457
2019 | 1256004.45 3.46% 924 910.99 0.1429 0.5885
2020 | 1421438.29 3.59% 999 173.17 0.1637 0.7522
2021 | 1594 956.59 3.62% | 1078 295.72 0.1869 0.9391
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2022 | 172298243 3.71%| 1112553.41 0.2009 1.1400
2023 | 1869 663.08 3.83% | 1146657.25 0.2131 1.3531
2024 | 2040075.94 3.96% | 1184467.17 0.2244 1.5774
2025 | 2201075.19 4.07%| 1209 705.26 0.2324 1.8099
2026 | 2353211.08 4.15% | 1228193.43 0.2390 2.0489
2027 | 2507 357.29 4.19% | 1247570.36 0.2459 2.2948
2028 | 2656 099.68 4.21%| 1264420.30 0.2525 2.5473
2029 | 2779508.56 4.21%| 1269 770.97 0.2569 2.8042
2030 | 2840844.04 4.20% | 1248148.40 0.2556 3.0598
2031 | 2967 211.52 4.18% | 1255416.04 0.2600 3.3197
2032 | 3094 898.59 4.16% | 1262217.20 0.2639 3.5837
2033 | 3182100.48 4.14%| 1252 006.81 0.2640 3.8477
2034 | 3335801.08 4.12% | 1266 962.72 0.2692 4.1169
2035 | 3429399.89 4.09% | 1257790.24 0.2688 4.3857
2036 | 355976751 4.07% | 1260 851.69 0.2706 4.6563
2037 | 3554200.14 4.05% | 1215383.60 0.2615 4.9178
2038 | 3527424.59 4.04% | 1163 768.97 0.2505 5.1683
2039 | 3500 864.52 4.03%| 1113121.36 0.2392 5.4075
2040 | 3468231.89 4.03%| 1061077.35 0.2270 5.6345
2041 | 3418468.21 4.03% | 1005 368.08 0.2136 5.8481
2042 | 3378200.84 4.03% 955 066.57 0.2014 6.0495
2043 | 3346081.90 4.03% 909 367.39 0.1901 6.2396
2044 | 3285057.15 4.03% 858 223.44 0.1777 6.4172
2045 | 323633242 4.03% 812 765.38 0.1665 6.5837
2046 | 3147471.80 4.03% 759 851.19 0.1539 6.7376
2047 | 3050697.76 4.03% 707 979.23 0.1417 6.8793
2048 | 2947 010.39 4.03% 657 442.28 0.1299 7.0092
2049 | 2836154.98 4.03% 608 219.80 0.1186 7.1277
2050 | 2720627.42 4.03% 560 859.78 0.1078 7.2355
2051 | 2601 158.06 4.03% 515 473.80 0.0976 7.3331
2052 | 2478472.40 4.03% 472 148.45 0.0880 7.4212
2053 | 2353285.47 4.03% 430 946.87 0.0791 7.5003
2054 | 2226 259.68 4.03% 391 903.88 0.0707 7.5710
2055 | 2098 167.50 4.03% 355 057.37 0.0630 7.6340
2056 | 1969711.30 4.03% 320417.02 0.0559 7.6899
2057 | 1841482.72 4.03% 287 962.07 0.0493 7.7392
2058 | 1714141.79 4.03% 257 673.06 0.0433 7.7825
2059 | 1588337.02 4.03% 229519.48 0.0379 7.8204
2060 | 1464714.94 4.03% 203 462.62 0.0329 7.8533
2061 | 1343869.93 4.03% 179 449.97 0.0285 7.8818
2062 | 1226400.04 4.03% 157 424.73 0.0245 7.9063
2063 | 1112860.79 4.03% 137 320.78 0.0209 7.9272
2064 | 1003 826.11 4.03% 119 071.70 0.0178 7.9450
2065 899 877.16 4.03% 102 609.58 0.0150 7.9600
2066 801 467.15 4.03% 87 850.66 0.0126 7.9726
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2067 709 151.57 4.03% 74 722.78 0.0105 7.9830
2068 623 393.62 4.03% 63 143.83 0.0086 7.9917
2069 544 376.63 4.03% 53 005.71 0.0071 7.9988
2070 472 354.08 4.03% 44 212.54 0.0058 8.0046
2071 407 315.60 4.03% 36 649.12 0.0047 8.0093
2072 349 062.22 4.03% 30 191.87 0.0038 8.0130
2073 297 215.34 4.03% 24 712.29 0.0030 8.0161
2074 251 377.55 4.03% 20 091.99 0.0024 8.0184
2075 211 295.32 4.03% 16 234.57 0.0019 8.0203
2076 176 492.73 4.03% 13 035.64 0.0015 8.0218
2077 146 458.88 4.03% 10 398.63 0.0012 8.0230
2078 120 718.05 4.03% 8239.24 0.0009 8.0239
2079 98 806.64 4.03% 6482.70 0.0007 8.0245
2080 80 253.27 4.03% 5061.59 0.0005 8.0251
2081 64 687.38 4.03% 3921.92 0.0004 8.0255
2082 51684.93 4.03% 3012.29 0.0003 8.0258
2083 40 898.95 4.03% 229140 0.0002 8.0260
2084 32078.32 4.03% 1727.64 0.0002 8.0261
2085 24 906.34 4.03% 1289.46 0.0001 8.0263
2086 19 164.40 4.03% 953.78 0.0001 8.0263
2087 14 591.38 4.03% 698.08 0.0001 8.0264
2088 10983.63 4.03% 505.13 0.0000 8.0264
2089 8168.10 4.03% 361.11 0.0000 8.0265
2090 6 017.30 4.03% 255.72 0.0000 8.0265
2091 4 433.98 4.03% 181.14 0.0000 8.0265
2092 3233.35 4.03% 126.98 0.0000 8.0265
2093 2325.32 4.03% 87.78 0.0000 8.0265
2094 1657.97 4.03% 60.17 0.0000 8.0265
2095 1169.82 4.03% 40.81 0.0000 8.0265
2096 800.98 4.03% 26.86 0.0000 8.0265
2097 539.75 4.03% 17.40 0.0000 8.0265
2098 339.75 4.03% 10.53 0.0000 8.0265
2099 199.98 4.03% 5.96 0.0000 8.0265
2100 129.95 4.03% 3.72 0.0000 8.0265
2101 75.19 4.03% 2.07 0.0000 8.0265
2102 37.23 4.03% 0.99 0.0000 8.0265
2103 16.30 4.03% 0.41 0.0000 8.0265
2104 6.02 4.03% 0.15 0.0000 8.0265
2105 1.20 4.03% 0.03 0.0000 8.0265

Tableau 18 Analyse en sensibilité d’'un engagemeng detraites

Disposant dorénavant d’'une analyse en sensibdigékechéancier flux, il est possible de calibrer |
couverture grace au nombre d’'instruments la carasitt

Cette opération est réalisée avec I'entreprise Boesnseil du gérant. On considére un portefeuille
simple de N swaps de taux, chaque instrument paegricharge la couverture d’un ensemble de flux
de I'engagement. Le calibrage consiste a choisiptabre optimal ou adéquat d’instruments N.
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Pour choisir ce chiffre, on s’appuie sur une mesigreisque : la volatilité résiduelle (celle dechét
engagement-portefeuille de couverture).
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Figure 24 Evolution de la volatilité résiduelle saln la finesse de la couverture

Dans cet exemple, pour des considérations de s&dti risque, le choix porte sur 8 instrumentsr pou
limiter le risque a une volatilité résiduelle de DO 0.3%.
Le portefeuille de couverture est constitué de &msnde taux EURIBOR 6 mois.

Sensibilité

# instrument | Nominal Plage Swap Maturité couverte

1 2976 678| de 2011 & 202 EURIBOR6Mvs3.5p% @®02 0.75

2942 685| de 2021 a 202 EURIBOR 6M vs 4.0/ % 202 1.06

1736 031| de 2026 a 202 EURIBOR 6M vs 4.211% & 02 0.74

0
2 5
3 8
4 2016 008| de 2029 42032 EURIBOR 6M vs 4.16% 2 01 1.04
5 5
6 9
7 4
5

1379 033| de 2033 a 203 EURIBOR 6M vs 4.00% 20 0.80

EURIBOR 6M vs 4.08% @ 0] 1.02
EURIBOR 6M vs 4.08% 2 04 1.01

1521652 de 2036 a 203
1287 876 de 2040 & 204

8 1752168 de20452a2105 EURIBOR6Mvs4.08% @05 1.61
Tableau 19 Caractéristiques du portefeuille de cowerture a I'aide 8 instruments

[I.4.c. Engagements industriels
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Figure 25 flux nominaux d’'un engament industriel
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Il s'agit d’engagements lié a la dépollution deesitde production pour respecter les normes
environnementales. On peut voir apparaitre 3 greweeflux liés a 3 phases de développement puis
d’abandon temporaire des technologies dont I'enisef la spécialité. Ces flux portent un aléalié
l'inflation (le cout des opérations augmentera akiecdice des prix a la consommation) : les flux
portent donc une revalorisation forfaitaire de 2#tweel pour tenir compte de cet élément. Une
couverture plus fine (basé sur I'évolution de m’'IR@ncais ou européen) semple a I'entreprise trop
compliquée pour des engagements dont I'évaluatest a son sens plus de sens a plus de 5 ans.

Les principales caractéristiques de I'engagemantt:so

. une période couverte de 60 ans

. un total de 5 millions d’euros environ

. une valeur présente de 2,5 millions d’euros

. un taux de rendement interne est de 3.91%

. une sensibilité est de 6.57

Fourni par l'entreprise Calculé par le gérant
Taux Valeur Contribution Sensibilité

Date Montant Zéro-Coupon Présente a la sensibilité cumulée
2011 105 279.45 1.25% 103 983.76 0.0405 0.0405
2012 129 967.95 1.75% 125525.81 0.0955 0.1360
2013 137 082.30 2.16% 128 569.71 0.1426 0.2786
2014 141 226.22 2.46% 128 137.47 0.1833 0.4618
2015 166 624.16 2.73% 145 635.79 0.2508 0.7126
2016 168 817.69 2.95% 141 760.29 0.2815 0.9941
2017 171 565.92 3.16% 137 995.14 0.3062 1.3003
2018 152 318.78 3.31% 117 353.11 0.2850 1.5853
2019 151 055.24 3.46% 111 235.79 0.2905 1.8758
2020 107 325.77 3.59% 75 442.62 0.2090 2.0848
2021 101 700.05 3.62% 68 755.93 0.2015 2.2863
2022 21 388.37 3.71% 13 810.76 0.0422 2.3285
2023 20942.65 3.83% 12 844.05 0.0404 2.3688
2024 20172.95 3.96% 11712.40 0.0375 2.4063
2025 27 333.92 4.07% 15 022.65 0.0488 2.4551
2026 25607.41 4.15% 13 365.08 0.0440 2.4991
2027 23714.43 4.19% 11799.44 0.0393 2.5384
2028 211 186.94 4.21% 100 534.27 0.3395 2.8779
2029 205 116.25 4.21% 93 703.85 0.3205 3.1984
2030 295 958.23 4.20% 130 031.70 0.4503 3.6487
2031 104 376.43 4.18% 44 161.28 0.1546 3.8033
2032 93 449.64 4.16% 38112.31 0.1348 3.9381
2033 92 081.28 4.14% 36 229.65 0.1292 4.0672
2034 92 081.28 4.12% 34973.17 0.1256 4,1929
2035 86 965.50 4.09% 31 896.06 0.1152 4.3081
2036 83 352.77 4.07% 29523.13 0.1071 44153
2037 69 086.60 4.05% 23 624.65 0.0860 4,5012
2038 69 086.60 4.04% 22 793.07 0.0830 4.5842
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2039 69 086.60 4.03% 21966.51 0.0798 4.6640
2040 169 898.61 4.03% 51979.10 0.1880 4.8520
2041 173 987.26 4.03% 51169.48 0.1838 5.0358
2042 173 987.26 4.03% 49 188.73 0.1754 5.2112
2043 174 075.06 4.03% 47 308.52 0.1672 5.3784
2044 173 987.26 4.03% 45 454.29 0.1591 5.5375
2045 173 987.26 4.03% 43 694.78 0.1513 5.6889
2046 104 900.65 4.03% 25324.73 0.0867 5.7756
2047 104 900.65 4.03% 24 344.43 0.0824 5.8580
2048 104 900.65 4.03% 23 402.06 0.0782 5.9361
2049 104 900.65 4.03% 22 496.18 0.0741 6.0103
2050 104 900.65 4.03% 21625.36 0.0703 6.0806
2051 104 900.65 4.03% 20 788.26 0.0666 6.1471
2052 104 900.65 4.03% 19 983.55 0.0630 6.2101
2053 104 900.65 4.03% 19 210.00 0.0596 6.2697
2054 104 900.65 4.03% 18 466.39 0.0564 6.3261
2055 104 900.65 4.03% 17 751.56 0.0533 6.3794
2056 104 900.65 4.03% 17 064.41 0.0503 6.4297
2057 104 900.65 4.03% 16 403.85 0.0475 6.4772
2058 104 900.65 4.03% 15 768.87 0.0448 6.5220
2059 104 900.65 4.03% 15 158.46 0.0423 6.5643
2060 4 088.65 4.03% 567.95 0.0016 6.5659

Tableau 20 Analyse en sensibilité d'un engagememidustriel

On peut alors, muni de cette analyse, examineolktiiité résiduelle pour se doter d’éléments pgeur
choix du nombre de buckets ou paniers.
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Figure 26 Evolution de la volatilité résiduelle seln la finesse de la couverture

Dans ce cas et malgré ces éléments, I'entreprid®izit de couvrir ses engagements a l'aide de 3
instruments.
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Le portefeuille de couverture est constitué de 8mnde taux EURIBOR 6 mois :

# instrument | Nominal Plage Swap Maturité Sensibilité
couverte
1 758 941| de 2011 a2027 EURIBOR 6M vs 4.19% 2027 254
2 902 236| de 2028 42044 EURIBOR 6M vs 4.08% 2044 3.00
3 334107| de 2045a2060 EURIBOR 6M vs 4.08% 2030 1.03

Tableau 21 Caractéristiques du portefeuille de cowerture a l'aide 3 instruments

Pour payer les pattes variables des swaps, il endwa d’avoir investi la somme des nominaux des
swaps, soit 1 995 284 € dans un portefeuille ddement spécifiquement congu a cet effet.
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Ill. Le portefeuille de rendement

Le portefeuille de rendement est obtenu en effectuae optimisation numérique sous contrainte du
couple rendement-risque a l'aide de l'algorithroptthisation PSO (Particle Swarm Optimisation).

Le rendement est obtenu a l'aide de la combinalsdthistorique avec des vues prospectives dans le
modéle deBlack-Litterman Le risque est évalué dans un contexte de gauadieide d'une matrice de
variance-covariance calculée dans le modéele EWMRidkeMetrics

L'optimisation consistera & maximiser, selon letexie :
* le ratio dinformation : lorsque la poche de rendetmest benchmarkée et adossée a un
portefeuille de couverture obligataire.
» le ratio deSharpe: lorsque la poche de rendement est adossé artefquille de couverture
constitué de swaps de taux d’intéréts.

La plus value de l'approche consiste en le faivoifacombiné au sein d'un unique modele de
construction de portefeuille :

e évaluation du risque dans un modéle GARCH (cettélliade modeéles statistiques en temps
discret permet de retranscrire de nombreux faylsss tels que le clustering de volatilité, les
gueues épaisses, I'asymétrie de réponse aux chocs).

e évaluation des rendements espérés en tenant cdmptévisions qualitatives

* optimisation numérique

Ces choix sont motivés par le fait que I'impléméintala plus populaire de I'optimisation rendement-
risque (I'optimisation moyenne-varianceMarkowitz)présente deux défauts majeurs :

1. elle est extrémement sensible aux hypothéses.

2. elle tient mal compte des contraintes que les tdiehla réalité des marchés imposent.

Plutét qu'une alternative a l'optimisation renderresgue, nous préférons ici en conserver le ppeci
et en consolider les hypothéses. Elles sont caterdans une architecture qui les rend d'unelifiébi
qui ne nécessite pas de revenir dessus en cowi ake l'investissement. S'il y a mise a jour des
hypotheses, les conséquences de celles-ci doivauntopw étre expliquées par les changements
d'hypothéses.

La meilleure solution pour prendre en compte lgdraintes consiste a s'appuyer sur une optimisation
numérique, réalisée par un algorithme de rechedddrema globaux qui ne s'appuie pas sur des
hypotheses de dérivabilité de la fonction a optmis

Notre modele de construction de portefeuille esicde suivant :
1. définition de la fonction d'utilité cible
définition des contraintes
définition des vues
calcul de la matrice EWMA
mélange entre historique et vue a I'aide du modelBlack-Litterman
calcul numérique de l'allocation optimale

ok wN
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Le portefeuille de rendement tient une place ingug dans ce modéle de couverture de passif. Son
objectif principal est le financement de la counartmais il sert aussi a refinancer les pertes durs
risques pour lesquels il n'existe pas de marchéleurel acheter des produits permettant de s’en
immuniser. Le surplus de performance qu'il géneermet aussi d'alimenter des dispositifs
comptables comparables a la réserve de capitalisati assurance-vie

Le risque de taux est neutralisé par un portefedidl swaps de taux ou un portefeuille d’obligations
Les objectifs de la poche de rendement sont dpziése type d’actifs de la poche de couverture.Dan
le premier cas, il doit permettre le financemers igx des pattes payeuses du portefeuille de swaps

L’apport incontestable du travail d¢ Markowitzen 1952 est d’avoir décrit le probleme d’allocatio
d’'actifs sous forme mathématique. Le processus afestiuction modélise le comportement d’un
investisseur qui vise a sélectionner des actifsnseh double objectif :
1. maximiser le rendement espéré
2. minimiser l'incertitude autour de ce rendement eSpan risque dont la variance est un bon
proxy en premiére approximation.

La technique de construction de portefeuille déddt s’appuie sur ces travaux. Ceux-ci aboutisaent
la conclusion que le probleme mathématique se r@sumaximiser une fonction d’ « utilité » dont le
parametre est le vecteur des poids des actifs ceanpde portefeuille, en respectant deux contrainte
liées au comportement de l'investisseur :

» C’est une fonction croissante en rendement attendu.

e c’est une fonction décroissante en risque du peuitié.

Dans cette partie, les travaux Barkowitz seront résumeés, car ils permettent de comprersdre |
pertinence d’'une construction de portefeuille dempielle est modélisé le compromis rendement-
risque. Le modéle dBlackLittermansera ensuite présenté ; il permet de consolidenypotheéses de
rendements en les stabilisant grace a des vuescsiubg et I'intégration de I'interdépendance entre
les rendements des actifs grace a leur matriceadance-covariance. Ensuite le modele EWMA sera
présenté, son utilisation permet la prévision desdances. Ensuite I'optimisation numérique fera
I'objet d’'une attention particuliere ainsi que leotx de la fonction d'utilité, dont il sera dressgé
panorama des alternatives les plus usitées. Lemaiton de I'optimisation passera par celle des
algorithmes les plus populaires, I'accent serasursun algorithme : [Rarticle Swarm Optimisation
Enfin une application sur un exemple simplifié aaé&ifs illustrera comment mettre en ceuvre
intégralement ce modele de construction de poritefeu

l.1. La sélection de portefeuille

l.1.a. L’approche de Markowitz

Le probleme auquel cette approche apporte unei@olast le suivant : « Considérant N actifs dans
lesquels on cherche a investir, comment allouercapital entre ces actifs pour constituer le maille
investissement ». C’est le probleme fondamentali@ludg sélection de portefeuille fait référence.

Le terme « meilleur » fait référence au gain réalis meilleur investissement est celui qui applarte
rendement le plus élevé. Il est simple de troueemieilleur investissement répondant a cette
définition ex post, il suffit en effet d’avoir ingé tout son capital dans 'actif ayant eu le randat le
plus élevé pour maximiser le rendement de son fissesnent.
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Ex ante, les choses sont plus floues car on neafbpas encore le rendement futur des actifs. A
défaut d’en avoir la valeur il est déja plus plaleside connaitre le rendement moyen futur de chacun
des N actifs. Une fois de plus, le meilleur investiment consisterait a investir son capital daacsifl’

de rendement moyen le plus élevé. Mais la encetée solution n’est pas satisfaisante, car auteur d
sa valeur, ce rendement moyen est entaché d’usaregui peut étre mesurée par la variance de la
variable aléatoire que constitue le rendement fitucet actif.

En appliquant ce raisonnement au portefeuille, riebl@me de sélection de portefeuille devient le
suivant : le rendement futur du portefeuille es¢ wariable aléatoire, la solution consiste a trouve
I'allocation qui en maximise I'espérance tout em@nimisant la variance ; on entend par allocatzon
facon dont le capital initial est réparti en inNestments dans les N actifs considérés.

Chercher & minimiser la variance permet de diminitedéa porté par le rendement futur. Un
investisseur selorMarkowitz doit accepter ce compromis de voir éventuelleninminuer son
rendement espéré s'il peut en acquérir en contiepare certitude plus forte que ce qu'il attendsea
réaliser. Ce compromis est d’ailleurs quantifiésain de cette approche par un facteur numérique
appelé aversion au risque. Cette approche est cogment appelée optimisation moyenne-variance.

Notons Ry le rendement du portefeuille #E[Ry] son espérancezpth =Var(Ry;) sa variance, et,
classiquement wle poids de l'actif i dans le portefeuille d’intissement. p et cszptf sont des
fonctions des poids w; n. On note w=(W-;.n le vecteur de Rdes poids des actifs. Le programme
d’optimisation moyenne variance est donc le suivanaximiser sur le wa fonction p(w;)tout en
minimisanto® s W;).

Le premier apport delarkowitz c’est d’avoir poseé le probléme sous cette forraghématique.

Il subsiste encore un flou & ce moment quant adarf de mener le programme, puisqu’il s'agit de se
positionner simultanément sur les extrema de dengtions différentes. On peut alors s’appuyer sur
un facteur d’aversion au risque qui mesure commarithvestisseur est prét a diminuer son rendement
attendu en échange de certitudes quant a la valeyenne future qu’il aura. Sait ce facteur, il
permet d’introduire la quantité u(w).

A
U(W) = Lpy (W) _Eagtf (w) (18)

u(w) augmente quand le rendement augmente, u(vwhenikg aussi quand la variance diminue. Le
choix de diviser par deux le facteur d’aversiorriague s’explique par le fait gu’il donne une forme
simple au résultat final, sans modifier la dynaraige u qui reste monotone en rendement et variance.

Le programme d’optimisation moyenne variance denadors la recherche des poids optimaux
W*=(W;*) =1y Minimisant u

w* = Arg ma){luPtf (w) _%Jgtf (W)j (19)

Cette formule représente le second appoNdekowitz

Pour pouvoir calculer les premiers moments du nevedé du portefeuilleMarkowitza aussi proposé
de modéliser le comportement du rendement en sy@mpsur les composantes du portefeuille : ceci
permet de faire apparaitre explicitement les pwidsinsi que I'effet de diversification du risque &

fait d’'investir dans plusieurs actifs plutét que acentrer le risque dans un seul d’entre euxeCet
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modélisation est devenue classique : on nola variable aléatoire du rendement de I'actif ii Bu
période d'investissement. Le vecteur d8 & rendement rsfes.n Suit une loi normale de
moyenne P=(j-1.n, vecteur de Ret de varianc&®=(w;)i1 -1y Matrice carrée symétrique d’ordre
N.

r~N(u Q) (20)

Sous cette hypothése, la fonction a maximiser poeredforme beaucoup plus simple.

Ho (W) = E(r) = E(Zwiri) = ZWi E(r)= ZWi:Ui =wWu
0% (W) =Var(r) :Var(iwi r)= CovarQN:wi ri,iwjrj)

i=1

N N N N
af,tf (w) = ZZWinCovar(ri,rj) =ZZWina)“- =w'Qw

i=1 j=1 i=1 j=1

Ce résultat est obtenu en exploitant la linéaréd'eéspérance et la bilinéarité de la covariance. L
fonction u prend alors une forme tres simple :

u(w) = vv',u—%vv’Qw (21)

Le maximum de cette fonction est simple a calc@epreffet
ou_0

—=—(Wu-AWQw) = - AQw

o o WH )=

W :%Q'l,u (22)

Ce résultat est classique mais en pratique, ledtaés obtenus sont tres surprenants. A titretiidus,
considérons les 3 exemples suivants avec N=2 actifs

Exemple 1 :
» Actif 1 : rendement moyen = 15%, volatilité = 15%
» Actif 2 : rendement moyen = 20%, volatilité = 20%
» Corrélation : 20%
» Coefficient d’aversion au risque : 1

1510 2310°% 610° 555
H= -2 |’ Q= -3 -2 |’ W=
210 610 410 416
Cet exemple simple fait apparaitre deux problenessgdeux poids sont supérieurs a 1 et leur somme

ne fait pas 1. En pratigue, on remarque souventlguespect de ces contraintes est assuré en
substituant & w* le vecteurywui lui est paralléle dans‘Ret dont la somme des composantes vaut 1.

1
W= w*

S

i=1
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Dans I'exemple précédent, le résultat est le stivan

(57,140/:]
W=
° 142,86%

Madifions nos hypothéses dans ce modele :
* Cas 1:augmentons de 1%, a 16% le rendementalié La
* Cas 2 :augmentons de 1%, a 21% le rendementalié Pa
e Cas 3: augmentons de 5%, a 20% le rendementai Ia
* Cas 4 : augmentons de 5%, a 25%, le rendemeractd P
» Cas 5 :augmentons de 1%, a 16%, la volatilitéaabifl 1
» Cas 6 : augmentons de 1%, a 21%, la volatilitézaifl 2
e Cas 7 :augmentons de 5%, a 20%, la volatilitéadeifl 1
e Cas 8: augmentons de 5%, a 25%, la volatilitéadeifl 2

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4
Wo (59,500/j [55, 34°/j (67, 330/j [48, 78°/j
40,50% 44,66% 32,67% 51,22%

Casb Cas 6 Cas7 Cas 8

70%
30%

Les changements dans les hypothéses ont des impattaégligeables sur le portefeuille optimal.
L'effet est apparemment plus important en ce quiceone la volatilité, le cas 7 illustre une inversi
de I'allocation, le poids le plus important étagsdrmais mis sur l'actif 2.

Examinons encore 2 cas typiques.

Wo (53,150/(3 [60,10/(3 (39,290/j
46,85% 39,9% 60, 71%

Tableau 22 Impact des hypothéses sur le portefeglioptimal

Exemple 2 : taux/actions, hypothéses conservatrices
» Actif 1 : rendement moyen = 5%, volatilité = 5%
» Actif 2 : rendement moyen = 20%, volatilité = 20%
» Corrélation : 10%
» Coefficient d’aversion au risque : 1

[809?
>w, =
20%
Exemple 3 : taux/actions, hypothéses historiqueseéntes
» Actif 1 : rendement moyen = 5%, volatilité = 5%
» Actif 2 : rendement moyen = -5%, volatilité = 15%
e Corrélation : 10%
» Coefficient d’aversion au risque : 1
_[116,25<Vj
° (-16,25%

Dans ce dernier exemple le portefeuille optimal gorte deux investissements atypiques : la vente a
découvert de 16,25% de I'actif 2, pour financer pasition en 'actif 1 avec un effet de lever di6l,
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Ces deux pratigues sont en général examinées agegrande circonspection par les investisseurs qui
cherchent en général & I'éviter, voire y sont ants’ par le régulateur.
Ces différents calculs illustrent les deux print@gacritiques formulées a I'encontre du programme
d’optimisation moyenne variance de Markowitz:
1. Ce modele a une tres forte sensibititék hypotheses qui I'alimentent (cf. exemple &k €pg;
de modestes changements dans les hypothéses iemilidgs changements drastiques dans les
allocations optimales.
2. Les résultats suggérent de prendre _des posiéiaiécouvert ou de des positions en levier (cf.
exemple 3) qui ne peuvent souvent pas étre réalegeratique.

Salué par la critique a sa sortie, ce modéle gstugadihui peu utilisé car les deux problémes ragpel
ci-dessus représentent de trop gros obstacleségeaen ceuvre. Il y a cependant un grand intéré da
ce modele, car le comportement d’'un investisseuestraisons qui déterminent la facon dont il
construit son portefeuille y sont modélisés et @néss sous forme mathématique.

Avec certains ajustements et le respect de [liioitinitiale (optimiser le compromis
rendement/risque), il est possible de contournes lmites et appliguer ce modéle comme
I'enthousiasme initial suscité a sa sortie laisaagenser (ce modele est d’ailleurs toujours ptésen
dans les milieux académiques en cours de finance).

Revenons en pratique sur son application, le pnabldes hypothéses est crucial car les méthodes
utilisées fournissent en général des résultatdiphatiatiles.

La méthode la plus classique consiste a utilisedtnnées historiques. Ce choix donne une forme de
vraisemblance objective aux données utilisées, lagssitionnement et la profondeur de I'historique
considéré ont un impact important sur la stabdes chiffres utilisables.

05/08-05/09] 05/05-05/09] 05/99-05/09] 05/07-05/08] 05/02-05/07| 05/96-05/06
1an 5 ans 10 ans 1an 5 ans 10 ans
Rendement | g o9, -14,32% -0,15% -48,26% 15,24% 18,329
Annualisé
Volatilite 78.99% 46,84% 40,82% 41,20% 31,86% 36,05%
annualisée

Tableau 23 statistiques du rendement de I'action SOETE GENERALE

Ce probleme de stabilité des statistiques histesgest illustré par le tableau ci-dessus, cellegci
peuvent donc étre utilisées de fagon systématique.

En pratique la sélection de portefeuille impliquessi de prendre en compte un certain nombre de
contraintes imposées par I'environnement dans lelguportefeuille est construit, citons quelques
exemples classiques :

¥ La vente & découvert de titre du secteur finariété interdite par TAMF & compter du 22/09/2@0&e a de
trop nombreux mouvements suspects sur ces aatifsiéla crise des subprimes.
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Type Source Description Exemple Expression formelle
- - Investir I'intégralité du | - N
capital zWi =1
i=1
Interne Gestion Investir dans certains| Investir 50% W, +w; .2 X%
actifs dans une de I'actif dans
proportion minimale la zone Euro
Interne Analyse financiére|  Ne pas investir plus | Investir moins | w, < y%
d’'une certaine de 10% de
proportion dans une | I'actif dans des
classe d'actif donnée | titres de crédit
Interne Ingénierie Disposer d'un Pouvoir W' 1= k%
rendement minimum | financer la
couverture
d’'un
portefeuille de
retraite
Externes | Régulateur Ne pas prendre de Respecter Oi,w, 20
position a découvert | la régulation
Limiter 'effet de levier Oi,w, <2
Externe Client Limiter la volatilité Ne pas m < %
dépasser 5%
de volatilité

Tableau 24 exemples de contraintes d'investissement

Ces contraintes sont de 3 ordres :
» Des contraintes convexes sur les poid} (w
» Des contraintes sur le rendement
* Des contraintes sur le risque du portefeuille

Mathématiquement, I'équation (22) donne I'extremua® u, mais il s'agit d'optimisation sans
contraintes. Il est d’'usage d’'appliquer les contes aux résultats a posteriori, comme il a étégmi&
la transformation de w* engvmais il n'y a alors plus de raison d’étre positié sur un extremum de
la fonction u.

Il sera donc opportun de réaliser ces optimisationsen respectant ces contraintes.

La variance traite de fagcon symeétrique l'incertéigilir le rendement espéré au sens ou dans soh calcu
traite de facon analogue les rendements supériguies moyenne et ceux inférieurs a celle-ci.
S’intéresser a la dispersion des rendements lorsgue-ci sont sous la moyenne est une meilleure
évaluation du risque. Si on pousse le raisonnemmlestloin, le probleme d’'un investisseur est plutét
relatif aux rendements négatifs plutdét qu’aux reneets inférieurs a la moyenne ; une bonne mesure
du risque serait plutét alors la dispersion dedearents lorsqu’ils sont négatifs.

Il peut étre pertinent d’utiliser une autre mesigeisque que la variance.

Il est opportun de disposer d’'un modele différeatld constatation des données historique pour
évaluer le rendement espéré futur d’'une allocation.

Le programme d’optimisation devrait revenir a séniton initiale, soient :
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=

G(w) le gain espéré d'une allocation caractéris¥esps poids w

R(w) le risque de cette allocation

3. u(w) = u(R,G) telle que u est croissante en Gedtudécroissante en R, en modélisant le
compromis rendement-risque

| le sous-ensemble dé'Rlans lequel G vérifie les contraintes sur le remefe attendu

J le sous-ensemble d& Rans lequel R vérifie les contraintes portanisuisque du
portefeuille

6. K le sous-ensemble dé'Riéfinit par les contraintes imposées sur les poids

n

ok

La technique de sélection dont il est question istais définir ces 6 éléments dans un premier temps
puis & s'appuyer sur un algorithme d’optimisatiomérique pour résoudre le probleme.

w = Arg maxu(G(w), R(w)) (23)

wl(lnJnK)

Les parties suivantes vont s’'intéresser aux opéitsnettant de réaliser au mieux I'optimisation iéfi
par I'’équation ci-dessus.

1.1.b. Le modele de Black Litterman

Le modele deBlack-Littermanest un modéle de construction de portefeuille §ecmmme une
extension du modele d’optimisation Moyenne Variade®larkowitz Ce modele permet le calcul de
rendements espérés conditionnellement a des Tuegté décrit initialement par ses auteurs en 1993
dans l'article « Global Portfolio Optimization » €8k, Litterman[13]).

L'objectif de Black et Littermanétait de définir une méthode originale de consimaade portefeuille.

Le principe proposé est le suivant : en I'abserctodte anticipation sur I'évolution future du niaéc

le meilleur portefeuille dans lequel un investissaenvrait se positionner est le marché lui-méme. Le
poids des actifs dans le portefeuille sont lestaigations, il s’agit du modéle CAPM. Tout écdet
cette position se fait en contrepartie d’'un rendendéférent, plus élevé ou plus faible que celui d
marché : I'aspect aléatoire de ce surplus de reademst communément mesuré par une volatilité
nommée « Tracking Error ».

Pour les auteurs, économiguement, bien que le mgreht ne pas avoir atteint cet équilibre, il doit
cependant y tendre a terme, d’ou I'idée d'utililr positions d’équilibre comme position centrale a
déformer par des convictions.

En effet, si I'investisseur possede des anticipatisur les évolutions du marché, celles-ci demtaie
pouvoir se concrétiser en surpondérations ou soodérations des actifs dans le portefeuille
comparativement au portefeuille d’équilibre : ungi@pation favorable sur un actif résulte en un
poids supérieur au poids a I'équilibre ; une ap&tion défavorable se traduit par un poids inférieu

L'objet du modéle d@lack-Littermanest de donner une évaluation des ces surpondé&atosous-
pondérations dans un contexte mathématique. Umeigne modélisation du probleme est la suivante :
- Hypotheses
0 on considere N actifs partitionnant le marché
0 connaissant les capitalisations de chacun de deusrc en connait les poids a
I'equilibre par le modele CAPM, \g)i-1.n
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0 on aexprimé des « vues » sur ces actifs
- Conclusions
0 on en déduit de nouveaux PoidSy¥: vuesWieqtS
o le signe de I'écart de pondérationet son ampleur doivent pouvoir s’expliquer
intuitivement grace aux vues portant sur I'actigi>0 lorsqu’une vue a décrit I'actif i
comme attractif.

Un modele tel que celui-ci est homogeéne avec fiiot initiale mais ne fournit pas assez d’éléments
pour le calcul des poids du nouveau portefeuilEnapris les vues en compte.
Les deux auteurs ont rendu plus consistantes Igothgses afin de se positionner dans un
environnement théorique permettant aux calculseli@alisés.
1. lesrendements R des N actifs suivent une loi nierma
2. les vues s’expriment comme des anticipations surdedements des actifs sur lesquelles elles
portent.

La solution utilisée par les deux économistes cbasen effet & se baser sur les rendements et en
calculer avec une approche bayésienne I'espéramzbtionnellement aux vues.

La formule fermée d’optimisation sans contrainteMbrkowitz fait apparaitre une équivalence entre
rendements et poids du portefeuille optimal. Enségaence, il est possible de déduire de toute série
de poids les rendements implicites qui auraientren®e ces poids dans une optimisation moyenne-
variance sans contrainte.

Rappel : "= \Z)™p ou
- A estle facteur d’aversion au risque
- X est la matrice de variance-covariance des rendsrespérés
- M estle vecteur de rendements espérés.

Il existe donc des rendements implicites dits diifape que I'on peut associer dans une optimisation
moyenne variance aux poids d’équilibre (les poies actifs dans le marché a I'équilibre).

Heq = AZ)Weq

Muni de ces éléments et de ce plan d’attaque Uesies ont proposé les hypotheses suivantes :
BL-1 : R4t & ou LN (0,12)

BL-2 : PR=Q+r, ou /M 0,Q) et 2=Diag(i=1..m)

Les hypothéses portent sur le vecteur R de rendetesractifs du portefeuille.

La loi normale est explicitée, sa moyenne et carédi des rendements a I'équilibre, sa variance est
proportionnelle a la variance historique.

Les vues s’expriment linéairement en rendement fwuse de produit matriciel

BL-2 bis : P.R=Q

Les vues sont entachées d’erreurs indépendanigsnéiguement normales et centrées ; I'erreur de la
vue i a pour variancey. La raison de ce choix d’'indépendance s’expliqaelp fait qu’il est plus
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plausible que de la multitude de source des vumgdteéen I'absence de systématique dans les erreurs
commises.
Sous ces hypothéses les deux économistes ont prdpox résultats :

BL-2:E[R]= [(zz)‘1 + P'Q‘lp]'l[(rz)‘l Heg + P'Q‘lQ] (24)

et

BL-2bis: E[R] = u,, + (iZ)P'(P(tZ)P') *(Q- PM)| 25)

Les démonstrations sont fournies pour informatiomenexe.

Rien ne lie les résultats aux rendements d'égeildirau modéle CAPM.
Dans ces conditions, une bonne interprétation ddéteodeBlack-Littermanest qu'il est possible d'y
transformer un jeu de rendements a priori en Ippliguant des vues.

Les rendements avant vues sont appeléspiéox», il s’agit des rendements a I'équilibre pour les
auteurs dans l'article fondateur. Les nouveaux géamahts qui tiennent compte des vues sont appelés
le « posterior » et leurs valeurs sont déduites de la formuleo(¥}a formule (8) selon la confiance
placée dans les vues.

Black et Litterman n’ont pas précisé certains éléments fondamentaubewr modele. Les formules
s'appuient sur 3 matrices, P, Q,et le scalaira. La plupart des articles sur ce modéle s’intérgsse
principalement a la construction des ces éléménmi®st en effet pas trivial en pratique de lefirdé

Je proposerai donc plusieurs méthodes concrétasl@daire, en spécifiant systématiquement ma
préférence et en la justifiant.

En ce qui concerne, P, il faut revenir aux typesuls possibles, il en existe 3
1. les vues portant sur le rendement absolu d’'uneselag le rendement de la classe Asera
de %% »
2. les vues portant sur la performance relative edigax classes: «la classe A)(va
surperformer la classe Bjrde %% »
3. les vues portant sur la performance relatives deposantes d’indices: «la zone X va
surperformer la zone Y de % »

Les vues servant des deux premiers types s’exptimatriciellement.
A= Xa

A-Ig= Xs

Soit

+1 0 )ra) _(Xa

+1 -1)rg Xs

En incluant un terme d’erreur sur chacun des varesurait pu écrire

Fa=Xa+m1
fa-fg= Xs + M2
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Soit

3 G

P et Q s’en déduisent par identification :

(+1 OJ
P=
+1 -

Le cas 3 est plus particulier et occasionne untdétégsenté paidzorek15]. En effet dans I'exemple
considéré, les classes d'actifs sont les suivantegions et obligations américaines, actions et
obligations de la zone euro.

La vue exprimée et pour laquelle un souci se pssda suivante « la zone euro va surperformer la
zone US de % ».

Le débat porte sur le contenu de P. En effet istexB alternatives. NOtONgeITas foe €t Iog les
rendements respectifs des actions de la zone @escactions américaines, des obligations de la zone
euro et des obligations américaines.

Alternative 1: la vue s'interprete commenér+ roe) — (fag + fog) = Xsi
P=(+1 +1 -1 -1)

Alternative 2: aprés réflexion, il est peut-étre trop hatiffdenuler ainsi le rendement de la zone euro.
Il peut étre plus homogéne de I'écrire sous la (b ke + Y2 be). P prend alors la forme suivante

( 1 1 1 1}
P=l+=- +=- —-— -—-=
2 2 2 2

Alternative 3: techniquement on a écrit ci-dessus la moyenoepandérée des rendements actions et
obligataire, ce qui constitue le rendement d’'urtgfeuille constitué en proportions égales d’actiens
d’'obligations. La vue n’exprime rien de tel, et Babsence de précisions sur les pondérations a
affecter & chaque classe, I'approche equi-pondéséain peu limitante et peu réaliste. Un bonne
approche consiste a réaliser I'analogie avec uiténdes poids seraient alors les capitalisati@rs.
peut alors introduire

e G Cas, Cos: les capitalisations de la zone US, des actidd®tdes obligations US

e G Cpe, Coe: les capitalisations de la zone Euro, des actidmsla zone Euro, et des

obligations de la zone Euro.

P prend la forme suivante

P=|+ CA€ + CO€ _ CA$ _ CO$
C€ C€ C$ C$

Conclusion: ma préférence va a l'alternative 3, car elleheshogéne avec la définition qui pourrait
étre donnée d’une vue : une intuition de marchél’dsence de précisions sur les pondérations, une
intuition concerne plus certainement des indicesndeché qu’un portefeuille equi-pondéré composé
des éléments impliqués dans la vue.

En pratigue, la majorité des vues rencontréesesg@rimées sous la forme 1.
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En ce qui concerng, le modeéle précise uniquement qu'il s’agit d’'unatrite diagonale ; il est par
contre peu probable de disposer des ces élémefdasateaussi naturelle que cela I'est pour Q ou P.
En effet il est trées peu probable que celui quitélaevue soit capable d’exprimer la variance de
I'erreur dont elle est entachée.=Diag(w;), sa détermination passe par des méthodes qtérggsent
a construire successivement les différents éléntenta diagonale.
Les 3 méthodes les plus intéressantes sont lesrdas/:
1. pour une vue k, la variance de la vue est égadevariance du portefeuille composé des actifs
composant celle-ci.
2. pour chaque vue, un pourcentage de confiancgest précisé pour la vue, ce pourcentage est
transformé en une varianeg.
3. chaque vue est exprimée sous la forme d’'un intendg rendement et un pourcentage de
vraisemblance de la vue : ces trois informatiomg fansformées en une variange

Méthode 1 :
Concrétement, la vue est caractérisée par la Ryi&™ ligne de la matrice P. Avec les notations de
BlacketLitterman:

cok=P’kZPk (26)

Cette méthode n’offre aucun point d’entrée a ueaivsubjectif de confiance placée en les vues. Ceci
est regrettable car il n’est plus alors possibleeli qui émet la vue de préciser la confiancelqu’i
donne & son intuition.

Méthode 2 :
Idzorek15] propose un algorithme permettant de déddrele I'incertitude sur les vue exprimée
comme un pourcentage de pertinence de celles-@r@essus est réalisé en 6 étapes.

Un niveau de confiance not¢ dompris entre 0 et 100% est associé a chagueleuprocessus de
déduction se fait vue par vue, et chaque valeus,die Q est calibrée a partir du tilt induit par la vue
sur les poids des actifs du portefeuille. Pdiltw, I'auteur entend la différence de poids entre le
portefeuille obtenu avec les rendements avant @djgin de vues et le portefeuille obtenu avec les
rendements ayant intégrés les vues.

En résumé, I'impact de la vue k considérée commaice, déduit de la formule ddack-Littermana
vues certaines vaut TiltLa vue k, sre a% est alors assortie d'une erreur de variancamduisant

un tilt del, xTilt, . Le calcul est réalisé analytiquement par minitigsanumérique.

La vue kest modélisée par,fa ligne correspondante de la matrice P) ¢t IQ valeur de la
performance (absolue ou surperformance) spécifiééapsue k.
La contrainte représentée par la vue k s'écriticiatlement :

PE[R]=Qutex

1-Dans un premier temps, les rendements ne teoampte que de la vue k sont calculés comme si
elle était certaine. La formule d@ack-Littermana vues certaines donne le résultat suivant.

E[Rx 1000d=TI+TZP’(PZp’ ) (Qc-pilT)
2-Ensuite, les poids tenant compte des rendeméfdsniés par les vues sont obtenus par optimisation

moyenne variance inversée (I'équivalence renderfmmitis a covariances et aversion au risque
connus).
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1__
Wi 1006 = jz 1E[Rk,10(%] = f(Z, Rk,lO(%)

3-Le mouvement occasionné par I'application de U@ @ur les poids sans vuesg. sont alors
calculés.

Dk = Wk,lOO%_ Wprior

4-Le vecteur de Tilt, de déformation due a la \meertitude appliquée est ensuite construit ; Bokf

est d’appliquer le niveau de confiance sur le mmes@ occasionné par la vue certaine. Ce vecteur
colonne vaut = Iy x Dy.

5-Un nouveau vecteur de poids dus a la vue k avatveau de confiancg peut alors étre calculé :
Wi, = Woprior + T,

Wi, = @-l)w

prior

+ Ika,lOO%

prior
6-La derniére étape consiste a trouver la varianpoge I'erreur induite par l'incertitude te facon
itérative en utilisant la formule d&ack-Littermanavec vues non certaines et I'optimisation moyenne
variance a nouveau.

D’une variance donnée o de l'incertitude sur la kuen peut déduire un vecteur de rendement

E[R(0)]=[(cZ) +pc0 ™ pd *{(xZ) TI+pcoaul.

En appliquant I'optimisatiorMoyenne-Variancesans contraintes, on en déduit aussi un nouveau
vecteur de poids

w, (0) =A1z-1E[Rk(o)] = £(%, E[R(O)]).

W, = arggnin”wk (0) — W, H (27)

La matrice diagonal@ est construite ainsi élément par élément en raplta 6 étapes pour chaque
vue. Cette méthode permet de constrdirefficacement en s’appuyant sur les éléments ifgque
constituent les niveaux de confiange |

La seule critiqgue que I'on peut lui opposer esitérprétation donnée au niveau de confiapagui
sont utilisés pour pondérer le tilt induit par chague.

En pratique, la minimisation numérique présentesiaus écueil, il faut bien noter que certains

algorithmes donnent des résultats non stablesjugpient le solver de MS Excel, basé sur la méthode
du gradient conjugué, donne des extrema locauxdgpendent du point d’'ou le programme est

initialisé. Il vaut mieux pour cette étape s'appugar un des algorithmes décrits dans cette 3eme
partie.

Méthode 3 :

Dans cette méthode, on travaille a l'aide d'intdesade confiance, et les vues sont exprimées
differemment afin de permettre de partir d’élémentigitifs pour construire.

Les éléments a fournir pour une vue sont les stgvan

e un pourcentage de confiance en la yue |
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* unintervalle a I'intérieur duquel se trouve ledement décrit par la vue{gn; Ok max

En considérant qu’il s’agit de I'intervalle de c@rfce al% d’une loi normale, on trouve

— qk,max - qk,min

“ 2% qyl(lﬂkj
2

(28)

La seule critique, que I'on peut faire a cette rod#) c’est que le nombre d’informations a fourmir p
vue est augmenté. Cependant, elle présente unedaubhtage :
1. elle donne une interprétation trés propre du niveauconfiance | en étant fidéle a
I'hypothése de normalité des erreurs sur les vues.
2. elle permet d’exprimer les vues a l'aide d’une @hatte de valeurs encadrant les rendements
ce qui permet.

I.1.c. Conclusion

L’allocation et le choix de portefeuille peuventeéabordés de fagon mathématique comme I'a montré
Markowitzcomme un probléme d’optimisation. Il s’agit poarrkaliser de maximiser le rendement
espéré du portefeuille constitué tout en en lintifanrisque associé. La modélisation du probléme
passe par I'adoption d’un certain nombre d’hypotsédont le modéle dglack Littermanpermet de
fournir celles concernant les rendements margindes actifs impligués dans le processus de
construction.

Ce modéle a apparemment été présenté de facossarlde choix au lecteur quant a la facon de
construire les éléments des deux formules prinegppdl modele.

L'implémentation proposée fonctionne a l'aide d'uléinition des vues homogéne a un intervalle de
confiance de loi normale, les poids affectés autifsaclans les vues étant par défaut liés aux
capitalisations des actifs. Ces deux choix permettme définition plus naturelle des vues et est
homogéne avec la facon dont les capitalisations @ilisées pour le calcul de la valeur des indices
boursiers.

11.2. Le modele EWMA

Le modeleEWMA, Exponentially Moving Averagest un modéle statistique en temps discret de
prévision de la variance proposé pask Metrics[16]en 1996.

Il s’agit d’'un modéle statistique en temps discegli S'intéresse a un processus stochastique normal
dans lequel seule la variance conditionnelle eshge. Ce modele permet de déduire de I'information
passée I'espérance de la valeur future du processis permet aussi d’en déduire la variance 1c’'es
cette prédiction qui est au cceur de la fagcon donmtddéle EWMA sert le processus de construction de
portefeuille.

l.2.a. Les modeles en temps discret

Historiquement, le premier modele statistique aléténhodele autorégressif d’ordre p, AR(p) dans
lequel la valeur de pést déduite linéairement des valeurs passéesodegsus.
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P
X, = z¢i X, t& , oug un bruit blanc gaussien N¢),au sens fort (i.i.d.).
i=1

Afin de mieux intégrer les phénomenes de retoarradyenne, les modeles a moyenne mobile d’ordre
d, MA(Qg) ont été introduits.

q
X, =& +Zﬁi£t_i , OU £ un bruit blanc gaussien N¢),au sens fort (i.i.d.).

i=1
En guise de synthése, les modeles ARMA (p,q) agtessif a moyenne mobile d’ordre p et g ont
Suivi.

p q
Xy = z¢| X +20i£t—i (29)
i=1 i=1
Le modele ARMA pur sous-estime les risques penldenpériodes de forte volatilité, car la variance
de l'erreur augmente.
Ces modeles ont vocation a étre utilisés en finaat®n constate sur les processus étudiés qu’en
général la variance conditionnelle n’est pas carsta

&
V|t # Cte
(At—l’ Xt—2"")

Cette propriété, qui porte le nom technique d’leéedasticité a eu pour conséquence l'introduction
de nouveaux modeles compatibles avec AIRCHp) etGARCH(p,q) plus tard : [Generalized] Auto
Regressive Conditionally Heteroscedastic.

Un modele GARCH (p,q) comporte p+q+1 paramétregsttcaractérisé par la relation suivante
définissant sa variance conditionnellement a linfation passée. Il s’agit d'une variable aléatejre
de variance conditionneltg?® Il s’agit d’'un modele de paramétie(k,o4,0z, ...,0p,B1,B2, ... ,fg)-

2 _ 82 _ 5 2 1 2

Dans la pratique, le modéle le plus populaire eARGH(1,1), ce qui limite & 3 le nombre de
parametres a évaluer.

Jt2 =k+ a"gtz—l + IB'Jtz—l = E(gtz/ﬁ) (31)

AR(p) .

ARMA (p,q) | | ARCH(p) | GARCH

MA(q)

EWMA

Figure 27 Evolution historique des algorithmes etemps discret
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Le modéle EWMA est le modéle de prédiction utifieé RiskMetricset introduit padPMorganChase
en 1996. Ce modele se base sur une évaluationvaeidace réalisée a I'aide d’'une moyenne mobile a
pondération exponentiell&xponentiallyWeightedM oving Average).

[.2.b. L’approche moyenne pondérée

Estimer la volatilité en utilisant une moyenne angi@ration exponentielle au lieu de la moyenne
empirique classique, équi-pondérée apporte deuntages : les chocs sont pris en compte plus
rapidement car la mesure ne patit pas de I'inartaite par le nombré élevé d’échantillons partcip

au calcul. La décroissance exponentielle des ppaiset un retour rapide vers la valeur de la
variance empirique.

L’estimation de la variance empirique est réaliséegénéral a l'aide la formule de moyenne équi-
pondérée suivante :

2 - 1 g =\2
ol =—>(r,-T)
_1t=1

. r, estlerendementladatet
u L.
r estlerendemeninoyensurla période

Considérons), 0<i<1, et affectons le poidg&' aux données de la date t. Ce poids décroit
exponentiellement a mesure que t augmente. En oathdhes rendements en ordre anti-chronologique,
le poids affecté aux données passée est d'autamfaible qu’elles sont éloignées sur I'axe du temp
(t>>1)

1.00E-01 +
9.00E-02 -
8.00E-02 -
7.00E-02 -
6.00E-02 -
5.00E-02 -
4.00E-02 -
3.00E-02 -
2.00E-02 -
1.00E-02 ~

0.00E+00 ‘ \ \ 7 ! \
0 10 20 30 40 50 60

Distance dans le temps(j)

Poids dans la moyenne mobile(0.90)

Figure 28 : Evolution du poids avec I'antériorité s données

La nouvelle formule pour la variance est alors

o’ = Tl im(rt -7)? (32)

z/v t=1

t=1

La formule fait ensuite I'objet de deux approxiras :
» Le rendement moyen est négligeable

e Le nombre d'échantillons T est considéré commet&afiisamment important pour pouvoir
assimiler la somme désa sa limite pour T»1
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En effet :

I est négligeable seloRiskMetricsdans la formuler® = E[rf]—[E(rt )]2 Le choix del =0 limite

les erreurs gu’introduiraient l'utilisation de laogenne empirique qui porterait d'importantes
incertitudes.

T _ 3T+
Z/F:i et A z1ldonclim 1 =1-A
t=0

"
t=0

La variance s’écrit donc simplement, en ayant B comme prévu les rendements dans 'ordre
anti-chronologique, a la date

ot = - N A (33)

Ceci peut aussi s’exprimer sous forme récurremtgyut permet de s’affranchir de la somme infinie :
Thn = Q=7+ AQ=A)(rl + A2, + Xrl +.)

2
Oy

02, = (1= Nr2+ Aa? (34)
l.2.c. L’approche modele statistique

Cette équation permet d'identifier ce modele commemodéle statistique en temps discret. On se
concentre ici sur le rendement, en admettant éés postulats suivants :

1. la variance des rendements change dans le temps

2. les carrés des rendements sont auto-corrélés

3. les rendements conditionnels sont normaux : a@ssfieux premiers moments suffisent a
décrire la distribution

La distribution conditionnelle des rendements estale, d’espérance nulle et de variant;é
Les rendements sont décrits de la maniere suivante

r. =o.n, aveay N(0)

Le coeur du modéle est la formule définissant réeemsent les variances :
ol =gl + (-2
Ou A est le facteur de lissage, plus communément aplesldy factor, Ok<1. C’est le seul et unique

parametre du modéle.
On peut aussi écrire la variance avec les notatioivantes :

ol =k+a.g’+po?, avec

k=0
a=1-1
B=A
E =T,
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Ceci identifie formellement le modele EWMA commeeuwiéclinaison de GARCH(1,1) ou le nombre
de paramétres est passé de 3 a 1.

La formule utilisée pour les variances peut étendtie au calcul des covariances, et la covariance
EWMA de deux actifs i et j peut étre défini ainsi

ijt

Uijz,t = (1_/])2/]kri,t—krj,t—k =@=A)rr, + Aoy
k=0

La corrélation est ensuite définie classiquement pa
2
O

o-i,ta-j t

Py =

Ce modéle présente de multiples intéréts pratiques

1. il permet de se positionner dans un cadre théosqlide pour tout calcul de risque déduit des
variances et des covariances prospectives.

2. l'effet du decay factor permet ne plus avoir le gode construire une série temporelle
suffisamment profonde pour calculer les covariangesir un lambda donné il existe en effet
une profondeur au-dela de laquelle le poids damsdgenne mobile est tellement faible que
les données utilisées peuvent étre négligées.

D/‘ ' Le Dseuil = :n_j
n

3. A limplémentation, la formule par récurrence petraa calcul itératif qui s’appuie sur une
guantité limitée de données, ce qui limite le terdpscalcul et la quantité d’information
stockée dans les systemes.

tq :Ot>t A <&

seuil

l.2.d. La valeur du decay factor

Risk Metrics recommande l'utilisation de valeursfdgaires pour le decay factor, selon I'horizon de
prédiction de rendement utilisé: 0,97 pour desndes mensuelles, 0.94 pour des données
quotidiennes.

Cependant, il est possible d’affiner cette approghde mettre en place une méthode exploitant les
données disponibles pour déterminer un decay fagtimal pour une série de rendements donnée.

Le modéle EWMA est un modéle permettant de calaube valeur future d’'un processus en temps
discret et surtout sa variance conditionnelle.

L’estimation, a l'instant t, de la variance en &st donnée par :
OA-t2+1/t = Et[rtil] - Et[rt+1]2 = Et[rtil]

On peut alors définir I'erreur d’estimatiap

— 2 _ A2
gt+1/t - Ift+1 at+1/t

Cette quantité est nulle en espérance, I'idée deckhode est de minimiser la variance de cettelerre
plus exactement la RMSIR¢ot Mean Squared Errarla racine de la moyenne du carré des erreurs.

1 1 -
RMSE (/]) = ?z (€t+1/t)2 = ?z (rtil - Ut+1/t(/] ))2
t=1 t=1
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Ce calcul permet de calculer cette erreur surdiralité des données a disposition, la RMSE est
I'erreur globale d’estimation du modéle pour ungpagétrel donné.
Muni de cet outil, il est possible de définir lecdg factor optimal® par optimisation numérique :

R O E .
A° = mJ]n [ ?Z (rtil ~ 0 (/] )) 2 ]
t=1

En appliqguant le méme principe a la covariancerdig de prédiction est définie par
— _ A2
‘Eij L+t T ri,t+1rj,t+1 Uij 1/t

On peut alors de fagcon analogue, pour une paireéde de rendements, définir un decay factor
optimal en minimisant la RMSE du couple définie lgaguantifié

1J A
RMSE i (A) = T_z (ri,t+lrj,t+l —0j ,1+1/1(A ))2
t=1

Si on applique ainsi I'algorithme, on trouve poar rhatrice de variance-covariance de N actifs,
N(N+1)/2 decay factor optimaux différents (N sur deagonale, Nx(N-1)/2 couples d'actif hors
diagonale). Cette situation ne permet pas de gaf&immogénéité de la matrice de corrélation,elp
arriver dans ces conditions que la matrice de [zimé@ déduite comporte des valeurs situées ha's de
bornes [-1 ; 1].

Ce probléme n’apparait pas lorsqu’'un unique deeayof est utilisé pour tous les éléments de la
matrice. Il est possible d’exploiter les erreurs $Met RiskMetrics propose d'utiliser les decay
factors marginaux et les RMSE pour calculer 'ueigiecay factor.

L'idée est de calculer une moyenne pondérée desydector ; la famille de poids utilisés pour le
calcul de cette moyenne répond a une intuition Emplus la RMSE est grand, et moindre doit &re |
poids du decay facor optimal associé.

Considérant N actifs, leurs decay factors optimiyx; v au sens de leur variance EWMA et leurs
erreurs associées RMSE y le decay factor uniquea utiliser se calcule par :

iai/ﬁ’
A=E—— aveca, = RMSE
2.4 '

i=1

Il existe d’autres méthodes de calcul du decayofaghique, notamment une basée le maximum de
vraisemblance d’'une importante complexité numérique
C’est cette méthode qui est utilisée pour évalegléments de la matrice de variance-covariance.

1.2.e. Le modele EWMA mis en ceuvre

En pratique, pour avoir une bonne estimation deat@ance par EWMA, il est intéressant de connaitre

le nombre d’observations minimum K a prendre enptendans la formule.

On définitQ™x comme la somme des pondérations du modeéle akelat donnée de rang K a I'infini
ijl—l

QD}: - t:of+1 - (1_A) ZAt—l

ZAI—I t=K+1

t=1
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On peut définir ainsi le nombre de données K asetilpour récupérer (12°«)% de I'information
passée

S At_l S /]t—l
Qz = t;l =/]K ; :/]K
/]t—l /]t—l
_ @)
In(1)

Ainsi aveck =0.97, si I'on souhaite utiliser 99.9% de l'infoation passée, on doit utiliser

k= In(-999%) _
In(097)

302données

Plus le) est proche de 1, moins de poids est donné ausmatmns récentes. Avec=0.99, on aura
donc une covariance plus stable qu'ave de valeur plus élevé 0.93 par exemple.
Nous avons constaté 2 écueils pour lesquels desuais ont été implémentés.

Ecueil 1 : le probléme des indices « taux courtset de la conséquence de les inclure dans une
matrice sur son decay factor unigue.

Lors du calcul d'une matrice de variance-covariaBééMA comportant I'indice EONIA capitalisé et
des indices de classe actions, nous avons constatBMSE significativement plus faible (36ontre
10" que celle des autres indices composant le poitiefeNotre analyse est la suivante : pour ce type
d’indice, le modéle a un pouvoir prédictif tresv@lece qui se conduit a une erreur tres faible.

Ceci a pour conséquence d'affecter un poids tr@sitant aux indices taux courts lors du calcul de
I'unique decay factor, puisque le poids d’'un indés¢ I'inverse de la RMSE : La matrice a alors
concrétement comme decay factor celui du taux a®IRMSE trop faible.

Pour limiter le poids donné au decay factor deimgiges, hous pouvons exploiter I'excellent pouvoir
prédictif du modeéle qui se traduit aussi par unlgdasensibilité aux changements dans le decagifact

o Ecart de volatilité
Taux A RMSE(A) | RMSE(0.97) | RMSE(0.77) Moyen | Maximurm
MSCI Europe | 0,894 | 5,02.10° 5,16.10" 5,11.10" 5.43.10" | 3,17.10°
EONIA 0,982 | 2,62.1C¢ 2,62.10° 2,88.10° 3,18.10° | 5,78.1C0°
US Cash 1M | 0,975 | 4,06.10° 4,06.10° 4,39.10° 4,97.10° | 1,83.10°
EUR Cash 1M | 0,979 3,01.10° 3,01.10° 3,28.10° 3,00.10° | 8,56.10°
GBP Cash 1M | 0,989 6,31.10° 6,33.10° 6,85.10° 4,48.10° | 2,81.10°
JPY Cash1M | 0,975 | 1,83.10° 1,83.10° 1,92.10° 3,04.10° | 7,14.10

Lorsqu’on passe d'un decay factor de 0.97 a 0.A7¢luserve un faible impact sur le calcul de la
volatilité des indices taux courts. L'écart de vitité observé le plus important sur 2011 obsepregi
est de I'ordre de Ihavec en moyenne un écart de I'ordre dé& 1@ changement de decay factor pour
I'indice actions, par contre a provoqué un écarwdtilité beaucoup plus important pouvant aller
jusqu’a 3.17.18.
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Ne pas modifier la pondération d'un indice tauxrtalans le calcul de I'unique decay factor aurait
donc un effet négatif non négligeable sur tousalases indices de la matrice, alors que le fait de
limiter le poids voire de ne pas tenir compte ahebcies taux courts n'aurait qu’un faible impact ksur
matrice de corrélation.

Utiliser un decay factor élevé (celui d'indice tazpurt) pour un indice action entraine une erreur n
négligeable de calibrage du modéle. Par contréseartiun decay factor plus modeste (celui d’'un
indice action) pour un indice taux court a des égognces plus négligeables sur sa modélisation.
Nous avons donc défini un niveau seuil dé’ Hi dela duquel le poids affecté & un decay factor
optimal A° d'un indice est artificiellement mis a 0 afin dufie soit pas pris en compte dans la
moyenne pondérée par l'inverse des RMSE. Cetteoapprest favorable aux deux types d’indices
rencontrés et au modéle.

Ecueil 2 : le probleme des séries défectueuses rantlle calcul de decay factor impossible

Le calcul de la matrice de variance-covariance dpjtaraitre dans certains cas un decay factor nul.
Cette situation s’est présentée lors de [l'utilmatid'indice automobile pour lesquels l'incident
Volkswagen du 28/10/2008 a perturbé trés violemniemburs. C'est le cas notamment des indices
DJ Stoxx Automobiles & Parts et MSCI World Autonileb

MSCI World Auto DJ Stoxx Auto
Date Niveau | Rendement | Niveau| Rendement|
20/10/2008 77.851 -2.53%| 308.02 -9.76%
21/10/2008 78.181 0.42%| 293.38 -4.75%
22/10/2008 73.405 -6.11%| 281.59 -4.02%
23/10/2008 69.804 -4.91%| 268.70 -4.58%
24/10/2008 64.973 -6.92%| 248.22 -7.62%

27/10/2008 74.039 13.95%| 371.73 49.76%
28/10/2008 96.795 30.74%| 559.12 50.41%
29/10/2008 84.127 -13.09%| 392.32 -29.83%
30/10/2008 86.623 2.97%| 397.72 1.38%

Le decay factor est obtenu par optimisation nunoériqur lintervalle [0,1] ; la solution nulle est
symptomatique de la divergence de I'optimiseurfquinit comme solution un élément de la frontiére
de 'ensemble de définition.

Dans ce cas, il existe plusieurs approches classipour corriger les données et permettre un nauvea
calcul :
» appliquer & la série de données un algorithmesdadie
» appliquer a la série un algorithme de correctiosébasur les moments de la série (sa
corrélation, ...)
e supprimer les données a l'origine de la divergesdeest possible de les identifier et
acceptable de le faire.

La correction de données, n'est pas une solutitéraesante pour nous car nous cherchons ici a

évaluer le risqueRiskDatd17] a illustré le danger de cette pratique géms¥alpar le passé dans le
milieu des Hedge Funds ou le lissage de cours aqumséequence de minimiser le risque mesuré.
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En conséquence, nous avons choisi de donner us paldau résultat de I'optimisation de ces séries

afin de pouvoir rester au sein du modéle EWMA tut'introduisant pas d’erreur consécutive au fait
que l'algorithme d’optimisation calculant le dedagtor n'a pas converge.

[11.2.f. Conclusion

Nous utiliserons pour la construction du portefeude rendement le modele statistique en temps
discret EWMA, simplification du modéle GARCH(1,1aractérisé par le fait que les calculs de
covariances s'appuient sur des moyennes mobilesndépation exponentielle. Ce modeéle sert a
calculer les covariances et les corrélations. Eli@t de cette politique de pondération est double :
1. elle permet d'utiliser des moyennes mobiles posquelles la taille de l'intervalle, lorsqu’elle
est assez grande, est négligeable.
2. elle permet la prise en compte de chocs récentfagn prépondérante et de ne pas étre

pénalisé par une inertie consécutive a la profondeul’historique de cours ayant servi a
mesurer la corrélation considérée.

Le decay factor est obtenu en s’appuyant sur késssde données en minimisant I'erreur quadratique
moyenne sur 'ensemble des actifs dont il s’agiladmatrice de variance-covariance des rendements.

Le comparatif des modeles def@gure 29illustre bien la fagon dont le modeéle de calcabksique de
calcul de variance est pénalisé par I'historiques premiéres crises sont détectées car I'histoegue
assez court, mais la ou le modele EWMA fait apperain choc pour la crise des subprimes, le
modéle classique ne détecte pas le changemengideeréar il est pénalisé par le poids de I'histoeig

7.00% A
Comparatif de la variance du rendement mensuel
du cours de l'action SG, Jan.98 a Oct.08
6.00% -
5.00% ~
B 4 changements de régimes
4.00% - 1. Crise asiatique
2. Bulle internet
3.00% - 3. Reprise économie
4. Crise des subprimes
2.00% -
1
1.00% N _
—— Variance EWMA
) —— Variance Empirique
000% T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
38%3883838338833888855388
€ 53 2 3 &8 3 &2 3 &2 3 &8 3 &3 &3 &3 g3 g3
g T 5T e T g T g T L T s T 8T s T s T8 T

Figure 29 : lllustration des qualités du modéle EWNA
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11.3. L’optimisation numérique du portefeuille

On a vu apparaitre a 3 reprises le besoin de disptisn optimiseur numeérique lors de la constructio
de portefeuille :

- pour calibration des modéles de taux (82.1) dawaluation des passifs,

- pour calibrer la matrice d’erreurs sur les vuesl(g8ans le modele d&dack-Litterman

- pour calculer le decay factor optimal (83.2)

L'optimisation moyenne-variance peut bénéficier @aséliorations apportées par une résolution
numérique. La formule fermée popularisée Markowitz construit un portefeuille sans contraintes de
quelle sorte que ce soit. Il existe une formulenfae lorsque les contraintes sont exprimées sous la
forme linéaire en poids.

Dans ce cas, lorsque les contraintes linéaireslesirpoids sont exprimées matriciellement par
I'équation Aw=B, les poids optimaux, calculés grack méthode du Lagrangien sont données par la
formule suivante :

we = A(AQA) B+ (AQ)‘l(,u— A'(AQ‘lA')‘lAQ‘l/J) (35)

Dans les autres cas, il n'existe pas de formulautdnt plus que les contraintes considérées sont
exprimées sous forme d’inégalités, ce qui signifie le portefeuille optimal se trouve a lintérieur
d’un simplexe : il s’agit d’'un probléme d’optimigat convexe. Ce fait suggére donc de s’orientes ver
I'optimisation numérique pour résoudre le probledtalocation.

Dans un contexte aussi ouvert, il est tres intérésde repositionner le probléeme et se laisser la
possibilité de résoudre des problemes plus amkiggurevenant a la modélisation mathématique du
probléme formulé pavarkowitz
En effet, son intention était de mener une optitieeadans laquelle I'objectif était double :

- maximiser le rendement attendu,

- minimiser le risque encouru pour obtenir ce rendgme

Il a fait 2 choix pour lesquels il est existe dieraatives : la mesure du risque et la fonction
modélisant le compromis rendement-risque.

11.3.a. Les mesures de risques

La mesure de risque gu'il a choisie est la variait@st possible de s’appuyer sur d’autres mesures
La downside semi variance mesure la dispersioneduamiable aléatoire X lorsqu’elle est en dessous

de sa moyenne
E[(X - E[X])ZA < E[Xﬂ (36)
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E[X] : I 1|5

Dans les faits, le risque porte plus sur le faihegas atteindre un rendement cible noté c corame |
taux technique des Valeurs Actuelles Probablesadetles. En conséquence, une alternative est la
semi-variance « a cible » définie ainsi

E[(X ‘C)% . C} (37)

Il est aussi possible d’expliciter 'asymétrie Geversion au risque en introduisant deux seuils
m et M, ainsi que deux coefficienieet pour les rendements faibles et élevés. La mesure d
risque se calcule alors a l'aide de la formule auig :

0 Mo

On retrouve la variance avesp=1 et m=M=E[X]. Nous appellerons cette mesure semi-
variance a parametres.

La mesure la plus populaire est aujourd’hui la VBRValue At Risk x% est le quantile Q de
la distribution de rendements a I'horizon,halle est définie par la formule

P(r, <Q) = x% - VaR(©@%%,r,horizon=h) =Q
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Certains défauts de la VaR, notamment le fait tpr'elest pas sous-additive font qu’on lui préfére
souvent la CVaR (Conditional Value At Risk) ou TVé&Rail Value At Risk), la moyenne des pertes

sous la VaR. Si Q est la VaR x% de la variabletalém X, la CVaR se définit a I'aide de ma formule
suivante :

CVaR X, x%) = EP%( sVaF{X,x%)J (39)

X
CVaR
,1Io 5 0 :. |YaR 10 15
Mesure Pour Contre
Variance Simplicité Gains pénalisés comme les
pertes

Downside semi-variance Pris en compte asymétrie dvinog non significative
Semi-variance a rendementAdéquation a la réalité Calibrage
cible actuarielle pérennité de la cible
Semi-variance a Adéquation a la réalité Calibrage
parametres actuarielle

Flexibilité
VaR Simplicité Calcul
CVaR Simplicité Calcul

Intuitivité

Semi-additivité

Tableau 25Récapitulatif des mesures de risque

En ce qui concerne la mesure de risque grace @ament, le calcul de variance a 4 paramétres est le
plus flexible car il permet de définir un intenealktible de rendements et de pondérer differemment
l'incertitude a la hausse et celle & la baisse.d®atre, son calibrage selon les situations peet ét
malaisé a réaliser, mais elle reste intéressamtelleaest une généralisation des autres mesures du
méme type.

Pour les mesures basées sur des quantiles, la Pkésnte de sérieux avantages, la sous-additivité
permet notamment d’interpréter ligne a ligne lguisd’un portefeuille.

11.3.b. La fonction d’utilité

La fonction modélisant le compromis rendement-résgat une utilité quadratique définie a partir des

rendements attendus , de la matrice de varianea&riaaceQ, et les poids w des actifs dans le
portefeuille :
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3 ratios classiques capturent aussi efficacemeocorgromis rendement-risque :
- leratio de Sharpe
- le ratio d’'Information
- leratio de Sortino

Le ratio de Shape d’'un actif ou d’'un portefeuillesare sa capacité a transformer la volatilité en
rendement.

Ou R est le rendement de I'actif,

* Ry estle rendement du taux sans risque,

* o estla volatilité de R-R
L’idée initiale était de mesurer la performanceste au risque ; ce ratio est bien croissant en
rendement et décroissant en risque.

Le ratio d'information est la transposition du oatie Sharpe a la gestion benchmarkée. Ce ratio rend
compte de la capacité d’'un actif a transformeraeking error a un indice de référence en surpus d
rendement sur le méme indice.
R —_
IR=—2 % Re
JAB

* Ou R, estle rendement de l'actif,
*+ Rgestle rendement de I'indice de référence,
oap €st la volatilité du surplus de rendemepth.

Le ratio de Sortino capture mieux I'asymétrie irdnde au fait que le risque, pour un investisseur es
représenté par une cible c, I'incapacité a I'atteén et la dispersion de la variable aléatoire eemeht
Ra lorsque la cible n'est pas atteinte.

E[R, - ¢]

s

(40)

Nous notons
* R4 le rendement de I'actif,
* clacible de l'investisseur.
Cette approche est inspirée par le taux technigaé/dleurs Actuelles Probables.
Ces ratios partagent des caractéristiques intériessgui en font de bons candidats a des utilités
alternatives :
- ils croissent quand le rendement augmente.
- ils croissent quand le risque diminue.

Dailleurs, I'allocation par Risk Budgeting, congisn une optimisation dans laquelle I'objectif aest

maximiser le ratio d’'information d’un portefeuilbleenchmarké grace a I'ampleur donnée aux paris qui
le composent.
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En ce qui concerne la construction du portefeulterendement le choix de I'utilité est conditionné
par les actifs constituant le portefeuille de catire.
» S’il s’agit de swaps, I'objectif est le taux saisgjte et le ratio de Sharpe est a privilégier

» S’il s’agit d’obligations, I'objectif sera de ne peéaliser de pertes, le ratio de Sortino avec
cible & 0 est alors a privilégier.

l.3.c. L’optimisation numérique

La littérature est trés abondante sur le sujet’dgtitnisation numérique ; son trés large champ
d’application couvre ['électronique, la mécaniquet, bien entendu la finance. Les optimiseurs
numeériques sont utilisés pour calibrer des modétedéterminant leurs parametres a partir de mesures
réalisées sur des quantités objectives.

Le probleme général est le suivant: on s'intéressame fonction u a valeurs réelles, a plusieurs
variables(N), dont on recherche le point ou elteiat son minimum global sur un sous-ensemble | de
RN. La recherche du minimum et celle du maximum gopiivalente en substituant & u la fonction v=-
u.

u:R" - R

W u(w)

IORY, w= argmip(u(w))

Deux propriétés remarquables permettent de clasdidis algorithmes (considérant, par exemple,

I'exposé des différents algorithmes proposédipass, Teukolsky, Vetterling, Flanngty]) :
- le nombre de variables N

- la dérivabilité de u sur |

Algorithme Générique
Blind Random Search

- T,

1 Dimension n Dimensions
Sans usage des dérivées Avec usage des dérivées Sans usage des dérivées
Golden Section Search Meéthode de Brent(2) Downhill simplex
Meéthode parabolique Direction set (Powell) method Avec usage des dérivées
Méthode de Brent(1) Annealing simulé
Essaim de particules

P N -

Méthode de : O Qu:—_:si-Newto[ll
FIetn;;er—Reeves o lVarlabIe LEGE
Polak-Ribiere Davidson-Fletcher-Powell
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

Calcul des dérivés

&
Optimisation en 1 dimension

Figure 30 : Hiérarchie des algorithmes d’optimisation numérique

Les algorithmes multidimensionnels (N>1) s’appuigéhéralement sur un algorithme équivalent en
dimension 1. De plus 'existence de la dérivée mérde « diriger » plus simplement la recherche

d’extremum local car le gradient de u est un vectiu R' qui permet de trouver la direction de
'extremum local le plus proche.
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Les utilités spécifiees sont définies a I'aide demments, voire de quantiles de variables aléatoires
définies a partir du vecteur de poids de l'allomatiw. L’algorithme choisi pour optimiser le
portefeuille devra donc ne pas utiliser de dériaieidtre dédié aux fonctions a plusieurs variables.

Les méthodes « Downhill simplex » et « Directi@t s recherchent spécifiquement a minimiser le
nombre d’appels a la fonction a optimiser mais leat gros défaut est leur incapacité a isoler les
extrema globaux des extrema locaux. C'est unejadtgue I'on peut formuler a I'égard de la majorité
des algorithmes d’optimisation dont on peut diregénéral gu'ils recherchent I'extremum local le

plus proche du point d’ou ils ont été initialisés.

Deux algorithmes répondant & nos contraintes sentarguables : l'algorithme de « simulated
annealing », S.A. (simulation de refroidissement) «eparticle swarm optimisation » P.S.O.
(optimisation a essaim de particule). Ces deuxrfgoe sont utilisables en dimension N>1, et ne
supposent pas que u est dérivable. De surcrat,atgorithmes sont congus pour rechercher des
extrema globaux.

DansSA, une particule se déplace dans I'espace a langahe’un minimum, elle se dirige dans la

direction ou la fonction diminue. Elle est dotéaurt® «température » qui lui permet a chaque
déplacement d’avoir une chance d’explorer une zané fonction est plus grande. La température
diminue graduellement a chaque déplacement etu@ige est nulle, I'algorithme se comporte comme

un classique algorithme a « Downhill Simplex ». fliGacité est meilleure lorsque la température
diminue lentement mais avec un mauvais calibragepds de déplacement de I'algorithme, celui-Ci
peut s'arréter malencontreusement dans un extrelozah

Il est aussi intéressant de justifier I'existened’dxtremum recherché. Dans le cas général, drfati
approfondir les propriétés de la fonction d’utilii¢ mais dans le cas spécifique ou I'on constrait u
portefeuille de réel de rendement, 'ensemble deerche | est un ensemble discret. En effet, ldgoi
de chaque actif dans un portefeuille-type soumis alient prend sa valeur dans un ensemble fini. Le
poids est certes compris entre 0 et 1, mais classignt, il est un multiple de 5%,1%, 0.5% voire
0.25%. Au pire chaque poids ne peut prendre quevdl@urs distinctes et on cherche a minimiser u
sur un sous-ensemble de d0@&cteurs. L’'ensemble u(l) a donc au maximum™4@dleurs ; en tant
que sous-ensemble fermé de R, il est borné etesdrgdon minimum.

Cm, OyOu(l),y=m

k., O1, tel queu(x,) = mpardéfinitiondeu(l)
X, = argmin(u)
|

DansPSQ, un essaim de P particules explorent 'espaceeéclerche du minimum global. Le
déplacement de chaque particule est dicté par Baempents :
1. son emplacement
2. I'emplacement ou elle a observé que la fonctiotédaeplus faible (son minimum spécifique)
3. I'emplacement ou I'essaim a observé que la fonaiété la plus faible (le minimum de
'essaim)

Plus concréetement, a un instant donné, une patsaitiéplace vers son minimum local et le minimum
de l'essaim. Il n'y a aucun volonté sous jacentesdzet algorithme a rechercher les extrema locaux.
Par contre, des que toutes les particules sonthpso@’'un extremum local, elles convergent

rapidement vers ce point.

Un bon point de départ pour pallier cette faiblessale répartir uniformément dans I'espace de
recherche i toutes les particules a I'initialisatio
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L'algorithme en pseudo code est le suivant.

P est le nombre de particules, snp le minimum local & chaque particulg, e point correspondant
au minimum local, mle minimum global de I'essaim, et,xle point correspondant. On notg X
'emplacement de la particule i a la date t. 3 pataes permettent de contrbler I'algorithme, AtB.e

[nitialisation :
1. positionner les particules uniformément dans |
2. Exécuter la routine de mise a jour des minima
3. Exécuter la routine de déplacement
Algorithme
1. Exécuter la routine de mise a jour des minima
2. Exécuter la routine de déplacement
3. Vérifier le diamétre de I'essaim et poursuivre 83t trop gros = ou arréter sinon

Routine de mise a jour des minimum :
Pour chaque particule ide 1 a P,
1. Calculer y=u(x;y)
2. Siy, <= m mettre a jour x et m.
3. Siyi<=m, mettre a jour xe et me

Routime de déplacement

Pour chaque particule ide 1 a P,
1. Tirer deux nombres aléatoires dans l'intervalld]jQ5 et
2. Calculer le déplacementde la particule @A*s*(X mi-Xi ) +B*Se*(X me-Xi 1)
3. Mettre a jour 'emplacement de la particule X; +d;

La premiére composante du déplacemermsi*(X n-Xi¢) dirige la particule vers son minimum.
La seconde composante du déplacemgl*de*(X me-Xi1) dirige la particule vers le minimum global.

N

Composantes

(1) : vers le minimum
local

(2) : vers le minimum

global
j»(mi
Xit+1
+
d XmE
i
(1) 7
A*S* (XmiXi) (2)
v BSg*(Xme-Xit)

Xit

A\ 4

Figure 31 lllustration du déplacement sur un plan @ns le cadre de la PSO.

Le calcul du diamétre, de I'essaim exploite le centre de gravité de eglui
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1&
Xt :Eiz:llxi,t
d, = maxf|x, - x|

i=1.P

Un des problemes concrets auquel améne PSO eait lguk lorsque I'essaim a convergé, s'il est
proche d’'un extremum local, il converge vers celuskans chance de sortir pour aller chercher un
autre extremum.
Une bonne approche pour contrecarrer cet effet@ssiste a ajouter un terme supplémentaire au
déplacement;ddont la logique est celle d’une inertie du mougaavec une troisieme composante
proportionnelle au déplacement de la période peraéd

b di’():O

o 0 =Kdi 1t A*SF(X mi-Xi ) +B*Se* (X meXi)

()

Xmi Kdits ot X1
+
di,t XmE
1) Comgosante; '

A*S* (Xmi-Xit) L (1) : vers le minimum
B*SE*(XmE-Xu) local
+ (2) : vers le minimum

Xit global

(3) : proportionnel au
dernier déplacement

AN
7

Figure 32 lllustration du déplacement sur un plan éns le cadre de la PSO amélioré.

L’heuristiqgue est celle d’'une inertie dans le déptaent, mais conceptuellement on retrouve une
variante de I'idée fondamentale de SA : étre parfaipable de ne pas se diriger vers I'extremum afin
d’avoir « suffisamment » exploré I'ensemble de miéfin avant que I'algorithme ait convergé.

Nous utiliserons une version de PSO pour constleipartefeuille de rendement dans laquelle la
constante K est élevée au début afin de laisdatitade aux particules d’explorer plus profondémen
I'espace au début ; ensuite la constante est sigement annulée afin de laisser I'algorithme ravoi

le comportement initial et converger vers I'extremglobal.

La prise en compte des contraintes est délicdteraeilleure approche résulte de I'analyse de la
situation : il existe 2 catégories de contraintdersleur traitement,

- type 1: les variables doivent prendre des valdisgétes

- type 2 : solution n’est éligible que si une autmedtion des variables vérifie une propriété.

Avoir des poids multiples de 1% dans le portefelatt une contrainte de type 1. Avoir un portefeuil
de volatilité inférieure a 2% est une contraintayge 2.

Les contraintes de type 2 dans PSO sont priseompte en stipulant que les déplacements des
particules se font sans que leur point d'arrivéeérifie la contrainte. Par contre, la mémorisatiten
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'extremum de la particule et de celui de I'essainse fait que si le point vérifie la contraintett€
application permet de ne pas brider la logique agpbire du déplacement de I'essaim tout en
garantissant que la solution respecte toujoursiidrainte.

Les contraintes de type 2 imposent aux particulesséd déplacer dans une sorte de maillage.
L'application se fait alors en toute fin de déplaeat. Dans un premier temps la particule se déplace
suivant I'heuristique non contrainte ; elle seitul'intérieur d’'un cube de I'espace "ibmmets qui
matérialisent le maillage que représente ce typmdgainte. La particule se positionne sur le setnm
donnant la valeur la plus faible a la fonction.

L'utilisation de particules donne un caractéreinsttquement distribué a cet algorithme. Il estasse
simple avec quelques ajustements de décliner getitime afin de le faire fonctionner sur plusieurs
machines en paralléle et pouvoir ainsi exploitepuéssance de fermes de calculateurs pour résoudre
les problémes d’optimisation les plus complexes.

111.3.d. Illustration

On considére un portefeuille de rendement adossé @oche de couverture constitué d’obligations.
Dans ce cas, le client pilote la répartition taotian, la poche taux doit étre neutre vis-a-vigdasif
et la poche action est benchmarkée par un indiegosite rendant compte d’une forme de préférence
géographique :

70% MSCI EMU + 30% MSCI World Ex EMU

Ce portefeuille de rendement a vocation a étre paunglant 5 ans, les classes d’actifs retenuesl@our
portefeuille sont

* actions zone euro

* actions monde hors zone euro

» valeurs des pays émergents

* actions auriferes

« Energie

On va s’appuyer sur la matrice de variance-covaedWMA de 5 indices
1. MSCIEMU
2. MSCI World ex EMU
3. MSCI Emerging Markets
4. FTSE Gold Mines Index
5. MSCI Energy

On dispose de vues absolues de gestion sur 4dasses a horizon 5 ans.

Dans ce contexte benchmarké, I'utilité maximiséa &=ratio d’information

Dans un premier temps, on utilise le modéle EWMARagproche RMSE pour calculer la matrice de
variance covariance des rendements des 5 actifs.

Le decay factor optimal vaut 0,9434.
La période considérée est 11/10/2005-17/3/2009.

La matrice est la suivante
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761 387 494 327 551
456 396 255 538

S=| - - 744 411 503|x107?
- - - 1714 647
- - - - 964

Figure 33 : Matrice de variance-covariance des rerements des indices

Dans un second temps on applique le modeBlalek Litterman le prior utilisé est I'historique
(plutdt que I'équilibre CAPM).

On dispose de 3 vues sur les actions « EMU »,désrns « monde hors EMU », et les pays émergents.
Les vues concernent les rendements absolus etristetg & 'aide d'intervalles et de niveau de
confiance en pourcentage. Elles ont été émisetepagconomistes et I'équipe de gestion actions de
SGAM. La méthode de calcul est donc celle s’apptugam les intervalles de confiance de la loi
normale. Les hypothéses et résultats de I'apptinadu modele de Black-Litterman sont résumés dans
le tableau ci-dessous.

Prior Vues Posterior

(rendement historique) Rendement Confiance Variance (rendement avec vues)

Actions 5,17 % [8-10] % 70 % 9,3.10 9,21%
EMU

Actions -7,19% [10-10,5] % 70 % 5.8.70 10,15%
monde ex

EMU

Pays 3,92 % [15-30] % 50 % 5,5.70 18,64%
émergents

Or 7,20 % - - - 3,14%
Energie -1.59 % - - - 19,40%

Les résultats s’expliquent, par exemple, par le®aux de corrélation. Les valeurs auriféeres sont
faiblement corrélées aux autres classes, I'én@aieontre I'est fortement des actions monde er-eur
L’aspect intuitif du modéle est bien présent, laosele vue, par le biais de la matrice de variance-
covariance modifie le rendement attendu du MSCkgire

On utilise pour la suite le vecteur d’excess retasus de I'application du modéle Beack-Litterman
915%

U =|—-635%
991%

La matrice de corrélation des excess return estnobén utilisant la bilinéarité de la covarianes;
effet, considérant trois actifs, I, J, un benchniarkt les rendements associés;f Is:

Cov(ER B ERJ,B) =Cour, —rg,r; —rg) =CoMr,,r;) —Cour,,ry) —CoMr,,rgy) +Var(rg)
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36 174 117
sF=| - 184 236|x107
- - 3

On maximise le Ratio d’'Information d’'une allocaticonstituée des 3 paris.
Dans R, on s'intéresse a la fonction

u:R®* - R
X
X'u
(x,y,2)» —=L— avecX =| y
VX ZERX .

On obtient un RI maximum de 0.56 pour un portefewle paris d’allocation.
0
X= 0
100%

L'optimisation est réalisée numériqguement a l'aiie I'algorithme PSO. Le résultat est intuitif
considérant les chiffres : marginalement le MSCefigie propose le meilleur RI, le meilleur excess
return et la meilleure TE. L'inclusion d'un des st paris diminue le rendement et augmente la
Tracking-Error car toutes les covariances sonttivesi (cf. la formule de calcul de la TEvw;c;).

La taille des paris est calibrée grace au budgeTEHemaximale de 2%, les paris doivent donc
représenter 65% du portefeuille, I'allocation fimale la poche de rendement est donc

1. MSCIEMU : 45%

2. MSCI World ex EMU : 20 %

3. MSCI Energie : 35%

Nous avons aussi tenté de résoudre, a titre cotifpaie probléme a l'aide d’'un outil classique, le
solver de MS Excel qui implémente I'algorithme dadjent conjugué. Les résultats détaillés de cette
résolution sont donnés en annexe. On constatefdisxui justifient d’utiliser ce type d’algorittes
avec circonspection :

1. La solution dépend de I'état initial du problemest-a-dire des valeurs données aux différents
poids des actifs dans le portefeuille afin d’écries formules permettant de définir le
probléme.

2. Lasolution trouvée n’est pas systématiquemeraremum global.

Cette comparaison réalisée a I'aide d’'un outil te#gement utilisé illustre la nécessité de serdote
d’outils plus robustes pour réaliser la recherclegtcema globaux, tels que I'algorithme PSO.

La principale amélioration @ mon sens que I'on @pporter a PSO, c’est d’augmenter la qualité de
I'exploration réalisée par les particules en inntuéheuristigue de Simulated Annealing, (Efress,
Teukolsky, Vetterling, Flannerfd2]) au déplacement en intégrant la possibilité stdoigner du
couple d’extrema en début d’exploration.
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11.4. La solution d’'investissement

On a vu jusqu’ici

1. Comment sont construits les échéanciers de pdigaifsis aux gérants de I'actif et le contenu de
ces échéanciers.

2.  Comment construire un portefeuille de couvertureisigue de taux a lI'aide d’obligations ou de
swaps de taux.

3. Comment construire un portefeuille de rendememtugpler au portefeuille de couverture.

La solution au probleme de gestion actif-passifisdee contexte ou le passif a des caractéristiques
particulieres (durée dans le temps, stabilité dgaluation des montants considérés, ...) consiste a
s'appuyer sur cette architecture et les processusstruction d'actifs présentés.

L'actif doit donc étre concretement divisé en deztde choix du montant alloué a chaque composant
de la solution dépend des contraintes et des dfsjelet I'entreprise. Ce paragraphe va apporter les
éclaircissements permettant de répondre a la guedt la taille a donner aux poches, mais ne pourra
fournir plus qu'un démarche a suivre : dans laiguat la taille et le contenu concret des poches
dépend d'éléments dictés par la politigue de legise qu'il est possible dinclure dans la
modélisation mais pas d’anticiper.

Si le client accepte une couverture intégraleméaligée a l'aide de dérivés, le probleme de
I'allocation entre poches est simple, car un pedife de swaps ne mobilise pas de montants a sa
mise en place. Ce n’est qu'a travers les échangdhuxl fixes et variables (ainsi que des appels de
marge), postérieurs a sa mise que des sommes 8oessaires. La PBO est alors intégralement
allouée au portefeuille de rendement. Ceci ajowse gontre une contrainte importante a ce
portefeuille : fournir un rendement permettant fsg en charge des flux a payer pour le porteteuill
de swaps (produire 'TEURIBOR 6M tous les 6M parrapte).

Sinon, les sommes a investir le sont dans les gettefeuilles et c’est le portefeuille de rendement
qui fixe I'allocation entre les deux poches.

Les caractéristiques du portefeuille de rendementt spécifiées principalement selon les objectifs d
capitalisation de I'entreprise. En effet, a la ddg@emise en place de solutions d’adossement (tg)tée
la valeur de l'actif x(to) et celle w(tp) du passif (la PBO) ne sont en général pas édalagérét pour
une entreprise de choisir ce type de solution et gst possible de modifier durablement les
caractéristiques de la capitalisation synthétisgdeoratio p(to)=Vp(to)/Va(to).

Il faut alors définir ces objectifs :
- un ratio ciblepgipe (€X : 0.9)
- un horizon h auquel I'atteindre (ex : 5 ans)
- un niveau de tolérance g exprimé comme un pourger{ex : 95%)

Muni de ces éléments, des simulations de MonteeCpgluvent étre utilisée pour déterminer les
caractéristiques du portefeuille de rendement pieamie d’atteindre le ratio cible a I'horizon. La

contrainte est B[ts+h)> p.inie]=q. A ce niveau, il est plus simple de se conegrdgur le rendement a

produire, et utiliser cette contrainte dans l'opsation numérique permettant de construire
I'allocation stratégique du moteur de rendement.

-103-



250%

200% -
150% - — —
100% e——— —
50% ‘ i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2008 2011 2014 2017 2020 2023 2026 2029

Centile 1%
Centile 99%

Centile 5%
Centile 95%

Moyenne

Figure 34 : Evolution du ratio de couverture avec o jeu d’hypothéses de rendement

En résumé, la démarche a suivre consiste a déleslérétapes suivantes :
1. fixer la nature du portefeuille de couverture
2. définir le portefeuille de couverture grace au laticlg (nominaux et échéance des produits)
3. fixer les objectifs du portefeuille de rendemerdapitalisation cible et budget a allouer au
financement de la couverture)
définir le rendement optimal que le portefeuilldeetaille du portefeuille
5. définir le portefeuille de rendements (allocatitrat®gique en classe d’actifs, puis tactiqgue en
titres)

E

A chacune de ces 5 étapes, des contraintes ligegditique de I'entreprise peuvent apparaitregret
pratique leur diversité oblige a gérer les impactsla solution de fagcon opportuniste ; plutét qu'u
panorama, celles qui ont été rencontrées le pluges sont :

» laversion a un type de produit (les dérivés pameple)

» laversion a une classe d’actif (obligations « hyggld »)

< laversion a une zone géographique (monde horsie 2aro »)

e laversion a un niveau de risque (volatilité exegnt

» l'attente d’'une nouvelle configuration de marché

+ labsence d’objectifs & long-terme pour le ratio

“ Cette contrainte est dictée par la confiance jmféible placée dans la précision du calcul dgmgements
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V. Conclusion

Les mathématiques actuarielles et les normes cdegtamposent une mise a jour annuelle des
passifs, ainsi que l'utilisation d’'une courbe desixt (éventuellement plate). La réalité suggére
d'utiliser une courbe de taux calibrée sur des gebxmarché.

L'existence de ces dettes dans les comptes despartrs impose qu’elles aient investies des sommes
en contrepartie sur les marchés financiers. L'@iaturéguliere du montant de ces engagements au
gré d’hypotheses dites actuarielles et de leursait@n implique que 'actif associé ait cette fabité
et surtout qu'il assure que I'écart actif-passit sontréle. La dérive entre ces deux élémentdidsst
aux risques auquel le passif est soumis (tauxatiofi, mortalité,...). Le risque principal portér pa
type d’engagement est lié aux taux d'intérét. Latsmn consiste & avoir un actif qui comporte :
- un portefeuille de couverture du risque de tauxstroit a I'aide de la technique de bucketing
de sensibilités
- un portefeuille de rendement financant le premteles risques a long-terme construit par
optimisation numérique du couple rendement-risgaas contraintes.

Nous avons décrit une méthode de calcul des tanaxcodipon (notable car minimisant I'erreur sur les

points servant & calibrer la courbe). La méthodealerture par bucketing des sensibilités offre un
curseur permettant de contréler la précision dmlaverture ; diminuer la précision permet de dégage

un budget excédentaire qui peut étre alloué alefewitle de rendement. Ce budget supplémentaire
dans le portefeuille de rendement permet la courertle risque pour lesquels il n’existe pas de
marché sur lesquels trouver des instruments peamette les neutraliser (surplus de mortalité,

changement des tables, modification de la réguipatio

Le portefeuille de rendement a été construit aléad’'une optimisation rendement risque améliorée
sur le 3 points suivants.

1. Les rendements prospectifs utilisés sont issuseddétlinaison du modeéle @dack-Litterman
dans laquelle les rendements historiques servepbsiton de départ (de prior en lieu et place
des rendements d’équilibre), et sont déforméesdparvues de gestion. Les modifications
s’expliquent de facon intuitive par I'écart entes lvues avec le prior et les valeurs prises par
les covariances des rendements.

2. La seconde amélioration consiste a utiliser un feo@ARCH(1,1) populaire, EWMA pour
calculer les covariances a l'aide d’'une moyenn@rdgration exponentielle. Ce modéle est
équivalent & un modéle a moyenne mobile dans laquebids exponentiellement plus faible
est affecté aux données a mesure qu’elles sognées dan dans le temps.

3. La derniere amélioration consiste a utiliser unimjseur numériqgue pour maximiser sous
contraintes une fonction des poids des actifs duefsuille afin maximiser le rendement
attendu et minimiser le risque du portefeuille. gtimisation se fait en utilisant un algorithme
distribué spécialisé dans la recherche d’extrembaglx

Ces 3 améliorations permettent d’optimiser le gfettille en se positionnant sur I'extremum global
d’'une fonction d'utilité ; l'utilisation d’un algéthme numérique permet méme d’utiliser des utilités
dont les résultats sont obtenus a l'aide de tedsiqqumériques, a I'aide de méthodes de Monte-Carlo
typiquement. Le modele d&lack-Littermanpermet de fournir au modele numérique des hypeghes
compatibles simultanément avec I'historique etleticipations de marché. Le modéle EWMA permet
de disposer d’hypotheses de covariances dans urlenatiatistigue avec un nombre limité de
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parametre et calibré sur un historique dont la grdéur importe peu des qu'il est comporte
suffisamment de données.

Trois extensions peuvent étre apportées a cetteoaeide construction d’actif.

Primo, en substituant aux taux nominaux les tawlsrél est possible de proposer la couverture
d’engagements comportant une composante inflatebale que celle que portent implicitement les
garanties proposées par le systeme de retraiteaisamia la revalorisation annuelle de la valeur du
point (ce cas est caractéristique de la volontgrdposer des garanties préservant le pouvoir dacha

Deuxio, dans tout le processus de constructionodiefeuille, la non normalité des rendements peut
étre intégrée : dans un nouveau modele bayésienrdbinaison des distributions de rendement, dans
un modele de calcul des covariances GARCH(p,q) poodéliser la volatilité & long terme, dans
I'optimisation numérique en généralisant I'utilisat de méthodes Monte Carlo pour mesurer I'utilité
d’une allocation.

Tercio, dans le processus de construction de laectwre et du portefeuille de rendement, un modéle
de diffusion des passifs.

Enfin cette approche peut étre reproduite pourtcoins les portefeuilles sur lesquels sont adokss
engagements de type « variable annuities ».
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Annexes

Partie 1

Résumé loi Fillon

La loi Fillon :

affirme l'attachement au systeme de la retraitegyaartition, I'égalité entre les assurés et le
droit a étre informé de ses droits a retraite ;

fixe comme objectif une pension de retraite égdlé & du SMIC brut pour les salariés les
plus modestes ;

encourage le maintien en activité des plus de 5Q an

ouvre la possibilité de racheter des années deatiotn au titre des années d'études
supérieures et des années incompletes ;

permet a ceux qui ont accompli une longue caroergui ont travaillé alors qu'ils étaient
atteints d'un handicap, de partir en retraite ag@@rdans sans que leur pension soit minorée ;
harmonise entre secteurs privé et public la dussdrance nécessaire pour avoir une retraite
au taux maximal, et allonge progressivement ceftéeda 41 ans en 2012 ;

modifie les regles de calcul de la pension du régie la Sécurité sociale (salariés, artisans,
commergants), au niveau de la durée d'assuransbepdéications pour enfants, en créant une
surcote en cas de prolongation de l'activité aa-del60 ans et du nombre de trimestres exigé
pour avoir le "taux plein" (50 %), et en modifidatcalcul du "minimum contributif"

(minimum accordé en cas de pension liquidée auphair mais avec de faibles revenus de
carriere) ;

réameénage le régime de base des professions éb€INAVPL) via la création d'une unique
cotisation proportionnelle, I'allongement de laédude cotisation nécessaire pour avoir une
retraite au taux plein, la création d'une surcete, ;

aligne en partie la retraite de base des avocatseia des professions libérales ;

crée une décote et une surcote pour le calcul gerlsion de retraite des fonctionnaires ;
indexe la revalorisation des pensions sur lesfaconsommation ;

modifie le régime des pensions de réversion dansdeteurs privé (réduction des conditions
d'acces a une seule liée aux ressources, couvddutécés de I'exploitant agricole survenu
avant le départ a la retraite) et public (suppoesde I'inégalité subie par les veufs).

unifie les régimes complémentaires obligatoiresatisans et commergants, et le régime de
base des professions libérales (cotisation prapurélle unique et fonctionnement par points
de retraite) ;
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Partie 2
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Maturité 2010 2009
0 0.34% 2.20%
1 1.25% 2.42%
2 1.75% 2.43%
3 2.16% 2.70%
4 2.46%  2.90%
S 2.73% 3.08%
6 2.95% 3.22%
7 3.16% 3.36%
8 3.31% 3.49%
9 3.46% 3.61%
10 3.59% 3.71%
11 3.62% 3.74%
12 3.70% 3.79%
13 3.81% 3.86%
14 3.93% 3.94%
15 4.04% 4.00%
16 4.12% 4.04%
17 4.16% 4.06%
18 4.19% 4.06%
19 4.19% 4.04%
20 4.19% 4.01%
21 4.18% 3.97%
22 4.16% 3.92%
23 4.14% 3.86%
24 4.12% 3.80%
25 4.10% 3.74%
26 4.08% 3.69%
27 4.06% 3.64%
28 4.05% 3.60%
29 4.04% 3.58%
30 4.03% 3.57%

4.02%
4.64%
4.28%
4.22%
4.24%
4.27%
4.32%
4.37%
4.43%
4.48%
4.54%
4.55%
4.58%
4.63%
4.68%
4.73%
4.77%
4.80%
4.82%
4.84%
4.85%
4.86%
4.86%
4.86%
4.86%
4.85%
4.85%
4.84%
4.84%
4.83%
4.83%

2007
3.63%
4.17%
4.13%
4.14%
4.14%
4.15%
4.16%
4.18%
4.20%
4.23%
4.26%
4.26%
4.27%
4.29%
4.31%
4.33%
4.35%
4.37%
4.38%
4.40%
4.40%
4.41%
4.41%
4.41%
4.40%
4.40%
4.39%
4.38%
4.38%
4.37%
4.37%

2006
2.40%
2.92%
3.03%
3.10%
3.16%
3.21%
3.26%
3.31%
3.37%
3.41%
3.46%
3.47%
3.50%
3.55%
3.60%
3.64%
3.68%
3.71%
3.73%
3.75%
3.76%
3.77%
3.78%
3.79%
3.79%
3.80%
3.80%
3.80%
3.81%
3.81%
3.81%

2005
2.14%
2.37%
2.57%
2.77%
2.95%
3.11%
3.26%
3.41%
3.54%
3.65%
3.75%
3.77%
3.83%
3.91%
4.00%
4.08%
4.15%
4.20%
4.25%
4.28%
4.32%
4.34%
4.37%
4.39%
4.41%
4.42%
4.44%
4.45%
4.46%
4.46%
4.46%
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2.90%
2.73%
2.83%
3.11%
3.40%
3.67%
3.89%
4.09%
4.27%
4.41%
4.54%
4.57%
4.64%
4.73%
4.84%
4.93%
5.00%
5.04%
5.07%
5.08%
5.08%
5.09%
5.09%
5.09%
5.09%
5.09%
5.08%
5.08%
5.08%
5.08%
5.08%

2002
3.44%
3.58%
3.92%
4.22%
4.43%
4.63%
4.78%
4.91%
5.01%
5.09%
5.16%
5.18%
5.22%
5.28%
5.35%
5.41%
5.45%
5.47%
5.49%
5.50%
5.50%
5.49%
5.49%
5.48%
5.48%
5.47%
5.46%
5.46%
5.45%
5.45%
5.45%

2000
3.10%
4.07%
4.51%
4.87%
5.09%
5.28%
5.51%
5.68%
5.83%
5.95%
6.05%
6.07%
6.14%
6.23%
6.32%
6.40%
6.46%
6.48%
6.49%
6.49%
6.48%
6.47%
6.46%
6.45%
6.45%
6.44%
6.44%
6.43%
6.43%
6.43%
6.43%



Partie 3

Formule de Black-Litterman, vues certaines

Les hypothéses sont :
E[Rl= u, +& &-N(072)
PCE[R|=Q

Considérons la quantité d suivante

d = (E[R- 1.,) (=) *(ER] - 1.,) = d(E[R]

d est la distance délahalanobisentre E[R] et |, Cette distance est la généralisation de la
distance euclidienne. Son intérét repose dans le fait qu’elle permatu#géla similarité de
deux variables aléatoires en introduisant I'incertitude sur les megéi@s aux covariances.

Le probléme peut alors se poser ainsi :
E[R} = argmln( 2(E[R]))

¢.P.E[R]=Q

Appliquons la méthode classique du Lagrangien :

L(A) = (E[R] - #.q) () (E[R] - p1.0) - A {PE[R]- Q)
ag[LR] 20(rz)™ E[R] - 20{2) ™ (s, - P'A

L - pER-Q

SR =0 - ER =@,

oL
A

P EE% (Z)P'A + ,uzq} =Q, donc

A=2PE)P T do-P,,)

=0 -~ PE[RF =Q, donc

On réinjecté\,
E[RF = %(rz) PP(E)P] dQ-P o)+ 1, soi
E[R] = p,, + (@) P PP o - P,
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Formule de Black-Litterman, vues incertaines
Les hypothéses sont maintenant :

E[Rl= u, +& &-N(072)
PE[R|=Q+n 7-N(0.Q)
Introduisons X, Y et W définis matriciellement
{3)
Q
°)
X = :
P
~ O
W =
o o
Les hypothéses se traduisent par I'équation

Y = X (E[R]+{ et {-N(O,W)

Ceci est un probléeme de régression linéaire gérérabnt la solution est
E[R] = (x W X )" X' W Iy

o oo ] e o o))

E[R] = :((TZ)'l P EQ_l)EEL,H_l EE((TZ)_l i m_l)tﬁlgqﬂ

Soit,
E[R|= [(rz)‘1 +P' ™ EP]_l E[(rz)‘1 ey + P BD]

Formule de Black-Litterman, variance des vues en in tervalle de
confiance de loi normale

La vue k s’exprime alors formellement
R(E[ R] =v et P(U D |_qk,min ’ qk,max]) = Ik

Or selonBlack et Litterman v suit une loi normale, dont la variance doit &tk quantité que I'on
cherche a évaluer.

Exprimé ainsi, le probléme revient a caractériaerdriance d’'une loi normale a partir d’'un inteleal
de confiance.

Simplifions les notations, et considérons le protdéest le suivant

X~ N (Xmoy-G) ]
P (Xnin<X <Xpmin)=I
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X, = Fmax ~ Xin , On peut noter qué —  Znin ™ Koy _ X ™ Koy , donc
2 g g o
P(—é <Y< éj =], or comme Y suit une loi normale centrée rédwiteintroduisantd la densité
o o

de probabilité de cette loi, on a
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En reprenant les notations liées a la vue k, anveo
— qk,max - qk,min

“T 2xq>‘1(1+|"j
2

Optimisation avec I'algorithme de gradient conjugué

On construit une feuille excel pour maximiser ledRin portefeuille constitué des 3 paris.
Le propos est d’illustrer deux faits :

1. ce type d’algorithme recherche des extrema locaux

2. la solution proposée dépend de I'état initial divesio

4 états initiaux sont considérés
+ Cas1:X=(100%,0%,0%)
+ Cas 2 : X =(0%,100%,0%)
+ Cas 3: X 2(0%,0%,100%)
« Cas4: X =(33%,33%,33%)

Rappelons
915%

HU=|-635%
991%
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Le probléme est de trouvet* = argmin(u)
R+3

Cas 1 Cas 2

RI état
initial
RI final
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