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Le sujet de ce mémoire est de proposer un modéle de provisionnement non-vie.
Une des taches les plus importantes pour une société d’assurances est 1’évalua-
tion de ses provisions techniques et plus précisément les réserves pour sinistres.
L’objectif de ce mémoire est d’implémenter, d’analyser et d’établir une étude com-
parative des méthodes de calcul des provisions techniques en assurances non-vie.
Enfin, nous nous sommes concentrés sur I’évaluation du risque & un an et 1’éva-
luation des risques de ’assurance non-vie.

Une vue d’ensemble de la nature de I'assurance Non-Vie est donnée dans la
Partie I pour que l'on puisse mieux comprendre le concept de provisionnement.
Il illustre les théories et les méthodes de base de calcul des provisions applicables
au marché Vietnamien.

La partie 2 présente les méthodes déterministes et stochastiques, en particulier
la méthode Chain Ladder, la méthode de London-Chain, la méthode de Cape Cod,
la méthode de Bornhuetter-Fergusson, le modéle de Mack, le modéle Log-normal,
la modélisation GLM. Les méthodes déterministes sont intuitives et simples a uti-
liser, mais les données doivent étre stables tout au long de la période étudiée afin
de produire des résultats précises. Une telle stabilité n’est pas toujours valable.
Donc, I'application des méthodes stochastiques afin de quantifier I'incertitude liée
a l'estimation des montants de réserves est effectuée.

La partie 3 établie la distribution des réserves, nous appliquons une technique
d’échantillonnage en provisionnement qui est la méthode Bootstrap. Cette mé-
thode nous permet d’estimer la distribution des réserves a partir d’'un échantillon
d’observations indépendantes et identiquement distribuées.

Finalement, nous nous sommes focalisés sur ’évaluation du risque a un an.
Dans ce but, nous avons adapté les méthodes retenues précédemment et comparé
nos résultats le modéle de Merz-Wiithrich. Nous avons utilisé la théorie des valeurs
extrémes pour éliminer les risques graves. LL’ensemble des résultats présentés dans
ce mémoire ont été obtenus a 1’aide d’outils développés sous le logiciel R.
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Abstract

Key Words

Non-life insurance, provisioning, deterministic methods, stochastic me-
thods, bootstrap, Merz-Wiithrich, modeling extreme values, risk pro-
visioning in one year.

The subject of this paper is to propose a non-life provisioning model. One of
the most important tasks for an insurance company is assessing its technical re-
serves and specifically claims reserves. The objective of this paper is to implement,
analyze and establish a comparative study of methods for calculating technical
provisions in non-life insurance. Finally, we focused on risk assessment at one year
and the risk assessment of non-life insurance.

An overview of the nature of the non-life insurance is given in Part I for one
can better understand the concept of provisioning. It illustrates the basic theories
and methods of calculation of the applicable provisions in the Vietnamese market.

Part 2 presents the deterministic and stochastic methods, especially the Chain
Ladder method, the London-Chain, the method of Cape Cod, the method of
Bornhuetter-Fergusson, model Mack, the log-normal model, modeling GLM. De-
terministic methods are intuitive and simple to use, but the data must be stable
throughout the study period in order to produce accurate results. Such stability
is not always valid. So the application of stochastic methods to quantify the un-
certainty of reserve estimates of amounts is performed.

Part 3 established the distribution of reserves. We apply a sampling technique
that is Bootstrap. This method allows us to estimate the distribution of reserves
from a sample of independent and identically distributed observations.

Finally, We focused on risk assessment at one year. To this end, we have adap-
ted the methods previously used and compared our results model Merz-Wiithrich.
We used the theory of extreme values to eliminate serious risks. All the results
presented in this report were obtained using tools developed under the R software.
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Introduction

L’objectif de la réglementation assurantielle est de préserver le systéme financier et
de protéger le consommateur de produits d’assurance. Les autorités prudentielles
en charge du controle du secteur assurantiel, telles que le ministére des Finances au
Vietnam, I’Autorité de Controle Prudentiel et de Résolution (ACPR) en France,
s’assurent du respect des régles de commercialisation des produits d’assurance et
que les compagnies d’assurance soient bien en mesure de tenir leurs engagements
vis-a-vis de leurs assurés.

Le monde assurantiel est régi par des régles différentes, les compagnies d’as-
surance européennes obéissent a la réglementation Solvabilité I établie dans les
années 1970 et Solvabilité II sera mise en place dés 2016, les compagnies d’as-
surance des Etats-Unis sont réglementées au niveau de I'Etat. Actuellement les
organismes de gestion et de supervision de ’assurance dans le cadre du ministére
des Finances au Vietnam est en train d’élaborer les reégles d’assurance conformeé-
ment au droit international pour renforcer la protection des assurés et améliorer la
gestion des risques en définissant de nouvelles exigences qui refléteront au mieux
le profil de risque de 'assureur. L’objectif de ce projet est de fournir des méthodes
de calcul des réserves d’assurance non-vie, les regles du Vietnam, a comprendre
pourquoi certaines méthodes sont inadaptées et & proposer des solutions pour mo-
déliser au mieux les réserves.

Le mémoire s’articule selon le plan suivant :

- dans la premiére partie, nous rappellerons I'environnement réglementaire au
Viet Nam. Nous détaillons aussi les différentes étapes de la vie d’un sinistre, de sa
survenance a sa cloture, afin de mieux se familiariser avec le type d’information
qui sera disponible dans les données individuelles de sinistres.

- dans la seconde partie, nous exposerons les principales méthodes agrégées
de provisionnement, en premier lieu un ensemble de méthodes déterministes qui
sont Chain-Ladder, London-Chain, Bornhuetter-Ferguson, Cape Cod et nous ap-
pliquerons des méthodes a fondement stochastique, a savoir le modéle de Mack,
le modeéle Log-normal et la modélisation GLM.

Nous résumons les résultats de toutes les méthodes utilisées dans cette partie,
et nous établissons une analyses de ces résultats afin de déterminer la méthode la
plus appropriée au portefeuille risque de la société.



- dans la troisiéme partie, nous ajoutons aussi une nouvelle technique d’échan-
tillonnage en provisionnement qui est la méthode Bootstrap. Les modéles Boots-
trap développés par England et Verrall se basent sur des simulations. Le modéle
de Mack a été étudié, et adapté a la présence de la contrainte sur le taux de
recouvrement. L’utilisation des modéles GLM a ensuite permis de donner une
dimension stochastique au modéle de Chain Ladder, en utilisant respectivement
une distribution de Poisson et une distribution normale. Nous avons également
confronté ces modeles & la loi Gamma. Avec un grand nombre de simulations,
la méthode bootstrap permet de déterminer la distribution suivie par les pertes
ultimes.

- dans la quatriéme partie, nous nous sommes ensuite focalisés sur I'évaluation
du risque a un an. Dans ce but, nous avons adapté les méthodes retenues pré-
cédemment et implémenté une procédure utilisant des simulations Monte Carlo.
Nous avons ainsi pu comparer nos résultats avec ceux donnés par la formule stan-

dard et le modéle de Merz-Wiithrich.

L’application de la méthode du bootstrap dans le cadre du provisionnement
a 1 an permet d’obtenir la distribution des Claims Developpement Results, dont
I’écart-type permet d’en déduire le SCR correspondant au risque de réserve. Nous
avons utilisé la méthode GLM bootstrap, les distributions permettent alors d’en
déduire les écarts-type et SCR du risque de réserve correspondant au quantile a
99, 5% du risque de provisionnement a 1 an.

Nous appliquerons également la théorie des valeurs extrémes pour modéliser
les risques de gravité. Nous allons faire des tests graphiques pour regarder si I'es-
pérance et la variance de nos risques sont finies ou infinies : cela nous donnera
une premiére idée de la valeur de I'indice de queue. On définira d’abord des seuils
pour pouvoir segmenter le portefeuille. Ensuite, on étudiera la fréquence au sein
de chaque classe. Apres cela, nous modéliserons ensuite le cotit de ces sinistres.

Enfin, nous pouvons appliquer ces modélisations au risque de prime et en dé-
duire les quantiles & 99, 5% des charges de sinistres attritionnels et graves. Nous
allons analyser et de comparer les différentes méthodes pour faire des commen-
taires et conclusions.



Chapitre 1

Provisionnement non-vie

1.1 Présentation de PVI

Insurance Corporation PetroVietnam (PVI) a été créé en 1996 en tant que com-
pagnie d’assurance captive pour 1’Oil & Gas Corporation Vietnam. Actuellement,
la compagnie d’assurance de PVTI est le leader sur le marché de I’assurance non-vie
au Vietnam, ce qui représente la plus grande part de marché dans le domaine de
I’assurance de ’énergie, I’assurance aviation, I’assurance de biens, assurance auto-
mobile, I’assurance d’ingénierie. PVI Insurance a obtenu le certificat international
de la note A.M.Best a la cote de capacité financiére & B ++ en 2014. Le marché de
I’assurance non-vie au Vietnam est en croissance et aussi beaucoup de potentiel &
exploiter. Par conséquent, ’assurance PVI est dans le besoin d’amélioration afin
de construire le meilleur environnement de travail, I’'optimisation des ressources.

PVT est une société avec les actionnaires des plus grandes sociétés financiéres
dans la région et dans le monde :

-PetroVietNam-Le plus grand groupe économique au Vietnam(35.5%).

-Talanx-Finance Société d’assurance leader en Allemagne(31.82%).

-OIF-Sociétés de gestion de Fonds royale d’Oman(9.77%).

Systéme de gestion de la société PVI est développé selon les normes interna-
tionales, les normes IFRS et la méthode de calcul des réserves d’assurance inter-

nationales sont appliquées a la société PVI. Mais cette connaissance est encore
limitée, car ils doivent se conformer a la réglementation sur le marché du Vietnam.



1.2 Provision de I’assurance non-vie

Les provisions techniques que les compagnies d’assurance doivent constituer
pour faire face a leurs engagements. Les provisions techniques sont inscrites au
passif du bilan des compagnies d’assurance ; elles représentent une part trés impor-
tante de celui-ci environ 60 % a 80 %. Leur évaluation annuelle, voire trimestrielle
a donc un impact important sur le résultat de la compagnie, ce qui en fait I'une
des priorités majeures des compagnies d’assurance. Les provisions techniques cor-
respondent au montant que 'assureur doit mettre de coté afin de pouvoir faire
face au reglement des engagements envers ses assurés. En effet, en échange du ver-
sement de primes, l'assureur s’engage a indemniser 1’assuré en cas de survenance
de sinistres définis contractuellement. Les provisions techniques sont composées a
la fois des provisions pour primes et des provisions pour sinistres.

En assurance non-vie, il prévaut le régime de survenance : chaque assureur
paye aux assurés les sinistres qu’il couvre au moment de la survenance de celui-ci.
En revanche, il est fréquent que s’écoulent plusieurs années entre la date de surve-
nance et la date du versement des indemnités. Les assureurs constituent ainsi des

provisions afin de procéder a ses réglements de sinistres. En effet, selon 'article
76 de la directive européenne (Parlement Européen, 2009), Il en existe deux types :

— PSAP (Provisions pour Sinistres A Payer) : "Valeur estimative des dépenses
en principal et en frais, tant internes qu’externes, nécessaires au réglement de tous
les sinistres survenus et non payés y compris les capitaux constitutifs des rentes
non encore mises a la charge de 'entreprise".

— IBNR (Incured But Not Reported) : Il s’agit des sinistres survenus mais non
encore déclarés a I'assureur.

Les sinistres peuvent étre représentés par plusieurs dates : la date de surve-
nance, la date de déclaration, les dates de paiements et enfin la date de cloture.

Nous symbole " Best Estimate" utilisé pour calcul des provisions techniques.
Le Best Estimate se définit comme : "La moyenne pondérée en fonction de leur
probabilité des flux futurs de trésorerie compte tenu de la valeur temporelle de
I’argent, laquelle est estimée sur la base d'une courbe de taux sans risque perti-
nente". Il représente ’estimation la plus juste des provisions de I'assureur, qui lui
permettront d’honorer ses engagements. Mathématiquement, il s’agit de l'espé-
rance de la différence des flux futurs sortants et des flux futurs entrants.

En assurance non-vie, le Best Estimate se décompose en deux Best Estimates :
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celui des provisions pour primes et celui des provisions pour sinistres. Les provi-
sions pour primes visent & couvrir le risque que les primes non acquises ou futures
soient insuffisantes pour faire face aux sinistres qui ne sont pas survenus a la date
d’inventaire mais néanmoins couverts par le contrat. La provision pour sinistres
concerne les réglements des sinistres déja survenus et est principalement consti-
tuée de la PSAP (provision pour sinistres & payer).

Le Best Estimate des sinistres vise a passer d'une évaluation prudente a une
évaluation économique. Il n’existe pas de méthode systématique pour le calcul
de cette grandeur mais la nouvelle directive définit un ensemble de principes a
respecter pour I’évaluer tels que 1'usage de méthodes reconnues notamment celles
reposant sur l'utilisation de triangles de liquidation et la justification auprés des
autorités de controle prudentiel des hypothéses retenues pour le calcul du Best
Estimate.

1.2.1 Les provisions pour primes non-acquises au Viet Nam

a) Méthodes conformes au pourcentage du total des primes :

- Pour les opérations de marchandises transportées par voies routiéres, ma-
ritimes, fluviaux, ferroviaires et aériens assurance : 25% du total des primes a
conservé de l'exercice de 'activité d’assurance.

- Pour les autres activités d’assurance : 50% du total des primes a conservé de
I’exercice de I'activité d’assurance.

b) Méthodes conformes a terme en cours de validité du contrat
d’assurance :

- Méthode 1/8 : Cette méthode suppose la prime du contrat d’assurance émis
dans un quartier est répartie entre les mois du trimestre, ou en d’autres termes,
toutes la police d’assurance d'un trimestre donné sont supposés étre assurance en
vigueur entre ce trimestre. La provision pour primes non acquises est calculée par
la formule suivante :

Provision pour primes non acquises —Primes retenues x Coefficients
primes non acquises

Exemple : La provision pour primes non acquises au moment de 1’31/12/n est
calculé comme suit :
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Pour les contrats d’assurance d’une durée de 1 an et est toujours en vigueur sur

31/12/n :
moment ol le contrat d’assurance expire | Coefficients primes non acquises
Année Trimestre Coefficient
I 1/8
11 3/8
nl 11 5/8
IV 7/8

TaBLE 1.1 — Les coefficients primes non acquises par trimestre (1 an)
La provision pour primes non acquises est calculée comme suit :

Provision pour primes non acquises — Primes retenues(Trimestre 1)*1/8 -+
Primes retenues(Trimestre 11)*3/8 + Primes retenues(Trimestre I11)*5/8 -+
Primes retenues(Trimestre [V)*7/8

Pour les contrats d’assurance avec dépassement d’une durée une année : déno-
minateur des coefficients primes non acquises sera égale a la période de validité
d’assurance (en années) multiplié par 8.

Provision primes non acquises au moment du contrat d’assurance 31/12/n avec 2
ans la période de validité et reste en vigueur le 31/12/n est calculé comme suit :

moment ol le contrat d’assurance expire | Coefficients primes non acquises
Année Trimestre Coefficient
| 1/16
I1 3/16
nl 11 5/16
IV 7/16
| 9/16
11 11/16
ut2 11 13/16
1A 15/16

TaBLE 1.2 — Les coefficients primes non acquises par trimestre (2 an)

La provision pour primes non acquises est calculée comme ci-dessus.

- Méthode 1/24 : Cette méthode suppose la prime de la police d’assurance émise en
un mois de 'activité de ’assurance est répartie sur les mois, ou en d’autres termes,
tous les contrats d’assurance d’un mois donné est supposé entrer en vigueur a la
mi-mois. Les coefficients primes non acquises sont exprimé de la maniére suivante :
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Pour les contrats d’assurance d'une durée de 1 an et m ans est toujours en vigueur
sur 31/12/n :

moment ol le contrat d’assurance expire

Coefficients primes non acquises

Année mois Coefficient
1 1/24
2 3/24
3 5/24
n+1
10 19/24
11 21/24
12 23 /24

TaBLE 1.3 — Les coeflicients primes non acquises par mois (1 an)

moment ol le contrat d’assurance expire | Coefficients primes non acquises
Année mois Coefficient
1 1/(24*m)
2 3/(24*m)
3 5/(24*m)
n+1
10 19/(24*m)
11 21/(24*m)
12 23/(24*m)
1 25/(24*m)
2 27/(24*m)
3 29/(24*m)
n+2
10 43/(24*m)
11 45/(24*m)
12 47/(24*m)

TABLE 1.4 — Les coefficients primes non acquises par mois (m an)
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- La méthode de calcul de la provision pour primes non acquises par jour : Cette
méthode peut étre appliquée pour calculer provision pour primes non acquises
tous les temps du contrat selon la formule générale suivante :

PR x NR
TR

PPNA=

Avec :

-PPNA : La provision pour primes non acquises

-PR : Les primes retenues

-NR : Le nombre de jours restant couvert par le contrat d’assurance
-TR : La couverture de jour total dans le cadre du contrat d’assurance

La provision pour primes non acquises s’articule autour de deux natures de
primes :

- Les primes émises : A la soucription ou au renouvellement du contrat liant
I’assureur a ’assuré, les primes sont émises pour toute la période de couverture du
contrat (souvent un an). Il s’agit de I'engagement de 'assuré envers I’assureur. La
prime émise peut coincider avec l'encaissement de celle-ci elle est intégralement
payée dés la signature (dans le cas contraire, la partie non réglée constitue une
créance de 'assureur sur 'assuré).

- Les primes acquise : Elles correspondent a la part de prime acquise a I’assureur
au fur et a mesure de I'exécution du contrat. Elle constitue le principal produit
du compte de résultat d’un assureur non-vie.

Par conséquent, La provision pour primes non acquises (PPNA) est la part des
primes que ’assureur doit conserver pour faire face aux risque a venir. Les PPNA
se calculent par différent entre les primes émises et les primes acquises. Elles
constituent un poste du bilan trés important pour les assureurs émettant des
contrats pluriannuels. A contrario, elle peut aussi étre négligeable (au 31/12)
pour des assureurs émettant des contrat annuels avec des dates de renouvellement
au 1¢" janvier.

La provision pour primes non acquises dépend de la durée du contrat d’assurance

et selon la nature des différentes branches d’assurance. Elle est choisie en fonction
des données et calculé automatiquement dans le logiciel de comptabilité.
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1.2.2 Les provisions pour sinistres au Viet Nam

Les provisions pour sinistres correspondent aux montants que ’assureur doit
mettre de coté pour régler 'ensemble des sinistres. Celles-ci sont principalement
composées des provisions pour sinistres a payer (PSAP) qui correspondent au
montant intégral des dépenses nécessaires au réglement des sinistres survenus et
non payés. La PSAP est calculée exercice par exercice et se décompose de la fagon
suivante :

PSAP = Provision Dossier/ Dossier + IBNER + IBNYR.

Avec :

— Provision Dossier/Dossier : montant que 'assureur s’attend & payer pour
un sinistre déclaré (évaluée par les gestionnaires de sinistres de la compagnie).

— IBNER (Incurred But Not Enough Reported) : montant que 'assureur pro-
visionne pour couvrir le risque d’'une sous-évaluation du sinistre lors de la consti-
tution de la provision Dossier/ Dossier.

— IBNYR (Incurred But Not Yet Reported) : montant destiné a couvrir le
colit lié aux sinistres déja survenus mais dont I’assureur n’a pas encore connais-
sance, appelés tardifs.

Alors que les provisions Dossier/ Dossier sont évaluées au cas par cas dés la
déclaration d’un sinistre, les IBNR (IBNER + IBNYR) sont évaluées au global &
I’aide de méthodes statistiques de provisionnement.

Le principe de base de 1’évaluation des provisions de sinistres est 1’évaluation
par les gestionnaires de sinistres des sommes restant a payer dossier par dossier.
Au montant ainsi obtenu, les sociétés doivent ajouter :

e une estimation pour "sinistres tardifs" (sinistres survenus dans 'année mais
non encore déclarés — on utilise souvent 'abréviation anglaise IBNR : "incurred
but not reported").

e une provision pour frais de gestion de sinistres internes (que les gestionnaires
ne peuvent pas appréhender).

Deux types de données permettent d’évaluer la sinistralité : les réglements qui
correspondent au montant déja versé a ’assuré afin d’indemniser tout ou partie

du dommage subi et les charges qui correspondent a I'estimation du coiit total du
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sinistre pour 'assureur. La charge peut se décomposer de la fagon suivante :
Charge = Réglements + Provision Dossier/Dossier.

Notons que la charge peut évoluer a la hausse ou a la baisse au fur et a mesure de
la liquidation de la provision Dossier/Dossier grace a de nouvelles informations
portées a la connaissance de I'assureur. De plus, les frais de gestion des sinistres
sont inclus dans les réglements et la provision Dossier/Dossier.

e Notations

-Soit n le nombre total d’années de développement ;

-Soit m le nombre total d’années de survenance;

-Soit i tel que 1 <1 < m, 'année de survenance considérée ;

-Soit j tel que 1 < j < n, 'année de développement considérée ;

-Soit C;; , le montant cumulé de reglements ou de charges de l'année de
survenance i pour I’année de développement j.

e Remarque : Si nous considérerons que n — m, c’est-a-dire qu’il y a autant
d’années de survenance que d’années de développement.

Considérons un triangle dont le nombre d’années de développement et de surve-
nance est 4. Il sera de la forme :

1 2 3 4
Cia]Cia | Ciz | Cia
Co3

B | M| =
S
—
S
[N}

TaBLE 1.5 — Exemple de triangle de liquidation

Il existe deux types de méthodes de provisionnement attritionnelles : les mé-
thodes déterministes et les méthodes stochastiques. Les méthodes déterministes
permettent de déterminer un estimateur du niveau de réserves nécessaire mais
elles présentent I'inconvénient de ne fournir aucune information sur la distribu-
tion sous-jacente des provisions. Contrairement aux méthodes déterministes, celles
stochastiques apportent une estimation de la variabilité des réserves et permettent
de définir 'erreur d’estimation ainsi que des intervalles de confiance. Nous pré-
senterons dans la partie suivante les principes de déterministes et stochastiques.
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Chapitre 2

Rappel les méthodes déterministes et
stochastiques

Les méthodes déterministes permettent d’avoir une estimation de cette provi-
sion. L’objectif est alors de savoir & quel point la provision connue a posteriori
différe de I'estimation qui avait été faite auparavant ; les méthodes stochastiques
permettent de répondre & cette problématique en évaluant la variabilité de la
charge sinistre prévue par le modéle. La propriété fondamentale de ces méthodes
est la modélisation des réglements incrémentaux par des variables aléatoires. Des
estimations et des intervalles de confiance peuvent alors étre obtenus et la sinis-
tralité d’exercices futurs simulée.

2.1 Méthodes déterministes

2.1.1 Méthode de Chain Ladder

La méthode Chain Ladder est une méthode déterministe fréquemmment uti-
lisée car facile a mettre en ceuvre. Elle s’applique a des triangles de paiemments
cumulés ou des triangles de charges.

L’objectif de cette méthode est 'estimation des montants futurs de la charge
totale des sinistres par année de survenance.
On considére une branche dont les sinistres se déroulent sur ( N + 1) années.
Nous notons :
- 1: l'année d’origine, 1 — 0, ...,N
- j : le délai de développement, j = 0, ...,N
- x;; : la mesure de sinistralité pour 'année d’origine i et le délai de réglement j.
Une ligne de ces triangles représente les montants versés au cours du temps pour
une année de survenance; ainsi, la premiére ligne du triangle 2.1 représente les
sommes successivement versées par ’assurance au titre des sinistres survenus en
2003. Chaque colonne représente ce qu’on appelle une année de déroulement, le
nombre d’année entre la survenance du sinistre et le paiement de ’assuré.

17



Application au triangle Dommages Auto :

2003 3223 487 0286 0144 00% 0114 0027 0016 0015 0012 0011 0006 0,002
2004 328 505 0365 0217 0263 0215 0189 0166 0153 0142 0128 0,008
2006 3437 55 0327 0281 0228 0213 0147 0144 0128 0061 0,013

2006 3118 502 0348 0311 0249 0124 0135 0124 0122 0119

2007 3354 645 0259 0215 018 0125 0123 0121 012

2008 3493 602 0227 0213 0165 0151 0133 0129

2009 362 625 028 0237 0226 0182 0131

2010 3549 68 031 028 0145 0134

011 3479 519 0221 0168 0,148

2012 3268 58 0321 028

013 3299 55 0,348

014 3H4 571

2015 36,54

F1cure 2.1 - Triangle de paiements décumulés (Dommages Auto)

En date N + 1, les paiements des sinistres antérieurs a cette date sont classique-
ment mis sous la forme d’un triangle de liquidation. Le plus couramment utilisé
est le triangle des paiements cumulés, c’est-a-dire le triangle (C’iyj)izo_._ijzomN
avec :

J
Cij = Z,’L‘ih (2'1)
h=0

Ce montant correspond & la somme des paiements cumulés entre l'année de sur-
venance i et I'année de développement j.

Années de développement

0 1 N
8 O C0,0 Cl,o Qo0 CN,O
S| 1| Co
(-
D
-
7
(«B]
©
(7p]
B
c
I
N CO,N

FicUure 2.2 — Triangle de paiements cumulés
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Ensuite, nous appliquons la formule 2.1 :

2003 3223 311 31,386 37,53 31,626 37,74 37,767 31,783 37,798 37,81 37,821 37,827 31,829
2004 | 328 319 38,266 38,542 36,805 39,02 39,209 39,375 39,528 39,67 39,798 39,806
2005 | 3437 3991 40237 40518 40,746 40,959 41,106 41,25 41378 41,439 41452

2006 | 31,18 362 36,948 36,859 37,108 37,232 37,367 37,491 37,613 31,732

2007 | 3354 39,99 40,249 40,464 40,649 40,774 40,897 41,018 41138

2008 | 3493 4095 41177 41,39 41,555 41,706 41,839 41,968

2009 | 3626 4251 42,798 43,035 43261 43443 43574

2010 | 3549 4231 42,661 42,889 43,034 43,168

2011 | 3479 39,98 40,201 40,369 40,517

2012 | 32,68 38,53 38,851 39,109

2013 | 3299 3858 38928

2014 | 3543 4114

2015 | 36,54

FiGURE 2.3 — Triangle de paiements cumulés (Dommages Auto)

Elle peut s’appliquer sur différents types de données (paiements cumulés, charge
de sinistres ou encore le nombre de sinistres déclarés ou survenus). La méthode
prend en compte les montants de la charge totale des sinistres par année de
survenance et suppose une relation explicative entre les années de développement
et la sinistralité future.

Cette somme représente la somme versée par ['assureur au titre de sinistres ayant
eu lieu I'année i au cours des j années qui ont suivi. La méthode de Chain-Ladder
s’applique a des triangles cumulés, elle est basée sur l'utilisation des facteurs
de développement, supposés constants pour chaque année et s’appuie sur les
hypothéses suivantes.

e Hypothéses

-Vji=0,.,N-1 f;= %ﬂ sont indépendants de I'année d’origine i.
i,J
Coj Cy Cno i1
V=0, N-1, —2t 2l 2L
Ch, Ch, CN—j-1,

Dans la pratique, ces égalités ne sont, au mieux, qu’approximativement vérifiées.
Il est donc naturel de choisir I'estimateur du facteur de développement suivant :

N—j-1
> 2o Cijn
N_j—1
Zi:O Ci,j
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On en déduit les Coefficients de passage :

il S]] fi
01,1679 | 6 | 1,0029
111,0077| 7 |1,0027
5 11,0058 | 8 | 1,0021
311.0047| 9 | 10012
4 11,0038 | 10 | 1,0001
51,0031 | 11| 1,0001

TaBLE 2.1 — Coefficients de passage (Dommages Auto)

Les facteurs de développement permettent également d’introduire la notion de
cadence de réglement : la cadence de réglement p; signifie qu’une proportion p;
du sinistre a été payée aprés i années de développement.

1
pi =
Ji X X fnaa

L’objectif de cette méthode est l'estimation des montants futurs de la charge
totale des sinistres par année de survenance. A partir des facteurs de développe-
ment, nous pouvons compléter la partie inférieure du triangle en se servant de
I’expression suivante :

(2.2)

j—1
\V/] >N —1+ 1,02'73' = CZ’,N—Z’- H fh (23)
h=N—i

Ainsi, la méthode Chain-Ladder calcule un facteur de développement moyen a
partir des données observées permettant ainsi d’estimer le triangle inférieur de
développement. Nous allons utiliser un triangle de paiements cumulés (C; ;) et
évaluer les facteurs de développement sur les données historiques. Ces derniers
représentent le taux de croissance des montants cumulés d’une année a la
suivante, elles donnent donc une prévision des montants totaux payés dans le
futur.

Ils permettent d’obtenir les provisions pour chaque exercice de survenance, et la
provision globale :

-les provisions par exercice de survenance :

~

Ri=Cin — Cin-i (2.4)

-les provisions totales :
N
R=Y R (2.5)
i=1

20



Enfin, on obtient la complétion du triangle de paiement :

S G G OGN Provison

2003 (3223 371 37,386 3753 37,626 37,74 37,767 37,7183 37,798 37,81 37,821 37,827 37,829 0
2004 | 3285 37,9 38,265 38,542 38,805 39,02 39,209 39,375 39,528 39,67 39,798 39,806 39,808 | 0,002105
2005 | 34,37 3991 40,237 40,518 40,746 40,959 41,106 41,25 41,378 41,439 41,452 41,459 41,462 | 0,009646
2006 | 31,18 362 36,548 36,859 37,108 37,232 37,367 37,491 37,613 37,732 37,78 37,787 37,789 0,056979
2007 | 3354 39,99 40,249 40,464 40,649 40,774 40,897 41,018 41,138 41,226 41,279 41,286 41,288 0,150166
2008 | 3493 40,95 41177 41,39 41555 41,706 41,839 41,968 42,082 42,172 42,226 42,233 42,235 0,267474
2009 [ 3626 4251 42,798 43,035 43,261 43,443 43574 43701 4382 43913 4397 43977 4398 | 0,405762
2010 | 3549 4231 42,661 42,889 43,034 43,168 43304 4343 43548 43,641 43,697 43,705 43,707 0,538885
2011 | 3479 39,98 40,201 40,369 40,517 40,675 40,803 40,922 41,033 41,121 41,173 41,18 41,183 0,665622
2012 | 3268 38,53 38,851 39,109 39,294 39,447 39,571 39,687 39,794 39,88 39,93 39,938 39,94 |0,830742
2013 [ 3299 3858 38,928 39,157 39,342 39,496 39,62 39,735 39,843 39,928 39,979 39,987 39,989 | 1,060656
2014 | 3543 4114 41458 41,702 419 42,063 42195 42,318 42,433 42,524 42,578 42,586 42,588 | 1,447934
2015 | 36,54 42,676 43,006 43259 43464 43,633 43,77 43,898 44,017 44111 44167 44,175 44,178 7,637661
13,07363

FiGUrE 2.4 — Complétion du triangle de paiement (Dommages Auto)

Une fois que le triangle de paiement a été complété, il est possible de connaitre
une estimation des réserves nécessaires. Pour chaque année, le paiement total
relatif & une année de survenance se trouve dans la derniére colonne, sur la ligne
correspondante.

Néanmoins, elle présente certaines limites qu’il est nécessaire de souligner :

- L’hypothése forte du modeéle selon laquelle la cadence de développement future
sera & l'image de celle du passé est difficilement respectée en pratique. En effet,
certains phénomeénes influent sur le portefeuille & un moment t mais ne sont pas
amenés a se reproduire ultérieurement. Parmi eux, nous pouvons citer, a titre
d’exemple : des modifications dans la gestion des sinistres, des changements du
profil de risque des assurés, I’évolution de la composition du portefeuille. . .

- L’estimation de la charge ultime sur les années plus récentes doit donc étre
considérée avec beaucoup de prudence. La charge ultime n’est calculée qu’avec un
faible recul sur des assiettes de primes parfois trés grandes. En effet, I'estimation
de la charge ultime est fonction des montants de sinistres déja déclarés dans le
triangle. Or pour une branche ayant des déclarations tardives, par exemple la
construction, ces montants sont faibles dans les années les moins développées.
L’erreur d’estimation peut donc étre fortement amplifiée dans le cas de branches
longues.

- Cette méthode parait plus fiable sur des branches ol les risques sont homogénes
car elle utilise I'expérience passée des années d’origine les plus anciennes.
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Le but de ce mémoire est de créer des modeles pouvant donner une représentation
fidele des distributions des réserves nécessaires. Il s’agit donc d’estimer a partir
de triangles de paiements de différentes branches la distribution de la réserve
agrégée, le tout en prenant en compte le plus d’informations possible.

Les réserves de Chain-Ladder pour chaque année de survenance sont obtenus
par la différence entre l'estimation du montant de la charge totale i+j et le
dernier montant connu. En prenant les données de I'entreprise PVI, on calcule
les provisions pour ’ensemble des branches comme le montre la table 2.2.

Le modele déterministe est couramment utilisé par les assureurs et nous donne
une estimation des réserves a détenir. Bien que trés intéressant a connaitre,
cette valeur ne donne aucune information sur la distribution des paiements futurs.

Ainsi, nous constatons que pour le triangle de la branche Dommages Auto, 85%
des sinistres sont réglés deés la premicre année et 99% au bout de la troisieme.
La branche Dommages aux Biens a également une liquidation courte, 90% des
paiements étant effectués dés la deuxiéme année.

En revanche, comme nous pouvions nous y attendre, les branches des Energies
ont une liquidation beaucoup plus longue : il faut attendre la cinquiéme année
pour atteindre 95%.

De plus, l'objectif méme de l'assureur étant de déterminer le montant des
prestations qu’il devra verser dans les années a venir, nous en déduisons le
tableau des provisions suivant :

1 Dom.Auto | Dom.Biens | Dom.Energie
1 0 0 0
2 0,201 0,214 0,644
3 0,267 0,249 0,896
4 0,405 0,386 1,125
5 0,538 0,509 1,236
6 0,665 0,633 2,636
7 0,830 0,726 5,859
8 1,060 0,892 7,566
9 1,447 1,218 9,096
10 7,637 6,158 12,054
Total | 13,073 10,985 41,112

TaBLE 2.2 — Tableau des provisions pour ’ensemble des branches
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Le modéle Chain Ladder est simple a appliquer et & comprendre, ce qui explique
son succes dans la plupart des compagnies d’assurance. Ces atouts lui permettent
d’étre fréquemment utilisée en amont par les actuaires afin d’avoir une idée
générale du montant. Cependant, I1 posséde cependant plusieurs limites. La
provision dépend fortement du dernier montant de charge connu; si le triangle
est peu stable et irrégulier, ce modéle n’est pas adapté des réserves.

e Validation de modéle

Malgré sa simplicité d’utilisation, il est important d’effectuer certaines vérifica-
tions pour valider cette méthode.

Les deux premiéres hypothéses se justifient de la méme maniére que pour la
méthode de Chain-Ladder : pour tout j fixé, les couples (Cj;, Cijt1)iz0. N—j1
doivent étre sensiblement alignés sur une droite passant par l'origine.

Afin de valider la derniére hypotheése, il convient d’étudier les résidus standardisés :

Cijw1 — f;-Ciy
Ci

7”1',]' = (26)

La représentation graphique des couples (Cj;j,7i;)i=0.. N—j—1 ne doit présenter
aucune structure non aléatoire.

Coefficients cumule

40
35

C_(i,j)
[ ]
th

0 —
1 4 7 1013161922 2528 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76
r_(i.j)

FIGURE 2.5 — Graphiques des couples d’origine

La représentation graphique des couples (C;j, i ;)i=0..N—j—1 est sensiblement ali-
gnés par une droite passant par l’origine.
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Le triangle de développement

&5 8

N
th © th

C_(ij)

]
=]

1 4 7 101316 1922 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76
r_(Lj)

FIGURE 2.6 — Graphiques des couples du triangle de développement

La représentation graphique des couples (C;j j, 75 j)i=o..n—j—1 €st également sen-
siblement alignés par une droite passant par triangle de développement. Donc, on
accepte la validation des conditions de Chain-Ladder.
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2.1.2 Méthode de London-Chain

Cette méthode suppose une relation afine entre les montants de la charge totale
des sinistres d’une année de développement a une autre.

Cette méthode fait partie des méthodes dites autorégressives qui s’appuient
sur une hypothése moins contraignante que le modele de CL selon laquelle Cj ;44
est une fonction affine de Cj ;.

Dans la méthode de London Chain, on suppose que la dynamique des (C; ;)
est de la forme Cj j11 = A\;.Ci 5 + .

Cela signifie que, comme précédemment, cette méthode repose sur I’hypothése
selon laquelle les points (C;;, C;j11) sont sensiblement alignés, a la différence
que la droite n’est plus censée passer par l'origine, I’hypothése d’alignement des
couples (C; j, C; j41) suivant une droite qui passe par l'origine n’est pas toujours
validée.

Il s’agit donc d’estimer 2n parametres, a savoir A; et a; pour j—0...n-1. Le

couple (A;, ;) est estimé par la méthode des Moindres Carrés Ordinaires, en
minimisant la fonction suivante :

(Aj, ;) = Argmin Z Cijv1—a; — NCij)? (2.7)

- 1
= 2.
OJ n_j ; Cvj ( 8)
n—j—1
Cjﬂ = n—j Z Cijt1 (2.9)
=0

Les estimateurs de A; et «; sont respectivement :

n—j-1 o
R o= > CigCij — Cy.05n
A= — (2.10)
1 2
T ; ,] C
ake = Cj - NO.Gy (2.11)



Couv(colonne;, colonne; )

On rappelle que I'expression de A\FC est aussi égale a :
J Var(colonne;)

Nous estimons les parameétres de notre modeéle avec la méthode de moindres car-
rées ordinaire qui nous donne les résultats suivants :

A | Coef.L-C | @ | Constante
M| 141 | &y | 89881
N | 103 |ay| 342,69
A3 1,08 as | -1328.4
| 11T @] -9107.5
M| 062 |as| 123764
| 100 | ag 0

TaBLE 2.3 — Coefficients de la méthode London-Chain

Nous présentons ci-dessus les résultats obtenus par la méthode de London-
Chain. De méme que pour les techniques présentées précédemment, une fois avoir
estimé les parameétres, nous complétons la partie inférieure du triangle des paie-
ments cumulés puis nous en déduisons la provision totale a constituer. Le montant
total des réserves Dom.Auto estimé par la méthode London-Chain est 11,718 MS$.

e Validation des hypothéses
Nous utilisons le test de Student pour tester I’hypothése suivante :

(2.12)

Hy:a;=0 (le facteur n’est pas significatif)
Hy:a; #0 (le facteur est significatif)

Nous allons introduire une variable aléatoire dans le modéle, qui permet de
décrire I'erreur de spécification :

€5 = Ci,j—H — /\jCi,j — aj (213)
Cette variable aléatoire est supposée suivre une loi normale : £; ~ N(0,0?)

Cette condition peut se vérifier a I'aide d'un test de normalité des erreurs.

L’étape suivante va donc consister en 1'estimation de cette variance. Il vient :

Lo C?
Var(@;) = Var(e;) | n—j ' nai-t _ (2.14)
! ! ;) (Cij—C3)
Avec :
~ 1 n—j—1
Cj=— Ci (2.15)
J 1=0



_ 1

Var(e;) = :{: e (2.16)

n—7j—p
Ot p est le nombre de variables explicatives.
La statistique du test est donnée par :

&j — Oéj

Var(@;)

T = (2.17)

Du fait de la normalité des erreurs, la statistique de test T suit une loi de
Student & (n - j - p) degrés de liberté .(i.e. T ~ S,_;j_p).
sous 'hypothése H :

~

a;
Var(a;)
-Si T > to.n—j—p on rejette 'hypotheése Hy avec une marge d’erreur oe. Autrement
dit, le facteur incrémental est significativement différent de zéro et par conséquent

T = ~ S i (2.18)

il joue un role dans le modéle.
- Inversement, si T < ¢,.,—j—, on accepte I'hypothese Hy.

Le test de significativité de Student nous a indiqué que 1'utilisation de la mé-
thode London-Chain n’est pas le choix le plus approprié & nos données. Apres
avoir utilisé les estimateurs de cette méthode, les résultats de la provision finale a
constituer montre un écart trés important avec la valeur estimée par la méthode
Chain-ladder. Ce qui confirme l'invalidité des estimations de London-Chain et
confirme aussi les résultats du test de Student.

Nous devons mentionner que cette méthode a montré des résultats plus cohé-
rents quand elle est appliquée sur un autre portefeuille de données dans la société.
De la méme maniére que pour la méthode de Chain-Ladder, cette approche re-
quiert une grande stabilité au sein du portefeuille étudié.

Elle lui sera néanmoins privilégiée si I'ajout du facteur incrémental «; permet

un meilleur ajustement du modele a nos données, une information qui sera néces-
saire de valider a I’aide de tests statistiques.
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2.1.3 Meéthode de Bornhuetter-Fergusson

Une méthode qui a été présentée par Bornhuetter et Ferguson (BF) en 1972
dans leur article "The Actuary and IBNR", ou ils ont introduit une nouvelle ap-
proche pour l'estimation des sinistres tardifs, mais son principe peut étre appliqué
plus généralement. La ot pour Chain-Ladder le montant de la charge ultime dé-
pend de la derniére position connue (si elle est nulle, la charge ultime est nulle),
la méthode de BF introduit une donnée exogéne pour palier a ce probléme. Le
modeéle de BF est une alternative trés répandue du modéle de Chain-Ladder et
est souvent utilisé pour les triangles dits « instables ».

La méthode de Bornhuetter-Fergusson repose sur des hypotheéses :

1. Les montants cumulés C; ; sont indépendants suivant les années de surve-
nance 1.

2. Il existe des parameétres ay, ..., ay > 0 et des cadences de paiements cumulés

BEE JBF>OavecﬁfF:1telsqueVO§z’§],O§j§J—l,et

7

V0 < k < J — 7 nous ayons :
E(Cio) = By a (2.19)

Sous ces hypothéses, pour tout i, j, E(C;;) = BfFai. Ce qui peut rappeler les
modeéles a facteurs évoqués auparavant.

L’estimateur de la méthode "Bornhuetter-Ferguson" est donné par :
Ciin=Cii+ai(1—pBPEY, vo<i<I (2.21)
Ou :

- BB est un estimateur a posteriori de BPL

- ; est un estimateur a priori de la charge ultime espérée E(C; 1)

L’estimateur B\IBE peut étre déterminé en recourant a l’estimation des facteurs
de développement issue du modéle de Chain-Ladder :

~

| = (2.22)



e Application au Dom.Auto Chain-ladder

Année | loss ratios ultimes(Estimé en J) | loss ratios ultimes(Estimé en J-1)
2003 78,3% 78,3 %
2004 76,4% 76,4%
2005 74.8% 74.8%
2006 77.3% 77,3%
2007 79.2% 78.7%
2008 83,5% 81,2%
2009 72,5% 71,2%
2010 73.5% 74,2%
2011 79,9% 78,4%
2012 82,6% 81,7%
2013 83.7% 84.5%
2014 83,3% 81,4%
2015 80,6%

TaBLE 2.4 — Loss Ratio ultimes Bornhuetter-Ferguson du triangle Dom.Auto

L’estimateur @; est une information exogéne qui sera fournie par un expert.
Elle est déterminée a partir d’un certain "Loss-ratio" qui donnera la valeur ultime
de la sinistralité de chaque année de survenance.

La réserve de cette méthode sera obtenue par la différence entre le cotit total
estimé et la derniére valeur observée :

R; = @,J —Cir—i=a;(1— AF—F;) (2.23)

Le montant total des réserves sera la somme des réserves calculés pour chaque
année de survenance :

I
R=>"R (2.24)
1=0

Cette approche présente l'avantage d’introduire un facteur exogeéne au moyen de
’avis d’un professionnel et ainsi d’étre moins dépendante des données observables.

Un désavantage ou difficulté de cette méthode est qu’elle utilise un loss ratio
attendu qui n’est pas toujours connu. Les résultats dépendent fortement de ce
ratio ainsi que de l'aliment choisi. En revanche, et contrairement & la méthode du
« loss ratio », cette méthode tient compte des sinistres déja connus dans le calcul
de la charge ultime de sinistres a ’aide d’une cadence de développement.
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e Méthode de la moyenne arithmétique des "Bornhuetter Ferguson"
Nous nous sommes proposés de considérer le "Loss-ratio" ultime comme la

moyenne des — estimés des dix années de survenance, qui sont les données

disponibles dans notre étude.
Etant donné un ensemble X = 1, ...x, ainsi que les poids non-négatifs corres-
pondants W = wq, ...w,,.

Nous définissons la moyenne arithmétique x par :

1
T=- Z i (2.25)
=1
La moyenne arithmétique pondérée = est calculée suivant la formule :

2 iz Willi (2.26)

T =

Nous devons par la suite calculer la charge totale ultime pour chaque année de
survenance i en appliquant la formule suivante :

. (S
ultime ultime
ultime _ (2. P, 2.97
sptme = () (2.27)

Avec P; le montant de la prime acquise relatif & 'année de survenance 1i.

Aprés avoir calculé les S}‘l”me nous ajustons ces montants par les facteurs de
développements ]?k obtenus par la méthode Chain-Ladder . Ces facteurs vont
nous permettre de déterminer la valeur réelle des réserves qui sera la différence
entre ce que nous estimons par une méthode ordinaire comme Chain-Ladder et
ce que l'avis d’expert nous donne comme charge totale ultime. Les estimations
(qui sont exogénes) nous informent sur ce que la sinistralité de la branche peut
atteindre a la fin de J années de développement.

. ust . . .
Afin d’obtenir les valeurs des S;’*" , nous avons eu recours & 'expression suivante :

) Syltime ' (i)ultimep,
t t P ?
S;”us = IZTA < S;‘]us = T (228)
II /e II f
k=I—i+1 k=I—i+1

Le montant de la réserve totale R est estimé & partir des valeurs des S™**" et des
Sultime .
! :

I I
R = (Z Szyltime) o (Z S;ljust) (229)
k=2 k=1
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Nous obtenons les valeurs du montant de la provision totale suivantes :

Méthode de Bornhuetter-Furgeson | S/P | Provision totale en M$
loss ratios ultimes 68,2% 14,457
La moyenne arithmétique sur 10 ans | 76,4% 16,073

TaBLE 2.5 — Provisions Dom.Auto estimées par la méthode de Bornhuetter-
Furgeson

Les estimations données par les différents choix de "Loss-ratio" s’approchent des
résultats de notre méthode de référence. L’estimation de la provision totale avec
une moyenne airthmitique des "Loss-ratio" sur les dix années récentes donne une
provisions totale supérieure a celle donnée par la méthode Chain-Ladder.

Le tableau ci-dessus montre que le choix du "Loss ratio" a une influence directe sur
le montant de la provision totale estimée par la méthode Bornhuetter-Ferguson.
Ainsi, 'avis d’expert doit étre bien évalué et doit refléter une connaisance solide
de la structure du portefeuille risques de la société.

L’actuaire apporte son expérience dans I’estimation de la charge ultime a priori, ce
qui rend 'application de cette méthode spécifique a chaque actuaire. La provision
estimée parait plus adéquate que la méthode Chain Ladder car elle est propre a
la branche étudiée et indépendante de la derniére charge connue. Ainsi, elle est
souvent supérieure a la charge sinistre estimée par Chain Ladder mais permet
d’en réduire I'instabilité.
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2.1.4 Meéthode de Cape Cod

Cette méthode est en quelque sorte une extension de la méthode de Bornhuet-
ter Ferguson. Elle tente de s’affranchir du caractére subjectif de la détermination
a priori de la charge ultime de sinistres.

Cette méthode estime et applique un Loss Ratio BSSC sur un groupe w, d’an-
nées d’origine a priori semblables.

Avec wy le s groupe d’années d’origine comparables, s = 1,2,....S et S le
nombre de groupe d’années d’origine comparables.

Reprenons les hypothéses du modeéle de Bornhuetter-Ferguson pour poser celles
du modeéle Cape Cod :

1. Les montants cumulés C; ; sont indépendants suivant les années de surve-
nance 1.
2. 1l existe des paramétres ay, ..., ar > 0 et des cadences de paiements cumulés

BCC,...,Bgc > 0 avec 5?0 =1ltelsqueV0<:<I,0<j5<J—1, nous

(3
ayons :

E(Cip) = 5% (2.30)
Les facteurs de développement ZCJC ;
E[Ci]
cc i
CC 2.32

L’estimation de la charge ultime devient donc :

~ 1 ~
0.
pour tout 1 € wq

1
= C@j + (1 - C’C’) X Lgsc X Oy
i,]
De plus, sous hypothése d'indépendance entre les années d’origine au sein d'un

méme groupe wg O pose :

Bi; = B;
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La somme des provisions pour le s groupe peut alors s’écrire :

> REC=p55Cx Y (1 ~ 5 m) X o (2.33)

ZELU ZEUJ

et la somme totale des provisions :

S
=>» > R (2.34)

s=1 icw,

De méme que pour les méthodes Loss Ratio et Bornhuetter Ferguson, les provi-
sions correspondent & une part non absorbée de I’aliment multipliée par un niveau
de risque.

L’estimation du Loss ratio dans la méthode Cape Cod découle de I'estimation
de T'ultime de cette méthode :

ZOJ i1+ ZR Z (Bi X o) avec B; = ﬁgf pour 1 € wy (2.35)
=1

Deés lors pour le s™¢ groupe :

> (Bixa) =85 o (2.36)

1€W, 1€EW;
Ainsi :
C; i+1 T ce X (1 - ) X oy = SC Qo 2.37
2 Gt g (1o ronm A e 09D
cc
Zci,j—z'ﬂ B, X Z (5] z+1> (2.38)
1€Ws 1E€EW;
Z Cij—it1
e = (2.39)

=6

Cette méthode nécessite elle une bonne connaissance de son portefeuille afin
de pouvoir effectuer les segmentations adéquates des années de souscription sem-
blables. Elle est efficace sur des branches ayant des politiques de souscription
homogenes.
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Les ultimes ainsi obtenus sont ci-dessous :

Année | loss ratios ultimes(Estimé en N) | loss ratios ultimes(Estimé en N-1)
2003 78.3% 78.3 %
2004 76,4% 76,4%
2005 74.8% 74.8%
2006 77,3% 77.3%
2007 79,2% 78,7%
2008 83,5% 81,2%
2009 72,5% 71,2%
2010 73.5% 74.2%
2011 79.9% 84%
2012 82,4% 81,3%
2013 83.9% 85.1%
2014 83,8% 81,7%
2015 81,2%

TaBLE 2.6 — Loss Ratio ultimes Cape Cod du triangle Dom.Auto

On obtient ici un montant de provision total supérieur a celui obtenu par la
méthode Chain Ladder et la méthode Bornhuetter-Furgeson puisque sum(R)
vaut ici 16,217 MS.

La méthode traditionnelle de Cape Cod utilise le loss ratio comme une donnée
endogéne, laquelle est déterminée & partir du triangle des charges de sinistres.
La spécificité de cette méthode tient & I'application d’un unique loss ratio & un
groupe d’années homogenes.

En comparant les écarts types relatifs (en pourcentage du sinistre moyen obtenu)
entre les résultats des méthodes Cape Cod et Bornhuetter-Ferguson, la variabilité
est similaire sur les années ayant plus d’une année de développement. Sur 'année
n’ayant qu’'une année de développement, la méthode de Chain-Ladder comme la
méthode de London-Chain obtient des résultats beaucoup plus stables.
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2.2 Meéthodes stochastiques

2.2.1 Le modéle de Mack

Le modele de Mack (1993) est un des premiers modeéles stochastique qui a
reproduit les estimations de Chain ladder. En effet, le montant des provisions
estimé est identique. Il a cependant I’avantage d’estimer une erreur de prédiction
des provisions.

Cette méthode est fondée sur les trois hypothéses suivantes :
H1- L’indépendance des années d’origine :
Cio, .., Cip et Cryo, ..., Cip sont indépendants pour 1 # k

H2- 1l existe des facteurs f; tel que :

E(Cij+1/Cia,...Cipn) = f;Ci; pour 0<i<n, 0<j<n
H3- 11 existe o; tel que :

Var(Cij+1/Cia, ...Cin) = JJQ-CM pour 0< i <n, 0< j<n

Soit D = {C; ;/i + j < n} I'ensemble des variables observables.
Sous les hypotheses ci-dessus, E(C;,,/D) = Cjn_ifo—i- fo-1

Dans ce modeéle, les facteurs (f;) sont estimés par les facteurs de développe-
ment de Chain Ladder (f;) qui sont sans bias et non corrélés.

Nous calculons les coefficients de développement estimés par le modele de Mack,

qui sont les mémes coefficients estimés par la méthode Chain- Ladder. Thomas

Mack dans son modéle, a calculé la variance ?7\]2- associée aux estimations des

facteurs de développements. Elle est donnée par 1’expression suivante :

1 . Ciji1 =\
52 L el (TR F <j<n—2
% 2= G < Cii ff) Usgsn (2.40)

n—7j-—

5721—1 = min(a—i—Q/a?%—?ﬁ min(a-\r%—?ﬂ /0\7%—2))

Ces estimateur est également sans biais .
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Les estimateurs des facteurs de développement de Chain-Ladder étant sans
biais et non corrélés, le modele de Mack permet de satisfaire 1’égalité :

E[@N] = E[E[J?N P X X g X Cin—i | Dn]]
E[E[CiN | DN]]
= E[C; N]

Et comme Rz = Ci,N — Ci,N—i alors E[RZ | D] [ i,N | D] ZN 141
Nous pouvons alors calculer I'écart quadratique moyen(mean squared error of

prediction) qui mesure l'incertitude de prédiction. Pour les provisions par années
d’exercice, il est défini par MSEP(R;) = E[(R; — R;)?/ D).

Le modele de Mack est trés utilisé car il fournit les mémes estimations de
réserves que la méthode de Chain-Ladder et la troisieme hypothése introduite

(vision stochastique) permet également au modeéle d’évaluer l'erreur de prédiction.

Sous les hypotheses énoncées et si C;,,—; = C;,—;, on peut l'estimer par :

nl 52 0 1
MSEP(R)) = C?, E =L <A + == ) di=1,...,n (2.41)
" A2 F \Cy o 2 Gk

L’estimation du MSEP de la provision totale est alors donnée par :
T S ST CINCH (B e I
MSEP(R) = MSEP(R;) + Ciy ( kn) " (2.42)
ZZ_; h=i+l j=n=i [} >2u"p Cuy
On peut aussi donner 'erreur standard relative i.e. I’écart-type rapporté au
MSEP(R)
R
Afin de tester la validité de I’hypotheése, nous devons estimer les résidus de notre
modele. Par la suite, nous vérifions graphiquement l’existence d’une tendance

montant de charge ultime

spécifique de ces résidus. L’expression des résidus estimés par la méthode des
moindres carrés est :

Cfé (2.43)
2%}

Nous utilisons les facteurs de développement E estimés dans la partie précé-
dente .
e Application aux Dommages Auto :

/i
Cm’

: i+l — ) )
Le nuage de points {Cim b } des données de I’assureur se présente
ainsi :
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Résidus Standardisés
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Ficure 2.7 — Représentation graphique des résidus standardisés
Cijr— [-Ci

\/Ci’j

ne présentent pas une tendance spécifique, il convient donc de montrer que les
résidus standardisés présentent une structure aléatoire.

Graphiquement, I’hypotheése est validée parce que les points r; j =

Le nuages de points ne peuvent exprimer toute la tendance des sinistres payés.
La concentration du nuage de points comme concentrée pres de 0, les hypothéses
du modeéle Mack de plus en plus grande fiabilité.

2

Ensuite, nous calculons la variance Ej ;

il & il @

0 0,049 | 6 |1,0917°7
13,2157 %[ 7 [ 1,387
21 7,49479 1 8 | 1, 757708
317,458 % 9 |2 3457
417,9657% |10 3,2217%
514,3447% | 11| 2,354710

FIGURE 2.8 — L’estimation de I'écart-type proposée par Mack

Le modeéle de Mack permet donc de compléter le modéle de provisionnement de
Chain-Ladder par le calcul des volatilités des paiements cumulés. Aprés avoir
calculer la charge ultime, Les réserves estimées pour chaque année de survenance

et MSEP sont :
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i R, VISEP(R) |/ MSEP(R)/R
1| 0002104634 | 1,0206 %3 52, 82%
2 | 000964631 | 3,1175 03 18, 21%
3 0,056978901 0,0211 13,41%
4 0,150165714 2,6161 56, 23%
5 | 0267473695 251149 42.55%
6 | 0405762354 | 36,9631 39, 83%
7| 0533384918 | 40,9611 32, 76%
8 | 0,66562193 535419 27, 58%
9 0,830741943 556,6855 22, 35%
10 1,060656293 1991,4683 21, 59%
11 1,447933558 11810,2243 19, 87%
12 7,637660829 620948,0325 18, 75%
total | 13,07363108 | 635470,6418 18,16%

TaBLE 2.7 — Mean squared error of prediction

Le modele a une approche récursive semblable a celle du modéle binomial
négatif et celle du modéle Normal. Le modeéle de Mack a la méme structure que
I’approximation normale du modéle binomial négatif.

Sous le modele de Mack, des hypothéses limitées sont faites comme par exemple
sur la distribution des données sous-jacentes. Seuls les premiers deux moments
sont spécifiés. La moyenne et la variance de Cj; sont :

Moyenne = \;C; j_1 et Variance = 0§0i7j_1 respectivement.

Nous notons que la moyenne et la variance de Cj; sous le modeéle du Mack sont
semblables & les celles de Cj; dans 'approximation Normale du modele binomial
négatif. Il s’agit ici de I'incertitude a 'ultime, nous adoptons donc une vision &
long terme. En outre, la volatilité & ['ultime peut étre estimée a I’aide de méthodes
simulatoires de type Boostrap et sera présenté dans la section suivante.
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2.2.2 Le modéle Log-normal

Modele Log-Normal a été présenté par Kremer(1982) et utilisé par Renshaw(1989),
Verrall(1989), Zehnwirth(1989) et Christofides(1990) entre autre. L’usage de ce
modeéle produit normalement des valeurs prévues proches de celles de la technique
de Chain Ladder simple. Mais ce n’est pas garanti, et il peut y avoir des différences.

Nous allons utiliser une loi log-normale pour modéliser nos données, qui nous
permet de résoudre les deux derniers problémes soulevés : la loi log-normale est po-
sitive, asymétrique, avec une skewness strictement positive et sa queue est épaisse.
Sa fonction d’excés moyen est croissante. Elle posséde une trés grande flexibilité
pour la modélisation.

Nous supposerons donc que les incréments (X, ;) suivent une loi log-normale de
parameétres p, w? (cela revient & dire que le logarithme de cette loi suit une loi
normale d’espérance p et de variance w? ) out

Wi = Q; + 53' + h (2.44)
Soit la variable Y; ; = In(X; ;)(appelée log-incrément).

UJ2

.. Pijt—5" .
Ainsi: BE(X;;) =¢ 2 et var(X;;) = e+ (¢¥" — 1). La régression Log
Normale est donc un modeéle linéaire Normal appliqué aux log-incréments du tri-

angle : Y = M{ + € ou :
-Y est le vecteur des log-incréments du triangle pris ligne a ligne(de taille N)

-M est la matrice de régression. Elle correspond a la matrice Jacobienne de la
transformation p :¢ — p(¢) = p;; définie par

((Opij
— < =1
h
< # = 1sik — i, 0sinon (2.45)
oy
i 10 s
—>= =1sil1=]j, 0sinon
\ 86l

- = (h,aq, ..., ap, B, ..., Bn) le vecteur des parametres de régression( de taille
p)

-¢ le vecteur des erreurs, distribué selon une loi N(0,w?).

L’estimateur sans biais du maximum de vraisemblance de ¢ est ¢ = (M M)~'Y.
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Notons (e;) le résidu, estimation de lerreur(e;); ¢; = Y; — )/}Z ol )/}Z est la ¢™¢

valeur prévue par le modéle.

1
Z?:l 622-

n—p

L’estimateur sans biais de w? est S% =

. . . L, L ~ I~ 2
L’estimation des incréments est alors donnée par fi;; = e/ H4a+5"/2 of donc

celle des provisions est R = D ition Hij-
e Risque d’estimation et de prédiction

La matrice de variance-covariance des provisions )5 est estimée a I'aide de la

méthode Delta qui sera présenté dans la section suivante.

L’erreur d’estimation des provisions, erreur commise dans 'estimation des para-
meétres du modele, est donnée par :

—

@1?3 - Zi,j(Zﬁij)
Enfin, nous obtenons l'erreur de prédiction :
g = \/V(B) +0p

Nous avons obtenu les résultats des branches d’assurance caractérisées :

Branche | Dom.Auto | Dom.Biens | Dom.Habitation
Provisions | 14,25641 11,69584 18,22461
sep 97,2% 37,1% 61,4%
S? 0,538 0,339 0,213

TaBLE 2.8 — Tableau des provisions, erreurs relatives et parameétres de dispersion

e Validation du modéle par examen des résidus

Nous utiliserons les résidus studentisés pour test d’'indépendance des résidus dé-
finis comme suit :

(2.46)
ou :
-s est l'estimation de w l'erreur standard du modéle

-m; est le ¢ élément de la diagonale de la matrice de Hat, matrice de projection
des Y sur les Y; : H = M(M M)™'M' Leur étude permet en particulier de
détecter les valeurs «atypique», observations pour lesquelles |ef| > 2.
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Nous utiliserons un test de Kolmogorov-Smirnov pour vérifier I’hypothése de nor-
malité des résidus. Application aux Dommages Auto :

Normal Q-Q Plot

Sample Quantles
0

-2 -1 o] 1 2

Theoretical Quantiles

FIGURE 2.9 - le graphique QQ-plot sur les résidus

Le graphique QQ-plot sur les résidus est également sensiblement alignés des points
sur une droite de pente positive passant par 0.

Test pvalue | acceptation/rejet (seuil @ 5%)
Le test d'indépendance des résidus | 0,7215 onaccept
Le test de normalité des résidus | 0,0358 on rejette

FIGURE 2.10 - Le test d’indépendance et de normalité des résidus

residus en fonction des annéees de survenance

womo 00
oj@ao o

résidus
0

Q@EXD0 0

0 OR00

00 0pom
o]
0
q

0

T
o] 2 e S a

annees de survenance

FIGURE 2.11 - le graphique résidu en fonction des années de survenance
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Valeurs atypiques : (0,3), (0,4), (1,4), (3,5)

residus en fonction des années de déeveloppement
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FIGURE 2.12 - le graphique résidu en fonction des années de développement

Nous pouvons noter que indépendance des résidus est toujours acceptée. L’hypo-

theése de normalité n’est quant a elle qu’approximativement respectée, en parti-

culier pour la branche Auto.

residus en fonction des valeurs predites

résidus
0
f

T
Q 2 4 S =] 10

valeurs préevues

12

FIGURE 2.13 - le graphique résidu en fonction des valeurs prédites

Enfin, 'examen des graphiques des résidus en fonction des valeurs prévues et des
différentes variables explicatives ne doit faire apparaitre aucune structure non

aléatoire.
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2.2.3 La modélisation GLM

Le modele linéaire généralisé a été développé initialement en 1972 par Nelder et
Wedderburn.Ils sont une généralisation du modéle linéaire normal et sont formés
de trois composantes : la composante aléatoire, la composante systématique et la
fonction de lien.

e La composante aléatoire

On suppose que les variables aléatoires indépendantes (X; ;), Nous supposons
maintenant qu’elles suivent une loi de probabilité de type exponentielle. Leur
densité est définie par la formule suivante :

ity — b(0i;)
¢

f(xij,0i5,9) = exp { + (x4, gb)} (2.47)
Ou :

-0;; est appelé parametre naturel de la famille exponentielle.

-¢ est appelé parameétre de dispersion. Il est indépendant de i et j.

- b et ¢ sont des fonctions réguliéres spécifiques a la distribution.

e La composante systématique

La composante systématique est une composante déterministe du modéle. La
plupart des modeles de provisionnement sont basés sur un prédicteur linéaire n
de la forme :

nij=p+ao;+58; 4,7=0..,n (2.48)

Avec ag = By = 0
Ou :

- - représente I'inflation, supposée constante. Dans certains modeéles ce para-
meétre est nul.

-oy; : parametre dépendant du semestre de survenance.

-B; : parameétre relatif au délai de réglement.
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e La fonction de lien

Il existe une relation fonctionnelle entre les composantes aléatoires et la com-
posante systématique :

mij = 9(pij) i,J =0..n (2.49)

Ot g est appelé fonction de lien et est supposée monotone et différentiable.
Les fonctions de lien standards sont :

- lien identité : n;; = pi;

- lien logarithmique : 7;; = In(p;;) soit pij = exp(n;;)

On consideére que les montants de recouvrement incrémentaux X; ; sont indé-
pendants et suivent une loi de poisson de parameétre «;3;.

On aura donc :

{P(X = 1) = exp|(zlnk — A) + d(z)]x € N (2.50)

soit 6 = InA; ¢ = L E(X) = A V() = s W(n) = p

La contrainte 8y + ... + 3, = 1 permet en outre l'interprétation des ; comme
la fraction des recouvrements ayant eu lieu au cours du 7° semestre et des «;

comme le montant des recouvrements percu le semestre 1.

L’estimation des parametres est obtenue en maximisant la log-vraisemblance
du modéle linéaire généralisé.

L= H e:z:p(—oziﬁj)X—"yj' i+7<n (2.51)
i,j=0 E

logL = Z —aif8; + Xijlog(a;B;) —log( X, !) i +7<n (2.52)

i,j=0

Le modele de Poisson sur-dispersé Psg(), ¢) peut s’écrire comme :

X =~ P\, @) ssi % ~ P (%)

E(X) =NV(X) =¢E(X);V(p) = p

(2.53)

Ensuite, nous testerons également une modélisation par la loi Gamma.
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La spécification de la densité est la suivante :

Loi Gamma G(r, ﬁ) :

La fonction de vraisemblance associée s’écrit :

T 1 Xig \ " Xij o
L = H T(1/0) X, <¢Oézﬂj> exp <_¢Qzﬂj) i1+7<n (2.55)

,7=0

Xi;
logL = Z log <¢%6]> qbozzﬁj —log(X; ;) —log(I'(1/¢)) i+j <mn (2.56)

1,j= O
L’estimation des incréments est alors donnée par fi; ; = i@+ ot donc celle
des provisions est R =), ... 1l
e Risque d’estimation et de prédiction
L’application de la méthode Delta est détaillée ci-dessous. En notant :
o4 (1), o%(q;) et Jé(gj) les variances et Covg(p), Covg(@y) et COUR<B\]')

les covariances asymptotiques des parameétres, on peut définir la variance asymp-
totique de 'estimateur du prédicteur linéaire 77 par :

o%(7) = o} () + o }(@) + o}(B)) + 2Cov(f, &;) +2Cova(fi, B;) +2Covk(@;, ;)

Soit de facon équivalente, avec I’écriture matricielle :

Yor@) = J, > r(C )J ot ) (¢ ) désigne la matrice de variance covariance des
estimateurs.

C =17, (@)ieo..m: (Bj)jzomn de dimension [2(n+1)+1, 2(n+1)+1], et J, la ma-
trice jacobienne relative a la transformation n: ¢ = n({) =n;; = p+ a; + 5; de
taille [(n + 1)%, 2(n+1)+1] définie par :

5772;7

A 2.57
o (2.57)
Oy _ 1 si k=i (2.58)
Doy 0 si k+£i '
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OB |0 si k+#j
A cette étape, il est nécessaire de mettre a zéro les lignes pour lesquelles la
contrainte a été appliquée c’est-a-dire celles o1 le 7; ; = 0.

On définit ensuite la matrice de variance covariance des fi;;, notée Y o(11), &
partir de la matrice jacobienne D issue de la relation entre les 7; ; et les p; ;. La
matrice D, de taille [(n + 1)2,(n + 1)?] est une matrice diagonale dont les valeurs
sont (g7") (n;;) soit dans le cas du lien logarithmique directement les valeurs
estimées [z; ;. Les valeurs de j1; ; qui ont été utilisées sont en réalité celles qui sont
obtenues apres la mise en place de la contrainte, soit les fi; ;. On obtient alors :

S @) =D>@D. (2.60)

R

Enfin, la matrice de variance covariance du montant espéré de recouvrement

S (ER)]) = .Y (1), (2.61)

R

est donnée par :

avec J, la matrice Jacobienne [n + 1, (n + 1)?] de la fonction qui relie les fi; ; a
E(Ri), définie par :
0 si k#i
=0 si k=i,l<n-—i (2.62)
[ st k=1l>n—1

OE(R;)
a,uk,z

Il n’est pas nécessaire de modifier la matrice J, puisque on a bien :
n
E(R;) — > Iy
j=n—i+1
La variance du montant total de recouvrement espéré E(R) est donnée par la
relation

FL(ER)) = Jr Y_([E(R)))Jy (2.63)
R

ou Jp est la matrice ligne [1,n+1] contenant que des 1, correspondant a la
matrice jacobienne de l'application reliant les E(Ri) a E(R).

VIR =3 S Vi), avee b= 3 Ty

1+j>n N — p i+ji<n V(MU)
L’erreur de prédiction est alors donnée par
sepp = \/V(R) + 5z (2.65)
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Les résultats obtenus sont les suivants :

Modele | modéle Log Poisson surdispersé | modeéle Log Gamma
Branches | Dom.Auto Dom.Biens Dom.Auto | Dom.Biens
Provisions | 13,073 10,982 13,367 11,078

sep 112 % 14,3 % 482 % 49,7 %
) 112 87 0,07 0,14

TaBLE 2.9 — Tableau des provisions, erreurs relatives et parameétres de dispersion

Le modéle Log Poisson nous donne bien les mémes montants de provisions que la
méthode Chain-Ladder ; en revanche, l'erreur de prédiction est relativement infé-
rieure dans le cadre de ce modeéle. En ce qui concerne le modéle Log Gamma, les
montants sont sensiblement proches des résultats précédents. Nous pouvons néan-
moins remarquer que l'erreur de prédiction est plus importante pour les branches
a liquidation courte, comme pour la régression Log Normale.

e Validation du modéle par examen de résidus

Le graphe des résidus peut permettre de détecter la présence de valeurs aber-
rantes. Pour chaque cellule du triangle supérieur (tel que i+j < n), 3 types de
résidus peuvent étre définis :

- les résidus bruts : r; ; = X;; — 1t;;; En pratique ces résidus ne sont pas adaptés.

: . Xij — Wi
- Les résidus non standardisés de Pearson : 7“@%? ) — %
O\ Hij

- Les résidus de la déviance :

d ~
{7“@%) = sgn(Xi; — Hij)\/dij

dij = 2Xi,(6; ) 0,

(2.66)
— 0i5) — [b(0i5) — b(0;5)]

~ -~

ou Hl'j = b_l(Xi,j) et eij = b_l(:ai,j)

A partir des résidus de déviance, il est possible de déterminer un estimateur

convergent de ¢ par q/b\ = avec t le nombre de données du modele et p le

nombre de parameétres de la régression.

Des indicateurs de la qualité d’ajustement du modéle aux données et d’analyse
des résidus sont donnés par :

- La statistique du x? de Pearson :
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Z “” i+j<n (2.67)

- La Déviance :

n
D=2 X,;;(0; — 0) — [b(0)) — [b(0;5) = b(05)] i +j < (2.68)
i,j=0

Plus la déviance D est faible, plus I’ajustement par le modéle est bon. Cependant,
cet indicateur ne permet pas de comparer plusieurs modélisations entre-elles, sauf
dans le cas ot la composante aléatoire est identique.
Pour pouvoir comparer les modeéles a structure (V) ¢) différentes, Nelder et Al
(1987) ont introduit la quasi-vraisemblance étendue ¢*. Pour choisir un modéle,
il suffit de minimiser la fonction :

—2¢™( Z dij+ Y In2reV(X;;)] (2.69)

H—j<n 1+7<n

Les graphiques suivants représentent la distribution des résidus de Pearson dans
chacune des modélisations.

Modéle Gamma Modéle de Poisson (sur-dispersé)
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TABLE 2.10 — Distribution des résidus de Pearson
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Le tableau suivant donne la statistique -2¢™ obtenue pour chacune d’entre-elles.

statistique -2¢™
Poisson sur dispersé | Poisson simple | Gamma
1078 858 373 2066

TABLE 2.11 — Valeurs de la statistique -2¢™

Les résultats nous indiquent que le modeéle de poisson simple ne semble pas adapté
a nos données. Nous allons donc I'exclure de nos résultats et nous focaliser sur les
distributions gamma et poisson sur-dispersé.

Méthode C-Ladder L.Normale | L.Poisson Surd. Gamma
Coefficients | Provi | sep | Provi | sep | Provi sep Provi | sep
Dom.Auto | 13,073 | 9,4% | 16,945 | 91,9% | 13,073 | 82% | 13,365 | 39.8%
Dom.Biens | 10,981 | 9.8% | 12,601 | 58,3% | 10,981 | 89% | 11,077 | 41,2%
Dom.Energie | 41,095 | 6,1% | 44,521 | 26,7% | 41,095 | 8.3% | 41,837 | 22,6%

TaBLE 2.12 — Tableau récapitulatif des provisions et des erreurs de prédiction asso-
ciées

Le modeéle Log Poisson, qui donne les mémes montants de provisions que la
méthode Chain-Ladder, avec toutefois une erreur de prédiction plus faible, semble
étre le modele qui s’adapte le mieux aux données. Le modéle Log Gamma estime
des montants du méme ordre, et confirme donc les résultats précédents. En
revanche, la régression Log Normale surestime l’ensemble des montants. L’erreur
de prédiction associée est d’ailleurs supérieure a celle des autres méthodes,
quelque soit la branche considérée, plus particulierement pour les branches a
liquidation courte.

Par la suite, nous allons donc principalement retenir le modéle Log Poisson
Surdispersé et le modéle Log Gamma, & titre de comparaison. Nous avons choisi
le modele Log Poisson Surdispersé parce que sa erreur de prédiction est faible.

Comme nous 'avons dit précédemment, ces méthodes ne donnent qu’une estima-
tion des provisions. Aprés avoir pris en compte 'inflation future et actualisé les
paiements, nous obtenons les Best Estimates suivants :

Méthode | Chain-Ladder | Log Normale | Log Poisson Surd. | Gamma
Dom.Auto 13,098 16,986 13,098 13,395
Dom.Biens 10,992 12,621 10,992 11,089

Dom.Energie 40,831 44,219 40,831 41,552

TABLE 2.13 — Tableau récapitulatif des Best Estimates
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Chapitre 3

Le risque de provisionnement et bootstrap

3.1 Etude de la base de données

Le but le plus important de toute la compagnie d’assurance non-vie qui est
efficace sur toutes les opérations d’assurance. la différence entre ’assurance vie
et non-vie est la période de validité de la police d’assurance, contrats d’assu-
rance non-vie est généralement de courte durée de 1 a 3 ans. L’année récurrente
se déroule du 1/1/n au 31/12/n. Le 31/12/n est la date d’inventaire( ou de fin
d’exercice).

Les sinistres sont rattachés a lannée d’origine(origin year) qui peut étre :

-l’année de survenance(accident year)

-I’année de soucription(underwriting year)

-’année de déclaration(report year)

Le rattachement le plus fréquent est celui de 'année de survenance.

L’effet réel des activités d’assurance sont enregistrés a ’année de souscription.

Le Best Estimate est constitué d’'une composante « Prime » qui correspond a la
valeur actuelle des engagements d’assurance couvrant des sinistres non-survenus &
la date d’évaluation pour lesquels la compagnie est engagée et d’'une composante
« Sinistres » qui correspond a la valeur actuelle des cotits futurs des sinistres sur-
venus, qu’ils soient connus ou non de I'assureur, a la charge de ’assureur.

Lors du calcul en Best Estimate, la frontiére entre la provision de prime et la

provision de sinistres est assez difficile a définir pour les activités gérées en sous-
cription. En effet, le Best Estimate de sinistres, dés lors qu’il est appréhendé par
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génération souscription, par mécanique calculatoire, couvre a la fois les sinistres
survenus et sinistres a venir.

Le Best Estimate sinistres devrait étre déterminé en dissociant les éléments
bruts de réassurance, les effets de l'inflation, les recours, la provision pour frais
de gestion des sinistres (calculée brute de réassurance et a la charge exclusive de
’assureur) et les impacts de la réassurance.

Il parait donc raisonnable de calculer, dans un premier temps, un best esti-
mate au brut de réassurance, puis passer au net de réassurance. Le calcul du best
estimate devrait ainsi comporter les différentes phases ci-dessous :

- Projection des triangles de charges et de paiements au brut de recours en-
caissés par catégorie avec prise en compte de 'inflation,

- Projection des triangles de recours encaissés par catégorie,

- Estimation de I'impact de la réassurance en fonction de la nature des traités
(différentes clauses particulieres) et de I’évolution de ces derniers,

- Actualisation des cash-flows futurs au taux sans risque.

L’assurance Non-Vie est assujettie & des fluctuations liées a I'environnement
économique. Ces modifications impacteront le niveau des primes, les conditions
dans lesquelles se feront les affaires nouvelles mais également leur rentabilité, avec
un décalage temporel. Ces fluctuations caractérisent le cycle de souscription de
I’assurance Non-Vie, ce dernier est directement lié au calcul du Best Estimate de
primes.

Toute société doit mettre en place les outils de gestion de données lui per-
mettant de disposer d’un historique de données fiables suffisant pour les branches
qu’elle pratique (la profondeur des historiques requis est indiquée dans les fiches
par nature de garantie). Ce point est particuliérement crucial pour les sociétés
dont toute ou partie de la gestion est déléguée, pour les entités nouvellement crées,
les branches nouvellement lancées ou pour les fusions/acquisitions de portefeuille
conduisant souvent a la coexistence de données hétérogénes dont le traitement
peut poser des difficultés.

Dans la mesure du possible, la compagnie doit reconstituer les historiques de
données afin d’appréhender le déroulement de la catégorie et d’intégrer 'ensemble
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des éléments de rupture. Les données nécessaires sont les suivantes (1’historique
de données nécessaire étant fonction de la duration de la catégorie) :

- Primes : historique des primes acquises et émises par exercice de rattachement

- Sinistres : réglements, recours encaissés, charges de sinistres, nombre de si-
nistres, cotit moyen en distinguant les sinistres graves des sinistres attritionnels
(triangles de liquidation),

- Frais : frais de gestion des sinistres, commissions fixes ou variables, frais d’ad-
ministration et autres frais.

De facon générale, on retient comme hypothése que les historiques passés in-
tégrent des éléments d’inflation dans les données courantes et que les évolutions
futures conservent ce type d’évolutions. On considére alors que 'inflation future
correspond a l'inflation passée.

Néanmoins, dans certaines conditions, ces hypothéses doivent étre remises en
cause. C’est régulierement le cas pour des sinistres a développement long dont la
gestion peut s’étaler sur des périodes relativement différentes. La difficulté consiste
alors a déterminer l'inflation passée et prévoir celle du futur sur une période de
plusieurs décennies.

Par conséquent, comprendre le cycle de la couverture des produits d’assurance
non-vie, les facteurs qui influent sur 'activité d’assurance, la construction de mo-
deles internes pour calculer les réserves d’assurance et des simulations de tendance
activités commerciales sont des facteurs importants & faire par un ou une actuaire.
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3.2 Le bootstrap

La méthode de Bootstrap a été introduite par Efron en 1979 dans le but d’esti-
mer le biais et la variabilité d’un estimateur dans un contexte non paramétrique.
Le principe consiste & simuler un grand nombre d’échantillons de taille N, en
tirant aléatoirement avec remise N observations a partir d’'un échantillon initial
de N variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) (Xj,
Xs,...,Xy) de fonction de répartition commune F. Cette méthode est donc aussi
appelée méthode de « rééchantillonnage ».

L’utilisation du bootstrap suppose que les éléments de 1’échantillon de départ
solent indépendants et identiquement distribués(iid). Les variables (X; ;) ne sont
en général pas identiquement distribuées. Il est donc préférable d’avoir recours aux
résidus du modéle, en particulier les résidus de Pearson car plus simples a calculer.

Nous somme présenter d’abord le principe de rééchantillonnage des résidus
dans deux modeéle de Poisson et Chain Ladder. Le modeéle Log Poisson donnant
les mémes résultats que la méthode Chain-Ladder, 'utilisation de cette derniére
est une solution pour diminuer le temps de calcul.

Pour corriger le biais dans la comparaison des estimations analytiques et boots-
trap d’erreur de prédiction, il est conseillé d’ajuster les résidus en intégrant le

nombre de parameétres de régression dans l’erreur bootstrap de prédiction. On

‘ N
fjj rf .ot N est le nombre d’éléments de
N—-—pY

I’échantillon et p le nombre de parametres de régression.

définit les résidus ajustés par r

La méthode du bootstrap :
- Ajustement un modele linéaire et estimation des valeurs prévues (1i;).

- Calcul des résidus de Pearson du modéle :

p _ Tij — [hij
ry = —— (%) (3.1)
’ (i)

- Les résidus de Pearson ajustés sont donnés par :

ajt n »
— X 7. 3.2
" \/1/2n(n Y1) —2nt1 (3:2)

- Pour b=1...B(B=5000 ou 10000) :
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-Rééchantillonnage avec remise des résidus.

Ces résidus bootstrapés sont notés(r Zj) -En inversant la relation(*), obtention
d’un nouveau triangle, appelé «pseudo-triangle» , composé des valeurs

(i)" = Ty + (r8)"\/V (Tiz) (3.3)

Le modele réalisé avec les donnés sources est utilisé avec chaque jeu de don-
nées. Autant de projections que de jeux de données sont obtenues. A partir de ces
projections, une distribution des réglements futurs est estimée. Il suffira alors de
calculer les moments de cette loi et de choisir un quantile en fonction du risque
choisi pour obtenir le montant de la provision.

Le bootstrap est une méthode d’inférence statistique basée sur l'utilisation de
I'ordinateur qui peut répondre sans formule & beaucoup de questions statistiques
réelles. Il est incontestable que 1'utilisation des techniques de rééchantillonnage a
été rendue possible grace a la généralisation des moyens de calculs performants.
Ces techniques reposent, au départ, sur des idées simples. Toutefois, il faut bien
admettre que les développements apportés aux méthodes de base leur ont fait
perdre une partie de cette simplicité.

-A T’aide d’une nouvelle modélisation GLM appliquée au pseudo-triangle, dé-
termination d’une nouvelle estimation des provisions notée R

-A partir du B-échantillon des provisions (}/%b), nous pouvons alors estimer la
moyenne, la variance et I'erreur de prédiction du montant de provisions.

1 <~
:Zz§j£:]%b (3/Q
b=1
Risque d’estimation :
Var® Z[Rb EP(R) (3.5)

Risque de processus : R
=6 > V(i) (3.6)
1+j>n

Erreur de prédiction :

sep = \/V(R) + VarB(R) (3.7)

Nous avons utilisé cette méthode pour 10000 simulations avec les modeles Log
Poisson surdispersé et Log Gamma.
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FiGUrE 3.1 — Graphiques des provisions par modeélé log poisson pour la branche
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FIGURE 3.2 — Graphiques des provisions par modeéleé log gammma pour la branche
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Branches | Modeles| R | EB(R)| VarB(R) V(R) sep/R
Poisson | 13,153 | 13,323 | 637,823 | 2169,142 | 8,92%
Gamma | 13,448 | 13,737 | 31286,61 | 26350,83 |41,64%
Poisson | 12,669 | 11,211 | 765,637 | 1296724 | 7.47%
Gamma | 11,141 | 11,372 | 22878,797 | 18710,976 | 41,64%
Poisson | 43,591 | 43,439 | 765,637 | 23602,339 | 9,67%
Gamma, | 44,612 | 45,092 | 116550,106 | 44924,071 | 26,34%

Dom.Auto

Dom.Biens

Dom.Energie

TaBLE 3.1 — Tableau récapitulatif des résultats donnés par le bootstrap

Le calcul de la variance des provisions simulées par Bootstrap fournit alors un
estimateur de 'erreur de prédiction. Dans I'approche simulatoire, et en supposant
les incréments indépendants, on estime la variance des réserves définie comme la
variance de la somme des incréments du triangle inférieur :

Branches | Modeles | VaR a 95% | VaR a 99,5%
Poisson 14,367 15,213
Dom.Auto == e | 20,042 26,619
Do Biens Poisson 12,369 13,127
Gamma 17,292 25,845
Dom. Energie | £t | 50,068 54.194
Gamma 60,585 74,113

TaBLE 3.2 - VaR a 95% et VaR 4 99,5% des provisions

Ces résultats tiennent compte de I'inflation future et de I'actualisation. Ils sont
donc comparables a des Best Estimates. Le bootstrap ne s’applique que sur des
résidus indépendants et identiquement distribués. Le bootstrap n’est pas robuste
pour 'estimation des quantiles élevés dans la mesure ot souvent les données que
I’on posséde ne refletent pas les observations concernant ces quantiles. Il faut ajus-
ter la queue de distribution.

De maniére générale, le modeéle Log Gamma donne des distributions & queue
plus épaisse que le modéle Log Poisson Surdispersé.

96



Chapitre 4

Mesurer le risque de provisionnement a
horizon un an

4.1 La méthode de Merz-Wiithrich

La méthode de Merz et Wiithrich proposent une méthode pour obtenir une
estimation a 1 an de la variance de la variation calendaire de la charge de si-
nistres ultime estimée. Ceux-ci se sont appuyés sur le modéle de Mack qui mesure
I'incertitude a 1'ultime pour proposer une formule approchée fermée de l'erreur
quadratique moyenne de prédiction conditionnelle du CDR observable, par rap-
port & 0 et par rapport au CDR réel. Pour estimer le risque a un an, nous allons
chercher & analyser I'incertitude liée aux Claims Development Results (CDR) i.e.
lice a la différence entre deux estimations successives du montant des Best Esti-
mates.

Les hypothéses de Merz et Wiithrich sont similaires a celles de Mack, en ra-
joutant toutefois la condition de Markov :

-Les paiements cumulés C; ; des différentes années de survenance sont indépen-
dants

-(Cij);>0 est une chaine de Markov et il existe f; > 0 et o; > 0 telles que,
VI<j<IVI<i<I,

{E[Ci,j | Cij—1] = fj-1.Cij1

: (4.1)
VCLT’[CZ',]‘ ‘ Ci,j—l] = O'jfl-ci,j—l

Dy et Dyyq désignent l'information disponible aux dates t = T et t =1 + 1

respectivement :
D]:{CZ'J;Z‘—{-]‘SI,Z‘SI} (42)
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On observe une diagonale supplémentaire des paiements dans 'ensemble Dy, .
En termes mathématiques, la tribu D; est étendue & la tribu Dy;.

Les estimateurs de Chain-Ladder dépendent de la date de considération des
données :
Ent =N,

A~

—j—1
f[ — Zzzg Ci,j—|—1 (4 4)
I—j—1 )
YL Gy

Ent =N + 1,

I—j
]?I+1 _ Zi:O Ci,j+1
J I—j
21:0 Cm‘
Grace aux estimateurs de Chain-Ladder, il ressort les estimateurs sans biais
des charges futures :

(4.5)

Ent—N,Vj>1—i+1,

j—1
~ 1
Cli=Cir I H (4.6)
h=I—i
R} =Cir—Cis (4.7)
Ent— N 1,Vj>1—i+t2
7—1
CH'=Ci. [ £ (4.8)
h=I—i+1
R =Cir—Cirin (4.9)

e Claims Development result (CDR)

Le modele sous-jacent que les auteurs utilisent est celui proposé par Mack pour
I’approche Chain Ladder. Les hypothéses de ce dernier modeéle doivent donc étre
vérifiées. Les premiers travaux ayant pour but de mesurer le risque de provision-
nement a un an. Ils considérent la différence entre I'estimation de la charge ultime
calculée en t = I et la prédiction de la charge ultime calculée en t =1 + 1. Cette
différence est appelée Claims Development Result, notée CDR; pour 'année de
survenance 1 :

CDRZ(I—I— 1) = E[C@[ | D[] — E[Ci,] ‘ D[+1] (410)

1
CDR(I+1)=) CDRi(I+1) (4.11)

1=1
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L’erreur de prédiction des Claims Development Result peut étre vue de deux ma-
niéres différentes :

- Le point de vue prospectif, une prédiction du CDR sur I'année I +1, a partir
des observations des sinistres en date t = I

- Le point de vue rétrospectif, en date t =1 + 1, et on obtient une réalisation
du CDR observable :

/\(I+1)

CDR;, ~=Cl,-ci! (4.12)

Les (C; ;);>0 possédent les propriétés d’une martingale, :
E[CDR;(I+1)| D;] =0 (4.13)

Cette derniére propriété signifie que le CDR réel serait égal a 0 si les facteurs de
développement étaient parfaitement connus. Cependant, Le CDR réel n’étant pas
observable, nous utilisons un estimateur de cette quantité : le CDR observable. Le
CDR observable correspond donc a la différence entre le montant des réglements
cumulés ultimes estimé a partir de I'information disponible & la date t = T et
celui estimé & partir de 'information disponible & la date t = I + 1. Les éléments
inconnus du CDR réel sont remplacés par les estimateurs associés a la méthode
de Chain-Ladder : les sinistres a l'ultime E[C; | DI] et E[Cir+1 | Drs1] sont
remplacés respectivement par les estimateurs C’I et CZI }’1 :

CDR(I +1)=Cl, - Cl! (4.14)

e Erreur de prédiction 4 1 an

L’objectif de la méthode est donc de calculer 'erreur de prédiction a 1 an. Il
s’agit de quantifier deux termes : une vision prospective avec I'erreur de prédiction
des CDR observable par rapport a 0 et une vision rétrospective en quantifiant la
distance entre le CDR réel et le CDR observable :

MSEPgpp 41,0 = E(CDR(I +1) - 0)* | Dy (4.15)
MSEPz55 . 1p, (CDRi(I +1)) = E[(CDR:(I + 1) — CDRi(I +1))? | D]

. (4.16)

o
Les travaux de Merz et Wiithrich s’appuient sur I’hypothése 732 < Cr—j41,5 per-
J

I I
mettant de recourir a la simplification [[(1+a;) =1+ Y a;
j=1 =1
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Merz et Wiithrich proposent alors un premier estimateur de la variance des
CDR :

Var(CDR,(I +1) | Dy) = (C)*¥! (4.17)
Avec :
~2 I-j-1 2
7 o UI i . 1 1 N Ci,j—i—l_/\.
\I[iJ - (f]ii)Q_Ci’I_i - (]/(.;[721)2.02.71_1. [ — ] + 1 ; Cl,j ( Civ' f]) (418)

Sous les conditions de Chain-Ladder, en date t =1 + 1, les estimateurs des MSEP
conditionnelles sont définies pour chaque année de survenance i = 1...I. Les deux
erreurs définies précédemment peuvent alors se calculer par des formules fermées.

e MSEP du CDR observable par rapport au CDR réel

Nous avons alors comme estimateur de cette erreur de prédiction :

~ ~ ~1
MSEPODR(IH \D; (CDRi(I+1)) = (CI)X®L, + A ) (4.19)
Avec : . ,
~ _ C],jj o2
TR ( = ) = (4.20)
ST \ 9 (f1H2.01,
~9 I-1 Cr . 2 ~92
~1T O7_; I—j,j g
(ff_)%S1_, j=I—i+1 5 (EI)QS}
Ou i
Si=> Cy (4.22)
i=0
I-j
S =3 "¢, (4.23)

Le premier terme d! ;.1 correspond a l'incertitude intrinseque du processus sto-

chastique tandis que le second terme AZ- ; correspond au biais de ce processus.
)

e MSEP du CDR observable par rapport & 0

AT o ~1
MSEPC’DR(I+1)|DI( ) = (CZ'I,I)Q(%{I + N g) (4.24)

Avec : R
”_q>11+xp zcbz{f (4.25)

La MSEP se décompose en deux termes : 'erreur d’estimation faite sur la pre-
miére diagonale et I'erreur d’estimation faite sur les diagonales suivantes.
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e CDR agrégé
L’erreur de prédiction du CDR réel agrégé considére l'erreur d’estimation pour
la diagonale suivante (j = I - 1) mais écrase toutes les erreurs d’estimation des

Cr
diagonales d’aprés (j > I — i) par le facteur ——22 < 1,

I+1 =
SJ
I
MSEPE CHR(I+1) DI(Z:ZI CDR;(I+1)) =
ZMSEPCDR(IH s (CDR{(I+1))+2. Y CL.CL( <I>ZII+A ;) (4.26)
=1 k>i>0
Avec :
—~ I-1 2 ~9
Ny CZI i 0-% Cl—j,j o
a,=Gn T > (TR o un
Sit (fI D251 j=I—i+1 5j (E)st
Pour la MSEP conditionnelle autour du 0, nous devons alors définir :
52
=0l + Ol (4.28)

(FLi)2.57%
Et ainsi : MSEPE 1CDR(I+1)|DI(O) =

~1
ZMSEPCDR(LH |D1 )+ 2 Z ol Ckf +841) (4.29)

i=1 k>1>0

En développant les formules, nous obtenons :

MSEPZ CDR(I+1)\D1(O) -

L ~ 0-% i O-% i -1 Offjj 6'\]2
> |(Clp)? + + > o=
i=1 ’ (f[—i)2'Cz’I,I—i (f]—i)2-S[I_Z' j=i—i+1 S5 (f)2.S]
=2 I—1 =2
AT A 07 i Crjj 95
+2. ) CL.CL | = + 2 i (4.30)
k;o R (07 I ENC/ S s Sf“ (fj])Q.Sj

Cette derniére formule fermée nous permet donc de calculer le risque de provi-
sionnement & un an pour I'ensemble du portefeuille considéré.

Le modele de Merz et Wiithrich peut soulever quelques critiques :

-1l ne permet pas d’apprécier correctement la volatilité au niveau de la queue
de distribution.
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-I1 est fondé sur le modéle de Mack dont les hypothéses peuvent étre non per-
tinentes au niveau de la queue de distribution.

-I1 est fait I’hypothése que le Best Fstimate a horizon un an est sans biais.
Dans la réalité, ce n’est pas forcément le cas.

~2
-L’hypothese 07‘; < Cr-j+41,; peut également étre mise en doute.
J
Les travaux de Merz et Wiithrich supposent, comme ceux de Mack, que le
déroulement des sinistres suit un modéle de Chain Ladder. Elle fournit en effet
une expression fermée de la volatilité & un an de la variation calendaire de la charge
de sinistres ultime estimée. L'importante utilisation de la méthode Chain Ladder
induit une préférence pour ce modéle Merz Wiithrich qui est relativement simple
a implémenter et non paramétrique. Il est possible dans certains triangles que
I'incertitude & un an soit supérieure a l'incertitude & long terme. Cette méthode
ne permet pas a priori d’appliquer un facteur de queue de développement, ce qui
peut véritablement s’éloigner de la réalité de la sinistralité de certaines branches.
C’est pourquoi on s’intéresse désormais a une autre approche, a savoir la technique
du bootstrap, afin de trouver une alternative aux problémes évoqués.
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4.2 Calcul du SCR

Le SCR est le Capital de Solvabilité Requis (Solvency Capital Requirement). Il
est égal a la Value at Risk a 99,5% a un an des fonds propres de base, soit la
perte maximale possible & horizon un an avec une probabilité de 99,5%. Le calcul
du SCR peut se faire par une formule standard ou par un modéle interne (calculs
des FP propres aux sociétés) complet ou partiel.

e Formule standard
- Calcul SCR par la matrice de corrélation entre les branches :

SCR=p(o) xV (4.31)
Ou :
-V = Z* V:"

-V, est Best Estimate des provisions pour sinistres a payer pour une branche.

1
-0 = W ZZ,] CO’I“’I“ *i,j O'ZO'j‘/;‘/j

- Corrx; ; est la matrice de corrélation entre les branches.

Corrx Dom. Auto | Dom. Biens | Dom. Energie | Dom. Habitation
Dom. Auto 1 ° o °
Dom. Biens 0.5 1 ° °
Dom. Energie 0.25 0.5 1 °
Dom. Habitation 0.5 0.5 0.25 1

TABLE 4.1 — Matrice de corrélation entre les branches

- Calcul SCR par la méthode de Merz et Wiithrich :

A partir du calcul de Perreur de prédiction (MSEP), nous pouvons en déduire la
volatilité des réserves a 1 an, comme il est suggéré dans la Formule Standard :

vVMSEP
of = ——— (4.32)
BEcr
Avec :
MSEP : L’erreur de prédiction & 1 an, calculée précédemment

BE¢; : Le Best Estimate du montant des provisions estimé par la méthode de
Chain-Ladder.
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La premiére méthode pour déterminer le SCR repose sur la mesure de l'incerti-
tude & horizon un an par une formule fermée, en 'occurence, dans ce mémoire,
celle proposée par Merz et Wiithrich.

L’application du modéle de Merz et Wiithrich s’avére ensuite assez simple
puisque qu’une formule fermée permet de calculer directement la MSEP et le

quantile du risque de réserve en découle directement selon ’approche sélectionnée.

Nous avons appliqué pour calculer le SCR avec différents parametres :

Parameétres | P.donnés dans la matrice | P.donnés par modéle de Merz-W
Coeflicents o . SCR o . SCR
poisson | gamma poisson gamma,
Dom.Auto 9 % 3,77 3,85 | 13,56 % | 6,41 6,55
Dom.Biens 10 % 3,51 3,06 14,5 % | 5,57 5,62
Dom.Energie | 11,78 % | 12,08 354 | 55% | 7,18 7,34

TaBLE 4.2 — Résultats des SCR donnés par la formule standard avec différents
parametres

e Simulations de lois Log Normales

Nous supposons que les provisions suivent une loi Log Normale de parameétres
(p, o) avec :

1 MSEP
1= In(BEcr) — éln (1 + > . ol=In <

MSEP
BE?,

BES, +1) 43

En effectuant 10 000 simulations de cette loi, nous obtenons une distribution
provision.

Toutefois, il est important de remarquer que le modeéle de Merz-Wiithrich évalue
le risque & un an des provisions et non du Best Fstimate. Nous allons donc faire
I’hypothése suivante :

Quelque soit le triangle a I'ultime, BE — a% Provisions.

A partir des résultats de Merz-Wuthrich, nous estimons la VaR & 99,5 % & un an
des provisions et en déduisons la VaR & 99,5 % du BE & un an :

BE; P
VaRly ( e BEO) -

oz%VaRé%% (provisions, + P, — provisionsy)

(4.34)
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Application pour 10 000 simulations :

Branches | SCR provisions | alpha | SCR BE
Dom.Auto 6,435 1,00313 | 6,442
Dom.Biens 5,328 1,00213 | 5,351

Dom.Energie 6,938 0,92724 | 6,862

TaBLE 4.3 — Résultats des SCR donnés par la loi log-normale

Pour les branches Dommages Auto et Dommages aux Biens le paramétre alpha
est supérieur a 1. Ceci est di au fait que ce sont des branches a liquidation
courtes : l'actualisation n’a que peu d’impact sur les flux futurs (a faibles
montants).

Par ailleurs, cette méthode semble sous-estimer le montant du SCR pour les
branches des Energie.
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4.3 La méthode GLM Bootstrap

La méthode Bootstrap GLM (Generalized Linear Model), également appelée
GLM bootstrapé introduite par England et Verrall. Cette derniére méthode
permet de contourner les inconvénients du modéle de Merz et Wiithrich, elle
permet d’analyser plus finement les sources d’incertitudes au niveau de la queue
de distribution et permet de distinguer a la fois 'erreur de prédiction et 'erreur
d’estimation du modele. De plus, la méthode du bootstrap permet d’obtenir la
distribution compléte des provisions, au contraire de la formule fermée de Merz
et Wiithrich qui ne propose que les deux premiers moments.

Nous allons utiliser les méthodes traditionnelles et rééchantillonnage des résidus
pour simuler un grand nombre de nouvelles « diagonales » d’incréments les
paiements survenus entre n et n+ 1 :

-modélisation GLM, tirage de la premiére diagonale notée( PP)

-intégration au triangle initial et obtention d’un « trapeze ».

-application d’une nouvelle modélisation GLM et estimation des provisions a un
an, (BE?).

-on réitére ce procédé B fois.

Nous partons d'un bilan & t=0 de la forme suivante :

ACTIF PASSIF
1 | FR=A—BE
0 BE,

Nous supposons que l'actif est investi au taux sans risque r et que les paiements
surviennent en milieu d’année.

A t=1, le bilan sera de la forme :
ACTIF PASSIF

Ay = Ag(147) = P (1 +7)/? FP = A, — BE,
BE,

FP
1+

Les pertes d'une année sur 'autre sont représentées par F'Fy — , soit :
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A, — BE BE P
L ) & Pertes = L + L BE)

1+7 l+r 1+r

Le calcul du (SCRNon — Vie)propisions revient donc a évaluer :

Pertes = (Ay — BEy) — (

BE P
1 1 1
—— — BE 4.
BE! P
Ensuite, nous pouvons calculer le SCR :VaRgg 59 ( + L BEy) ou

1‘|'7“1 \/1+T’1

r1 est le taux d’actualisation & un an et BEy le Best Estimate du montant de
provisions a provisionner calculer en t—=0 par 'une des méthodes exposées dans
la partie précédente.

Application du bootstrap a un an :

Branches | Modéles | moyenne | SCR
Poisson -1,01 2,731
Gamma 0,06 11,482
Poisson | -0,084 | 2,165
Gamma | 0,002 | 12,829
Poisson | -0,632 | 9,177
Gamma | -0,373 | 22,031

Dom.Auto

Dom.Biens

Dom.Energie

TABLE 4.4 — Résultats du bootstrap GLM a un an

Il semblerait que cette méthode sous-estime le SCR. des branches a développement
court dans le cas Log Poisson. En revanche les résultats pour les branches longues
sont relativement semblables & ceux trouvés par la formule standard ou a l'aide
du modeéle de Merz-Wiithrich, mis a part le SCR obtenu par modélisation
Gamma sur la Dom.Energie (nous avions remarqué précédemment que ce modeéle
n’était pas adapté au triangle Dom.Energie).
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4.4 Modélisation des valeurs extrémes

L’évaluation des sinistres graves fait notamment appel a la Théorie des Valeurs
Extrémes (en annexe). En pratique la tarification IARD est en général effectuée
dans le cadre trés général des modéles fréquence-cofit :

N
S = Z Xz + IG x G

i=1
avec N le nombre de sinistres (souvent supposé suivre une loi de Poisson), X le
colit unitaire d’un sinistre (en général gamma ou log-normal), I l'indicatrice de
survenance d’un sinistre grave (souvent supposé suivre une loi log-normale) et G
le cotit d’un sinistre grave (par exemple de type Pareto). La base des sinistres
individuels permet de calibrer ces différentes méthodes. Pour chaque méthode
illustrée, nous utiliserons les notations suivantes :
- u est le seuil d’acceptation des graves

S|

n
- pu la probabilité (empirique) de dépasser le seuil : p, = —. > Qx>
i=1
Apres avoir appliqué chaque méthode de choix du seuil, nous pourrons discuter
du choix retenu dans le cadre de notre modélisation.
La recherche du seuil de modélisation des graves ne concerne que le périmétre
Dommages aux biens puisque la branche Dommages automobiles n’est constituée
que de sinistres attritionnels, modélisés par une approche globale. En effet, les
sinistres automobiles sont le plus souvent limités au cotit du véhicule, limitant le
montant maximal d’indemnisation.
Nous étudions ensuite la distribution de la charge de sinistres a travers la repré-
sentation de la fonction de répartition.

Fonction de réepartition de la charge de sinistres

:

06 08 10
| |

Frix)

04

00

FIGURE 4.1 — Etudes de la distribution de la charge de sinistres
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Sur la fonction de répartition de la charge de sinistres, nous observons que la
charge de sinistres a 12,366 M$ est proche d’un quantile & 99%.

Estimation de Hill

Le seuil u correspond au seuil a partir duquel I’estimateur de Hill devient constant.

co

Hil)

kK

FiGURE 4.2 - Graphique de I'estimateur de Hill en fonction du seuil
Nous observons que 'estimation est relativement stable jusqu’a un seuil de 10,5
MS$. Nous en déduisons d’aprés cette méthode que 'on peut prendre un seuil de
graves jusqu’a 10,5 M$.
Le Pareto Quantile Plot
C’est une représentation trés utile pour visualiser graphiquement si les observa-

tions sont distribuées selon une loi du domaine de Fréchet. Dans ce domaine,

n—+1 . . . ..
le graphe (log———,logX,_j11, | serait approximativement linéaire avec une
J

pente de v pour les petites valeurs de k, c’est-a-dire les points extrémes. Nous
construisons ce graphe sur la base des sinistres.

L

-

N

10

log(sort))
]
|

T T T T
(8] 2 4 (S] 8 10 12

-log((1:n){(n + 1))

FIGURE 4.3 — Le graphique du Pareto quantile plot
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D’apres la représentation ci-dessus, nous déduisons que le seuil se situe au tour
de 1 en échelle log(.), ce qui correspond a un montant proche de 10,38 M§$.

Fonction Generalized Pareto Distributions

La recherche du quantile par la fonction GPD permet de calibrer un nouveau
choix de seuil, toujours graphiquement. Il correspond a I’abscisse & partir duquel
I'estimateur du quantile devient approximativement linéaire.

Fonction generalized pareto distributions

Lo et
|

(
A9

fe+d
|

Sed
|

Oe—+0O le-08 2e-08 Se-08 de-08 Se-08

FIGURE 4.4 — Le graphique du Pareto quantile plot
m
L’estimateur du quantile devient relativement constant a partir du rapport — =
n

8e-8. Cette estimation équivaut a sélectionner le seuil u = 11,5.

Comme attendu, chaque méthode d’estimation fournit un seuil différent pour
la modélisation des sinistres graves. Mais en mettant de coté la méthode des
valeurs records, qui est significativement moins adaptée par rapport aux autres
méthodes, les seuils estimés sont relativement proches : u € [10,5;12.5].

La derniére méthode est de tester si le seuil choisi est acceptable compte tenu
des modélisations effectuées dans le modeéle. Le seuil u doit étre choisi tel que :

- Les S/P des sinistres attritionnels suivent une loi log-normale

- Le nombre de sinistres graves suivent une loi de Poisson

- Les cotits des sinistres graves suivent une loi de Pareto

Ainsi, nous pouvons calculer pour chaque seuil choisi, la p-value du test de
Kolmogorov-Smirnov pour chacune de ces hypotheéses.

La théorie des valeurs extrémes permet de limiter I’étude des seuils de déclen-
chement des sinistres graves. Pour chaque valeur de seuil de 'intervalle, le seuil
finalement retenu sera celui permettant le meilleur ajustement des parametres de
calibrage.
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Pour chaque seuil, les valeurs des p-value des tests de Kolmogorov-Smirnov sont
calculées :

Seuil 10,5 115 125

N : Poisson |0,8423|0,8411| 0,8369

X :log-normal | 0,8221 | 0,8236 | 0,8025
G :Pareto |0,1258|0,1126 | 0,1513

FIGURE 4.5 — Tests de Kolmogorov-Smirnov, selon le choix du seuil

Le seuil u = 12,5 semble étre pertinent puisqu’il permet d’accepter des branches
différents et est compris dans l'intervalle des seuils proposés par le théoréme des
valeurs extrémes.
Nous déterminerons par la suite la sensibilité du calcul du SCR par rapport au
choix de ce seuil.

Sinistralité attritionnelle

La sinistralité attritionnelle est abordée d’un point de vue global en modélisant
la loi du ratio S/P, ratio entre la charge a l'ultime des sinistres attritionnels
(c’est-a-dire ne dépassant pas le seuil de déclenchement des sinistres graves) et
les primes pergues pour 'année considérée. Les ratios S/P des deux branches
sont modélisés par des lois log-normales

Ratio S/P

1.2 —

_o—® —o

SIP

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

Années de survenance

—&— 5/P Attritionnels Domm ages aux Biens —&— S/P Attritionnels Auto

FicurE 4.6 — Ratios S/P en fonction des années de survenance
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Une loi log-normale est calibrée par la méthode du maximum de vraisemblance
sur chacun des échantillons de ratios S/P. Pour valider le graphiquement, nous
avons utilisé le test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov.

Fonction de répartition(DAB) Histogramme des S/P(DAB)

Fn(x)
Density

0.05
|

0.00
L

s/P s/P

FIGURE 4.7 — Analyses de 'adéquation de la loi log-normale
Le test d’adéquation de lois de Kolmogorov-Smirnov valide statistiquement 1’ajus-
tement de loi : la p-value correspondante est de 0,71564.
Nous avons accepté le modeéle log-normal comme décrit dans la section précé-
dente.
Sinistralité atypique
L’analyse des sinistres graves s’opére uniquement sur le périmetre Dommages aux
Biens. Les sinistres sont étudiés individuellement, par une approche par fréquence
et sévérité. La fréquence est calibrée sur le nombre de sinistres par année de surve-
nance tandis que la sévérité est étudiée indépendamment de ’année de survenance.

Nombre de sinistres graves

Nombre de sinstres

T T T T T T
2004 Z200E 2008 2010 2012 2014

Annees de survenance

Ficure 4.8 — Nombre de sinistres graves par année de survenance
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Ce nombre de sinistres peut étre modélisé par la loi de Poisson. Cette loi est indé-
pendamment des primes acquises pour les années de survenance correspondantes.
En effet, il est possible de montrer graphiquement que le nombre de sinistres
graves survenant une année est indépendant des primes acquises cette année-la,
puisque nous ne pouvons pas déceler de tendances dans le nombre de sinistres en
fonction des années de survenance et des primes acquises.

Primes et nombre de sinistres graves

Nombre de sinistres graves
8]

Primes acquises

FIGURE 4.9 — Représentation du nombre de sinistres graves en fonction des primes
acquises

Le graphique ci-dessus ne permet pas de repérer de dépendance entre le
nombre de sinistres graves et les primes acquises. Méme si les primes et le
nombre total de sinistres sont corrélées positivement, les sinistres graves sont
suffisamment rares pour que ’hypothése d’indépendance paraisse correcte. Le
calibrage de la distribution par la méthode du maximum de vraisemblance permet
alors d’en déduire les estimations des paramétres de la loi Poisson avec A = 2,1146.

Cott des sinistres graves

Les cotits des sinistres sont calibrés sur I’ensemble des sinistres graves de ’histo-
rique. De méme que la fréquence, le coiit d’'un sinistre est indépendant de son
année de survenance et par conséquent des primes acquises cette année-la. Une
représentation de I’étendue des sinistres graves pour chaque année de survenance
ne permet pas de déceler une éventuelle tendance.
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La loi de Pareto simple ajustée modélise le cotit d’'un sinistre grave et peut étre
comparée aux observations empiriques :

Histogramme
10 — m. — 1.0
—
-/
/-/
8 /- — 0.8
L]
=
% & — — 0.6
[
T T
4 — — 0.4
2 - Mm_ M (M e°=2
(@) 2 a4 6 P23 10 12 14 16 18

Couats des sinistres

FIGURE 4.10 - Résultats du bootstrap GLM a un an
Le modéle de Pareto simple semble assez adapté a la modélisation des cotiits de
sinistres atypiques. De plus, le test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov indique
une p-value de 0,166 : Le test d’adéquation est accepté.

Application aux Dommages automobiles et Dommages aux biens
La corrélation implicite, notée a* s’obtient en appliquant la modélisation au

triangle agrégé des deux branches, permettant d’en déduire le SCRpap+ Auto- Le
coefficient de corrélation implicite est ensuite défini tel que :

SCRpapsauto = \/ SCRY 45 + 2.0".SCRpap.SCRaso + SCRY,,  (436)
Et ainsi :
* SCR%)AB—&—AutO T SCRQDAB T SCR?‘luto
o =
2.5CRpa.SCR suto

Cette méthode permet d’en déduire la corrélation implicite a &~ 50%, permettant
de confirmer que les corrélations de la Formule Standard sont cohérentes et
prudentes avec les diversifications réellement observées chez ’assureur.

(4.37)
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Nous supposerons donc que les incréments (X; ;) (Dom.Auto) suivent une loi log-
normale de paramétres u, w? (cela revient a dire que le logarithme de cette loi
suit une loi normale d’espérance p et de variance w? ) et quantile No 995 d'une loi

normale centrée réduite : .

VaR(Ciytt0;99,5%) = Primessiie.exp(ii + ©.Nogos). > —Z
i=0 (14 73)*09

Avec :

-C4tto - les cadences de paiements

-r; le taux d’actualisation entre les années 2016 et 2016 + 1. Le taux peut étre

calibré par un modeéle de taux CIR, .

Développement | Cadence | Taux d’actualisation
0 74% 0,02345
1 18% 0,02689
2 4% 0,03125
3 2% 0,03345
4 1% 0,03698
5 0% 0,03845
6 0% 0,04125
7 0% 0,04412
8 0% 0,04568
9 0% 0,04728
10 0% 0,04812
11 0% 0,04912
12 0% 0,04956

TaBLE 4.5 — Cadences de paiements et actualisation
Donc :

SCRpguo = VaR(Cs: 99, 5%) — Primesiyilo = 48,72 — 46,7 = 2,02

Concernant les "Dommages aux biens".On a :

S/P PrimeshiB Z (pw-k
VaR(CL4P:99,5%) = VaR N G
X S
+k; §(1+m)2+05,99 5%

Avec :

N, (variable aléatoire de loi de Poisson) le nombre de sinistres graves simulé et
X}, (variable aléatoire de loi de Pareto) le cotit du k"™ sinistre grave.
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Les calculs des cadences de paiements pour chaque type de sinistres permettent
d’en déduire les charges actualisées.

Développement | Cadence Attri | Cadence Graves | Taux d’actualisation
0 36% 24% 0,02345
1 32% 19% 0,02689
2 11% 22% 0,03125
3 9% 16% 0,03345
4 ™% 12% 0,03698
5 4% 6% 0,03845
6 1% 1% 0,04125
7 0% 0% 0,04412
8 0% 0% 0,04568
9 0% 0% 0,04728
10 0% 0% 0,04812
11 0% 0% 0,04912
12 0% 0% 0,04956

TaBLE 4.6 — Cadences de paiements et actualisation (DAB)

Le capital reglementaire en découle :
SCRpap = VaR(CR{E;99,5%) — Primesiif = 42,19 — 40,43 = 1,76

Donc :

SCRpAB+Auto = /1,762 +2%0,5% 1,76 % 2,02 + 2,022 = 3,276

Les résultats de la théorie des Valeurs Extrémes mis en place fournissent finale-

ment les résultats suivants :

Branche Auto | DAB | Agrégation
Méthode SCR | SCR SCR
Formule Standard 3,77 | 3,51 2,306
Théorie des Valeurs Extrémes | 2,02 | 1,76 3,276

TaBLE 4.7 - Comparaison des SCR, (en M$)

La Théorie des Valeurs Extrémes mis en place pour le risque de prime apporte une
réduction de SCR de 38,26% par rapport a l'utilisation de la Formule Standard.
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4.5 L’incertitude & un an

La compagnie d’assurance cherche donc & détenir un montant de fonds propres qui
permettrait de couvrir le CDR dans 99,5 % des cas. La compagnie d’assurance est
exposée a un risque de provisionnement lors de valeurs négatives du CDR, c’est-
a-dire, lors de 'observation de malice. Elle va donc calculer le niveau en dessous
duquel le CDR ne peut passer que dans 0,5 % des cas. Ce montant correspond a
l'opposé de la Value-at-Risk (VaR) du CDR a 0,5 %. Ainsi, le SCR lié¢ au risque

de réserve pour 'année de survenance i est défini par :

1

. —n+
SCRZ = —VG,R075%(CDRZ- ) (438)

rserve

La formule agrégée est :

— i —n+1
SCR,serve = _VCLRO,5%(CDRT0L‘GZ) - _VCLRO,E)%(Z CDRZ ' ) (439)

=1

Il semble également que, globalement, les incertitudes a un an obtenues par
les méthodes bootstrap sont légérement supérieures a celles obtenues par une
formule fermée, a savoir la méthode Merz et Wiithrich. En effet, dans ce type de
méthodes simulatoires, on observe une plus grande variabilité des reglements. De
plus, concernant les hypothéses du modeéle, s’il existe des résidus atypiques dans
les triangles, alors cela aura une forte influence sur la détermination de l'erreur
de prédiction. C’est d’ailleurs le cas dans nos triangles dans la mesure ot on a
pu constater des facteurs de développement atypiques. En revanche, le bootstrap
apparait comme une méthode qui simule bien la réalité de la sinistralité, sauf
si on observe des tendances et que l'on aimerait en tenir compte. Elle est a
privilégier surtout lors de I’étude d’un triangle stable.

On observe une trés grande différence entre les SCR obtenus pour les méthodes.
Certains SCR sont ainsi bien inférieurs au SCR standard comme la modélisation
des valeurs extrémes. Une telle baisse permet & ’assureur de réduire sa marge de
solvabilité mais permet surtout de mieux apprécier son propre profil de risque. La
méthode de Merz-Wiithrich, qui apparait déja comme la méthode de référence,
permet d’obtenir un SCR proche de la formule standard.

Finalement, la méthode de provisionnement & un an que I'organisme assureur doit
utiliser en priorité dépend nécessairement du montant du SCR qu’il juge le plus
approprié. Il s’agit a la fois de respecter le principe de prudence a 'origine méme
de la définition du SCR, et d’effectuer un arbitrage entre les méthodes selon les
critéres a privilégier, comme un SCR proche de la formule standard, 'insertion
d'un facteur de queue ou encore l'influence de données exogénes au triangle de
liquidation.
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Conclusion

Construire un modéle optimal calcule la réserve de primes dans une compa-
gnie d’assurance non-vie est une combinaison de I’art de nombreux facteurs, nous
ne pouvons pas dire que l'utilisation d’'une méthode est préférable a toute autre
dans tous les cas. Le choix d’une méthode dépend avant tout de son adéquation
avec les données. Elle tend a surestimer les provisions et semble trés sensible aux
faible valeurs qui sont présentes dans les triangles & développement court. Une
des caractéristiques les plus importantes des assureurs non-vie a la suite de la
décision d’apporter dans le modéle de calcul, le modéle est construit affectent les
résultats des entreprises, le modéle est le combinaison harmonieuse entre le solide
et les résultats de l'activité d’assurance. Par conséquent, dans cet article nous
avons abordé un grand nombre de modeéles et de modéles d’utilisation pour étre
flexible, de temps en temps, chacune des politiques mises en avant dans le court
terme de chaque entreprise, en utilisant des résultats cohérents apportera succes
pour les entreprises. La méthode Chain-Ladder reste toujours la méthode la plus
simple a mettre en ceuvre et son utilisation dans la méthode bootstrap permet de
diminuer le temps de calcul. Les méthodes Bornhuetter-Fergusson et Cape Code
permet d’augmenter la garantie de l'instabilité des données. Ensuite, nous nous
sommes intéressés aux modeéles stochastiques qui sont : le modéle de Mack, le
modeéle Log-normal et la modélisation GLM nous donnent une perspective plus
claire sur la distribution des réserves. Nous avons cependant préféré 1'utilisation
des modeéles GLM, en particulier le modéle Log Poisson Surdispersé. Il semble

s’adapter a tout type de branche et donne des erreurs de prédiction relativement
faibles.

Ces derniéres années, le sujet de provisionnement a été a l'origine de plusieurs
controverses, principalement au sujet du choix du modéle le plus performant &
utiliser pour obtenir la meillheure estimation des réserves. Mais, il n’y a pas de
réponse particuliére & une telle question. Certains modeéles s’adapteront a certains
problémes et type de données. Lorsqu’un calcul de provision est réalisé, les don-
nées devraient étre examinées en détail pour trouver un modéle approprié, plutot
que d’utiliser la méme approche de modélisation dans toutes les circontances, que
le modele soit déterministe ou stochastique. Calculer des réserves est un exercice
pratique d’analyse des donnés pour lequel il est vital de s’efforcer de comprendre
et apprendre des donnés plutdot que d’imposer la méme approche dans toutes les
situations.

Pour I’évaluation du risque a un an, nous avons cherché & analyser 'incertitude
lice aux Claims Development Results (CDR) liée a la différence entre deux esti-
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mations successives du montant des provisions. Plusieurs méthodes ont ainsi été
développées dans ce mémoire pour déterminer une telle incertitude. Celle de Merz
et Wiithrich est désormais une référence en la matiére, mais diverses méthodes
bootstrap ont également montré leurs atouts. La méthode de Merz et Wiithrich est
utilisé également dans le calcul du SCR non-vie et comparée aux méthodes GLM
bootstrap, la formule standard. Nous avons effectué une analyse plus approfondie
sur les types de sinistres (attritionnels/graves). Nous avons choisi la Theorie des
Valeurs Extrémes. Un certain nombre de risques peuvent étre qualifiés de “risques
extrémes”, car ils présentent une probabilité d’occurence trés faible (ou un temps
de retour trés élevé). Ils correspondent a des événements rares. Ce modéle pré-
sente aussi I'avantage d’étre simple et plus flexible que la Formule Standard. Ainsi,
I’évolution du profil de risque de la compagnie peut entrainer une adaptation du
modeéle en conséquence, comme nous l'avons par exemple envisagé au sujet des
tendances des ratios de sinistralité. Elle permet d’estimer la distribution des si-
nistres graves, et par conséquent d’obtenir un montant du SCR. Elle donne des
résultats plus faibles que la formule standard.

L’évaluation de la force financiére d’'une compagnie d’assurance non-vie inclut
une analyse des réglements attendus et une estimation de la variabilité possible
du provisionnement. Toute erreur de calcul dans le provisionnement pourra cau-
ser I'insolvabilité de certains assureurs. il est important de choisir la meilleure
méthode pour 'estimation des réserves afin d’éviter tous effets négatifs dans la
position financiére futur de ’entreprise.

Le travail de l'actuaire est d’assurer le suivi de la situation de la volatilité
du marché a fournir des solutions a des situations dans le temps, les modéles
d’assurance différente applique aux entreprises et aux différentes opérations d’as-
surance. Calculer et prédire la performance de 'assurance est importante et nous
avons discuté principalement dans la thése. La prime, réserve de prime calculée,
les prévisions de la volatilité, la maitrise des risques, la réassurance, d’optimiser
le travail qui est lié au modeéle que 'actuaire devrait se développer.
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Annexes

Annexe 1 : Triangle des paiements cumulés(Dom.Biens).

2003 2645 2908 29,334 29,566 29,919 30,256 30,329 30,382 30,382 30,382 30,382 30,382 30,382
2004 2162 326 32,765 33,042 33305 3352 33,709 33,709 33,709 33,709 33,709 33,709
2005 2571 3013 30,227 30,508 30,736 30,949 31,096 31,129 31,129 31,129 31,129

2006 2234 2788 28158 28,169 28253 28296 28,352 28,352 28,352 28,352

2007 1894 2659 26957 27111 27,325 27354 214971 27,57 21,57

2008 1936 2523 25567 25,621 25837 2591 26,115 26,192

2000 2132 2867 28958 29,951 29,626 29,789 29,822

2010 2483 2931 29671 29,747 30,179 31,022

011 2573 3362 33887 3445 34,682

2012 2468 3061 31,001 31,533

013 2573 3457 34938

2014 2689 3324

2015 2348

Annexe 2 : Triangle des paiements cumulés(Dom.Energie).

2003 3956 4379 47,02 49160 51,003 52,047 5248 53213 53537 54,069 54,384 5481 55574
2004 3629 4027 4303 45260 46,523 47,7138 47,927 48,364 48,896 49,531 49,894 50,236
2005 2971 3513 3842 40,701 42929 44142 44280 44433 45087 45412 45778

2006 2892 3416 385 40,811 42,060 42,49 42,609 43241 43974 443

2007 2182 3421 3852 41735 43367 4490 44926 44927 4537

2008 2549 2836 3058 31,793 32821 33871 33963 34,807

2009 2135 247 2698 28217 29430 31,174 31,607

2010 20,14 2462 2698 26,208 29,240 30,242

011 1828 2217 2354 24,708 25,163

012 2382 2675 2914 30,366

2013 1932 2316 26,52

2014 2221 2962

2015 16,29
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Annexe 3 : Estimations des paramétres des modeéles linéaires généralisés et

leur risque associé.

Modele de Poisson Modele Gamma
. Ecart
parametres Estimateur du type EC"’“T" type Estimateur du

de . . (poisson . Ecart type

. . max de vrais. | (poisson . , max de vrais.

régression . surdispersé)
simple)

Intercept 0,14471 0,00024 0,0175 0,06254

aref =a0 0 0 0 0
al -0,1283 0,0012 0,1245 -0,1246 0,1589
a2 0,0452 0,0036 0,1545 -0,1545 0,1687
a3 0,4479 0,0052 0,1455 0,1466 0,1354
ad -0,3188 0,0005 0,2644 -0,2178 0,1547
a5 -0,3188 0,0044 0,1546 0,1234 0,1268
ab 0,2135 0,0065 0,1453 -0,1145 0,2154
ar7 -0,1214 0,0055 0,2465 0,3244 0,2564
a8 0,0321 0,0026 0,1547 -0,1349 0,1267
a9 -0,1554 0,0004 0,2546 0,1647 0,1239
al0 0,3658 0,0001 0,1544 0,1338 0,2168
all 0,1334 0,0086 0,1536 -0,1435 0,1298
al2 -0,1235 0,0034 0,1564 -0,2164 0,1248
al3 0,1247 0,0032 0,2714 0,2485 0,1472
ald -0,2365 0,0054 0,1445 0,1326 0,1589
alb -0,3657 0,0064 0,1565 -0,2165 0,1266
alé 0,2368 0,0001 0,1456 -0,1556 0,1478
al7 0,1478 0,0064 0,1547 -0,2354 0,1354
al8 0,3365 0,0048 0,1268 0,1254 0,1238
al9 0,6871 0,0015 0,2548 0,2418 0,1257
a20 0,1547 0,0065 0,1256 0,1259 0,1397

bref=b0 0,2364 0 0 0 0
bl 0,3654 0,0057 0,1264 0,2887 0,1278
b2 -0,3668 0,0014 0,1475 -0,1579 0,2159
b3 0,1487 0,0055 0,1264 -0,1356 0,2256
b4 -0,6412 0,0057 0,2324 0,1255 0,2579
b5 0,1257 0,0038 0,1655 0,1268 0,2365
b6 0,2668 0,0015 0,2155 -0,2448 0,2148
b7 -0,1478 0,0014 0,1325 0,2541 0,2117
b8 0,3685 0,0035 0,2484 0,1237 0,1268
b9 0,3356 0,0036 0,1213 0,3657 0,2148
b10 -0,1685 0,0017 0,1354 -0,4464 0,1257
b1l 0,2368 0,0001 0,3264 0,2664 0,1258
b12 0,1478 0,0006 0,1355 -0,1346 0,2015
b13 -0,3564 0,0007 0,1534 0,2014 0,2684
b14 -0,1264 0,0006 0,2856 0,1026 0,1218
b15 -0,3646 0,0004 0,1244 -0,2018 0,1169
b16 -0,2157 0,0003 0,2156 0,2684 0,1258
b17 -0,3564 0,0001 0,1538 0,2368 0,2364
b18 0,1238 0,0047 0,2456 -0,2446 0,2154
b19 0,3354 0,0035 0,1643 -0,1264 0,1297
b20 0,3689 0,0025 0,2154 0,1287 0,2015
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Annexe 4 :Loi de probabilité de la variable de réponse.

Loi Normale

1 N2
fly) = \/%exp(—%),pour —00 <y <00
6=0
Var(Y) = o?
Loi Gamma :
1 yv v
fly) = T(v)y(;)”ea:p(——), pour 0 < y < 00
o=v!
2
1
Var(Y) = —
ar(Y) -
Loi de Poisson
yefyl
fly) = ,uy| , pour y =0,1,2...
Var(Y) =p

Loi Binomiale
fly) = (Z),ur(l — )" " poury =r/n,r=0,1,2,...,n
Var(Y) = p(1 — p)/n
Loi Binomiale Négative

k) () _
MO = Gy 00 T Ry e P Y
Var(Y) = p(1 —p)/n

-Le modéle de la loi de Poisson surdispersée

0,1,2...

Soient p, ¢ deux réels strictement positifs. Une variable aléatoire X suit la loi
de Poisson surdispersée de parametre (u, ¢) si et seulement si X /¢ suit une loi de
Poisson de parameétre p / ¢. Dans ce cas, nous notons X = ODP(u, ¢).

Avec le parametre ¢ en plus, une loi de Poisson surdispersée généralise une loi
de Poisson habituelle. Elle permet ainsi une relation plus flexible entre la variance
et 'espérance de la variable. Concrétement, Var[X] = ¢E[X]. Par ailleurs, la fa-
mille de loi de Poisson surdispersée posséde une propriété intéressante : elle est
invariante par 'additivité montrée dans le théoréme connu suivant :

- Soient X7, X5 deux variables aléatoires telles que X7 = ODP(u1, ¢) et Xy =
ODP(u2, ¢). Alors, nous avons Xy + Xo = ODP(puy + po, @) .
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Ces propriétés un role important dans le modeéle linéaire généalisé basé sur I’hy-
potheése suivante :

- (GLM, loi de Poisson surdispersée) Soient A = (Y j)i>1,;>1 les réglements non
cumulés, alors pour tout i, j = 1,2,...,n

+ Les (Y ;)i; sont indépendants.
+ Y} ; suit la loi de Poisson surdipersée de paramétre (u; 5, ¢) avec ¢ > 0.

+ Il existe des parameétres réels u, aq, ao,...,a, et B, Ba,...,0, tels que

pi; — exp(p + o + B;)

+ o = 0 et 61 =0

Les parameétres (a;); ont pour role de capter la tendance des réglements par
rapport aux années d’origine. De méme fagon, les (3;); décrivent la tendance
des réglements par rapport aux années de développement alors que p permet un
controle global.
Nous avons a notre disposition la réalisation y; ; des variables aléatoires Y ; avec i
+j < n. Cet échantillon servira a estimer le vecteur des parameétres 6 = (u, «, 3)
ol a = (g,....ap) et B = (Bo,..., 5,) par la méthode de maximum de vrai-
semblance. Une fois avoir obtenu l'estimateur 6 de (/9\ nous remplirons les cases
manquantes, c’est-a-dire les cases (i,j) oi n + 1 < i + j < 2n par leurs valeurs
espérées estimées E[YH] =1 = exp(p+ o; + 53)

-Estimation des paramétres

Etant donné que la variable Y ; suit la loi de Poisson surdispersée de parametres
(pij, @), la densité de probabilité de Y; ; en y; ; est :

(pij /@)Y P eap(—pui ;) )
(ij/9)!
Par ailleurs, I'indépendance des variables Y; ; et nous permet d’écrire le loga-
rithme de la vraisemblance du modéle comme suit :

yw/¢
(A = log H 'ul’j/q;¢
yz,
itj<n 00 (4.41)

gb 1+j5<n

avec f(yij, @) et ¢ ne jouent aucun role dans la maximisation de la vraisemblance

P(Yij=vij) = (4.40)

par rapport au parameétre 6. De ce fait, 'estimateur de maximum de vraisem-
blance du parametre 6 est le résultat du programme suivant :
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0 = argmaxgl*(A,0) = Z (yij(p+ i + Bj) —exp(p+ o + B;)  (4.42)
1+7<n
Pour résoudre ce programme, nous dérivons [*(A, §) par rapport a chaque compo-
sante pour obtenir les conditions de premier ordre. La solution de ces conditions
sera U'estimateur de maximum de vraisemblance § = (11, @, B\) Les conditions de
premier ordre sont :

par rapport a p: Y. mi;— ». exp(p+ o+ Bj) =0

i+j<n i+j<n

par rapport & «; @ > Tij — > exp(p+ a; + ﬂj) =0
j<n—i j<n—i

par rapport & [3; > Tij — > exp(p+a; + 5j) =0
i<n—j i<n—j

Une manieére classique d’étudier la qualité de ’ajustement d’un modéle linéaire
généralisé est d’utiliser les résidus de Pearson, qui, dans le cas présent, se défi-
nissent comme :

PP Yij — M

i —
\/ Pl

Si le modele s’ajuste bien aux données, les Tfj ne devraient pas contenir en-

core beaucoup d’informations et devraient étre approximativement normalement

distribués. Nous pouvons le vérifier en utilisant un QQ-plot entre ’échantillon rfj

i,j=12..ntelquei+j<n-+1

et la loi normale centré réduite.

Aprés avoir estimé les parameétres (u, «r, 5) par la méthode du maximum de
vraisemblance, nous pouvons a ce stade obtenir le tableau de sinistralité complet,
c’est-a-dire les cellules (i,j), ot n + 1 <i + j < 2n, avec leur montant espéré
estimé 11, ; = exp(p + &Z@) Ainsi, la provision espérée a horizon 1 an et ultime
par année d’origine et au niveau global sont estimées par :

EIXY = finrii (4.43)
E[X'] = Z E[X} (4.44)
E[X" = | > ﬁm (4.45)
E[XY] = Z E[X"] (4.46)
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Annexe 5 : Théorie des valeurs extrémes
On définit les variables aléatoires M, et m, qui traduisent respectivement le
maximum et le minimum d’une réalisation d’une variable aléatoire X, par :

M, = max(X;)1<i<n et my, = min(X;)1<i<n

En théorie des valeurs extrémes, le but visé est de déterminer la loi que suit le
maximum ou le minimum en fonction de celle de la variable aléatoire X .
Pour ce faire, on calcule la fonction de répartition :

Fy (z)=P(M, <z)=P(X;<z.,X, <)
= P(X; <x)..P(X, <)
= [Fx(2)]"

Fir, () converge done vers 0 ou 1 selon la valeur de F(x) € [0,1]. La loi limite
de M, est donc dégénérée, il convient de renormaliser linéairement M, :

Mn_bn

Avec a,, et b, deux suites déterministes convenablement choisies afin d’éviter la
dégénérescence de la loi limite, le théoréme de Fisher-Tippet montre que la loi
limite M de M, suit une loi GEV définie ci-dessous : X ~ GEV(u, 0, k) avec o
> () avec :

Sik #0: Fgpy(x) = exp (— [1 + k (:1: _Mﬂ_l/k) pour 1 + k(x —u) > 0

o o

Sik = 0: Fgpy(x) = exp (—exp (— (ﬂ))) pour Xx€ R
o
Trois parameétres sont pris en compte :

- 1 est un parametre de position
- 0 est un parameétre d’échelle
- k est un paramétre de forme (k =0 : loi de Gumbel, k > 0 : loi de Fréchet, k <
0 : loi de Weibull)
Estimateur de Hill
La méthode de Hill est une méthode graphique, elle repose sur le graphe de Hill
(Hill-plot), développé dans ['article An application of Extreme Value Theory for
Measuring Financial Risk.
L’estimateur de Hill est défini de la facon suivante :

Lt

~(H
7§(lc)n = r Z log(X(n—j+1)) — ZOQ(X(n_k)) (4.47)
j=1

Avec X (1), ..., X(n) les statistiques d’ordre associ¢es a ’échantillon X7, ..., X,,.
L’estimateur de Hill correspond au coefficient linéaire de la pente du nuage de
points
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1
(log(n; ), log(Xn_jH)) (Pareto quantile plot)

j
Cet estimateur n’est valable que dans le cas d’un indice k positif (distribution
de Fréchet).
Le seuil e correspond & 'indice k a partir duquel I'indice de Hill devient approxi-
mativement constant, en suivant le méme raisonnement que précédemment.
Fonction GPD et estimation de la queue de distribution
La distribution GPD utilisée dans cette partie se présente sous la forme sui-

vante : ) 1
TN\
_ I\ e o
1 (1;€ﬁ> si& £ 0

G(z) = < (4.48)

| 1—e & s1€E =0

Il s’agit d’'une méthode qui consiste a choisir le seuil comme étant le quantile
d’ordre Mo de la loi des données, avec m,, le nombre des excés fixé tel que 1 <
my < n,T’Eendant vers 'infini avec la taille n de I’échantillon, mais restant petit
devant n.
Plus précisément u, = F~1(1 —m, /n) ot F'~! est la fonction inverse de F et m,,
est tel que :

limy,—osom,, = +00 et limn_m% =0

Les travaux de Reiss et Thomas (1997) ont mis en avant un test d’adéquation
de la queue de distribution des données. Le modele doit s’adapter aussi bien a
I’ensemble de la distribution des données qu’a la queue de la distribution :

Ve >u, F(z) = P(X <z)=(1—F(u)).F,(x —u) + F(u)

Et d’aprés la théorie des valeurs extrémes : F,(z —u) ~ Hjp,(x — u) pour u
élevé. De plus F(u) peut étre approchée par estimateur empirique F,(u) = 1 —

1 .n
E Z ]._.[Xi>u :
1=1
Cela permet de déduire l'estimation de F(x) :
Vo >u, F(z) = P(X <) = (1 — Fy(uw).Hpo(z — u) + F,(u)

F (x) est une distribution de Pareto généralisée, de méme parametre de forme k
mais dont 1’échelle et la position sont différentes.

L’estimateur du quantile extréme ggpp, issu de I'approximation par la loi de
Pareto généralisée, sera utilisé pour la détermination du seuil. Il est développé
dans D'article de Kaarik et Zegulova et est égal a :

~

GarDa(p) = fin + 2 [(@f‘; _ 1} (4.49)

n My
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Le choix de u, permet de calibrer les parametres o, et k : le tout permet de
calculer 'estimation du quantile de la loi GPD pour le niveau de probabilité p.

Le modéle CIR++

Le modéle CIR++ étant une extension du modele de CIR, nous allons tout
d’abord présenter ce dernier.
Le modele de CIR, établi en 1985, porte le nom des trois personnes & son initia-
tive :Cox, Ingersoll et Ross. Sous ce modeéle et sous la probabilité risque neutre
Q, le taux d’intérét court est modélisé par I'équation différentielle stochastique
suivante :

{dxt — k[0 — 2)dt + o\ /ZdWT (4.50)

z(0) =

avec k.0, et o des constantes positives et oii,

- k est la vitesse de retour a la moyenne du taux,

-0 représente la moyenne de long terme du taux court,

- 0 représente la volatilité du taux de court terme,

-W; est un mouvement brownien.

Comme le modeéle de Vasicek, le modeéle de CIR permet un retour a la moyenne.
Cependant, on remarque que ce qui le différencie du modéle de Vasicek est le
terme /7;. Ce terme permet ainsi d’interdire au taux d’intérét court de prendre
de prendre des valeurs négatives.

Notons que la simulation des incréments (la discrétisation) peut étre faite de
maniére exacte ou bien, il est possible de recourir a des approximations.

Dans le cas exact, les incréments du taux d’intérét court suivent une loi du chi-
deux décentrée a d de degré de liberté, c’est a dire que pour tout s tel que 0<s<t,
r(t) est défini par :

02(1 _ e—k(t—s)) ) 4ke—k(t—s)
x(t) = 1k Xd <02(1 — 6_/,f(t_s))ar:(s)> (4.51)
40k : : :
ou, d = —- est le nombre de degré de liberté de la loi du chi-deux.

a
De cette formule, nous pouvons en déduire I’équation donnée ci-dessous, utilisée
pour déterminer par récursion les valeurs du taux d’intérét court a chaque date :

o?(1 — e M) Afekn
Tt+h = 4k' X% <O_2(1 - e—kh)xt> (452)

Par la suite, Brigo et Mercurio donnent une extension du modele de CIR et il

définissent ainsi, sous la probabilité risque neutre Q, le taux d’intérét court ins-
tantané comme la somme d’une fonction déterministe ¢“/#(¢, a) et d’un processus

90



de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) de parameétres 6,0, k et xy :

() = <>+¢CIR<t )
dx(t) = k[0 — x(t)]dt + o/x(t)dW (1) (4.53)
z(0) = xg

avec,

CbCIR(tv O‘) - fM(07 t) - fCIR(()? 2 Oé),

2k0 (et — 1) N 4h2eth
oh+ (k+h)(e —1)  °h+ (k+h)(e — 1)

et,h = Vk2 + 202

fC’IR(O t Q)

Notons f(0,t) le taux forward instantané et P (0, T), le prix de 'obligation
zérocoupon de maturité T, observé sur le marché a la date 0.
Le prix du zéro-coupon de maturité T & la date t (noté P(t, T)) est donné par :

P(t,T) = A(t,T)e B&Dr®) (4.54)
ou,
( PM(0,T)A(0, t)e" B0 B
_ ) ’ (t,T) 4CIR
A(ta T) PM(O, t)A(O, )e—B(O,T)$0 A(t7 T)e ¢ (ta O{)a
(k+h)(T—t)/2 (2k0)/0?
A, T) = 2he | (4.55)
2h + (k + h)(eT-0/h —1
(T—t)/h _
B(LT) = 2(e 1) )
\ 2h + (k + h)(eT-t/h —1
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