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Résumeé :

Ce travail concerne les grosses flottes automobliéeplus de cent moteurs. La tarification
actuelle, d’approche simple, de la garantie RC fi@eél’'une forte personnalisation : il s'agit
d’'une crédibilité totale pour la charge sinistrgéé€e jusqu’a un certain seuil, et d'une
mutualisation pour la sur créte. Un nouveau modeléarification, dont I'approche est plus
élaborée, est proposée : la sinistralité est ma@glisur le portefeuille des grosses flottes
automobiles selon le modele composé fréquencefaftsinistre. Les sinistres graves sont
distingués des sinistres de frequence. Un modelei aeélange de deux lois lognormales est
adopté pour le colt d'un sinistre grave. Enfin t&aiorité sinistre est prise en compte sous
forme d’un coefficient bonus malus adapté aux gredbttes pour obtenir la prime pure a
posteriori. La seconde partie de nos travaux trdétd'impact du systeme de conservation
(pratique courante chez les grosses flottes autid@sotonsistant pour I'entreprise a garder a
sa charge une franchise annuelle) sur la distobutlu ratio sinistres a primes. En effet,
I'application d’une conservation a pour conséquemce augmentation de la volatilité des
rapports sinistres a primes comparativement awgasucune conservation n’est appliquée.
Nous souhaitons remédier au risque accru d’obtennatioS/Ptrés défavorable en instaurant
une compensation (un taux de chargement) pour cisenservation. L’approche consiste
en un raisonnement en terme d’iso valeurs : nossria des hypothéses de chargement en
fonction du niveau de conservation appliqué, deiémara ramener le risque d’avoir un ratio
S/P tres défavorable au méme niveau de celui sanep@i®on au sens d’un indicateur de
risque donné.

Keywords:large motor fleets, automobile liability, ratemadg bonus malus system, annual
deductible, loss ratio, risk measures, modellimgdaclaims, mixed distributions

Abstract:

This dissertation deals with large car fleets oé drundred motors and more. The current
ratemaking procedure for the automobile liabilitysurance which approach is simple,
benefits of a strong personalization: there is k deedibility for the amount below a
truncation point, and a mutualisation for the antawer that certain point. A new ratemaking
procedure which approach is more elaborated isepted: the loss is modelled from the
portfolio of large car fleets according to the eotive risk model. We will distinguish the
attritional claims from the large claims. Largeiia will be modelled by a mixed distribution
of two lognormal distributions. Also the claim husy is taken into account through a bonus
malus coefficient adapted to the fleets to gettipesteriori rating.

The second part of this work will deal with the iagp of an annual deductible (a common
practice among large car fleets) on the distribubbthe loss ratio. Indeed the application of
a deductible implies an increased volatility of thes ratio compared to the case where none
is applied. Our goal is to remedy the increasddofhaving a very unfavourable loss ratio by
setting a compensation (a charging rate) due toptheence of deductible. The approach
consists in reasoning in terms of “isovalues”: hjyesis of charging rate are made according
to a level of applied deductible so that the rskhave a very unfavourable loss ratio is at the
same level than the one without deductible forvegirisk indicator.
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INTRODUCTION



Présentation des travaux

Dans le cadre de notre étude, nous nous intéregsisulierement aux grosses flottes
automobiles de plus de cent véhicules moteurs.

A la différence des flottes de taille inférieurei dpénéficient d’'un tarif segmenté et dont
I'approche du risque est collective, les grossei$eff sont traitées de fagon plus personnalisée
et étudiées cas par cas lors de réunions péricglipae le « comité de souscription et de
renouvellement » (collectif regroupant des resplesacommerciaux, techniques, de la
souscription et d’une cellule dédiée aux gros @isj}r

La tarification actuelle de ces grosses flottesosepsur une approche simple bénéficiant
d’une forte personnalisation ; elle est basée’sbsérvation de la charge sinistre propre de la
flotte sur les années antérieures pour les sisigitedtés a 30k euros, et sur une mutualisation
de la partie des sinistres excédant le seuil dtéorént sous forme de provision pour graves.
Notre travail consiste a adopter une approche glaborée afin de proposer un nouveau
modele de tarification en nous appuyant sur la dasdonnées de I'ensemble du portefeuille
des grosses flottes automobiles. Nous modélisdeointéquence de sinistralité et le colt d’'un
sinistre pour un véhicule afin d’évaluer la primaga priori d’'une flotte. Nous apporterons
ensuite une personnalisation a posteriori de a#ted par I'application d’'un coefficient qui
sera déterminé grace a la théorie du bonus malus.

Une comparaison entre ces deux approches pourldal ce la prime pure sera ensuite
effectuée dans I'optique d’'une consolidation decana de ces méthodes.

Précisons que dans notre étude, nous nous conmoerErseur le risque Responsabilité Civile,
qui constitue le noyau dur des garanties proposgdiettes (pres de 70% des primes).

Nous porterons ensuite une attention particuliereystéme de conservation qui s’avere étre
une pratiqgue courante dans le milieu de I'assuralesegrosses flottes automobiles. Il s’agit
d’'un montage dont I'avantage est essentiellemactfi; il permet une réduction du budget
pour le client par I'exonération des prélevementdigatoires appliqués aux primes RC

automobiles sur la partie conservation gardée adbearge par les entreprises. Le montage
s’interpréte comme une décomposition de la printe pLau premier euro » en :

— une partie conservation correspondant a une avaoce sinistres ; elle est
supposée couvrir des sinistres de survenancermertai

— une partie prime qui prend en charge l'aléa.

L’application de ces conservations a pour consétpiene augmentation de la volatilité des
rapports sinistres a primes comparativement aogasicune conservation n’est appliquée.
Nous nous proposons d’étudier de plus pres I'imdada mise en place de différents niveaux
de conservation sur la distribution du ratio sigista primes de la flotte, plus particulierement
sur la queue de distribution, et de normer la pFrseompte de cet aléa plus élevé



Plan de I'étude

Dans une premiére partie, nous commencons par rpeéskentreprise Covéa Fleet et le
marché des flottes sur lequel elle intervient. Ndafinissons également quelques notions
spécifiques aux flottes automobiles.

Nous détaillons ensuite le systéme des consergaponr les grosses flottes automobiles et
présentons les données qui seront utilisées damstéade nos études.

Dans un deuxiéme temps, nous nous focalisons suotglisation de la sinistralité pour un
véhicule moteur concernant la garantie Responsaldlivile dont nous distinguerons la RC
Corporelle et la RC Matérielle pour les sinistrediééquence.

Les variables aléatoires fréquence de sinistresnemtant individuel de sinistres sont
supposées indépendantes. Il s’agit de détermingrdeametres et les types de distributions de
ces variables aléatoires a partir de la base deéisndu portefeuille des grosses flottes
automobiles.

Pour la modélisation du montant individuel de d$meisune attention particuliére doit étre
prétée a la forme de la queue de distribution. Aussis distinguons les sinistres de petite et
moyenne intensités auxquels une loi Gamma (ou daeest Iégere) est ajustée, et ceux de
grande intensité ou un mélange de lois (de dewlognormales notamment) s’avere plus
adéquat.

Les parametres des distributions des variablestoiiés fréquence et colt déterminés
permettent dans la suite d’évaluer la charge senistine flotte automobile.

Dans la troisieme partie, aprés un rappel de legpe adoptée par Covéa Fleet pour tarifer
une grosse flotte automobile, nous souhaitons nsmiéla charge sinistre associée a une
flotte automobile. Pour ce faire, nous procédonsdaux étapes suivantes :

- nous nous basons en premier lieu sur les paramétrakiés précédemment pour
déterminer la prime pure a priori,

- ensuite, la prise en compte de I'antériorité siaste la flotte grace a la théorie du bonus
malus appliquée aux flottes nous permet d’obtenprime pure a posteriori

Finalement, nous confrontons les deux approchepeunettent d’obtenir une évaluation de

la prime pure d’'une flotte automobile connaissansigistralité.

Dans cette partie, nous nous intéressons égalesmepbids a donner a I'expérience dans la
tarification et donnons quelques pistes en nousiyapy sur la théorie de la crédibilité de

stabilité.

Dans la derniére partie, aprés avoir exposé lal@mdtique liée a la présence d'une
conservation, nous présenterons les différentesine®gle risque que nous serons amenes a
utiliser dans nos applications pour évaluer I'intpde la conservation sur la distribution du
ratio sinistres a primes. L'objectif dans cettetigaest de remédier au risque accru d’obtenir
un ratioS/Ptres défavorable en instaurant une compensationqause de conservation. Plus



concretement, le but recherché est d’évaluer be d@uchargement nécessaire a appliquer a la
partie prime en fonction du niveau de conservatganu.

L’approche consiste en un raisonnement en ternse géleurs : nous faisons des hypothéses
de chargement en fonction de la conservation ap@digde maniere a ramener le risque
d’avoir un ratioS/Ptres défavorable au méme niveau de celui sangpa@ion au sens d’un
indicateur de risque donné.

Cela suppose les étapes successives suivantes :

- la simulation de la charge sinistre d’une flotte lpaméthode de Monte Carlo,

I'obtention de la distribution du rapport siniste@eprimes,

- la détermination des mesures de risque retenues sedils définis,

- Il'application d’'un niveau de conservation et I'afitien de la nouvelle distribution du
rapport sinistres a primes : ensuite déterminatles valeurs des mémes mesures de

risque aux seuils identiques,

- I'évaluation du taux de chargement a appliquer driene pour retrouver les valeurs
initiales des mesures de risque.



CHAPITRE 1

PRESENTATION DE COVEA FLEET, DU
MARCHE DES FLOTTES
AUTOMOBILES ET DU SYSTEME DE
CONSERVATION



|. Covéa Fleet et le marché des flottes d’entrepres

Le marché des flottes automobiles constitue uneposante importante de I'assurance
automobile. A la fin de l'année 2006, les flottepnésentaient 37,22% du nombre des
immatriculations qui était de 2 440 530. Coté amsce, en 2006, le montant global des
cotisations automobiles a atteint 17,8 Md d’eurost@,2 Md pour les flottes.

Le marché de I'assurance flotte est jugé extrémewrmmcurrentiel, ce qui pése sur les prix.
En 2006, les grosses flottes ont fait I'objet denboeux appels d'offres et des affaires ont
changé de mains. Depuis 2004, année ou le mar¢héngg dans un cycle baissier, les
acteurs se livrent une guerre des tarifs achalree marges de manceuvre se sont réduites
pour les assureurs. La situation est ainsi propiexercer une pression pour des montages
avec conservation pour les grosses flottes autdemhde facon a proposer une tarification
plus compétitive aux clients.

Covéa Fleet est un acteur incontournable du sedtaativité des flottes automobiles. Créée
en 2001, elle résulte du rapprochement de MMA, MAAssurances, SMABTP (depuis
2002), I'Auxiliaire (depuis 2005) et AZUR (dont peortefeuille sera transféré en 2008). C’est
la seule société en France dédiée a l'assurancélaties d’entreprises, du transport et des
marchandises transportées.

De 2001 a 2006, le chiffre d’affaires de Covéa Ffeéa cessé d’augmenter, passant de 245
millions d’euros a 573 millions d’euros. Cette awmntation est due, en grande partie, a
I'intégration des portefeuilles des partenaires.

Covéa Fleet propose une large gamme de produitsayticule autour de trois péles :

» Flottes d’entreprises, Covéa Fleet assure les esgde circulation des flottes
d’entreprises ainsi que ceux liés aux transportbligal de marchandises et de
voyageurs,

= Marchandises transportées, qui concerne les ersesprpropriétaires de leurs
marchandises ainsi que les professionnels trarsgates marchandises pour compte
de tiers et ce en tous points du globe,

* Financement et garanties mécaniques, qui répondesesins particuliers de clients
grands comptes, établissements financiers, louemgue durée, professionnels de
I'automobile et autres groupements.

Le chiffre d’affaires de Covéa Fleet se répartibsdes différents segments de marché dans
les proportions suivantes en 2006 :



Ventilation du chiffre d'affaires
par segments de marché

19,8%

38,0%

11,8%

7,6%

0,
2%, 15,2%

O Flottes d'entreprises

H Transport public de marchandises
OLocation

O Transport public de voyageurs

B Marchandises transportées

O Garanties mécaniques

H Pertes pécuniaires

Notion de flottes d’entreprises

Deux types de flottes sont généralement distingués

A

Seules les flottes d’entreprise comprenant au maints moteurs (sauf pour le TPM, TPV et
la location) constituent la cible de Covéa Fleatusldistinguons quatre segments de flottes

Les flottes naturelles sont constituées d'un ensentde véhicules appartenant ou
exploités par un méme propriétaire ou entité jguei ayant souscrit un contrat collectif
pour la couverture globale de son parc. Ainsi tessvéhicules sont soumis aux mémes
regles tarifaires, les primes de chacun d’eux senbuvrées en une seule fois et les
conditions du contrat sont applicables indistinaatra tous.

Les flottes artificielles correspondent au regroopet « mutualisé » de contrats
automobiles couvrant des clients distincts d’'urspripteur ayant les mémes besoins en
terme d’assurance, chacun acquittant la primeivelatson véhicule.

la difference d'une flotte naturelle, la flottertificielle releve plus d'un simple
rassemblement de mono véhicules. Nous nous intgresgans la suite uniquement aux
flottes naturelles, la tarification des flottesifanielles se rapprochant plus de ceux relatifs au
marché des particuliers.

(tailles de flottes) a Covéa Fleet pour les acs/guivantes :



TPPC (transport privé  TPM (transport public de TPV (transport public de Location
pour propre compte marchandises) voyageurs)
de 5 a 10 véhicules de 1 a 5 véhicules de 1 a 5 véhicules de 1 a 5 véhicules
Segment 1
moteurs moteurs moteurs moteurs
de 11 a 39 véhicules de 6 & 19 véhicules de 6 & 19 véhicules de 6 & 19 véhicules
Segment 2
moteurs moteurs moteurs moteurs
de 40 a 100 véhicules de 20 a 100 véhicules de 20 a 100 véhicules de 20 a 100 véhicules
Segment 3
moteurs moteurs moteurs moteurs
Segment 4 |> 100 véhicules moteurs| > 100 véhicules moteurs| > 100 véhicules moteurs| > 100 véhicules moteurs

Le segment 4 qui nous intéresse dans ce projebupgrles grosses flottes automobiles de
plus de cent véhicules moteurs.

ll. Les grosses flottes et le systeme des consergas

La conservation annuelle fixe est un montage sip@efaux grosses flottes automobiles
largement pratiqué sur le marché pour une rais@engigllement fiscale. En effet, le
législateur n’a pas décidé de répercuter la tétdls prélevements obligatoires appliqués aux
primes RC automobiles (33,1% pour les voituresipdiéres et les véhicules utilitaires
légers, 15,10% pour les plus de 3,5T) sur les frises RC conservées a leur charge par les
entreprises. Ces dernieres restent néanmoins sesiidi& contribution au fonds de garantie
automobile (FGA) dont le taux s’éleve a 5%. Dansplatique ce reglement se fait
directement par I'assuré au FGA.

En réduisant la partie de la prime soumise a t@lit® pesant sur I'assurance automobile, il
est donc proposé a I'entreprise un budget plus étitifp

L’instauration de cette conservation permet égafgmene moralisation du risque.
L’entreprise a un intérét direct a agir sur sastialité car en cas de baisse de sa charge
sinistre, elle peut récupérer une partie de la @wasion. Du point de vue de l'assureur, il
aura intérét bien évidemment a ce que le niveaétdation soit fixé assez bas pour que cette
derniére corresponde bien a la part certaine dueisle facon & ne pas avoir a rétrocéder la
conservation non consommee.

Nous considérons qu’a partir d'une certaine tadlée flotte il y a un seuil de sinistralité
incompressible et certain que l'assuré, pour lésons fiscales évoquées ci-dessus, peut
souhaiter garder a sa charge.

Ainsi le montage se décompose en :

* la part certaine de sinistralité qui sera a laghale I'assuré : la conservation
* la partie aléatoire du risque qui correspond ailae

D’un point de vue schématique, le montage consiste



Part aléatoire Prime

v

Part certaine > Conservation a ld
charge de
'assuré
« Charge de sinistre annuelle » « Budgauel »

Le budget total de I'assuré se compose donc d’'étemtion a sa charge et d’une prime qui
permet de couvrir la sinistralité excédentaire taliéa.

Apres études des statistiques des flottes (le déoade tarification actuel sera détaillé
ultérieurement au chapitre 3) lors des réunion®gi&ues du collectif pour la souscription et
le renouvellement, un seuil de rétention peut &tenu et les réegles de mise en place d'une
conservation sont les suivantes :

- La prime pure totale RC doit étre supérieure adb&lros,

- Le montant de la conservation doit étre signifieatent inférieur a la sinistralité
récurrente,

- Le montant de la conservation doit étre égal auimiax a la moitié de la prime pure
totale.

Concernant la fréquence de l'instauration d’'uneseovation, sur I'ensemble des contrats
segments 4, nous pouvons constater qu’elle esigagel plus d’'une fois sur trois.

Dans la pratique, la gestion de la conservationiresimbée totalement a I'assureur qui

percoit des frais de gestion. Une convention ddigreselevant du droit commercial est

établie entre l'assuré et 'assureur et décritpesstations contractuelles de la conservation
instaurée.

Notons qu’'une conservation peut de la méme manére appliguée aux garanties

dommages. La logique est identique a celle de langj@ RC, bien que son instauration soit
moins « profitable » en raison d’un taux de taxenhi@ que celui de la RC.



Exemple d’'une flotte avec conservation :

Nous présentons ci-dessous un exemple de tarificatune flotte de véhicules de premiére
catégorie (véhicules de moins de 3,5T) pour monttietérét pour le client d'une
conservation. Soit une flotte dont la prime putal®est de 200 000 euros.

Une tarification sans conservation se décomposs, an supposant par exemple les taux
suivants (taux que nous conserverons dans ladeitétude) :

- Frais généraux : 19%
- Commissions : 15%
Sa cotisation H.T. s’éléve alors a : 200 000 / G;&®3 030 euros
Sa cotisation TTC est de : 303 030 * 1,33403 333euros
Une tarification avec une conservation de 100 @g0sse décompose en :
- une cotisation H.T. égale a 100 000 / 0,66 = 19 éifros
- une cotisation TTC de 151 515 * 1,331 = 201 66®&&ur
- une conservation = 100 000 euros
- les honoraires pour la gestion de la conservatid®:000 * 0,14 = 14 000
- la contribution au FGA : 100 000 * 0.05 = 5000
d’'ou le budget TTC s’éleve 320 666euros, soit un budget minoré de 20,5% par rapgport

une tarification sans conservation.

Nous soulignons que les enjeux financiers relatifs conservations sont importants. En effet,
sur I'année 2006, I'encaissement des conservasiétesvait a 42 millions d’euros pour Covéa
Fleet (dont 33 millions provenaient de MMA/MAAF @millions de la SMABTP).

[1l. Les données

Lorsque la base de données de notre étude a &8taéa dans le courant de I'année 2005,
nous avions a notre disposition uniquement les édesinssues des systemes d’informations
(S1) correspondant aux enseignes MMA et MAAF.

Nous, avons par la suite, restreint notre extraafi® données aux :
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- flottes automobiles du segment de marché TPPC g§pmahPour Propre Compte) ; en
effet notre étude porte sur ce segment de marchéeprésente environ les 3/4 de la
totalité des contrats du segment 4 dans notrefpaitie

- parcs désignés (les immatriculations de tous Iéscutes de la flotte sont connues)
afin de pouvoir associer a chaque véhicule lests@s correspondant dans la partie
modélisation

Nous porterons également notre intérét plus pdigimment aux flottes de®f catégorie de
facon a travailler sur une classe homogene :

ainsi notre partie modélisation des sinistres saligera uniqguement sur la sinistralité RC
d’un véhicule de 4° catégorie utilisé dans le cadre d'une activitétrd@sport pour propre
compte.

Des précisions supplémentaires sur les donnéeesuelles les modélisations se baseront,

seront données ultérieurement lors des applicationmériques, dans chaque partie
concerneée.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DES SINISTRES
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Dans ce chapitre, apres avoir présenté le moddlectfy nous nous intéressons a la
modélisation des données sinistres pour déterntesdois s'adaptant le mieux a la fréquence
de sinistralité et au codt des sinistres du riggGe

Nous distinguerons les sinistres « de fréquencent lés montants sont de faible intensité et
les sinistres graves dont I'événement est plusmais I'impact beaucoup plus lourd en terme
de codt.

Nous présenterons notamment la modélisation destrems graves par une loi mélange de
deux distributions.

Différents tests statistiques qui seront appligp@sr mesurer la qualité de I'ajustement du
modele retenu a ces données sont présentés.

Les applications numériques qui consistent en tardénation des parametres des lois de
distribution pour la garantie RC Corporelle, laagaie RC Matérielle et les sinistres graves
RC cl6tureront ce chapitre.

I. Préliminaires

Il existe deux principales approches en assuraogerge pour modéliser la sinistralité d’'un
ensemble de contrats (éventuellement réduit a iquarcontrat) selon le type d’information
disponible et recherché par I'assureur : 'apprdaoléviduelle et I'approche collective.

Nous présenterons ci-dessous les deux modéleprdempe collective étant le point de vue
adopté dans la suite de ce rapport.

Les résultats, qui seront obtenus a la fin de @pitte suite a I'application des modeles de
fréquence et du codt présentés dans cette pagtientsutilisés dans les chapitres suivants

pour modéliser et simuler la charge sinistre anaulune flotte dans le cadre de ce modele
dit composé.

1. Le modele individuel

Considérons une clas€edeK contrats. SoiSla v.a.r. charge sinistres de la cla€sau cours
de la période considérée (souvent annuelle).

Pourk =1,....,.K , S, désigne la v.a.r montant cumulé des sinistreg®contrat pendant la
période considérée.
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Dans le modéle individue§ est donnée par :

La sinistralité de chaque contrat est donc conmlividuellement en fin de période et la
distribution et les principales caractéristiqueslaleharge sinistre total® sont déduites a
partir de celles de5,..., Q) supposées connues.

2. Le modele collectif

Dans l'approche collective, les contrats ne sorg gdestingués et les charges sinistres
individuelles ne sont pas forcément connues. LargehainistresS de la classeC est
déterminée a I'aide du nombre total de sinistrelddasse et des montants de chacun de ces
sinistres. Il s’agit du modéle composé. C’est lalgle de base de I'assurance non-vie.

Le montant cumulé des sinistrigésle la class€ s’écrit donc :
N

S=> X,

i=0

N est la v.a.r. (a valeurs entiéres) nombre ou #aqge de sinistres survenant a
la classeC lors de la période considérée,

- (xi )iZl est la suite des v.a.r. montants individuels distsa(dans I'ordre
chronologique),

- Xo=0 par notation.
Nous ferons également les hypothéses suivantes :

i Indépendance de la fréqguence et des co(ts.

Les v.arNet(x,)_, sontindépendantes.

ii. Indépendance et équidistribution des co(ts detsinis

Les colts des sinistres succes3fsxX,, ...,%, ... sont indépendants et de méme loi que la
v.a.r. parentX.

Sous ces hypothéses eNset X admettent des montants d’ordre 1, nous avons :
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Il. Modélisation des sinistres RC dits « de fréequete »

Nous étudierons dans cette partie les sinistrepeatite et moyenne intensité que nous
différencions des sinistres lourds dont le traitetngera effectué dans la partie suivante.
L’entreprise a pour tradition d’utiliser un seuéd @5K euros pour différencier ces deux types
de sinistres (pour le calcul des réserves, pougdasurance). Nous garderons ce méme seulil
de séparation pour nos études.

La fréquence de sinistres, qui est la premiere os@pte du montant cumulé des sinisBes
dans le modele composé, est analysée en premieElssuite la deuxieme composanteSfe

le colt de sinistres, sera étudiée. Les lois ussiglbur la modélisation de chacune de ces
composantes sont présentées dans la suite de p#rehde lecteur pourra consulter
I'ouvrage de Besson et Partrat (2005) pour de @hgles détails sur ces aspects.

Définition et Notation
Pour une v.a.iX a valeurs entieres, le moment factoriel d’ordesst défini par :

Heo = EIX(X =1)...(X —k +1)]

Nous notons le moment simple d’orded’une v.a.rxX: m =E(X").
Les moments simples s’expriment en fonction des emtsifactoriels, ainsi nous avons :

m, = MUy

m, = Uy + Hy

My = U + 3 + My,

M, = Uy + 6 + T + My

Nous appelons moment centré d’orédr@e la v.a.rX et nous notongs, :

He = EI(X - E(X))kJ
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Quelgques moments particuliers :

Les moments centrés dordie se déduisent des moments simples par les expression
suivantes :

m, estla moyenne.

U, =m, —m? est la variance.

Hy =My —3mm, +2m;

U, =m, —4mm, +6m’m, - 3m;

U, Hzet p, sont utilisés pour caractériser la forme d’unéritistion.
Nous définissons :

Hs
(/.12 2

le coefficient d’asymétrie (skewnessy,: =

le coefficient d’aplatissement (kurtosisy, =

1. Modélisation du nombre de sinistres

Nous présentons ci-dessous les caractéristiquedraisslois usuelles pour modéliser une
fréquence de sinistres, en faisons quelques conaimesitsur leurs utilisations dans les cas
pratiques et exposons les méthodes pour détertemparametres de ces lois.
e Distribution Binomiale B(n, p)
Elle a pour paramétresdansN’ et pJJ0]] ; nous poserorg=1-p.
Loi :

p, =P(N =k)=C}p“q"™ pourk = 01,...,n et P(N =k) =0 sinon

Moments :

k

Hyy =n(N=1)..n—k+1)p

ce qui donne
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m=E(N)=np, o?=V(N)=npq  (<E(N)),

, = 4-p

© o Jnpg’
_1-6pq

12 npg

Semi additivité :

Soient deux v.a.r. indépendantés et N, suivant respectivement les Idsgn,p) et B(m,p),
alors la v.a.rN;+N> suit la loiB(m+n2,p).

» Distribution de Poisso®(A)

Elle a pour parameétrd >0

Loi :
G A
p, =P(N=n)=e"~pournN
n!
Moments :
Hiw = A* d’oul pour les premiers moments
m=E(N)=A, g?=V(N)=A (=E(N)),
1
n _ﬁ'
1
12 )
Additivité :

Soient deux v.a.r. indépendantds et N, suivant respectivement les loR(4,) et P(A,)
alors lav.a.rN; + N, suitlaloiP(A, +A4,).
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» Distribution Binomiale NégativeBN(r, p)
Elle a pour paramétras>0 et pdJ01; nous poserorgg=1-p.
Loi :

I(r+n)
(r)n!

p, =P(N=n)= p'q", pourndN

avecl la fonction Gamma définie pdr(x) = jowtx‘le‘tdt vérifiant :

M:(r+n—1)...r sinzletlsin=0

r(r)

Moments :

k
Hy =1(r +1)...(r +k —1)(%] d’ou nous en déduisons

—gN)=rd,  viny=r-L (E(N)),
m=E(N) =1 ()rp2(>())

=Lt
1 \/a’

_ p’+6q
rq

2

Semi additivité :

Soient deux v.a.r. indépendantlls et N, suivant respectivement les I0iBN(r,, p) et
BN(r,, p) alors lav.a.rN; + N, suit la loiBN(r, +r1,, p).

Rappel :

La loi Binomiale Négative est un cas particuliedaéamille des lois de Poisson mélange.

Soit la v.a.rN fréquence de sinistres d’'une police appartenamieaclasse de risques, elle est
distribuée selon une loi de Poissdt{1), A étant la réalisation d’'une v.an >0 dite

variable de structure de la classe.
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Soit h la densité deA, dépendant d’'un paramét@1©® ouvert de]?, la loi deN est

donnée par :

LA

o (A)dA (n entier)

P(N = n)=+fe

N suit une loi de Poisson-Gamma si la variable dacgire A est distribuée selon une loi
Gammay(r,a) de densité, avec,a >0 :

a,r

r(r)

h(1)= =A™ si(1>0),

avecE(A\)=—,  V(A)=

r r
a a?

la loi deN est alors une loi Binomiale Négati\BN[r,LJrJ
a

« Commentaires sur I'utilisation des différentes lois

La distribution binomialeB(n, p) est appliquée le plus souvent lorsque le paranmefogii
borne la v.a.r. fréequence de sinistres) est dobhedait que E(N) >V (N) rend I'utilisation

de cette loi plus difficile car le plus souventat'¢inégalité inverse qui est rencontrée dans
les données empiriques en assurance non vie.

La loi de PoissorP(A) est la loi fondamentale de I'assurance non via pows les avantages

qu’elle présente dans Il'aspect pratique : uniquearpatre facilement compréhensible et
estimable, elle est a la base des distributionss®airmélange et de I'élaboration d'un
systéeme Bonus-Malus, ...

Elle est cependant moins flexible en raison dewtque paramétre, elle présente une queue
de distribution légere, et I'égalitE(N) =V (N) peut étre contraignante.

Dans le cas de la distribution Binomiale NégaB¥r, p), V(N) > E(N), ce qui la rend
facilement utilisable dans la pratique. Elle estaplus flexible que la loi de Poisson grace a
ses deux parametres. Enfin, elle permet de modétiaturellement la distribution de la
fréquence de sinistres d’'un contrat d’'une classérbgene de risques.

* Procédures d’estimation des parametres

Nous présentons trois méthodes d’estimation que nbliserons dans nos applications.
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SoientX une v.a.r. de loiP, 0P, :{P09 :HDG} de paramétre naturédJ© ouvert deél”,
X =(X,,...,X,) unn-échantillon deX prenant ses valeurs dans I'espace des observations

et 72(5) un parametre-vectoriel a estimer.
Estimer le paramétrez(&) consiste pour chaque réalisatiordans X a donner une valeur
estimée de la vraie valeur inconnuéﬁ'v) de ce parametre.

Méthode des Moments

Il s'agit d'exprimer le plus simplement possibi(d) en fonction des moments simples
théoriques d& soit :
L'estimateur den(6) donné par la méthode des moments (emm) TibX€) est tel que :

T(ﬁ) = ¢(M1,...,Mr) avecM, :lzn: X/ le moment empirique d’ordre

i=1

Méthode du Maximum de Vraisemblance

C’est une méthode fondamentale pour la recheratstidiateurs.

SoientX une v.a.r. de loP, R, = {Po" 100 @} ou © estun ouvert de’, et
X =(X4,...,X,,) unn-échantillon dex prenant ses valeurs dans I'espace des observations

La fonction de vraisemblance associée a I'échantiX est définie comme étant la fonction :

L:Xx0 - [,
(1(;6’) - L(l(;@): ﬁ Pog(x = Xi)

1=1

Dans le cas olX est une v.a.r. absolument continue de deridi{&), la fonction de
vraisemblance s’écrit :

L(x.6) = |‘j £2(%)

L'idée est de déterminer I'estimate# pour lequel la vraisemblance avec laquelle est
observéx soit le maximum.
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Définition :

On appelle estimateur du maximum de vraisemblagce deé un estimateué(l) tel que
pour XX

Lx6(x)= L(x6) pourtout 60O
Lorsque pouxk X, LQ(; 5) admet des dérivées partielles premieres, 'emv

fdeb est solution des éguations de vraisemblance :

dInL(x;6)

=0, k=1...,
7 L...,p

Minimisation de la distance de Cramer-von Mises

Une autre approche pour I'estimation des paraméedsis est I'utilisation d’'une mesure de
distance gu'il faut minimiser. Nous retenons plastigulierement la distance de Cramer-von
Mises.

Soient une f.rG donnée continue, et la f.rF de C.F étant cependant inconnue, la fonction
empiriqueF, est substituée . La distance de CVM entrg, etG est définie par :

d,. (G)=["[F, (x) - G(x)}*dG(x)

Hogg et Klugman (1984) suggerent d'utiliser I'exgg®n suivante. L’'avantage est d’avoir
une pondération plus lourde aux bords de la digiob.

L’expression opérationnelle est :
2w [F,(x)-6(x )
i=1

n

R RG]

n+1 n+1

avec W =
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Applications : formules pour les emm et emv

+ Loi Binomiale B(n, p)

Soit (n,,...,n, ) la réalisation d’urk-échantillon(N;...,N, ) deN.

n est généralement connu, et les estimations de [apaéthode des moments et la méthode
du maximum de vraisemblance donnent le méme e&limat

L1y
p_kn;ni

e Loi PoissonP(A)

Soit (n,,...,n, ) la réalisation d’urk-échantillon(N;....,N, ) deN.
La méthodes des moments et la méthode du maxinewnatsemblance fournissent le méme
estimateurd =n de A (avecn moyenne empirique de I'échantillon).

* Loi Binomiale NégativeBN(r, p)

Soit (n,,...,n, ) la réalisation d’urk-échantillon(N,,...,N, ) deN.

La méthode des moments donne les estimateursnssiifaous notonsg? la variance
empirique de I'échantillon) :

n’ ot 5 = n
Z_ﬁ O".Z

avecd? >n

F=

o

La méthode du maximum de vraisemblance donne ldtaé¢suivant :
Soientl =maxn,,...,n,}, k, = nombre des\ égaux §, avecj =0,...,,

k. j
f, :?‘ et Z f, la proportion desy, inférieurs ou égauxja
a=0

Proposition :

f

Si 6% >n, alors 'emv de(r, p) noté (F, f)) est donné pap = — g
f+n

et r est I'unique solution positive de I'équationren
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| -
> f{#h&%—ln(ﬂﬂ} =0
m \r+j-1 r r

La démonstration de cette proposition est détailees Simonsen (1979)
Cette équation se résout numériqguement avec ueervilitiale der fournie par la méthode
des moments (voir partie applications numériques).

2. Modélisation des colts de sinistres

Il s’agit de modéliser le montant individuel deistre, la deuxieme composante du modéle
collectif. Nous présentons les distributions comtis usuelles pour la modélisation des codts
et faisons quelgques commentaires sur leurs utdissit

Les procédures d’estimation des parameétres sontiigees a celles de la modélisation de la
fréquence, elles ne seront par conséquent pasnpéésea nouveau dans ce paragraphe, mais
nous indiquerons les formules de déterminationpdeameétres pour chacune des lois.

Nous présenterons également le cas de mélangestlibutions qui est utile pour modéliser
un montant individuel de sinistre lorsque diffégetypes de sinistres sont en présence.

Dans la suite nous appelo@da v.a.r. positive colt de sinistre.

 Distribution exponentielles(@)

Elle dépend d’un unique paramefte O.

Fonction de répatrtition et densité :

f(x)=6™ et F(x) =1-e™*

Moments :
kKl .
mk:? d'ou
1 1
m=E(C) ==, V(C)=—,
©) P (€) PE
=2,
y, =6
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* Distribution LogNormaleLogN(,u,az)

Elle a pour parameétres1[d et g > 0.
La v.a.r. coliC suit une loi LogNormaId_ogN(/J, 02) si et seulement si la v.alnC suit la
loi NormaleN (g, ).

Fonction de répatrtition et densité :

— 1 nx=u)? -
=™ e F(x)=q>['”xaﬂj

avec @ fonction de répartition de la loi normale centréduite.

Moments :

kﬂ+502 . o?
m,=e 2 ainsi, enposant w=e

m=E(C)=¢"7 =e"a?, V(C)=e*ww-1),
¥ = (w-1"*(w+2),

v, = +2w’ +30” - 6

» Distribution Gammay(a',,B)

Elle a pour parameétres (la forme) etg (I'échelle) strictement positifs.

Fonction de répatrtition et densité :

a\,a-1.,-5x X
’B)If(—;a et F(x) = J.,B”x”‘le“”dx/(r(a)) avec la fonction GammB définie par
a 0

rv)= J:w et *dt pourv >0.

f(x) =

Moments :

m = a(a+)...(a+k-1
k ,Bk

, ainsi
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a a
=E(C)=—, V(C)=—,
m=E(C) 7 (©) 7
-2
14 Ja’

6
Vo =—
a

Semi additivité :

Soient deux v.a.r. indépendan@set C, suivant respectivement les loiga,, 8) et y(a,, )
alors la v.a.rC, +C, suit la loiy(a, +a,,B) .

« Distribution WeibullW(r,a)

Elle a pour paramétres (la forme) eta (I'échelle) strictement positifs.

Fonction de répatrtition et densité :

T, ) -y
f(x)=—x"e * etF(x)=1-e
a

Moments :

m, = a"r(E +1), ainsi
r

m:E(C):aI'(%+1), V(C):a{r(§+1)—r2(%+1)}

« Distribution ParetoP(a,a)

Elle a pour paramétrea (souvent donné, niveau d'une franchise par exemetea
strictement positifs.

Fonction de répatrtition et densité :

(00 = 22200, . et F ()= {1—@ }ux)]a,m[
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Moments :

k
aa’ . .
m, = si @>k (m, =+o sinon)

s a>1, v(c)=—(a_1‘)’f‘(a_2)

V1=2(a+1),/a_2 sia>3
a-3 a

« Distribution NormaleN (u,c?)

sia>2,

La symétrie de cette loi ne lui permettra pas déeétiser les montants individuels de sinistre,
mais elle nous sera utile lors de la modélisatetadcharge sinistre.

Elle a pour parameétres]1 [ et g > 0.

Fonction de répatrtition et densité :

f(x) :£¢[x—,uj avecy la densité Normale standatd(01) définie par :
o'\ o

X212

1
Px)=——e et
()=
F(x)= q)[ﬂj ou ® est la fonction de répartition de la loi Normatenslard d’expression
o
intégrale :
1 x e
O(x)=—| e '?dt
W=
Moments :

4, = (k-1)(k —3)...31.02 sik est pair0 sik est impair
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« Commentaires sur l'utilisation des différentes lois

La loi exponentielles(#) est trés simple d'utilisation mais présente uneugude distribution

trés légere, ce qui ne lui permet pas la modétisadies codts de la plupart des garanties en
assurance non-vie.

La distribution LogNormaIeLogN(/J,az) est la plus utilisée en assurance non-vie et en

réassurance. Nous l'utiliserons notamment pour daétisation des sinistres graves sous la
forme d’'un mélange de deux lois.

Une autre distribution classique en assurance morest la Gammay(a,,B) qui s’adapte
efficacement a la modélisation des lois dont lauguge distribution n’est pas trop épaisse.

La loi Weibull W(r,a) est en revanche moins utilisée en assurance moa-\Gause des

expressions des moments a l'aide de la foncfioret une estimation des parameétres qui
s'avere plus difficile.

La distribution de Paret@(a, a) est la loi privilégiée en réassurance en raisosadgueue de
distribution lourde. Cependant I'existence des muis@’est pas certaine.

La loi Normale, comme dit précédemment, ne préspated’utilité lorsque la modélisation
du montant individuel de sinistre est souhaitéeason de sa symétrie, mais sera utilisée
pour la modélisation de la charge sinistre.

» Détermination des parametres : formules des emamet
Les procédures d’estimation des parameétres sonmises que celles décrites dans le

paragraphe précédent. Nous donnons pour chacureisléss formules des emm et emv.

- Loi exponentielles(6)

Soit (c,,...,c, ) la réalisation d’'um-échantillon(C,,...,.C,) deC. Les méthodes des moments

et du maximum de vraisemblance donnent le mémmatgtird :% de 8 (avect moyenne
C
empirique de I'échantillon).
- Loi LogNormaIeLogN(,u,az)
Soit (c,,...,c, ) la réalisation d'um-échantillon(C,....,C,) deC. Les estimations déu, 02)

par la méthode des moments et la méthode du maxitewnaisemblance donnent les mémes
estimateurs :
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- Loi Gammay(a, ,8)

Soit (c,,...,C, ) la réalisation d'um-échantillon (C,,...,.C,) deC. La méthode des moments
donne immediatement :

—=2 p—

- C ~ C A . ..

a=—; et B=—; pour Cetdg”® moyenne et variance empiriqgues de
19) o)

I’échantillon.

La méthode du maximum de vraisemblance donne, sanpda fonction
Digamma¥(a) = %, le résultat suivant :
a

L'emv (a, )est défini par :

- & solution de I'équation tha - W(a)=In<

n 1/n
oug= [” CiJ moyenne géométrique de I'échantillon.
1=

- Loi Weibull W(r,a)

Soit (c,,...,c, ) la réalisation d’'um-échantillon(C,,...,.C,) deC. L'emm 7 de 7 est solution
de I'équation eIt :

~2
In ,-(Z +1] ~2In r(l +1] = In(1+ f—zj
T T Cc

L'emm a dea vauta :+
F[~ +1j
T

La méthode du maximum de vraisemblance donne ldtag¢suivant :

T est solution de I'équation
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— i71
—'n———ZInci et

NI

- Loi ParetoP(a,a)

Soit (c,,....c, ) la réalisation d’'um-échantillon(C,....,C,) deC.

aest supposé donné. La méthode des moments n’estqreeillée car I'existence des
moments n’est pas assurée.
L'emv dea est:

1
Ing/a

a=

n 1/n
oug :( cij moyenne géométrique de I'échantillon.
1=1

- Loi Normale N(y,0?)

Soit (c,.,...,c, ) la réalisation d'um-échantillon(C,,...,C,) deC. Les estimations dé/J, 02)

par la méthode des moments et la méthode du maxitewnaisemblance donnent les mémes
estimateurs :

* Mélange de distributions

En présence de différents types de sinistres, nous modéliseremadntant d’un sinistre par
une distribution mélange de f.:

F(X)=ijF,—(X) avec Zk:pjzl

=1 =1
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ou F,; estla f.r. du montant d'un sinistre de typet p; est la probabilité qu'un sinistre soit
de typsg.

Kk
F est le mélange des lofs; avec pondérationg, t.q. Z p, =1.
j=1

Nous en verrons les applications pour les modéisatdes montants de sinistres RC hors
graves, ainsi que des sinistres RC graves.

lll. Modélisation des sinistres RC graves

Nous qualifions de sinistres « graves » les siggstte montant supérieur a 75K euros. Nous
considérerons que la probabilité de survenance sinistre de grande intensité est d’autant
plus importante (plus faible) que la probabilitésdevenance d’un sinistre RC hors graves est
élevée (faible).

Remarquons gu'’il s’agit d’un raisonnement similaadopté par Covéa Fleet pour le calcul de
la provision pour graves qui est déterminée en tfoncd’'une sinistralité écrétée par
application d’un taux.

Nous admettrons ainsi que I'espérance de la \eguénce de sinistres graves est égale a un
taux de I'espérance de la v.a. fréquence de @siRIC hors graves.

Nous supposerons que la v.a. fréquence de sinigteases est modélisée par une loi de
Poisson dont le parameétre est, par conséquentaagabduit de ce taux par I'espérance de la
v.a. fréquence de sinistres RC hors graves (ceai détaillé ultérieurement dans la partie
applications numériques sur les sinistres graves).

En ce qui concerne le colt des sinistres gravess souhaitons distinguer deux types de
sinistres : ceux qui sont « ordinaires » et ceuxsqat « non ordinaires ».

Nous modélisons alors le colt par une loi mélangeleux distributions dont la premiere
correspond aux sinistres « graves ordinaires »aetiduxiéme correspond aux sinistres
« graves non ordinaires ». Une telle approche aséd sur le travail de Benabbou et Partrat
(1994).

Nous commencgons par rappeler une approche poundiglieation d’'un montant au-dela d’un
certain seuil, la translation, dont nous en apgiqus le principe pour modéliser le colt des
graves ; nous présentons ensuite les grandes ligaeka procédure qui permettent de
déterminer les paramétres de la loi mélange corésdé
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1. Translation

Il s’agit de modéliser une v.a€. montant d’un sinistre au-dela d’'un certain seyhr une loi
dont la densité edt. . Nous modélison€-u dont le support a pour origine O par la loi dont

nous nommons la densitéet nous avons :

fe(x) = F(x-u)Lx)

Juseo]
Dans la suite, nous appliquerons cette translatidaux reprises :

- d’une part pour la modélisation des sinistres ¥gga> de montant supérieur a 75K
euros par une loi mélange,

- d'autre part en raison de l'intervention d'un sexil (a choisir) qui est tel que tout
sinistre de montant inférieur %, est « grave ordinaire » et tout sinistre de mdntan

supérieur &, est un mélange de sinistre « grave ordinaire deesinistre « grave
non ordinaire ».

Nous en présentons les détails dans la suite.

2. « Grands » sinistres et lois mélanges

Nous présentons assez succinctement les pointstie$seui permettront la mise en pratique

de I'approche décrite dans l'article pour détermies parametres de la distribution mélange
modélisant le colt des sinistres graves. Pour géuslétails, le lecteur pourra se reporter a
I'article de Benabbou et Partrat (1994). Dans lawasaux, les auteurs s’intéressent a la
modélisation de I'ensemble des sinistres qui toothm portefeuille, en différenciant les

grands sinistres des sinistres ordinaires. Nousigmds que notre approche consistera a
reprendre ce méme raisonnement en l'appliquantuenignt aux sinistres graves d’un

portefeuille.

Le modéle

La v.a.r.X montant d’un sinistre a pour f.r.

F(xA,6,,6,)= AF,(x,6,)+(1- A)F,(x,6,) ot
F, est la distribution des sinistres «ordinaires pethéant d'un parametrg [ ©, ouvert de
0 Gy ,

F,est la distribution des sinistres « non ordinairedépendant d’'un paramet®, [JO,
ouvert ded® vérifiant pour toutd,
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FZ(X,QZ) =0 pour X< X, (X, seuil donné),
A D]O';L] est la probabilité gu’un sinistre soit « ordinaite

Nous noterond = (6,,6,)1© =0, x0, .

Estimation des parametres

Nous souhaitons déterminegﬁn,éln,ézm) I'estimateur du maximum de vraisemblance de
(1,6,,6,) basé sur la réalisatidx, ),_, . d’un échantillon(X,)._, . delav.ar. X de densité

f(x,A,6) = A, (x,6,)+(1-A)f,(x,6,)

n A~ ~
Soit la log-vraisemblance assodilée:ZInf(xi,A,H), alors (n,é’n) sous réserve
i=1

d’existence est solution du systeme :

dinL — 4 fl(Xi,Hl)_ fz(xi’gz)=
oA le f(x,A,6) 0
0. of, (x.,6,)/ 06

=0 k=1..,q,

(x.
afz(x 6,)106

L’algorithme E.M. permet de déterminer la soluttce systéme.
Nous posons (en supposapt=q, =1 pour alléger les notations) :

L= A8) o (- (1‘f”(1f;fgfz) “1-4,(x)

Le systémeS) devient alors :
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(5) {3yl

i=1 091
n oIn f,(x.,6,)

t : 2 12 =O
>t )

Une fois la valeur initiale(/i(o),é?(o)) déterminée, le processus est itératif.
Nous avons :

Etape E :

6™ est solution d(ezn:tl(m) (x )%(;51) =0
i=1 1

6™ est solution deznltgm) (x )w
i=1 632

=0

Estimation de la valeur initiale (1®,6)

Un bon choix de la valeur initiale s’avere nécessaour que la suitc(/l(”),e(“)) converge
vers(/in,én). Sa détermination est basée sur l'idenfité, A,6) = AF,(x,6) pourx < x,. Ainsi
la loi F tronquee su[O;xO] coincide avec la loF, tronquée su[O;xO] ;

F(xA.0) _ Fi(x8) _ (x,6,)

F.. A = =
[O,Xo](x’ ’9) F(XO,/],H) Fl(xolgl) Joixg]

Une estimation@f1n de 6, est déterminée par les procédures classiquesndasin par le
maximum de vraisemblance de paramétres de loiguemes a droite (COHEN, 1991).
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Dans nos applications numériques, nous modélisdesnsinistres graves par un meélange de
lois Lognormales. Aussi nous détaillons ci-desdeadormules permettant de déterminer les
parametres correspondants.

Les deux composantes de la loi mélam@@N(/Jl,Jf) et LogN(/Jz,o*zz) ont pour densité :

_h
fily
—

X
=
Q
~

11

=
)]
X
|

1
ol ) |

1

)= -t b)) (9

Si n, est le nombre de < x,, l'emv de (,,07) basé sur la réalisatidx, ),_,

..... No
de la loi LogN(/Jl,Jf) tronquée a droite dg, s’obtient par :
_ 1 & 1 & _\2 52
Posong/=—>'Inx,, ==Y (Inx -y) et  w=——
Ny |2=1: Ny |Z=1: (ln Xo ~ y)z
Soient les fonctiorm/(x) :Z(LX), ou ¢ et ¢ sont respectivement la densité et la f.r. deila lo
X
_w(d . - . S _
normaleN(01), et Q(w) “W@)+a ol (i est I'unique solution de I'équation en:
uj+ad

i)+ _
W)+

alors nous avons :

i, = Y +Q(w)(inx, - y)
a;, =" +QW)(Inx, - y)°

Pourw < 0,57081, nous avons I'approximation rationnelle suival8€ HNEIDER, 1986) :

0siw<0.06246
Q(w) =1 P,(w)
P, (w)

si0.06246< w< 0.57081

ou
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P,(w) = -0.00374615+ 0.17462558 - 2.87168509* +17.4893265%° —11.91716546v*
P,(w) =1+ 5.74050108v —13.5342703W? + 6.88665552°

Une fois déeterminé ~ln,&fn) I'estimation initiale deé,ul,af), nous en déduisons

les estimations initialed , et ([12,1,52?”) de A et(,uz,azz).

n ~2

A = by _(,XO) avecF, la fonction de répartition empirique associée a
I:1 (XO’/'Iln ! aln)
réchantlon (x,)., ,: Fi ()= Y 1pa(X,)

i=1

(ﬁzmﬁfn) sont solutions de I'équation suivante(,ep, 022), ouv est une valeur réelle

Fr: (V) _/Tn Fl v, /71n ) 5:12n)
1-

choisie dangx,;+[ : (v, 1,,0,)=

Et & I'étapdm+1), les paramétres des deux lois Lognormales soenabtpar les relations :

Ztl(m) (Xi )In X; Ztl(m) (Xi )(ln X = ,ul(m) )2
’u1(m+1) — t=1 . , Jl(m+1)2 — =l :

i;tgm) (xi )(In(xi =X, )) ;tg’") (Xi )(m(xi _ Xo) _ ,ugm) )2

’ugmﬂ) — %>% ' 0.£m+1)2 — %>%
Fix) )
. =3

IV .Tests d’adéquation

Le modéle choisi et le paramétre estimé, il cortvéB@valuer la qualité de I'ajustement aux
données de fagon a retenir une adéquation « ssdista ». Notre problématique consiste a
tester I'adéquation des observations a une faohlis dépendant d'un paramétre que nous
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aurons estimé a partir de cet échantillon (il $'dgin cas différent de celui ou l'adéquation a
une loi de probabilité entierement spécifiée exters).
Plusieurs tests d’adéquation sont souvent utilisésés sur : la statistique glti, la distance

de Kolmogorov Smirnov et I'écart d’Anderson DarlirGhacun présente ses avantages et ses
inconvénients, et selon que la v.a.r. est discpéteontinue, un test spécifique pourra étre

appliqué.
1. Test duy?®

Ce test universel largement utilisé s’applique gé&leénent a une variable discrete. C’est celui
que nous utilisons pour 'adéquation des modélegétpience. |l peut aussi étre appliqué a
une variable continue (le colt d’un sinistre pagragle), mais cela implique un regroupement
des données en classes et par conséquent une’pgdemation.

La statistique y° se définit comme suit (nous la définissons dansae d’'une variable
continue ; le cas d’'une variable discréte s’en datbifacon immeédiate) :

(Ni -F )2

K représente le nombre d'intervalles )
N représente le nombre de valeurs observé dafi&iatervalle
E représente le nombre de valeurs attendu daf$latervalle

2. Test de Kolmogorov Smirnov

Pour une v.a.r. continue telle que le colt de &8s un test approprié (plus puissant que le
test duy®) est celui de Kolmogorov Smirnov qui fait partie ¢h classe des tests EDF
(Empirical Distribution Function).

Soit (C,,...,C,) un n-échantillon de la v.a.r. co@ de fonction de répartitiofr et F, sa
fonction de répartition empirique. Par définitiomFe,, on a :

i=1,...nh

F.(x =L pour C;, <x<C,, avec Ies(C(i)) ordonnes
n

Nous souhaitons tester I'adéquation de laR.de la v.a.rC a une f.r.G continue donnée.
CommeF est inconnue, nous lui substituons la f.r. empeiky,.

La distance de Kolmogorov Smirnov est définieGepar :
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D, (G) = Sup|F, (x) - G(x)| = maxD’(G), D; (G)]

avec

D, (G) = SuffF, (x) ~G(x)]
D, (G) = SugG(x) - F, (x|

Dans la pratique nous utilisons la proposition aote :

Proposition

e T
D} (@) = ma 1 -G(C,)|

T -1
Dn (G)_r]?.?,?( G(C(i) T}

L’avantage de ce test sur celui dy® est quil ne perd pas dinformation car nul

regroupement en classes n’est nécessaire. Sonviéantent est de ne pas bien évaluer les
éventuelles divergences en queue de distributioas(i en fait précis au niveau de I'écart
maximal entre deux distributions). Le test suivagtmet de remédier a ce défaut.

3. Test d’Anderson Darling

Le choix de I'écart d’Anderson Darling est pertindans les cas ou la queue de distribution
doit étre bien prise en compte car elle y est sadpree.
Nous l'utiliserons notamment pour mesurer I'ajustabdes distributions des sinistres graves.

L’expression opérationnelle d&’ est :

A2 =-n —%Z @ -0{inF(Cy)+Inft-F(Cpr)}

ou C désigne la9™ plus petite réalisation de la v.a.r. colt de $igi€ dans I'échantillon.

4. Test d'adéquation a une famille de lois de plolitg

Nous utiliserons les approches spécifiques suigdnte de nos applications :
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e cas du test duy® : cas dune famille de lois & deux paramétres Bimiomiale
Négative par exemple)

- (Ni _nlai )2
2w
en K classes avec :

Si xi.= représente la statistique gif observée sur I'échantillon regroupé

Ni le nombre d'observations appartenant a la classe
np, le nombre attendu de valeurs de la clas&vec p, déduits de I'estimateut)

alors I'hypothése d'adéquation n'est pas refusée si

X2 < seuil avecseuil= yz__, (lu dans la table dy’, deux degrés de
liberté sont enlevés en raison des deux paramestasés)

e cas d'un test de type EDF

Les lois limites des statistiques EDF differentad#ies du cas ou les lois sont entierement
spécifiees. Pour certaines familles de lois (Igpanentielle, loi normale par exemple), des

tables de quantiles qui leur sont spécifiques pteme de déterminer l'adéquation de

I'échantillon a ces dernieres (pour plus de détadsreporter par exemple a D'Agostino et
Stephens, 1986). Dans les situations ou des td3Es & parameétres estimés ne sont pas
disponibles (par exemple les cas de la loi Gamnmaj gue des lois mélange), nous aurons
recours a la méthode du demi-échantillon. Elle sb@sa extraire de maniere aléatoire un

sous-échantillon de taille (n/2) de I'échantillaitial et d'estimerd a l'aide d'un estimateut
asymptotiquement efficace. Soit ensuite une siglistEDF retenue pour le test, calculée sur
la totalité de I'échantillon, elle a alors pour lionite celle du cas entierement spécifiée (en
pratique cette technique est utilisable des qrgQ).

V. Applications numériques

Nous appliquons les méthodes décrites ci-dessus podéliser les fréquence et colt de
sinistres de la RC Corporelle, la RC MatérielléaeRC Graves.

Pour chague modélisation, les étapes seront leardes :
» Choix d’'un modele de distribution
» Estimation des parametres du modele

» Validation du choix du modéle et des parametraméstpar un test d’adéquation
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Nous commencons par donner quelques précisiors poids des sinistres graves dans notre
portefeuille.

Nous présentons dans le tableau suivant le poigssitdstres supérieurs a 75000 euros de
I'exercice 2004 ou I'évaluation est vue a fin 2005.

NB Charge (K€)
RC >= 75 K€ 116 62296
RC TOTAL 57349 135378
% par rapport au total 0,20% 46,02%

Nous remarquons que la part des graves au niveanothbre est infime, mais qu’ils
représentent une part importante pour la charge.

1. Modélisation des sinistres « de fréquence »

Il s’agit des sinistres dont le montant est inf@ri@ 75K euros. Nous distinguerons les
sinistres RC Corporels, les sinistres RC Matéhels IDA et les sinistres Matériels IDA. La
séparation des sinistres a forfait IDA (qui congtitine majorité des sinistres RC Matériels)
permet une meilleure modélisation du colt destsassnatériels.

Rappel :

La convention IDA est une convention de réglemensidistres entre assureurs concernant la
RC automobile et qui prévoit que si la partie «émnat » du sinistre a un montant inférieur au
plafond IDA (6500 euros en 2006), le conducteur responsable est directement indemnisé
par son assureur ; ce dernier exercera un recotfatéire (1204 euros pour I'année 2006)
auprés de lassureur du conducteur responsablemastant de ce forfait vise a une
compensation globale par exercice.

Pour la modélisation de la fréquence, les donngetesquelles se base notre étude sont les
parcs designeés du segment 4 sur I'exercice 2004alsa de données retenue comprend un
nombre de 13458 véhicules dé°tatégorie présents les 366 jours. Le nombre dstisis RC
hors graves associés s’éléve a 1113.

Pour la modeélisation des codts, nous nous inténesaox sinistres de tous les segments sur
I'exercice 2004 concernant les véhicules H&catégorie pour augmenter la base de données
de montants. Nous supposons qu’'a la différence dieéguence, la variable colt n’a pas une
distribution « spécifique » au segment 4.

a) Modélisation de la fréquence

Nous modélisons la v.a. nombre de sinistres RC gomses N, par une loi Binomiale

Négative. En effet, c’est la distribution la mieagaptée pour traduire I'hétérogénéité de la
fréquence de sinistres dans les grosses flottesnaliles (également justifiée par les valeurs
observées de la moyenne et de la variance empériguwariance > moyenne -).
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Soient :

A le taux de corporels (probabilité d’un sinistre R&s graves d’étre un corporel)
A la probabilité d’un sinistre RC hors graves d’étrematériel non IDA
A

rcm_NI

la probabilité d’un sinistre RC hors graves d’étrematériel IDA

rem_|

avecA, . +4 +A =1

rcm_ NI rem_|

alors la v.a. colt d'un sinistre RC hors gravesna distribution mélange de fonction de
répartition :

F (X) = Arcc I:rcc (X) + Arcm_NI I:rcm_NI (X) + Arcm_l I:rcm_l (X)

ou F, estlaf.r. du montant d’un sinistre RC corporelle
Fem i €Stlafr. du montant d’un sinistre RC matérieis IDA,
et F, , estlafr. du montant d'un sinistre RC materidlé.

Nous déterminons les paramétfesp) de la loi Binomiale Négative modélisant le nomtee

sinistres RC hors graves par la méthode du MaxindemV/raisemblance et en utilisant le
solveur d’Excel.

Les valeurs initiales utilisées lors de cette nétsomh numérique sont naturellement les emm
qui auront été calculés auparavant. Nous testosgiterleurs adéquations aux données avec

la statistique duy?.

Les valeurs del ., A Aem 1 SONt déterminées empiriquement a partir des dennée

rcc? rcm_NI ?

Garantie RC hors graves :

Les moyenne et variance empiriques observées egmectivement :

n=0,08270174 et o’ = 0,0928141

Les paramétres déterminés sont présentés dansdauasuivant ; suivra le tableau résumant
le résultat du test d’adéquation .

Paramétres de la loi Binomiale Négative pour laiR€ graves

r P
0,65425239 | 0,887778987
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Test du y?

Testy
0,06579
[ seuila 5% 3,841

Au vu du résultat de ce test, nous constatons’hypdthése de la loi Binomiale Négative est
largement acceptée pour nos données a un nivesigrdécation 0,05 (la P-valeur est égale a
0,797).

(la statistique duyy® est déterminée pour n=4 et deux parameétres estimés)

Les taux de corporels, matériels non IDA et IDAtsdonnés dans le tableau ci-dessous.

A 0,10703409
Arem_ni 0,21662923
Arem_ 0,67633668

b) Modélisation du colt

Pour chacune des deux « garanties » RCC et RCN (B&), nous souhaitons modéliser le
colt de sinistre par une des lois classiques pr@serpréecédemment. Les distributions qui
paraissent répondre au mieux a cette modélisationla loi lognormale et la loi gamma dont
les utilisations sont usuelles en assurance nagnetiedont les queues de distribution ne
présentent pas une trop grande épaisseur comme Pareto par exemple. Nous présentons
les résultats des modélisations avec ces deuxbdistms. Nous verrons que la loi retenue est
la loi Gamma qui s’averera étre une distributioenbadaptée ; elle ajustera en effet de facon
satisfaisante les queues de distribution des sgiste petite et moyenne intensité tels que
ceux étudiés ici.

Nous déterminons les parameétres des distributiansupe méthode de minimisation de la
distance de Cramer- von Mises pondérée. Nousertiliss le solveur d’Excel pour déterminer
les parameétres. La méthode du demi échantillontéstte dans les modélisations qui suivent
pour la loi Gamma (un demi échantillon est doneaixtle I'échantillon d’origine de maniere
aléatoire et les parameétres seront estimés).

Les valeurs initiales seront les emm qui aurontétéulés préalablement a partir des données
empiriques.

Nous testons ensuite I'adéquation des distributessociées a ces parameétres aux données
initiales par la statistique de Kolmogorov Smirnov.

Garantie RC Corporelle :

Loi Gamma
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Les parametres de la loi Gamma déterminés sonemésdans le tableau suivant :

a] A

0,84826913| 0,00021074

Le test de Kolmogorov Smirnov donne le résultadessous :

Test KS
0,077334
[ seuilasw | 0,085

La statistique de Kolmogorov Smirnov obsenie(égale a 0,077) est calculée a partir des
parametres déterminés grace au demi-échantillan aléatoirement de I'ensemble des
données (avec n=256 le nombre de valeurs de I'étibarinitial) et est comparée au quantile
d’ordre 0,95 de la statistique KS pour une loi @&miment spécifiée. Elle est inférieure a ce
quantile égal a 0,085, ainsi la modélisation desndes RCC par une loi Gamma n’est pas
rejetée au niveau de signification 0,05.

La moyenne empirique va@ = 4166 euros.
L’espérance de la distribution Gamma déterminéeEé@l) = 402513 euros.

Loi Lognormale

Les parametres de la loi Lognormale déterminéesdmmés dans le tableau ci-dessous :

7, 9]
7,78233226 | 1,22181322

et les résultats du test de Kolmogorov Smirnov sont

Test KS

0,08482172

seuila 5% | 0,0559375

La valeur de la statistique de KS observée estrmupé au quantile d’ordre 0,95 de la
statistique KS pour une loi Lognormale dont lesapstres sont estimés, ainsi nous rejetons
le modéle Lognormale pour I'ajustement de nos desél niveau de signification 0,05.

Nous retiendrons ainsi la loi Gamma comme la digtion modélisant les colits de la RC
Corporelle.

Garantie RC Matérielle Non IDA :
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Loi Gamma

Nous présentons ci-dessous les parametres catteilésloi Gamma modélisant le colt de la
garantie RCM non IDA :

@] ]

1,46433013| 0,00109156

Le test de Kolmogorov Smirnov donne le résultavaoi :

Test KS
0,038192
[ seuilas% [ o0,061882

La statistique de Kolmogorov Smirnov obserig(égale a 0,038) est inférieure au quantile
d’ordre 0,95 de la statistique KS pour une loi @ainent spécifiée (pour n=483) qui est de
0,062, ainsi nous retenons la loi Gamma pour ltejugnt des données de la RC Matérielle
(hors IDA) au niveau de signification 0,05. (la &eur est > 0,25).

La moyenne empirique va@ = 1554 euros.
L’'espérance de la distribution Gamma déterminéeE&I) =13415 euros

Loi Lognormale

Les parametres calculés de la loi Lognormale sadigués dans le tableau suivant :

7 o
6,89823997 | 0,93745679

Les résultats du test de Kolmogorov Smirnov sont :

Test KS

0,04880865

seuil 2 5% | 0,04072391

Nous rejetterons donc également la loi Lognormaler pa modélisation des colts de la RC
Matérielle hors IDA au niveau de signification 0,05

Garantie RC Matérielle IDA :

Le colt d’un forfait IDA est constant et s’élevé204 euros pour 'année 2004.
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La fonction de répartition d’un codt de sinistre R@s graves s’écrit finalement :
F(x) = 010703409 (x) + 0.2166292F,,, ,, (x)+0.67633668,, , (x)

2. Modélisation des sinistres graves

Pour I'étude des sinistres graves nous ne distimgpas les catégories de veéhicules pour des
raisons de volumétrie.

Les données sur lesquelles nous effectuons I'é&ade pour la modélisation de la fréquence,
'ensemble du parc tppc de segment 4 dont nousaissons les nombres de véhicules des
flottes. Nous nous intéresserons a I'analyse di€tpience de sinistralité sur I'exercice 2004.

Pour la modélisation du codt des sinistres gravess étendrons notre sélection de données a
tous les segments (et non uniquement le segmete¢ 43con a obtenir une volumétrie plus
importante. Les sinistres sont ceux survenus lersedercice 2004 et les colts sont vus a la
fin de I'année 2006. A cette date la, notons qeedennées MMA et MAAF ont pu étre
complétées avec celles de SMABTP.

Par ce choix de périmétre des données, nous coosgl€ue les flottes de plus de cent
moteurs ont une fréquence de sinistralité qui éatirspécifique alors que la taille d’une flotte
n'influerait pas sur la structure du colt de sessties graves. Rappelons également que pour
I'etude des graves, nous avons pris en comptelésusioteurs de toutes les categories sans
restriction aux véhicules dé"icatégorie, a la différence du cas de I'analysesif@stres de
fréquence.

a) Fréguence d'un sinistre grave

Nous modélisons la v.a. fréequence de sinistres R@eg par une loi de Poisson (dont le
choix est naturel pour la modélisation de la suamee d'un événement rare) dont le
parametrel est égal au produit entre :

- le taux A, égal au rapport de I'espérance de la fréquencéndgres graves pour un véhicule
moteur sur I'espérance de la fréquence de siniBtses graves pour un véhicule moteur qui a
été déterminé empiriquement et est indiqué ci-desso

A, =0,00232813
En effet sur la totalité des flottes (désignéesmat désignées) du segment 4 dont il a été

possible d’évaluer le nombre de moteurs (par defférdnce), il a été observé 28 sinistres
graves en 2004 pour une totalité de 145 424 véksamioteurs.

- 'espérance de la v.a. fréquence de sinistrehi®€ graves
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Cette approche nous permettra dans la suite deopopkendre en compte la sinistralité
antérieure d’une flotte (hors grave) dans I'évabratie la sinistralité grave a posteriori. Nous
le verrons plus en détail dans le chapitre suivant.

b) Modélisation du codt d’un sinistre grave

Nous souhaitons modéliser le colt d'un sinistrevgrgpar une loi mélange de deux
distributions lognormales. Nous élaborons un dtxitel en nous basant sur les résultats de
l'article Benabbou et Partrat (1994). Cet outil sopermettra de déterminer les cing
parameétres de la loi mélange.

Un sinistre grave est distingué par son niveau daetamt supérieur a 75K euros. Le but est

donc de modéliser une v.aG.montant d’un sinistre au-dela de ce seuil de 15Kfonction
de répartition de la v.a.€ s’écrit alors :

F.(x)=kF,(x-75000. 1 +(1-k).F,(x-(x, +7500Q). |

x>75000 X>(X,+75000Q
avec

F, la distribution des sinistres « graves ordinairete paramétreeu ,af),

F, la distribution des sinistres « graves non ordéesai de paramétre(ﬂz,azz),
k la probabilité pour qu’un sinistre grave soit dioaire », et

X, tel que(xO + 7500@ est le seuil en dessous duquel un sinistre grengecdnsiderée comme
« grave ordinaire »

Pour le choix de,, dont la valeur ne semble pouvoir étre fixée atéiment de facon

pertinente (quel est le seuil entre un sinistrevgra ordinaire » et un sinistre grave « non
ordinaire » ?), nous avons été amenés a la déterménla maniere suivante :

Dans nos applications, différentes valeursxjesont testées, et pour chacune d'entre elles,

lorsque les cing paramétres de la loi mélange gdét@rminés, nous testons I'adéquation de
cette derniére distribution aux données.

Finalement nous retenons le seui} £75000) qui donne le meilleur ajustement.

Un seuil de 1 000 000 euros (c’est-a-dixg= 925 000) donne des résultats légérement

meilleurs au niveau des tests d’adéquation paroragpd’autres seuils, mais la différence est
en réalité trés peu sensible.

Nous présentons dans les tableaux qui suivent &angetres déterminés ainsi que les
résultats des différents tests d’adéquation poarvateurx, = 925 000.
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Valeurs des parametres de la loi mélange

1,

0,98706511 10,9750274 1,91848535 14,9489309 0,177151

Tests d’adéquation de Kolmogorov Smirnov et d’Asder Darling (nous rappelons que la
méthode du demi échantillon a été utilisée, le mendle valeurs initiales étant n=209)

KS AD

Dn P-valeur An P-valeur

0,0514523 P>=0,25 0,60266562 P>=0,25

Nous pouvons constater qu’une loi mélange de deagnarmales s’avére étre un trés bon
ajustement aux codts des sinistres graves au vstaegstique KS et statistique AD.

Notons que I'espérance de la v.&montant d’un sinistre grave s’écrit :

2 2
E(C) = 75000+ k-exﬁ{ﬂl + a—zlJ +(1- k){ex;{,u2 + U_ZZJ + 925000}

ce qui donne E(C):490831 et la moyenne empirique des codts de sinistrevegra
C =421902

Remargue :

L’approche usuelle pour modéliser les sinistresvegajusqu’a présent a Covéa Fleet fait
appel a « une simple » loi lognormale.

Ci-dessous nous présentons les résultats de cettélisation : les parametres déterminés et
les résultats des tests d’adéquation.

Valeurs des parameétres de la loi lognormale

7, 9]
11,055826 | 1,77439206

Les tests d’adéquation de Kolmogorov Smirnov et &adn Darling donnent les résultats
suivants :
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KS AD

Dn P-valeur An P-valeur

0,05200267 P>=0,15 0,74288138 P>=0,05

La loi Lognormale s’ajuste, bien sur, également domnées du codt d’'un sinistre grave, mais
la lecture des P-valeurs indique que la qualit¢’ajastement par un mélange de deux lois
Lognormales s’avere étre meilleure. (Rappelons base P-valeurs du mélange de lois
correspondent a ceux d’une loi entierement spégiBéque pour celles de la loi Lognormale,
les paramétres ont été estimés)

Dans ce chapitre, nous avons modélisé la sinigr&iC automobile en distinguant deux
populations de sinistres :

- les sinistres de faible et moyenne intensité dantsnavons modélisé la RC en
faisant la distinction entre la RC Corporelle, |&€ Ratérielle hors IDA et la RC

Matérielle IDA,

- les sinistres graves, dont le colt a été modékséupe approche particuliére, un
mélange de deux lois lognormales.

Nous avons adopté le modéle composeé : la fréquaacnistres et le colt d’'un sinistre ont
été modélisés.

Nous avons ainsi a notre disposition les paramekee®utes ces différentes distributions qui
serviront de socle aux chapitres suivants pouétarchination de la prime pure d'une flotte,
la simulation de la charge sinistre d’'une flottegersuite pour évaluer 'impact du niveau de
la conservation appliqué sur la distribution duor&/P.
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CHAPITRE 3

ESTIMATION DE LA PRIME PURE
D'UNE FLOTTE : DIVERSES
APPROCHES
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Dans ce chapitre nous nous intéressons a l'esbtmale la charge sinistre totale d’une
garantie RC d'un ensemble de véhicules sur uneogeridonnée par deux approches
différentes.

En premier lieu, nous présentons la logique depfaghe qui est actuellement utilisée a
Covéa Fleet pour déterminer la prime pure RC dfiotee de segment 4.

Dans un second temps nous utilisons d'une partréssiltats obtenus a partir de la
modélisation du chapitre précédent pour détermmeharge sinistre a priori d’'une flotte, et
d’autre part, pour prendre en compte la sinis&alittérieure de la flotte, nous faisons appel a
la théorie du modeéle Bonus Malus pour calculerharge sinistre a posteriori. Aprés avoir
présenté les bases de cette théorie s’appliquanin avéhicule, nous effectuons une
généralisation a une flotte de véhicules.

Dans une troisieme partie, nous présentons la ithéler la crédibilité de stabilité, grace a
laguelle les parametres estimés lors de I'étapmatélisation permettent d’apporter quelques
éléments de réponse quant a la taille minimalealflotte pour que sa tarification puisse étre
basée uniguement sur I'expérience.

Enfin, dans la derniére partie, nous appliquossdiéférents concepts théoriques présentés
dans ce chapitre et donnons les résultats condelmaromparaison entre les primes pures
déterminées par les deux différentes approchedie, @ctuelle, de Covéa Fleet, et celle

résultant de notre modélisation. Les applicationmériques sont effectuées sur un certain
nombre de contrats sélectionnés dans le portedeuill

|. Détermination de la prime RC Covéa Fleet d'unelbtte

Les grosses flottes sont traitées de fagon persiséagoour la détermination de leur prime
RC lors des réunions du « comité de souscriptiasheatenouvellement ». Chaque contrat est
décrit dans un classeur Excel comprenant un ordjieformations globales et un onglet
regroupant les détails des sinistres (type desstsisi montant des sinistres, date de
survenance,...).

Sur I'onglet « informations globales », les infotinas de la flotte sont données pour chaque

partie suivante : description du parc (et garansieascrites), sinistralité, et calcul de la
cotisation.

- description du parc : les nombres de véhiculeslesirexercices N, N-1, N-2 et
éventuellement N-3 sont donnés.

- sinistralité :

i. Nombre de sinistres
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Pour chacune des garanties RC Matérielle et RC dCeltp, nous avons le nombre de
sinistres survenus sur les exercices N-1, N-2 ebtéellement N-3.

Pour I'année N en cours, les nombres de sinistas extrapolés selon le nombre de mois
d’observation de cette période pour obtenir le n@ntde sinistres ultimes sur I'année N.

ii. Charge sinistre

Les montants de sinistres sont écrétés a 30K euros.
Les charges sinistres reportées dans le tableda plertie sinistralité tiennent compte de cet
écrétement.

Les informations concernant la charge sinistre sauntnies de fagon similaire au nombre de
sinistres :

Les charges sinistres pour les garanties RC M#d&ae RC Corporelle sont indiquées pour
chaque année (et sont bien entendu actualisésppendre en compte I'augmentation du co(t
moyen des sinistres au fil des ans), et sont exdigapour I'année en cours.

Une espérance de la charge sinistres écrétée sasteenalculée pour le prochain exercice :
elle correspond a la charge moyenne par véhiculépiiée par le parc de I'année N.

S'’il y a eu un ou des sinistres supérieur(s) a 80kos, le montant est reporté sur la fiche en
tant qu’'observation complémentaire.

Le traitement de la charge pour graves est prisoampte sous forme d’'une provision pour
sinistres graves et est détaillé dans la suite.

- calcul de la cotisation :
Prime Pure
Le calcul de la prime pure de la garantie RC semgose en une partie « Prime pure RC

écrétée » et « Provision pour sinistres graves ».

» la Prime Pure RC écrétée a 30K euros : il s'agitadsomme des espérances
des charges sinistres définies ci-dessus pourrtedeal’année N des garanties
RC Matérielle et RC Corporelle.

» la Provision pour Sinistres graves (part des sessau-dessus de 30 K) : elle
est calculée a partir de la prime pure écrétéeoaesiste en un taux de
provision appliqué sur cette derniére. Il s’agittdux correspondant a la part
de la charge sinistre RC excédant 30K euros détéena partir d'une étude
historique.

L’addition de ces deux montants nous donne la ppore RC totale.
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Nous remarquerons que dans cette approche, seciaige sinistre intervient dans le calcul
de la prime pure et que l'information nombre dassies n'est pas utilisée méme si elle est
fournie. Mais cette notion nous servira dans léespour notre approche modélisation lors de
I'estimation de la charge sinistre a posteriori.

Rappelons que dans I'approche actuelle, la distinatntre les sinistres de fréquence et les
sinistres graves est au niveau de 30K euros (lé d&crétement), alors que dans notre
modélisation, le seuil est fixé a 75K euros.

Observons que I'approche actuelle consiste a s basgguement sur I'expérience de la flotte
pour les sinistres de montant inférieur a 30K eurds sur créte fait I'objet d’'une
mutualisation par application d'un taux sur la prippure écrétée. Pour cette approche, le
modele de crédibilité se porte donc sur la paciétée de la sinistralité.

Conservation et Cotisation TTC

La prime pure totale déterminée, un niveau de goatien (auquel un taux d’honoraire sera
appliqué) est éventuellement décidé, et il estigppla la prime pure restante (prime pure
hors conservation) différents taux dont les taxass,qui donnera la cotisation TTC. (des
précisions plus détaillées ont été données aupatrdaas le chapitre 1 de présentation)

Il. Modele Bonus-Malus et application aux flottes

Dans la partie ci-dessus, la tarification de lattéloest basée (presque) uniquement sur
I'expérience propre de la flotte, avec une prise@mpte mutualisée sous forme de provision
pour sinistres graves de la sinistralité lourde.

Dans le chapitre précédent, la modélisation destss permet de déterminer une prime « a
priori » basée uniquement sur certaines caradtpreg communes a une méme classe de
risque. Cette tarification « a priori » seule nengalrait ainsi aucune expérience propre a la
flotte en compte.

Dans la partie qui suit, nous nous proposons deébagmna cette modélisation « a priori » une
« personnalisation » liée a la flotte qui prendtaithombre de sinistres RC observés en
considération sous la forme d’un Bonus-Malus. Lsté&syje Bonus-Malus est largement utilisé
en Europe dans l'assurance de véhicules pour preadr compte I'expérience dans la
tarification.

Nous rappelons en premier lieu les bases théaiquanodele Bonus-Malus et généralisons
le concept a une flotte de véhicules.
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1. Systeme de Bonus-Malus appliqué a la familldalesle Poisson-mélange

Nous considérons un risque dont la fréquence alendelsinistres est distribuée selon une loi
de Poisson-mélange. Notog la fréquence pour I& année pour tolitentier et(nl,...,nt)

est la réalisation du vecteur aléato(rél,...,Nt) qui correspond a l'observation de ce risque
pendant années.

N N N 4 N...

0 1 2 t-1 t +1t

Nous souhaitons & la fin de 1& année déterminer la loi prédictive dd,,, sachant
(N1 =n,...,N, = nt). Nous supposons que la classe a laguelle apgaeieisque considéré

possede une variable de structévade fonction de répartitioh.
Nous faisons les hypotheses suivantes :

(H1) : les v.a.r.N,,...,N,,N,,, sont conditionnellement et indépendantes

(H2) : la loi conditionnelle deN, /A = A est une loi de PoissaR(A) pour touti =1,...t + 1

a) Distribution prédictive conditionnelld,,, /N, =n,,...,N, =n,

Nous commencons par déterminer la loi a postetioh sachantN, =n,,...,N, =n,.
Distribution a posteriori deA\/N; =n,,...,N, =n,
Le théoréeme de Bayes permet d'obtenir la densité laeloi a posteriori de

AIN;=n,..,N, =n, :

h(A)P(N, =n,,....N, =n /A = A)

[P(N, =n,..,N, =n /A = A)h(A)aA
0

Par les hypotheses (H1) et (H2) et en faisant ere constantes dans le sig e
proportionnel a nous obtenons :
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t
Observons que cette loi ne dépenc(nge...,nt) que parz n,
i=1
Loi prédictive deN,,, /N, =n,,...,N, =n,

Par les hypotheses (H1) et (H2) nous avons égatemen

et
P(Nt+1 =m/ N1 = nl""’Nt = nt): J.

0

h™=" (A)dA

qui est une loi de Poisson-mélan@éi\') ou la v.a.r.A' a pour densité ™ (/1)

Notons que cette probabilité ne dépend de la sititgt antérieure que par le nombre total des

t
sinistres au cours deslerniéres annéeE n .

i=1
Autrement dit :

P(N,, =m/N, =n,,...,N, =n,) = P(Nt+1 = mlzt: N, = n] pour tout t-uplet (n,,...,n,)
-1

tel quen, +...+n, =n.

Cas patrticulier : loi Poisson-Gamma

r

a

r(r)

Si A suit une loi y{r,a) de densitéh(1)=—=—~e ™A™ pour A>0, nous en déduisons

aisément que :

h™" (1) 0 )lz * gla

t
qui est la densité d’une I(y(r +yon,a+ tj :

i=1
La loi prédictive deN,,, sachantN, =n,,...,N, =n, est alors une loi Binomiale Négative

: a+t
BN(r +zni’a+t+1]'

i=1

b) Prime pure a posteriori et indice de fréquence

Dans le modele composé (sous les hypothéses d¢, basmontant cumulé du risque
considéré pour I4t +1)° année est :
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Nt+1

Su =Y X avec (X f”l))j)l la suite des montants de sinistres individueldadf +1)°
j=0 B
année. La prime pure s’écrit :

E(S1) = E(N,,, JE(x )

avec X "9 |a v.a.r. parente montant d'un sinistre(em1)° année.

De la méme maniére, la prime pure a posterioriasaicN, = n,,...,N, =n, s’écrit :

en faisant 'hypothése que les fréquences de latsitité antérieure n’influe pas sur le codt
moyen de ldt +1)° année.

Définition :

Nous définissons l'indice de fréquence détla1)® année

L (Myeon) = E(N,..)
t+1

a priori E(S,,,)).

En conditionnant paA et par les hypothéses (H1) et (H2) :

E(Npa) = E[E(N., /A)] = E(A) et

Elen1 ..... N, =n, (Nt+1) — Elen1 ..... N, =n, [ENl:n1 ..... N, =n, (Nt+1//\)] — Elen1 ..... N, =n, (/\)

c’est la formule que nous utiliserons en pratique.
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Nous obtenons la prime pure de{ia1)° année sachart, =n,,...,N, =n, :

t
avecl,,(n,,...n,) ne dépendant que det > n, et
i=1

E(S.,) la prime pure de référence du risque dé tel)® année.

Application & la loi de Poisson-Gamma :

Si A suit une loiy(r,a) alors nous avons

r +Zt:ni
i=1

r
a a+t

t
(car la loi de densité d&/N, =n,,...,N, =n, estune Ioiy(r +Zni ,a+tj),

i=1

d’'ou
t
>
1+ i=1
(N0 = {
1+—
a
remarque :

Avec les parameétres de la loi Binomiale NégatiB&l(r,p la)formule de l'indice de

fréquence de I§ +1)° année se réécrit en rempla(;aznparl—p .
-p

2. Application du Bonus Malus a une flotte de nadbs

Notre objet d’étude étant les flottes, nous soohaitappliquer ce modele de Bonus Malus a
un parc de véhicules et déterminer un indice dguséce pour It +1)° année en fonction
de sa sinistralité observée.

Soit une flotte avec un nombre constamt de véhicules supposés «identiques et
indépendants » sur les différents exercices. Laesiaince des sinistres pour chacun d’entre
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eux suit une loi Binomiale NégatiBN(r, p . Nous déduisons facilement la distribution de la
fréquence des sinistres au sein de cette flottesgrai-additivité : elle suit une loi Binomiale
Négative BN(nr, p).

La formule de I'indice de fréquence de(tar1)° année s'écrit alors :

t
2N

1+ i=1
n.r

L 1a-p)
Y

. (n,....n) =

avecn; le nombre de sinistres observés de la flotte Eanrpouri =1,...t .

Hors en réalité, les grosses flottes ont un parctdant (le nombre de véhiculasn’est pas
constant sur les différents exercices), et le nent& mois d’observation de I'anné@eut
étre inférieur & 12 mois.

La pratigue dans ce cas est d’extrapoler la saligirde I'année en cours pour obtenir une
estimation du nombre de sinistres sur 'année ceétapl
Nous adopterons ensuite I'approche suivante daine étude des cas pratiques.

Nous faisons alors les hypotheses suivantes :

- n (le nombre constant de véhicules) dans le termeutdoérateur de I'expression ci-
dessus deviem’ le nombre moyen de véhicules sur tesxercices et est déterminé par la
relation :

_mot +...+mot_, + mot * K
t

- le nombre de sinistres total sur temnées s'écrit :

*
n+..+n_, +n *K

avec

nombre de mois année t

12
ni le nombre de sinistres observés de la flotte 'arip@euri =1,...,t , avecn, le nombre

extrapolé de sinistres sur 'année comptéte

K=

mot le nombre de moteurs de 'annépouri =1,...,t .
La formule se réécrit :
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t n+n,+---+n*K

1+
r mot, + mot, +---+mot * K

|t+1_ _
1+t P
p

[1l. Théorie de la fluctuation limitée

La théorie de la fluctuation limitée ou crédibilignéricaine (appelée aussi crédibilité de
stabilité) a été fondée par Mowbray (1914) en 19di4 Whitney (1918) en 1918 ; elle donne
des éléments de réponse a la question de l'impmrtan accorder a I'expérience. Cette
crédibilité augmente avec les volumes (expositiongybres de sinistres).

Nous en rappelons les fondements théoriques etodsruelques résultats de son application
a des flottes de véhicules. Lors des applicatiameériques dans le paragraphe suivant, nous
en tirerons des indications sur la pertinence deploche actuelle de Covéa Fleet vis a vis
des grosses flottes automobiles.

Le principe de la crédibilité est de tarifer un anpour la (t+1§ période par :

avec .

z, est appelé le facteur de crédibil(é< z, < 1),

p, le montant moyen des sinistres observés sur fEiodes,

p le montant moyen estimé des sinistres (il s’aditen montant moyen estimé a partir d'un
groupe englobant le risque étudié).

Deux situations sont possibles :

-z =1, la crédibilité est totale : I'expérience acquiseffit a elle seule pour la
tarification,

-z 0]odl, il s'agit de crédibilité partielle.
Notations :

Nous gardons les mémes notations utilisées damhégstres précédents, soient
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S la v.a. montant cumulé des sinistres d’'un risquené sur une période fixée,
(X,).,, la suite des v.a. montants individuels d'un sigist

N la v.a. nombre de sinistres du risque au couta gériode considérée.

1. Crédibilité totale

La crédibilité totale sera accordée si la probsbifi que le montant total des sinistres soit
disperseé faiblement autour de la moyenne a un unigkaisik , est suffisamment éleveée.

De facon plus formelle, soient :

k est le facteur de dispersion autour de la moyenne,
p est la probabilité que le montant total des giesssoit at k %de la moyenne

si la relation suivante est vérifiée :

p[‘S_E(S)‘ < kJ >

E(S)

nous parlerons alors de crédibilité complete d’ercﬂk, p) et la tarification reposera
uniguement sur I'expérience propre du risque.

Supposons qu’il y a un grand nombre de sinistres @es grosses flottes), le théoreme
S—Hs
O-S
centrée réduiteN(O,l). Nous obtenons une approximation de la relatiécguatente par :

central-limite permet alors d’approcher la disttibn de la v.a. par une loi normale

avec @ la fonction de répartition de la loi normale céstréduite.

2. Application a différentes distributions

Nous énoncons ci-dessous les conditions pour aveipleine crédibilité d’ordrék, p) selon

la distribution soit de la v.a. montant total dasstres S, soit de la v.a. nombre de sinistres
N .
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Cas de la loi Binomiale

S suit une loi Binomiale de parametr@s ).
La crédibilité est totale d’ordrgk, p) si n vérifie :

Cas de la loi Poisson

Nous supposons que la v.a. nombre de sinidtresuit une loi de Poisson de paramétre
Nous avons une crédibilité compléte d'ordkep) si A vérifie :

k

Az Lpglj 2>{1+ V(X)}

Cas de la loi Binomiale Négative

Nous supposons que la v.a. nombre de sinidtresuit une distribution Binomiale Négative
de paramétref, 7).

Nous avons une pleine crédibilité d’ordie p) si r vérifie :

3. Crédibilité partielle

Lorsque le volume de risque requis n’est pas dftéenprime de l'assuré est alors une
pondération entre la prime d’expérience et la proolective (colt estimé).
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Nous avons :
R=z 'Xi + (1_ Z )'Ei
avec

z le facteur de credibilitée partielle,
P la prime de l'assuré,

X le colit actuel des sinistres de I'assut
E; le colt estime.

Les formules suivantes sont proposées pour leuade crédibilité partielle. Son, le seuil
de pleine crédibilité vu précédemment (que nousroos respectivement, dans le cas de
la loi Poisson et, dans le cas de la loi Binomiale Négative), alors :

- Z=min /1 ,lj qui est la formule la plus utilisée,
r]0

n 2/3
- Z=min [—J 1| et

n . .
z= K formule de Whitney oK est une constante fixée telle que les
n

variations de primes soient limitées.

4. Remarques sur la crédibilité américaine

L’intérét évident de cette théorie est sa sim@ice mise en ceuvre. Les inconvénients sont
néanmoins d’'une part I'approximation par le théaéoentral-limite et le choix un peu
aléatoire des deux parametrkset p (pour l'ordre de crédibilité(k, p)) pour lequel la
justification est délicate.

IV. Applications numériques

L’application de la théorie de la stabilité noug@ere de nous restreindre a I'étude des flottes
de taille «suffisamment » grande afin d’avoir wrédibilité totale pour un certain seuil
retenu. Nous donnons plus de détails sur ce poayres.
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Ainsi pour les applications humériques, nous si&enbns dix contrats de différentes tailles
(nombre de véhicules moteurs compris entre 339 287 3véhicules) et de différentes
fréequences de sinistralité afin d’obtenir un échiant reflétant la diversité du portefeuille de
grosses flottes automobiles.

Nous souhaitons ensuite, pour chaque contrat canparPrime Pure calculée par Covéa
Fleet avec la charge sinistre a posteriori, ques mmmmerons Prime Pure modélisée, évaluée

a partir des parametres déterminés dans le chapépgdent et de la sinistralité observée de
la flotte.

1. Quelques précisions

Concernant la modélisation de la charge sinistredR@e flotte :

Les parametres des lois de fréquence de sinistdgdiierminés dans le chapitre 2 se rapportent
a un véhicule moteur. Pour nos contrats, les parameorrespondants seront bien entendu
calculés par rapport au nombre de véhicules motdesdlottes par simple additivité ou semi
additivité des lois de Poisson et Binomiale Négativ

- Les sinistres RC hors graves

Nous en déduisons aisément I'espérance de la chianigge RC Hors Graves a priori a partir
de la connaissance des parametres des distribudeswvariables aléatoires frequentest
colt de sinistreX, a laquelle ensuite nous appliqguons le coefficibmnus malus
correspondant. Ce dernier est déterminé en fond@la sinistralité antérieure connue sur 3
(ou éventuellement 4) périodes.

- Les sinistres RC graves

Le nombre espéré de sinistres graves est calcydartad de I'espérance du nombre de
sinistres hors graves de la flotte a laquelle rapiquons le tauxd, décrit dans le chapitre
précédent qui correspond au rapport de I'espérdecka fréquence de sinistres graves sur
I'espérance de la fréquence de sinistres hors grpear un véhicule. De ce fait, la prise en
compte de la sinistralité antérieure est donc iaitelidans le calcul de la charge sinistre RC
graves.

Concernant le choix des flottes retenues pouajgsications numériques :

Nous nous sommes restreints aux flottes dont lge tpermet une crédibilité totale a un
certain seuil en appliquant les formules déterngnéans le paragraphe précédent. Nous
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avons retenu un ordre de crédibilité (@6%:80%) pour lequel nous souhaitons que la flotte
puisse étre tarifée par sa propre expérience.

Le choix de cet ordre de crédibilité résulte da dai'un seuil supérieur réduirait de facon tres
considérable le nombre de contrats qui « restarai@oncernés par I'approche actuelle de
Covéa Fleet (ainsi les flottes de taille supérieu@0 moteurs constituent environ 35% des
grosses flottes totales).

Nous nous basons sur les paramétres déterminéslelaragire de notre étude lors de la
modélisation dans le second chapitre, pour évaddutille minimum a laquelle doit répondre
les flottes pour une crédibilité totale.

Bien entendu, ces parametres correspondent a stirection des sinistres de fréquence et des
sinistres graves au seuil de 75K euros, ce quemifd’'un écrétement actuel de 30K. Les
résultats que nous obtenons nous permettent cepted@aoir une indication sur I'ordre de
grandeur de la taille a retenir.

Applications numériques
La v.a. fréquence de sinistrés pour un moteur suit une distribution Binomiale Htige de

paramétref0,6542523%0,887778987.

Si la flotte comprend au minimum :

- soit 300 moteurs avec 4 années d’expérience
- soit 400 moteurs avec 3 années d’expérience

alors la crédibilité est totale d’ord{@0%;80%) .

En choisissant des ordres de crédibilité autress awans :

ordre de nbre moteurs si  nbre moteurs si
crédibilité (k;p) 3 ans exp 4 ans exp
(209%;90%) 660 495
(10%;80%) 1600 1200
(10%;90%) 2640 1980

Au vu de ces résultats nous pouvons conclure gpereipe actuel de tarification de Covéa

Fleet est valide pour les flottes comportant unimimim de 300 moteurs si I'expérience sur 4
années est connue, sinon un minimum de 400 mopewnsune sinistralité connue sur les 3

années précéedentes. En fait ces résultats renfourenidée qui était déja connue et qui

tendrait a relever la taille minimum actuelle d’dtadte pour une approche personnalisée (de
la charge sinistre écrétée).
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Dans la suite nous confrontons la prime pure déterenpar Covéa Fleet avec la prime pure
déterminée par notre modélisation.

2. Cas étudiés

Les contrats étudiés sont des contrats provenambtte portefeuille TPPC segment 4 qui
sont passeés en comité de souscription et de rethemnant lors de 'année 200Bous avons
retenu les flottes ne comportant que des véhialdeE™ catégorie.

Les flottes sont dans la suite présentées par ardigsant de leur taille. Pour chaque contrat,
les nombres de moteurs ainsi que la sinistralisenkee sur les 3 ou 4 périodes (selon le cas)
sont indiqués dans un tableau.

Le nombre de mois pour 'année en cours est égalenh@nné pour I'extrapolation de la
sinistralité.

La fréequence moyenne de sinistralité et le coeffitbonus malus associé a chaque flotte sont
calculés a partir de ces informations.

Les charges sinistres espérées awvaintaprés application du coefficient bonus malus
déterminées par notre modélisation sont indiquées.

Nous notons Prime pure modélisée la charge siresjpérée aprés application du coefficient
bonus malus.

Les écarts tarifaires par rapport aux primes pG@@sia Fleet correspondantes sont également
calculés :

Ecart tarifaire = (Prime pure modélisée — Prime pue Covéa)/Prime pure Covéa
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Contrat 1

Notre premiére flotte étudiée comprend 339 véhgplaur 'année en cours. Nous notons que
pour I'année en cours N les statistiques ne samiwes que pour 9 mois. Sa sinistralité pour
les années antérieures est indiquée dans le tatilel@ssous :

n3 n2 nl n t nbrmos N
nb noteurs 41 372 1 30 4 9
rbsnRChg 30 5 0 3B

La prime pure Covéa Fleet associée a ce contiave'@ 80377 euros.

La fréquence moyenne de sinistralité et le coeffitbonus malus correspondant a cette flotte
sont indiqués dans le tableau suivant :

Frégce moy  coeff BM
9,48% 1,05

Il s’agit d'une vraie fréquence moyenne dont I'aaméest pondérée par son nombre de mois.

Les charges sinistres attendues de cette flottet @ataapres application du coefficient bonus

malus sont déterminées et sont présentées daaisldaci-dessous. Nous indiquons également
les écarts tarifaires respectifs avec la prime Qloeea Fleet.

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 74904 -6,81%
Espérance de la charge avec BM 78675 -2,12%

L’application du coefficient bonus malus a la priegpérée donne une meilleure estimation
de la charge sinistre réellement attendue comptede I'antériorité sinistre de la flotte.

La comparaison entre cette espérance de la chismigFesavec bonus malus et la prime pure
déterminée par Covéa Fleet donne un écart tarifi@re212 %, ce qui est un tres bon résultat

et nous permet donc de considérer que les dewocms aboutissent a une prime quasi-
équivalente.
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Contrat 2

Cette flotte comprend 356 moteurs.

Les informations concernant le nombre de moteurgesuannées précédentes et sa sinistralité

antérieure sont présentées ci-dessous :

n3 n2 nl t nnosN
nb noteurs 35 338 36 4
rbsnRChg 27 24 23

La prime pure déterminée par Covéa Fleet pour fette est d¢ 67249 euros.

Nous indiquons la fréquence moyenne de sinistrestie flotte et le coefficient bonus malus
associé a ce contrat dans le tableau suivant :

Frégcemoy  coeff BM
6,71%

0,94

Les charges sinistres moyennes avant et aprescapaii du coefficient bonus malus, ainsi
que les écarts tarifaires respectifs avec la ppgare de Covéa Fleet, sont donnés ci-apreés.

écart avec PP conité
Espérance de la charge sans BM 78632 16,93%
Espérance de la charge avec BM 73730 9,64%

La charge espérée de la flotte sans prise en cotlepsa sinistralité antérieure est nettement
plus élevée que la prime pure Covéa. Aprés applitatu coefficient bonus malus, I'écart

tarifaire se réduit et s'éleve a 9,64%.

L’impact du coefficient bonus malus permet d’obtam résultat acceptable.
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Contrat 3

Nous avons une flotte constituée de 451 véhiculeseuns, dont le détail du parc et la
sinistralité sur les 3 derniéres années sont répaidns le tableau suivant :

n3 n2 nl n t nbrnoisN
nb noteurs 455 455 48 451 4 8
rbsnRChg 51 46 45 53

La prime pure Covéa Fleet est/de 107614 euros.

Les valeurs suivantes pour la fréquence moyenrsingitres et le coefficient bonus malus ont
été déterminées :

Fégocermoy  coeff BM
10,48% 1,09

Les charges sinistres espérées avant et aprésaplidu coefficient bonus malus de cette
flotte et les écarts tarifaires associés entraleesieres et la prime pure déterminée par Covéa
Fleet sont indiqués ci-dessous :

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 99985 -7,09%
Espérance de la charge avec BM 108953 1,24%

De la méme maniere, I'application du coefficiennb® malus permet d’obtenir un écart
tarifaire tres faible entre la prime modéliséeagbime pure.

Les deux approches pour I'obtention de la prime i la flotte donne ainsi des résultats trés
similaires.
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Contrat 4

La taille de cette flotte est de 589 véhicules mste
Nous indiguons le détail de son parc automobilsaesinistralité passée sur les précédentes
périodes dans le tableau ci-apres :

n-3 n-2 n-1 n nb mois N
nb moteurs 662 581 589 10
nb sin RC hg 60 43 50

La prime pure Covéa associée a cette flotte s’é@¢125408 euros.

La fréquence moyenne de sinistralité de cetteeflettle coefficient bonus malus associé sont
indiqués dans le tableau ci-apres :

Frégce moy  coeff BM
8,34% 1,00

Le tableau suivant présente les charges sinistteadaies avant et apres application du
coefficient bonus malus, ainsi que les écartsame$ respectifs par rapport a la prime pure
Covéa Fleet.

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 130489 4,06%
Espérance de la charge avec BM 130841 4,34%

Cette flotte présente une sinistralité trés prodbecelle qui a été modélisée a partir du
portefeuille. Son coefficient bonus malus est dégal a 1, et I'écart tarifaire avec la prime
pure Covéa est relativement faible et s’éléve d%,3
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Contrat 5

Il s’agit d’une flotte comportant 611 véhicules @ats.
Son parc de véhicules et sa sinistralité sur lepges précédentes sont rappelés dans le
tableau ci-dessous :

n3 n2 n1 n t nonosN
rbnoteus 556 52 611 3 8
rbsnRChy 5 70 3

La prime pure Covéa de ce contrat est de 14119seur

Nous indigquons la frequence moyenne de sinistrela dlette et le coefficient bonus malus
déterminé dans le tableau suivant :

Frégcemoy  coeff BM
11,85% 1,12

L’espérance de la charge sinistre et I'écart taafantre cette derniere et la prime pure Covéa
sont présentés dans le tableau qui suit, avamprres application du coefficient bonus malus.

écart avec PP caité
Espérance de ladarge sans BVI 136234 -4,22%
Espérance de la dharge avec BM 151407 7,20%

Cette flotte présente une sinistralité plus élegge la moyenne empirique du portefeuille,
I'application du coefficient bonus malus qui esalégg 1,12 donne une prime modélisée qui est
plus élevée que la prime Covéa de 7,24%.
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Contrat 6

Il s’agit ici d’'une flotte de 813 veéhicules moteurs
Dans le tableau ci-dessous sont repris le détaipahe et la sinistralité antérieure de ce
contrat lors des années précédentes :

n3 n2 nl n t rbmasN
ronoeurs = = 813 3 8
rbsnRChy 3 37 3

La prime pure Covéa de cette flotte s'éléVe & 16188 0s.

Nous avons dans le tableau suivant la fréquencemnmayde sinistres de la flotte, ainsi que le
coefficient bonus malus déterminé a partir de sstsalite :

Frégce moy  coeff BM
7,49% 0,97

Les charges sinistres espérées avant et apréesatppli du coefficient bonus malus et les
écarts tarifaires associés sont donnés ci-dessous :

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 179973 11,14%
Espérance de la charge avec BM 175407 8,32%

L’application du coefficient bonus malus égal a7Oggrmet de réduire I'écart tarifaire entre
la prime pure Covéa et la prime modélisée. Cettaiéi® est plus élevée que la prime pure
Covéa et 'écart s’éleve alors a 8,32%. Nous notgme ce contrat présente une bonne
fréequence de sinistralité.
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Contrat 7

La flotte est constituée de 1071 véhicules.
Son parc automobile et sa sinistralité antérieurdes années précédentes sont indiqués dans
le tableau qui suit :

n-3 n-2 n-1 n t nb mois N
nb moteurs 848 926 1071 3 7
nb sin RC hg 73 129 162

La prime pure Covéa pour ce contrat s'éléye a 285400s.

Nous présentons ci-dessous la fréequence moyentie ftidte et le coefficient bonus malus
associé :

Frégce moy  coeff BM
12,36% 1,14

L’espérance du montant cumulé des sinistres auvaapres application du coefficient bonus
malus, ainsi que les écarts tarifaires correspdsdamt indiqués dans le tableau suivant.

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 237252 -13,85%
Espérance de la charge avec BM 269615 -2,10%

La flotte présente une fréquence de sinistralie@é® et sans application du coefficient bonus
malus, I'écart avec la prime pure Covéa s’éleveld,85%. L’application du coefficient
bonus malus permet de réduire nettement I'écafaita qui n’est plus que de —2,10%, ce qui
réconcilie les deux primes Covéa et modélisée.

Les deux approches pour I'obtention de la prime glannent des résultats similaires.
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Contrat 8

La flotte comprend 1409 véhicules moteurs.
Nous indiguons son parc et sa sinistralité antéieans le tableau suivant :

n-3 n-2 n-1 n nb mois N
nb moteurs 1131 1279 1409 8
nb sin RC hg 146 168 207

La prime pure Covéa Fleet s'éléve a 401186 euros.

Nous présentons ci-dessous la fréquence moyenlaesitgstralité de la flotte et le coefficient
bonus malus déterminé a partir de cette sinisdralit

Fréqce moy  coeff BM
13,50% 1,17

Les espérances de la charge sinistre avant et appésation du coefficient bonus malus sont
indiqués dans le tableau qui suit. Nous préserdégatement les écarts tarifaires par rapport a
la prime pure Covéa Fleet.

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 312156 -22,19%
Espérance de la charge avec BM 366510 -8,64%

La fréquence de sinistralité de cette flotte e&$ #levée, et nous constatons que la charge
sinistre espérée avant application du coefficiamtus malus est tres en-dessous de la prime
pure Covéa. L’application du coefficient bonus nsaa donner une meilleure estimation de
la charge sinistre réellement attendue compte denllantériorité sinistre de la flotte : I'écart
tarifaire avec la prime Covéa se réduit et s’ek&v8,64%.

La comparaison entre les primes des deux appraldrese un résultat assez satisfaisant apres
intervention du coefficient bonus malus.
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Contrat 9

La flotte est constituée de 1805 véhicules moteurs.
Ses antécédents sinistres et son parc automolideeanm sur les périodes précédentes sont
rappelés dans le tableau qui suit :

n-3 n-2 n-1 n nb mois N
nh moteurs 1858 1805 1805 1805 I
nb sin RC hg 214 243 222 230

La prime pure déterminée par le comité de sousonst de 477476 euros.

Nous présentons la fréquence moyenne de sinistraéditla flotte et son coefficient bonus
malus ci-aprées :

Fréqce moy  coeff BM
12,47% 1,17

Le tableau suivant donne les valeurs des chargesres espérées avant et apres application
du coefficient bonus malus, ainsi que les écatsatres (par rapport a la prime Coveéa)
correspondants.

écart avec PP comité
-16,24%
-1,92%

399939
468307

Espérance de la charge sans BM
Espérance de la charge avec BM

Sans prise en compte de sa sinistralité, la changistre attendue de la flotte est tres
inférieure a la prime pure Covéa : I'écart targa@st de —16,24% !

Nous constatons clairement que l'application duffadent bonus malus associé a la flotte

permet de réduire nettement I'écart tarifaire dagarime pure Covéa : il s’éleve a —1,92%.
Cet écart tres faible réconcilie de nouveau I'appeoactuelle avec notre modélisation.
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Contrat 10

Cette flotte est la plus grande de notre échantifoest constituée de 3237 véhicules moteurs.
Le tableau suivant rappelle son parc moteur etnsstrslité sur les périodes précédentes :

n3 n2 n1 n t nb mois N
nb moteurs 3074 3074 3237 3 8
nbsin RChg 366 376 401

La prime pure évaluée de Covéa Fleet est de 79846%.

Ci-dessous, sont présentés la fréquence moyente ftldte ainsi que le coefficient bonus
malus associé :

Frégce moy  coeff BM
12,15% 1,13

Les charges sinistres espérées avant et apréesatppli du coefficient bonus malus et les
écarts tarifaires associés sont indiqués dandleaa :

écart avec PP comité
Espérance de la charge sans BM 717519 -9,57%
Espérance de la charge avec BM 810227 2,11%

Yy

La flotte présente une fréquence de sinistrale@éd et sans application du coefficient bonus
malus, la charge espérée est plus faible que maeppure Coveéa : I'écart avec la prime pure
Covéa s'éleve a —9,57%. L'application du coeffitiddonus malus permet de réduire
nettement I'écart tarifaire qui n’est plus que d&126, ce qui réconcilie les deux primes
Covéa Fleet et modélisée.

Les deux approches pour l'obtention de la primeepdonnent donc des résultats tres
identiques.
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3. Commentaires

La concordance des primes pures évaluées par denikéc de souscription » et par notre
modélisation permet donc de « valider » :

- d’une part I'approche actuelle méme de Covéa Fleet,
- d’autre part notre approche modélisation, plus sbigjuée que la précédente, mais
donnant des résultats similaires

pour la détermination de la charge sinistre attendiune flotte, compte tenu de son
antériorité sinistre.

Nous récapitulons dans le tableau ci-dessous ploague flotte la taille de son parc, sa
fréquence moyenne de sinistralité, le coefficieamius malus associé, et I'écart tarifaire entre
la prime modélisée et la prime Covéa Fleet.

Contrat taille flotte Fgce Moy Coeff BM écart
1 339 9,48% 1,0503 -2,12%
2 356 6,71% 0,9376 9,64%
3 451 10,48% 1,0897 1,24%
4 589 8,34% 1,0027 4,34%
5 611 11,85% 1,1196 7,24%
6 813 7,49% 0,9746 8,32%
7 1071 12,36% 1,1364 -2,10%
8 1409 13,50% 1,1741 -8,64%
9 1805 12,47% 1,1709 -1,92%
10 3237 12,15% 1,1292 2,11%

Nous remarquons que I'écart tarifaire entre la pripure Covéa Fleet et la prime modélisée
est tres variable selon la flotte, et semble @tgaicté par la fréquence moyenne de sinistralité
de cette derniére.

Dans un deuxiéme tableau les flottes sont ré-ortlmrselon leur fréquence moyenne de
sinistralité et nous constatons aisément des dwvegs croissantes au niveau des écarts
tarifaires lorsque les fréquences moyennes detiliié deviennent « extrémes ». Ainsi les
divergences sont plus élevées pour les flottes ldosihistralité est tres bonne ou inversement
trés mauvaise.
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Contrat taille flotte Fqce Moy Coeff BM ecart
2 356 6,71% 0,9376 9,64%
6 813 7,49% 0,9746 8,32%
4 589 8,34% 1,0027 4,34%
1 339 9,48% 1,0503 -2,12%
3 451 10,48% 1,0897 1,24%
5 611 11,85% 1,1196 7,24%
10 3237 12,15% 1,1292 2,11%
7 1071 12,36% 1,1364 -2,10%
9 1805 12,47% 1,1709 -1,92%
8 1409 13,50% 1,1741 -8,64%

Nous avons ainsi un écart tarifaire de 9,64% paowr tves bonne fréquence de sinistralité de
6,71% et un écart négatif de -8,64% pour unenrésvaise fréquence égale a 13,50%.

Les divergences observées aux bords ne nous sogmiepas ; elles s’expliquent par des
approximations faites dans nos approches, consésudiux compromis entre la théorie et la
mise en pratique (par exemple : un ordre de cr@dibie (20%;80’/0) pour I'approche
actuelle de Covéa Fleet, une segmentation au nideda modélisation pas assez fine ?, une
personnalisation basée uniquement sur la fréquanpeenant pas en compte le codt, ...)

Dans ce chapitre, I'utilisation des résultats dapitie 2 ainsi que I'application de la théorie
du bonus malus aux flottes nous a permis de compae « valider » deux approches pour
la détermination de la prime pure d’une grossedlautomobile en prenant en considération
sa sinistralité. Nous rappelons ces approchesrésap

- I'approche basée uniquement sur I'expérience peaisinistres écrétés a 30K euros
avec une mutualisation de la sur créte qui fodangrime pure Covéa Fleet

- l'approche « modélisation » qui utilise les paraeet déterminés par la
modélisation de la sinistralité (en distinguantdesstres de fréquence des sinistres
graves) pour un véhicule et prend en compte |atsatité observée d’une flotte par
I'application d’un coefficient bonus malus

De surcroit, 'application de la théorie de la ¢bddée de stabilité permet de donner un ordre
de grandeur concernant la taille minimum d’unetdégiour qu’elle soit tarifée uniquement a
partir de son expérience propre avec un ordre @gilahité de(20%;80%).

Les écarts tarifaires entre la prime pure Covééagirime modélisée étant suffisamment
faibles, bien que tendant a diverger aux bordsglegsla fréquence de sinistralité est tres
mauvaise ou tres bonne, nous réconcilions les dpproches qui permettent de déterminer
de facon satisfaisante la charge sinistre atteddua flotte.
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L’étape suivante consiste alors a simuler la changistre RC d’une flotte et de déterminer sa
distribution. Différents niveaux de conservationosg appliqués aux contrats, et dans la suite
de notre étude, nous évaluerons les taux de chargewspectifs a appliquer a la prime pure
pour couvrir le risque accru d’avoir un rat®JP trés défavorable di a la présence d’'une
conservation.
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CHAPITRE 4

IMPACT DE LA CONSERVATION SUR
LA DISTRIBUTION DU RATIO S/P
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Les résultats des chapitres précédents permedtaitnllation de la charge sinistre RC d’'une
flotte avec prise en compte de ses antécédentss bloienons la distribution de la variable

aléatoire charge sinistre RC, et en déduisonsistshaitions des variables aléatoires rapports
sinistres a primes dans le cas ou il n'y a pasatesarvation ainsi que dans le cas ou un
certain niveau de conservation est appliqgué. Nous mtéressons a I'impact de I'application

d'une conservation sur la queue de distribution rdpport sinistres a primes et nous

proposons de déterminer le taux de chargement Bgaep sur la prime pure de facon a

remédier a 'augmentation du risque d’avoir una&iPtrés défavorable.

Dans une premiére partie, nous commencons paeeptation de la problématique liée a la
présence d’'une conservation.

Nous introduisons dans une seconde partie différendicateurs de risque que nous
utiliserons pour étudier I'impact de la conserviatiGes mesures de risque présentent l'intérét
d’étre d’'un concept accessible a I'utilisateur specialiste, et de mise en ceuvre relativement
simple.

Nous rappelons ensuite les méthodes de simuldifente du montant cumulé des sinistges

a partir de la connaissance des premiers momengesi€omposantes variables aléatoires
fréquenceN et coltX. Les bases théoriques de cette approche sontnpgéseet les cas
particuliers ou le modeéle de fréquence suit undridigion de Poisson ainsi qu’'une loi
Binomiale Négative sont abordés. Pour une mise ewraepratique, des méthodes
numeériques efficaces telles que les Approximatidoesmal Power et Wilson Hilferty sont
présentées.

Finalement, dans la partie applications numériguness donnerons les résultats de ces études
sur les 10 cas étudiés dans le chapitre précéDesttableaux finaux récapituleront les taux
de chargement a retenir selon le niveau de consamvappliqué et la mesure de risque
choisie.

|. Problématique

Nous nous intéressons dans notre étude au raigiregna primes/P dont I'utilisation est
largement répandue aupres du management comme l@tanincipal outil de mesure de
performance.

Que ce soit dans une branche automobile sans au @weservation, le rati®/P reste
l'indicateur de référence pour juger de la qualiten contrat, et plus globalement, d’'un
portefeuille.

Lorsque le ratioS/P est calculé sur I'ensemble des grosses flottesnalides (dont une
proportion admet une conservation) ou méme plusérgéament sur I'ensemble du
portefeuille, il n'est pas fait de différenciati@mtre les flottes avec conservation de celles
sans conservation.
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Hors la mise en place d’'une conservation dans ugsg flotte automobile modifie la forme
de la distribution du rapport sinistres a primese ge soit son propre rat®/P ou plus
globalement celui du portefeuille auquel il appearti

Premieres observations :

Intéressons-nous au radP d’une grosse flotte automobile avec conservation.
Notons le ratio sinistres a primes avec présenaeedconservation

S-C

Sy _
E “P-1(©0)

. . . S f s
lorsque la conservation est atteinte, sinontie '(a|5)0 estégalaO

avec f(C) la valeur de la prime déduite correspatel@our cette conservati@) P la prime
H.T., Sla charge sinistre &P la prime pure.
Nous avons :

- si S < PP alors O,66>§>(§)C et nous avons également

S,S S S
E| =/—=<066|>E (=)./(=). <066
(213 < 080)> £ (D) /D). < 066
- siS=PPR, alors§ = (§)C: 0,66
P 'P
. S /S .
-si S > PP alors E<(E)C et nous avons également

E[ElE > O,66j < E((E)C /(E)C > O,66j
P P P P

C’est le dernier cas de figure qui nous intéresplra particulierement, notamment I'impact
de la conservation sur la queue de distributionatio S/P.

Examinons maintenant d’'un point de vue plus forlimapact d’une conservation notée C sur
la distribution du rapport sinistres a primes d’gmesse flotte automobile.

Espérance du rati®/P

L'idée qui est implicitement adoptée par le « c@rde souscription et de renouvellement»
dans son approche de la tarification suppose geeriaervation est toujours atteinte et que
'espérance de la variable aléatoire ratsP est invariant avec linstauration d'une
conservation.

Nous avons donc :
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EKSJ } = E(é) = 066 en reprenant les différents taux cités auparagansont appliqués
C

a la prime pure pour obtenir la prime H.T. (0,66lesatioS/Pd’équilibre).

Remarque

Notons que dans la pratique il est constaté que pmins de un contrat sur vingt, une
restitution d’'une partie de la conservation poun ramnsommation totale est effectuée a
I'assuré ; la totalité des remboursements s’élewettement moins de 1% du montant total
des conservations encaissées (0,23% en 2006). drggats concernés sont en realité des
vieux contrats dans le portefeuille ayant bénéfars « largesses » du passé ou les taux de
conservation appliqués pouvaient atteindre 80% tdax ont été ramenés au fur et a mesure a
des niveaux « plus sains ».

Variance du ratics/P

Intéressons nous maintenant a la variance du VBF@@?@% par rapport a celle du ratfe/P

(sans conservation).

A la différence de I'espérance, nous montrons queatiance du ratio sinistres a prime avec

.S R . "
conservatlor(B)c croit avec le niveau de cette derniere.
En effet elle s’écrit :

Sy 1=viSix P
VIR =V 5

Pour une conservation 8upérieure a une conservationrous avons alors :
S S
V[(= >V[(=
[( ID)g] [( I:,)cz]

La mise en place d’'une conservation implique dame wolatilité du ratidS/P d’autant plus
élevé gue le niveau de conservation I'est.

Hormis cet indicateur de risque qu’est I'écart ty{pe plus exactement la variance), nous
souhaitons dans notre étude retenir d’autres mesdee risque, qui nous permettront
notamment de nous focaliser sur la queue de disiib du ratioS/P. En effet du point de vue
du manager, il parait naturel d’adopter une apmrquudentielle en se « prémunissant » des
scenarii les plus défavorables.

Notre démarche consistei@) sens d’'une mesure de risque choiaidaire un raisonnement
en terme d'iso valeurs; pour un niveau de consiemvaappliquée nous faisons des
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hypotheses de chargement sur la partie prime, déeneaa retrouver une valeur de la mesure
de risque équivalente a la valeur initiale lorsgueune conservation n’est appliquée.

Il s’agit donc de rendre cohérent lindicateur ga®/P entre les flottes avec et sans
conservatiorau sens d’'une mesure de risqpag I'instauration d’'une compensation.

Il. Les Mesures de risque

Nous présentons des mesures de risques qui soatatgment utilisées dans le domaine
financier. Nous nous intéressons a une distributiame v.a.X. Cette v.a.X, dans notre
étude, correspond naturellement au r&tia

1. Les mesures de risque retenues

De nombreux indicateurs de risque existent, nogésgmtons dans la suite les mesures de
risque que nous avons retenues pour leur pertingans notre étude : elles présentent une
mise en ceuvre simple, sont relativement facilgspaé&ender.

a) L'écart type

L’écart type a(X) est une mesure statistique de la dispersion ddisteibution et est la
racine carrée de la variance qui se décrit simph¢rm@mme la moyenne des carrés des écarts

a la moyenne
Cette mesure de risque prend en compte la digoibwntiere, donnant aux événements

extrémes plus d’'influence. L'utilisateur ne pouogpendant pas s’intéresser uniquement a
une partie de la courbe, a la queue de distribyt@rexemple.

b) La Value-at-Risk (VaR)

a >0 étant fixé (par exemple 0,05 ; 0,005), la ValueRak (VaR) correspondante notée
VaRa(X) est le quantile d’ordre (Ir) deX, c’est-a-dire la valeur telle que :

P(vaR (X)< X)=a
Formellement, elle s’écrit :

VaR, (X)=F(L-a)

VaRa(X) est donc la valeur qui ne sera dépassée queal#mdes cas.
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Cette mesure de risque est utilisée communémerst ldasecteur bancaire. C’est un concept
simple a appréhender, et assez facile a calcules @apratique. Elle nous permet de nous
focaliser en un point particulier mais elle ne faaucune information sur les valeurs au-dela
de ce point. La mesure suivante y remédie.

c) La Tail Value-at-Risk (TVaR)

Pour @ donné, la Tail Value at Risk est la moyenne deR Vda seuil supérieur & et
s’écrit :

TVaR,(X)=E(X/X 2VaR, (X))

Plus formellement :

TVaR, (X) :ﬁj‘:VaRC(X)dc

Nous avons, de maniere immédiate :
TvaR (X)=VaR,(X)

Cet indicateur de risque est couramment utiliséeasimple a expliquer et a calculer. La
TVaR permet donc une meilleure description du catepaent de la queue de distribution de
X que la mesure précédente.

d) Un ratio de performance : le ratio Oméga

Il a été introduit par Keating et Shadwick (2008)2002. Un avantage de cette mesure est
gu’elle prend en compte la distribution entierdaleariable aléatoire étudiée.

C’est une mesure qui divise les résultats en deuties relativement a un seuil fixé: les
« bons résultats » et les « mauvais résultats »¢ganest une fonction de ce seuil de résultat
que le décisionnaire choisit.

L’indicateur Oméga est initialement défini par rafgpa une variable «rendement », les
« bons résultats » étant donc les rendements élevégciproquement les « mauvais
résultats » étant les rendements faibles. Dan® rats, un ratics/P élevé est un « résultat
indésirable » et inversement un ra@ifPfaible est un « résultat favorable ». Nous adaptan
définition a notre étude du ratio Oméga :

qui se réécrit :
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x[L-E(X/X <
()= g X =l

ol F(.) est la fonction de répartition de la v4. et L est le seuil sélectionné.

Le numérateur de Oméga est donc la probabilitéoifawn résultat favorable multipliée par la
difference « attendue » entre le seuil et les bodwmultats ; de la méme maniere, le
dénominateur est la probabilité d’avoir un résuhaesirable multipliée par I'espérance de la
différence entre les mauvais résultats et le seuil.

Cet indicateur reflete dans une seule valeur leactéristiques favorable et défavorable de la
distribution.

Pour un seuil donné, le ratio Oméga est d’autarg falvorable qu’il est élevé.

La mesure Oméga présente également la propriétérgei:

pourL = E(X), Q. (L)=1.

2. Commentaires sur les mesures de risque

L’écart type est une mesure de risque largemetisadj facile a déterminer et prend en
compte I'entiere distribution. Cependant elle esinma sensible aux événements extrémes que
les autres indicateurs. Nous préfererons I'utilidates indicateurs plus élaborés suivants.

La VaR est une mesure de risque trés populaires ma@sente I'inconvénient de ne pas
prendre en compte le comportement de la queue slgbdtion de X au-dela du quantile
d'ordre(l-a). Elle se focalise en un unique point de la distitim, aucune information
concernant la queue de distribution ou toute sudrée n’est capturée par cette mesure.

L’indicateur de risque TVaR est également asseplsird’utilisation et de concept aisé a
appréhender. En ne se focalisant pas sur un upiojng elle permet d’avoir une description
plus riche du risque que celle obtenue par la VaR.

La VaR et la TVaR sont des outils tres utiles pdalvservation des plus mauvais scenarii.
Cependant, a la difference de I'écart type, seule partie de la distribution influe sur la
mesure de risque, les bons résultats par exemgyamt aucun impact.

Le ratio Oméga peut étre considéré plus comme wrsura de performance que de risque
pur, cette notion incorporant également les résufterorables avec les résultats défavorables.

[1l. Méthodes de simulation

Nous nous basons sur le modele composé et nouaitmghdéterminer I'expression de la loi
exacte et des caractéristiques de la v.a.r. clsngdre annuelle notée.
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Nous étudierons les cas particuliers ou la vidsuit une loi de Poisson et une loi Binomiale
Négative.

Nous indiguerons également des méthodes numértgpes pour la simulation du montant
cumulé des sinistreéSbasée sur I'utilisation des premiers momentS dede la loi Normale.

SoitN la v.a.r. nombre de sinistres sur la période c#nse du risque considéré(e¢i )i>l la
suite des v.a.r. codts individuels de sinistre @ervparente.

Le montant cumulé des sinistrf@s’écrit :

S:Zxi

N
i=0
Nous rappelons les hypothéses du modele :

i. Lav.arNetlasuite des v.a.(x,)_, sontindépendantes.

ii. Les colts des sinistres succes¥i{s<,, ..., % ... sont indépendants et de méme loi
que la v.a.r. parente.

1. Loi exacte et moments de la charge sinistre

Nous souhaitons déterminer la fonction de répartifr; de la charge annuell®. Elle est
définie pour tout réet par : F5(x) = P(S< x)
Nous montrons aisément la proposition suivante :

Proposition :

Fo(x) = iP(N = n).P(Zn: X, < xj si x>0, Fg(x)=0six<0
n=0 i=1
Nous obtenons également les relations suivantes :

Proposition :

Les premiers moments d&sont connus a partir des premiers moments de sepasantes
fréquenceN et colt individuel de sinistpé et sont donnés par les relations suivantes :
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#5(S) = E(N).4t5 (X) + 3V (N JE(X )V (X) + 115 (N ) E(X )
2. Application aux distributions de Poisson et Bindendégative
Nous supposons que les hypothéses du modele compuaisidujours verifiées.

Processus de Poisson :

Dans le cas patrticulier dd suit une loi de PoissoR(A , yoitF la fonction de répartition de

X, la variable aléatoire montant cumwBéest dite suivre une loi de Poisson composée que
nous noton®C(A ,F).

Nous déduisons facilement les momentsSdpar les données du parametie et par la

connaissance de la loi du v.a.r. codt individuesitéstreX et de ses premiers moments. Nous
avons :

=Am,
“E=am V(S)=Am, et

145(S) = Am,

avec 1,(S) le moment centré d'ordre 3 de la v.&ret m =E(X*) le moment simple
d’ordrek de la v.a.rX pour toutk>0.

Lors de la mise en oeuvre pratique, le coeffic'céai;ymétrieyl(s) s’averera plus utile, aussi
il s’écrit :
_ M
y.(S)= A

Nous avons également le résultat suivant :

Si S suit une loi de Poisson compose€(/,,F1) et S suit une loi de Poisson composée
PC(1,,F,) et si § et S sont indépendantes alorS=S +S, suit une loi de Poisson
composéePC(A,F) ol A etF sont donnés par

A=A+a, et F=AbrAR
A+,

Processus de Poisson-Gamma :
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Nous supposons qu¢ suit une loi de Poisson-Gamma de paramé(irrﬁrs) et soientm les
moments simples de la v.a.r. colt individuel déssieX.

Nous en déduisons les momentsSde

E(S)=nm,
2 2
V(S)=nm, +% et
nm, +3n°m.m, /r+2n°m’/r?
Vl(S) =00 nll/(sz)s/z i

r
avecn = —

a
Remarque :

Avec les paramétres de la I@N(r, p), les moments se réécrivent en remplagantar
P

1-p
3. Méthodes d’approximation basées sur les moments

La loi Normale joue un réle primordial dans ces méies d’approximation qui se reposent
€galement sur les premiers moment&de

Nous considérons une variable aléatoire posiiveodélisant le montant cumulé annuel des
sinistres. Nous désignons &y sa fonction de répartition et soieat et o respectivement
les moyenne et variance de la \Ba.

Posons pour tout> O

alors I'approximation normale qui consiste en :

Fs(x)=ely)

est justifiée dans les cas présentés ci-dessous.

Approximation a I'aide d’'une loi normale
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Soit (S,)

azl

Nﬂ
une suite de v.a.r. composées Poissonniennes@ved X7, N, suivant la
i=0

loi de PoissorP(1, ) et X (@ étant la v.a.r. parente montant d’un sinistre.

Si X g, poura suffisamment grand, des moments d’ordre 1 @2t ny,, indépendants
de a, nous avons :

E(Sa) = Aarnl etV(Sa) = AamZ'
Théoreme :
Si, quandr — +o,A, — +c0, NOUS avons :
_A l
Sa oM N N(O,l)
A,M, e

Ainsi ce résultat justifie que pour une distribatidle Poisson composég lorsque la
fréquence moyenne de sinistrésest « grande », nous avons :

F.(x) O q:(%j

Os

De la méme maniére, la proposition suivante powg distribution Binomiale Négative
permet une approximation analogue.

Soient (Sa )0,21 une suite de v.a.r. composéés, suivant la loiBN(r,, p) et X @) admettant
des moments d’ordre 1 et®;, etm,, indépendants de . Nous avons

q q q*
E(S,)=r,—m etV(S,)=r,—| m, +—n |.

Proposition :
Si, quanda — +oo,r, — +00, NOUS avons :

SES) oy

O-S a — oo

a
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Remarque :

Dans la pratique, cette approximation s’avere iisariite car la queue de distribution est sous
estimée. Elle est donc utilisée dans les cas oyntiaiie de la distribution est tres faible.

Pour améliorer les résultats en queue de distdbutune transformation préalable des

variables est opérée pour symétriser la distrilbuiwant approximation par la loi normale.
Nous présentons les deux types d’approximatiosp@s.

Approximation de type Normal Power

L’idée est de transformer la v.aSafin que la nouvelle distribution soit moins disstrique
que celle initiale d&, ce qui améliorera I'approximation par la loi notena

Nous obtenons I'approximation Normal Power suivante

F () D] -3 + %HJ(MJ
Vs Vs Vs Os

Vs, 3
our X2 O —+——
p Hs s{ 6 ZVS}

Approximation de Wilson Hilferty

Une autre approximation est appliquée a la vVSet.mene a la formule suivante :

=—-3
C 3g g
:3 2/3
avec ° g
CG=9
2
g=—"
Vs
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IV. Applications numériques

1. Préambule

Nous reprenons les dix contrats présentés dansalgitee précédent dont nous simulons les
charges sinistres RC correspondantes. Le nombiealearii effectués est de 10 000 pour
chacun des dix cas étudiés.

Deux approches différentes pour les simulations atesges sont utilisées : une approche
directe de la charge cumulée pour les sinistreshBG graves et une approche individuelle
pour les sinistres graves.

Nous présentons dans la suite, sans entrer dandétafls, la mise en pratique de ces

approches, mais le lecteur trouvera des explicatiplus détaillées sur un cas d’étude
particulier en annexes.

Les sinistres RC hors graves

Nous simulons directement le montant cumulé deisteds en utilisant I'approximation de
Wilson Hilferty qui s’'averera efficace car dans 4des cas étudiés, nous avons pour leur

skewnessy < 2

Les premiers moments du montant cumulé se dédufaeiément des parametres de la
distribution de la v.a. fréquence d'un sinistre RGrs graves et des premiers moments
simples des v.a. colt RC Corporelle, colt RC Meliérhors IDA et colt RC Matérielle IDA.
Les calculs et les simulations ci-dessus sont ptéselus en détail dans la partie annexe.

Le coefficient Bonus Malus est déterminé en fonctie la sinistralité antérieure sur 3 ou 4
exercices selon I'information disponible pour chagontrat ; il est ensuite appliqué a la v.a.
montant cumulé des sinistres pour prendre en cobapit@riorité correspondante.

Les sinistres graves

La réalisation de 10 000 scénarii de la loi de $wisde parametre égal au produit de
A, =0,00232813par I'espérance de la v.a. nombre de sinistr@esteriori » RC hors graves

de la flotte nous fournit une distribution de la.vnombre de sinistres graves attendus pour
cette flotte.

Soit n le nombre de réalisations de sinistres gravegs atles seront constituées dg
réalisations de sinistres graves de type « ordinau ng est réalisé par une loi Binomiale de
paramétre{n; k), aveck la probabilité pour qu’un sinistre grave soit diagire ».

La différence 16-ny) correspond au nombre de réalisations de sinigit@ges de type « non
ordinaire ». Les codts correspondants sont enstalesés pour chaque sinistre.

89



But :

L'objectif est de ramener le risque qui est acctavair un ratio S/P défavorable par
I'application d’'une conservation au méme niveauisigue initial (sans conservation).

En dautres termes, il s’agit de déterminer le talex chargement nécessaire de fagon a
ramener la valeur de lindicateur de risque (VaR/aR ou Oméga) déterminée sur la
nouvelle v.a. rapporE/P avec conservation a la méme valeur que celle iddidateur de
risque de la v.&5/Pinitiale.

La distribution de la v.a. rappd8/P est obtenue en faisant 10 000 tirages de la clsamgstre
S etP est la « prime hors taxe ». Pour chague niveazodservation appliqué, la distribution
du rapportS/Pcorrespondant est déterminée.

Les étapes pour déterminer le taux de chargemensséire sont les suivantes :

- pour le contrat étudié, les valeurs des mesuresisdgie retenues a différents
niveaux de confiance (pour la VaR et la TVaR) ehéacertain seuil choisi (pour le
ratio Oméga) sont déterminées lorsque aucune ca@iger n'est appliquée.

- selon le niveau de conservation (10% a 50% deitaeppure) appliqué, les valeurs
de ces mémes mesures de risque aux mémes niveaconfiance et seuil sont
déterminées ; ces valeurs vont traduire un nouv@zau de risque (supposé plus
éleveé).

- pour chaque niveau de conservation, le taux degehant (& appliquer a la
« nouvelle » prime pure) est déterminé :

= pour la value at risk et la tail value at riskditermination est immédiate
car le taux de chargement est équivalent au taaMgdhentation de la valeur de la
mesure de risque concernée.

= pour le ratio Oméga, le solveur excel est utilisargcalculer de fagon trés

simple les taux de chargement a appliquer tels lgaevaleurs du ratio Oméga
associées a ces taux soient égales aux valeusaasit

Remarque :

Il est commercialement nécessaire pour le clieptl@pplication du taux de chargement pour
cause de conservation lui reste favorable en telertudget.

En gardant les taux de frais et de commission @édans le premier chapitre, les taux de

chargement maxima tels que leur application reséerable » au client sont, en fonction du
niveau de conservation :
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. taux de chargement
taux de conservation .

maximum
10,00% 4,55%
20,00% 10,25%
30,00% 17,57%
40,00% 27,33%
50,00% 40,99%

Précision :

Dans nos 10 exemples numeériques, la prime P &ikst la prime actuelle Covéa Fleet (et
non pas la prime modélisée qui serait dans cegale & I'espérance de la charge sinistre). En
effet, au vue de la réconciliation des deux méthatlamontrée préecédemment, nous gardons
I'approche utilisée actuellement pour le calcull@@rime pure. Ayons donc a I'esprit que la
moyenne de la charge sinistre simulée sera légétefifiérente de la prime pure retenue.

2. Cas étudiés

Nous présentons sous forme de tableau, dans unigoréamps les résultats concernant la
mesure de risque VaR, dans un deuxieme temps eelixdicateur TVaR et finalement les
résultats associés a l'indicateur de performancégam

Les dix flottes étudiées sont présentées par atdréaille croissante. Dans chaque tableau
nous indiquons selon le taux de conservation ap@lide 10% a 50%), le taux de chargement
déterminé pour le niveau de confiance ou le setginu.

a) Value at Risk

Nous retenons initialement le niveau de confian@8% qui est un niveau usuel utilisé lors
d’'une approche prudentielle. Nous avons ensuitar@gnés a tester des niveaux de confiance
inférieurs afin de laisser le budget client mingsér rapport au budget initial sans
conservation. Nous avons testé ainsi les niveawod&ance 94%, 93%, 92%, 91% et 90%.
Les tableaux ci-dessous présentent selon un noke@onservation croissant les taux de
chargement a appliquer pour des niveaux de cordi@beo et 94%. Les valeurs de la mesure
de risque VaR (0,95) sont également données datableau a part ci-dessous.

Nous observons comme attendu que les taux de chamjeaugmentent avec le niveau de

conservation : plus le niveau de conservation és¢é¢ plus I'impact sur la queue de
distribution du ratids/Pest fort.
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taux conservation 10% 20% 30% 40% 50%
contrat 1 4,70% 10,57% 18,12% 28,19% 42,28%
contrat 2 5,43% 12,22% 20,95% 32,60% 48,90%
contrat 3 517% 11,64% 19,95% 31,03% 46,55%
contrat 4 5,23% 11,76% 20,16% 31,36% 47,04%
contrat 5 5,52% 12,42% 21,30% 33,13% 49,70%
contrat 6 5,61% 12,61% 21,62% 33,64% 50,45%
contrat 7 5,25% 11,81% 20,25% 31,50% 47,24%
contrat 8 4,83% 10,86% 18,61% 28,95% 43,43%
contrat 9 5,63% 12,66% 21,71% 33,76% 50,65%

contrat 10 6,21% 13,97% 23,96% 37,27% 55,90%
Niveau de confiance = 95% : taux de chargement
taw‘d?m 0% 10% 20% 30% 40% 50%
contrat
1 1,14 1,19 1,26 135 1,46 1,62
2 1,29 1,36 1,45 156 1,71 192
3 123 1,29 1,37 148 1,61 1,81
4 1,24 1,31 1,39 1,49 1,63 1,83
5 1,31 1,38 1,47 159 1,74 1,9
6 133 14 15 1,62 1,78 2
7 1,25 131 14 15 1,65 1,84
8 1,16 12 1,29 1,38 15 1,67
9 1,33 1,41 15 1,62 1,78 2,01
10 1,49 1,59 17 1,85 2,05 233
Niveau de confiance = 95% : valeurs de VaR(0,95)

taux conservation 10% 20% 30% 40% 50%
contrat 1 3,83% 8,62% 14,77% 22,98% 34,47%
contrat 2 4,26% 9,59% 16,43% 25,56% 38,34%
contrat 3 4,30% 9,67% 16,58% 25,79% 38,68%
contrat 4 4,39% 9,88% 16,94% 26,35% 39,52%
contrat 5 4,57% 10,29% 17,65% 27,45% 41,17%
contrat 6 4,76% 10,71% 18,36% 28,57% 42,85%
contrat 7 4,31% 9,71% 16,64% 25,89% 38,83%
contrat 8 4,05% 9,10% 15,61% 24,28% 36,42%
contrat 9 4,88% 10,98% 18,83% 29,29% 43,94%

contrat 10 5,58% 12,55% 21,51% 33,46% 50,19%

Niveau de confiance = 94% : taux de chargement
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Les taux sont éleveés, ceci s’explique par le faé ta Value at Risk se focalise sur un point de
la zone des plus mauvais scenarii. Cette approatdeptielle colte chére et se traduit par un
chargement d’autant plus élevé que le niveau déasme I'est : le scénario observé est
d’autant plus défavorable que le niveau de conéast élevé. Ainsi les taux de chargements
pour un méme niveau de conservation sont supénpeunsle niveau de confiance 95% par
rapport au niveau 94%.

Nous avons, pour un niveau de conservation de 50% :

- le taux de chargement par rapport a la VaR(0,95)tge entre 42% et 56% selon le
contrat,

- le taux de chargement nécessaire pour la VaR &ani0,94 est compris entre 34%
et 50%.

Pour un niveau de confiance et un niveau de coaservdonnés, les taux de chargement sont
d’'un méme ordre de grandeur, ils fluctuent de fagtetivement limitée ; nous considérons
gu'ils restent assez stables.

Il se déduit de fagcon immeédiate que l'impact duxtale chargement pour le client est
défavorable en retenant un niveau de confiance586. Néanmoins, nous pouvons nous
restreindre a un niveau de confiance moins prueeetigarder le bénéfice d’'une minoration
du budget.

Une proposition sur les taux de chargement a apgligelon le niveau de conservation
instauré, dans l'optique d’'une mise en applicatpatique, est exposée dans le tableau
suivant : en considérant que les taux sont rela@rd stables quelque soit le contrat pour un
niveau de confiance 94%, les valeurs dans le taljaasuit ont été déterminées en calculant
la moyenne des valeurs correspondantes sur ledixats étudiés.

Indicateur risque VaR (0,94)
taux conservation
10% 4,49%
20% 10,11%
30% 17,33%
40% 26,96%
50% 40,44%

Taux de chargement a appliquer
En reprenant I'exemple présenté dans le premiepitha déterminons le « gain » pour le
client avec ce taux de chargement :
Le nouveau budget TTC s’éléveraitt@2 220euros, le budget initial sans conservation étant

de403 333euros. La minoration du budget, avec une telleage prudentielle, s’éleve donc
a0,3%.
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Dans la pratique, il est bien évidemment plus oppocommercialement de retenir un niveau
de confiance inférieur & 94% pour obtenir une rédoadu budget plus conséquente tout en
adoptant une approche jugée suffisamment prudimtiel

Nous reprenons la méme approche que celle du ndeaonfiance 94% pour I'appliquer aux
niveaux de confiance 93%, 92% et 91%. Pour le mérample que précédemment, les
minorations du budget sont les suivantes :

- pour le niveau de confiance 93%, la minoration ddget s’éleve a 3,1%
- pour le niveau de confiance 92%, elle est de 6,1%
- pour le niveau de confiance 91%, la minoratiordes®,2%

Finalement, le niveau de confiance 90% semble étrebon compromis entre l'aspect
prudentiel et I'aspect commercial ; nous obtenenwbleau suivant (déterminé de la maniere
décrite auparavant) :

Indicateur risque VaR (0,9)
taux conservation
10% 2,08%
20% 4,69%
30% 8,03%
40% 12,50%
50% 18,75%

En reprenant a nouveau le méme exemple, la mionardti budget pour le client dans ce cas
s’éléeve a 11,1%.

Pour information, les valeurs de la mesure de @3¢aR(0,90) pour les dix contrats exemples
sont présentées dans le tableau ci-dessous. Nougom® constater qu’effectivement
I'influence de la conservation sur I'indicateur @esbindre que pour le niveau de confiance
95% .

taux de % 10% 20% 0% 40% 50%
conservation

contrat
1 0,69 0,69 0.7 0.7 0,71 0.72
2 07 0,71 0.72 073 074 075
3 0.74 07 0.77 078 08 08
4 0.76 078 0.79 081 084 087
5 081 083 085 0,88 091 0%
6 083 085 0,88 0,01 0% 101
7 078 08 082 0,84 0,87 091
8 07 0.76 078 0.79 0,81 08
9 082 084 0,87 0,89 094 0.9
10 092 0% 0.9 104 11 119

Niveau de confiance = 90% : valeurs de VaR(0,90)
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b) Tail Value at Risk

Le niveau de confiance retenu initialement estjoims pour une approche tres prudentielle,
95%. Nous testons également deux autres nivealcomigance beaucoup moins éleves de
60% et 50% de facon a ce que les taux de chargegqnetgur sont associés induisent pour le
client un budget final proche ou inférieur au budggial sans conservation.

Les tableaux ci-dessous présentent, selon la pmartothservation appliquée, les taux de
chargement déterminés pour les niveaux de confiab&eet 60%.

Les valeurs de la mesure de risque TVaR (0,95) également données dans un tableau a
part ci-dessous.

taux conservation 10% 20% 30% 40% 50%
contrat 1 9,83% 22,12% 37,92% 58,98% 88,48%
contrat 2 9,98% 22,45% 38,48% 59,86% 89,78%
contrat 3 9,82% 22,10% 37,89% 58,94% 88,42%
contrat 4 9,81% 22,07% 37,83% 58,85% 88,27%
contrat 5 9,81% 22,06% 37,82% 58,83% 88,25%
contrat 6 9,81% 22,06% 37,82% 58,84% 88,26%
contrat 7 9,57% 21,52% 36,89% 57,39% 86,09%
contrat 8 9,35% 21,04% 36,06% 56,10% 84,15%
contrat 9 9,39% 21,13% 36,22% 56,35% 84,52%

contrat 10 9,24% 20,79% 35,64% 55,45% 83,17%

Niveau de confiance = 95% : taux de chargement

tau de 0% 10% 20% 30% 40% 50%
conservation

contrat
1 572 6,29 6,99 7.9 91 10,79
2 6,46 7,1 7,91 8,94 10,32 12,26
3 5,59 6,14 6,82 7,7 8,88 10,52
4 5,62 6,17 6,86 7,75 8,93 10,59
5 5,61 6,16 6,85 7,74 8,92 10,57
6 5,62 6,17 6,86 7,74 8,92 10,58
7 4,74 5,19 5,76 6,49 7,46 8,82
8 4,16 4,55 504 5,66 6,5 7,66
9 4,26 4,66 5,16 5,81 6,66 7,87
10 3,92 4,28 4,73 5,32 6,09 7,18

Niveau de confiance = 95% : valeurs de TVaR(0,95)

Le niveau de confiance 95% pour la Tail Value &kRi’est clairement pas applicable dans la
pratique en raison des taux de chargement asdoeatsoup trop élevés. La prise en compte
des 5% des scenarii les plus défavorables estppreche trés prudentielle et cela se traduit
par un chargement tres élevé.
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taux conservation 10% 20% 30% 40% 50%
contrat 1 4,81% 10,81% 18,54% 28,84% 43,26%
contrat 2 5,47% 12,30% 21,09% 32,80% 49,20%
contrat 3 4,95% 11,13% 19,08% 29,69% 44,53%
contrat 4 5,00% 11,24% 19,27% 29,97% 44,96%
contrat 5 511% 11,50% 19,71% 30,66% 45,98%
contrat 6 5,15% 11,60% 19,88% 30,93% 46,39%
contrat 7 4,43% 9,97% 17,08% 26,57% 39,86%
contrat 8 3,83% 8,63% 14,79% 23,00% 34,50%
contrat 9 4,26% 9,59% 16,43% 25,56% 38,34%

contrat 10 4,39% 9,87% 16,92% 26,32% 39,47%

Niveau de confiance = 60%

Dans ce dernier cas, un niveau de confiance de@f#ola Tail Value at Risk correspond a

la moyenne des 40% des scenarii les plus défavesabl

De méme que pour la Value at Risk, les taux degemaent a appliquer sont logiguement

d’autant plus élevés que le niveau de confianc#, len raison de la focalisation de la mesure
de risque sur des scenarii d’autant plus défavesabl

Une proposition sur les taux de chargement a apgligelon le niveau de conservation, pour
une mise en application dans la pratique, est ptésalans le tableau suivant : en considérant
gue les taux sont relativement stables quelquelsaibntrat pour un niveau de confiance
60%, les valeurs dans le tableau qui suit ont étérthinées en calculant la moyenne sur les
valeurs correspondantes des dix contrats étudiés.

Indicateur risque TVaR (0,6)
taux conservation
10% 4,74%
20% 10,66%
30% 18,28%
40% 28,43%
50% 42,65%

Taux de chargement a appliquer

Nous constatons aisément que ces valeurs sonieungéraux taux maxima a appliquer de
facon a rester favorables au client.

En reprenant 'exemple du premier chapitre, le mawvbudget TTC pour le client avec un
taux de chargement égal a 42,65% s'éléveratO& 677 euros, le budget initial sans
conservation étant d&03 333euros. Nous avons donc une majoration du budget da cas,
qguasiment nulle puisqu’elle s’éleved@B%.

Néanmoins en prenant un niveau de confiance a 50%oqette mesure de risque TVaR, nous
obtenons de la méme maniére les valeurs suivaategmant le chargement :
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Indicateur risque TVaR (0,5)
taux conservation
10% 3,80%
20% 8,55%
30% 14,66%
40% 22,81%
50% 34,21%

Toujours en reprenant le méme exemple, la minaradio budget dans ce cas s’éleverait a
3,4%.

Il ne parait pas pertinent de choisir un nivealcaolefiance inférieur a 50% qui consisterait
d’'une certaine maniére a considérer que plus deddié des scénarii sont des scenarii
défavorables.

Pour information, les valeurs de la mesure de asd@¥aR(0,50) pour les dix contrats
exemples sont présentées dans le tableau ci-dessdoss pouvons constater
gu’effectivement l'influence de la conservation Sindicateur est nettement plus faible que
pour le niveau de confiance 95% .

taux de 0% 10% 20% 30% 40% 50%
conservation

contrat
1 1 1,04 1,09 115 1.23 135
2 112 117 1.24 132 1.43 158
3 1,01 1,05 11 1,16 124 1,36
4 1,04 1,08 113 12 1,29 1,42
5 1,06 11 1,16 123 1,33 1,46
6 1,07 111 1,17 1,24 134 1,48
7 0,95 0,99 1,03 1,08 1.15 1.25
8 0,88 0.9 0,93 0,97 1,03 11
9 0,94 0,97 1,01 1,06 112 122
10 0,96 1 1,04 1,09 1,16 1,26

Niveau de confiance = 50% : valeurs de TVaR(0,5)

c) Ratio Oméga

Nous faisons quelques précisions sur le seuil vepeur l'indicateur de risque (ou plutét de
performance) Oméga. Ce seuil correspond au &fffod’équilibre, son choix est naturel et
pertinent car il permet la distinction des réssltat favorables » et « défavorables »
relativement a ce seuil.

Les taux de chargement déterminés en fonction deani de conservation appliqué pour les
dix contrats étudiés sont indiqués dans le tabdeatant :
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taux conservation 10% 20% 30% 40% 50%
contrat 1 0,00% 0,00% 0,09% 1,32% 6,67%
contrat 2 0,00% 0,00% 0,02% 0,56% 3,71%
contrat 3 0,00% 0,00% 0,02% 0,59% 4,28%
contrat 4 0,00% 0,00% 0,00% 0,23% 2,62%
contrat 5 0,00% 0,00% 0,00% 0,16% 2,03%
contrat 6 0,00% 0,00% 0,00% 0,12% 1,15%
contrat 7 0,00% 0,00% 0,00% 0,08% 0,91%
contrat 8 0,00% 0,00% 0,00% 0,06% 0,75%
contrat 9 0,00% 0,00% 0,00% 0,01% 0,86%
contrat 10 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,12%

Indicateur Oméga : seuil S/Pd’équilibre

Nous pouvons faire les premiéres remarques suwantela difféerence concernant I'ordre de
grandeur des taux de chargement a appliquer salonekure de risque : pour l'indicateur
Oméga, les taux a appliquer sont trés faibles voirks selon le niveau de conservation
instauré, ce qui est notablement différent des t&laxés constatés précédemment pour la
VaR et la TVaR.

En effet, les mesures de risque VaR et TVaR prargrecompte uniqguement une partie de la
distribution au niveau des scenarii les plus défabies, alors qu’avec l'indicateur Oméga, les
scenarii défavorables sont pondérés par les scdaadrables et nous pouvons donc nous
attendre a un chargement beaucoup moins élevé@imouver un niveau de risque équivalent
a un contrat sans conservation.

Néanmoins, nous donnons dans la suite une apppbetiéormelle pour expliquer la faiblesse
de ces taux de chargement. Nous rappelons que :

pourL = E(X), Q. (L)=1,

autrement dit, en prenant un selilégal a I'espérance du rate/P (c’est-a-dire leS/P
d’équilibre), l'indicateurQ (L) =1.

Hors, ce ratio Oméga est supposé étre invariastlune conservation est appliquée : en
effet, 'espérance de la variable aléatoire dwr&tP est invariante avec l'instauration d’'une
conservation. En conséquence, le ratio Oméga est @gal a 1 lorsqu’il y a conservation, ce
qui supposerait des taux de chargement nuls.

Dans les cas étudiés, cependant, les taux de changeninimes constatés s’expliquent par la
raison suivante :

- les conservations mises en place ne sont pas tsujdieintes ; elles sont d’autant
plus atteintes que leur niveau est faible et queilke de la flotte est grande. Cette
tendance se reflete dans le tableau des taux degethant avec des taux
« supérieurs » pour les flottes de plus petiteesai et pour les niveaux de
conservation les plus élevés.
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Il s’avére donc au vu des résultats obtenus (les tke chargement minimes) avec ce ratio
Oméga, que I'approche actuelle de Covéa Fleetnesteord avec un raisonnement en termes
de performance (mesurée par l'indicateur Oméga aweseuil correspondant au ratdP
d’équilibre).

La raison citée précédemment inciterait cependappdiquer ces faibles taux de chargement
pour conservation non atteinte, de facon a gamdemperformance identique au cas ou aucune
conservation n’est appliquée.

Nous obtenons ci-aprés le tableau indiquant les &aappliquer selon la taille de la flotte :
nous avons retenu une taille charniere de 500 motgunous basant sur I'observation que les
taux de chargement déterminés pour les flottesadke tinférieure a 500 moteurs sont
légerement supérieurs a ceux des plus grossessflptiur une conservation de 50%. Nous
procédons de la méme maniére que pour les mesaresglies précédentes en faisant la
moyenne sur les contrats concernés :

Oméga (s/p d'équil) <=500 mot > 500 mot
taux conservation
10% 0,00% 0,00%
20% 0,00% 0,00%
30% 0,00% 0,00%
40% 1,00% 0,00%
50% 5,00% 1,00%

Remargues :

- En réalité dans la pratique, le taux de 50% pouwolaservation n’est appliqué
environ qu’une fois sur deux, particulierement plesrplus grosses flottes. Dans
la moitié des cas restant, il s’agit plutét de tadex 30% ou 40%. Les
chargements ci-dessus n’auraient donc pas vraiboeoasion d’étre instaures.

- Nous pourrions nous interroger sur la valeur de @argd nous retenions un seuil
L inférieur au ratioS/P d’équilibre, par exemple L=0,6 ; c'est-a-dire queus
considérerions qu'urs/P inférieur a 0,6 est un bon résultat alors que esil
supérieur, il serait un mauvais résultat. Dans a&® la valeur de l'indicateur
Oméga pour ce seuil est supérieure lorsqu’il y @& wonservation. La
conservation entrainerait donc une meilleure perémce au sens de Oméga
pour ce seuil 0,6. Cela provient du fait que biee tg risque d’avoir un ratio
S/Ptrés mauvais soit accru par rapport au cas sarsenpation, simultanément,
la probabilité d’avoir un rati®/P trés favorable est également accrle avec la
présence d’'une conservation.
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3. Conclusions

L'utilisateur sera en mesure, selon gu’il souhaiéefocaliser sur les événements les plus
défavorables, ou prendre en compte aussi bienvieseénents favorables que défavorables,
d’opter soit pour les mesures de risque VaR ou T\saR pour I'indicateur Oméga.

L’approche actuelle, bien que se basant sur urommagment en terme « d’espérance »,
s’assimile également, comme nous l'avons vu, aaisonnement en terme de performance
dont la mesure est effectuée par cet indicateur dansvec un seuil égal a la valeur
d’équilibre du ratioS/P. Il est donc logique que les taux de chargememtagielés par rapport

a lindicateur Oméga soient tres minimes, voirexis&@nts selon le niveau de conservation

appliqué.

Pour une approche prudentielle, le taux usuel & pbur la VaR et la TVaR s’avere trop
élevé pour que linstauration d’une conservationuaie utilité. En effet le budget pour le
client se retrouverait majoré par rapport au budgeal sans conservation.

Pour la Value at Risk, un niveau de confiance d,9du plus vraisemblablement 90%,
favorisant le budget du client tout en respectamtniveau prudentiel jugé convenable,
peuvent étre retenus.

Concernant la Tail Value at Risk, le niveau de @morde de 50% s’avere le seul a avoir

éventuellement une utilité pratique, car n’entrafn@as une augmentation du budget client
voire permettant une légére diminution.

Le souscripteur pourra juger plus favorable I'agpe prudentielle au sens de la mesure de
risque Value at Risk qui permettra un meilleur posnement sur le plan commercial.

100



CONCLUSION

101



Dans le cadre de nos travaux, nous avons été anaemaxléliser la charge sinistre d’'une
grosse flotte automobile afin de proposer un nouveadéle de tarification dont I'approche
est plus élaborée que l'actuelle. Cette modéliratle la charge sinistre d'une flotte va
permettre ensuite de déterminer la distributiorratio sinistres a prime qui lui est associée,
dans l'optique d’étudier I'impact de la mise engala’une conservation sur la distribution du
ratio S/Pde cette flotte.

La base de notre approche pour la modélisation adgrime pure a consisté en la

détermination des parametres des distributionadectjuence de sinistralité et du colt d’'un
sinistre pour un véhicule moteur. Une simple gdis&iion de ces parametres a une flotte de
n moteurs permet d’obtenir la prime pure a prion e@st associée a cette flotte. Rappelons
gu’une distinction a été faite avec un seuil deviggafixé a 75K euros, entre les sinistres de
faible et moyenne intensité, et ceux de grandengiti® Une approche particuliere a été
adoptée pour la modélisation des sinistres grandaisant appel a un mélange de deux lois
Lognormales.

Une application de la théorie du systeme de boralasraux flottes nous a permis ensuite de
prendre en compte I'antériorité d’une flotte poétetminer sa prime pure a posteriori.

Les principaux résultats qui se dégagent de ndurdeépermettent, d’'une part, d'étayer
I'approche actuelle de Covéa Fleet pour la déteation technique de la prime pure d’'une
grosse flotte, et, d'autre part de consolider lisamnement actuel (en terme d’espérance)
adopté suite a I'instauration d’'une conservation :

- Réconciliation de la prime pure Covéa Fleet etederime pure modélisée

Dans notre étude nous déterminons pour les dix plesnde flottes automobiles leur prime
pure par I'approche « modélisation » pour la comparcelle de I'approche « Covéa Fleet ».
Les résultats obtenus donnent des primes pureprinebes, ce qui permet non seulement de
consolider une approche dont la mise en ceuvreiraplestelle que la tarification actuelle,
mais aussi d’entériner une approche plus élabeilEedue celle décrite dans ce rapport.

- Stabilité de la performance au sens de l'indica@uaréga lors de linstauration
d’'une conservation

L’approche actuelle pour la tarification d’'une fetavec conservation est basée sur un
raisonnement en terme d’'iso espérance. Mais allege étre également en concordance avec
un raisonnement en terme d’iso performance au dams indicateur sophistiqué tel que
Omeéga pour un seuil équivalent au r&i®d’équilibre.

L’approche précédente releve donc plus d’une nat®performance que de risque pur.
Dans le cas d’'une approche prudentielle, des itelica tels que la VaR ou la TVaR, qui se
focalisent sur les scenarii les plus défavorabkeyont plus pertinents. lls impliquent
I'instauration d’'une compensation pour cause deseosation sous forme d’'un chargement
sur la prime pure.
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Les taux de chargement a appliquer pour retrouweméme niveau de risque d’avoir un

résultat tres défavorable a celui ou aucune coatierv n'est instaurée au sens de ces
indicateurs, sont trés élevés. En réalité, le tliéaurait pas d’avantage a avoir un montage
avec conservation si les taux de chargement cal@dér le niveau de confiance usuel 95%
sont appliqués.

Néanmoins en retenant un niveau de prudence phls fal que 94% et plus particulierement

90% pour la VaR, le client pourra obtenir un budgetlui est favorable.

L’exercice délicat consistera donc a choisir le bompromis entre niveau de prudence pour
le manager et réduction pour le budget du client, sgra jugé satisfaisant pour les deux
parties.

Concernant la TVaR, un niveau de confiance a 50&hgira au client d’avoir une réduction

par rapport au budget initial sans conservatioris roette réduction s’avérant tres faible, son
attrait parait moindre que celui lié a I'indicat&aR qui sera donc privilégié.
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ANNEXES
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Simulation de la charge sinistre d’une flotte

Dans cette partie, nous présentons de facon pltslléé les différentes étapes de la
simulation de la charge sinistre annuelle RC diloige.

Nous nous intéressons a la plus grosse flotte dee réchantillon qui comporte 3237
véhicules. Deux approches différentes sont utdiséee approche directe pour la charge de
sinistre RC hors graves, une approche individymigr les sinistres graves.

Pour la détermination du coefficient bonus malusoei® a cette flotte, nous rappelons sa
sinistralité constatée dans le tableau suivant :

n3 n2 n1 n t nb mois N
nb moteurs 3074 3074 3237 3 8
nbsin RChg 366 376 401

Le coefficient bonus malus associé est égal a 1,13.

Sinistres de fréquence : approche globale directe
Les différentes étapes sont les suivantes :

- Détermination des moments simples d’ordre 1, 3 gtour chacune des variables
aléatoires codt rcc, colt rcm non ida, colt rcm ida

- Déduction des moments simples de la v.a. co(t dinistre RC hors graves a partir
des moments simples ci-dessus

- Détermination de I'espérance du nombre de sggsRC non graves de la flotte par
semi-additivité de la loi binomiale négative.

- Déduction des premiers moments simples de lagehamnnuelle RC hors grav8sle la
flotte

- Approximation Wilson Hilferty : calcul des coeffents ©i
- 10 000 tirages de la loi normale centrée réduite

- Application de la formule de Wilson Hilferty ebtntion de 10 000 réalisations de la
charge sinistre RC hors grave (que nous class@amardre décroissant)

- Application du coefficient bonus malus pour olitela distribution de la charge
sinistre annuelle RC hors graves a posteriori

105



Sinistres graves : approche individuelle

En raison de la trés faible survenance de ce tgmanistres, chacun de ces sinistres graves est
simulé individuellement selon les étapes décritekessous.

Le nombre de sinistres graves de la flotte estlgimeion la loi de Poisson de param4 2
A est déterminé comme étant le produit des termiearss :

- le taux égal 4 0,00232813 tel que :
Espérance (nombre sin RC graves) = 0,00232813 é&maspe (nombre sin RC hors graves)

- 'espérance du nombre de sinistres RC hors grayessteriori de la flotte de 3237
véhicules moteur qui est déterminée par la forrsuleante :
coefficient bonus malus de la flotte * nombre mosede la flotte * Espérance (nombre sin
RC hors graves pour un véhicule) = 1,13*3237*0,@8ZA

Nous souhaitons obtenir 10 000 réalisations déadage sinistre grave :

- nous effectuons 10 000 tirages de la v.a. nombrsimstres graves dont la loi est
décrite ci-dessus

- pour le tiraga, soitn, le nombre de sinistres graves

- n, est constitué da\, sinistres de type « grave ordinaire »(et-n,) sinistres de
type «grave non ordinaire », of,, est la réalisation d’'une loi Binomiale de
paramétregn, ;0,9870651)

- réalisation de chaque co(t de sinistre correspdrgidan le type « grave ordinaire »
Ou « grave non ordinaire »

- pour chaque tirage sommation et obtention de la charge sinistreeggeannuelle
- classement par ordre décroissant des 10 000 r#@fisade la charge sinistre grave

annuelle et obtention de la distribution de la gkasinistre grave annuelle

En conservant ce classement par ordre décroistaeh esommant les sinistres RC de
fréquence et les sinistres RC graves, nous obtefimagment la distribution de la charge
sinistre RC globale de la flotte.
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