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Modélisation bayésienne du risque opérationnel

Résumé. Les risques opérationnels recouvrent les risques de pertes ré-
sultant de 'inadaptation ou de la défaillance de procédures, personnes,
systémes internes ou résultant d’événements externes (catastrophe, in-
cendie, fraude, etc.). Ils sont quantifiés a des fins réglementaires via des
modeles internes sévérité-fréquence au sein de cellules de risque prédéfi-
nies, permettant de construire une distribution de perte (via la méthode
de Monte Carlo) & un an et d’en déterminer la VaR & 99.9%. Les distribu-
tions peuvent étre fondées soit sur des données historiques collectées par
la banque, soit sur des analyses de scénarios établies a dires d’experts.
En conséquence, afin de caractériser completement un type de risque, il
est intéressant pour la banque d’étre en mesure de construire des distri-
butions de pertes intégrant a la fois des données internes et des analyses
de scénarios, ce qui permet notamment de déterminer un calcul de ca-
pital unique. Actuellement, le Crédit Agricole adopte une méthodologie
de calcul qui ne combine pas ces données. Ce mémoire traite des diffé-
rentes méthodes bayésiennes qui pourraient étre appliquées au contexte
du risque opérationnel. Quatre types de méthodes sont envisagées : une
méthode bayésienne pure qui se fonde sur la détermination d’une loi a
priori et d’'une loi a posteriori via des lois conjuguées en développant
la théorie de Bayes. La deuxiéme méthode repose sur le principe de la
crédibilité. La troisieme méthode appelée "cascade bayésienne" se base
sur une théorie récente qui utilise ’approche bayésienne pure combinée a
la théorie des valeurs extrémes (TVE). La derniére méthode s’affranchit
du recours a des lois conjuguées en utilisant les propriétés des chaines de
Markov. Enfin, une synthese des méthodes est présentée pour dégager
les avantages et inconvénients de chacune, proposer des alternatives et
donner des pistes de réflexion.

Mots-clés. Statistique bayésienne - Risque opérationnel - Loss Distribu-
tion Approach (LDA) - Actuariat non-vie - Théorie de la crédibilité -
méthode de Monte Carlo - Théorie des Valeurs Extrémes - MCMC
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Modélisation bayésienne du risque opérationnel

Abstract. Operational risks include the risks of losses resulting from in-
adequate or failed processes, people, internal systems or from external
events (disaster, fire, fraud, etc.). They are quantified for regulatory pur-
poses via internal frequency-severity models within predefined risk cells
in order to build a loss distribution (via the Monte Carlo method) at
one year and so as to determine the Value-at-Risk at 99.9%. Distribu-
tions can be based either on historical data collected by the bank, either
scenario analysis relied on expert opinions. Therefore, in order to fully
characterize a risk type, it is interesting for the bank to be able to build
loss distributions incorporating both internal data and scenario analysis,
which allows to determine a unique calculation of the capital. Currently,
The Crédit Agricole takes a calculation methodology which does not
combine these data. This thesis deals with different bayesian methods
that could be applied to the context of operational risk. Four kinds of
methods are considered : a pure bayesian approach based on the determi-
nation of a prior distribution and a posterior distribution via combined
distributions by developing and adapting the Bayes theory. The second
method is based on credibility theory. The third method called "cas-
cade bayesian" relies on a recent theory which combines the pure baye-
sian approach with the Extreme Value Theory (EVT).The last method
overcomes the combined distributions using the properties of Markov
chains. Finally, a summary of the methods is presented to identify the
advantages and drawbacks of each one, to suggest alternatives and give
potential improvements.

Keywords. Bayesian theory - Operation Risk - Loss Distribution Ap-
proach (LDA) - Non-life insurance - Credibility theory - Monte Carlo
method - Extreme Value Theory (EVT) - MCMC
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Introduction

L’industrie financiere, en particulier les banques et les assurances, subit aujourd’hui des
changements majeurs. L’instabilité chronique des marchés financiers de ces derniéres années en
atteste. La chute désormais célebre de la banque d’affaires Lehman Brothers en 2008, qui était
pourtant jugée "too big to fail" a mis en évidence la fragilité du systéme financier. Le besoin
d’une meilleure couverture des risques bancaires s’est donc fait sentir. L’objectif visé était de
limiter les faillites des banques qui peuvent avoir un effet de contagion et menacer la stabilité
du systéme financier dans son ensemble.

Suite a cette préoccupation grandissante pour la gestion des risques, une réglementation
spécifique a été mise en place, qui est représentée aujourd’hui par 'accord de Bale II en ce
qui concerne les banques. Celles-ci ont été contraintes de mettre en place des mesures visant a
quantifier de maniere appropriée leur exposition au risque et a assurer son pilotage. C’est dans
ce contexte que le risque opérationnel a commencé a étre considéré comme un risque majeur. En
effet, le risque opérationnel a pris une importance croissante ces derniéres années, principalement
en raison des modifications du cadre d’exercice et de la conduite des activités bancaires. Cet
essor est notamment lié a la banalisation de la gestion en temps réel des opérations, engendrant
un risque de reglement, dans un contexte de globalisation et d’internationalisation des activités.
Il est par ailleurs le résultat de la sophistication de ces activités, tant dans la conception de
nouveaux produits auxquels sont associés des risques juridiques, que dans la mise en place de
systemes d’information de plus en plus complexes.

Cette importance croissante s’est largement concrétisée ces derniéres années. Les pertes su-
bies par les établissements au titre du risque opérationnel sont en effet généralement évaluées a
plus de 200 milliards d’euros sur la période 1980-2000. Plus récemment, I’exercice de collecte de
pertes réalisé en 2002 par le groupe Risk Management du Comité de Bale révele que 89 banques
ont connu sur le seul exercice 2001 plus de 47 000 événements de pertes pour un montant cumulé
de pertes opérationnelles s’élevant & pres de 7,8 milliards d’euros. Bien que des mesures aient
été instaurées a partir de 2001, I'exemple le plus célebre de perte opérationnelle est intervenu
en janvier 2008. Un trader de la Société Générale, Jérome Kerviel, a été 'auteur d’opérations
frauduleuses sur les marchés qui ont engendré une perte d’'un montant total de 4,9 milliards
d’euros.

Comme l'illustre cet exemple, la grande difficulté qui réside dans la gestion des risques est
la capacité a anticiper des événements rares ayant des conséquences extrémement lourdes pour
les banques. C’est dans ’objectif de couvrir ces pertes a caractére imprévisible qu’elles ont
développé de nombreuses méthodologies et modeles statistiques dans leurs modeéles internes.
Les banques veulent adopter une approche plus pragmatique en terme de risque opérationnel
en rééquilibrant le dispositif vers la gestion des risques plutot que vers leur seule mesure. C’est
pourquoi les banques exploitent non seulement leurs données historiques mais elles prennent en
compte également des jugements d’experts qui induisent des criteres qualitatifs. Les deux sources
de modélisation (quantitative et qualitative) permettent alors d’offrir une vision compléte d’un
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type de risque et gagnent donc a étre combinées pour former une distribution de pertes unique. La
traduction quantitative des jugements d’experts est cependant trés ardue car ils ne s’inscrivent
pas dans une démarche bien structurée et homogene. Ces données sont présentées actuellement
sous la forme de scénarios.

La statistique bayésienne propose des méthodes permettant de combiner les informations
issues de plusieurs sources de données. L’objet de ce mémoire est d’étudier les différentes mo-
délisations issues de la théorie bayésienne qu’il existe dans la littérature et de les adapter au
contexte du risque opérationnel. Ensuite, ’objectif est de les comparer en soutirant de ces mé-
thodes leurs avantages et inconvénients et de proposer en fin du mémoire une réflexion d’une
part sur l'utilisation du bayésien dans le calcul réglementaire du capital et d’autre part sur les
perspectives potentielles qui permettraient de poursuivre notre travail.

Ce rapport est organisé en six parties. La partie 1 est entierement consacrée a la définition
du contexte en présentant de maniere détaillée le risque opérationnel et les différentes approches
pour le modéliser. On fait également le rapprochement dans cette partie avec le risque opéra-
tionnel en assurance avec en particulier 'introduction de la réforme européenne Solvabilité II.
La partie 2 traite de la méthode actuelle employée au sein du Crédit Agricole pour calculer le
capital nécessaire a couvrir le risque opérationnel ; dans cette partie sont par ailleurs présentées
les données sur lesquelles on travaillera par la suite. Une fois ces contextes bien présentés, on
redéfinira précisément les objectifs de notre étude. La partie 3 expose notre étude complete sur
la théorie de Bayes qu’on appellera approche bayésienne pure. La partie 4 regroupe notre travail
sur 'adaptation de la théorie de la crédibilité. Dans la partie 5, on approfondit les méthodes
mentionnées précédemment sous la forme de deux autres méthodes : d’une part la "cascade
bayésienne" qui se base essentiellement sur I'approche bayésienne pure et utilise la théorie des
valeurs extrémes; d’autre part une méthode qui permet de s’affranchir de certaines hypotheéses
faites dans I’approche bayésienne pure. Enfin, la derniére partie dresse un bilan de ’étude ainsi
que des préconisations.

Nicolas LECLERCQ), Jules MICHEL Mémoire 2013 11



Modélisation bayésienne du risque opérationnel

Partie 1

Le risque opérationnel : présentation du
contexte

Comme explique le Comité de Béle dans [11], la réglementation nécessite 1'estimation de
risques complexes et dans le contexte de mondialisation des services financiers et de sophisti-
cation grandissante des techniques financieres, cette estimation est de plus en plus complexe.
Parmi ces risques nouveaux, on peut citer I’automatisation des techniques qui peut transformer
les risques d’erreurs humaines en risques de plus grande portée ou encore les techniques d’atté-
nuation du risque (dérivés de crédit, titrisation,...) qui peuvent engendrer des risques juridiques.

A ce titre, le Comité de Bale a défini le risque opérationnel pour traiter ces pratiques.

1.1 Définition
Le Comité de Béle a défini de maniere précise le risque opérationnel dans [12] :

"Le risque opérationnel se définit comme le risque de pertes résultant de carences
ou de défauts attribuables a des procédures, personnels et systémes internes ou a
des événements extérieurs. La définition inclut le risque juridique, mais exclut les
risques stratégique et de réputation."

Le risque juridique inclut, entre autres, ’exposition a des amendes, pénalités et dommages
pour faute résultant de I'exercice de surveillance prudentielle ainsi que des transactions privées.
Parmi les types d’incidents de nature opérationnelle susceptibles d’occasionner de lourdes pertes,
le Comité a identifié sept typologies de risques :

e Fraude interne : cela regroupe par exemple les informations inexactes sur les positions,
les vols commis par un employé et délits d’initié d’un employé opérant pour son propre

compte;

e Fraude externe : par exemple, un hold-up, un faux en écriture, des dommages dus au
piratage informatique;

e Pratiques en matiére d’emploi et sécurité sur le lieu de travail : on distingue ici les de-
mandes d’indemnisation des travailleurs, les violations des régles de santé et de sécurité
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des employés, les activités syndicales, ou encore les plaintes pour discrimination et respon-
sabilité civile en général ;

e Pratiques concernant les clients, les produits et I’activité commerciale : tout ce qui releve
de l'utilisation frauduleuse d’informations confidentielles sur la clientéle, les opérations
boursieres malhonnétes pour le compte de la banque, le blanchiment d’argent ou la vente
de produits non autorisés;

¢ Dommage aux biens physiques : par exemple, les actes de terrorisme, de vandalisme, ou
les séismes, incendies et inondations ;

e Interruption d’activité et pannes de systémes : cette catégorie rassemble toutes les pannes
de matériel et de logiciel informatiques ainsi que tous les problémes dus aux télécommu-
nications et aux pannes d’électricité ;

e Exécution des opérations, livraisons et processus : enfin, on distingue ici les erreurs d’en-
registrement des données, les défaillances dans la gestion des siiretés, les lacunes dans la
documentation juridique, les erreurs d’acces aux comptes de la clientele et les défaillances
des fournisseurs ou conflits avec eux.

Les derniéres réglementations a suivre par les banques concernant le risque opérationnel sont
dans les textes de la réglementation Bale II mise en service en 2004 (voir Comité de Béle [10]).

1.2 Bale II et le risque opérationnel

1.2.1 Présentation de Bale 11

Les régulateurs exigent des banques d’allouer un certain montant de fonds propres pour
prendre connaissance des pertes potentielles et celles non attendues en particulier. Les différents
risques a considérer sont le risque de crédit, le risque opérationnel ainsi que le risque de marché,
comme le montre le graphique suivant (illustration provenant de ONB [23]) :

s Y s A
’ \ JJ’ . ai \\\
/ A Y, Residual risks
' oo 1
1 .
' Vi / \/ eg. strategic or
1 1 - .
\ N p reputational risk
) 1 S~ -
\ ;A 1 b
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Y , hY \ ! ’
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FIGURE 1.1 — Répartition des fonds propres a allouer dans une banque

Le risque opérationnel est significatif dans la plupart des institutions financiéres : il repré-
sente environ une part de 15 & 25 % du capital total dans la plupart des grosses banques. C’est
le deuxiéme risque le plus important apres le risque de crédit. L’environnement défini par Béale
IT repose sur trois piliers :
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e Pilier I. C’est un pilier quantitatif qui exige le calcul explicite d’un niveau de fonds propres
minimum pour couvrir ’ensemble du risque opérationnel. Les différentes méthodes pos-
sibles pour le calculer sont présentées dans la section suivante;

e Pilier II. C’est un pilier qualitatif qui se concentre sur la supervision des systémes ban-
caires et sur la validation des fonds propres par les autorités réglementaires ;

e Pilier III. 1l s’agit d’un pilier qualitatif dont I’objectif est d’établir une certaine discipline
par le biais de définition de mesures de risques et de diffusion d’articles sur la gestion du
risque opérationnel.

Une banque doit disposer d’une fonction de gestion de risque opérationnel bien identifiée,
responsable de la conception et de la mise en ceuvre du dispositif de mesure et de gestion de ce
risque. Ce dispositif doit étre intégré a la gestion quotidienne des risques de ’établissement et
le risque encouru doit faire I'objet de comptes rendus adéquats. Il doit aussi faire 'objet d’un
examen périodique des auditeurs. Par ailleurs, Bale II reprend la cartographie des risques pré-
sentés dans la section précédente, rappelant ainsi 'importance tant de I'implication de I'organe
exécutif dans la mise en place d’un tel dispositif que de I'identification des risques.

Dans la suite de notre mémoire, nous nous concentrerons uniquement sur ’aspect quantitatif du
risque opérationnel, a savoir le pilier I.

1.2.2 Les méthodes pour quantifier le risque opérationnel

Le dispositif d’adéquation des fonds propres offre aux banques la possibilité de mesurer leur
exposition au risque opérationnel selon trois approches, par ordre croissant de complexité et de
sensibilité au risque : I'approche de l'indicateur de base (Basic Indicator Approach ou BIA),
l’approche standard (The Standardised Approach ou TSA) et 'approche des mesures avancées
(Advanced Measurement Approach ou AMA). Le dispositif incite par ailleurs les banques & passer
des approches les plus simples (BIA et TSA) aux plus avancées (AMA) et a développer ainsi
des systémes et des pratiques plus sensibles aux risques, adaptés a leur profil de risque et a la
complexité de leurs activités. Banque de France [3] détaille ces différentes approches tout en
faisant un bilan de la situation actuelle.

L’approche de I'indicateur de base (BIA)

Les banques utilisant ’approche BIA doivent détenir des fonds propres correspondant & un
pourcentage fixe a de leur produit brut bancaire moyen PB sur les trois derniéres années :

FPpra =aPB

Le produit net bancaire correspond aux produits d’intéréts nets et autres produits d’exploitation.
Il doit étre positif; s’il s’avérait étre nul ou négatif une année, on fait la moyenne des produits
bancaires sur ’ensemble des années ou il est strictement positif.

L’approche standard (TSA)

Les banques utilisant I’approche standard doivent détenir des fonds propres correspondant
pour chacune de leurs huit lignes de métier & un pourcentage fixe (3;) de leur produit brut
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bancaire moyen sur les trois dernieres années :

8
FPrsa =) BiPB;
i=1
ou les B; sont distribués de la maniere suivante :
] N* Lignes de métiers B ‘

1 Financement des entreprises 18%
2 Négociation et vente 18%
3 Banque de détail 12%
4 Banque commerciale 15%
5 Paiement et réglement 18%
6 Fonctions d’agent 15%
7 Gestion d’actifs 12%
8 Courtage de détail 12%

TABLE 1.1 — Répartition des S suivant les lignes de métiers

De la méme maniere qu’avec I’approche basique, PB > 0. Cependant, les exigences de fonds
propres négatives dans une ligne de métier peuvent compenser les exigences de fonds positives
sur d’autres lignes. Ainsi si la somme annuelle des PB; est négative, le montant ne sera pas pas
pris en compte dans le calcul final du capital.

L’approche des mesures avancées (AMA)

La banque calcule I'exigence en fonds propres nécessaire en utilisant son propre modéle in-
terne qui doit étre approuvé par l'autorité de régulation. Le modele interne doit inclure a la
fois des données historiques (données de pertes internes et externes) et des données prospectives
(analyse de scénarios d’événements potentiels, facteurs d’environnement et de controle interne).
Quel que soit le modele développé, la mesure du risque opérationnel doit étre d’une fiabilité
comparable a celle du risque de crédit (période de détention d’un an et intervalle de confiance
de 99,9%).

Ces trois approches ont pour but de quantifier le risque opérationnel avec une sensibilité
variable et donc de contribuer & une meilleure surveillance de ce dernier. En effet, un risque
ne peut étre correctement maitrisé que s’il est identifié, mesuré, évalué et géré. C’est pourquoi,
le Comité de Bale a développé deux autres piliers qui permettent de développer les principes
nécessaires a une bonne maitrise des risques opérationnels, en soumettant 'utilisation des ap-
proches de calcul des fonds propres au respect de criteres qualitatifs, notamment en matiere de
gouvernance, d’audit et de contrdle interne. D’ailleurs, les fonds propres réservés pour le risque
opérationnel doivent respecter le ratio de MacDonough :

F-Préglementaires > 8%
. . . = 0
Rlsquecrédit + Rlsquemarché + Rlsqueopé’ratiannel

Ici, on ne s’intéresse qu’a I'approche AMA. Pour cela, les informations nécessaires a 1’élabora-
tion d’un modele interne sont les données internes, les données externes pertinentes, les analyses
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de scénarios et les facteurs reflétant ’activité qui doivent étre adaptés aux systemes internes
de contréle. La mesure de risque utilisée dans le capital réglementaire doit correspondre a un
niveau de confiance de 99.9% pour une année. Les bénéfices induits par la diversification sont
acceptés a condition que le modele de dépendance soit approuvé par le régulateur. La réduction
de capital grace aux assurances ne peut dépasser 20%.

Expected loss Unexpected loss

Catastrophic loss

£(2) Pr[loss >VaR] = 0.001
o VaR

value of the annual loss, z

FIGURE 1.2 — Répartition du capital alloué au risque opérationnel sous AMA [29]

Des études quantitatives d'impact (QIS) ont été fournies aux banques pour que les autorités
de contrdle aient pu définir les différentes directives de Bale II et estimer les tendances générales
au sein des lignes d’activités.

1.3 Rapprochement avec Solvabilité 11

La réglementation Solvabilité II, initialisée par le CEIOPS (Comité Européen des Contro-
leurs d’Assurance et des Pensions Professionnelles) s’apparente & celui mis en place dans les
banques avec la réforme Béle II. De la méme maniére, Solvabilité II est un dispositif & trois
piliers :

e Le Pilier I définit des régles quantitatives avec principalement une évaluation prospective
des provisions techniques, deux niveaux de besoin en capital (le minimum de capital requis
MCR (Minimum Capital Requirement) et le capital de solvabilité requis SCR (Solvency
Capital Requirement)) et des régles de couverture des engagements ;

e Le Pilier IT impose un processus de contrdle prudentiel avec un renforcement des controles
en matiere de gestion des risques, controle interne, gouvernance, processus de supervision
et pouvoirs d’action du superviseur ;

e Le Pilier III a vocation a rendre la communication externe des sociétés plus transparente
et plus harmonisée au niveau européen en fixant les exigences en matiere d’information
publique, d’information aux assurés et d’information prudentielle.

De la méme maniere que Béle II, Solvabilité II introduit le risque opérationnel qui intervient
dans le pilier I avec la quantification du besoin en fonds propres et dans le pilier II avec la mise
en place de leur gestion. Actuellement, le régulateur propose aux compagnies d’assurance deux
approches pour quantifier leur risque opérationnel : une approche standard et une approche
avancée. L’approche standard est une approche simplifiée calculée comme un pourcentage des
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primes ou des provisions. L’approche avancée est un modéle interne ou les risques correspondent
réellement a la situation de I'entreprise. Le régulateur incite également les compagnies a opter
pour le modele interne en rendant I’approche standard beaucoup plus consommatrice en fonds
propres. Ces spécifications sont détaillées dans CEIOPS [8] et EIOPA [14].

La définition du risque opérationnel sous Solvabilité II est identique :

"Le risque opérationnel est le risque de pertes résultant de procédures internes
inadaptées ou défaillantes, ou de membre du personnel et de systémes, ou d’événe-
ments extérieurs. Le risque opérationnel ainsi défini comprend les risques juridiques
mais non les risques découlant de décisions stratégiques ni les risques de réputa-
tion." ( Directive cadre du 10 juillet 2007, article 13 et 100.)

Pour les grosses assurances, le risque opérationnel représente beaucoup de poids dans le
calcul du capital réglementaire : c’est I'un des trois plus gros risques. Dans Solvabilité 11, les
lignes de métier et la typologie des risques n’est pas précisée.

1.3.1 La formule standard

Afin de mesurer I'impact de Solvabilité II sur les compagnies d’assurance, la Commission
Européenne a chargé le CEIOPS de réaliser des QIS. La derniére réalisée est le QIS5 : cette
étude permet de définir le SCRypérationner comme le minimum entre 30% du BSCR (le SCR
de base) et le montant de capital Op pour couvrir le risque opérationnel auquel s’ajoute des
ajustements liés aux effets absorbants du risque des provisions techniques et de certaines taxes.
Le BSCR correspond au capital de solvabilité avant ajustements permettant de couvrir les risques
de souscription en vie, en non-vie, en santé, le risque de marché, le risque de contrepartie ainsi
que le risque associé aux actifs intangibles. On obtient ainsi la formule suivante :

SCR,, = min(0.3BSCR, Op) + 0.25Exp,,

avec Op = Maz(Opprimes; OPprovisions). Op est un capital qui se déduit comme un maximum
entre une pondération des primes et une pondération des provisions de 'assureur (liées aux
contrats en euros) et Exp, correspond au montant annuel des frais supportés pendant les 12
derniers mois pour ce qui concerne les obligations d’assurance-vie ou le risque d’investissement
est porté par le souscripteur (contrats unit-linked).

1.3.2 Les modéles internes

Le SCRopérationner €st calculé sur un intervalle de confiance de 99.5%), & horizon d’un an. La
possibilité de prendre en compte des couvertures d’assurance n’est pas précisée. Pour une étude
approfondie des modeles internes du SC Rpérationnel, de nombreux articles ont été publiés, dont
Metametris [21] et J. Gamonet [17].

1.4 Les différents modéles AMA

L’AMA proposée par le Comité de Bale suppose 'utilisation par les établissements bancaires
de quatre types de données : des données de pertes internes, de pertes externes, des analyses
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de scénarios et d’événements potentiels et des facteurs d’environnement et de controéle interne.
Le Comité de Bale propose trois méthodes différentes mais également d’autres approches sont
utilisées a l'intérieur des banques. Banque de France [3] et P.V. Shevchenko [29] reprennent ces
méthodes.

1.4.1 Les approches proposées par le Comité de Bale

L’Internal Measurement Approach (IMA)

On suppose qu'il existe une relation (linéaire ou non) entre la mesure de risque et la perte
espérée. Pour une catégorie d’activité i et un type de risque j, la charge en capital est définie
par exemple de la fagon suivante :

FP(i,j) = EL(i, j) x 7(i,])

ou FL(i,j) représente la perte moyenne et 7 est un facteur d’échelle. Notons que 'on peut
calculer la perte moyenne comme le produit de trois termes :

EL(i,j) =1E(i,j) x PE(i,j) x LGE(3, j)

ou IE(i,j) est l'indicateur d’exposition, PFE(i,j) est la probabilité d’occurence d’une perte
unitaire et LGE(i,7) est le montant de la perte unitaire. La grande difficulté est 1’estimation du
parametre 7.

L’approche Scorecard

Cette méthode consiste a se donner pour un type de risque ou pour une ligne de métier une
valeur initiale de I'exigence en capital pour couvrir le risque opérationnel, puis de modifier cette
valeur a ’aide de méthodes de notations (dites de scoring). Ces notations anticipent I’évolution
de la gestion des risques au sein des lignes de métier (par exemple), et donc de pouvoir donner une
meilleure exigence en capital pour les années futures. Le Comité de Béle n’a aucune formulation
mathématique pour cette approche. Néanmoins, des formules circulaient a ’époque a l'intérieur
des banques. Elles étaient de la forme :

FP(i,j) =IE(i,j) x w(i,j) x RS(i,7)

avec I E l'indicateur d’exposition, RS le score de risque et w un facteur d’échelle.

La Loss Distribution Approach (LDA)

La derniére méthode est celle qui a été retenue par le Crédit Agricole et développée par
le GRO ainsi que par la majorité des grands groupes bancaires. Elle permet une meilleure
appréciation du risque opérationnel et présente I'avantage de réduire ’exigence en fonds propres
de la banque. Elle a été validée au sein de Crédit Agricole S.A. par la commission bancaire en
2008. Cette démarche s’appuie sur des modeles statistiques appliqués aux données internes et
aux scénarios d’experts : elle sera détaillée par la suite.
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1.4.2 L’approche top-down

Certains établissements ont développé un modele essentiellement statistique de calcul de
fonds propres en s’appuyant sur des données de pertes internes et externes et en utilisant une
méthode du type Value-at-Risk (horizon d’un an et intervalle de confiance de 99.9%). Pour ces
derniers, en complément au modele théorique, la mise en ceuvre d’'une AMA est tout d’abord
I’occasion de développer et d’améliorer un systeme informatique de collecte systématique de
pertes. L’utilisation de données internes de pertes pose des questions théoriques et pratiques en
particulier relatives au niveau a partir duquel toute perte doit étre collectée et la facon dont
celle-ci doit étre capturée pour assurer une remontée correcte des données recherchées et une
distribution crédible des pertes.

L’utilisation de données de pertes internes comme source premiere du modeéle interne re-
leve d’'une approche top-down, ou les risques opérationnels sont identifiés et mesurés sur une
base consolidée a partir des effets (les pertes) et ou les fonds propres sont ensuite alloués aux
différentes lignes de métier. L’utilisation de données externes souleve de la part des établisse-
ments des interrogations relatives a la nécessaire correction de biais statistiques et aux modalités
d’adaptation de ces données a leur situation interne (problemes de scaling).

Dans ces modeles, on n’essaie pas de modéliser les types de risque individuellement. On peut
citer comme modeles employés :

e Les modeéles multifacteurs de tarification de ’equity. Cette approche fait I’hypothese d’ef-
ficience du marché ou le prix actuel de l'actif reflete toute l'information pertinente. Le
processus qui permet d’avoir les prix est supposé dépendre de facteurs dus au marché, au
crédit et autres risques non opérationnels. Le terme résiduel de cette régression est traité
comme du risque opérationnel. On peut alors établir des dépendances entre les risques
opérationnels et les variables macroéconomiques.

e Les CAPMs (Capital Asset Pricing Models). Ici, on modélise la prime de risque associée
aux actifs. On peut alors traiter les contributions du risque de crédit et du risque et de
marché, et on traite de la méme maniere le risque opérationnel comme le résidu.

e Les modeéles a indices de risque. Ces modeles lient le risque opérationnel et des indices
d’exposition comme le volume des transactions, le nombre de personnel, etc.

1.4.3 L’approche bottom-up

D’autres établissements batissent leur modeéle de mesure en privilégiant davantage des don-
nées prospectives, de type analyse de scénarios et indicateur de risque. Dans ce cas, 'approche se
veut bottom-up, les risques étant cartographiés au niveau de chaque ligne de métier a partir des
causes, puis mesurés sur la base de fréquences et de sévérités de pertes estimées par les experts
de chaque métier et/ou d’indicateurs de performance, de contrdle et de risque. Certaines banques
recourent aux analyses de scénarios pour les seuls événements a faible probabilité et a forte sinis-
tralité, d’autres de maniere plus systématique pour tous les types d’événements identifiés. Dans
tous les cas, la démarche doit étre suffisamment structurée et cohérente dans le groupe afin que
les quantifications subjectives des risques au niveau des métiers puissent alimenter correctement
le modele de calcul des fonds propres. L’utilisation d’indicateurs de risque est également privilé-
giée par certains établissements soucieux de conférer a leur modele un caractere aussi prédictif
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que possible, dans une logique de prévention des risques. En pratique, l’identification des indi-
cateurs de risque s’effectue a partir de risques identifiés lors de la cartographie et par rapport
a des indicateurs existants (indicateurs de qualité, de performance,...). Parmi les difficultés qui
pourraient émerger de ce type de modélisation, on distingue entre autres la définition de niveaux
d’alertes cohérents avec la politique de risques du groupe ainsi que les modalités d’agrégation
des indicateurs.

La mise en oeuvre d’'une AMA par les banques combinant pleinement données historiques

(données de pertes internes et externes) et données prospectives (analyses de scénarios et indi-
cateurs de risque) semble s’accélérer. Ceci résulte de l'insuffisance quantitative et conceptuelle
des seules données historiques ainsi que des progres réalisés dans la structuration des démarches
plus qualitatives de type bottom-up.
Il existe deux types de modeles existants pour ce type d’approche : les modeles basés sur des
processus et les modeles LDA (Loss Distribution Approach) qui sont les seuls modeéles auxquels
on s’intéressera le long de notre étude. C’est pourquoi on ne présente que dans cette section le
premier type de modele qui se décompose en plusieurs alternatives :

e Les réseaux causaux. Ce sont des modeles subjectifs, liés aux approches dites scorecard.
Pour chaque ligne d’activité de la banque, un arbre d’événements pouvant conduire a une
perte opérationnelle est construit. La probabilité de chaque événement est spécifiée par
un expert. Typiquement, les réseaux bayésiens sont utilisés pour quantifier la probabilité
future de la perte. Ces réseaux permettent également d’établir le lien entre la probabilité
et la sévérité des pertes.

e Les modeéles causaux multifacteurs. Ils s’appuient sur la régression de la perte opération-
nelle sur un nombre de variables explicatives comme le nombre de personnel, le niveau de
compétence, etc. Ces facteurs sont utilisés pour prédire les pertes futures en supposant
qu’ils sont connus durant la période d’estimation.

e Les modeéles de fiabilité. Ces modeles permettent de quantifier la probabilité qu’un systeme
opérera de maniere satisfaisante pendant une certaine période. Ce type de modélisation
est pertinent dans certains processus comme la modélisation de la fiabilité des systémes
de transactions.

A présent, nous nous concentrerons uniquement sur le modeéle LDA du Crédit Agricole.
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Partie 2

Le modele LDA : Loss Distribution
Approach

2.1 Description générale du modele

L’objectif du modele LDA est de modéliser la perte liée au risque opérationnel pour une
période d’une année afin d’en déduire la valeur en risque. La particularité de cette perte est
qu’elle résulte de plusieurs pertes individuelles. Beaucoup de banques utilisent ce modele qui
a été exposé dans de nombreux articles : F. Aue, M. Kalkbrener [2], A. Frachot et al. [15], A.
Frachot et al. [16] et P.V. Shevchenko [32].

Pour modéliser la perte totale liée a un type de risque donné, on distingue deux dimensions :

e la fréquence des pertes, qui correspond au nombre de pertes individuelles, a priori inconnu
pour l'année a venir, et que I’on modélise par un processus de comptage ;
e la sévérité des pertes, qui modélise le montant de chacune de ces pertes individuelles.

La perte annuelle est donc la somme aléatoire de ces pertes individuelles. Sa distribution est
construite a partir des distributions de fréquence et de sévérité. La valeur en risque est ensuite
calculée par une méthode de Monte Carlo. L’objectif est alors d’estimer avec précision 1’exigence
de fonds propres réglementaires pour une période de détention fixée & un an et un niveau de
confiance o = 99.9%. Cela correspond & la couverture d’un risque millénaire.

On considére I catégories d’activités différentes (i = 1,...,I) correspondant aux Business Lines
et J types de risques (j = 1, ..., J) correspondant aux Event Lines, X; ; est la variable aléatoire
représentant le montant d’une perte pour l'activité i et le type de risque j, dont la fonction de
répartition est notée F; ;. Le nombre d’occurrences sur une année est modélisé par une variable
de comptage N; ;, de fonction de probabilité p; ;. La fonction de répartition de la fréquence des
pertes P ; correspond alors & P; j(n) = > 1 pi (k).

La perte pour la ligne métier 7 et le type de risque j sur une année vaut donc :

Nij
R k
Lij =) X
k=1
et sa fonction de répartition est donc la distribution composée suivante :
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Yoreopii(k)FH(x) six>0

Fr. =P(L; . < — = »J ,J

ey (@) = BlLij < ) { pi,;(0) siz=0

Oou Flkj* est un produit de convolution d’ordre k£ qui correspond a la fonction de répartition de
Xti+ .+ X[

La charge en capital CaR, pour Capital-at-Risk, pour 'activité ¢ et le type de risque j correspond
alors au quantile o de F, ; :

CaR; j(a) = FL_ilj(a) = inf{:c|FLi’j (x) > a}

Les CaRs calculées au sein des différentes cellules (i,7) sont ensuite agrégées pour obtenir la
CaR totale.

2.2 Calcul du capital réglementaire basé sur les données historiques

En tant qu’approche par distribution de pertes, la modélisation LDA s’appuie sur I’ensemble
des pertes collectées dans les bases de données internes. D’un point de vue statistique, cette
approche a été adaptée notamment pour tenir compte de deux contraintes liées au dispositif de
collecte des pertes internes du Groupe :

e la définition d’un seuil de collecte : seules les pertes supérieures a un seuil H sont collectées
pour conserver une qualité correcte des données;

e la présence d’agrégats de pertes : pour certaines catégories de risque, les bases de don-
nées contiennent souvent des agrégats de pertes, c’est a dire qu’une perte individuelle de

montant Xi]‘fj peut étre composée de ki événements distincts dont on ignore les montants

individuels (supérieurs a H).

2.2.1 Estimation de la distribution de sévérité

La troncature des données liée au seuil de collecte H affecte I'estimation des paramétres
de sévérité puisque la distribution empirique (pertes effectivement collectées) est différente de
la vraie distribution (celle que 1’on doit obtenir si aucune des pertes n’est négligée). Il faut
donc relier la vraie distribution a sa version empirique par le biais de la densité conditionnelle
suivante :

; Jfo(@)
fo () [ fg(u)du]l{sz}

On suppose que 'on a collecté un échantillon de n pertes de montants X1, ..., X,, (supposées
indépendantes et identiquement distribuées) au-dela du seuil H. La loi de probabilité adoptée
pour la modélisation de la sévérité est la loi log-normale qui offre de bonnes qualités d’ajustement
et on estime ses parametres § = (u, o) par la méthode des moments généralisée (GMM) décrite
par la suite.
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Méthode des Moments Généralisée
La méthode des moments généralisée consiste a déterminer le vecteur de parametres 6 qui mi-

nimise I’écart entre les moments théoriques et les moments empiriques. A I'ordre p, les conditions
de moments sont définies par :

i ~ rmp(9))

3\*—‘

avec my,(0) = B[XP|X > H] = [T° a:pf9|H(x)da;
En posant g(0) = (g1(0), ..., gp(0))’, Pestimateur GMM est défini par :

fcarn = argmin g(0)' W 'g(0)
0
ou W est une matrice symétrique définie positive, optimale en prenant W = V[g(0)]

En pratique, il faut au moins autant de conditions de moments que de parametres a estimer.
Dans le cas log-normal, X ~ LN (u, ), cas de sévérité a deux parametres, on considére ainsi les
deux premiers moments conditionnels suivants :

_ 1nH—(p,+d2)

ma () = 1 ;P(q)(ln;_#) )e(”+‘72/2)
1—-® lnH—ET,u+2rr2)

m2(9) — 1(¢(IDH ‘L) )62(u+02)

ou ® désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Une fois les parametres estimés par résolution du systéme précédent, I’ajustement des distri-
butions de pertes via la loi log-normale est mesuré au moyen de quatre tests d’adéquation. Les
statistiques de test utilisées prennent en compte la troncature des données au seuil H. On note
2z = Fy(H) et z; = Fy(y;) ot y; la °™¢ perte de 1’échantillon.

o Test de Kolmogorov-Smirnov (KS)

Le test de Kolmogorov mesure I’écart maximal (en valeur absolue) entre la distribution
empirique et la distribution estimée. Il s’agit donc d’un test local, et la statistique de test
a pour expression :

- max{sup(zyg — z; + =(1 — zm)),sup(z; — zg + 7(1 —zg))}
zH n n

o Test de Cramer-Von-Mises (CVM)

Le test de Cramer-Von-Mises est un test quadratique mesurant la moyenne du carré des
écarts entre la distribution empirique et la distribution estimée, dans le cas ou la pondé-
ration ¥ vaut 1 quelle que soit I'observation. La statistique de test est définie par :

n

n
n Nz
CVM = -

3+1*ZH 1*ZHZ *ZHQZ ZH

Jj=1 Jj=1
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o Test d’Anderson Darling (AD)

Ce test est dérivé du test de Cramer-Von-Mises et correspond au cas ou la pondération
vaut Y(F(x)) = (F(z)(1— F(x))™!, ce qui a pour effet d’accorder un poids plus important
aux queues gauches et droites des distributions. La statistique de test vaut :
1 & 1
AD = — 2nIn(1 — - = 14+2(n—7))In(l —z;) + — 1—2j)In(z; —
o 2nin(l = ) = 320142 = )01 = )+ 5 (1 = 20 = 2m)
o Test d’Anderson Darling modifié (AD,,)

Ce dernier test est basé sur le méme principe que le précédent en considérant une pondé-

ration égale & (F(z)) = (F(z)(1 — F(x))~2, qui attribue un surcroit d’importance aux
queues droites des distributions correspondant a la région des pertes les plus séveres :

n

n - 142(n—3j)
ADyy = —2nIn(1 = z57) +2 3 In(l - z) + — 2(1—21)1_7%

Jj=1 J=1

2.2.2 Estimation de la distribution de fréquence

La distribution de la fréquence est modélisée par une variable aléatoire N suivant une loi de
Poisson P()), de fonction de probabilité :

ey
Cette distribution présente I'avantage de ne nécessiter qu'un seul parametre A qui s’estime
aisément comme la moyenne empirique du nombre annuel de pertes (estimateur du maximum
de vraisemblance). On calibre la distribution de la fréquence apres celle de la sévérité afin de
prendre en compte la présence du seuil de collecte. En effet, la probabilité qu'une perte soit
supérieure au seuil de collecte est égale au ratio du nombre de pertes collectées sur le nombre
total "réel" de pertes. On corrige donc 'estimation du parametre de fréquence que ’on note hy H
en le divisant par la proportion de pertes supérieures au seuil H :

P[N = k]

A An

X:1P[X>H] T 1 F(H)

En pratique, il suffit de calculer la moyenne empirique du nombre de pertes annuel (qui est
une estimation de Ag) et d’utiliser 'estimateur de € pour obtenir la vraie valeur du parametre
de la distribution de la fréquence.

2.2.3 Construction de la perte annuelle

Une fois les parameétres 0 et A calibrés, on a alors déterminé les distributions de sévérité, X,
et de fréquence, N. Il s’agit donc de construire la distribution de la perte annuelle, définie par :

N
L=>) X
k=1
Trois méthodes peuvent alors étre employées pour construire cette perte annuelle et sont

évoquées dans [27] et [32], il s’agit de la méthode de Monte Carlo, la méthode de la transformée
de Fourier et 'approche récursive de Panjer.
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Méthode de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’'une fonction f et sa transformée inverse sont respectivement
définies par :

Hﬂ@ZMWZKjWM“%uafl@wzﬂm:;ljﬂmmm

Ainsi, pour une variable aléatoire Z, on peut relier la densité fz et la fonction caractéristique
¢z via les transformées de Fourier :

—+00

N fz(v)emvdv = F(fz)(u)

b2 =B = [ ppwyenan= |

FW = [ 2o = Fis2)(-w)

Alors la densité se retrouve en écrivant :

F N bz)(w) = FHF(f2)(~w) = F-H(F(f2)(w)) = fz(u) = fz(u)

A partir de la densité de la sévérité fx, on détermine sa fonction caractéristique par transformée
de Fourier : ¢x = F(fx). En utilisant le fait que la fonction caractéristique d’une somme de
variables aléatoires indépendantes est le produit des fonctions caractéristiques de ces variables,

on a :
n

DXyt X (1) = [] ox, (u) = (¢x (w))"
i=1
La fonction génératrice d’une variable N ~ P()) s’écrit :

+00 yn

+oo
gn(t) = ;P[N —nltn =Y %eﬂtn _ A

n=1 """

La fonction caractéristique de la distribution des pertes annuelles vaut donc (N étant indépen-
dante de X) :

or(u) =gy o ¢y (u) = MNPy (=1

La densité de la distribution des pertes annuelles se déduit par transformée de Fourier inverse :

fo=F o)

On intégre enfin la densité obtenue pour en déduire la fonction de répartition Fr, et on détermine
ainsi la charge en capital réglementaire en prenant le quantile & o = 99.9% :

CaR = F} *(«a)
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Approche récursive de Panjer dans le cas Poisson

L’algorithme de Panjer est une relation récursive qui permet ’évaluation de la fonction de
distribution de la perte annuelle L définie selon la loi composée :

N
L=> X
k=1

Les pertes X}, sont indépendantes, identiquement distribuées et positives de fonction de répar-
tition Fx continue. La premiere étape est une étape de discrétisation de la fonction F'x. On
définit L :

~ N ~
L=>) X
k=1
Les variables aléatoires X}, sont aussi des variables indépendantes et identiquement distribuées
et sont concentrées sur le support {0, 1h,...,rh} ou h est le pas de discrétisation et r un nombre
arbitrairement choisi. On a alors L € {0,1h,2h,...}. L’idée est d’approximer Fx par Fg. On
note les fonctions de masses de probabilité et de répartition de X par
fz(kh) = P(X =kh), k=0,1,....,7

et

k
Fg(kh) =Y fe(kh), k=0,1,...r
§=0
On applique alors I'algorithme de Panjer dans le cas ou N suit une loi de Poisson de parameétre

A

Point de départ

e~ M1-1x(0))
Relation récursive
min(k,r) \j
fi(kh) = > — Tx(h) f(kh —yh)
y=1

On peut alors calculer la fonction de répartition F; et en déduire une approximation de la charge
en capital réglementaire en prenant le quantile & o = 99.9% :

CaR = F} () zFEl(oz)

Méthode de Monte Carlo

La construction de la perte annuelle par la méthode de Monte Carlo consiste a en simuler
un grand nombre S de réalisations. Pour chaque simulation s € [1,S], on effectue un tirage

aléatoire de la variable aléatoire N ~ P(A) qui donne une réalisation n® du nombre annuel de

Nicolas LECLERCQ, Jules MICHEL \ Mémoire \ 2013 27



Modélisation bayésienne du risque opérationnel

pertes. On simule ensuite des pertes unitaires en simulant ng réalisations indépendantes issues
d’une loi LN (fi, &) et notées x7,...,x;_ . La somme de ces ns pertes unitaires donne alors la
réalisation [; de la perte annuelle :

Ns
ls = Z xy,
k=1

On obtient ainsi un vecteur de réalisations de la perte annuelle I = (ly,...,ls)". La charge en
capital réglementaire est alors obtenue en prenant le quantile & a = 99.9%, c’est-a-dire la
(a x S)®™e plus grande valeur de I. En pratique, S = 5 000 000 simulations sont utilisées afin
de garantir une précision satisfaisante.

Pour calculer nos montants de capitaux, une fois les parameétres des lois de fréquence et de
sévérité obtenus, nous avons utilisé dans le cadre de notre mémoire la méthode de Monte Carlo.

2.3 Calcul du capital réglementaire basé sur ’analyse de scénario

En complément des calculs de charges en capital basés sur les pertes internes, le Crédit
Agricole intégre des informations, a travers les analyses de scénario, qui sont liées & certains
événements extrémes ne figurant pas dans les bases de données car ils n’ont pas encore été
observés ou qu’ils 'ont été mais n’y figurent pas. Le fait d’intégrer ces nouvelles informations
conduit a un nouveau calcul de capital réglementaire.

A ce jour, trois types de scénario interviennent :

1. Les scénario stand alone : leur but est de compléter les historiques de pertes lorsque ceux-ci
sont jugés incomplets par les experts, ou bien de déterminer la distribution des pertes dans
les cas ou il n’y a pas de données internes.

2. Les scénarios internalisés : certains scénarios "stand alone" sont homogeénes au profil de
risque des pertes internes, ils peuvent par conséquent étre intégrés aux historiques.

3. Les pertes internes externalisées : les pertes internes de montant élévé et tres atypiques
peuvent dans certains cas étre externalisées sous forme de scénarios "stand alone".

Dans le cadre du mémoire, nous nous intéresserons principalement aux scénarios "stand alone'.

2.3.1 Construction et utilisation des scénarios

Les scénarios sont établis par des experts métiers afin de décrire le risque induit par un type
d’événement donné. Plus précisément, ’expert se prononce en formulant un scénario sous la
forme suivante :

« une perte supérieure ou égale a x arrive toutes les d années ».

Un scénario est par conséquent constitué d’un couple montant-temps de retour, noté (z,d).
L’enjeu est alors de traduire ce scénario (x,d) en termes de restrictions sur les parametres du
modele LDA, c’est a dire a travers la fréquence, modélisée par une loi de Poisson P()), et la
sévérité, par une variable aléatoire continue de parametre 6, de fonction de répartition notée Fy.
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On cherche tout d’abord a établir une relation entre = et d, en s’intéressant a la durée 6%
entre deux pertes supérieures au montant x. Calculons la distribution de ¢*. Comme cela a été
fait dans A. Frachot et al. [16], nous supposons que le nombre de pertes suit un processus de
Poisson de parameétre A. Si on note T; la date & laquelle apparait la i®™¢ perte, les durées
e; = T; — T;_1 entre deux pertes consécutives sont indépendantes et identiquement distribuées
selon une loi exponentielle de parametre A.

On suppose que les pertes X; sont indépendantes et identiquement distribuées de distribution
F. On note (5}” les durées entre deux pertes excédant un seuil z. On déduit directement que les
durées sont indépendantes et identiquement distribuées. Il suffit a présent de caractériser 6* = d7.
Ona:

IP(6$ Zt) = ZIP[E Zt,Xl éxv"'aXifl S:E?Xl ZCL’]
i>1
= Y P[T; > t]F(z)" ' (1 - F(x))
i>1
Lo oA
= Y- P Y e
i>1 k=0

On en déduit que 6% suit une loi exponentielle £(A(1— Fy(x))). La durée moyenne entre deux
pertes supérieures a x est donc la moyenne de 6%, soit m, et le nombre moyen vaut donc
A1 — Fy(z)). 11 en résulte que, pour un scénario donné (z,d), les parametres doivent satisfaire
la contrainte suivante :

1

=N Fol@)

Cette relation est ensuite utilisée pour estimer les parametres du modele. Pour un scénario donné
et dans le cas log-normal, il suffit que 'expert établisse 3 hypotheses (xx, d) (basse, moyenne et
haute) du scénario pour estimer les trois parametres A, i et 0. On obtient alors les estimateurs
en minimisant un critére quadratique :

~ E 1 :
(A, f1,6) = arg min Y wy (dk TML_F (xk»)

A, k=1

2
ou les poids wy, sont optimaux en prenant wy = (é) .
Les experts ont également la possibilité de se prononcer sur le parametre de fréquence A ou
2 . . . .
encore sur expected loss EL= \et#t /2. Cela se traduit par des contraintes dans l’estimation
des parameétres (chaque contrainte réduit le nombre d’hypothéses nécessaires pour estimer les
parametres) :
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e Contrainte sur la fréquence A = Ag :

A= )o

2
1
. "
,0) = arg min 1w d -
(1, 0) g;‘w 2=t k( ¢ AO(l_FH,U(xk’)J

e Contrainte sur 'expected loss EL = ELg :

X = ELge 1=°/2
2
~ Ay . 2 enta?/2
(1.) = org min Sy (0~ o7 s )
e Contrainte sur la fréquence A = Ag et sur I'expected loss EL = ELg :

A
=) -g

arg min | dy —

- o <1 ~F (ELO)"Q,G(xk))

o

2.3.2 Prise en compte des assurances

Dans le cadre de I'approche AMA, une banque est autorisée & utiliser l’assurance pour
se protéger contre le risque opérationnel, dans la limite de 20% de D’exigence totale de fonds
propres au regard du risque opérationnel. Ces polices d’assurances sont contractées pour couvrir
des événements faisant I’objet de scénarios.

Pour une police d’assurance définie par une franchise F', un plafond par sinistre P, des taux
d’assurabilité t; (entre F et P) et to (au-dela de P), et un taux de couverture ¢, l'effet réducteur
lié aux assurances est estimé au sein des simulations Monte Carlo, en réécrivant la perte annuelle

N
L=> X
k=1

en remplacant chaque perte individuelle X par une perte apres "assurance" X = X/ 1,<c +
Xiliysey, ou u est un tirage d’une loi uniforme U y), et

Xp = Xplgx<ry + (F+ 0 —t) (X — F))Lirex, <P}
U+ (1 —t)(P = F) + (1 — t2)(Xy — P))Lyx,>p}

La perte annuelle avec assurance s’écrit donc :

N
L*=>" X}
k=1

Si la police comporte un plafond annuel 7, la perte annuelle avec assurance et plafond annuel
s’écrit :

LT = L%+ (L — L* = 7)1{_ra>n)
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Au final, leffet total de réduction ne doit pas excéder 20% de la charge en capital apres diver-
sification.

2.4 Agrégation des charges en capital

Le Comité de Bale aborde la prise en compte de la diversification des risques dans le cal-
cul de la charge en capital au titre du risque opérationnel. La banque est en effet autorisée a
appliquer des corrélations déterminées en interne a condition de démontrer que ses systemes de
détermination des corrélations sont sains, mis en ceuvre avec intégrité et tiennent compte des
incertitudes inhérentes a toute estimation de corrélations.

L’agrégation des charges en capital requiert donc de définir tout d’abord les niveaux de corréla-
tion applicables puis la méthode de prise en compte de ces dépendances.

Niveaux de corrélation

Le modele LDA impose ’hypothése d’indépendance entre les pertes d’'un méme type de
risque mais il est difficile de supposer a la fois cette indépendance et de supposer une corrélation
des pertes entre types de risque. On fait donc 'hypothése que la corrélation entre les pertes
annuelles est une corrélation des fréquences.

Pour deux pertes annuelles L1 = Ziv:ll X1 et Lo= fogl Xo i, en supposant que N1 et Na sont
parfaitement corrélés, c’est-a-dire Ny = No = N ~ P()), la covariance entre L; et Ly vaut :

CovlLy, Ly) = E|N?E[Xi]E[Xs]| - XE[X:]E[Xs)]

_ (V[N] + E2[N] — )\2) E[X;|E[X?]
= AE[X]|E[Xq]

Puisque V[L;] = AE[X?], la corrélation entre L; et Ls ne dépend pas de \ et vaut :

E[X3]E[X>]

COI‘[Ll, LQ] S
E[X?|E[X3]
Avec X; ~ LN (u;,04), on a E[X;] = ettt /2 ot E[X?] = e2(pita?), Ainsi, pour décrire la
corrélation entre deux pertes annuelles Ly et Ly, on utilise le coefficient analytique suivant :

2 2
0%y = Cor[Lg, L] = exp (-W)

Parallelement & ce calcul, les experts métiers se prononcent également et proposent, pour
chaque couple (k, k'), un coefficient expert of ,,. Le coefficient de corrélation finalement pris en
considération est le maximum g ;s entre le coefficient établi & dires d’experts et le coefficient
analytique :

Ok.k! = maX(Qz,ku Qz,k')

On peut alors définir une matrice d’agrégation. On considere que la banque est composée
de I entités et l'entité i € [1;I] est composée de J () catégories de risque. Pour décrire les
corrélations entre les pertes annuelles, on définit par blocs une matrice 2 carrée, de dimension

K=%L,70.
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Myqv| -+ | Myy

Mpy| -+ | Mg

ol pour (i,4') € [1,I]%,M; ; est de dimension J@ x J() et vaut :

i i
P11 PLJ(H)
M, = : :
Py 1 O

ot pour (j,7') € [1, JD] x[1,J ("/)}], p;’?/ représente la corrélation entre la catégorie de risque j de
lentité 7 et la catégorie 7/ de i’. On peut donc assimiler la matrice & une matrice de corrélation
de dimension K en notant g ;s le coefficient de corrélation entre les unités de mesure £ et K

1 01,k 01,K
Q=1 o1 1 Ok, K
OLK *° OkK "t 1

2.4.1 Meéthodologie d’agrégation

La méthodologie d’agrégation repose sur ’hypothése que le vecteur L des K pertes annuelles
a la structure d’un vecteur gaussien :

L= (Lla "'7LK>/ NN(m,E)
avec m = (myq,...,mg)" et

s1 Ok, k' SkSk!

2
Sk

En notant 1 = (1,...,1)’, on a 21]::1 Ly =1L~ N(1'm,1'X1), c’est-a-dire :

K K K K
S L~ N (z S @)
k=1 k=1k'=1

k=1

Alors, la CaR globale de niveau « s’écrit :
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CaR(a) = Z my + <I>_1(a)\l
k=1

En particulier I, ~ N'(my, s3), on a donc :
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Iy —my,
_—~

k=1k'=1

N(0,1)

Alors, la CaR peut se calculer par une méthode gaussienne :

CaRg(a) = Fgl(a) = my + 5,27 (a)

K K
Z Z Ok, k' SkSk!

Or, Vezpected loss vaut ELy, = E[lx] = my, donc 'unezpected loss vaut :

UL (o) = CaRy(a) — ELy = 5,® ()

Ainsi, on obtient que :

V(k, K € [1,K]?,

SkSk! =

1

2.5 Application numérique a nos données

2.5.1 Présentation des données

K K
> ok ULk(a) ULy (@)

k=1k'=1

WUL]C (OJ)ULkl (a)

Si on remplace dans I’équation générale de la CaR, on arrive a :

K
CaR(a) =) EL; + J
k=1

On dispose de données relatives a 6 entités du Groupe Crédit Agricole et a 8 types de risques.
Nos données regroupent les historiques de pertes pour chacune des cellules de risque ainsi définies
et les couples (x,d) fournis par les experts pour chaque scénario. La matrice suivante résume
I’ensemble des données dont on dispose ; les cases munies du symbole x représentent les cellules
de risque disposant de scénarios d’expert ; celles avec le symbole e correspondent aux données

historiques :

LCL | AGOS | CACF | AMUNDI | CACIB | CR

EL1 e X X X X X o X

EL2HM | e X e X o X X ® X o X

EL2M ° ° ° ° °

EL3 o X o X o X X o X o X

EL4 o X X X o X ® X o X

EL5 e X e X X X X o X

EL6 o X X o X o X * X o X

EL7 ° ° ° ° ° °

TABLE 2.1 — Présentation des données par entité et type de risque selon que la cellule de risque

dispose de données internes (o) ou de scénarios (x)
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A premiére vue, certaines catégories de risque ne disposent pas des deux sources de données.
Par exemple, les pertes pour le risque monétique EL2M ne présentent pas de scénarios car les
experts considerent que le montant de ces pertes n’est pas suffisamment élevé pour qu’il soit
nécessaire de créer un scénario qui est censé caractériser une perte extréme. Il en est de méme
pour le risque EL7. On choisit ici de travailler avec des catégories de risque similaires (on verra par
la suite qu’on a choisi ces catégories car elles facilitent une comparaison au niveau des résultats)
pour lesquelles on dispose a la fois des données historiques et des scénarios. Considérons les trois
cellules suivantes :

LCL | AGOS | CACF | AMUNDI | CACIB | CR

EL1 ® X X X X X ® X
EL2HM | e x e X e X X ® X e X
EL2M ° ° ° ° °
EL3 ® X e X ® X X e X e X
EL4 e X X X e X ® X e X
EL5 ® X ® X X X X ® X
EL6 e X X o X e X ® X e X
EL7 ° ° ° ° ° °

TABLE 2.2 — Cellules de risques choisies pour notre premiere étude

En ce qui concerne le choix des lois de fréquence et de sévérité des pertes, on rappelle qu’au
sein du modele actuel du Crédit Agricole, les lois utilisées sont une loi de Poisson pour modéliser
la fréquence des pertes, et une loi log-normale pour modéliser la sévérité des pertes.

Aujourd’hui, deux types de charges en capital sont calculés au sein du Groupe Crédit Agri-
cole a 'aide des données historiques, plus communément appelées données internes, et a ’aide
des scénarios. Les méthodes utilisées pour les calculer sont celles présentées précédemment. Ces
capitaux sont ensuite agrégés pour fournir une charge en capital pour tout le Groupe, tous
risques confondus.

On décrit dans la suite les informations contenues dans les cellules, les estimations des para-
metres des lois selon les deux méthodes présentées précédemment ainsi que les valeurs de charges
en capital réglementaires obtenues.

2.5.2 Détermination des capitaux réglementaires a I’aide des données historiques

On commence par présenter les échantillons de pertes internes des trois cellules qui seront
utilisés dans les méthodes de calcul des capitaux réglementaires présentées dans ce mémoire.
Chaque cellule comporte I'historique des pertes opérationnelles collectées sur 5 ans entre 2007
a 2011.
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Cas| Entité Catégorie de risque | Pertes | Seuil de collecte
1 JAMUNDI EL6 129 1000
2 | CACF EL6 308 1
3 | CACIB EL6 1307 1000

TABLE 2.3 — Présentation des données traitées

Statistiques descriptives

Etant donnée la particularité des données du risque opérationnel, il est intéressant de mener

une étude exploratoire préalable. Les statistiques descriptives sont contenues dans le tableau
suivant :

Cas|Moyenne | Ecart-type | Skewness | Kurtosis corrigé
1] 10424 29 812 7 61
2 3 833 18 117 9 90
31 15092 113 683 26 770

TABLE 2.4 — Statistiques descriptives

Le skewness mesure 'asymétrie de la distribution des données, on voit ici qu’il est toujours
positif, c’est a dire que la queue & droite de la distribution est plus longue, et que la masse des
montants de perte est concentrée a gauche. Le kurtosis mesure quant a lui I'aplatissement de
la distribution c’est a dire ’épaisseur de la queue. Le kurtosis étant toujours supérieur a 3, ici,
cela signifie que les distributions sont leptokurtiques!.

Estimation et calcul de la CaR

En appliquant la méthode pour les données internes (DI) décrites précédemment, on obtient
les estimations des parametres corrigés de fréquence et de sévérité suivant :

Cas ADI UDr1 opI
1 53.15 7.56 1.61
2 81 5.21 2.17
3 815.96 6.15 2.24

TABLE 2.5 — Estimation des parametres de loi a partir des données internes

Ces parametres permettent d’obtenir I’ajustement de loi de sévérité suivant pour le cas 1 :

1. ayant des queues plus épaisses que la loi Normale
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FIGURE 2.1 — Comparaison des fonctions de répartition empirique et théorique

A l’aide de la méthode de simulation de Monte Carlo mise en place pour le calcul de la charge
en capital, on obtient les résultats suivants pour les trois cellules de risque choisies :

Cas CaRpr
1 1874 733 €
2 1 953 667 €
3 22 722 500 €

TABLE 2.6 — Charges en capital obtenues a partir des données internes

2.5.3 Détermination des capitaux réglementaires a ’aide des scénarios

On commence par présenter les scénarios établis par les experts métiers afin de décrire le
risque induit par un type d’événement donné. On rappelle que ces scénarios sont fournis sous
la forme de couples montant-temps de retour (z,d) signifiant qu'une perte supérieure ou égale
a x arrive toutes les d années. Les informations des experts utilisées dans ce mémoire sont les
suivantes (pour chaque entité, le scénario imaginé est une dysfonctionnement informatique) :

Cas 1 dy ) do x3 ds
1 6 969 000 50 17 043 000 150
2 255 000 5 762 000 10 1 474 000 30
3 2 000 000 5 12 000 000 10 25 000 000 40

TABLE 2.7 — Couples (z,d) fournis par les experts métiers

On constate que pour le cas 1, il n’y a pas de troisieme couple fourni. Comme on I’a vu précé-
demment, les experts on également la possibilité de se prononcer sur le parametre de fréquence
A ou encore sur I'expected loss EL= \exp(u + 02/2). Ces contraintes viennent alors réduire le
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nombre nécessaire d’hypotheses pour estimer les parametres de loi. Dans le cas 1, les experts
se sont prononcés sur l'expected loss : EL1=315 000 €. En appliquant la méthode consistant &
minimiser un critére quadratique, on obtient les estimations des parametres de loi suivantes :

Cas As s s
1 0.02 16.5 0.34
2 0.22 13.48 0.71
3 0.2 16.3 0.64

TABLE 2.8 — Estimation des parametres de loi & partir des scénarios

A T’aide de la méthode de simulation de Monte Carlo mise en place pour le calcul de la charge
en capital, on obtient les résultats suivants pour les trois cellules de risque choisies :

TABLE 2.9 — Charges en capital obtenues a partir des scénarios

Cas CaRg
1 26 191 333 €
2 4 946 000 €
3 68 627 000 €

2.5.4 Agrégation des capitaux

Sous I’hypothése gaussienne, on peut a présent déterminer la CaR pour chaque cellule de
risque. En ne considérant que les entités AMUNDI, CACF et CACIB, nous disposons de la
méta-matrice de corrélation suivante :

AMUNDI CACF CACIB
EL6 Scénario EL6 Scénario EL6 Scénario

Entité EL6 1 0 0.06 1 0 002 1 0
AMUNDI | Scénario | 0+ 1 | T o o | % 0 ”T”b”f

Entité ELG 006 1 0 10 0o 1 0

CACF 'éééﬁafrifoﬁ”bﬁfﬁb 7777777 0 "T"i 77777777 0 ”T”b”f

Entité EL6 002 1 0 0 10 1 1 0

CACIB | Scénario | 0 1+ 0 | < o o | % o 1

TABLE 2.10 — Méta-matrice de corrélation pour les entités AMUNDI, CACF et CACIB

On peut alors déterminer les expected losses EL, les unexpected losses UL, puis les CaR

agrégées :
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Entité EL CaR UL CaR CaR
agrégée globale

AMUNDI EL6 372938€ | 1874733€ | 150179 €
28 066 066 €

AMUNDI Scn 310 450 € | 26 191 333 € | 25 880 883 €

CACF EL6 156 201 € | 1953 667 € 1797 466 €
6 899 667 € | 81 749 871 €

CACF Scn 202 384 € | 4946 000 € | 4 743 616 €

CACIB EL6 | 4 700 434 € | 22 722 500 € | 18 022 066 €

91 349 500 €
CACIB Scn | 2944 242 € | 68 627 000 € | 65 682 758 €

TABLE 2.11 — Charges en capital agrégées

On remarque que les charges en capital agrégées pour chaque entité sont la somme des charges
venant des deux sources de données. Cela est di a la forme de la méta-matrice de corrélation.

2.6 Objectifs du mémoire

Aujourd’hui, les scénarios et les données internes sont traités comme deux catégories de
risque a part entiere, y compris pour un méme type de risque. Il est donc difficile de dégager
un unique profil de risque pour une entité et un event-type donné. Combiner ces deux sources
apporterait plus de lisibilité a ’analyse des profils de risque des entités mais aussi de la banque
une fois ces charges agrégées.

Par ailleurs, 'hypothese gaussienne utilisée aujourd’hui pour agréger les CaR obtenues entre
catégories de risque suppose une diversification des risques. Les scénarios sont traités comme des
catégories de risque a part entiere, et il existe donc une corrélation entre un scénario relatif a la
catégorie de risque i et une catégorie de risque (pertes internes ou scénario) j. Naturellement,
un scénario d’une catégorie ¢ ne devrait pas étre corrélé aux pertes internes d’une catégorie de
risque ¢ pour une business line donnée mais certaines exceptions existent en raison d’analyse
métiers dans ce sens.

Ainsi, la méta-matrice qui permet d’agréger les charges en capital prend en compte toutes
les corrélations entre les scénarios et les données internes de toutes les business lines. Remar-
quons tout d’abord que dans le cadre de matrices de corrélation par business line, I’absence de
corrélation entre un scénario lié a la catégorie de risque ¢ et I’historique de données internes de la
catégorie de risque 7 induit de sommer les charges obtenues par les deux sources de données. De
plus, en supposant des alternatives a 'hypothese gaussienne comme méthode de diversification
qui peut sembler discutable (copules par exemple), il peut étre nécessaire d’obtenir des matrices
de corrélation de dimensions moins grandes.

C’est pourquoi la théorie bayésienne parait étre un cadre propice a l'obtention de matrices
par entités de taille restreinte (nombre de catégories de risque) et a la diversification entre
scénarios et données internes d’'une méme catégorie de risque, et enfin & ’obtention de profils de
risque uniques pour chaque catégorie de risque considérée.
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Partie 3

Approche bayésienne du modele LDA

3.1 Les principes de la statistique bayésienne

A la différence de la statistique classique, en statistique bayésienne les parameétres sont
considérés comme des variables aléatoires auxquelles on affecte une densité de probabilité. La
définition du modele statistique habituel s’en trouve alors modifiée : il faut affecter des densités
de probabilité aux parameétres au moment de la définition du modele pour pouvoir prendre en
compte leur nature aléatoire. Cette distribution est la distribution a priori des parametres car
elle est définie avant d’observer les résultats (voir [29] et [28]).

Considérons X = (X1, Xo, ..., X;;)" un vecteur de variables aléatoires de pertes opérationnelles
dont la densité jointe pour un vecteur de paramétres aléatoires © = (01,02, ..., 0,,) est h(z | 6).
Alors la densité jointe est :

h(z,0) = h(z | 0)w(0) = 7(0 | x)h(x)

ou :

e 7(0) est la densité de probabilité des parameétres appelée loi de densité a priori

e (0 | x) est la densité de probabilité conditionnelle des parametres sachant le vecteur X
appelée loi a posteriori

e h(x,0) est la densité jointe des données observées et des parametres

e h(x | 6) est la densité des observations pour des parameétres donnés (fonction de vraisem-
blance)

e h(z) est la densité marginale de X qui peut s’écrire comme h(z) = [ h(x | 0)m(0)do

Comme on veut modéliser le risque opérationnel a ’aide de I’approche LDA, on sépare la
modélisation de la fréquence des pertes et leur sévérité. Pour ces variables, on va donc appliquer
une méthode bayésienne : notre objectif final sera donc d’estimer la distribution de probabi-
lité a posteriori de la fréquence d’une part et de la sévérité d’autre part. Cette méthode repose
principalement sur la formule de Bayes qui est un mécanisme d’apprentissage qui combine I'infor-
mation a priori sur les parametres et 'information apportée par les données en une information
a posteriori sur les parametres. Précisément la formule de Bayes s’applique a la densité conjointe
a priori des parametres et renvoie la densité conjointe des parametres a posteriori c’est-a-dire
conditionnellement aux informations.

La formule de Bayes appliquée a des densités de probabilité s’écrit :
h(z | 6)m(0)

(0| x) = ()
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L’objectif dans le contexte du risque opérationnel est d’estimer la distribution de probabilité
de la future observation X, sachant I'information disponible X = (X1, X», ..., X;,)’. La densité
conditionnelle de X, vaut donc :

faner |2) = [ F@ara | 0:2)n(6 | )

Ainsi on peut suivre la démarche suivante :
1. déterminer la loi a priori w(#) par 'intermédiaire de 'analyse de scénario

2. combiner les données historiques et cette loi a priori grace a I’équation précédente pour
déterminer 7 (0 | x)

3. calculer la densité de la loi de X, 11 grace a la formule encore plus haut.

La formule de Bayes et le calcul des différentes lois marginales qui en découle font appel a de
nombreux calculs d’intégrales multidimensionnelles pour lesquelles la forme analytique peut étre
tres complexe. On verra par la suite que des méthodes de simulations Monte Carlo permettent
alors d’approcher ces intégrales.

Dans ’approche bayésienne plusieurs méthodes coexistent suivant le type de données qu’on

utilise. Dans I’approche bayésienne pure, la distribution de la loi a priori est spécifiée subjec-
tivement (grice aux jugements d’experts). Plusieurs méthodes existent qu’'on détaille dans la
section suivante.
En revanche, sous ’approche bayésienne empirique, le parametre 6 est traité comme un échan-
tillon aléatoire venant de la distribution a priori. Ainsi, en utilisant des données collectives pour
des risques similaires, les parametres de la loi a priori sont estimés en utilisant une distribution
marginale des observations. Méme si ces risques similaires ont des profils différents, ils ont en
commun que les Oy ont la méme densité m(#). Ainsi, on peut trouver la distribution incondi-
tionnelle des données X et accorder la loi a priori a 'ensemble des données (par exemple par
méthode de maximum de vraisemblance ou méthode des moments généralisée).

3.2 Estimation de la loi a priori

La détermination de la loi a priori est la clé de voiite de I'inférence bayésienne et sa déter-
mination est donc ’étape la plus importante dans la mise en ceuvre de cette inférence. 1l existe
deux manieres différentes de procéder présentées dans [29] et [28].

3.2.1 Les distributions conjuguées

Le choix de modéliser la distribution a priori par une distribution conjuguée avec la vrai-
semblance permet une interprétation claire de la formule de Bayes, en tant qu’un processus de
mise & jour des parametres de la distribution a priori qui donne la distribution a posteriori. Une
distribution a priori conjuguée est également un choix objectif pour la distribution a priori ou
seuls les parametres restent a déterminer. Voici quelques exemples de lois conjuguées :
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h(z | 6) (0) (0| x)
vraisemblance a priori a posteriori
Normale Normale Normale
N2 | N ) |V (oo + ), po>r) ) = o + 72
Binomiale Beta Beta
B(n,0) Beta(a, ) Beta(ao+z, 5 +n — x)
Poisson Gamma Gamma
P(6) G, ) Glatz,f+1)

TABLE 3.1 — Les lois conjuguées classiques

Le principal probléeme réside dans le choix des parameétres des lois a priori. La littérature
propose certaines solutions.

Approche par histogramme

C’est la méthode la plus appropriée lorsqu’on considere que ’ensemble des parametres © est
continu et parcourt un certain intervalle. La méthode consiste a diviser ’ensemble © en plusieurs
intervalles et a déterminer la probabilité correspondant a chacun d’entre eux. On peut alors en
déduire un histogramme de probabilités dans un premier temps, puis calibrer une loi a priori en
minimisant l'erreur (optimisation par moindres carrés, choix d’une distance spécifique, etc.).

Approche par détermination de la CDF : Cumulative Distribution Function

Cette méthode consiste a déterminer subjectivement la fonction de répartition. Cela peut
étre réalisé en déterminant différents quantiles g(a) et en représentant le couple (¢(«), ) pour
différentes valeurs de . On obtient une fonction de répartition qu’on peut choisir de lisser en
reliant tous ces points.

Approche de la vraisemblance relative

L’objectif est de comparer les vraisemblances intuitives de différents points de © (en disant
par exemple qu’une certaine valeur du parametre est cing fois plus vraisemblable qu’'une autre)
et d’en déduire une densité a priori.

Approche s’appuyant sur une loi a priori donnée

C’est ’approche la plus utilisée. Elle consiste a choisir la loi de la densité a priori et de
calculer les parametres de ces lois grace aux données dont on dispose. Il est possible de calculer
les parametres a priori en s’appuyant sur les moments. Le principal probléme réside dans ’esti-
mation des moments car les queues de distribution peuvent avoir des effets non négligeables sur
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ceux-ci. Une seconde méthode consiste a estimer des quantiles de la distribution a priori puis de
choisir les parametres de maniere a respecter les contraintes.

Cette approche est la plus attrayante car il existe de nombreuses tables de quantiles pour
les lois les plus fréquentes. Compte-tenu de l'information dont on dispose, on se concentrera
par la suite sur cette méthode. En outre, on fait en sorte de modéliser la fréquence des pertes
opérationnelles par une loi de Poisson et la sévérité de celles-ci par une loi log-normale : & cause
des lois conjuguées, le choix de la loi a priori ne restreint qu’a une ou deux possibilités. On se
basera donc au début de notre implémentation sur cette option.

3.2.2 Les lois non informatives

La section précédente a montré que les lois conjuguées peuvent étre utiles en tant qu’ap-
proximation des véritables lois a priori. En revanche, lorqu’aucune information a priori n’est
disponible, leur unique justification est analytique, puisqu’elles donnent des expressions exactes
pour quelques quantités a posteriori. Dans de telles situations, il est impossible de justifier
le choix d’une loi a priori sur des bases subjectives et les parametres des lois conjuguées ne
peuvent étre déterminés qu’arbitrairement. Plutét que de revenir aux alternatives classiques,
comme l'estimation par maximum de vraisemblance, ou d’utiliser les données pour estimer ces
hyperparametres, comme dans une analyse bayésienne empirique, il est préférable de faire appel a
des techniques bayésiennes. Dans un tel cas, ces lois a priori particulieres doivent étre construites
a partir de la distribution de I’échantillon, puisque c’est la seule information disponible. Pour
ces raisons, de telles lois sont dites non informatives.

Les lois a priori de Laplace

Une premiere méthode consiste & donner la méme vraisemblance & chaque valeur du pa-
rametre par le biais d’une loi uniforme. On considére les transformations du probleme qui ne
doivent pas influencer intuitivement la loi a priori non informative, c’est-a-dire que "si deux
problemes ont la méme structure, alors la loi a priori non informative doit étre la méme". Il
s’agit donc de trouver une distribution invariante par une opération donnée. Si la famille de
distributions est stable par une classe de transformations, on pourra chercher une distribution
a priori invariante par cette famille de transformations. Cependant, des critiques ont été émises
sur ce choix. Par exemple, les lois résultantes sont impropres quand I’espace des parametres n’est
pas compact.

La loi a priori de Jeffreys

Jeffreys propose une approche intrinseque différente fondée sur I'information de Fisher, don-

née par :
2
16) = By [(mnfa(g{ L9 ]

I(0) représente une mesure de la quantité d’information sur 6 contenue dans I'observation. Plus
1(0) est grande, plus I'observation apporte de I'information. Il semble alors naturel de favoriser
(au sens de rendre plus probable suivant 7(0)), les valeurs de € pour lesquels I(6) est grande :
cela minimise I'influence de la loi a priori au profit de ’observation. On prendrait alors pour loi
a priori la loi suivante :
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La loi a priori coincidante

Une approche particuliere de la modélisation non informative est de s’intéresser aux proprié-
tés fréquentistes de la loi a priori, c’est-a-dire en moyenne sur x plutdt que conditionnellement
a x. Il existe des lois a priori donnant des estimateurs optimaux selon des critéres fréquentistes
comme la minimaxité ou ’admissibilité et on peut souhaiter restreindre le choix de la loi a priori
a ces distributions optimales. Cependant, une telle restriction réduit rarement le choix de la loi a
priori a une distribution unique. Une approche plus standard est d’imposer que certaines proba-
bilités a posteriori coincident avec la couverture fréquentiste correspondante, d’ou 'appellation
de lois a priori coincidantes.

3.3 Difficultés préliminaires et choix de modélisation

3.3.1 La définition de la loi a priori

Sans conteste, le point le plus critiquable et le plus critiqué de I'analyse bayésienne est le
choix de la loi a priori. Une fois que cette loi a priori est connue, I'inférence peut étre conduite
mécaniquement comme on ’a vu précédemment grace a la formule de Bayes. Dans la pratique,
il est rare que I'information a priori soit suffisamment précise pour conduire a une détermination
exacte de la loi a priori et c’est bien entendu le cas dans la modélisation apportée par les experts
par le biais de scénarios. On décide dans un premier temps d’utiliser les lois conjuguées et une
loi a priori prédéfinie pour modéliser notre risque opérationnel.

Cependant, les experts ne donnent qu’une estimation des pertes extrémes (au-dela d’un
certain seuil) ce qui fait qu’on n’a pas acces a I'ensemble de la distribution a priori. Dans un
premier temps, on essaie d’implémenter la méthode la plus simple possible pour en dégager les
premiers résultats et examiner sous quelle forme les problemes se présentent.

Si I'information a priori est riche, la loi a priori sera bien entendue mieux définie que dans
le cas non informatif. Dans tous les cas, il est important de s’assurer que l'impact de cette
indétermination sur la loi a priori sur les quantités a posteriori soit bien évalué et que la partie
arbitraire de ’a priori ne soit pas prédominante. L’étude de ces aspects est appelé étude de
sensibilité (ou de robustesse). La littérature sur la robustesse bayésienne s’est considérablement
accrue ces derniéres années et nous renvoyons les lecteurs a larticle développé par [4].

3.3.2 Le calcul de la loi a posteriori

Dans le cas particulier des lois a priori conjuguées, les espérances a posteriori des parameétres
naturels admettent évidemment des expressions explicites : mais c’est pratiquement le seul cas
ol des expressions analytiques sont disponibles dans une telle généralité. Pour certaines lois a
priori, la loi a posteriori ne s’intégre pas si facilement que cela et on est obligé de recourir &
des méthodes sophistiquées qui nécessitent beaucoup de calculs. Afin d’aborder I’ensemble des
difficultés liées a la modélisation bayésienne, nous décrivons dans cette section I’ensemble des
techniques permettant d’obtenir une loi a posteriori : de plus, on sera amené pour les méthodes
que ’on présente apres a implémenter ce genre de technique.

Pour une fonction de coflit L et une loi a priori m données, I’estimation bayésienne associée
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a une observation x est la décision d minimisant le cbut a posteriori :
Limd|z) = / L6, d)x(6 | )d6
(C]

Dans la pratique, minimiser peut étre rendu difficile pour deux raisons :
e le calcul explicite de la loi a posteriori m(6 | x) peut étre impossible (via la formule de
Bayes)
e méme si cette loi a posteriori est connue, cela n’implique pas nécessairement que minimiser
I’expression L soit facile.

Des techniques classiques peuvent faciliter les calculs et sont particulierement adaptées aux
exigences de I’approche bayésienne. Il existe des méthodes de Monte Carlo plus générales permet-
tant d’approcher la génération de variables aléatoires d’une loi a posteriori 7(6 | x) lorsque cette
loi ne peut pas étre simulée directement. L’avantage de ces méthodes sur les méthodes de Monte
Carlo classiques qu’on a abordé dans la section 2.2.3 est qu’elle ne nécessite pas la construction
précise d’une fonction d’importance puisqu’elle prend en compte les caractéristiques de (6 | x).
Cette extension est appelée la méthode de Monte Carlo par chaines de Markov qu’on note en
abrégé la MCMC.

3.4 Mise en place de la méthode 1 : utilisation des lois conjuguées

On étudie de manieére indépendante les distributions de probabilité de la fréquence et la
sévérité des pertes. Nous avons adapté les travaux effectués par P.V. Schevchenko dans [29], [31]
et [20].

3.4.1 La loi de fréquence des sinistres : loi de Poisson
Présentation du modéle

On suppose que la loi régissant le nombre de pertes opérationnelles survenant en une année
suit une loi de Poisson de parametre \. Le paramétre d’intensité A n’est pas connu et 'approche
bayésienne le modélise par une variable aléatoire que I'on note A. Ensuite on peut appliquer le
modele suivant pour les années t = 1,2,...,7,7 4+ 1 (ou T + 1 correspond a ’année future).

Hypothéses du modele

e On suppose que pour A = X\ donné, les données Ny, ..., Ny41 sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi de Poisson P(\) :

n

A
P(Ny=n|\) = exp(—)\)ﬁ, A>0.

e On suppose que la distribution a priori de A est une loi Gamma, G(«ap, 5y). La densité a

priori s’écrit :
1 : )ao_l ( A)
TN = =—— | — expl——1] , A>0, ap>0 , > 0.
?) ['(a0)Bo (50 P\ 0 Po

Calcul de la distribution a posteriori
La fonction de vraisemblance de la loi de Poisson s’écrit :
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hm|A)=][e?

X
=1 T

ou n = (ny,...,nr)" représente I'historique du nombre de pertes annuelles. On peut alors déter-
miner la loi a posteriori a I'aide de la formule de Bayes suivante :

h(n | M)A | a0, fo)

ﬂ—(}‘ ‘ n, aOaﬁO) = h(n)
On obtient alors les relations suivantes :
(MB0)™ " ajso T AN
A _ 0
(A | n, o, Bo) h(n)F(ao)ﬁOe 1:—[16 o
—1+ n;
B ﬂ Zz 1 i=1 nlz' ap— 1+ZZ o n T+ﬁ0)

M)Tao) G

Etant donné que nous sommes dans un cas de lois conjuguées, il nous faut identifier la nouvelle
loi Gamma qui se reconnait facilement en écrivant la relation de proportionnalité suivante :

71'()\ | n, aOvﬁO) o (60)060 1+Zz 1 + )

Avec les hypotheses précédentes, la densité a posteriori peut étre écrite :

0 g () 0 (5)

Ceci correspond a une distribution G(ar, fr), la méme distribution que la distribution a priori
mais avec des parametres différents :

Bo

T
OéTZOZOJer', Bbr=——
= 1+ BT

11 est supposé que pour A = X donné, Npiq et N = {Ny,..., Nr} sont indépendants. Le nombre
espéré d’événements pour I'année suivante, sachant les observations du passé, E[Npy; | N], c’est
a dire la moyenne de la loi Gamma G(ar, Sr) (correspondant a la moyenne de la distribution a
posteriori), permet une bonne interprétation comme suit :

a0+ Y1 MLE
E[)‘|N:n]:aTX/8T:/BO 71+ﬂT Z:(,«JT)\T +(1—wT))\0
Avec :
. )\M LE — =z ZT 1 ni est Pestimateur du maximum de vraisemblance de A utilisant unique-

ment les observations;
e \g = ap X fp est 'estimation du A utilisant uniquement la distribution a priori (spécifiée
par les experts) ;

* wp = T%L est le poids de la crédibilité utilisé pour combiner X%\p/f LE ot ).
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On voit tres bien dans cette formule que wr est le poids de crédibilité qu’on donne a 'estimateur
du maximum de vraisemblance associé aux données internes par rapport a l’estimation d’un
expert.

De cette formule, on peut faire alors plusieurs remarques : plus le nombre d’années observées T'
est grand, plus le poids de crédibilité est grand, cela veut dire qu’on assigne plus de poids aux
observations qu’a 'estimation des experts. De plus, plus la volatilité de ’opinion de I'expert est
grande, plus on accorde de poids aux observations.

Estimation de la distribution a priori

On suppose que la distribution de probabilité de la fréquence annuelle N des pertes pour
le risque opérationnel est modélisée par une distribution de Poisson P(A = \), et la densité a
priori () pour A est la loi Gamma G(ayg, Bo).

On a alors E[N | A] = A et E[A] = ap x fy. L’expert doit donc spécifier la moyenne du
nombre de sinistres mais il ne peut étre stir de cette estimation. Cette estimation doit plutot
étre considérée comme la meilleure estimation faite par les experts pour le nombre de sinistres
attendus correspondant & E[E[N | A]] = E[A]. En plus de cette estimation, il est nécessaire
que les experts fournissent une incertitude que le vrai A pour I’année suivante se situe dans un
intervalle [a, b] avec une probabilité p = Pla < A < b] ce qui permet d’obtenir le systéme a deux
équations et deux inconnues suivant :

E[A] =g X 50

Pla<A<b) = _/ (| a0, fo)dr = E9, b) — 9, (a)

0,80

Ce syste‘ 1me permet de calculer les parame\ tres structuraux (7)) et 0 de la loi a pI‘iOI‘i Gamma. Ici
G)
F(

o Bo( ) est la distribution Gamma G(ayg, By), ¢’est a dire :

x
P = [ Sz o (5 ) e

Le probléeme réside alors dans le fait d’adapter les informations fournies par les experts pour
obtenir ces deux équations permettant ainsi d’obtenir les parametres structuraux ag et Sp.

Utilisation des informations fournies par les experts

A T’aide des couples (z;,d;) associés & un scénario pour ¢ € {1, 2,3}, ou z; représente un montant
et d; le temps de retour associé a ce montant de perte, les experts ont estimé, par minimisation
d’un critere quadratique présenté dans la partie 2, les différents parametres des distributions
de fréquence et sévérité. Parmi ces estimations, on retrouve Ag représentant l’estimation de
I'intensité de fréquence . On fait alors les choix de modélisation suivants :

1¢" choix de modélisation : on considére que la meilleure estimation faite par les experts pour

le nombre de sinistres attendus est ce Ag. On peut alors écrire :
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Or:

E[N] = E[E[N | A]] = E[A] = ao x o
On obtient donc la premiere équation suivante :

As = ag x Py

274 choix de modélisation : il s’agit ici de trouver une deuxiéme équation qui permettrait la
résolution d’un systeme d’équations a deux inconnues. Un probleme se pose : on ne dispose
uniquement de I’espérance du nombre de pertes. Il parait donc difficile d’obtenir la distribution
du parametre A a partir de cette seule donnée. Certaines informations sont particulierement
difficiles & obtenir comme les coefficients a, b, et la probabilité p telle que Pla < A < b] = p comme
on 'a présenté pour estimer la distribution a priori. Par manque d’informations données par les
experts pour la construction de la deuxieme équation par la méthode présentée précédemment, il
est aussi possible d’utiliser le coefficient de variation Vco(A) = /V(A)/E[A] tres utilisé dans le
monde assurantiel. Le choix a été de considérer un coefficient de variation. Pour une loi Gamma

G(ao, Bp) on a :
E(A) = g X ﬁg et V(A) =g X ﬁo

La deuxieme équation s’écrit donc :
Veo(A) = —
co(A) = —
Vo

Résolution du systéme : Le systeme de deux équations a deux inconnues précédent se résout de
maniere explicite et 'on obtient les valeur suivantes pour les parameétres de la loi a priori :

= ()

Bo = As (Veo(A))?

Une fois ces parametres a priori déterminés, nous pouvons en déduire les parametres de la loi a
posteriori G(ar, fr) qui découlent des formules suivantes, démontrées précédemment :

T

Bo

ar = og + n; et =
T 0 ;:1 i Br 1+ GoT

Apres le calcul des parametres a posteriori, on choisit d’utiliser la méthode de ’erreur qua-
dratique minimale pour estimer la nouvelle valeur Aposieriori du parametre de la loi P(X) de la
fréquence des sinistres :

~

)\posteriori = E[A | N] = /)\H()\ | N)d)\

Ce qui permet d’écrire :

>)

YMLE
posteriori — OT X /BT = C*‘)T)\T + (1 - C*‘)T))\O

Cette valeur pourra ensuite étre utilisée pour modéliser la loi de fréquence dans le calcul de la
charge en capital. On peut alors résumer la méthode sous la forme schématique suivante :
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Résumé schématique de la méthode

( N
" 77777777777777 ) " 77777777777777 )
‘ ! | |
l | ! |
1 ! . Loi a posteriori !
Inputs | ! | |
. Lotapriori o 1 A~GlarBr) ! Outputs
As | 1 e
: A~ g(QOa BO) : de Bayes : ar = oo + Zi:l Ni : /\posteriom’
Veo(A) | ; : ;
: : : pr = 1+BB00T :
| | | |
| | ! I
Modsle T
- Y,

Données Internes

FIGURE 3.1 — Représentation schématique de la méthode 1 pour la fréquence des pertes

Applications numériques a nos données

Concernant les trois cellules de risque choisies, on vient de voir que dans chaque cas la valeur
IE[A] correspond a la valeur Ag fournie par les experts, ce qui permet de déduire les premiéres
équations suivantes :

Cas E[A] = As = ap x B
1 0.02
2 0.22
3 0.2

Pour obtenir la deuxiéme équation, on choisit une valeur du Vco(A) égale & 50% ce qui nous
donne directement la valeur du coefficient ag égale a 4. On peut alors calculer les valeurs de Sy et
en déduire que la loi a priori de A est une loi Gamma G(ay, Sp) dont les valeurs des parameétres
structuraux sont affichées dans le tableau ci-dessous :

Cas g Bo
1 4 0.005
2 4 0.055
3 4 0.05

TABLE 3.2 — Valeurs des parametres a priori pour la fréquence

On a vu précédemment que si la loi de fréquence est une loi de Poisson de parametre A = A
et que la loi a priori de A est une loi Gamma G(«p, fy), alors la loi a posteriori de A est une
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loi Gamma G(ap, fr). Les valeurs des nouveaux parametres structuraux sont affichées dans le
tableau suivant :

Cas ar Br
1 133 0.0049
2 599 0.0431
3 1311 0.04

TABLE 3.3 — Valeurs des parametres a posteriori pour la fréquence

Les parametres de loi a posteriori étant calculés, on obtient la nouvelle valeur Xpostenon
du parametre de la loi P(\) de la fréquence des sinistres en utilisant la méthode de l’erreur
quadratique minimale. On obtient les valeurs suivantes :

~

Cas Aposteriori
1 0.649
2 25.84
3 52.44

TABLE 3.4 — Valeurs finales du parametre de fréquence Aposteriori

On peut alors comparer graphiquement les densités de fréquence :

Yaleurde ¥ CO 0.5

lambxda scenario
nat larmbcta, historicue
lambxda a posteriori avec Y CO=502

b ns
=
o
£ 07
11}
=]
g 0.6
£
[}
= 05
=
=)
=]
E 04
&
m 0.3
W
=
& 02

01 L

D h |_--—""""'-FFFH_:_‘_‘-“1‘-‘_‘_""‘—-—|_

0 20 40 G0 80 100

Momibre de sinistres
FIGURE 3.2 — Comparaison des densités de la fréquence pour le cas 2

On constate que la densité de la loi de fréquence obtenue se situe entre les deux densités obtenues
avec les données internes et les scénarios. Ces résultats seront utilisés afin de déterminer les
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charges en capital.

3.4.2 La loi de sévérité des pertes : loi log-normale LN (j1,0)

Présentation du modéle

Supposons que la sévérité des pertes dans une banque est modélisée comme une variable
aléatoire avec une distribution log-normale LN (u,0). La densité se note :

1 Inz — u)?
f(z | u,a):mexp (‘W)

Cette distribution tres répandue est un bon moyen pour modéliser les pertes opérationnelles. En
outre, elle appartient & une classe de distributions a queue épaisse. Les parametres i et o ne sont
pas connus et I’approche bayésienne les modélisent par des variables aléatoires ©, et ©,. On
suppose que les pertes durant les années t = 1,2, ...,T sont connues et doivent étre modélisées
pour I'année suivante T+ 1. Pour simplifier les notations, on notera les pertes des 1" derniéres
années Xy, ..., X, et les pertes futures sont X, 11,... .

Les hypothéses du modéle général

e On suppose que pour O, = o et ©, = p donnés, X1, ..., X,,, ... sont des variables aléatoires
indépendantes de loi LN (u1,0). Les variables Y; = In X; pour ¢ = 1,2, ... suivent donc une
loi normale N (u, o).

e On suppose que la distribution a priori de ©,2 est la loi inverse gamma ZG(v/2, 3/2) et
que la distribution a priori de ©, est une loi normale N(6,0//¢). Les densités a priori

s’écrivent :
(02/3) 7"
7(0?) = T2 exp (— @)
_ 1 (n—6)?
(p | o?) = a7y O (— 2075 )

De plus, on note les pertes des années passées sous forme vectorielle de la fagon suivante X =
(X1, ..., X)) et les logarithmes des pertes Y = (Y7,...,Y,,)".

ler cas : cas particulier ou u est inconnu et o connu

On consideére ici que le parametre o ne suit pas une loi inverse-gamma mais est une constante
. . - ; e
connue et fixée. Dans ce cas, on pose po = 0 et o9 = o/y/¢ ce qui nous permet d’écrire que 0,
suit une loi normale N (pg, o).

Calcul de la distribution a posteriori de ©,

Sous ces hypotheses, la densité jointe des données des années passées a la position Y = vy,
conditionnellement aux valeurs o et ©, = u, s’écrit :

hy | p,o) = ﬁ —exp (—(yi — M)2>

2
i oV2T 20
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On peut alors déterminer la loi a posteriori a ’aide de la formule de Bayes suivante :

h(y | p, o)m(p | f105 00
e 3,00 ) = Lo 1)

La densité a posteriori peut alors étre écrite, & une constante multiplicative pres, de la fagon
suivante :

™ , 0, O x
(1 |y, 1o, 00) oo/ 2 1 ov/om

Etant donné que nous sommes dans un cas de loi conjuguée, on sait que la loi a posteriori de
©,, est une loi normale N (o, 00.n) :

200,12

(M - ,U/O,n)2>

W(M ‘ Y>,u0700) = eXp <_

En identifiant les termes du polynéme en p se trouvant dans l’exponentielle, on obtient un
systeme de deux équations a deux inconnues permettant de trouver les valeurs des nouveaux
parametres structuraux jio, et ogp :

2. 1 1 n
terme en p” : 502 = 202 + 5,2
,n 0 "
Y
terme en p @ E5m = £9 721—21 -
9o .m o5 o

On peut conclure que ©,, suit a posteriori une loi normale N (10,5, 00,,) telle que :

o tw >y In(x;) 2 00>
- , Oon =
1+ nw 1+ nw

HOo,n

avec w = 0¢2/0?.

La valeur attendue de Y;,11 sachant les observations du passé, E[Y,,+1 | Y =y], se calcule de la
fagon suivante :

o+ w i Y

ElYni1 | Y =y] =E[6, | Y =y] = pon = =777 = walln + (1 — wn)uo

Avec :

Yp = % 1 yi est estimateur du maximum de vraisemblance de A utilisant uniquement

les observations ;
to est lestimation du g utilisant uniquement la distribution a priori (spécifiée par les
experts) ;

o w, =

n+0+/002 est le poids de la crédibilité utilisé pour combiné %,, et po.

On voit tres bien dans cette formule que w,, est le poids de crédibilité qu’on donne a ’estimateur
du maximum de vraisemblance par rapport a I'estimation d’un expert.

De cette formule, on peut faire alors plusieurs remarques : lorsque le nombre d’observations
augmente, le poids de crédibilité augmente, cela veut dire qu’on assigne plus de poids aux
observations qu’a l’estimation des experts. De plus, plus la volatilité de ’opinion de 'expert est
grande, plus on accorde de poids aux observations.
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Estimation de la distribution a priori de ©,,

On suppose que la distribution de probabilité de la sévérité X des pertes pour le risque
opérationnel est modélisée par une distribution log-normale LN (i, o), et la densité a priori
7(p) pour ©, est la loi normale N (ug, 09).

La perte attendue s’écrit :

Et le quantile de niveau q s’écrit :

Q, = exp (eu + a(I)fl(q)>

Dans ce cas, 2 a une distribution LN (ug + 1/202, 09). L’expert doit spécifier la meilleure esti-
mation des pertes attendues F[€2] mais il ne peut étre siir de cette estimation. Cette estimation
doit plutdt étre considérée comme la meilleure estimation faite par les experts pour la sévérité
des sinistres correspondant a E[E[X | ©,]] = E[Q]. En plus de cette estimation, il est nécessaire
que les experts fournissent une incertitude que le vrai €2 pour 'année suivante se situe dans un
intervalle [a, b] avec une probabilité Pla < A < b] = p ce qui permet d’obtenir le systéme & deux
équations et deux inconnues suivant :

1 1
E[Q] = exp <,u0 + 502 + 2002)

p:IP[a<Q<b]:<I><lnb_éo2_'“0>_(p(lna_%az_m))

a0 00

Le probleme résulte alors dans le fait d’adapter les informations fournies par les experts pour
obtenir ces deux équations.

Utilisation des informations fournies par les experts

A Taide des couples fournis par les experts (z;,d;) associés a un scénario pour i € {1,2,3}, ou
x; représente un montant et d; le temps de retour associé a ce montant de pertes, on estime par
minimisation d’un critére quadratique les différents parametres des distributions de fréquence et
sévérité. Parmi ces estimations, on retrouve pg décrivant une partie de la loi de sévérité spécifiée
par les experts. On fait alors les choix de modélisation suivants :

1¢" choix de modélisation : on considére que la meilleure estimation faite par les experts pour
la sévérité des sinistres attendus est I'espérance de la loi log-normale spécifiée par les experts.
On est ici dans le cas ou ¢ est connu, mais on constate qu’il n’est pas nécessaire de choisir sa
valeur pour déterminer les parametres a priori de la loi de ©,,. La premiere équation s’écrit :

1 1 1
exp(us + 502) = exp (Mo - 502 - 2002)
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27 choix de modélisation : il s’agit ici de trouver une deuxiéme équation qui permettrait en
quelque sorte de calculer le moment d’ordre 2. Etant confrontés au méme probléme que pour la
fréquence, on a recours ici au coefficient de variation Veco(©,) = 1/V(0,)/E[©,]. La deuxieme
équation s’écrit alors :

o)
Vco(©,,) = —
(©Ou) o

Résolution du systéme : Le systeme de deux équations a deux inconnues précédent se résout de
maniere explicite et 'on obtient les valeurs suivantes pour les parametres de la loi a priori :

-1+ \/1 +2(Veo(©,,))%us
(Veo(©,,))”

Mo =

14+ Vl +2(Veo(0,))2 s
Veo(©,,)

gpg =

Une fois ces parametres a priori déterminés, on peut en déduire les parametres de la loi a pos-
teriori N (pon,00,n) en utilisant les formules de passages déterminées précédemment. Apres le
calcul des parameétres a posteriori, on choisit comme pour la fréquence d’utiliser la méthode
de 'erreur quadratique minimale pour estimer la nouvelle valeur fijosteriori du parametre d’es-
pérance de la loi LN (u, o) de sévérité des sinistres. Cette valeur ainsi que celle de op; seront
ensuite utilisées pour modéliser la loi de sévérité des sinistres dans le calcul des charges en
capital. On peut résumer la méthode sous la forme schématique suivante :

Résumé de la méthode

'd N\
/2 ) /2 )
1 | ! 1
| | . Loi a posteriori |
Inputs ! : ! :
1 | ! 1
! ) .. w v~ N(pon, 00,n)
! Loi a priori w ! w Outputs
Hs | P ' Formule | ! b
1 TdeBayes | L
g : no~ N(,Uf07 UO) : ¢ bayes : Hotw Zi:l In(zi) : Hposteriori
| | 1 14+nw |
l | l 2 - Ug |
Vco(©,,) | ! L Tom = g
| | . w= ot
S ) S )
Modele T
|\ J

Données Internes

FI1GURE 3.3 — Représentation schématique de la méthode 1 pour la sévérité dans le cas o connu
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2nd cas : cas général ou i et o sont inconnus

Calcul des distribution a posteriori de ©,, et ©2

Sous les hypotheses du modele général, la densité jointe a priori est :

1 (n=0? 8 ()
n(,0?) = mexp< 2070 20>5F(/2><”3>

On peut voir assez simplement que la distribution marginale a priori de ©,, est une distribution
de Student translatée a v degrés de liberté :

wl) = [wlpotdo® o [ Vexp (— (5 + ou—07)) da

o /yVTH_1 exp (—g[ﬁ + p(p— 9)2]> dy

o (B o(n— 0% [F T exp(-2)d

9 71/42»1
. <1+¢V(u—9) )
vp
u+1+n71 _ 1

On note ¥, = (02)” " 2 s Y= o 2 ie1 Vi et y? = =15 | y? Sachant Y =y, la densité jointe
a posteriori a la forme suivante :

m(p, 0 |y) o \I/oexp< 21<6+¢(u 0)? Z(yz’—u)z»
i=1
1 2 . e
o \Ifgexp< 2—(5+(¢—|—n),u + PO — (¢0~I—ny)—|—ny2>>
1 — (¢80 + ny)? ¢0 + ny\”
o oo (g (3ot o= O s 04w (- TV ) )

Cette distribution jointe a posteriori a la méme forme que la densité jointe a priori mais avec
les nouvelles valeurs des parametres structuraux suivantes :

Vp=V+n

_ 2 — (00 + ny)?
Pn =B+ 0" +ny B
en:gzbﬁ—i-n@

p+n
¢n:¢+n
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Les lois a posteriori des variables ©2 et ©,, sont donc respectivement une loi inverse-gamma de
parametres v, /2 et (3,/2 et une loi normale de parametre 6, et o/v/¢,. La variance attendue
des pertes de I’année future sachant les observations du passé, E[©2 | Y = y], s’exprime de la
fagon suivante :

Bn

BlOZ | Y =y =

Estimation des distributions a priori de ©, et O,

Pour ©, et ©, donnés, la perte attendue s’écrit :

1
Q=E[X|0,,0,] = exp (@u + 2902)

Et le quantile de niveau q s’écrit :
Qq = exp (0, + 0,27 (q))

On peut ensuite trouver ©, grace a deux quantiles @y, et @}y, de la facon suivante :

n(Qy, /Qq1)

O = P~ (ga) — @ Y q1)

Ensuite, on peut essayer de modéliser la distribution a priori de O, a ’aide des avis d’experts
sur les quantités E[ln(Qq,/Qq,)] et Pla < Qg,/Qq < b] ou des opinions impliquant plusieurs
paires de quantiles. Enfin connaissant la meilleure valeur de o, la distribution a priori de ©,
peut étre estimée comme dans le cas ou o est connu.

Le probleme résulte alors, encore une fois, dans le fait d’adapter les informations fournies par
les experts pour obtenir deux équations qui nous permettront d’estimer les parameétres de la loi
a priori de ©2.

Utilisation des informations fournies par les experts

Les informations fournies aujourd’hui par les experts métier du Crédit Agricole ne permettent pas
de se prononcer sur les quantités E[In(Qq, /Qq )] et Pla < Qg,/Qq < b]. On dispose uniquement
des valeurs pg et og décrivant la loi de sévérité, spécifiées a partir des jugements d’experts
et issues de la minimisation d’un critéere quadratique. On fait alors les choix de modélisation
suivants :

1¢" choix de modélisation : on consideére que la meilleure estimation faite par les experts pour
le parametre de variance de la sévérité des sinistres est égale a a?g. On considere donc, dans un
souci de manque de données, que cette derniére valeur est égale a I'espérance de loi de ©2 ce
qui nous permet d’obtenir une premiere équation :

B
v—2

0§ =E[67] =
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27 choix de modélisation : La deuxiéme équation permettant d’estimer les paramétres de loi a

priori de ©2 est obtenue en utilisant comme précédemment le coefficient de variation Veo(©2).
On obtient la seconde équation suivante :

2

VCO(@Z) = m

Résolution du systéme : Le systeme de deux équations a deux inconnues précédent se résout de
maniere explicite et 'on obtient les valeurs suivantes pour les parametres de la loi a priori :

2
"= Weo2)?
_ 2 1
b=205 <<Vco<ez>>2 +1)

Une fois tous les parametres a priori déterminés, on peut en déduire les parametres des lois a
posteriori ZG(vy, /2, Bn/2) N (pin,0/Pn) en utilisant les formules de passage déterminées précé-
demment. Apres le calcul des parametres a posteriori, on choisit comme pour la fréquence d’uti-
liser la méthode de I'erreur quadratique minimale pour estimer les nouvelles valeurs posteriori
Lposteriori des parametre de la loi LN (i, 0) de sévérité des sinistres. On résume la méthode sous
la forme schématique suivante :

Résumé de la méthode

Inputs ! ‘ | !
’ i Loi a priori i Loi a posteriori Outputs
Hs | . Formule ' L R o
78 e ~Z0(w/2,8/2) | de Bayes 1 ¢~ ZG(Wn/2,5:/2) | [ Hposteriori
Veo(©,,) o~ N0, 0/VP) | |t~ N (On, 0 /) | - o
VCO@?,) : : : : posteriori
Modele T

Donées Internes

FIGURE 3.4 — Représentation schématique de la méthode 1 pour la sévérité dans le cas ou u et
o sont inconnus
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Application numérique a nos données

Concernant les trois cellules de risques choisies, on a vu que les valeurs pg, og, Vco(©,,) et
Vco(©2) permettent de déterminer les paramétres structuraux des lois a priori. On choisit une
valeur de 50% pour les quantités Veo(©,,) et Veo(©2). On obtient alors les résultats suivants :

u inconnu et ¢ connu L et o inconnus
Cas Cas
) 00 0 ¢ v B
1 8.17 4.08 1 8.17 0.0069 12 1.16
7.13 3.56 7.13 0.0397 12 5.04
3 8.1 4.05 3 8.1 0.025 12 4.1

TABLE 3.5 — Valeurs des parametres a priori pour la sévérité

A Taide des formules de passage décrites dans cette partie, on peut calculer les parametres
structuraux des lois a posteriori. On affiche ces valeurs dans le tableau suivant :

4 inconnu et o connu 1 et o inconnus
Cas Cas
Hon o0,n O ®n Un Bn
1 8.15 0.03 1 8.15 129 141 272.44
2 5.76 0.04 2 5.76 308 320 1246.7
3 6.71 0.018 3 6.71 1307 1319 5588.8

TABLE 3.6 — Valeurs des parametres a posteriori pour la sévérité

Les parametres de loi a posteriori étant calculés, on a acceés aux nouvelles valeurs des parameétres
de la loi de sévérité des pertes LN (p, o) en utilisant la méthode de I'erreur quadratique mini-
male. On obtient les valeurs suivantes :

4 inconnu et o connu 1 et o inconnus
Cas — — Cas = =
K = Hposteriori 0 =0pI H = Hposteriori 0 = Oposteriori
1 8.15 1.61 1 8.15 1.4
5.76 2.17 2 5.76 1.98
3 6.71 2.24 3 6.71 2.06

TABLE 3.7 — Valeurs finales des parametres de sévérité liposteriori €t Oposteriori

On peut alors regarder graphiquement 1’évolution de la distribution de la sévérité :
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P .................. lai de montant scenario ...
: loi de montant historigue
[Tl SO S ................... loi de montanta posteriori p et ainconnus -
: lzi de montant a posterion pinconnu

(IR R ST L / ..... S e i
: ; ; ; ;

10 10 10° 10" 10° 10"

rontant des sinistres

Distritbuton dela loi du montant des sinistres

FIGURE 3.5 — Evolution de la distribution de sévérité

Les distributions de sévérité a posteriori se rapprochent de celle de la sévérité associée aux pertes
internes.

3.5 Calcul des charges en capital CaR et sensibilité

3.5.1 Calcul des charges en capital

On s’intéresse dans ce qui suit a calculer les charges en capital requis CaR dans le cas des
trois cellules de risques choisies. On utilise 'approche fréquence/sévérité décrite précédemment
en modélisant la fréquence par une loi de Poisson P()) et la sévérité par une loi log-normale
LN (1, 0). Avec ce premier modele, on envisage le calcul de la CaR pour les trois cellules dans
les quatres cas différents ci-dessous :

Parameétres de sévérité

W inconnu et o connu | p et o inconnus

Parametre | A inconnu CaRs1 CaRo

de fréquence | A connu CaRs3 CaR 4

FI1GURE 3.6 — Cas de calcul de la CaR pour la méthode 1

Afin de déterminer les CaR pour les différents cas, il est nécessaire d’avoir calculé au préalable
les trois parametres A, p et 0. Pour les cas ou A est inconnu, on utilise la valeur Ap; obtenue
par l'utilisation des données internes car cette valeur est vérifiée par les experts et peut étre
corrigée par une nouvelle valeur lorsque les experts considerent que l’estimation qui est faite
n’est pas représentative. Pour les cas ou o est connu, on utilise la valeur opr résultant de
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I’estimation faite a partir des données internes et de la méthode des moments généralisée. Pour
les parametres inconnus, la méthode 1 des lois conjuguées est ici utilisée et les valeurs retenues
sont celles obtenues par la méthode de l'erreur quadratique minimale. On peut alors a ’aide
de l'algorithme de Monte Carlo déduire les CaR correspondant aux VaR(99.9%). Les montants
obtenus sont affichés dans le tableau suivant :

Cas CaRn1 CaRyo CaRyy3 CaRa
1 423 830 € 223 160 € 3 401 800 € 1 663 800 €
2 1 819 700 € 857 410 € 3 326 500 € 1529 100 €
3 8 922 100 € 4 303 100 € 39 895 000 € 19 324 000 €

TABLE 3.8 — Montants des différentes charges en capital calculés selon la méthode 1 des lois
conjuguées

Les résultats présentés dans ce tableau soulignent une forte disparité entre les charges en
capital obtenues avec les différentes méthodes. On s’intéresse ici aux modifications qui ont été
effectuées pour le calcul des CaRy;.

Pour la CaRjys, la seule différence avec la CaRpy est 'application de la méthode bayésienne
des lois conjuguées pour le parametre p. On rappelle que le parametre u a posteriori est obtenu
grace a 1’égalité suivante :

_ ot wditi Y

1+ nw = wnY, + (1 - wn):u()

ﬁposteriori = E[G,u ‘ Y= Y]

#{"/03 avec n le nombre de pertes collectées, o la variance de la loi log-normale et
ag la variance de la loi normale a priori. Pour chacune des cellules de risque, on obtient un poids
wy, égale & 99.99%. On n’accorde donc aucune attention & 'information des experts s’exprimant
a travers la valeur pg. Le [posteriori €st donc égal a la moyenne des logarithmes des pertes
qui correspond également au maximum de vraisemblance. On obtient des valeurs de charge en
capital CaRjs3 supérieures aux valeurs CaRpr car la méthode des moments généralisée donne
des valeurs inférieures a ¥,,. On note tout de méme que les valeurs CaRs3 sont comprises entre

la CaRpy et la CaRg.

Pour la CaRjq, la différence avec la CaRjs3 est 'application de la méthode bayésienne des
lois conjuguées pour le parametre A. On rappelle que le parametre A a posteriori est obtenu
grace a 1’égalité suivante :

Oou w, =

/\posteriori = E[A ‘ N = n] = WT%

+ (1 - wT))\()

Ou wr = #/ﬁo avec T' le nombre d’années d’historique égale ici a 5 et 5y la valeur d’un des
parametres a priori pour le parametre de fréquence. On constate que les valeurs de [y estimées a
priori sont tres faibles ce qui fait que le terme 1/ est supérieur a 7. On trouve donc des poids
de crédibilité wr variant entre 2.5% et 20%. On accorde donc un poids significatif, supérieur a
80% selon les cas, aux données des experts \g = Ag qui par conséquent ameéne & trouver des
valeurs de charge en capital plus faibles.

Pour les CaRjo et CaRpsg, que 'on peut comparer respectivement avec les CaRpsp et
CaRy3, la seule différence est 'application de la méthode bayésienne des lois conjuguées pour
le parametre o. De la méme maniére que pour le parametre p, les valeurs oposieriors Sont proches
des valeurs estimées par maximum de vraisemblance mais différentes de celles obtenues par la
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méthode des moments généralisée. En 'occurrence, elles sont plus faibles dans notre étude ce
qui donne par conséquent des valeurs des CaRj;o et CaR 4 inférieures & CaR 1 et CaRps3. On
note tout de méme que les CaR 4 restent proche des CaRpj.

Au vu de ces résultats, on voit que le choix d’une des 4 méthodes est déterminant pour le
résultat de la charge en capital requis. On effectue dans la partie suivante des sensibilités aux
parametres d’entrée du modele pour voir sur quel parameétre il est le plus judicieux d’utiliser
cette méthode bayésienne des lois conjuguées.

3.5.2 Sensibilités aux parametres d’entrée du modele

On vient de déterminer les montants de charge en capital requis en s’appuyant sur certaines
hypotheses concernant les lois a priori. Afin de compléter ces premiers calculs, il semble inté-
ressant de poursuivre par différentes analyses de sensibilité. On cherche donc a déterminer la
sensibilité de la CaR aux variations des parametres d’entrée du modele. Ces sensibilités seront
réalisées pour le cas 1.

Sensibilités au Vco(A)

On rappelle ici que la loi a priori du parametre de fréquence A est une loi gamma G(ayg, 5o)
dont les parametres structuraux «qg et By sont déterminés a partir d’'une valeur de fréquence
imposée par les experts Ag ainsi que le coefficient de variation Vco(A) que l'on a choisi de fixer
arbitrairement a 50%. On cherche donc & déterminer la sensibilité de CaRj;1 et CaRjpse aux
variations de valeur de Vco(A). On fait varier ce coefficient sur l'intervalle [0.25, 0.75] par pas
de 0.02 :

Caf k1 CaR M2

45 i 251

CaR
i
CaR

. . . . . . . . . .
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.3 0.4 0% 0.6 n.?
ool n) Yool )

FIGURE 3.7 — Evolution de la CaR en fonction de Vco(A)

Au vu de ces résultats, on constate que la charge en capital est sensible a la valeur de Vco(A)
utilisée en entrée du modeéle. Ces graphiques suggerent que la CaR est une fonction affine
croissante du Vco(A), ce qui est di au fait que la valeur ngsteriori augmente de maniére quasi
linéaire avec Vco(A).
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Sensibilités au Vco(©,)

On rappelle ici que la loi a priori du parameétre de sévérité ©,, est une loi normale N (pp =
0,00 = 0/+/®) dont les parametres structuraux sont déterminés & partir d’une valeur imposée par
les experts g ainsi que le coefficient de variation Vco(©,,) que I’on a choisi de fixer arbitrairement
a 50%. On cherche donc & déterminer la sensibilité de CaR 3 et CaR 4 aux variations de valeur
de Vco(©,,). On fait varier ce coefficient sur I'intervalle [0.25, 0.75] par pas de 0.01 :

35 1.7

CaRM3 CaR M4

1.69

348t
346 1
EEERS J 1.62
34zt
167
34l

CaR
CaR

1.66
kRet: A

336 1 1.6%
334t

1.64
332t

k] L L L L L 163 L L L L L
03 04 05 0.6 o7 0.3 04 05 0.6 0.7

veo(®,] veo(®,]

FIGURE 3.8 — Evolution de la CaR en fonction de Vco(©,,)

Ces résultats suggerent que la charge en capital n’est pas sensible aux variations du parametre
Veo(0,,).

Sensibilités au Vco(©?2)

On rappelle ici que la loi a priori du paramétre de sévérité ©2 est une loi inverse-gamma,
ZG(v/2,[/2) dont les parametres structuraux sont déterminés & partir d’une valeur imposée par
les experts Gg ainsi que le coefficient de variation Vco()©2) que 'on a choisi de fixer arbitraire-
ment & 50%. On cherche donc & déterminer la sensibilité de CaR ;4 aux variations de valeur de
Veo(©2). On fait varier ce coefficient sur I'intervalle [0.25, 0.75] par pas de 0.01 :

CaR M4
[re

L I I L I
03 0.4 s 08 07
Yeo(B)

FIGURE 3.9 — Evolution de la CaR en fonction de Vco(©2)

De méme que pour le Vco(A), on constate que la charge en capital est sensible a la valeur de
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Vco(6?2) utilisée en entrée du modéle. Ces graphiques suggérent que la CaR est une fonction
croissante du Veo(©2) ce qui est dii au fait que la valeur Gposteriori augmente avec Veo(©2). La
variation de valeur de la CaR, sur I'intervalle d’étude, correspond a un écart relatif de 20% par
rapport & la valeur obtenus avec Vco(©2) = 50%. L’approche M3 semble donc étre celle la plus
adaptée avec cette méthode bayésienne des lois conjuguées.

3.6 Discussion sur la méthode

Dans cette premiere méthode que l'on peut surnommer approche bayésienne pure, il est
possible, a l'aide de formules explicites, d’avoir acces a des parametres de lois permettant le
calcul d’'un unique montant de capital réglementaire. Cette méthodologie utilise les principes de
I'inférence bayésienne et combine les informations fournies par les experts métier ainsi que les
données internes a travers 'utilisation de lois dites "conjuguées". La principale motivation qui
pousse a utiliser une telle approche bayésienne est de faire entrer I’expertise métier dans I’ana-
lyse statistique du profil de risque en estimant une distribution jointe unique qui combine les
deux sources de données. Globalement, 'utilisation des méthodes d’inférence bayésienne pour
I’estimation des distributions de fréquence et de sévérité des pertes opérationnelles sont promet-
teuses. La méthode présentée dans cette partie est basée sur la spécification des distributions a
de calculs numériques assez simples, les parametres des distributions a priori sont pondérés avec
les 5 ans d’observations réelles de la banque pour estimer les parameétres des distributions a
posteriori. La méthode est simple & mettre en place du fait de 'utilisation des lois conjuguées
qui donnent des formules exactes pour les nouveaux parametres facilitant ainsi leur calcul.

Compte-tenu du caracteére rare des pertes représentées par les scénarios, il est difficile de
fournir un paramétrage de distribution fiable et ainsi, les experts ont un manque de visibilité
du risque et ne peuvent donc pas fournir un nombre d’informations suffisant pour estimer
convenablement les parameétres des distributions a priori. En effet, les informations fournies
ici ne donnent que trois points a partir desquelles on ajuste une distribution qui apporte les
meilleures valeurs espérées des lois a priori. Il parait donc compliqué d’obtenir des distributions
adéquates car les experts ne peuvent pas apporter directement les valeurs des parametres a
priori. Et il est difficile de prévoir avec certitude la survenance d’une perte jamais apparue
avant. Compte tenu de ces difficultés liées au manque de données, une méthode alternative
consiste a utiliser 'approche par crédibilité qui permet de mieux modéliser les parametres de
fréquence et sévérité liés aux risques a basse fréquence et haute sévérité.
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Partie 4

Application de la théorie de la crédibilité

Les données permettant de quantifier la fréquence et la sévérité des distributions de pertes
sont tres limitées si bien que 'estimation a priori par les méthodes bayésiennes pose beaucoup
de problémes. La théorie de la crédibilité apporte une approche alternative car elle exige moins
d’informations. On s’appuie sur la théorie développée par Bithlmann et Straub.

4.1 Principes théoriques

4.1.1 Notion de crédibilité

La théorie de la crédibilité repose sur les principes de 'inférence bayésienne. Cette théorie
est tres utilisée pour calculer des primes sur les contrats d’assurance et a été adaptée dans le
calcul des pertes opérationnelles. Intéressons-nous & une banque et a son risque opérationnel.
Supposons qu’elle dispose d’un portefeuille rassemblant ses pertes internes au sein de J cellules
de risque et ce sur un historique de 5 ans. Ces pertes sont associées a des variables aléatoires X ;
pourt = 1,....,T et j = 1,...,J ot X;; représente le montant annuel de pertes associées a une
cellule de risque j pour la t*™¢ année. On fait ’hypothése que ces montants sont indépendants
et identiquement distribués.

L’idée de la théorie de la crédibilité est de prévoir les pertes opérationnelles futures en
intégrant 'information disponible qui est présente dans les historiques de pertes internes. A
cette information on accorde un certain poids qu’on appelle le poids de crédibilité.

Considérons a présent la cellule de risque j a laquelle correspondent les montants annuels de
pertes Xj1,..., X7 et le parametre de risque ©;. Ce parametre de risque n’est pas observable
mais pourra étre partiellement recomposé a partir des pertes observées. Donnons-nous des lois
entierement spécifiées pour le parametre de risque et pour les variables de pertes conditionnel-
lement au parametre de risque :

e la loi marginale de ©; admet une densité ;(©;)
e les variables Xj1,..., X7 sont conditionnellement a ©; indépendantes entre elles et dis-
tribuées uniquement avec pour densité f(z;; | ©;)
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On a vu que 'approche bayésienne consistait en l'application de la formule de Bayes pour la
détermination d’une loi a posteriori. Voyons a présent les deux modeéles proposés d’une part par
Bithlmann et d’autre part par Bithlmann et Straub et repris dans H. Biithlmann et A. Gisler [6].

4.1.2 Le modéle de Bithlmann

On suppose les variables X 1, ..., X; 7 sont conditionnellement a ©; indépendantes entre elles
et distribuées identiquement. La proposition suivante nous donne la meilleure approximation de
E[X;7+1 | ©;] par une fonctionne affine.

Proposition 1 La meilleure approzimation au sens des moindres carrés de E[X ;141 | ©;] par
une fonction affine des observations Xj1,..., X1 est donnée par :

p(Xj,lv--.,Xj,T):<1_COU( X, J2)>E[Xj,1] cov Xy Xja) ¢

V(Xjr) V(Xjr)
ot )_(j = % Zthl Xjt. De plus, Uerreur d’approzimation commise est donnée par :

cov(Xj1, X2
et = V(E[X;711 | 0] — p(Xj1,, Xj1)) = (1 - W) cov (E[X; 141 | 6], Xj141)
j

La démonstration est présentée dans C. Partrat et J-L. Besson [24].

Le modele de crédibilité de Bihlmann utilise cette approximation linéaire car il propose de
modéliser la perte interne a la date T+ 1 de la forme :

p(le, ...,XjT) =cCo+ Clle + ...+ CTX]'T
ou les ¢; sont choisis de maniere a minimiser I’écart quadratique moyen

E [(E[Xj,T—l-l ‘ @j] — Cy — Clle e T CTXjT)ﬂ

En résolvant ce systéme (voir C. Partrat et J-L. Besson [24]), on remarque que le terme ¢
ne dépend pas de t, ce qui signifie que 'ancienneté de la perte n’est pas prise en compte :
dans le modele de Biihlmann, une perte interne aura donc le méme poids quelle que soit sa date
d’occurrence. Dans le modele de Bithlmann, on a donc une pondération constante entre la cellule
de risque j et 'espérance a priori des pertes historiques :

E[X; 111 | 0] = aXj + (1 — a)B[Xj]

Pour corriger cette hypothese peu réaliste, le modele de Bithlmann-Straub permet d’intégrer des
pondérations aux pertes.
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4.1.3 Le modele de Biihlmann-Straub

Le modele de Bithlmann-Straub est une extension du modele de Bithlmann qui intégre des
pondérations sur les observations. En effet, il apparait judicieux de ne pas accorder la méme
importance aux informations les plus récentes qu’aux informations les plus anciennes. Ce modele
repose sur les hypotheses suivantes :

1. Pour j =1,...,J, les vecteurs (©;, X1, ..., X; ) sont indépendants
2. Les variables O, ..., ©; sont indépendantes et identiquement distribuées

3. Conditionnellement a ©;, les variables aléatoires Xj 1, ..., X; 7 sont indépendantes et iden-
tiquement distribuées

4. Les variables aléatoires X 1,..., X7 sont de carré intégrable, d’espérance conditionnelle
2 .
E[X;; | ©;] = u(©;) et de variance conditionnelle V(X;, | ©;) = £ (Je])

téme

ou wj; traduit

I'importance de la perte interne de la cellule j au cours de la année

On a alors une pondération suivant les cellules de risque :

E[X;711]65] = a;X; + (1 — o)) E[X;,]

En résumé, il faut retenir que dans le modéle de Biithlmann-Straub, on fait une pondération
entre une cellule de risque j et ’ensemble des cellules :

cellule de risque j ensemble des cellules
u(©;) = E[X;,/0,] o = E[u(6)]
0%(0;) = wj V[ X;4/60;] o* = E[0*(0;)]
2 = V[u(©,)]
1(©;) : espérance de la perte 1o : espérance de la perte
interne de la cellule j interne collective
0%(©,) : variance associée a la perte o2 : espérance de la variance
interne de la cellule j des pertes individuelles
72 : variance au sein des cellules de risque

TABLE 4.1 — Les parametres a prendre en compte dans le modele de Bithlmann-Straub

De ce modele, on peut dégager quelques interprétations utiles pour la suite. Le coefficient de
crédibilité a; vaut :
aj = a0
7 Wje + T2/0?

On peut donc déja en déduire que :

e plus le poids wje est grand, plus «; est grand, c’est-a-dire que plus on accorde de poids
aux données, plus on accordera de crédibilité aux pertes internes de la cellule de risque en
question

e plus 7/0 est petit, plus «; est grand.
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4.2 Adaptation du modeéle de Biihlmann-Straub au modele LDA

On cherche & modéliser par une approche fréquence/sévérité les pertes du risque opérationnel
liées a chaque cellule de risque j que 'on note X, avec k € [1, K] ou K; est le nombre de
pertes qu'on a collectées dans chaque cellule de risque j. On note N;; le nombre de pertes
collectées lors de la t*™¢ année dans chaque cellule j. On ne modélise que les pertes dépassant
un certain seuil L.

Une premiére approche, décrite dans H. Bithlmann et P.V. Shevchenko [7], modélise res-
pectivement les fréquences et les sévérités des pertes par des lois de Poisson et de Pareto, de
parametre \; = vjk; et £ = a;9;. Dans cette approche, (A;,1;) sont les parametres finaux des
lois que I'on cherche. (a;, vj) sont des facteurs choisis par les experts qui sont censés représenter
les différences relatives de sévérité et de fréquence au sein des cellules de risque.

Dans les deux cas de la fréquence et de la sévérité, les estimateurs sont calculés comme
une moyenne pondérée entre deux estimateurs : le premier est I'estimateur du maximum de
vraisemblance calculé uniquement a partir des données historiques, le second est un estimateur
permettant de prendre en compte I’ensemble des données a savoir dans notre cas les données
historiques et les jugements d’experts. On pourrait souhaiter également prendre en compte des
données externes & 'entreprise (voir cascade bayésienne présentée dans la section 5.1.).

( N\
/2 - /2 -
Inputs | . ! l !
| Estimateurs | ' Parametres finaux |
| |
Jugements ! globaux } 1 !
d’experts | k0,00 l . Nje~P (u;@) | Outputs
} t Th. de la | Xk ~ !
aj, Vi  — T s PN T A VI
! . crédibilité 1 pg (aj 0, L]) ‘ Acredibilité
b ) . Estimateurs | . \ } Ecredibilité
L omees 1 MLE | |y =%+ (1=5)60
historiques i @7@; 1 i 0 = a9+ (1—a;)d |
Njt, Xjok ! | ! |
Modeéle
|\ J

4.2.1 Modélisation de la fréquence des pertes

On considere une collection de J cellules de risque. Soit N;; le nombre annuel d’événements
dont la perte annuelle excede un certain seuil L dans la 5™ cellule de risque (j = 1,...,.J) dans

la t¢™¢ année.

Etant donné x;, on suppose que les N;; sont indépendants et distribués par la loi de Poisson de
parametre \; = vjkj, c’est-a-dire

A"
IP[Nj,t =N | )\J] = ( é') exp(—)\j)

ou v sont déterminés a 'aide du jugement des experts et expriment les différences de fréquence
entre les cellules de risque.
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Le modéle

En supposant que les N;;, t = 1,...,T dans la jéme cellule de risque sont indépendants condi-

tionnellement a x;, on peut alors démontrer que l'estimateur par maximum de vraisemblance
de k; s’écrit :

1 T
/{j:;E Nj ou v; =vT
J =1

Avec :

. . K

E[R) | rj] = rj et V(Rj | rj) = ==

Vj
Traditionnellement, seules quelques pertes sont observées au sein de certaines catégories de risque
si bien que 'on ne peut pas compter sur 'estimateur du maximum de vraisemblance standard
Aj = v;jR;. L’idée est alors d’utiliser I’ensemble des pertes collectées de la banque ainsi que les
jugements des experts pour mieux estimer les parametres de la loi de Poisson et construire un

estimateur qui prend en compte toutes ces informations.

On suppose que les ; sont indépendants et identiquement distribués avec E[x;] = kg et V(k;) =
wg. On observe que les fréquences standardisées Fj; = N, +/v; satisfont :

.
E[Fj:| kil =r5 et V(Fji| k)= ;]
J

On constate que Fj; satisfait les hypotheéses du modele de Biithlmann-Straub ce qui permet
d’écrire I'estimateur au sens de la crédibilité suivant pour x; :

Les parametres structuraux Ay et wg peuvent étre estimés aisément en résolvant un systeme
non linéaire de deux équations (en utilisant par exemple la procédure itérative présentée dans
H. Bihlmann et A.Gisler [6]). Ce systéme correspond aux deux équations formulées dans les
hypotheses et s’écrit :

J .
1 J
Ko = fZ%Rj et (@) = max [c X {R RO} ,0}
75 Y0

ou

Le meilleur estimateur de crédibilité pour le parametre de fréquence de la j¢™¢ cellule est alors

Aj = Vjéj. On suppose que les constantes v; sont connues a priori et fixées par les experts. Par
exemple, 'expert peut estimer le nombre n; de pertes attendues excédant le seuil L pour la
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jéme cellule en donnant la valeur nj. En utilisant alors les relations v;k; = n; et E[x;] = ko, il
est possible d’estimer v; en prenant la valeur 7;/k¢. Seules les différences de fréquence jouent
un role ici, on peut donc poser A\g = 1 ce qui permet d’estimer facilement les v; sans perdre de

généralité.

4.2.2 Modélisation de la sévérité des pertes

Dans un premier temps, on suppose que les pertes au-dela du seuil L dans la j¢¢ cellule de
risque (j = 1,...,J) sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Pareto (on
suit immédiatement la démarche de P.V. Shevchenko) de parametres &; = a;v; et L :

f@]&) = & (L) o et Fz|§&)=1- (;>_£j

pour x > L et & > 0. Les a; expriment la différence de sévérité entre les différentes cellules de
risque et sont fournis par les experts, ce qui sera expliqué par la suite dans la présentation du
modele.

Le modéle

Comme les pertes X, k = 1,..., K; dans la jéme cellule de risque de la banque sont suppo-
sées étre indépendantes et identiquement distribuées conditionnellement a J;, I'estimateur du
maximum de vraisemblance de ¥; peut s’écrire :

-1

/\‘: 45 Zln(

On montre alors quun estimateur sans biais de ¥; est :

5= Kjélaj
Avec :
~ ~ 192
E |9 | 9] = 0; et V (9;]0;) = ij—z

Traditionnellement, seules quelques pertes sont observées au sein de certaines catégories de risque
si bien que I’'on ne peut pas compter sur I'estimateur du maximum de vraisemblance standard
£j = ajf} L’idée est alors comme dans le cas de la fréquence d’utiliser I’ensemble des pertes
collectées de la banque ainsi que les jugements des experts pour mieux estimer les parametres
de la loi de Pareto et construire un estimateur qui prend en compte toutes ces informations.

L’estimateur du parameétre de queue EJ = aﬂ?j peut étre amélioré en utilisant toutes les données
collectées par la banque. On suppose que les ¥; pour j = 1, ..., J sont des variables indépendantes
et identiquement distribuées avec E[9;] = 9o et V(9;) = (79)?, ot ¥y correspond au profil de
risque de la banque entiére. On constate que I’estimateur non biaisé EA] satisfait les hypotheses
du modele de Bithlmann-Straub ce qui permet d’écrire ’estimateur de crédibilité suivant :
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o~
~

~ K:—9
V¥ = ajvj + (1 — aj)dp ol o = J

K3—1+(%)2

De méme que pour la modélisation de la fréquence, les parametres g et 79 peuvent étre estimés
en résolvant le systéme non linéaire de deux équations suivant :

I P
(10)% = 71 > (0 — o)
=1

K;—2
~\ 2

Ki—1+ (%

J To

Le meilleur estimateur de crédibilité pour le parametre de queue de la jém

R A J
= W;ajﬁj, WZ;CV]' et a; =

¢ cellule est alors

§; = a;9;. On suppose que les constantes a; sont connues a priori et fixées par les experts. Par

exemple, I'expert spécifie la probabilité g; que la perte de la jéme cellule de risque exceéde un
certain niveau x; et utilise les relations pour estimer les a; :
In g;
ajﬁj = ———"=¢€t E[ﬁj] =1

x; )
n (%
(Lj
On note que ces constantes sont définies a un facteur pres. Seules les différences jouent donc un
role, ce qui permet sans perdre de généralité de poser pour 'estimation des a; o = 1.

4.2.3 Application numérique aux données

Dans le cadre de ce mémoire, on fait I’hypothese que les trois cellules de risque choisies
qui correspondent respectivement aux entités AMUNDI, CACF et CACIB pour la catégorie de
risque ELG, constituent ici une banque fictive comme cela est expliqué dans le schéma ci-dessous :

' AMUNDI ' ' CACF ! ' CACIB
- EL6 | . EL6 | . ELG
Banque considérée
Données Données Données

FIGURE 4.1 — Représentation schématique des données utilisées pour la crédibilité
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Les cellules ont été choisies de telle maniere qu’elles se rapportent a un risque similaire afin que
la méthode par crédibilité soit applicable.

Détermination des coefficients v;

On doit avoir en entrée des parametres v; qui caractérisent les différences de fréquence au
sein des cellules de risque. Avec les données dont on dispose, la meilleure maniére de représenter
la différence entre deux cellules j et j' est de faire le rapport entre les deux parameétres \; et
Ajr de la loi de Poisson. Ce rapport correspond a un rapport d’espérance du nombre de pertes
attendues. L’idée est donc de fixer une cellule de risque jo tel que v, = 1 puis pour toutes les
autres cellules calculer :

Pour réaliser les premieres applications numériques, on choisit arbitrairement un seuil L
de telle sorte que des pertes dépassant ce seuil aient été collectées pour chacune des cellules
de risque. On choisit une valeur du seuil égale & 20000 €, ce qui correspond & garder environ
8% des pertes de chaque cellule de risque. On verra dans la partie 5 qu’il existe des méthodes
permettant d’aider a déterminer un seuil pertinent et objectif. On obtient les valeurs suivantes
des v; et des estimateurs du maximum de vraisemblance des ; en prenant le cas 1 d’AMUNDI
comme celulle de référence :

Cas vj Kj
1 1 2.24
2 11 0.2
3 10 2.8

Résultats numériques pour les parameétres de fréquence

Une fois les v; estimés et les estimateurs du maximum de vraisemblance des ; calculés, on peut
résoudre le systéme non linéaire & deux inconnues afin de déterminer des valeurs de kg et wy et
on trouve :

/I%O =1.7 et (1\)0 =23

On obtient alors les valeurs suivantes des poids de crédibilité :

Cas v
1 94,1%
2 99.4%
3 99.4%

On peut alors calculer les ; et par conséquent les meilleurs estimateurs A¢ ¢aipiits = VK au sens
de la crédibilité :

Nicolas LECLERCQ), Jules MICHEL Mémoire 2013 71



Modélisation bayésienne du risque opérationnel

~

Cas Aerédibvilité

1 2.74
2 2.30
3 22.37

On verra dans la section suivante que les valeurs de ce parameétre peuvent étre utilisées pour
modéliser les pertes a basse fréquence et haute sévérité.

Détermination des coefficients a;

Pour rappel, les experts du Crédit Agricole fournissent pour chaque scénario trois montants de
pertes potentielles, on choisit de déterminer les a; en utilisant la méthode des moindres carrés :

Ino®
. 4a;
Vi € {1,2,3},aj9j = — )
)
On cherche donc x = a;9; qui minimise I’expression :
N2
In qy)
Tt —6
. xT.
EANLE
Soit : )
1S In qu
T="3 > RO
Sk
En combinant ¥y = 1 = E[J,], on a finalement :
1 3 In qj(z)
4 =73 N0
i=1p 21

Certains scénarios ne sont définis que par un seul voire deux couples (x, d). On adapte facilement
la formule précédente au cas ou on est sur ce type de scénario. L’application numérique donne
les valeurs suivantes des a; et des estimateurs du maximum de vraisemblance des 1, :

Cas vj 5]'
1 0.71 1.38
2 0.69 1.19
3 0.41 2.23
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Résultats numériques pour les parameétres de sévérité

Une fois les a; estimés et les estimateurs du maximum de vraisemblance des 1; calculés, on peut
résoudre le systeme non linéaire a deux inconnues afin de déterminer les valeurs de ¥g et 9. La
résolution donne une solution négative pour 7. Comme cela est expliqué dans H. Biithlmann et
A. Gisler [6], on décide de poser a; = 0 et b0 = * Z] 1 wﬂ], avecwj = K;—2et W = Zj 1w
On obtient alors la valeur de 1y suivante :

o = 2.08

On obtient donc les valeurs suivantes des meilleurs estimateurs {CT edibilite = m9 au sens de la
crédibilité :

Cas Ecredibilite
1 1.47
2 1.43
3 0.85

On verra dans la section suivante que les valeurs de ce paramétre peuvent étre utilisées pour
modéliser les pertes a basse fréquence et haute sévérité.

4.2.4 Calcul des charges en capital

Le modele de crédibilité présenté ici propose de modéliser les pertes a basse fréquence et
haute sévérité au-dessus d’'un certain seuil L. Bien évidemment, la modélisation des pertes a
haute fréquence et basse sévérité correspondant aux pertes collectées en dessous de ce seuil
doit étre ajoutée au modele avant d’estimer la charge en capital pour le risque opérationnel.
Généralement les pertes a basse fréquence et haute sévérité sont celles qui contribuent le plus
a la charge en capital finale. On a choisi d’adapter la méthode présentée dans H. Bithlmann et
P.V. Shevchenko [7] : on suppose ici que le modele LDA final pour la perte annuelle Z; dans la
cellule de risque j s’écrit :

N
J
Zy=2zPF+ 71" = §ij,f+ > XxAF

Lei, N; BF ot X ]Bf ,n=1,..,N JBF sont respectivement le nombre annuel de pertes et les montants
mdependants et 1dent1quement distribués des pertes a basse fréquence et haute sévérité distribués
respectivement selon les fonctions de répartition PjBF () et FJ-BF (1) N; HE of X ﬁLF ,n=1.,N JH F
sont respectivement le nombre annuel de pertes et les montants mdependants et 1dent1quement
distribués des pertes a basse fréquence et haute sévérité distribués respectivement selon les
fonctions de répartition PjH F()et F ]-H F(.). 11 est raisonnable de supposer que les pertes & basse
fréquence et haute sévérité et celles a haute fréquence et basse sévérité sont indépendantes, i.e :
X JBf et X anF sont indépendants ainsi que N]BF et N]H F La distribution de la perte annuelle
pour chaque cellule de risque j peut ensuite étre calculée en utilisant la procédure de Monte

Carlo suivante :
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Etape 1 : Pour chaque cellule de risque j, on simule les nombres de pertes annuelles NJBF et
N]HF a partir des distributions PJBF(.) et P]HF()

Etape 2 : Avec les valeurs de NBF et NHF données par I’étape 1, on simule les montants des

BF _ _ BF HF . _ HF . VI BF HF
pertes X7, n=1,..,N7" et X;5", n=1,..., N;*¥ a partir des distributions F;7* (.) et F7(.).

Etape 3 : Le calcul de la perte annuelle s’effectue a I’aide de la formule suivante :

NBF NEF
J J
_ BF HF
Zi= Y Xjn + > X
n=1 k=1

Etape 4 : On répéte les étapes 1 a 3 un grand nombre de fois pour obtenir un échantillon de
pertes annuelles. Il est alors possible de calculer le quantile & 99.9% de maniére usuelle & partir
d’un échantillon simulé.

Une approche intuitive

Une premiere démarche assez intuitive, pour calculer les charges en capital pour chaque cellule
de risque j avec la décomposition décrite précédemment, est de considérer que les variables
aléatoires IV jH Fet X ]Bf ,n=1,..N JBF sont distribuées selon les lois issues des données internes
et les variables N]BF et X f{f ,n=1,..., N]H F distribuées selon les lois issues des scénarios. On
obtient les résultats suivants :

Cas CaRive
1 26 523 000 €
2 5 226 200 €
3 73 913 000 €

Au vu de ces résultats, on constate que les valeurs sont supérieures aux deux valeurs de charges
en capital CaRps et CaRg. On s’intéresse maintenant au calcul des charges en capital faisant
intervenir les meilleurs estimateurs au sens de la crédibilité calculés précédemment.

Approche par crédibilité

Dans cette approche, les lois de fréquence et sévérité utilisées pour modéliser les variables N, jB Fet
X f{f ,n=1.,N jH F ne sont plus les lois issues des scénarios mais les lois dont les paramétres
ont été estimés précédemment a 'aide de la méthode par crédibilité. La fréquence est donc
modélisée par une loi de Poisson de parametre /):c»,‘édz‘bz‘lité et la sévérité par une loi de Pareto de
parameétre é\crédibilité et L. On calcule les charges en capital que 'on note CaRop, et on obtient

alors les résultats suivants :

Cas CaR¢p,
1 5 015 500 €
2 5394 100 €
3 2 548 500 000 €
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Le constat que 'on peut faire en regardant ces résultats est que la charge en capital explose
pour le cas 3. Ceci est dii au fait que I'estimation du parameétre & .¢gipitite, POUr ce cas, renvoie
une valeur inférieure a 1 qui rend la loi de Pareto non intégrable :

E|[X§F] = +o0

Par conséquent, la valeur du quantile a 99.9% de la distribution de la perte annuelle est tres
largement surestimée. La loi de Pareto est une loi dangereuse qui a tendance a surévaluer les
queues de distribution, on se doit donc de 'utiliser avec parcimonie et précaution. Dans la partie
suivante, on cherche a adapter la méthode par crédibilité avec une loi log-normale pour modéliser
la sévérité.

4.3 Adaptation de la méthode a une loi log-normale

4.3.1 Nouvelle modélisation

Dans cette partie, on cherche a adapter la méthode de crédibilité présentée précédemment
en utilisant cette fois-ci également une loi log-normale pour les pertes a basse fréquence et haute
sévérité.

On suppose cette fois-ci que les pertes au-dela du seuil L dans la j°™¢ cellule de risque
( =1,...J) sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi log-normale tronquée
en dessous du seuil L et de parametre pj = a;0; et o; = bjn;. La densité de cette loi s’écrit :

1 (Inaz—p;)?
w2ra; P ( 207 )
1—® (lnL—f@-)

0j

d Inz—p;
F (x| (njr05)) = 1§>(S‘JL’>“)

0

f (x| (. 05) =

et

pour x > L. Les a; et b; expriment, pour la sévérité, les différences d’espérance et de variance
entre les cellules de risque et sont fournis par les experts métier. Ceci sera expliqué par la suite
dans la présentation de cette adaptation du modele de crédibilité proposé par P.V. Shevchenko
[29].

Etant donné que les pertes Xjk k=1,..,K; dans la jéme cellule de risque de la banque sont

supposées étre indépendantes et identiquement distribuées conditionnellement a ©; = (9;,7;),
la vraisemblance s’écrit :

1 (Inzg—a;6;)?
Kj —=——exp | ——5= 52—
J mkmbjnj p( 2b?1’]]2

L(:L‘la "'7:EK]' | 5]77’]) =

Et la log-vraisemblance s’écrit :

K, 9
Inz; — a;d; InL —a;d;
a1,z | 65,m5) = = ((252172”) —l—lnxk) —K;In (J%bjnj (1 ) (H)))
3

k=1 bjn;
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Les estimateurs du maximum de vraisemblance de d; et 7; sont alors les solutions du systeme
suivant :

ol K. [— K
5 = (ngnfj (ln:c — ajéj) - ‘Z;—n;g(L, d5,m5) =0

By = P (Zkil(lnxk — a;d;) ) - Tj - 77]2] (TJ) g(L,d5,m;) =0

Avec

o (ln L—aj(Sj)
N bjn;
Q(L,nganj) - 1 _ q) (lnL—ajéj)
bjn;
On ne peut pas résoudre ce systéme de maniere explicite, néanmoins on trouve que les solutions
obtenues numériquement sont identiques si I’on prend la loi log-normale tronquée et la loi log-
normale non tronquée. Ceci est dii au fait que la fonction g est négligeable devant les autres
termes de 1’équation. Pour la suite des calculs nous faisons donc I’hypothese que nous sommes
en présence d’une loi log-normale non tronquée. Cela revient a résoudre le systéme suivant :

m—ajéjzo

K.
b% (Zkil(ln T — ajéj)z) — 77]2 =0

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de d; et n; ont alors les expressions suivantes :

On voit assez facilement que I'estimateur du maximum de vraisemblance de §; est un estimateur
sans biais ce qui n’est pas le cas de celui de n;. Il est alors aisé de montrer qu'un estimateur
sans biais de 7; est :
K‘ ~
72 = Yty (Inzg — a;0;)?
J b} (K; —1)

On peut alors déduire de ces formules ’espérance et la variance de ces estimateurs ce qui nous
donne :

E[Ej\éj} =5 etv(a]mj) _ zazzﬂj
J
E [ o] =n$etv<ﬁ;|n§):2’jfj?

De la méme facon que pour le cas de loi de Pareto, seulement quelques pertes sont observées
au-dela du seuil L choisi si bien que 'on ne peut pas compter sur les estimateurs du maximum
de vraisemblance standards fi; = a(SAj et 8? = bQﬁ]z. L’idée reste la méme que précédemment et
consiste a utiliser I’ensemble des pertes collectées de la banque ainsi que les jugements des experts
pour mieux estimer les parameétres de la loi log-normale pour les pertes basse fréquence et haute
sévérité et ainsi construire des estimateurs qui prendront en compte toutes ces informations.
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Les deux estimateurs précédents peuvent étre améliorés en utilisant la méthode par crédibilité.
On suppose que les d; et les n; pour j = 1, ..., J sont des variables indépendantes et identiquement
distribuées avec :

E[6;] = do, V(8;) = wi, B[n?] =m0, V(n?) = pj

ou dg et 1o correspondent aux profils de risque de la banque entiére. On constate que les esti-
mateurs non biaisés 5 et 77] satisfont les hypotheses du modele de Bithlmann-Straub avec les
parametres structuraux suivants :

Pour le parametre 9 Pour le parameétre 77J2»
5o = B[5;] 15 = E[n3]
0% = E[o*(6;)] = En7] = nj o? = Elo*(n3)] = E[(n})*] = p§ + (13)?
= V(0) = o3 2= V() = 4

Avec ces expressions des parametres structuraux, cela permet d’écrire les estimateurs de crédi-
bilité suivants :

TLJCL]
= ~ b2
0i =o;0; + (1 —a;)dg ou ovj = —5—2——
J 65+ ( i) 17 e N (m)Q
b? wo
et na
=2 (2bj2.)
;= Bjil; + (1= Bj)ng ot B = ’

<2b2>+1+( )2

Les parameétres n3 et p3 peuvent étre estimés en résolvant dans un premier temps le systéme
non linéaire de deux équations suivant :

J
. 1 .
po=———=> Bi@
J-14

J .
® 2b2
o= — Zﬁﬂ?w W=> B et = . 5
=1 2b2+1+< o)

Une fois ce systéme résolu, les paramétres 7j3 et pa sont estimés ce qui donne acces au meilleur
estimateur de crédibilité pour le parameéetre o de la loi log-normale de la j¢¢ cellule de risque

. 22
qui est alors 7

le second systeme linéaire suivant :

=22 . N , ,
= b?nj. Dans un second temps, pour estimer le parametre d’espérance, on résout
1 J
- PR
= E :O‘J (65 — do)
J - ot

J J —5
~ 1 ~ ;
(5() = 7X E 104]'(5]' y X = E laj et Oéj = —njaz J
J= J= v
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Pour résoudre ce systeme non linéaire a deux inconnues, il est nécessaire d’avoir résolu au
préalable le premier systéme pour estimer la valeur 73 que I'on voit apparaitre dans 1’expression
du poids de crédibilité «;. La résolution de ce second systeme permet d’obtenir I'estimation des
parametres gg et @2. Le meilleur estimateur de crédibilité pour le paramétre d’espérance de la

loi log-normale de la ¢ cellule de risque est alors ﬁj = ajéAj. On suppose que les constantes

a; et b; sont connues a priori et fixées par les experts. Dans la section suivante, on présente le
choix de modélisation qui a été fait.

4.3.2 Application numérique aux données

De la méme maniére que pour la premiere approche avec la loi de Pareto, on fait I’hypothese
que les trois cellules de risque choisies correspondent a une seule et méme banque. On commence
par déterminer les constantes a 1’aide des informations des experts.

Détermination des coefficients a; et b;

On voit apparaitre dans les expressions des parameétres de la loi log-normale des coefficients
a; et b; qui sont connus a priori et fixés par les experts comme pour la méthode avec la loi de
Pareto. Comme les logarithmes des sévérités suivent une loi normale, les a; et b; représentent
ici respectivement les différences d’espérance et de variance des lois normales associées aux lois
log-normales des cellules de risque. Avec les données dont on dispose, la meilleure maniere de
représenter la différence entre deux cellules de risque j et j' est de faire le rapport entre les
parametres de la loi log-normale fournis par les experts en choisissant une des cellules de risque
jo comme la cellule de risque de référence puis pour toutes les autres on aurait :

ajzﬂ—?etbj:—

Hso Tjo

On obtient les valeurs suivantes des aj, b; ainsi que des estimateurs du maximum de vraisem-
blance des d; et 77]2- en prenant le cas 1 d’AMUNDI comme cellule de référence :

—~

Cas a; 0 b; 7@2
1 1 9.1014 1 2.06
2 0.82 11.3010 1.88 0.47
3 0.98 9.3231 2.09 1.15

Résultats numériques pour les parameétres de la loi de sévérité

Une fois les a; et b; estimés ainsi que les estimateurs du maximum de vraisemblance des §; et 17j2-
calculés, on peut résoudre le premier systéme non linéaire & deux inconnues afin de déterminer
les valeurs de 12 et pg. On trouve :

77(2] =134 et pg=0.66

Ces deux valeurs permettent d’avoir acces aux poids de crédibilité et de trouver les valeurs des

= . . . ~ ~2
7. Par conséquent, on peut calculer les meilleurs estimateurs oereqivitite = b1 au sens de la
crédibilité :
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Cas B; O crédibilité
1 85.2% 0.68
2 50.9% 0.96
3 92.9% 0.99

Il reste alors a estimer le parametre fiq-¢qipiire- Puisque que I'on connait déja la valeur de 7, il
est possible de résoudre le second systéme non linéaire & deux inconnues afin de déterminer les

valeurs de 63 et wp. On trouve :

50 = 9.87 et wo = 2.35

Ces deux valeurs permettent d’avoir acces aux poids de crédibilité et de trouver les valeurs des

N

0j. Par conséquent, on peut calculer les meilleurs estimateurs ficrédgivitite =

crédibilité :
Cas aj Herédibilité
1 98.9% 10.89
2 91.3% 10.87
3 99.5% 10.99

ad au sens de la

On utilise dans la section suivante les valeurs de ces parameétres de crédibilité pour calculer les
charges en capital pour les différentes cellules de risque.

4.3.3 Calcul des charges en capital

De fagon identique a la premiere approche avec la loi de Pareto pour modéliser la sévérité des
pertes liées au risque opérationnel, on suppose que le modeéle LDA final pour la perte annuelle
Z; dans la cellule de risque j s’écrit avec les mémes hypotheses de la fagon suivante :

NBF NHFE
J J
. __ 7BF HF __ BF HF
Zi=2Z7" + 2" =Y X+ Y X
n=1 k=1

Dans cette nouvelle méthode, les distributions PJBF (.), PJH F() et FJH F(.) restent inchangées.
Seule la distribution FjBF (.) n’est plus une distribution de Pareto mais une loi log-normale
tronquée de parametre [eregivilite €6 Ocredivilite- On calcule les nouvelles charges en capital que
I’on note CaR¢opn et on obtient alors les résultats suivants :

Cas CaReorn
1 2 401 600 €
2 3 002 000 €
3 27 540 000 €

TABLE 4.2 — Calcul des CaR¢opn
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Les résultats présentés dans ce tableau sont, dans chacun des cas, compris entre les valeurs
CaRpr et CaRg calculées initialement. Ces montants correspondent a une majoration de la
charge en capital CaRp; d’un pourcentage allant de 20 & 50% selon les cas. Le constat est que
plus le nombre de pertes observées au-dessus du seuil L est faible, plus la majoration de la
CaRpy sera grande. Ceci répond a l'intuition de départ que ’on va accorder le plus de confiance
au résultat lorsque ’échantillon de pertes est large.

4.3.4 Sensibilités aux parametres d’entrée du modele

On vient de déterminer les montants de charge en capital requis en s’appuyant sur certaines
hypothéses de choix d’un seuil L en entrée du modele. Afin de compléter cette méthode par
crédibilité, il semble intéressant de déterminer les sensibilités des différents parametres, calculés
au sein du modele, aux variations de ce seuil L. On réalise ces sensibilités pour le cas 2. On fera
varier la valeur du seuil dans I'intervalle [15 000, 25000] avec un pas de 100.

Sensibilités des poids de crédibilité

On rappelle ici que les pertes basse fréquence et haute sévérité sont modélisées par une
loi log-normale tronquée de parametres [icredivitité €t Ocrédibitite Pour la sévérité et une loi de
Poisson de parametre Xcrédibilité pour la fréquence. Ces différents parametres de loi sont obtenus
par pondération entre un parametre global pour la banque, représentée ici par les trois cellules
choisies, et un parametre estimé par maximum de vraisemblance a partir des données collectées
au-dessus du seuil L. On cherche donc a déterminer la sensibilité des poids de crédibilité des
différents parametres aux variations du seuil L :

Poids de Crédibilité cas 2

nat

nel valeur du peids de crédibilits o,

valeur du poids de crédipilits f,

a7l valeur du poids de crédibilitd I

06 L

“aleur des poids de credikilite

04l

1.5 2 25
Waleur duseuil L win®

FIGURE 4.2 — Evolution des poids de crédibilité en fonction du seuil L

Ces résultats suggerent que les poids de crédibilité v et o associés aux parametres d’espérance
des lois de fréquence et de sévérité des pertes ne sont pas sensibles aux variations du seuil
effectuées. A contrario, le poids § lié a la variance de la loi de sévérité des pertes est lui
assez sensible. En effet, on constate la présence de sauts faisant diminuer fortement le poids
lorsque le seuil augmente. Augmenter le seuil revient a enlever au fur et & mesure le nombre de
pertes collectées ce qui fait mécaniquement diminuer la confiance que I'on a en I'estimateur du
maximum de vraisemblance. Pour le poids « lié & la variance de la loi de sévérité des pertes, on

Nicolas LECLERCQ, Jules MICHEL \ Mémoire \ 2013 80



Modélisation bayésienne du risque opérationnel

constate que les estimateurs du maximum de vraisemblance restent proches de la valeur globale
de la banque lorsque 'on fait varier le seuil, les poids ne varient donc quasiment pas. Enfin pour
le cas du poids v lié a la fréquence, chaque cellule dispose du méme nombre d’observations, ici
égal a 5, quelle que soit la valeur du seuil L, on n’observe donc pas de sensibilité de ce poids
aux variations de L.

Sensibilités de la CaRq N

On cherche ici a déterminer la sensibilité de la CaR¢opn aux variations de valeur du seuil L.
On obtient les résultats suivants :

25 -

Yaleur de la CaR G2

245

CaR

235

23

2.25 1 I I 1 I 1 1 1 1 1
15 1.6 1.7 1.8 14 2 21 2.2 23 24 25

Yaleur du seull L x10*

FIGURE 4.3 — Evolution de la CaR¢n en fonction du seuil L

Au vu de ce résultat, on constate que la CaR¢yn est sensible aux variations du seuil L et
diminue lorsqu’il augmente. Ceci peut s’expliquer car lorsque 'on regarde les variations des
parametres finaux de 'approche par crédibilité /)\\crédibilité, Herédibilite €6 Oerédibilite, ON remarque
que les variations relatives des parametres de la loi de sévérité sont faibles comparées a celles
du parametre de la loi de fréquence. Lorsque L augmente, Xcre’dibihte’ décroit ce qui a pour
conséquence de faire diminuer la CaRopn

4.4 Discussion sur la méthode

Cette méthode permet de calculer un unique montant de charge en capital en partant de deux
distributions : I'une représentant les pertes haute fréquence et basse sévérité et I'autre les pertes
basse fréquence et haute sévérité. Le principe de cette méthode est de considérer que la perte
annuelle est décomposée sous la forme de deux sommes aléatoires indépendantes. La premiere
somme correspond aux pertes haute fréquence et basse sévérité avec 'hypothese qu’elles sont
distribuées selon la distribution des données internes. La seconde somme représente les pertes
basse fréquence et haute sévérité pour lesquelles on applique ’approche par crédibilité dans un
souci de manque d’observation. Le fait de regrouper les données de plusieurs cellules de risque
similaires permet d’avoir une plus grande confiance dans I’estimation des parametres de loi des
pertes extrémes. Malgré une théorie assez difficile au premier abord, cette méthode a I’avantage
de conduire a un montant de charge en capital transparent.
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Bien que trés intéressante, cette méthode posseéde quelques inconvénients. Tout d’abord, le
choix des cellules de risque est une premiere étape tres importante a ne pas négliger : il est
primordial que les cellules choisies se rapportent & un profil de risque similaire. En effet, si des
disparités sont présentes dans les données observées de chacune des cellules, certains parameétres
risquent d’étre surévalués et il en résultera des montants de charges en capital inexploitables.
Enfin, le choix d’un seuil pour définir les pertes extrémes est un parametre d’entrée dans cette
modélisation et ne peut étre choisi arbitrairement. On présente dans la partie suivante des
techniques pour déterminer un seuil de fagon objective.
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Partie 5

Approfondissement de la théorie
bayésienne

Dans cette section sont présentées deux nouvelles méthodes qui se basent sur la théorie
bayésienne détaillée dans la partie 3. La premiére approche appelée cascade bayésienne est
une idée nouvelle qui permettrait de s’affranchir du probleme d’hétérogénéité des données. La
deuxiéme met en exergue une technique d’implémentation basée sur les chaines de Markov et
permet d’utiliser des lois non informatives.

5.1 Présentation de la cascade bayésienne

Récemment, une méthodologie innovante a été proposée pour combiner les données inter-
nes/externes et les scénarios des experts dans 'approche bayésienne du modele LDA. L’intégra-
tion de ces trois types de sources est effectuée en deux étapes pour assurer que le modele se
conforme bien aux données internes et ainsi obtenir une meilleure caractérisation de la sévérité
des pertes opérationnelles. Dans un premier temps, les scénarios des experts sont utilisés pour
déduire la distribution de la loi a priori et de la méme maniére que précédemment on obtient une
loi a posteriori initiale & partir des données externes. Dans un second temps, la loi a posteriori
initiale est utilisée en tant que loi a priori et on obtient une seconde loi a posteriori a partir des
données internes de ’entreprise.

Dans B.K. Hassani et A. Renaudin [18], on utilise trois types de données : les données
internes, les données externes et les jugements des experts. Généralement, les données internes
représentent la grosse partie de la distribution, les jugements des experts sont interprétés comme
la queue de la distribution et les données externes sont considérées comme intermédiaires entre
les deux types de données précédents. On le voit tres bien sur la figure suivante :
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Histogram with Continous Curve
Internal data

100
!

External data
‘ ‘ | l Scenarios

FIGURE 5.1 — Répartition des différents types de pertes (source :[18])

Etant données les difficultés identifiées pour combiner les deux sources de données (scénarios
et données historiques) car elles représentaient de part et d’autre la téte et la queue de la
distribution de pertes, 'idée est d’utiliser la cascade bayésienne a l'aide des pertes externes
qui vont permettre de marquer une transition entre les données historiques et les scénarios. La
structure de la méthode est de combiner dans un premier temps les scénarios avec ces pertes
externes, puis de combiner dans un second temps la distribution obtenue avec les pertes internes
qui seront censées étre deux distributions plus homogenes.

Comme nous ne disposons pas de jeu de données externes, il va falloir les construire : dans la
continuité de 'approche par crédibilité, on a I’idée de prendre comme données externes les plus
grandes pertes historiques de chacune des trois cellules de risque choisies. Pour chaque cas, il est
donc nécessaire de déterminer des seuils Lj, j € {1, 2,3}, au-dessus desquels les données internes
pourront étre considérées comme faisant partie des données externes. Le principal probleme
consiste donc a déterminer les valeurs de ces seuils L;.

5.1.1 Détermination des seuils L;

Contrairement a I’approche par crédibilité ot ’on avait choisi un seuil de fagon arbitraire, on
s’intéresse ici a déterminer des seuils de facon objective en utilisant des éléments de la théorie des
valeurs extrémes. La théorie des valeurs extrémes, selon I’approche retenue, propose différentes
méthodes pour estimer un seuil & partir duquel une observation sera considérée comme valeur
extréme. Une bonne détermination des seuils L; est primordiale. En effet, un seuil trop faible
conduit a une mauvaise adéquation entre la fonction de survie et la loi GPD et les estimateurs
sont biaisés. Inversement, un seuil trop élevé entraine une faible taille d’échantillon de dépasse-
ments et donc des estimateurs volatiles. Nous allons voir dans la suite diverses méthodes étudiées
par le Crédit Agricole et efficaces dans I'estimation de ce seuil. Auparavant exposons quelques
rappels sur la théorie des valeurs extrémes '. Dans la suite on notera L les seuils recherchés dans
chacun des cas pour simplifier les écritures.

1. Des articles traitent de lapplication de la théorie des valeurs extrémes au risque opérationnel (voir V.
Chavez-Demoulin et P.Embrechts [9] et M. Degen et al. [13]).
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5.1.2 Les bases de la théorie des valeurs extrémes (TVE)

La modélisation par la TVE repose sur deux théorémes fondamentaux. Par la suite, notons
X1, ..., X, nvariables aléatoires i.i.d. de montants de pertes de fonction de répartition F' inconnue
et x1,..., T, la réalisation de ces n variables aléatoires que I'on cherche a modéliser.

Théoréme de Fisher-Tippet

On note X, = max Xi, alors : P(X(,y) <o) = P(Xy < o,.., X, < 7) = (F(2))". Le

<<
théoréme fondamental de la Théorie des Valeurs Extrémes dit :

Théoréeme 1 Supposons qu’il existe des constantes normalisatrices a,, € R et b, > 0 et une loi
non dégénérée H telles que
—_ L
bnl(X(n) — an) — H
Alors H est d’une méme type qu’une des trois lois suivantes (données par leur fonction de
répartition) avec y > 0 :
0 <0

1. loi de Fréchet, Hy ,(x) =
exp(—z~7) x>0

exp(—(-2)7) x <0
1 x>0

3. loi de Gumbel, Hzo(x) = exp(—e™")
On dit alors que F' appartient au domaine d’attraction de la loi H (noté DA(H)).

2. loi de Weibull, Hy - (x) =

Ces trois lois traduisent chacune un comportement différent du maximum de la loi. Si la
probabilité que X prenne de grandes valeurs décroit exponentiellement alors H sera du type
Gumbel. Si cette décroissance est plus lente (i.e. de type puissance) et que le support de la loi
est borné alors H sera du type Weibull. Enfin si la décroissance est lente et que le support de la loi
est infini alors H sera du type Fréchet. C’est souvent cette derniére loi qui semble la plus adaptée
pour modéliser le risque opérationnel. En effet, dans notre contexte, les queues de distribution
sont particulierement épaisses et les pertes extrémes peuvent prendre des valeurs "infinies". Une
généralisation de ces 3 lois peut étre faite a ’aide du modele appelé GEV (Generalised Extreme
Value) qui regroupe la famille des lois définies par les fonctions de répartition :

He(z) =

_ -1/ '
exp(—(1 + &x)~1/%) 3%57&0 o1+ £&x>0
_e -

exp(—e~*) st £=0

On retrouve les 3 distributions précédemment introduites suivant le signe de £ : si & > 0,
c’est la distribution de Fréchet; si & < 0, il s’agit de la distribution de Weibull, enfin £ = 0
donne la distribution de Gumbel. £ est appelé indice de valeur extréme. Plus cet indice est élevé
en valeur absolue, plus la probabilité des extrémes est élevée. On dit dans ce cas que la queue
de distribution est épaisse.
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Théoréme de Balkema-de Haan-Pickands

Soit L la limite supérieure finie ou infinie du support de la loi F. Soit Ny le nombre
d’observations qui excedent un seuil L, Z; — L qui forment 1’échantillon des exces Z1, ..., Zn,
supposéss i.i.d. On s’intéresse maintenant a la loi des observations au-dessus d’un certain seuil
L qu’on appelle Fr(x). La loi essentielle a la modélisation des exceés pour des valeurs extrémes
du seuil est la loi de Pareto généralisée (en anglais GPD (General Pareto Distribution)).

On appelle loi GPD une loi dont la fonction de répartition s’écrit :

L—(1+5)71%) si&#0

G —
() 1 —exp(—73) si&=0

Le théoreme qui définit la loi des exces au-dessus d’un seuil est le théoreme de Balkema-de
Haan-Pickands.

Théoréme 2 Pour & € R, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. F e DA(Hy)

2. il existe une fonction mesurable positive B(.) telle que, pour 1 + {x > 0,

lim ( sup | Fp(z) — Ge gr)(z) |> =0

L=Leo \0<2<Loo—L

La GPD est donc la distribution limite de la distribution des excés lorsque le seuil tend
vers L. Les théoremes de Fisher-Tippet et de Balkema-de Haan-Pickands sont étroitement liés
puisque l'indice de valeur extréme de la loi GPD est le méme que celui de la loi GEV.

5.1.3 Meéthodes d’estimation de L

Méthode 1 : utilisation de la fonction moyenne des exces

Afin de déterminer ce seuil, nous pouvons faire appel a la fonction moyenne des exces (plus
connue sous le nom de Mean excess function dans la littérature) :

e(L)=E(X-L|X>1L)

L’estimateur empirique de cette mean excess function est la moyenne des exces au-dessus du

seuil : ( n
" (X;—1L) 1 &
en(L) = 2210 =—> (X;—-L)"
() Yie1 Lix;>u Ny ;( )

Or, la mean excess function de la loi de Pareto généralisée est exactement (démonstration

faite en annexe B) :

C’est une fonction linéaire de L de pente 1% Un critere graphique de sélection du seuil

consiste donc a sélectionner la valeur de L a partir de laquelle la fonction egpp semble avoir un
comportement linéaire.
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Méthode 2 : utilisation de ’estimateur de Hill

Un autre outil graphique utilisé pour appuyer le choix du seuil est le Hill-plot. Il consiste
a tracer graphiquement l'estimateur de Hill E(H ) de Pindice de valeur extréme en fonction du
nombre de valeurs au-dessus du seuil (&, k). L’estimateur de Hill de & est défini par :

(H 1 k-1
&' = 2> Xy — In X
i=0

C’est 'estimateur le plus efficace et il possede de bonnes propriétés théoriques. Lorsque
~(H
k — oo et % = 0, alors fk( ) = ¢ et il est asymptotiquement normal. k& permet de représenter
n (o]

les k valeurs les plus grandes (ou les plus petites) de X ; I'idée est d’avoir k le plus grand possible
lorsque n est tres grand, mais sans prendre trop de valeurs de I’échantillon, ce qui conduit a
imposer % — 0. Incidemment, cela implique de se poser la question du choix optimal de k.
Choisir un k trop élevé engendre le risque de prendre en compte des valeurs qui ne sont pas
extrémes, a l'inverse, un sous-échantillon trop petit ne permet pas aux estimateurs d’atteindre
leur niveau de stabilité.

L’estimateur de Hill n’est utilisable que pour les distributions de Fréchet ce qui ne nous dérange

pas car ce sont elles qui modélisent le mieux les pertes liées au risque opérationnel.

L’idée est donc de calculer I'estimateur de Hill de & et de chercher a partir de quel seuil
cet indice est approximativement constant. En effet, si une loi de Pareto généralisée est une
modélisation raisonnable pour des exces au-dessus d’un certain seuil L, alors les exces au-dessus
d’un seuil plus élevé L’ suivent aussi une loi GPD de méme parameétre €. Si en augmentant le
seuil, 'estimation de £ reste constante, c¢’est qu’on peut raisonnablement modéliser les exces par
une loi GPD.

5.1.4 Application aux données du Crédit Agricole
La méthode ME-plot (Mean Excess plot)

On a appliqué la premiere méthode aux trois cellules de risque : CACIB EL6, CACF ELG6 et
AMUNDI EL6. Voici les résultats lorsqu’on trace la mean excess function en fonction du seuil
L:

FIGURE 5.2 — ME-plot respectivement pour CACIB EL6, CACF EL6, AMUNDI EL6

Au vu des graphiques, cette méthode de sélection du seuil demeure imprécise, le ME-plot
étant difficilement interprétable graphiquement. Elle fait appel a la subjectivité de ’analyste
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et n’apparait pas rigoureuse d’un point de vue purement statistique. Cela est dii au manque
de données extrémes dans les pertes historiques, ce qui rend ainsi ’estimation de la droite tres
hasardeuse.

Le Hill-plot

Pour I'estimateur de Hill, on retrouve les propriétés évoquées a la section précédente : on a
une meilleure estimation de £ lorsque n augmente (ce qui est le cas pour la branche CACIB).

200 400 B00 800 1000 1200 1400 ° i 100 150 200 250 300 350 o4 20 40 80 El 100 120 140

F1cUre 5.3 — Hill-plot respectivement pour CACIB EL6, CACF EL6, AMUNDI EL6

On voit que Pestimateur de Hill pour I'entité CACIB se stabilise entre la 200°™¢ et la 300°™¢
valeur de k, le seuil L correspondrait donc & la 200°™€ valeur la plus grande du tableau de pertes
internes. Dans le cas CACIB, on prendrait L = 12000.

Ces méthodes nous donnent d’emblée une bonne estimation de I’endroit ou se situe le seuil
et on retient ce seuil lorsqu’on programme la cascade bayésienne. On détermine par la suite une
sensibilité au parametre L.

5.1.5 Implémentation de la cascade bayésienne

Les méthodes de détermination des seuils L; nous permettent de séparer les données histo-
riques en deux types : le corps de la distribution qui sera a présent considéré comme les seules
données internes de taille np; pour chaque cas; les queues de distribution des 3 cas qui repré-
senteront les données externes de taille npg. Faisons un bilan des données avec lesquelles nous
allons travailler pour chaque entité : AMUNDI (1), CACF (2), CACIB (3) pour la catégorie de
risque EL6.

Cas L npr NpE

119740 | 109
2 | 1080 | 258 | 270
3 12200 | 1107

TABLE 5.1 — Récapitulatif des données internes et externes utilisées pour la cascade bayésienne

Une fois les 3 sources de données a disposition, on peut implémenter la cascade bayésienne.
La stratégie est basée sur la construction succcessive de deux distributions a posteriori. On
rappelle que dans un premier temps les scénarios sont utilisés pour obtenir une distribution a
priori des parametres de sévérité. Puis les pertes externes sont utilisées dans la formule de Bayes
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ce qui mene a ’obtention d’une premiere distribution a posteriori. Dans une seconde étape, cette
distribution sert de loi a priori et donne acces a la distribution finale a posteriori en utilisant a
nouveau la formule de Bayes avec les données internes. On peut résumer cette méthode de la
facon suivante en reprenant certaines notations de I'approche bayésienne des lois conjuguées :

. Loia | . Loia | . Loia |

Inputs i priori i i posteriori 1 i i posteriori 2 3
| | | | | | Outputs

‘ g~ | F le ~ | Formule g~ |

ns ) TG(% @) ' Formule (4 &) ' Fo | o2 @) i

gs | 272 : Bayes 1 | 272 : Bayes 2 | 202 : Heascade
VCO(GM) : ~ : : N : : -~ ! 8cascade

Veo(0,) | H \ 1 H ! ! a !

N(e,f’) N(e,”> N(9,0>

Y Ve ), | Ve ), Ve ),

7777777777 Cascade 7‘7 N 7b7ayésienne - T -

Données Externes DE  Données Internes DI

FIGURE 5.4 — Représentation schématique de la cascade bayésienne

5.1.6 Application numérique aux données

Concernant les trois cellules de risque choisies, on a vu dans la méthode bayésienne des lois
conjuguées que les valeurs pg, og, Vco(©,) et Vco(O,2) permettent de déterminer les para-
meétres structuraux des lois a priori. On choisit une valeur de 50% pour les quantités Vco(©,,)
et Veo(O,2). Les résultats a priori sont donc les mémes que ceux que nous avions obtenus a la
section 3.4.2. A T'aide des formules de passage décrites section 3.4.2, on calcule les parameétres
structuraux de la premiere loi a posteriori a l’aide des données externes :

Cas 01 o1 v B
1 10.17 261 273 369.3
2 10.16 261 273 373.5
3 10.17 261 273 372.3

TABLE 5.2 — Parameétres structuraux des lois a posteriori 1

Les parametres des premieres lois a posteriori étant calculés, on applique avec les données internes
spécifiques a chacune des cellules les formules de passage pour calculer les parameétres structuraux
finaux.
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Cas 0 P2 Vo B2

1 8.95 370 382 662.1
2 7.12 519 031 1733.1
3 8.34 1377 1389 3914.7

TABLE 5.3 — Parametres structuraux des lois a posteriori 2

Enfin en utilisant la méthode de I'erreur quadratique minimale, on a acces aux nouvelles valeurs
des parameétres de la loi de sévérité des pertes opérationnelles LN (u,0). Les résultats sont
affichés dans le tableau ci-dessous :

Cas|  p = Hcascade 0 = Ocascade
1 8.95 1.32
2 7.12 1.81
3 8.34 1.68

TABLE 5.4 — Parametres de la loi de sévérité obtenus avec la cascade bayésienne

Avec ces nouvelles valeurs des parametres, on s’intéresse dans ce qui suit a calculer les charges
en capital dans le cas des trois cellules de risque choisies. On utilise I’approche fréquence/sévérité
décrite précédemment en modélisant la fréquence par une loi de Poisson P(A) ou l'on choisit la
valeur de A\ égale a celle obtenue grace aux données internes Apy (on rappelle que cette valeur est
vérifiée et peut étre corrigée lorsque les experts considerent que l’estimation qui est faite n’est
pas représentative) et la sévérité par une loi log-normale LN (i, o) avec les valeurs calculées au
moyen de la cascade bayésienne. On obtient les résultats suivants :

Cas CaRecascade
1 2 943 800 €
2 3 140 900 €
3 26 321 000 €

TABLE 5.5 — Charges en capital obtenues avec la cascade bayésienne

Les résultats présentés dans ce tableau sont compris entre les valeurs CaRpy et CaRg cal-
culées aux sections 2.5.2. et 2.5.3. Le constat est que ces montants sont trés proches des valeurs
CaRpy. Ceci peut s’expliquer car les informations des experts sont noyées deés la premiere étape;
en effet, quelle que soit la cellule j choisie, les parametres de la premiere loi a posteriori sont
quasiment identiques. Les différences sont apportées lors de la deuxieéme étape avec les données
internes. L’intérét peut donc étre considéré comme limité car les informations des experts ne
sont pas complétement exploitées.
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5.1.7 Sensibilités aux parametres d’entrée du modeéle

On vient de déterminer les montants de charge en capital en s’appuyant sur certaines hypo-
theses concernant les lois a priori ainsi que la détermination de seuil Lj, j € {1, 2,3} permettant
de créer un jeu de données externes. Afin de compléter ces premiers calculs, il semble intéressant
de réaliser des sensibilités a la fois & ces seuils L; mais aussi aux coefficients de variation de la
méme fagon que dans la section 3.5.2.

Sensibilités aux Vco(©,,) et Vco(O2)

On rappelle ici que les lois a priori des parametres de sévérité ©,, et ©, sont respectivement
une loi normale N(6p, 01/dp) et une loi inverse-gamma ZG(vy/2, By/2). Les parameétres struc-
turaux de ces lois sont déterminés a partir des valeurs ug et og ains que des coefficients de
variation Vco(©,,) et Vco(©2) que l'on a choisi de fixer a 50%. On cherche donc a déterminer
la sensibilité de CaR 4scqde aux variations respectives des Vco. On fait varier ces coefficients sur
I'intervalle [0.25, 0.75] par pas de 0.01 pour le cas 1 :

2094 L 310

CaR cascade

L L L L L L L L L L L L L L L L
0.3 04 0.5 06 07 025 03 D035 04 045 05 055 06 OB 07 075
Veol®,) Yeo( @)

FIGURE 5.5 — Influence des coeflicients Vco(©,,) et Veo(02) sur la CaR gscade poOur le cas 1

Comme pour la méthode bayésienne des lois conjuguées présentée section 3.5.2, la charge en
capital n’est pas sensible aux variations du parameétre Vco(O,,). De plus, le résultat est toujours
sensible aux valeurs du paramétre Vco(6©2), cependant la variation de valeur de la CaR a diminué
avec un écart relatif de 13% a comparer avec le 20% de la premiere méthode.

Sensibilités aux seuils L;

On a vu dans la section précédente que la détermination du seuil restait imprécise ; on veut
savoir si faire varier les seuils autour d’un petit intervalle impacte significativement les charges
en capital. On fait varier le seuil L1 de 5 000 a 20 000 € par pas de 1 000 €, et on regarde
I'impact sur les charges en capital pour le cas 1 et le cas 2 :
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T T T T T T T T
CaPR cascade cas 1 CaR cascade cas 2

caR
r
@

CaR
w

. L L . L L . . . L L . . L . .
04 0.6 og 1 12 14 16 18 2 04 0.6 ns 1 12 14 16 18 2
seuil L1 x10* seuil L1 x10*

FIGURE 5.6 — Influence du seuil Lq sur la CaR gscqde pour les cas 1 et 2

Au vu de ces résultats, on constate que les charges en capital ne sont pas sensibles a de
petites variations des seuils obtenus grace a ’estimateur de Hill. La méthode implémentée est
donc plutot robuste.

5.1.8 Discussion sur la cascade bayésienne

Cette méthode de cascade bayésienne a ’avantage de régler une partie des problemes d’hété-
rogénéité entre les informations des experts métier et les données internes en terme de sévérité
que nous avions notés avec la premiere méthode bayésienne des lois conjuguées. Cette approche
ne mélange plus deux sources completement distinctes, mais procede en deux étapes en combi-
nant, & l'aide de données externes, des données moins hétérogenes. Lorsque les trois sources de
données sont a disposition, la cascade bayésienne est trés simple a mettre en place puisqu’elle
repose sur des calculs numériques simples, notamment grace a l'utilisation de lois conjuguées
permettant d’obtenir des formules explicites pour ’actualisation des parametres structuraux lors
des différentes étapes.

Malgré ces avantages, la mise en place de cette approche nécessite toujours un cotit d’entrée
non négligeable car les experts métier sont toujours censés fournir des intervalles et les pro-
babilités que les parametres de la loi de sévérité soient dans ces intervalles. Cette information
peut étre également matérialisée par le coefficient de variation que nous avons choisi d’utiliser.
Compte tenu de ces difficultés, il semble intéressant d’étudier une autre méthode bayésienne
faisant recours a des lois a priori non informatives permettant d’échapper aux difficultés que
I’on vient de rencontrer. On présente cette nouvelle approche dans la section suivante.

5.2 Une alternative aux lois conjuguées : application des méthodes de
Monte Carlo par chaines de Markov

Lorsque les lois ne sont pas conjuguées ou les lois a priori sont non informatives, le calcul
des parametres a posteriori nécessite d’autres méthodes. Nous considérons dans cette section
une méthode de Monte Carlo plus générale, permettant d’approcher la génération de variables
aléatoires d’une loi a posteriori m(f | z) lorsque cette loi ne peut pas étre simulée directement.
L’avantage de cette méthode sur les méthodes de Monte Carlo classiques décrites dans la section
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2.2.3 est qu’elle ne nécessite pas la construction précise d’une loi a priori puisqu’elle prend en
compte les caractéristiques de (60 | z).

5.2.1 Principe des méthodes MCMC

Cette extension appelée Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) tire son nom de I'idée
que, pour produire des approximations acceptables d’intégrales et d’autres fonctions dépendant
d’une loi d’intérét, il suffit de générer une chaine de Markov (0,,)m de loi limite la loi d’intérét
(voir C.P. Robert [28] et J.O. Berger [5]).

Une chaine de Markov est une séquence de variables aléatoires X, Xo, ..., X,, dépendantes
telle que la distribution de X; conditionnellement aux observations passées ne dépend que de
Xi—l .

floi | xim1, o mr) = fag | 2-1)

Une chaine de Markov est donc caractérisée par deux composantes : sa distribution initiale
f(z1) ainsi que les distributions conditionnelles de X; | X;_1 qu’on appelle fréquemment kernels
de transition notés K (z;_1, z;). On choisit de construire des chaines de Markov car elles possedent
deux propriétés tres utiles pour notre probléme qui sont 'invariance et stationnarité : si X; est
distribuée suivant une loi f alors X;i; est distribuée suivant cette méme loi f. Les autres
propriétés des chaines de Markov comme leur irréductibilité sont également importantes mais
nous ne les mentionnerons pas pour simplifier la compréhension du probleme.

On cherche a construire une chaine de Markov pour le parametre 6 = (61, ..., 0,,). La chaine
de Markov est construite de maniére & avoir la distribution a posteriori 7(# | z). La transition
d’un élément dans la chaine au suivant s’effectue grace aux kernels de transition qui satisfont la
propriété suivante qu’on appelle également condition d’équilibre ponctuel :

7T(91'71 ‘ IL‘)K(@Z;l, 01) = 7'1'(0Z ’ l‘)K(Ql, 01;1)

On peut alors approcher E[r (6 | )] a aide du théoréeme ergodique :

LS w2 o Bix(o )

m——+00
=1

5.2.2 Algorithmes utilisés pour la MCMC

Deux algorithmes coexistent aujourd’hui d’aprés W.K. Hastings [19].
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L’algorithme de Metropolis-Hastings

Pour une densité donnée m (connue a un facteur de normalisation pres), et une densité
conditionnelle K (6;,0;,1), Palgorithme génére la chaine (6,,),, comme suit :

1. Itération O : Initialiser avec une valeur arbitraire 6,

2. Itération m : Mettre a jour 6, par 6,,,1 de la maniere suivante :
(a) Générer & ~ K(Onm1,6m)
(b) Calculer la probabilité d’acceptation :

o = min (1, ZEL DK 0)

T(Om | ) K (&, 0m)

(c) Générer une variable aléatoire U ~ U0, 1]

(d) Siu < aalors €p,41 =&, sinon 0,41 = Oy,

Le kernel de transition contient une loi de densité ¢ a partir de laquelle est déterminée la
valeur suivante dans la chaine et une probabilité d’acceptation o qui détermine si la valeur
proposée est acceptée ou non. Cette loi est quelconque : on la choisit donc pour qu’elle soit
simulable rapidement (loi normale ou uniforme par exemple). Le choix le plus courant d’apres
Hastings pour g est de choisir une marche aléatoire. L’idée est de perturber aléatoirement la
valeur courante de la chaine tout en restant aux alentours de ce point et de voir si la nouvelle
valeur (dans l'algorithme, il s’agit de &) est vraisemblable pour la loi d’intérét.

La loi de densité 7 est appelée loi cible et la loi de densité q loi candidate ou loi de proposition.

L’échantillonnage de Gibbs
La technique de Metropolis-Hastings présentée est attrayante mais peut susciter quelques

problemes au niveau de la convergence a cause du manque de connexion entre q et m. L’approche
de I’échantillonnage de Gibbs est plutot fondée sur la loi 7. On ne détaillera pas cette méthode.

Résumé schématique de la méthode

}\\scenario : 3 : i
//Jf\scenario : Loi cible : : Chalne de :
ascenario : : : Ma kO :
ou Inputs ! w0 | zy) i Algorithme ! ROV ‘

. i ‘ — —— Outputs
Histogramme T ety | Loi de pro- . de Hastings | N |
X I : I :
; position ¢ | e SR |
Data y | ! ! |

Modele
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5.2.3 Application aux données du Crédit Agricole

On applique l'algorithme de Metropolis-Hastings a notre situation. Les parametres a déter-
miner sont toujours le couple (A, i, o). L’algorithme nécessite comme on ’a vu précédemment
de déterminer la bonne loi cible 7 et la bonne loi de proposition q.

Définition de la loi cible

On cherche une loi cible pour 6 = (A, i1, o). Si on appelle x les données des experts et y les
données historiques, elle vaut :

w0 | x,y) o w0 |x)Lpi(y,0)
x m(0)Ls(x,0)Lpr(6,y)

La loi cible est donc caractérisée par le produit des vraisemblances de chaque source de don-
nées par une loi a priori du parameétre 6. On choisit comme loi a priori une loi non informative :
la loi a priori de Jeffreys. On est amené a calculer I'information de Fisher qui se définit de la
manieére suivante :

10) =F l(alnfégf | 9))2]

avec f la vraisemblance associée aux observations. Sous certaines conditions de régularité (voir
J.O. Berger [5]), on peut écrire directement :

PInf(X |6
o= o[ 19]

On a vu précédemment qu’on avait alors : 7(6) oc |1(6)]"/2.

Pour la sévérité LN (u,0?), nous devons prendre en compte que les observations disposent
d’un seuil de collecte L, on dispose donc de 3 parameétres : (u,0,L) = O.

f(X=a]©)= p (= 5z (inle = L) = 1) Lz

— X
(x — L)ov2r

Apres avoir calculé les dérivées par rapport aux parametres, on détermine les moyennes
théoriques en X de ces quantités en effectuant des changements de variable dans les intégrales
qui nous ramenent & un calcul de moments de lois normales. On en déduit :

2

(14 %)62(02*“) (1+ Z)ezH —2(1+ %)62("2*“)

=
o2

1(©) = (14 Z)eT* L 0

—2(1+ J5)e ) 0 L

L’information de Fisher ne dépend pas du seuil de collecte. Par souci de clarté, on n’affiche
pas la loi a priori obtenue.
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Pour la fréquence P (), le calcul est plus simple car il n’y a qu'un seul parametre et donc
une seule dérivée a déterminer. On a :

)\k
P(X =k) = e_’\H,k: eN
InP(X =k) = —A+kln—In(k!)
OlnP(X =k) B k
o W = g
?InP(X = k) k
) S
0y = % car B[X] = A
Ainsi, on en déduit :
m(A) o< \/I(A)

En ce qui concerne les vraisemblances des deux sources de données, elles sont faciles a calculer
car on connait les lois. Pour les données internes, il s’agit d’une loi de Poisson composée de loi
LN (1, 0?) pour la sévérité et de loi P()\) pour la fréquence. Pour les jugements d’experts, on
distingue plusieurs cas dans notre approche :

e soit on se repose sur les parametres (\g, ps, 0g) estimés par les experts et on détermine
la vraisemblance comme pour les données historiques;

e soit on considere les couples (x, d) et on représente tout ceci a 1’aide d’un histogramme, la
loi serait alors une combinaison d’uniformes.

Définition de la loi candidate
Nous avons implémenté ’algorithme de Metropolis-Hastings avec plusieurs lois candidates :

dans le cas de la fréquence, on peut par exemple choisir une loi uniforme U ~ U0, 10] ou encore
pour P'étude de la sévérité une marche aléatoire ot £(m+1) = £0™) 4 ¢ avec € ~ N(0,0%;).

Résultats obtenus

Résultats pour la fréquence. Ayant a disposition les parametres Ag et Ap; définis respectivement
par les experts et par maximum de vraisemblance pour les données historiques, on calcule la
vraisemblance associée a chacune des sources de données en simulant un échantillon de N = 100
données de lois de Poisson P(\g) et P(Aps). L’algorithme est initialisé & partir d’une valeur de
Ao = Apr et on considére comme loi de transition la loi uniforme U[\g, Aps]. Pour 'entité CACF
et la catégorie de risque EL6, on obtient par exemple la chaine de Markov suivante :
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FIGURE 5.7 — Allure de la chaine de Markov A(™) pour le cas 2

On voit que la chaine oscille fortemerit entre Ag et Apr : si 'on prend ’espérance E[A(m)],
on obtient la valeur finale du parametre Aposieriori = 36.97. Voici un tableau récapitulatif pour
chacune des entités AMUNDI (1), CACF (2), CACIB (3) :

Cas )\postem'om'

1 24.29
2 36.97
3 | 381.85

La chaine est tres instable car les données que I'on essaie de combiner sont tres hétérogenes.

Résultats pour la sévérité. De la méme maniere que pour la fréquence, on dispose des parametres
s, Wpr, os et opr. On peut alors simuler un échantillon de N = 100 données de lois log-
normales LN (uus,05) et LN (upr,opr). L’algorithme est initialisé & partir d’une valeur du couple
(1o,00) = (upr1,0pr) et on considére comme lois de transition les lois uniformes U[upr, ps| et
U[opr,og]. Pour l'entité CACFELG, on obtient par exemple les chaines de Markov suivantes :

L L L L L L L L L
500 1oog 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

|

L L L L L L L L L
] 500 1oog 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

FIGURE 5.8 — Allure des chaines de Markov 4™ (en bleu) et o™ (en rouge) pour le cas 2
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La chalne est beaucoup plus stable car les données sont plus homogenes que pour la fréquence.
On résume les parametres finaux (en prenant comme pour la fréquence 1’espérance des valeurs
prises par (™) et 0(’”)) dans le tableau suivant :

Cas Mposteriori  Oposteriori

1 10.90 0.89
2 8.59 1.46
3 10.21 1.45

Une fois ces valeurs trouvées, on peut déterminer aisément la charge en capital :

Cas CaR
1 4 447 000 €
2 2 620 200 €
3 52 079 000 €

On constate que pour chaque entité, les charges en capital sont comprises entre la charge en
capital CaRpry et la charge CaRg. Cela est dii a la construction de la méthode : pour chaque vec-
teur de parametres (\, i, o), on fait évoluer la chaine de Markov de telle sorte que les paramétres
restent entre les valeurs historiques et les valeurs associées aux experts (par l'intermédiaire de
la loi candidate). On peut toutefois détecter certaines tendances : on observe que la charge en
capital est plus proche des charges historiques pour les entités AMUNDI et CACF, alors qu’elle
est plus proche de la charge en capital expert. Cela s’explique par le fait que pour les deux pre-
mieres entités, les évolutions des parameétres se compensent entre elles, tandis que pour ’entité
CACIB, la différence de fréquence entre les deux sources de données est si forte (Ap; = 816
contre Ag = 0.2) qu’a la fin de lalgorithme, I’évolution du A est exagérée comparée aux évo-
lutions des autres parametres, et donc la charge en capital se rapproche plus d’une charge en
capital extréme représentée par CaRg.

5.2.4 Sensibilités aux parametres

Comme on 'a dit précédemment, on a le choix entre plusieurs lois candidates. On peut donc
étudier dans un premier temps les modifications apportées a la charge en capital lorsque la loi
candidate n’est plus une loi uniforme mais une marche aléatoire ; on utilise dans ce cas une loi
symétrique centrée autour du parametre en question, par exemple une loi normale. Les résultats
étant similaires, on décide de ne pas les présenter.

On pourrait également influer sur la loi cible mais il faudrait alors avoir a disposition plus
de précision dans les données ce qui aboutirait & une meilleure estimation des parameétres de
chaque source.

5.2.5 Discussion sur la méthode MCMC

En résumé, la Markov Chain Monte Carlo est une méthode pertinente car elle permet de
s’affranchir de 'utilisation des lois conjuguées. De plus, au lieu d’utiliser une loi a priori, on
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integre l'information des experts d’'une autre maniére : de ce fait, le manque d’information
fournie par les experts ne devient pas une contrainte comme on a pu le voir pour les lois a priori
conjuguées qui manquaient de précision.

Toutefois, 'utilisation de la MCMC rend le calcul des parameétres moins intuitif et rend ainsi
la méthode plus opaque. Comparé aux méthodes faisant intervenir des lois conjuguées, on ne peut
pas introduire de sensibilités sur les paramétres d’une loi a priori mais seulement influer sur les
lois cibles et candidates de maniere arbitraire. Enfin, si les experts métier nous fournissaient des
scénarios davantage munis de couples (x,d), on pourrait imaginer construire une vraisemblance
associée aux scénarios plus adéquate que celle qu’on a implémentée (vraisemblance calculée a
partir du couple (Ag, s, 05)) et ainsi améliorer la définition de la loi cible.
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Partie 6

Synthese des méthodes et perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous commencons par faire une comparaison des méthodes implé-
mentées, a savoir :

e la méthode actuelle employée au Crédit Agricole;

e la méthode bayésienne pure qui fait intervenir les lois conjuguées implémentées dans la
partie 3; dans cette méthode, on a étudié 4 méthodes différentes;

e la méthode dite par crédibilité étudiée dans la partie 4 qui se décompose en deux études
suivant qu’on ait utilisé la loi de Pareto ou une loi log-normale tronquée;

e la cascade bayésienne a laquelle on a appliqué la méme approche que la méthode bayésienne
pure (partie 5);

e la méthode MCMC qui permet de s’affranchir du recours aux lois conjuguées indispen-
sables pour la premiere méthode (partie 5).

Une fois cette comparaison faite, nous allons comparer ’ensemble des résultats a une autre
méthode non bayésienne qui fait intervenir des lois de mélange et qui semble la plus naturelle
pour combiner des sources différentes de données. D’autres pistes de réflexion seront proposées
enfin pour améliorer nos méthodes.

6.1 Comparaison des méthodes

Dans cette section, on compare les méthodes présentées dans ce mémoire a la fois de maniere
qualitative en s’intéressant aux informations nécessaires pour leur mise en ceuvre mais aussi de
manieére quantitative en s’intéressant aux différents résultats obtenus.

6.1.1 Informations et données utilisées pour la mise en ceuvre des méthodes

Aujourd’hui, le Crédit Agricole utilise 5 années d’historique de pertes internes liées au risque
opérationnel pour calculer la charge en capital au titre des données internes. Etant donné que
les pertes collectées dans la queue de distribution sont peu nombreuses ou qu’il manque certains
types d’événements, les charges réelles en capital ne suffisent pas nécessairement a couvrir I’en-
semble du risque; c’est pourquoi dans un souci d’exhaustivité les experts métier fournissent des
informations supplémentaires sous forme de couples (montant, temps de retour) donnant lieu
a 'estimation de nouveaux parametres de loi. Les méthodes présentées précédemment utilisent
toutes, chacune a leur maniére, ces différentes informations en entrée des modeles.
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Les différences notables entre les méthodes concernent les informations supplémentaires qu’il
est nécessaire de détenir pour leur mise en ceuvre. Chacune des méthodes nécessite des para-
metres d’entrée qui lui sont spécifiques. Dans la méthode bayésienne des lois conjuguées, les
experts doivent fournir, pour chacun des parametres de loi, un intervalle et la probabilité que
ce parametre soit dans cet intervalle. Cette donnée peut s’exprimer sous la forme du coefficient
de variation Vco que 'on a décidé d’utiliser. L’approche par crédibilité nécessite de choisir des
cellules de risque similaires ainsi qu’un seuil pour modéliser les pertes a basse fréquence et haute
sévérité. La cascade bayésienne telle que nous I’avons implémentée nécessite les informations des
deux méthodes précédentes. Enfin la méthode Markov Chain Monte Carlo utilise une loi non
informative permettant de s’affranchir de 1'utilisation des lois conjuguées et donc de 'estimation
des parameétres a priori. Cette derniére méthode ne demande pas d’informations supplémentaires.

6.1.2 Reésultats numériques

Au cours de chacune des approches présentées dans ce mémoire, nous avons pu calculer
une distribution finale de pertes agrégées au titre du risque opérationnel. Ces distributions
nous ont menés au calcul des charges en capital imposées par le cadre réglementaire Bale II et
correspondant & la Value-at-Risk & 99.9%.

Méthode CaR AMUNDI CaRoACF CaRoACIB
Méthode actuelle du C.A. 28.1 M€ 6.9 M€ 91.3 M€
Méthode des données internes 1.9 M€ 1.9 M€ 22.7 M€
Méthode des scénarios 26.2 M€ 4.9 M€ 68.6 M€
A o connu 3.4 M€ 3.3 M€ 39.9 M€
Bayésienne connu o inconnu 1.7 M€ 1.5 M€ 19.3 M€
pure A o connu 0.4 M€ 1.8 M€ 8.9 M€
inconnu o inconnu 0.2 M€ 0.9 M€ 4.3 M€

Crédibilite Loi de Pareto 5.0 M€ 5.4 M€ 2 548.5 M€
Loi log-normale 2.4 M€ 3.0 M€ 27.5 M€
Cascade bayésienne 2.9 M€ 3.1 M€ 26.3 M€
MCMC 4.4 M€ 2.6 M€ 52.1 M€

TABLE 6.1 — Récapitulatif des montants de charges en capital obtenus avec les différentes ap-
proches

Le constat que ’on peut faire est que les résultats sont hétérogenes. Avec certaines méthodes,
les montants de charge en capital CaR se situent entre les valeurs obtenues avec la méthode des
données internes CaRp; et celle des scénarios CaRg ce qui répond favorablement & une intuition
de départ. Les autres valeurs tres inférieures & CaRpy ou tres supérieures a CaRg (comme dans
le cas de la loi de Pareto pour lequel le parametre de queue estimé entraine la divergence de la
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charge en capital) ne paraissent pas exploitables. La méthode actuelle du Crédit Agricole est
une méthode tres prudente qui revient a sommer les valeurs CaRp; et CaRg. Au vu de ces ré-
sultats, les quatre méthodes qui paraissent intéressantes en termes de charges en capital sont :
les méthodes bayésiennes pures des lois conjuguées ou \ est connu, la crédibilité utilisant la loi
log-normale, la cascade bayésienne ainsi que la méthode MCMC. Pour ces quatre approches, les
montants obtenus sont soit entre les valeurs CaR p; et CaRg, soit proches de la valeur CaRp; ce
qui est une bonne chose dans 'optique de ne pas surévaluer la charge en capital. Il est tout de
méme important de noter que parmi ces méthodes, certains résultats sont obtenus de maniere
arbitraire et résultent d’un choix sur les jeux de parametres utilisés en entrée des modeles. En
effet, lors des études de sensibilité des charges en capital aux différents parametres initiaux, nous
avons constaté que certaines méthodes étaient plus robustes que d’autres.

e Dans 'approche par crédibilité, le résultat est sensible et dépend du seuil qui est directe-
ment lié au nombre de données internes utilisées pour modéliser les pertes extrémes.

e Dans les méthodes bayésiennes pures des lois conjuguées et de la cascade bayésienne ou le
parametre o est inconnu, le constat est que le choix de la valeur du coefficient de variation
agit directement et de facon importante sur la valeur finale de la charge en capital.

e Dans la méthode bayésienne pure avec A et o connus, les parametres a priori peuvent étre
particulierement différents en fonction de la méthode retenue pour les déterminer mais
n’ont pas d’impact sur le montant de charge en capital calculé.

e Enfin, dans 'approche MCMC il n’y a pas vraiment de paramétrage et donc pas de sen-
sibilité.

6.2 Les critiques du mémoire

Pour avoir une bonne gestion du risque opérationnel, il est important et primordial que
les différents acteurs communiquent pour avoir une démarche cohérente et pertinente. Comme
cela a été présenté tout au long de ce mémoire, ’historique de données collectées et utilisées
aujourd’hui n’est pas suffisant pour avoir une vision compléte du risque opérationnel. En effet,
les données internes ne mentionnent pas certains événements extrémes survenus ailleurs (par
exemple I'affaire Kerviel). C’est a cet endroit qu’interviennent les experts métier qui fournissent
des informations supplémentaires en visant a anticiper les pertes extrémes non répertoriées a
ce jour. L’étape suivante est alors la combinaison de ces deux sources d’informations, I'une
quantitative et 'autre qualitative.

Les méthodes qui ont été étudiées dans ce mémoire ont tenté de résoudre ce probléeme a
I’aide de la statistique bayésienne. La section précédente dans laquelle on retrouve ’ensemble
des résultats obtenus précise que dans certains cas, les résultats sont obtenus de fagon arbitraire
et résultent directement du choix de paramétrage ce qui n’est pas envisageable et présentable
aupres du régulateur. Pour la mise en place de ces méthodes, le format de données des experts
n’est pas suffisant ; des inputs supplémentaires sont requis comme les coefficients de variation
pour la méthode bayésienne pure des lois conjuguées. Le souci est que certains parametres sont
difficiles & appréhender par les experts métier. On comprend donc ici toute ’importance d’une
bonne communication entre ces deux acteurs du risque opérationnel que sont ’équipe de gestion
et modélisation ainsi que les experts métier.
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De plus, tout au long de ce mémoire, nous avons été confrontés a des problemes d’hétérogé-
néité entre les deux sources de données ce qui a complexifié leur combinaison. A ce titre, nous
proposons plusieurs prolongements, bayésiens ou non, qui pourraient outrepasser ces difficultés.

6.3 Prolongements du mémoire

6.3.1 Une alternative non bayésienne : les lois de mélange

Pour pouvoir calculer I'exigence réglementaire en fonds propres pour le risque opérationnel
par la méthode LDA, il a été nécessaire de connaitre les distributions associées a chaque cellule
de risque. Pour chacune d’entre elles, on a eu besoin de générer une distribution unique qui
a imposé de calibrer un modele prenant en compte des pertes de faibles montants et a haute
fréquence, ainsi que des pertes extrémes & montants élevés et petite fréquence. L’objectif de
ce mémoire était de combiner deux sources de données pour en tirer une distribution unique;
toutefois, on pouvait imaginer a la base une modélisation tres naturelle et trés pertinente basée
sur un mélange de lois. Plusieurs extensions peuvent alors étre imaginées.

Comme on ’a vu, il est tres difficile de modéliser correctement a la fois le corps et la queue
de distribution en utilisant une loi unique. L’idée est de créer un modele composite qui permet
de modéliser la sévérité des pertes par une combinaison de deux densités, qui consiste en une
distribution a queue fine ou moyenne jusqu’a un certain seuil puis d’'une distribution a queue
épaisse au-dela, par 'intermédiaire de la théorie des valeurs extrémes qui est adaptée pour cela.

Décomposition de la distribution de sévérité

Soit L un seuil qui permet de délimiter le corps et la queue de la distribution (référence a
la section 5) et X la variable aléatoire associée & la sévérité de la perte. Alors la fonction de
répartition de la sévérité peut se décomposer de la maniere suivante :

Fz) = P(X<2)=P(X<z|X<LPX<L +P(X<z|X>LPX>L)
= P(X<z2|X<LP,+P(X<z|X>L)(1-Pp)

corps queue

Pourx < L,ona: F(zx) =P(X <z | X < L)Pp, = F°(x)Pr, ou F¢ a pour seule contrainte
que la loi soit tronquée a droite en L, c’est-a-dire F¢(L) = 1.
Pour z > L, l'expression devient F'(z) = P, + Fr(x — L)(1 — Pr), ou F, peut étre approximée
par une loi GPD d’apres les théoremes énoncés dans la partie 5.

On peut alors considérer des modeles du type :

p, E@) si0<z<L
Fzy=¢ "W

Pr+(1—-P)G(x) siL<z<o0

On peut également s’arranger pour prendre en considération le seuil de collecte H et on aboutit
a la fonction de répartition suivante :
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0 si0<zxz< H
Pr+(1—-P)G(z) siL<z<o0

La prise en compte du seuil de collecte se fait par 'intermédiaire du corps de la distribution.

Simulation de la loi de mélange
Dans ce cas, il parait intuitif de combiner dans une loi de mélange les pertes haute fréquence

basse sévérité que 'on indicera HF et les pertes basse fréquence haute sévérité que 1’on indicera
BF.

Fpr(z)

/

p = Pr, désigne la probabilité qu’on tire les pertes dans les hautes fréquences. Fpr désigne la
fonction de répartition des pertes BF, il s’agit d’une loi de Poisson composée. Plusieurs choix
sont possibles pour paramétrer la fréquence et la sévérité :

e pour la fréquence, on choisit une loi de Poisson de parametre A fourni par les experts;

e pour la sévérité, on a plusieurs possibilités :

— soit on simule la sévérité par une log-normale de parameétres p et o fournis par les
experts;

— soit on utilise les données historiques et la fonction de répartition vue précédemment en
utilisant la loi GPD G;

— on pourrait également imaginer de combiner ces deux sources de données en utilisant
I’approche bayésienne de la partie 3; on utiliserait seulement dans ce cas les données
historiques supérieures a un certain seuil L.

En ce qui concerne Fyp, on utiliserait uniquement les données historiques qui sont seules

explicatives du corps de la distribution, on prendrait alors la fonction de répartition F¢ définie
précédemment.

La difficulté restante est le choix de la probabilité p. On pourrait alors se baser sur les couples

(x,d) fournis par les experts en définissant la probabilité p = é.

6.3.2 TUne seconde alternative : les réseaux bayésiens

Une méthode abordée rapidement dans la partie 1 mentionnait 1'utilisation de 1’approche
bayésienne par l'intermédiaire de réseaux. Cette méthode n’a pas été traitée car la méthode
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nécessite de trop nombreux renseignements fournis par les experts métier. De nombreux articles
font intervenir cette méthode (voir V. Aquarro et al. [1] et M. Neil et al. [22] pour plus d’amples
références).

Les réseaux bayésiens font appel a la théorie des graphes et a la théorie des probabilités. Gra-
phiquement, les variables aléatoires sont représentées sous forme de noeud(s) et les dépendances
entre les variables sous formes de liens (ces dépendances sont quantifiées par des probabilités
conditionnelles) :

o A7 |
/
o

En associant a chacun de ces noeuds une table de probabilité, il devient possible de repré-
senter la propagation et 'influence d’une variable sur un phénomene complexe.

La modélisation des risques opérationnels passe alors par la définition de scénarios qui servent
a identifier les vulnérabilités (pour chaque cellule de risque). Ensuite, ces scénarios sont quantifiés
en définissant pour chacun une exposition, une survenance (fréquence) et une gravité (sévérité).
C’est dans cette quantification qu’interviennent les données historiques. Par exemple, si la sur-
venance d’un scénario est tres fréquente et stable dans le temps, une estimation empirique sera
suffisante et pour cela, on utilisera ’historique du nombre de pertes constatées. Chaque scénario
a alors son propre réseau bayésien et des techniques sont alors employées pour rassembler ces
scénarios et définir une distribution de perte annuelle.

IL’avantage de cette modélisation est qu’elle permet de comprendre les processus générateurs
de risques et d’identifier des leviers de réduction de ces risques. Toutefois, cette méthode exige
beaucoup d’informations car elle repose sur la définition de scénarios précis et nécessite une
bonne compréhension des mécanismes d’interaction entre les différentes vulnérabilités.

6.3.3 Amélioration de la modélisation LDA

Enfin, nous concluons ces perspectives en proposant quelques possibilités d’amélioration de
nos modeles. Schevchenko et Temnov dans P.V. Shevchenko et G. Temnov [30] évoquent la
possibilité d’introduire un seuil variant au cours du temps dans la modélisation du risque opé-
rationnel. Durant tout ce mémoire, nous avons en effet pris en compte des seuils de collecte
H et des seuils de valeur extréme L et nous avons fait I’hypotheése de les considérer constants.
Cependant, une banque d’une année a 'autre peut changer ses niveaux de reporting et ainsi le
seuil peut varier au cours du temps. On pourrait alors imaginer une modélisation en prenant en
compte cette caractéristique.

De plus, on a mentionné dans la partie 2 la possibilité de s’assurer contre le risque opéra-
tionnel. Le Comité de Béle autorise les banques & s’assurer au maximum contre 20 % des pertes
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opérationnelles. L’introduction d’une assurance permettrait de réduire la charge en capital. Pour
en savoir plus sur le sujet, nous conseillons l'article G.W. Peters et al. [25] qui discute de la né-
cessité ou non de s’assurer contre ce type de pertes.

Notre étude s’est concentrée sur les problématiques de combinaison des sources de données
au niveau d’une cellule de risque. Elle pourrait étre complétée par les questions d’agrégation.
Nous renvoyons a 'article G.W. Peters et al. [26] pour I'introduction de copules dans le contexte
d’inférence bayésienne.
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Conclusion

Avec sa rigueur mathématique et son cadre relativement simplifié de mise en ceuvre, l'ap-
proche LDA parait trés adaptée aujourd’hui pour mesurer le risque opérationnel. Cependant, son
fondement statistique I'expose aux exigences des données de pertes. Ne disposant pas nécessaire-
ment de données internes sur un horizon lointain et vu le caractére dynamique de I’environnement
associé au risque opérationnel, il faut trouver des outils permettant d’intégrer toutes les données
de l'industrie financiére pour mener a bien cette opération : les données internes, les données
externes si il y a et les jugements des experts métier. En plus d’intégrer ces autres sources, il
faut également pouvoir les combiner ; 'approche actuelle du Crédit Agricole ne le faisant pas a
proprement parler, c’est dans ce contexte que ce mémoire a été rédigé.

L’analyse bayésienne fournit un moyen de combiner ces différentes sources de données. L’ap-
proche bayésienne a permis d’incorporer une information a priori a I’estimation des parametres
de fréquence et de sévérité pour calculer a posteriori une distribution qui prenait en compte
I’ensemble de I'information disponible. Cependant, malgré tous les avantages des méthodes que
nous avons pu aborder dans ce mémoire, toutes ont mis en avant la nécessité d’avoir une infor-
mation plus précise pour étre d’autant plus efficaces. Par exemple, au cours de I'implémentation
de notre premiere méthode, qualifiée d’approche bayésienne pure, le principal obstacle a été la
définition de la loi a priori. Face a des informations fournies par les experts métier qui ne ca-
ractérisaient que les pertes opérationnelles sous la forme de scénarios extrémes, il a été difficile
d’appréhender et de calculer une quelconque loi a posteriori.

Pour remédier a cette difficulté, nous avons mis au point plusieurs méthodes qui permettaient
d’intégrer une information a priori moindre. L’approche par crédibilité ne nécessite que ’apport
de différences de fréquence et de sévérité entre cellules de risque, mais en contrepartie ces der-
nieres doivent avoir un profil similaire au risque de surestimer les parametres des distributions a
posteriori. La cascade bayésienne permet de réduire I’hétérogénéité des deux sources de données
en intégrant des données externes qui se place a mi-distance entre les jugements d’experts et
les données historiques. Enfin, la Markov Chain Monte Carlo permet de s’affranchir des lois
conjuguées : ainsi, le manque d’information venant des experts n’induit pas une contrainte mais
seulement un manque de précision dans nos résultats finaux.

Finalement, toutes les méthodes que nous avons pu implémenter ou les alternatives que nous
avons pu évoquer en fin de mémoire ont mis en avant la nécessité d’une bonne communication
pour mettre au point une méthode quantitative prenant en compte une expertise qualitative. Le
Comité de Bale impose une modélisation du capital réglementaire transparente et rigoureuse.
Avant tout choix de modélisation, il est indispensable de considérer ’ensemble des acteurs et de
s’entretenir avec eux pour avoir une démarche cohérente et pertinente.
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Annexe A

Quelques caractéristiques sur les lois
usuelles utilisées

Dans cette annexe sont exposés les principaux résultats sur les lois que 'on utilise tout au
long de ce mémoire.

A.1 Les lois discretes

A.1.1 La loi de Poisson

e Notation : N ~ P(A)
e Parametres : A € Rt

e Support : k€N

e Fonction de densité : p(k) = P[N = k] = 22 | >0
e Espérance : E[N] =\
e Variance : V(N) =\

e Coefficient de variation : Vco(N) = %

e Fonction génératrice des moments : My (t) = exp (A(e! — 1))
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F1GURE A.1 — Densité de la loi de Poisson pour différentes valeurs de A
A.2 Les lois continues

A.2.1 La loi uniforme

e Notation : X ~ U(a,b)

e Parametres : —oo < a < b < 400

e Support : x € [a, b]

e Fonction de densité : f(z) = ;- pour = € [a, b]

e Fonction de répartition : F'(z) = 7=2 pour = € [a, b]

e Espérance : E[X] = of?

e Variance : V(X) = 52"

o Coefficient de variation : Veo(X) = \/Eb(;ib)

ebt _ pat

e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = (b_;) :

Nicolas LECLERCQ), Jules MICHEL Mémoire 2013 114



Modélisation bayésienne du risque opérationnel

A.2.2 Laloi Gamma

Notation : X ~ G(«, 3)
e Parametres : >0, >0

e Support : x € [0, +o0]

e Fonction de densité : f(z) = rﬁ(c;) 2 e P x>0, a>0 >0

e Fonction de répartition : notée H(zx,a, ), forme non explicite pour « ¢ Nt
e Espérance : E[X] = %

e Variance : V(X) = %
e Coefficient de variation : Veo(X) = L

va

e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = (%)a

A.2.3 La loi Inverse Gamma

Notation : X ~ ZG(a, B)
e Parametres : >0, 5 >0

e Support : x € [0, +00]

e Fonction de densité : f(z) O exp (—g)

e Fonction de répartition : (o)

e Espérance : E[X]| = % pour a > 1
[ ] Va.riance : V(X) = m
o Coefficient de variation : Veo(X) = ;_2
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A.2.4 La loi normale

X ~N(p,0%)
e Support : x € R
e Parameétres : —oo < p < 00, 02 >0

_(e-p)?

e Fonction de densité : f(z) = - 12me 202

e Fonction de répartition : F/(z) = &+~
e Espérance : E[X] = p
e Variance : V(X) = o2

e Coefficient de variation : Veo(X) = %

o2
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = ettty
A.2.5 La loi log-normale
X ~ LN (u,0%)
e Support : x € R
e Paramétres : —0o < p < 00, 02 > 0
Fonction de densité : f(z) — ——e~ 54"
e Fonction de densité : f(z) = ——e 20
e Fonction de répartition : F(z) = CDWT_“
o2
e Espérance : E[X] = ™3
e Variance : V(X) = 20197 (¢7” — 1)
e Coefficient de variation : Vco(X) = veo” — 1

e Fonction génératrice des moments : forme non analytique

Denaitg de kaloilag-nomals

FIGURE A.2 — Densité de la loi lognormale pour différentes valeurs de p (0 = 1 a gauche) et de
o (n =1 a droite)
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A.2.6 La loi de Pareto

X ~ Pa(a, \)
e Support : x € RT
e Parametres : a > 0,A >0
e Fonction de densité : f(z) = %

o
e Fonction de répartition : F(z) =1 — (ﬁ)

e Espérance : E[X] = 25, sia>1
e Variance : V(X) = W/\(QC!_Q), sia>2

e Coeflicient de variation : Veo(X) = /%5, si a > 2

e Fonction génératrice des moments : n’existe pas

Le parametre A de la loi représentant un seuil, on ne s’attarde que sur I'influence du parametre

——alpha=0.5
0.4 —alpha=1
—alpha=4
0.6+
0.7 F
2
0.6+
5
a
o 0.5E
-}
h=]
B
w 04 L
=
&
0.3k
0.2t
01k
u 1
i 5 10 15 20 25 30 35 40

F1GURE A.3 — Densité de la loi Pareto pour différentes valeurs de «
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A.2.7 Laloi GPD

X ~GPD(E, B)

Support : x € R" lorsque £ € RT, = € [0; —g] lorsque £ < 0

Parametres : £ € R, 5 € R*

Fonction de densité :

f(z) =
%exp(—%) si&=0
e Fonction de répartition :
1= (14+5)7Y%) si&#0
F(x) = ’
1 —exp(—3) 51 =0
e Espérance : E[X] = %5, sié<1
. . . 32 .
e Variance : W(X) = m, sia>2
e Coefficient de variation : Veo(X) = —2—,si { < 3

V/1-2¢
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Annexe B

Quelques éléments sur la théorie des
valeurs extrémes

B.1 Meéthode de calcul du seuil L avec la fonction Mean excess

La fonction moyenne des exces s’exprime de la maniere suivante :
e(L)=E(X-L|X >1L)

On peut réécrire :

e(L):(1+§g)‘§ /LIF(H&;)‘idx
Danslecas { <let £#0:
B LT B £x e1]F
(n) = 1+t |0+
_ §L.1 B §L et
= _(1+F)§£—1(1+F) ¢
_ p £L
= —5_71(1‘1‘?)
_ B+EL
- 5
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Si€ > 1, lintégrale ci-dessus est divergente et e(L) n’existe pas : c’est le domaine de "fuite
vers l'infini", propre aux distributions a queues épaisses.
Enfin, si £ = 0, nous avons :

Dans le cas £ = 0, la fonction moyenne des exces est une constante, c’est une fonction linéaire
en L. Nous pouvons ainsi en déduire le critere de sélection du seuil : on cherche [ tel que la mean
excess function soit linéaire & partir de ce seuil. En effet, cela signifie que la fonction Fp, est
proche de la GPD et donc que I’hypothése est raisonnable.
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