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INTRODUCTION

L’assurance vie a toujours été le placement favori des francais. Cette situation s’explique en partie par
I'opacité qui regne autour du systeme de retraite de base, puisque la plupart des futurs bénéficiaires
sont assez mal informés sur le niveau exact de leurs droits. Dans ce contexte, les particuliers
s’orientent vers ce type de placement pour s’en servir surtout comme un instrument d’épargne longue
et donc un complément de retraite. En effet, selon un sondage de la FFSA (Fédération Frangaise des
Sociétés d’Assurance), 43% des particuliers détenteurs d'un contrat d’assurance vie placent la
motivation retraite en premiere position, alors que 24% seulement affirment mettre en avant la
transmission de patrimoine. En outre, 'assurance vie a toujours joué un role primordial dans
I’économie car une partie considérable des encours était investie dans les emprunts d’Etat et
contribuait ainsi a financer les déficits publics. Voila pourquoi ce placement a toujours bénéficié
d’avantages fiscaux en matiere d'imp6t sur le revenu et de droits de succession. Tant d’éléments qui
ont joué sur son attrait et son succes incontestable.

Aujourd’'hui pourtant, force est de constater que les rendements de 'assurance vie sont en baisse et sa
fiscalité est devenue moins avantageuse. Cela se traduit par une baisse de la collecte nette depuis
quelques années déja car les particuliers et investisseurs choisissent désormais de diversifier leurs
placements, en s’orientant beaucoup plus pour les premiers vers des produits de court terme comme
le livret A, et I'immobilier pour les seconds. A titre d’illustration, nous pouvons comparer la collecte
nette en France qui est passée de 51 milliards d’Euros en 2010 a 7,6 en 2011, soit une baisse de 85%.
Selon Olivier MARIEE, directeur du marché de I'épargne d’AXA France, outre la maturité financiere des
épargnants suscitée par la crise financiére, la baisse de cette collecte peut également s’expliquer par le
fait que la plupart des polices souscrites entre 1990 et 2000 arrivent aujourd’hui a échéance.

Dans cette situation particuliérement difficile, il est intéressant de se pencher sur la rentabilité du
principal support d’investissement de ’assurance vie: les supports en Euros.

Les supports en Euros sont une forme assez intéressante de placement. Ils assurent non seulement
une garantie en capital au 31 décembre de chaque année et un taux minimal garanti mais aussi une
participation aux bénéfices générée par la gestion financiere du portefeuille. Ils se caractérisent
également par une bonne liquidité en raison de la grande majorité des contrats définis par des
versements et retraits libres.
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RESUME

Le role principal de I'ALM (Assets and Liabilities Management) est de réaligner, d'une part, les
valeurs nettes comptables, et d’autre part, la duration de I'actif et du passif. En effet, il peut se produire
un décalage entre I'actif et le passif de I'assureur lorsque ces deux éléments du bilan subissent des
valorisations différentes au cours d’'une année. Il faut cependant noter que la problématique de gestion
actif/passif est intrinsequement liée a I'assurance vie. Les outils de pilotage de '’ALM s’appuient sur les
interactions naturelles qui peuvent exister entre I'actif et le passif (vague de rachat précoces pouvant
pousser a la vente d’obligations par exemple), interactions qui n’existent pas en assurance non vie.

Cette opération de rééquilibrage se fait néanmoins sous certaines contraintes. Entre autres, la société
se doit de redistribuer au moins 85% des produits financiers aux assurés, servir des taux de
participation aux bénéfices compétitifs et réaliser son objectif de rentabilité. La modélisation de ce
pilotage sur plusieurs années permet le calcul du colit des garanties, donc l'appréciation de la
rentabilité réelle des affaires et de facto une prise de décision stratégique sur les produits.

C’est dans ce contexte général que s’est inscrit ce stage de fin d’études qui s’est déroulé a la direction
du marché de I'épargne d’AXA France au sein de I'équipe Rentabilité dont les missions sont de
mesurer, analyser et prévoir la rentabilité des opérations d’assurance vie, a court et moyen terme, et
de tarifer les garanties financieres des produits d’assurance vie.

La premiere partie du présent mémoire est consacrée a la description générale du modele qui,
comme tout autre modéle ALM peut se décomposer en quatre principales parties : la mise en place des
hypotheses, la projection de I'actif suivant un scénario d’évolution donné pour en déduire un taux de
produit financier comptable, la projection du passif et enfin le pilotage actif/passif proprement dit.

Dans la seconde partie sont abordées les améliorations apportées pendant ce stage sur I'outil et les
résultats obtenus sur certains indicateurs comme la VIF et la TVOG, dans l'optique du rapprochement
avec le modele officiel de I'entreprise.

Enfin, la troisieme partie sera consacrée a une étude de la rentabilité du fonds Euro, en particulier
sur la notion de marge technique financiere qui sert principalement a rémunérer les actionnaires et
dont nous définirons le concept. Les principaux éléments auxquels nous nous intéresserons seront la
stratégie d’allocation des actifs, les conditions générales de rémunération et la richesse initiale avant
toute projection de flux.
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ABSTRACT

The main role of the ALM (Asset and Liability Management) is to realign on the one hand, the net
accounting values, and secondly, the duration of the assets and liabilities. Indeed, there may be a
mismatch between the assets and liabilities of the insurer when these two balance sheet items are
subject to different valuations over a year. It should be noted that the problem of asset/liability
management is intrinsically linked to life insurance. ALM management tools rely on natural
interactions that may exist between assets and liabilities (early surrender can lead to the sale of bonds
for example), interactions that does not exist in non-life insurance.

This rebalancing operation is subject to certain constraints. Among other things, the company must
distribute at least 85% of the financial products to the insured, serve competitive turnout on the
benefits and achieve its profitability goal. Modeling the control over several years allows the
calculation of the guarantees’ cost, so the appreciation of the real profitability of the business and
strategic decisions on products.

This is the context in which this class end traineeship took place in the direction of the savings market
of AXA France in the team “Profitability” whose mission is to measure, analyze and predict the
profitability of life insurance business in the short and medium term, and to price financial guarantees
of life insurance products.

The first part of the thesis is devoted to the general description of the model of the team “Profitability”
that, like any other ALM model, can be divided into four main parts: the introduction of assumptions,
the projection of assets following a given evolution scenario to identify the rate of the financial
accounting product, projection of the liabilities and finally asset/liability control.

In the second part the improvements introduced during this traineeship on the tool and the results of
some indicators such as VIF and TVOG, in the context of reconciliation with the company’s official
model.

Finally, the third part is devoted to a study of the profitability of Euro funds, in particular the concept
of financial technic margin used primarily to reward shareholders with a definition of the concept. The
main elements which we focused on are the asset allocation strategy, the general conditions of
remuneration and initial wealth before cash flow projection.

10




ERIC KWADZO
AMELIORATION D'UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO

PREMIERE PARTIE
PRESENTATION GENERALE DU MODELE.
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Comme évoqué plus haut, ce stage a porté en partie sur I'étude et la participation a 'amélioration
d’'un modele ALM ; ce modele n’était cependant pas le modéle officiel utilisé par AXA, il est interne a
I'équipe RENTABILITE de la direction du marché de I'épargne.

La direction technique a créé ce modele sur Excel afin de permettre une prise de décision rapide sur
la rentabilité des nouveaux produits ; en effet I'outil Excel offre une souplesse et une facilité d’analyse
que le modele officiel développé sur Moses permet plus difficilement ; cependant, le modele Excel ne
modélise pas les UC puisqu'’il présente I'inconvénient d’étre plus lent et lourd que le modéle Moses qui
permet quant a lui de manipuler plus de données.

12
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Chapitre 1 : POINT PRATIQUE SUR L’'UTILISATION DU MODELE

Le modeéle comporte environ 600 model points répartis en une dizaine de CANTONS (fonds ou
segments financiers). Chaque segment financier posséde ses propres caractéristiques aussi bien a
I'actif qu’au passif. Ce modele comporte une cinquantaine d’onglets qui regroupent 'ensemble des
hypothéses faites pour la projection. Toutes ces informations sont ensuite rassemblées dans une
unique feuille dans laquelle tous les calculs sont effectués : la feuille « cash flow ». Enfin, il existe une
feuille nommeée « run », faisant office d’'interface utilisateur. Cette feuille « run » serta:

-saisir des inputs supplémentaires
-paramétrer les scénarios sur lesquels on désire recueillir les sorties

- pour chaque scénario, sélectionner les sorties de la feuille « cash flow» que l'on désire faire
apparaitre dans l'interface « run »

- lancer les simulations

13
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Chapitre 2 : HYPOTHESES ET VARIATION DE L’ACTIF

A la date 0, les primes des assurés sont investies en actifs. Ces actifs vont subir différentes variations
au cours de la projection. Les valeurs impactées sont la valeur de marché et la valeur comptable. Les
étapes de la projection qui impactent ces valeurs sont 'Evolution des investissements, 'Etape de
réallocation qui correspond a des opérations d’achat /vente et I'étape d’optimisation des taux de
produits financiers de fin d’année.

2.1 Les scénarios stochastiques d’évolution des actifs:

Les scénarios stochastiques sont ceux correspondant a I'évolution des actifs. Certaines grandeurs
décrites ci-dessous porteront en exposant la lettre «i». Cette lettre désigne le numéro du scénario
économique et permet donc d’identifier les variables dont les valeurs sont dépendent du scénario
considéré.

2.1.1 Les scénarios d’évolution des obligations :

La modélisation des taux occupe une place primordiale dans le processus de gestion actif/passif des
sociétés d’assurance vie. En effet, un scénario de hausse des taux aura pour effet de faire baisser la
valeur de marché des obligations, qui correspondent a I’essentiel des actifs du portefeuille. L’assureur
peut dans ce cas la connaitre des pertes si jamais il est conduit a vendre ses obligations, notamment
pour couvrir des rachats prématurés par rapport a ses prédictions. A I'inverse, un scénario de baisse
des taux aura pour effet de faire augmenter la valeur de ce genre de contrats, a valeur de
remboursement égale. L’assureur peut donc étre mis en difficulté au moment de réinvestir dans ce cas
si les rachats interviennent plus tard que prévu, car il ne pourra plus trouver sur le marché des taux
(coupons) aussi avantageux qu’auparavant. Ceci démontre donc toute I'importance pour une société
d’assurance vie de s’adonner a la gestion actif/passif, ne serait ce que pour établir I'équilibre de
duration entre son actif et son passif, afin de limiter ces risques de réinvestissement et de liquidation.

2.1.1.1 Les obligations d’Etat d coupon fixe :

L’évolution des obligations d’Etat a coupons fixes est liée a celle du taux sans risque. En effet, a chaque
date de projection, nous disposons dans le modele des taux sans risque pour toutes les maturités
annuelles et entieres comprises entre 0 et 40. Ces valeurs sont en outre données sur une multitude de

scénarios stochastiques. Chaque scénario donne donc une trajectoire différente pour la valorisation
des obligations d’état. En effet, nous avons la formule suivante :

14
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FV

MVi(t) =

(1+Ri (t, T — %))T—%

MV(t) désigne la valeur de marché de I'obligation a la date t dans le scénario i

Nos obligations a coupons fixes sont donc tout simplement des obligations zéro coupon : il n’y a en
fait pas de coupon, le nominal (FV) est tout simplement remboursé a I’échéance.

T représente la date d’échéance(en années) et donc T — 5 est la maturité résiduelle (t est en

semestres)

i t . oy, . .y t
R! (t, T — 5) est le taux zéro coupon assimilé au taux sans risque de maturité T — ;2 la date t et

dans le scénario i

FV est la valeur de remboursement que I'Etat s’engage a payer au détenteur de I'obligation a la
date T

Par cette formule, nous pouvons mieux comprendre leffet de la variation des taux dont nous
parlions plus haut.

La valeur comptable, quant a elle est donnée par :

FV

BVi(t) = :
(1+Ri(0,T)) 2

La valeur comptable est calculée a partir du taux sans risque a la signature du contrat, et la valeur
de marché est calculée en tenant compte du taux sans risque a la date de calcul.

Ainsi, dans un scénario de hausse des taux, c'est-a-dire lorsqu’on a, pour une méme maturité m:

RY(0,T) <Ri(t,m), la valeur de marché devient plus faible que la book value et on est en situation
de moins value latente : le terme latent est lié au fait que cette moins value ne sera pas réalisée
tant que 'on n’aura pas vendu l'obligation. La situation inverse (baisse des taux) créera une plus
value latente.

2.1.1.2Les obligations d’Etat a coupon variable :

Les obligations d’Etat a coupon variable ont une évolution un peu plus spécifique :

Soit D la duration moyenne des obligations et T la date d’échéance. La market value est donnée par la
formule :

_£ (fl(t,j,D)+ a)+ 1

2
%ﬂﬂ%@(HMmﬂ

MVi(t) = FV *

] (2)

(1+Ri(t,T—£))T_%

1sitimpair

avec mod(t,2) = { 0 si ¢ pair
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Dans la formule ci-dessus, I'évolution est a pas de 1 puisque les coupons tombent une fois par an.
Le coupon variable de I'année %+j calculé I'année % vaut (fi(t,j, D)+ a)+. De plus, ces coupons

tombent tous en fin d’année. Ainsi, lorsque nous nous plagons a la date t, le prochain coupon
tombera :

{0.5 année plus tard si t tombe en milieu d'année ie t impair
1 année plus tard sit tombe en fin d'année ie t pair

mod(t,2)

En résumé, a partir de la date t le prochain coupon tombera 1 — année plus tard.

fi(t,j,D) estl'espérance du taux forward sans risque du scénario i, a la date 2j+t (en semestres)
pour une maturité D(en années), et calculé a la date t. C'est-a-dire qu’a la date t, on dira de ce taux
qu'il est (I'espérance) du taux sans risque « D ans » dans «j ans ».

fi(t,i,D) se calcule en utilisant 'absence d’opportunité d’arbitrage :

1+ fi(t,j, D)P * (1 + R'(t,j))) = (1 + R(¢t,j + D))/*P

Autrement dit, emprunter au taux sans risque a la date t pour une durée j+D ans est équivalent a faire
un premier emprunt a la date t pour une durée j ans puis ensuite faire un deuxiéme emprunt (pour
rembourser le premier par exemple)a la date t+2j pour une durée D ans. Nous parvenons donc,
chaque année a calculer le taux forward a partir de la courbe des taux sans risque de la maniére
suivante :

1
(1+Ri(t,j+D))f+D)5_
(1+RU(t,))))

fie),p) = (

L e coefficient ¢ se calcule en utilisant la formule (2) avec des conditions initiales ou toutes les
autres variables sont connues. En effet, a la date 0 nous connaissons MV!(0). Nous faisons de plus
'hypothése que f4(0,j,D) + a > 0 , de sorte qu’on ait I'égalité (fi(t,j,D) + 0()+ = fY0,j,D) +
a. Cette derniere égalité va nous permettre de tirer le coefficient @ dans la formule (2) a partir
des conditions initiales. On a donc la formule suivante :

1 MVi(0) 1 5 £i(0,j,D)
. fN0,4,D) | Fv  (a+R@©ON) LA+ROT)
J=1(1 + RI(0,T))T =1

Quant a la valeur comptable, elle se calcule comme suit

16




ERIC KWADZO
AMELIORATION D’UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO
( 0siT——=0 ou T—-=05
siT—==0 ou T—==0.
2 2
BV(t) = FV si t est pair (si fin semestre = fin d'année)

1 .
kFV * (1 + 5 * (Fl(t, 0,D) + a)+) si fin semestre = milieu d'année

En effet, en milieu d’année, la valeur comptable est égale au nominal plus le coupon couru a cette
I FV i
date : il s’agit de 5 * (F‘(t, 0,D) + a)+

En fin d’année (juste aprés la tombée du coupon), la valeur comptable est égale au nominal et, lors
de I'arrivée a terme, la valeur comptable est évidemment nulle.

2.1.1.3Les obligations d’Entreprise :
Ces actifs offrent une meilleure rémunération que les obligations d’Etat car ils portent un risque plus
important : ce risque est symbolisé par la note de I'Entreprise.

e Les valeurs comptables et de marché
Le calcul de la valeur comptable est identique a celui des obligations d’Etat a coupon fixe.
La valeur de marché par contre se calcule d'une maniere assez particuliere. En effet, cette
valeur d marché dépend de la situation de I'émetteur de I'obligation. L’émetteur étant une
entreprise, nous considérons qu'il peut se produire un défaut de paiement. Ainsi, cette

valeur de marché posséde deux composantes

-une premiere composante qui est remboursée quoiqu’il arrive en cas de défaut. et qui
dépend de la valeur du déflateur. Le déflateur est calculé a partir du taux sans risque et
d’'une prime de risque. Il est utilisé pour calculer le prix des actifs en t=0 en probabilité
historique.

-une deuxieéme portion qui n’est pas remboursée en cas de défaut et qui se comporte
comme une obligation d’Etat a coupon fixe.

La formule donnant la valeur de marché de I'obligation d’Entreprise est la suivante :

(1—1t,) * 84 ® t
r défaut . +t, D(T _ E)

A +R(N,6,T—2)72

MVi(t) = FV *

0 si l'émetteur se retrouve en situation de défaut a la date t

O.4 t) =
defaut( ) { 1 sinon

Ainsi, 'année t, la partie de l'obligation qui sera toujours remboursée en cas de défaut vaut
FV s t, D (T =),

D (T — %) est la valeur du déflateur correspondant a la maturité T — % . Elle est calculée a

partir du taux sans risque de la maturité correspondante a la date t et d'une prime de
risque. Il est utilisé pour la valorisation des actifs en probabilité historique.
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y t i t , R
A la date t et pour la maturité T — > R! (N, t, T — E) représente le taux de 1'obligation émise par

I'entreprise de note N. En effet, les entreprises sont classés suivant un rating qui donne une idée
de la probabilité de défaut. Les notes sont, par ordre croissant de risque de défaut: A, AA, AAA, B,
BB, BBB, CCC et DEFAULT.

DEFAULT correspond a la note la plus basse. Théoriquement, une fois que I'Entreprise a cette note,
il lui est impossible de revenir a une note plus élevée. Les autres notes permettent des transitions
entre elles suivant une matrice de passage donnée. Le paragraphe suivant a pour objet de décrire
le calcul de cette matrice de transition et le calcul des notes d’'un semestre a l'autre.

e Les scénarios stochastiques d’évolution des notes des Entreprises:

Une matrice de crédit est une matrice qui permet, suivant un algorithme bien précis de déterminer
chaque semestre la nouvelle note d’'une entreprise en fonction de sa note précédente. Dans notre
modele, nous partons d’'une unique matrice de crédit A, fournie en input. Cette matrice ne peut pas
étre utilisée a I'Etat brut, puisque les probabilités d’évolution d'une note a I'autre ne sont pas figées
dans le temps. En effet, le processus des notes d’Entreprises sont des chaines de Markov inhomogenes
. Afin d’intégrer une composante dynamique dans nos matrices de crédit et donc de transition, nous
nous intéressons au modele de COX INGERSOLL ROSS (CIR). Ce processus est régit par la dynamique
suivante :

dX; = a(b — X,)dt + o,/ X, dW, avec X, déterministe fixé, aussi donné en input.

Ce processus est généralement utilisé pour modéliser les taux instantanés. Son avantage est qu'il
permet d’obtenir des taux toujours positifs. Ici, nous nous en servons pour générer de maniére
stochastique des matrices dynamiques d’évolution des notes des entreprises.

D’autre part, nous procédons a la diagonalisation de la matrice A. Nous obtenons donc sa
décomposition de la maniere suivante :

A=PxDxp!

d, - 0
P est la matrice formée des vecteurs propres de A et D = ( P : ) est la matrice diagonale
0 - d,
formée des valeurs propres correspondantes.
a:(t) 0
Nous créons ensuite une matrice diagonale dynamique D,=| : : de la maniére
0 e do(b)
suivante :

~ t *
D =E [e(fo Xsds) D] avect € {1,...,60} désigne le semestre
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g i% ¢ \ . . 7
Plus précisément, d,(t) = E [ed’ (fo Xsds)] ou (X)ier eti € {1,..,7} correspond aux différentes
notes.

La propriété suivante permet de calculer de maniére explicite la matrice D(t) a chaque date.

Propriété :
Le processus de CIR vérifie, pour tout a et 3 :

E [e—a*xt— B+(Jy Xsdls) ] — o~ f(@BH-Xo +g(aBD)

Avec

t(y+b)
2ye 2

o?xae¥'—1)+y—b+e(y+Db)

2
f((l, B, t) = —gln

aly +b+e"(y—b)) +2p(e"* — 1)
g, B =—5—= 7

o?a(e*—1)+y—b+e¥(y+b)
\ y =+/b?% + 2028

En appliquant cette propriété a 'expression de d,(t) nous parvenons a

d,(t) = e~ @f(0-di,0=Xoxg(0.-di) gyec y; = /b2 — 2d; 62, f et g définies comme ci-dessus.

Soit
( t(yi+h)
0,—d;, 1) = — =1 2vie 2
f0,~di, 1) = o2 1 Yi —b + eYit(y; + b)
9 it
—2d; (e¥i* -1
g(O,—di,t)= l( )

Yi —b+eYi'(y; + b)

x yi = /b2 — 2d, 02

Au final, la matrice de crédit dynamique A sera donnée par :
At = P * Et * P_l

Pour chaque semestre, chaque scénario et chaque entreprise, nous calculons une certaine grandeur
notée a'(t, E).
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Afin de pouvoir manipuler plus aisément les indices de la matrice, définissons la fonction f de la
maniere suivante :

f:{ensemble des notes} - {1,2,3,...,7}
A - 1

AA - 2
DEFAULT w» 7

En désignant par A, [i,j] le coefficient de la i éme ligne et j @me colonne de la matrice 4,, la note
Ni(t,E) delentreprise E au semestre t est donnée par la formule de récurrence suivante :

6

N E) =f ZJ' *Ugieme[afr(vie-10) 1] Al (vie-1m).5+1] [}

Jj=1

En d’autres termes, disposant de la note Ni(t — 1,E) du semestre dernier, la matrice At permettra
d’appliquer le critere de changement de note chaque semestre t avec 1'algorithme suivant:

1- Nous calculons la grandeur a‘(t, E) (le détail de ce calcul sera précisé plus bas)

2- Nous nous positionnons a la ligne p = f(Ni(t - 1,E)) de la matrice 4, . Nous cherchons
l'unique réel m vérifiant4, [p,m] = max{4, [p,j1/4; [p.j] < a'(t, E)}

3- Lanote du semestre t pour l'entreprise sera alors f~1(m)

Détails sur le calcul de la grandeur 2" (2, 7) :
a'(t,E) se calcule avec des données relatives aux obligations d’Entreprise. Il existe deux types
d'information : un bruit du marché (bm) commun a toutes les obligations corporate et un bruit

spécifique (bs) a chaque obligation.

La formule utilisée est la suivante :

al(t,E) =9 (bmi(t) * cm!(t) + bs'(E, t) * ’1 - cmi(t)2>

Pour le scénarioietladatet:
cm'(t) désigne le coefficient de corrélation avec le marché

bm!(t) représente le bruit du marché commun a toutes les obligations d’Entreprise
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bs'(E, t) représente le bruit spécifique a I'obligation de I'Entreprise E
1 — sz

O(x) = e ? est la densité de la loi normale centrée réduite.

2.1.2 Les scénarios d’évolution des actifs risqués :

Cette classe contient les actions, I'immobilier et les OPCVM. Leur rendement est en moyenne meilleur
que celui des obligations mais ils se caractérisent par une volatilité élevée.

Chaque semestre et suivant chaque scénario, nous avons un taux de croissance et un taux de
dividende (qui nourrit le cash). Leur valeur de marché se calcule comme suit :

MVE(E) = MVE(E = 1) % (1 + t100(6) = th10 ()

Ccroiss

ij

croiss(t)  désigne le taux de croissance et t(ii{vid (t) le taux de dividende du

Pour l'actif risqué j, t
scénario i le semestre t.

La valeur comptable des actifs risqués ne varie pas au cours de cette étape d’évolution des
investissements.

2.1.3Les produits dérivés :
Ces actifs permettent de se protéger contre une hausse des taux d'intérét. Il est convenu a la signature
du contrat que 'assureur qui se couvre a la date t contre la hausse du taux de maturité m recevra, si ce

taux dépasse un certain seuil S1’année T, une somme proportionnelle a la différence entre ce taux et le
seuil suivant la formule :

(FQ2T,T,m) — S),

F(t,T,m) désigne le taux forward de maturité m I'année T, calculé au semestre t. Au semestre t, on

dira de cette grandeur qu’elle représente le taux "m ans "dans " T — % ans" .

Le pay-off de cette option souscrite par 'assureur s’apparente donc a celle d’'un call européen de sous
jacent (F(S, T, m))s<2T , de prix d’exercice S et d’échéance T (en semestre). En faisant 'hypothese que

ce taux forward suive la dynamique de Black et scholes, nous pouvons calculer? la prime P a payer
pour une telle couverture a la date t:

—Ti(t,T)*(T—%)

P=FQ2t,T,m)+«d(d;)—S=*e *@(d,)
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x2

1 _x L . L
®(x) =—==+e 2 estladensité de laloi normale centrée réduite.
V2am

i (F&2T.m) AT o2\(.. t
Avecd1=n( J )+< tT+2>(T 2) etd2=d1—0'/T—§
o /T—%

ri(t,T) est le taux sans risque de maturité T du iéme scénario a la date t.

Afin de calculer la valeur du taux forward F(2t, T, m), nous procédons a un ajustement de convexité
t
avec une obligation fictive au pair (coupon = taux d’actualisation) de maturité — . Les coupons sont

égaux a l'espérance f(2t,T,m) du taux forward. Le calcul de f(2t,T,m) est détaillé dans la partie
« obligations d’Etat a coupons variables ». La formule de I'ajustement de convexité est la suivante :

C(f(2t,T,m), f(2t,T,m),m)
D(f(2t,T,m), f(2t,T,m), m)

F(2t,T,m) = f(2t,T,m) —% (f(Zt,T,m))2 * 02 xm *

Ou C(a, B, m)et C(a, B, m) sont respectivement les convexités et duration d’'une obligation de taux
nominal 1, coupon a et taux d’actualisation £.

2 Un rappel sur la méthode de calcul de cette prime grdce au modéle de Black -Scholes est exposé
en annexe

Nous avons les formules suivantes :

m i*({+1D)*a
m a
F11+ )

Cla,B,m) =

m i*a
i=1 (1 + ,8)”1
m __ @
S B

D(a,B,m) =

2.1.4Lecash:
L’évolution des investissements impacte le cash par les éléments suivants :

-les versements de coupon des obligations a coupon variable : C, (t)
-les versements de dividende des actifs risqués : D(t)
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-le remboursement du nominal des obligations qui arrivent a maturité N(t)

-les intéréts générés par le placement au taux sans risque de la valeur de marché du cash du
semestre précédent (apres l'étape de réallocation ou d’optimisation suivant que le semestre
précédent tombe en milieu ou en fin d’année)

En définitive, la valeur de marché du cash se calcule de la maniére suivante :
MV (t) = MV (t — 1, aprés réalloc ou optim) * (1 + r(t, 1)) + C,(t) + D(t) + N(t)

D’autre part, les valeurs comptables et de marché du cash sont égales :

MV (t) = BV (t)

2.2L’impact des évenements clients :

A l'actif, cette étape n’'impactera que le cash. Le cash est en effet diminué des montants reversés pour
I'ensemble des rachats et décés. Le cash est également augmenté des primes périodiques. Le cash et la
provision mathématique subissent exactement la méme variation a ce niveau.

2.3 Impact de I'étape de réallocation sur 'actif:
L’étape de réallocation correspond a des opérations d’achat vente en vue d’atteindre I'allocation et la

duration cible. En effet, 'assureur se définit une quantité cible de chaque actif et une duration cible
pour ses obligations d’Etat. L’allocation et la duration cible sont sensées étre constantes sur la durée
de projection mais les actifs subissent des variations du fait des étapes d’évolution des investissements
et d’optimisation en fin d’année. Cette étape de réallocation a donc pour but de nous permettre de
réaligner quantitativement (en valeur de marché) et qualitativement (en duration) chaque actif sur la
cible souhaitée. Cette réallocation s’effectue a valeur de marché totale constante. Pour le scénario
économique i, MV]-i(t) (resp BVji (t)) désignera la valeur de marché (resp valeur comptable) de I'actif
j apres I'étape d’évolution des investissements du semestre t et
MI/']-i(t, apres réalloc) (resp BVji(t, apres réalloc)) désignera la valeur de marché de l'actif j apres

réallocation a la fin du semestre t.
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Nous calculons tout d’abord la valeur de marché totale suite a I'évolution des investissements du
semestre t. En effet, cette valeur de marché totale sera utile pour le calcul de la valeur de marché cible
de chaque actif. Plus précisément,

Soit T; 1a proportion cible de l'actif j

Pour le scénario i, soit MV{,.(t) la valeur de marché totale des actifs aprés I’évolution des
investissements du semestre t dans le scénario i. Nous avons :

MV (t) = Z MVji(t, aprés réalloc)

i e{ensemble des acifs saufproduits dérivés }

MI/}.i (t,aprés réalloc) = T; * MV, ()

2.3.1Rééquilibrage des actifs risqués et des obligations a coupon variable:
Le rééquilibrage se déroule de maniere identique pour tous les actifs risqués et obligations a coupons
variables.

Deux situations peuvent se produire :

CAS1:
MVji(t, apres réalloc) > Mllji(t)

C'est-a-dire que la valeur de marché de I'actif apres évolution des investissements est inférieure a la
valeur cible. Dans ce cas il faut acheter de cet actif pour atteindre la cible. La quantité achetée vaut

MVji(t,é acheter) = MVji(t, réalloc) — MVji(t)
On aura ainsi atteint la quantité cible souhaitée.
La valeur comptable aprées I'étape de réallocation vaut :
BV}-i (t,apres réalloc) = BI/}-i(t) + MVji(t, a acheter)
Et en ce qui concerne les obligations a coupon variable, la valeur du nominal apres cette étape vaut :

F Vji (t,apres réalloc) = F Vji(t) + MVji(t, a acheter)
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CAS2:
MVf(t, apres réalloc) < MI/ji(t)

Dans ce cas, la valeur de marché cible de l'actif est inférieure a sa valeur apres l'évolution des
investissements. Il convient donc de vendre une partie de ce type d’actif.

1l faut donc vendre la quantité :
MVji(t,él vendre) = MVf(t) — MVji(t, réalloc)

L’opération de vente est plus délicate. Nous procédons a cet effet de la maniére suivante :

La «ligne d’actif » représente une date d’achat. Ainsi, pour chaque actif, nous avons différentes
«lignes » qui correspondent a différentes dates d’achat. Les lignes présentant un fort écart entre
valeur de marché et valeur comptable sont vendues les premiéres.

Nous classons nos «lignes d’actif » par ordre décroissant de valeur absolue de plus ou moins value
latente :

|PMVL; (¢, ligne k)| = |MV}'(t, ligne k) — BV} (t, ligne k)|

Nous explicitons la démarche par I'exemple suivant a la date t:

Ligne k de _ . ;
I'actif date prix d'achat | Prix Marché

risquéj | dachat | (BY}) (MV?) | PMVL;*(t, ligne k)

1 2009 100 105 5

2 2008 150 120 -30

3 2001 200 220 20

4 2009 250 240 10

5 2005 50 50 0
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Nous réordonnons ensuite les lignes par ordre décroissant en terme de valeur absolue de plus ou
moins value latente :

Ligne k de _ ' '
I'actif date prix d'achat | Prix Marché

isquéj |dachat| BV | (MV) ||PMVL(t ligne k)|
1 2008 150 120 30

2 2001 200 220 20

3 2009 250 240 10

4 2009 100 105 5

5 2005 50 50 0

Nous supposons en outre dans cet exemple que :

MVji(t, apres réalloc) = 310
MV} (t) = 680

Nous devons donc vendre un montant de MVji(t, avendre) = 370 = 680 — 310 en valeur de marché.

La valeur de marché de la premiére ligne est de 120<370 : cette ligne est entiérement vendue.

A ce stade, la valeur de marché a vendre résiduelle est de 250=370-120

La valeur de marché de la deuxiéme ligne est de 220<250 : cette ligne est également entiérement
vendue.

A ce stade, la valeur de marché a vendre résiduelle est de 30=250-220

La valeur de marché de la troisieme ligne est de 240>30 : cette ligne est donc partiellement vendue au
. . . . 30
prorata du besoin. On vend 30 en valeur de marché, ce qui représente un pourcentage y = —

240
12.5%
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La valeur comptable de I'actif risqué j apres cette étape vaut donc:
BI/ji(t, apres réalloc) = BVji(t, gardé) + (1 —y) * Bl/ji(t, partiellemnt vendu)

=100+ 50 + 250 * (1 — 0.125) = 368.75

2.3.2 Rééquilibrage des obligations :

2.3.2.1 Rééquilibrage des obligations d’Entreprise :

Les obligations d’Entreprise se distinguent par une note x (voir 1.1c.)), une classe de maturité M, une
valeur de marché et comptable. Pour chaque note x, et chaque classe de maturité M, il existe une
quantité cible d’obligation d’Entreprise a détenir en portefeuille. Cette quantité cible

i
credi

MV}, ,4:: (t, aprés réalloc)) et d'un nombre ncpeqir (X, M).

+(t,x, M, apres réalloc) se définit grace a la quantité cible globale des obligations d’Entreprise

La quantité cible d’obligations d’Entreprise de note x et de classe de maturité M vaut alors :

MV¢,oqie () * Tereait
Zx,M Neredit (x; M)

MV}, .4i(t, aprés réalloc)

Zx,M ncredit(x' M)

MVE 2ic(t, x, M, aprés réalloc) = Nepeqir (X, M) * = Ngpegic (X, M) *

Nereqic (X, M) représente le « nombre d’unités » des obligations d’Entreprise de note x et de classe de
maturité. Cette valeur est donnée en input dans le modele pour chaque x et chaque M . Chaque unité
est matérialisée par une valeur de marché dite unitaire MV, (t,unit) définie par la formule
suivante :

MVciredit (t' X, M)

MVE . (t unit) =
credit Zx,M Neredit (x' M)

Cette valeur de marché unitaire est commune a toutes les unités quelque soient leur note et classe de
maturité.

M Nereait (X, M) désigne le nombre total d’unités de crédit cible du segment financier.

Soit MV}, 4:¢(t, x, M) la quantité d’obligations d’Entreprise de note x et de classe de maturité M, apres

I'étape d’évolution des investissements. Plusieurs cas peuvent se produire :

CAS 1:
MVCiredit(t, x,M) <M Ciredl-t(t, x, M, apres réalloc)

C'est-a-dire que pour la quantité d’obligations d’Entreprise de note x et de classe de maturité M est
inférieure a la quantité cible souhaitée. Il faut donc racheter des obligations du méme type c'est-a-dire
de la méme note et de la méme maturité. La quantité achetée est :
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MVCiredit(t, x, M, acheté) = MVCiredit(t, x, M, aprés réalloc) — MVCiredit(t, x, M)

On aura donc atteint en valeur de marché la quantité MV} .. (t,x, M, aprés réalloc) souhaitée pour
les obligations d’Entreprise de note x et de maturité M.

La valeur de marché correspondante vaut :
BV}, oait (t, X, M, aprés réalloc) = BV, 4. (t, x, M) + MV/, ;. (t, x, M, acheté)
Etle nominal :

MV, .4 (t, x, M, aprés réalloc)
MV eq:(t, %, M)

T

FVE a0 (t, x, M, aprés réalloc) = FVE i, (t, x, M) *

CAS 2:
MVE paie (6, %, M) = MV% 450 (t, x, M, aprés réalloc)

La quantité cible des crédits de note x et de classe de maturité M est inférieure a la quantité
disponible. Il convient donc de vendre cette catégorie d’actifs. Notons que la quantité cible ici peut étre
nulle (I'Entreprise ne veut peut étre pas de crédit de note CCC dans son portefeuille obligataire, elle
vendra donc tous les crédits qui sont passés a une note CCC au cours de I'Etape d’évolution des
investissements).

La quantité a vendre vaut :
MV, o0ie (6, X, M, vendu) = MV%, ;. (t, x, M) — MV}, ;. (t, x, M, aprés réalloc)
La valeur de marché correspondante aprés cette étape de rééquilibrage:

MV o qie(t, x, M, apreés réalloc)
MVclredit(t' X, M)

BV! 4t (t, x, M, aprés réalloc) = BV}, ;. (t, x, M)

i
credit
M apreés I'étape d’évolution des investissements au semestre t.

(t,x, M) représente la valeur comptable des obligations d’Entreprise de note x et de maturité

Notons par ailleurs que contrairement au cas précédent, la valeur comptable et la valeur de marché ne
varient plus du méme montant mais plutot de maniere proportionnelle. En effet, lorsqu’on achete un
actif, 1a valeur comptable et de marché de la quantité achetée sont égales, ce qui explique qu’au final la
valeur de marché globale de I'actif augmente du méme montant que la valeur comptable. Cependant,
lorsque nous procédons a la vente d'un actif, cette opération s’effectue souvent au prorata du besoin a
un moment ou les valeurs comptables et de marché ne coincident plus. Nous faisons donc varier la

valeur comptable de maniere proportionnelle a la baisse constatée sur la valeur de marché.
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Enfin, le nominal apres rééquilibrage pour cette catégorie d’obligations d’Entreprise vaut :

MV}, eqic(t, X, M, aprés réalloc)
MV¢,eqic (t, X, M)

T

FVE a6, x, M, aprés réalloc) = FV}., g5 (t, x, M) *

FV! .4 (t, x, M) représente le nominal des obligations d’Entreprise de note x et de maturité M apres
I’étape d’évolution des investissements au semestre t.

2.3.2.2 Rééquilibrage des obligations d’Etat a coupon fixe:

Les obligations d’Etat a coupon fixe subissent un double rééquilibrage : un rééquilibrage en duration et
un rééquilibrage en valeur de marché. En principe, le rééquilibrage en duration devrait aussi
s’appliquer aux obligations d’Entreprise. Néanmoins, le rééquilibrage en duration des obligations a
coupon fixe est fait de maniere a compenser celle des obligations d’Entreprise de maniere a ce qu’au
global du portefeuille, la duration cible soit atteinte.

e Objectif de duration :

Soit d notre duration cible du portefeuille.

Définissons par ailleurs pour le scénario i et la date t les x suivantes :
M., 4 (t) : Le montant de duration des obligations d’Entreprise

d', .4 (t) :laduration des obligations d’Entreprise

Il est a noter que d.,,g;(t) et M,.4;:(t) ne sont des valeurs cibles, elles ont été naturellement
atteintes apres l'étape de rééquilibrage en valeur de marché des obligations d’Entreprise décrit ci-
dessus. Ces deux données ne feront pas I'objet de rééquilibrage.

d;ovies rix(t, apres réalloc) : La duration cible des obligations d’Etat a coupon fixe
M;Wies fix (¢, init réalloc) : Le montant de duration cible initial des obligations d’Etat a coupon fixe
(t,init réalloc) : Le montant de duration réel cible des obligations d’Etat a coupon fixe

i
govies fix

Théoriquement, a la suite du rééquilibrage en duration, nous visons, au global du portefeuille le
montant cible de duration suivant :

Mcioupon rixe(t, init réalloc) = d * (MVCiredit(t, apres réalloc) + MV;ovies rix (t, aprés réalloc)) (formulel)

Voila pourquoi, pour atteindre ce montant global cible de duration, nous allons procéder au
rééquilibrage en duration des obligations d’Etat a coupon fixe. Il nous faut a cet effet calculer leur
montant cible de duration. Nous utilisons pour cela la formule suivante :
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Méaupon rixe(t, init réalloc) = b ooaie@® + Méwies fix(t, init réalloc)
ie Mcioupon fixe (&, init réalloc) = deyeqic (t) * MV}, .qi (t, aprés réalloc) + Méom-es fix (t, init réalloc)

Ainsi, le montant de duration cible des obligations d’Etat se déduit par la formule suivante :
Mgiom-es rix (t, init réalloc) = Mcioupon rixe(t, init réalloc) — dcyeqic (t, apres réalloc) * MV! .. (t, aprés réalloc)
Mcioupon fixe(t, init réalloc) se déduit grace a la formule (1)

Ainsi la formule précédente devient donc :

'+ ovies fix (8 init Téalloc) = (d = dereaie (1)) * MV oqir (¢, apres réalloc) + d « MV} o5 rix (8, apres réalloc)

Nous avons donc a cette étape réussi a calculer le montant initial cible de duration des obligations
d’Etat a coupon fixe. Ce montant est qualifié d’initial car nous avons une contrainte supplémentaire : la
duration cible doit quoiqu'’il arrive appartenir au segment [d,;in; dmax]-

dmin €t dmax désignent respectivement les valeurs minimales et maximales possibles pour les
durations.

Ainsi, la duration cible qui sera atteinte aprés cette étape pour les obligations d’Etat a coupon fixe
sera:

M, ovies rix (8, init réalloc) y M} ovies rix (t, init réalloc) € lduid ]
MV yies fix (t, aprés réalloc) MV yies fix (t, aprés réalloc) e
i - ‘
) o ] Sovies f,-x(t, init réalloc)
Ayovies rix (£, apres réalloc) = Amin  SI v — < dpin
‘govies fix (£, aprés réalloc)
ME . o (t,init réalloc)
dmax si gowes fix > dimax
MV} ... ¢ (t, aprés réalloc)
govies fix\*r
Avec

M, ovies rix (t, init Téalloc)

MV}

govies fix

MViredit(t, apres réalloc)

S =d+(d—dereqit(®) *
(t, apres réalloc) ( credit ) MV yovies fix(t, apreés réalloc)

Au final, notre montant réel cible de duration des obligations a coupons fixes sera:

;wies fix (t, apreés réalloc) = d;om-es fix (&, apres réalloc) MVgim,ieS fix (, aprés réalloc)

e Rappel de I'objectif en valeur de marché :

Comme nous I'avons déja souligné pour un actif j quelconque, la valeur de marché cible des obligations
d’Etatestde:
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MVgim,ies Fix (t,apres réalloc) = Tyepies fix * MVtiot(t)

e Déroulement des rééquilibrages :

Cette étape est effective lorsque sont déterminées les valeurs cibles du montant réel de duration
Méwies frix (&, apres réalloc) et de la valeur de marché MVgio,,ies fix (&, apres réalloc).

ETAPE 1 : Vente des obligations d’Etat a coupon fixe

Nous ordonnons chaque « ligne » (pour la notion de ligne voir 2.1 rééquilibrage des actifs risqués) par
ordre croissant des valeurs absolues de plus ou moins values latentes (contrairement a ce qui était fait
pour les actifs risqués).

Nous calculons le montant de duration de nos obligations d’Etat a coupons fixes avant cette étape. Ce
montant Méovies fix (£) , atteint suite a I'étape d’évolution des investissements, est calculé comme suit :

Méom‘es fix (t) = Z df]ovies fix (t' k) * MVgiovies fix (t' k)

ke{ensemble des lignes d'obligation d'Etat a coupon fixe }

Pour le scénarioietladatet:

;Wies rix (6 k) et MVgim,ies rix (6, k) désignent respectivement la duration et la valeur de marché de
'obligation de la ligne numéro k, apres I'étape d’évolution des investissements.

Ensuite, tant que
éovies Fix ) > Méovies Fix (t, apres réalloc) ou MVg‘wies Fix ) > MVg‘OW-es Fix (t, apres réalloc)

C'est-a-dire lorsque le montant de duration avant cette étape est supérieur au montant de duration
cible ou lorsque la valeur de marché avant cette étape est supérieure a la valeur de marché des cibles,
nous vendons complétement nos obligations, en commengant par celles qui présentent un plus faible
écart entre valeur de marché et valeur comptable.
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L’exemple suivant est beaucoup plus explicite. Nous considérons les données suivantes :

1 2000 10 250 190 -60 1900

2 2001 10 350 400 50 4000

3 2002 15 180 220 40 3300

TOTAL 810 9200

CIBLE 700 8450
Nous avons :

Méovies fix (t) = 9200
M;ovies fix (t,apres réalloc) = 8450
MVgiovies fix(t) =810
M Vgiovies fix (t,apres réalloc) = 700

Nous sommes au dessus de notre cible dans les deux cas (en montant de duration et en valeur de
marché). Nous devons donc procéder a la vente de nos obligations.

Nous commencons par réordonner les obligations par ordre croissant de valeur absolue de plus ou
moins value latente :
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1 2000 10 250 190 -60 1900
2 2002 15 180 220 40 3300
3 2001 10 350 400 50 4000
TOTAL 810 9200
CIBLE 700 6500

Nous vendons donc la premiére ligne d’obligation :

A ce stade, la valeur de marché globale résiduelle vaut 620=810-190. Nous sommes comme nous le
désirions en dessous de la cible en valeur de marché qui est a 700. Par contre, le montant de duration
global résiduel est de 7300=9200-1900, ce montant est toujours au dessus du montant de duration
cible, il nous faut encore vendre des obligations. Nous vendons donc la seconde ligne : cette fois ci le
montant de duration global est de 4000=7300-3300, qui est bien inférieur au montant de duration
cible.

L’étape de la vente est désormais achevée.

Nous procédons donc au rachat d’obligations. Nous allons décrire cette étape en poursuivant sur
I'exemple précédent.

Notons par ailleurs que la valeur globale de marché résiduelle est de 400 (correspond a la derniére
obligation non vendue).

ETAPE 2 : Achat des obligations d’Etat a coupon fixe
La quantité d’obligation a racheter posséde les caractéristiques suivantes :

MVgiovieS fix (£, a acheter) = 300 = 700 — 400 = MV;wies fix (&, apres réalloc) — 400
MV} pies rix(t, 2 acheter) = 2500 = 6500 — 4000 = MV} ;06 7ix (t, aprés réalloc) — 4000

Nous devons donc acheter des obligations pour 300 en valeur de marché et 2500 en montant de
duration. La solution la plus simple serait d’acheter une obligation de valeur de marché 300 et de

duration 2500 8.33.
300

Cependant, cette solution n’est pas appliquée car I'Entreprise préfere investir dans cinq obligations de
durations uniformément réparties autour de la duration moyenne qui vaut dans ce cas 8 (confére

m
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calcul précédent). L’entreprise va alors acheter cinq obligations. Pour tout i € {1;2;3;4;5},
'obligation O; posséde les caractéristiques suivantes :

{sa duration est de 5 + i (de maniére a ce que 8 soit la médiane des durations)
savaleur de marchéestde X+ (i —1) *Y

Ou X et Y sont deux inconnues qui détermineront les caractéristiques (valeur de marché et montant
de duration) des cing obligations que nous allons acheter. Les deux équations qui nous permettront de
trouver les valeurs de X et Y sont les suivantes :

(5

j=1

(5+D)*[X+({—1)*Y]=2500 = MV, rix(t, 2 acheter)

5
X+ (i —1) %Y =300 = MV}y,;s six (t, 3 acheter)
=1

S

2.3.3 Rééquilibrage du cash :
La quantité cible de cash est nulle. L’argent disponible dans le cash est complétement utilisé pour
financer 'achat éventuel des actifs. Au contraire, lorsque le cash est négatif, il est approvisionné avec

les plus values éventuelles réalisées suite a la vente des actifs, de maniére a ce que sa valeur finale soit
nulle.

BV}, (t, aprés réalloc) = MV}, (t, aprés réalloc) = MV (t) * Tegen =0 car Teqsp, = 0

2.4L’impact de l'optimisation sur 'actif:

Cette étape a lieu uniquement en fin d’année, apres I'étape de rééquilibrage(ou réallocation). En
conséquence, t est ici forcément pair. Cette étape n'impacte que certains éléments de I’actif : le cash, les
actifs risqués et les obligations a coupons variables.

2.4.1 Sur les actifs risqués et les obligations a coupons variables:
L’optimisation impacte la valeur des actifs risqués de par les plus ou moins values latentes qui sont

réalisées a cette étape dans I'optique de I'optimisation des produits financiers.

La valeur de marché n’est pas impactée. Seule la valeur comptable est impactée pour chaque actif
concerné :

BVa"m”(t, apres optim) = BV,;Ctif}-(t, aprés réalloc) * (1 — tymu' () + MV;m-fj(t, apreés réalloc) * tymy' (1)

ou tpm,,li(t) désigne le taux de plus ou moins values latentes réalisées aprés I'étape d’optimisation
des produits financiers. Cette étape sera décrite de maniere plus explicite dans la partie IV.
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2.4.2 Sur le cash :
Le cash est impacté afin d’effectuer le prélévement de la marge sur encours et donc d’effectuer un
ajustement final.

MV}, (t, apres optim) = MV/, ., (t, aprés réalloc) + Flyg, (t)

F!,n(t) représente le flux final de cash

D’autre part, MV., ., (t,aprés réalloc) = 0 puisque la quantité cible de cash (la quantité de
cash apres I'étape d’évolution des investissements) est nulle. Ce qui conduit donc a I'égalité
suivante :

MV(;ctifs risqués (t, apreés optim) = Feaqn (1)

Par ailleurs, la valeur de marché et la valeur comptable du cash sont toujours égales:

MV}, (t, aprés optim) = BV/, ., (t, aprés optim)
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Chapitre 3 : HYPOTHESES ET VARIATION DU PASSIF

Le passif est relatif a I'engagement de I'assureur définit par les différents « model points » ou produits
souscrits par les clients et qui sont organisés en cantons. Chaque produit posséde ses caractéristiques
(provision mathématique, taux de rachat,...). Dans toute cette partie, t désigne un semestre qui tombe
en fin d’année, i désigne le scénario économique considéré lors de la projection et j représente le
produit.

2.1Les colits sur le passif :

2.1.1Les cofits relatifs a la prime commerciale :
Ce sont les chargements d’acquisition et les commissions des apporteurs d’affaire(les commerciaux).

: : ot . :
La prime commerciale de I'année 5 se décompose comme suit :

PC[t —1;t] = PPI[t — 1;t] + COM/[t — 1;t] + CAI[t — 1;t] + TAX/[t — 1;t]

COM/[t —1;t] = tgomm [t — 1;t] * PC[t — 1; t] estla commission versée au commercial
CA[t—1;t] = tgharg.acquis[t — 1;t] * PC[t — 1; t] est le chargement d’acquisition prélevé par
I'assureur

TAX![t — 1;t] = tegee * PC[t — 1;t] estle montant de la taxe versée a I'Etat

PPI[t —1;t] = PC[t — 1;t] — COM/[t — 1;t] — CA/[t — 1;t] — TAX/[t — 1; t] est la prime pure

Les taux de chargement d’acquisition et de commission sont donnés en input dans le modéle pour

o ot
chaque produit j et chaque année >

2.1.2Les coiits liés a I’encours :

2.1.2.1 Le colit des commissions commerciales sur I’encours :
Ce colit est défini en pourcentage de 'assiette (encore appelée encours), le pourcentage est fixe dans le
temps et I'assiette est la moyenne entre la provision mathématique, en début et en fin d’année, sans

considérer les taux éventuels versés en fin d’année. Nous le noterons ASSIETTE!(t) pour I'année %, et

le scénario i.

PMi(t, aprés evt clients)
TMG(A)‘[t_l;t]

2

PMi(t —1) +

ASSIETTE'(t) =
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Avec PMi(t —1) = ZjECANTONPMi'j(t -1
PMi(t—1) = 2.j € CANTON PMY (t — 1, aprés evt clients)

2.1.2.2Les colits unitaires :
Ce sont les cofits de gestion de I’épargne et ceux des autres chargements techniques par contrat. Ce

dernier colit est considéré pour certains contrats et est susceptible de varier dans le temps. Ces cofits
dépendent par ailleurs de la proportion de provision mathématique sur le support EURO.

2.2Evolution du passif :

Le passif est constitué de la provision mathématique et de la réserve de capitalisation. A la date 0, les
primes des assurés coincident avec leur provision mathématique. La réserve de capitalisation initiale
quant a elle est nulle a cette date. Ces deux éléments du passif vont subir des variations au cours de la
projection. Les principales étapes de la projection qui les impactent sont les évenements client et

I'optimisation de fin d’année (pour la provision mathématique) et I'étape de réallocation (pour la
réserve de capitalisation).

2.2.1La provision mathématique :

2.2.1.1Larevalorisation par le TMG(A) :
En milieu et en fin d’année, la provision mathématique est augmentée du taux minimal garanti.

. i .. . , t , iz . .
Soit TMG(A)* le taux minimum garanti 'année > etpour le scénario économique i.

[t-15¢]

En fait ce taux ne dépend du scénario i et du temps que dans le cas d'un TMGA, comme nous le verrons
dans la suite. Dans le cas d'un TMG le taux est constant sur toute la durée de projection et quelque soit
le scénario économique considéré.

Ce taux sera appliqué a la provision mathématique les semestres —1 ett

, , t
(ce sont les deux semestres de I'année E)

Soit PM%“(t — 1) le montant de la provision mathématique en milieu d’année et au tout début de cette
étape, pour le scénario économique i et le produit j.

Alors :

y y , 1
PMU(t — 1, aprés TMGA) = PM™ (t — 1) * (1 + TMG(A)‘[t_m]) 2

Juste apres cette revalorisation, la provision mathématique est impactée par les événements clients
(étape définie ci-dessous). Ensuite, nous avons une deuxiéme session de revalorisation de la provision
mathématique par le TMG(A) en fin d’année (semestre ):
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. . . Y
PMY (t,apres TMGA) = PM"J (t — 1, apreés evt clients) * (1 + TMG (A)‘[t_l,t]> 2

PMY (t — 1,aprés evt clients) est le montant de la provision mathématique aprés survenance des
événements clients (décris ci-dessous).

2.2.1.2Les événements client :

2.2.1.2.1Rachat et déces :
Soient X% ([t — 1;t])et d/ ([t — 1;t]) les taux de rachat et de décés considérés pour 'année % et pour

le produit j. Il faut noter que le taux de rachat dépend en plus du scénario économique i, comme nous
le verrons par la suite. Les taux sont appliqués a la provision mathématique en milieu d’année (ici
semestre t —1). Ces évenements se produisent évidemment tout au long de I'année mais nous
supposons dans le modele qu’ils ne surviennent qu’une seule fois.

Nous avons :

PMU(t — 1, apres evt clients) = PM/(t — 1, aprés TMGA) * (1 —XW(t-1;¢t]) —di([t-1; t]))

Détails sur la loi de rachat
Le taux de déces est donné en input dans le modéle pour chaque date t et produit j. Le taux de rachat
par contre fait 'objet d’un calcul bien précis, a I'intérieur du modele.

Tout d’abord, il est important de souligner que le taux de rachat dont il est fait mention ci-dessus se

décompose en un taux de rachat structurel ij([t —1;t]) etun taux de rachat variable Xf,‘j([t —
1;t]) . Le rachat structurel se décompose lui-méme en un rachat total et un rachat partiel, définis

respectivement par ij (total, [t — 1;t]) et partiel ij (partiel, [t — 1; t]).

Plus précisément :

X ([t - 1)) = X, ([e = 1e]) « (1 + X7 (e - 1;0])

Xg([t -1t = ij(total, [t—1;eD) + ij(partiel, [t—1;¢])

Les rachats totaux et partiels sont, eux aussi, donnés en input pour chaque produit et chaque date.

Le rachat variable reflete la satisfaction du client par rapport aux taux qui lui sont servis. Les taux
servis dépendent du scénario économique, voila pourquoi le taux de rachat variable dépend non
seulement du produit j mais aussi du scénario économique i considéré lors de la projection.
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A l'intérieur du modele, l'utilisateur, au moment de lancer ses simulations, a le choix entre deux
méthodes de calcul pour ce taux : La méthode ACAM et une autre méthode basée sur une théorie de la
satisfaction, propre a 'Entreprise (et donc a son portefeuille) et dont il ne sera pas fait mention dans le
présent document.

Laloi ACAM pour le rachat variable:
Dans cette partie, nous nous employons a décrire la loi de rachat de la méthode ACAM, encore appelée

loi des ONC. Cette méthode compare le taux 10 ans au taux de participation aux bénéfices servit
I'année précédente pour définir un taux de rachat variable. Nous supposons donc ici que l'assuré
utilise le taux 10 ans comme référence pour sa prise de décision : on peut parler la d’arbitrage entre le
placement de I'épargne au taux 10 ans et dans un produit d’assurance vie. La représentation
graphique de ce taux prend forme en une fonction en escalier définie de la maniére suivante :

Tout d’abord, nous considérons des rachats variables maximal et minimal x,,,, et X;;;, (donnés en
input). Ensuite nous avons :

( Xmax Six(t) <a
xmax*xfxt)%ﬁﬁsiagx(t) <p
Xi([t-1;t]) =4 0si B<x(t) <y
x®O -y
Xmin ¥ —5 2~ SLY <x()<$6

Xmin SLx(t) > 6

Avec x(t) = typ (t;,ﬁ(t - 1)) — TME

tob (tzi, ﬁ(t - 1)) est le taux de participation aux bénéfices servit le semestre précédent et TME est le
taux moyen des emprunts d’Etat, représentatif du taux 10 ans.

a,f,y,8 sontdes constantes définies en input dans le modele.

Ce rachat variable est un pourcentage des rachats structurels. Le rachat variable peut étre négatif :
cette situation traduit une surperformance remarquable des taux servis par rapport au taux

benchmark des clients (typiquement lorsque t,, (t;;fi(t - 1)) > TME + 9)

Le taux de rachat global dans ce cas la est finalement plus faible que le taux de rachat structurel.
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2.2.1.2.2Les primes :
Les primes sont annuelles et sont versées sur la provision mathématique en milieu d’année. Nous

supposons par ailleurs qu’elles sont versées avant survenance du déces ou rachat éventuel, mais se
rajoutent a la provision mathématique aprés mort et déces. D’autre part, les primes subissent une
variation tous les ans. Le taux d’évolution T,,;[t — 1; t] de I'année % de la prime est donné en input
dans le modéle sur toute la durée de projection. Nous avons également pour la méme année un taux de

J

Charg_acquis[t— 1;t] pour chaque produit j, en input. Ces chargements,

chargement d’acquisition ¢t

prélevés sur la prime commerciale, sont des gains pour I'assureur.

Soient PC[t — 1; t] le montant de la prime client (ou prime commerciale) versée par le client I'année %

et N[t — 1;t] le nombre de clients de la méme année.

Au tout début de la projection, nous avons N(0) clients qui versent chacun une certaine prime € (0) .

Alors :

t
2
Pele—16] = | [+ Tovoul2k = 126D + PC(O)
k=1

t

N[t —1;t] = N(0) *
k=

(1 — d/[2k — 1; 2k] — X/ (total, [2k — 1;2k]) — X][2k — 1; 2k] = X/ [2k — 1; 2k])

1

Rappelons que pour I'année k :
d’ ([2k — 1; 2k]) est le taux de déces
ij (total,[2k — 1; 2k]) est le taux de rachat structurel total

ij [2k — 1; 2k] = Xf;’j[Zk — 1; 2k] est le taux de rachat variable

La provision mathématique du semestre ¢t — 1 apres cette étape vaut:

PMU(t — 1, aprés primes) = PM% (t — 1, aprés evt clients) + PC[t — 1;t] * N[t — 3;t — 2] = (1 - tiha,g.acquis [t—1;t] )
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2.2.1.3L"étape d’optimisation:

A la fin de I'étape d’optimisation, la provision mathématique est augmentée des participations aux

bénéfices t,), (t;ﬁ(t)) dont le détail de calcul sera exposé dans la partie IV :

PMi(t, aprés réalloc) = PMi(t, apreés evt clients) + tob (t;;fi(t)) * ASSIETTE'(t)

2.2.2La réserve de capitalisation :

La réserve de capitalisation est alimentée par les plus ou moins values réalisées sur les obligations a
coupons fixes au cours de I'étape de réallocation par les opérations de vente. Ces réserves doivent
rester positives. Si ce n’est pas le cas les produits financiers sont impactés.
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Chapitre 4 : RECAPITULATIF DES DIFFERENTES ETAPES DE LA PROJECTION

Dans cette partie nous présentons de maniére chronologique les différents événements qui impactent
'actif et le passif dans notre projection. La plupart de ces étapes seront présentées de maniere assez
rapide puisqu’elles ont été développées dans les parties II et IIl, au niveau de la description de
I'évolution du passif et de I'actif. Nous insisterons donc surtout sur I’étape d’optimisation qui a lieu en
fin d’année et qui incarne véritablement le pilotage actif/passif.

Tout d’abord, nous choisissons une date 0, comme origine des temps. Les primes des assurés sont
investies dans les actifs dont nous avons fait mention dans la partie II. Nous choisissons une quantité
cible d’allocation de nos actifs puis nous procédons a la projection de I'actif et du passif. Les différentes
étapes de cette projection sont, dans I'ordre :

4.11’évolution des investissements:

Elle correspond a I'écoulement d’'un semestre. Les actifs vont étre impactés de par leur valeur de
marché et valeur comptable. Le passif va évoluer en termes de provision mathématique et de réserve
de capitalisation. Tous ces éléments ont été détaillés dans les parties II et I11.

4.2Les évenements clients:
La PM est impactée suivant les déces, rachats et primes périodiques qui surviennent toutes les fins de
semestres directement apres I'étape d’évolution des investissements.

4.3La réallocation:
Cette étape a lieu en fin de semestre. Les quantités des différents actifs sont réallouées de maniére a
atteindre les quantités cibles. Il y a également un réajustement des obligations a coupon fixe pour

atteindre la duration cible.

4.4L’optimisation:
Cette étape ne survient qu'un semestre sur deux, en fin d’année. Elle se subdivise en trois étapes
essentielles : I'optimisation du taux de produits financiers et celle du RAN.

4.4.1 optimisation du taux de produits financiers:
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Nous nous placons a une fin d’année notée t. t désigne le numéro de semestre qui est donc pair dans
ce cas de figure. Nous considérons en outre un taux de produits financiers tli,ﬁ(compt, t) dit
comptable. Pour une année donnée, ce taux de produits financiers est relatif d’'une part aux plus ou
moins values réalisées sur les actifs (a 'exception des obligations a coupons fixes) apres les étapes de
réallocation et d’autre part aux revenus R!(t) générés par les actifs (détachement de coupon,
dividende des actifs risqués, remboursement du nominal des obligations arrivant a échéance et
variation de la valeur comptable totale) suite aux étapes d’évolution des investissements.

Nous avons les formules suivantes :

Ri(t) + Ri(t — 1) + PMVLI(t) + PMVLi(t — 1) — Chorip
ASSIETTE!(t)

t;',ﬁ (compt,t) =

e Ri(k) représente les revenus générés par les actifs le semestre k.

Ri(k) = Ct(k) + Di(k) + Ni(k) + ABVi(k)
Avec ABVi(k) = Y efensemble des actifS}BVj-(k) — BV}(k — 1,apreés réalloc ou optim)

Rappels:
Ci(k) correspond aux coupons qui arrivent & maturité le semestre k

Di(k)sont les dividendes versées le semestre k par les actifs risqués

Di(k) = > MVt — 1) « £, (k)

j €E{ensemble des actif's risqués}

ou MVji(k — 1) est la valeur de marché de I'actif j apres I'étape d’évolution des investissements du

semestre k-1.
N(k) représente le remboursement du nominal de I'ensemble des obligations qui arrivent a maturité.

BV]-i (k) estla valeur comptable de I'actif j apres I'étape d’évolution des investissements du semestre k.

e PMVR!(k,aprés réalloc) représente les plus ou moins values réalisées sur la
vente des actifs (a I'exception des obligations a coupons fixe) apres le rééquilibrage
des investissements du semestre j

PMVR!(k, apreés réalloc) = PMVLi(k, aprés réalloc) — PMVL:(k)
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PMVLi (k) est le montant de plus ou moins values latentes disponible aprés I'étape
d’évolution des investissements le semestre k.

e  Cgeriv ©stle prix a payer pour la couverture par les put (voir 1.3 de la partie II)

e PASSIF(t) est le montant du passif utilisé pour le calcul des taux de produits
financiers.

PASSIFi(t) = ASSIETTE'(t) + Réserve de capi'(t)

La réserve de capitalisation est une somme d’argent qui est approvisionnée par les
plus ou moins values latentes réalisées sur les obligations a coupon fixe. L’assiette
quant a elle est constituée de la moyenne des Provisions mathématiques sur les
deux semestres, sans tenir compte d’une revalorisation éventuelle par le TMG(A)
en milieu d’année. Contrairement a la réserve de capitalisation, cette valeur ne
dépend pas du cours des actifs et donc ne dépend pas du scénario économique
considéré.

D’autre part, 'étape d’optimisation se décompose elle-méme en deux principales parties: la
minimisation de la satisfaction du client et I'optimisation de la marge. Généralement, ces deux étapes
ne sont pas toutes les deux effectives la méme année.

4.4.1.1 La minimisation de la satisfaction du client:

Nous partons du taux de produits financiers comptable t;',ﬁ (compt,t) décrit ci-dessus. Nous évaluons

par la suite PB(t,ouuw(t)) et PB (tpb (t;,fi(compt, t))), montants respectifs de participation aux

bénéfices calculés d’'une part avec le taux voulu et d’autre part avec le taux de participation aux
bénéfices découlant du taux de produits financiers comptable. En d’autres termes, pour un semestre
pair t (fin d’'année) donné, nous désignons par t,,(x(t)) le taux de participation aux bénéfices calculé

avec un taux de produits financiers x(t) et par PB(z(t)) le montant de participation aux bénéfices
pour un taux de participation aux bénéfices z(t) quelconque.

Les formules sont les suivantes :

PB(tyoun(t)) = ASSIETTE'(t) * tyoun(t)
PB (tpb (t;,ﬂ(compt, t))) = ASSIETTE(t) * t;,b (compt, t)

Avec tp), (tzi,ﬁ(compt, 1:)) = max {TMG(A)i[t_l;t] s tx_redist = t;;fi(compt, t) —FG }
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tx_redist est la part de produits financiers redistribuée au client et FG sont les frais retenus par
I'assureur.

Cette étape n’est effective que lorsque PB(t,,oulu(t)) est inférieur a PB (tpb (tf,ﬁ(compt, t))). Dans

ce cas le montant final de participation aux bénéfices a cette étape sera PB(t,,oulu(t)). L’objectif ici

étant évidemment de chercher a ne pas sur satisfaire le client: voila pourquoi nous parlons de
minimisation de la satisfaction du client.

Description du processus de calcul :
Lorsque cette étape est effective, il faut réaliser des moins values afin de réduire le taux de produits

financier comptable a une valeur tl‘;fi(minim, t) qui fera coincider le taux voulu et le taux de

participation aux bénéfices calculé avec cette valeur. L’équation a résoudre est la suivante :

tob (x(t)) = tyoun(t) ou x(t)est I'inconnue
Soit

max {TMG(A)i[t—l;t] s treaist * X(t) — FG } = tyoutu(t)
Soit encore :

TMG(A)! treqist * X(t) + FG| + TMG(A)!

2

] + tredist * x(t) —FG

[e-1;¢] [t-1;t

= tyoutu(t)
Cette équation ne peut pas se résoudre par voie analytique pure. Nous pouvons, pour la résoudre

utiliser une méthode indirecte, donc par itérative. Une méthode que nous pouvons aisément mettre en
ceuvre est la méthode de NEWTON RAPHSON. Nous partons naturellement d’une valeur initiale

xo(t) = t;;fi(compt, t)

Puis nous déroulons I'algorithme de NEWTON qui est décrit ci apreés :
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Rappels sur la méthode de NEWTON RAPHSON :

La méthode de Newton est une méthode itérative de résolution d’équation. Cette méthode est dite
itérative car, a défaut de calculer une valeur exacte de la solution d'une équation, en calcule une valeur
approchée en procédant a des itérations.

Concretement, nous partons d'une équation du style f(x) = 0

Nous considérons une valeur x, initiale. Ensuite, nous définissons la suite (x,),cy de la maniére
suivante :

X, estle point d’intersection de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse x,,_; .
Ceci donne alors I'’équation de récurrence suivante :
[ Cen—1) * (Xn — Xn-1) + f(xp-1) =0
Et donc

_ f(xn-1)
*n-1 f'(xn-1) (1)

Xn =

Lorsque cette suite converge sa limite [ vérifie f (1) = 0, a condition que la fonction f soit continue.

En effet, si fest continue et que (x,),eny converge, en passant a la limite dans 1'équation (1), nous

obtenons:
__I0
= 0 +1
i.e
ro _
ZOR
et donc
fO=0

Ainsi, la limite lorsqu’elle existe de la suite définie par (1), est solution du probléme (*) des que la
fonction f est continue.

Le seul probléme est lié au calcul de la valeur de f'(x,_1) ; généralement la dérivée de la fonction f'
n’est pas explicitement calculable. Il faut alors a ce moment la chercher a I'estimer.

On choisit une valeur tres petite & et on estime la dérivée en x,_; par un développement limité
d’ordre 1:

R (SRl (Rl
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Il faut noter qu’a ce niveau nous estimons la dérivée a gauche car dans notre cas (voir plus bas point
sur I'analogie a notre cas) la solution x est inférieure a x,,.

Et ainsi I'équation (1) devient:

B A VLS
nt f(xn—l) - f(xn—l - 5)

Ainsi le niéme itéré peut étre calculé. D’autre part, le critére d’arrét des itérations peut étre soit un
nombre maximal d’itérations (on arréte apres 1 itération par exemple), soit a une distance minimale
entre les deux derniéres itérations (on peut aussi choisir d’arréter les itérations lorsque par exemple

Xn =

|x, — x,_1| < 1077). Le choix du critére puis du nombre d’itérations ou de la distance minimale entre
deux itérés dépendent de la nature de la fonction puisque le poids en terme de temps de calcul est
déterminé par la vitesse de convergence que nous pouvons mesuré a chaque étape en termes de
distance entre deux itérés consécutifs:

f(xp-1) %8

_ f(xn-1) ‘
f(xn—l) - f(xn—l - 8)

Xn = Xn-1| = f'(xn-1)
n—

~
=

ANALOGIE A NOTRE CAS :
Ici, nous avons

f(x(t)) = max {TMG(A)i[t_l;t] s bredist * x(t) - FG } — tyoulu (t)
Ou encore

[TMG(4)!(,_y0) = treaise * X(£) + FG| + TMG(A) ..y + trease * x(8) = FG
f(x(t)) = > — tyour (£)

Nous initialisons la suite a
Xo(t) = tzi,ﬂ(compt, t)

Il ne reste plus qu’a choisir un critere d’arrét des itérations (nombre d’itérations ou distance minimale
entre deux itérés consécutifs) puis nous appliquons donc l'algorithme qui consiste a calculer I'itéré
numéro n avec la formule :

f(xn-1(8)) * 8
f(n-1(®) = f -1 (1) = 8)

xn(t) = xn—l(t) -

Il faut également décider de la valeur de 6.
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Pour rappel cette étape n’est effective que lorsque t, (tfgfl-(compt, t)) = tpp (%0 (1)) > tyour (1),

C'est-a-dire que dans ce cas, puisque x > t,;(x) est croissante (voir la définition de la fonction t,,,, au
début de la section 4.1.1), la solution x(t) de I'équation

f(x(t)) = tpb(x(t)) — tyouwu(t) = 0 est nécessairement plus petite que x,(t), ce qui justifie dans
notre cas l'usage de 'approximation de la dérivée a gauche de f dans la partie rappels de la méthode
de NEWTON.

Nous avons in fine un nouveau taux tri,fi(minim, t) de produits financiers grace a l'algorithme de
NEWTON. Pour réaliser ce taux de produits financiers, il faudra par la suite réaliser les moins values
nécessaires (dans la limite du possible). Le taux de produits financier effectivement réalisé a cette
étape vaut :

tzf,ﬁ(t, apreés min. satis. client) = max{t;,ﬂ min(®); t;, si(minim, )}

tzf,ﬁ min(t) est le taux minimal de produits financiers réalisable, il est donc impossible d’avoir un taux

de produits financiers en dega de cette valeur (le calcul de ce taux sera détaillé dans la suite).

Lorsque cette étape n’est pas effective, nous avons tout simplement t;',ﬂ(minim, t) = tzi, si(compt, t).

4.4.1.2L’optimisation de la marge pour les produits financiers:
Nous optimisons le taux de produits financier de maniére a ce que la marge a la fin de cette étape soit
au moins égale a la marge cible Ma(t.;p;.) de 'entreprise. Lorsque la marge initiale calculée avec le

taux de produits financiers Ma (tpb (t;',fi(minim, t))) est au dessus de la valeur cible, nous ne

chercherons pas a modifier le taux de produits financiers tzi,ﬁ(minim, t) de l'étape précédente et

I'optimisation de la marge n’est pas effective.
Nous avons les formules suivantes :
Ma (tpb (tzi,fi(minim, t))) = tz",ﬁ (minim, t) x+ ASSIETTE(t) — ty), (tzi,ﬁ(minim, t)) ¢ ASSIETTEi(t)
— ASSIETTE!(t) *(t;;ﬂ(minim, £) — tp (t;',fi(minim, t)))
= min {tf,ﬁ(minim, t) — TMG(A)i[t_lzt] ; t;;fi(minim, t) * (1 — tregise) + FG} * ASSIETTEi(t)

Nous avons aussi :

Ma(tcible) = ASSIETTEi(t) * Teible
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Ici aussi, nous avons recours a I'algorithme de NEWTON lorsque

Ma(t;ipe) > Ma (tpb (tzi,ﬁ(minim, t)))
Nous résolvons dans ce cas I’équation d’'inconnue x(t): Ma (tpb (x(t))) = Ma(t.ipe)

Soit min {x(£) = TMG(AY (,_,¢1%(6) * (1 = treqise) + FG} = teipre = 0
L’objectif est de trouver un taux de produits financiers qui permette d’atteindre notre marge cible.

La fonction considérée est cette fois ci:
F(x(®) = min{x(€) = TMG(AY|,_ 0y x(E) * (1 = treasst) + FG} = teipie

Nous initialisons ensuite notre suite d’itérés a
xo(t) = tl‘;fi(minim, t)

Et les termes suivants sont calculés par la formule :

f(xn—l(t)) * 8
fxn—_1(8) +8) — f(xn—l(t))

xn(t) = xn—l(t) -

Contrairement a I'étape précédente, nous utilisons I'estimation de la dérivée a droite car la solution
x(t) de  léquation  f(x(t))=0  est supérieure A la  valeur initiale:

xo(t) = t;', i (t, apres mini. satis. client).

Ala fin de 'algorithme, nous avons donc un taux de produits financiers t;',fl-(maxim, t). Il faut, lorsque

cette étape est active, réaliser des plus values (toujours dans la limite du possible) pour atteindre le
taux de produits financiers optimal dont I'’expression est la suivante :

tyri(t, opt) = min{ tpfi max () ; typi(maxim, t)}
t;',fl- max (t) estle taux maximal de produits financiers réalisable, son calcul sera détaillé dans la suite.

Le taux optimal apres cette étape est t,r;(aprés marge,t) que nous noterons par la suite t,;(t)

pour simplifier. Ce dernier taux est celui qui sera pris en compte pour I'étape suivante : 'optimisation
du RAN.

4.4.1.3Point sur la réalisation de plus ou moins values pour l'optimisation du taux de produits financier :

Nous calculons tout d’abord un montant de plus ou moins value a réaliser. Ce montant PMVR/ est
calculé comme suit, aprés les deux étapes précédentes (dont l'une seule est effective a la fois d’'une
maniere générale).

PMVRi(t) = ASSIETTEi(t) (t;',ﬁ(t) — t} ¢ (compt, t))
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Soient Rl g, (t) et RL .. (t) les montants respectifs de plus value latente et de moins values latentes
disponibles auprés des actifs (a l'exception des obligations a coupons fixes) apres l'étape de
réallocation. Ces grandeurs permettent de calculer le taux de produits financiers maximal et minimal
réalisables, dont il est fait mention dans les parties 4.1.1 et 4.1.2. En effet, nous avons :

{ti . t) = ¢  (com tt)+M
! pfimax pri \COMPE )T SSIETTE (¢)
. X Rrinin(t)
| thrimn® = chyeCcompr.) + oo

Si PMVR!(t) > 0 alors on réalise des plus values latentes. Nous calculons un taux de plus values
PMVR(t)
Rinax(t)
Nous réalisons des plus values sur tous les actifs (a 'exception des actifs a taux fixes évidemment)
car le montant de plus values latentes disponible est calculé en supposant que tous ces actifs
peuvent étre mis a contribution, méme si 'une ou I'autre de ces classes d’actif est en moins value

voir le détail du calcul de (R;'nax (t)) :

latente t,i,vr (t) = min{ ; 1} a réaliser, dans la limite des plus values latentes disponibles.

La valeur de marché de ces actifs aprés cette opération n’est pas impactée. Seule la valeur
comptable est impactée.

De méme, si PMVR!(t) <0 alors nous réalisons des moins values latentes. Contrairement a la

démarche précédente, nous ne réalisons de moins values que sur les actifs qui sont en moins

values. Ceci est lié¢ a la méthode de calcul des moins values disponibles R.,;,(t)(voir calcul du

i . L1 i . (PmVR!

Rpin (t) un peu plus bas). Le taux de moins values réalisées est t,,,-(t) = min {R‘—(S) ;1 }
min

toujours dans la limite des moins values disponibles.

4.4.1.3.1Expression des valeurs de marché et valeur comptables des actifs apres cette étape :
La valeur de marché n’évolue pas a ce stade : MVi]- (k, apres optim) = MVij (k, apres réalloc)

Nous explicitons par la suite la formule de la valeur de marché.

Cas de la réalisation de plus value (cas ou I'étape de la minimisation de la satisfaction du client est
effective):
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Pour chaque actif j concerné par cette étape (I'’ensemble des actifs risqués et les obligations a coupons
variables, méme si une de ces classes est en moins value) :

PMVLij (k, apres optim) = PMVLij (k, apres réalloc) — PVRij 9
= PMVLij (k, apreés réalloc) — t;;,,r(t) * PMVLij (k, apres réalloc)
= (1 — t,i,vr (t)) * PMVLij (k, apres réalloc)
= (1 — t;;vr(t)) * MVij(k, apres réalloc) — (1 — tz",w(t)) * BVij (k, apres réalloc)

Et donc

PMVL;(k, aprés optim) = (1 - t{,w(t)) * MV';(k, apreés réalloc) — (1 - tz’;,,r(t)) * BV (k, apres réalloc)

Or PMVLY(k,apres optim) = MV';(k, apres optim) — BV';(k, aprés optim)
Nous avons donc:
MV;(k, aprés optim) — BV;(k, apres optim) = (1 — thyr (t)) * MV';(k, apreés réalloc) — (1 — Chor (t)) * BVY; (k, aprés réalloc)
D’autre part, puisque MV';(k, apreés optim) = MV';(k, apres réalloc)
Alors :
—BV';(k, apres optim) = —tb,, (t) * MV';(k, apres réalloc) — (1 — thor (t)) * BVY;(k, apres réalloc)
Et enfin :
BV';(k, apres optim) = th,.(t) » MVY;(k, aprés réalloc) + (1 — thor (t)) * BVY;(k, apres réalloc)

Nous retombons ainsi sur la formule énoncée dans la partie 2.3.1

Cas de la réalisation de moins value (cas ou 'optimisation de la marge est effective):
Par analogie, nous aurons la formule suivante

BV';(k, aprés optim) = tg,,, () * MV;(k, apres réalloc) + (1 - t,im,r(t)) * BV';(k, apres réalloc)

Cette formule est cependant uniquement valable pour les actifs j qui, parmi les actifs risqués et les
obligations a coupons variables, sont en moins value.

Pour les actifs j en plus value, la valeur comptable n’est pas impactée :

BV';(k, aprés optim) = BV';(k, aprés réalloc)
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4.41.3.2 Ri g (t) et RL ;. (b):

Il est possible de réaliser des plus values tant qu’on est en plus value au global en considérant tous les
actifs risqués et obligations a coupons variables. Voila pourquoi, pour réaliser nos plus values, nous
utiliserons méme des actifs qui seront éventuellement en moins values, I'essentiel étant d’étre en plus
value au global.

Riax(t) = Z MV;(¢, apres réalloc) — BV (t, apres réalloc)

j € {actifs risqués;obligations a coupons variables}

Par contre, le montant de moins values réalisables est calculé en estimant qu'il n’est possible de
réaliser des moins values que les actifs qui présentent une moins value, méme si au global de tous les
actifs on est en moins value. La formule est la suivante :

RL. (D) = Z (MVi]-(t, apreés réalloc) — BV (t, apres réalloc))_

j € {actifs risqués;obligations a coupons variables}

4.4.21optimisation du RAN :

4.4.2.1L’optimisation du RAN affecté ou provision pour participation aux bénéfices (PPB):
Nous tentons de détailler dans cette partie le principe de fonctionnement de cette provision. Il est
cependant a noter que cette étape n’est pas active dans le modele, nous ne provisionnons pas de

réserve pour participation aux bénéfices.

La provision pour participation aux bénéfices permet a I'assureur de « lisser » les taux servis a ses
clients. En effet, I'assureur est tenu par la loi de reverser une partie minimale de son résultat financier
a ses clients (voir section 4.3). Cependant, la loi prévoit que I'assureur dispose de huit années pour
distribuer ces droits aux clients. Ainsi, nous pouvons nous constituer une réserve au passif avec une
partie de cet argent dii aux assurés, argent dont nous arbitrerons la restitution sur les huit années afin
d’harmoniser en quelque sorte nos taux servis d'une année sur l'autre (entre une année fructueuse et
une année moins favorable par exemple): cette réserve d’argent est appelée provision pour
participation aux bénéfices.
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Cette étape vise donc a piloter la restitution de ces droits d’une part en fonction de leur ancienneté, et
d’autre part en fonction de la participation aux bénéfices contractuelle définie par le taux de produits
financiers optimal t,¢;(t) (calculé a I'étape précédente).

Pour le scénario économique i, soit PPB*(x,t) le montant résiduel a la date t de la participation aux
L e - L . , t—x . :
bénéfices provisionnée a la date x (donc d’ancienneté — années car t et x sont des semestres pairs

tombant donc en fin d’année).
Avec la convention PPB!(x,t) =0 six <0
Nous en déduisons que PPBi(t — 16,t) est toujours intégralement distribué le semestre t.

Soit aussi PPB'(t) la provision totale pour participation aux bénéfices a la date t pour le scénario i
apres cette étape.

Nous avons PPBi(t) = z;z =14 PPBY(x,t) — PPB(¢, restitué)

2

Nous définissons également la variable r,;,4(t) représentant un pourcentage de I'assiette et qui induit
une restitution partielle et éventuelle de la provision pour participation aux bénéfices PPB!(t). Cette
grandeur est donnée en input dans le modele.

En définitive, le montant de participation aux bénéfices a servir réellement a I'assuré vaut :
PBA serviri = PB(tvoulu(t)) + Tadd (t) * ASSIETTEi(t)
le PBy serviri = (tvoulu(t) + radd(t)) * ASSIETTEi(t)

tyown(t) représente le taux voulu utilisé a I'étape de minimisation de la satisfaction du client (voir
4.1.1)

Le montant dont nous disposons a la méme date pour servir cette participation aux bénéfices est :
PByisponiie (t) = PB (tpb (tzl)fi(t))> + PPBI(t — 16,t)

En d’autres termes, la participation aux bénéfices disponible est la somme de la provision pour
participation aux bénéfices vieille de huit ans et de la participation aux bénéfices contractuelle définie
par notre taux optimal de produits financiers.

le  PBuisponivie'(t) = PB (max {TMG(A)! tx_redist + i, (compt,t) — FG }) + PPBI(t — 16,t)

[t-1;t] 7
Ou encore

PBaisponivie' (t) = max {TMG ()", tx_redist * ty,(compt,t) — FG } « ASSIETTE'(t) + PPB'(t — 16,¢)

t—1;t]

Ce montant disponible peut alors étre supérieur ou inférieur a la participation aux bénéfices a servir.
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MPB& servir(t) < PBdisponible(t)

Dans ce cas le montant disponible est plus que suffisant pour assurer la participation aux bénéfices a
servir, il n'y a donc pas de restitution partielle de la provision pour participation aux
bénéfices PPB'(t) constituée des provisions d’anciennetés inférieures a huit années.

Nous avons donc PPB(t, restitué) = 0 et donc

t
PPB(t) = Z PPB'(x,t) = PPB'(t — 1) — PPBi(t — 16,t)

T-14

-2

Nous ne servons jamais plus que PBj gerpvir(t). Nous enregistrons donc a cette date une nouvelle
provision pour participation aux bénéfices qui est constituée de la différence entre les montants
« disponible » et « a servir » :

PPBi(t: t) = PBdisponible ) - PBy servir(t)

D’autre part, la participation aux bénéfices servie se décompose de la maniere suivante :

PBservie(t) = PBaservir(t) = PB (tpb (%fi(ﬂ)) + PPBi(t — 16, t) - PPBi(t, t)

MPB& servir(t) = PBdisponible(t)

Dans ce cas le montant disponible n’est plus suffisant pour assurer la participation aux bénéfices a
servir, il y a donc une restitution partielle ou totale de la provision pour participation aux
bénéfices PPB(t) constituée des provisions d’anciennetés inférieures a huit années.

Aucune nouvelle provision pour participation aux bénéfices n’est donc enregistrée a cette date. Nous
avons donc PPB'(t, restitué) = min{PPB"(t); PBj servir (t) — PBgisponibie ()} etdonc

PPB'(t) = PPB'(t — 1) — PPB'(t — 16,t) — min{PPB'(t); PB; servir(t) — PBaisponivie (1)}

Pour ce cas, la restitution se fait en commengant prioritairement par les participations aux bénéfices
d’anciennetés plus élevées. C'est-a-dire qu'on commence par restituer PPB(t — 14, t), puis PPB'(t —
12,t) etc jusqu’a atteindre le montant PPB!(t, consommé).
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4.4.2.2L’optimisation du RAN libre:

Le RAN libre est alimenté par les plus values réalisées sur les actifs risqués. Il est également alimenté
par la croissance des réserves de capital relatives aux produits financiers et au renoncement d’une
partie de la marge réalisée par I'entreprise. Ce RAN peut étre utilisé d'une part pour financer le TMGA
lorsque celui-ci est trop important, d’autre part afin d’augmenter la satisfaction du client lorsque cela
s’aveére nécessaire.

4.4.2.2.1Le financement du coitit du TMGA :
Cette étape est active lorsque le TMGA est supérieur au taux prévu par les conditions générales.

Soient tég(t) le taux des conditions générales et TMGA'([t — 1;t]) le taux du TMGA calculés au
semestre t et pour le scénario i.

tég(t) = Xredist * trlyfi(compt; t) - FG

thyri(t=2) ) +tpp(thri(t-2))
2

TMGA!([t — 1;t]) = X * too(

aviec X € [0; 1] donné en input

Ainsi, le cotit éventuel du TMGA Cky4(t) est définit par :

Chuea(D) = ASSIETTE'(0) * (Chuoa() — tho (),
Le RAN libre est donc consommé dans la limite du montant disponible, de maniére a assurer ce coft
RAN}y,,(t,consommé pour TMGA) = min{Chpga(t); RANy, . ®}
Ou RAN},.(t) estle RAN disponible a la date t au début de cette étape

Et donc RAN})p,, (t, aprés TMGA) = RAN}, . (t) — RAN}p, (t, consommé pour TMGA)
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4.4.2.2.2L’augmentation de la satisfaction du client :
Ceci concerne le cas ou le taux voulu est supérieur au taux de participation aux bénéfices prévu par le

taux de produits financiers optimal.

L’écart généré en termes de montant de participation aux bénéfices est le suivant:
Chatisctint (8) = ASSIETTE'®) * (£uoua(®) — ts (th)) )
Avec tob (t;',ﬁ(t)) = max {TMG(A)i[t_l;t]  tXregist * tz",ﬁ(compt, t) — FG}
Cet écart est comblé par le RAN disponible aprés TMGA, dans la limite du possible :
RANiy (t, consommé pour satis. client) = min{Clyis ciient (£); RAN ;e (t, aprés TMGA)}
Ou RAN},,,(t, aprés TMGA) estle RAN disponible a la date t au début de cette étape

Et donc RAN},y,, (t, apres satis. client) = RAN},y,, (t, aprés TMGA) — RAN},,, (t, consommé pour satis. client)

4.4.2.2.3L’optimisation de la marge pour le RAN libre :

4.4.2.2.3.1La contrainte réglementaire du B26 :
Cette partie vise a respecter une contrainte réglementaire qui prévoit que la marge de I'assureur ne
peut pas excéder un certain montant.

Article 331-4 :

« [...] Le compte de participation comporte également en dépenses la participation de I'assureur aux
bénéfices de la gestion technique, qui est constituée par le montant le plus élevé entre 10% du solde
créditeur des élements précédents et 4,5% des primes annuelles correspondant aux opérations [...]
Il est ajouté en recette de ce compte de participation aux résultats une part des produits financiers.
Cette part est égale a 85% du solde d’un compte financier [...]

En effet, ce montant part du principe que l'assureur doit reverser au moins 85 % des produits
financiers optimaux. Cette contrainte prévoit cependant que l'assureur puisse se prélever des frais
dans une certaine limite. La marge maximale ainsi définie est la suivante :

Mgy (£) = ASSIETTE!(t) * (15% * thr(£) +7)
r est donné en input dans le modéle.

Cette contrainte est définie par produit et lorsque la marge avant cette étape (la marge atteinte apres
optimisation des produits financiers) est supérieure a ce plafond, 'excédent est mis dans le RAN. Cet
excédent EX(t) vaut donc:
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EX() = [ Mamax'(8) = Ma (tpb (t;',ﬂ(t)))]
+
RAN},,.(t, aprés B26) = RAN}y,. (t, aprés satis. client) + E*(t)

Etla marge finale :

Ma(t,aprés B26) = Mamaxi(t)

4.2.2.3.2Le renoncement final de marge:

Une fois cette marge atteinte, I'entreprise peut encore renoncer a une partie de sa marge lorsque celle-
ci est supérieure a un certain seuil S en pourcentage de l'assiette, et dépendant de du segment

financier. Nous avons ainsi :

RANfspye (t, final) = RAN[y, (t, apres B26) + (Ma(t, aprés B26) — S = ASSIETTE(Y)),

Ma(t, final) = S * ASSIETTE(t)

57




ERIC KWADZO
AMELIORATION D'UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO

DEUXIEME PARTIE
PARTICIPATION A L’AMELIORATION DU MODELE.
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Chapitre I : INTERPOLATION DES ZEROS COUPONS

L’'une des premieres personnes a s’étre intéressée a la problématique d’interpolation fut LAGRANGE
au XVlIlle siecle. Pendant une certaine période, les études étaient motivées par un but purement
scientifique. Pour observer les applications de ces techniques dans un contexte moins théorique, il a
fallu attendre la révolution industrielle du XIXe siécle. En effet, a cette époque, les piéces des machines
étaient dessinées a la main. Ces méthodes manuelles reposaient sur la déformation des lames de métal
et des ressorts. Plus tard, avec I'apparition des machines a commandes numériques, il est apparut
nécessaire de pouvoir exprimer mathématiquement ces courbes de maniére a ce qu’elles puissent étre
utilisées par les logiciels depuis la phase de conception jusqu’a la réalisation.

Aujourd’hui, les techniques d’interpolation ont énormément évolué. Elles permettent d’ajuster les
mesures d'une maniére beaucoup plus fine qu’auparavant et présentent des applications dans de
nombreux domaines. Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons a 'application de certaines
de ces méthodes pour l'estimation a mi année du prix des zéros coupons, instruments financiers
indispensables a la gestion actif passif, car ils permettent entre autre I'actualisation des échéanciers
de flux futurs, notamment la valorisation des actifs en probabilité risque neutre.

1.1L'interpolation linéaire :

1.1.1Présentation générale :
L’interpolation linéaire est une méthode assez simple a mettre en place. La valeur interpolée est une

moyenne des ses deux valeurs voisines. Cette méthode est utilisée dans le modéle pour calculer les
zéros-coupons de milieu d’année selon la formule suivante :

ZC(x,n+1)+ ZC(x,n)

ZC(x,n+0.5) = >

Ou ZC(x,y) représente le prix du zéro coupon acheté a la date x et ayant pour maturité y années.

1.1.2Inconvénient de cette méthode :
Cette méthode présente cependant un inconvénient: elle n’est pas assez réguliere et peut donc
engendrer des erreurs sur la valorisation des actifs de notre portefeuille lors de la projection.
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En effet, cette méthode ne peut présenter des résultats acceptables que dans le cas ou nos points de
référence(les entiers n) sont trés proches les uns des autres : ce qui n’est pas le cas.

Deés lors, il parait nécessaire de réfléchir a la mise en place d’'une autre méthode d’interpolation.

1.ZLe développement de Taylor d'ordre 3 :

Dans cette partie nous nous employons a trouver une méthode d’interpolation qui soit plus réguliere
que la précédente. Nous optons pour un développement de Taylor d’ordre 3 qui est d’ailleurs une
généralisation de l'interpolation linéaire puisque cette derniére résulte d’'une double utilisation du
développement de Taylor d’ordre 1. Cette méthode s’apparente a celles des B-splines et des
polynomes de BEZIER mais présente des différences (qui ne seront pas abordées dans ce document)
notamment en ce qui concerne les techniques d’approximation des dérivées.

1.2.1Formalisation des approximations :
Soitf: R2 - R
(xy) » f(xy)

Une fonction telle quey = f (x,y) soit au moins C3 sur R . En appliquant le développement de
Taylor! d’ordre 3ay ~ f (x,y) au voisinage de n avec h=0.5 on obtient:

0.50 0.52 92 0.
flo,n+0.5) = f(x, n)+?a—f )+76—y£(x,n)+3—a—f(x n)+ 0(0.5%)
Définition 1.2.1.1 :

Soit = larelation définie par x =y si x = y + 0(0.5%)

La formule de Taylor ci-dessus peut alors se réécrire :

fOon+08) = foom) + 2L om) + 222 L om + 5 L em) (1)

2! 3!
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1Les formules générales du développement de TAYLOR sont présentées en annexes

Propriété 1.2.1.1 :
Le symbole = est une égalité modulo 0(0.5%) ; comme I'égalité classique, cette relation est une relation
d’équivalence compatible avec la multiplication et la division par un réel, I'addition et la soustraction.

Plus précisément :

x = x réflexivité

X =y © y = x symétrie

x =y ety = z implique x = z transitivité

y=z & ky=kz pour tout k non nul ( l'équivalence devient une implication lorsque
k est unréel pas forcément non nul)

D’autre part, x = y implique x = y

Cette congruence modulo 0(0.5%) que nous noterons toujours « =» va nous permettre, grice aux
propriétés ci-dessus, de formaliser 'approximation des dérivées partielles.

Définition 1.2.1.2 :

( ben) = L)

c(x,n) = L 0%/ (x,n)

Posons < 21 9x2

d(x,n) = L°f (x,n)

319x3

\

Proposition 1.2.1.1 :
f(x,n + 0.5) = f(x,n) + 0.5 * b(x,n) + 0.5 * c(x,n) + 0.53 * d(x,n)

Preuve :
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Il suffit de remplacer dans (1) les dérivées partielles par leurs expressions en fonctions de b, cetd ; on
obtient alors directement la formule voulue soit :

| f(x,n+0.5) = f(x,n) + 0.5 =« b(x,n) + 0.5% x c(x,n) + 0.53 * d(x,n) l formule(i)

1.2.1Approximation des nombres b, cetd:
Réappliquons la formule de Taylor a une fonction génériquey +~ f (x,y)au moins 3 fois
différentiable sur R, au voisinage de n avec h = 1:

12 92f 13 93f

_ 10f roJ roys
f,n+1)=f(x,n)+ oy (x,n) + 2197 x,n) + 3 9y (x,n) +0(1)
Mais o(1) = 0(0.5%)
_ 19f 12 9%f 13 93f
etdonc f(x,n+1) = f(x,n) +§5 X, n) +Za_yz x,n) +3 a—y3(x,n) (2)

D’une maniere analogue, en appliquant la formule de Taylor d'ordre1ay - f (x,y)ona:

a%f 2*f _0%r
m(x,n+ 1) —a—yz(x,n) =a—y3(x,n) (3)

Proposition 1.2.2.1 :

b(x,n) = f(x,n+ 1) — f(x,n) —%* [cx,n+ 1)+ 2*c(x,n) ]

Preuve :
En remplacant (3) dans (2), nous obtenons :

= 10f 12 9%f 13 0%f " 0% f
flx,n+ )=f(x,n)+ﬁ@(x,n)+§a—y2 x,n)+§*(a—yz(x,n+ )—a—yz(x,n))

. Of _ 1 [9%*f o*f
Soit E(x,n) = f(x,n+1)—f(x,n) —=* [W(x,n+ 1)+2 *a—yz(x,n)]

D’ou:

b(x,n) = f(x,n+ 1) — f(x,n) — § *[c(x,n+ 1)+ 2 *c(x,n)] formule(ii)
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Proposition 1.2.2.2 :
d(x,n) =c(x,n+ 1) — c(x,n)

Preuve :
T o*f

L’égalité (3) donnem(x,n +1)— (x n) = (x n) i.e

1[0%f 3f

g[a—}/z X,TL+1)— (X )]—EF Tl)
Etdonc:

formule(iii) l d(x,n) =c(x,n+1) — c(x,n) ‘
Définition 1.2.2.1 :
Considérons les variables z, p et @ définies comme suit
a(x,n)—z(x,n—1
( z(x,n) = ( )l(x’;) ) avec z(x,n) =0
(x,n) = = ! >0et 0)=0
u(x,n “len)  d—pn=D pourn et u(x,0) =

a(e,n) =3 [f(xn+1)— 2« f(x,n)+ f(x,n—1)] pourn>1

Pronosition 1.22.3:

Sl — (x 0) =0 alorsc(x,n) = z(x,n) — u(x,n) * c(x,n + 1) pour tout n entier naturel.

Preuve :

atxn) _ 1 [_ a—f(,n+1)+2* (x )+—*—(xn—1)]

Etape 1 : Démontrons que ——= e = oo
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En effet, d’apres la proposition 1,

of _ 1 [9%f 9*f
S, m = flon+ 1) = feom) —¢x[Thn+ 1) + 2525 (o)

C'est-a-dire, f(x,n+ 1) — f(x,n) = f(x )+—*[ (xn+1)+2>)< (xn)](4)

D’autre part, en appliquant la formule de Taylor d'ordre 1ay =~ f (x,y) au voisinage de n avec
h = -1 on obtient :

13 93f

feen-D-fam=-2Lem+1Lem -2 L @) )

2
On applique cette fois ci la formule de Taylor a la fonction y +~ z—y}; (x,y) toujours au voisinage de n en

prenanth=-1:

P en—1) =L _%r ; K — 9 _ O e —
372 (x,n—1) = 372 (x,n) 353 (x,n) ie PRE (x,n) = 372 (x,n 373 (x,n—1) (6)

On remplace (6) dans (5) :

fen-1=fn = -1 )+%% [ (xn)——(xn 1)
fen-1D-fem=-Leom +1Lm +2 «Lwn-1) @)

En « additionnant » membre a membre (7) a (4) on a

f(x,n+1)—2*f(x,n)+f(x,n—1)———(xn+1)+3* (xn)+—*—(xn 1)
*[fl,n+1)— 2xf(,n)+ f(x,n—1)] = 2az(xn+1)+2* (xn)+—*—(xn 1)
Soit a(x,n)Elg*gZT’;(x,n+1)+2* (x )+E* (xn 1)

Et donc

(xn) _
—C;(;::) l(xn) a—];(x,n+1)+2* (x n)+—*—(xn—1)]

Etape 2 : Démontrons maintenant par récurrence que :
c(x,n) = z(x,n) —plx,n) xc(x,n + 1)

Pourn=0:2z(x,0) —u(x,0)*c(x,1) =0—0=+c(x,1) =0 = Ziy];(x, 0) par hypothese.

La formule est donc vraie pour n = 0.
64

ISUP




ERIC KWADZO
AMELIORATION D'UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO

Supposons qu'il existe n > 0 tel que la formule :
cx,n—1)=z(x,n—1) —ulx,n — 1) * c(x,n) soit vérifiée.

En rajoutant a chaque membre le nombre

2 * — (x n) et en remplangant c par son expression en fonction de la dérivée seconde on a:

2*%( )+;z£(xn 1) = Z(xn—l)—u(xn—l)*zaz(x )+2>»< (xn)
52 92 52
2 % f(x )+28y];( -1 = z(xn—1)+zaj;(xn)[4 u(x,n —1)]
Le $*[—Z(x,n 1)+ 2= (x )+262(x —1)]—%2—3}2xn)

On « additionne » membre a membre cette équation et celle démontrée a l’étape 1 pour obtenir :

a(x,n) 1 Zf 0% f
l(x,n)+4—u(xn—1)* —Z(x,n—1)+2* > (x,n )+26 > (x,n— )]
0*f 0%f 1 0%
26 —— (,n) + )[2 az(x,n+1)+2*a—yz( )+2 ayz(xn—l)]
ax,n) z(x,n—1) f
l(x,n)_4—u(x,n—1) +4 uCe,n—1) [ 20y?
_19%f 0*f 0% f 1 o2
:Ea—yz(x n) + en |2 az(xn+1)+2*ay( )+2 2(xn—l)]
Or par définition, u(x,n) = l(xln) = 4—11(;11—1) donc :
alx,n)—z(x,n—1) 0% f
o) + u(x,n) * [2* > (%, n)+Za >(on—1)
Zf 62 62
EEW(’C ,1n) + u(x, n)[2 3y? ayz(x,n)+5*ay2(x,n—1)
,n) — n—1 1 0?2 1 02

a(xn)—z(xn-1)

on en déduit
l(x,n)

et puisque 'on a, toujours par définition z(x,n) =
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_19°f 1,97
z(x,n) = 2957 (x,n) + u(x,n) * > * 372 (x,n+1)

. 19%f _ 1 9%f
Smtga—yz(x, n) = z(x,n) — u(x,n) * 3* a—yz(x,n +1)

Ce qui achéve la récurrence et prouve pour tout entier naturel que :

formule(iv) ‘ c(x,n) = z(x,n) — ulx,n) *c(x,n + 1) ‘

1.2.3Les conséquences de l'intégration de cette technique d’interpolation sur le modéle :

1.2.3.1Point sur la régularité des courbes obtenues :
Dans le graphique ci-dessous, nous avons effectué un gros plan sur les courbes des taux zéros coupons
obtenues suivant les deux méthodes : interpolation linéaire et développement de TAYLOR.

Il apparait clairement que le développement de TAYLOR donne une allure beaucoup plus correcte et
harmonieuse que celle de la « ligne brisée » de l'interpolation linéaire. Entre autres, la courbe obtenue
par interpolation linéaire présente une partie constante entre les maturités résiduelles 0.5 et 1 année,
alors que les taux sont théoriquement sensés étre croissants en fonction de la maturité résiduelle.

tauxdu zéro coupon

2,55%

2,50%
2,45% /
2,40%

2,35% //

2,30%

2,25% /

2,20% /

2,15% /

2,10% T 1

0 1 2
== développementde taylor

maturité

=== interpolation linéaire

Comparaison des courbes zéro coupon obtenues par interpolation linéaire et développement de TAYLOR

m

fl
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taux du zéro coupon

3,50%

3,30%

3,10% —
2,90%

2,70% /

2,30% /

2,10%

1,90% T T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
maturité = développement de taylor

Représentation de la courbe zéro coupon obtenue par le développement de TAYLOR sur 18 années

1.2.3.2Durée des simulations :
Cette méthode rend évidemment le modele 1égerement plus lourd. En effet, I'intégration de cette

méthode s’est opérée a travers le rajout de huit feuilles de calcul a la cinquantaine qui existait déja
dans le modeéle. Les simulations prennent beaucoup plus de temps: a titre d’illustration, le modele
tournait a l'origine pendant 15 heures, en moyenne. Aprés intégration de cette méthode, la durée
moyenne de simulation est passée a 16h20.

1. 2.3.3Point sur le rapprochement avec le modeéle officiel :

Coté résultat, 'analyse de certains indicateurs (Marge, VIF et TVOG) a montré une amélioration sur les
scénarios sensibles, c'est-a-dire ceux qui présentaient un écart significatif par rapport aux résultats du
modele officiel.

En effet, il y a un rapprochement d'un peu plus de 1% des scénarios stochastiques puisque la classe
des meilleurs scénarios (ceux qui, sur les indicateurs précités présentent un écart inférieur a 5% par
rapport au modele officiel) voit son effectif augmenter au détriment de la classe[10%;20%][ . Les
tableaux suivants illustrent parfaitement la situation.
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Situation du modéle avant Ia mise en place de la nouvelle méthode d'interpolation

Pourcentage de scénarios dans
chaque classe et chaque
indicateur

Nombre de scénarios dans chaque
classe et chaque indicateur

Classe des
écarts relatifs
entre le

modele Excel Marge Cotts VIF Marge Colts VIF
et le modéle
officiel

[0%; 5%] 285 345 148 71.25%  86.25% 37%
15%; 10%[ 71 51 71 17.75% 12.75% 17.75%
[10%; 20%] 33 4 65 8.25% 1% 16.25%
[20%; +oo[ 11 0 116 2.75% 0% 29%

Situation du modéle apreés la mise en place de la nouvelle méthode d’interpolation

Pourcentage de scénarios dans
chaque classe et chaque
indicateur

Nombre de scénarios dans chaque
classe et chaque indicateur

Classe des
écarts relatifs
entre le

modéle Excel Marge Colts VIF Marge Colts VIF
et le modéle
officiel
[0%; 5%] 289 343 153 72.25%  8575%  38.25%
15%; 10%[ 71 50 65 17.75% 12.5% 16.25%
[10%;20%] 28 6 74 7% 1.5% 18.5%
[20%; +oo[ 11 0 107 2.75% 0% 26.75%
68
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1.3Les splines:
Cette méthode n’a pas été mise en place dans le modele mais elle mérite d’étre abordée puisqu’ elle est

trés répandue dans la littérature. Les splines ont de trés nombreuses applications pour l'interpolation
de courbes et de surfaces, notamment dans la conception d’images de synthéses, la création de polices
de caractéres et dans le design des formes des automobiles.

1.3.1Présentation générale :
Le principe général est le suivant :

On dispose de p points x4, ... X, (dans notre cas les années, p représente la durée de projection du
modele) et de leurs images yj, ... y,, par la fonction que I'on désire interpoler (ici les prix des zéro
coupons). C'est-a-dire que pour touti:

filx) =y
On définit p-1 fonctions polyndmes par morceaux sur chacun des intervalles [x;; x,], ..., [xp_l; xp]
En d’autres termes, sur le segment [x;; x;,,] la fonction est approchée par un polynéme f; :
filx) = a;o+a; *x+ -+ ap, *x™

La spline est donc la courbe définie par 'ensemble de ces polyndmes qui se raccordent les uns aux
autres. Comme le montre cette expression, le degré du polynéme dépend de l'intervalle sur lequel
nous nous trouvons. Le degré de la spline est le plus grand des degrés des p-1 polynomes. La spline est
dite uniforme lorsque tous les degrés (c'est-a-dire les n;) de tous les polyndmes sont égaux. Le cas le
plus répandu des splines uniformes est la spline cubique que nous étudions par la suite.

1.3.2Quelques méthodes d’approximation des coefficients de la spline cubique:
Nous sommes donc dans le cas ou les f; s’écrivent:

fi(x) =ajo+a;1 *x 4+ a;5 *x* +a;3 % x3

Nous présenterons des méthodes qui rendent la spline de classe C!. C'est-a-dire une fois dérivable et
de dérivées sont continues.

1.3.2. 1Approximations avec tangentes connues:
Cette méthode utilise les valeurs supposées connues des tangentes a; en chacun des points x;.

Les coefficients vérifient le systéme suivant :
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filxi) =y
fi(Xit1) = Vi1
fi,(xi) = a;

fi,(xi+1) =0aj41

En d’autres termes:

Qo+ apg * X+ Ay x %+ a3 x x5 =y
2 3 _
Ajo + Aj1 * Xjpq1 T Qip ¥ Xip1” T Qi3 % Xjp1” = Vit
a1+ @z *x; + a3 xx% = q

2 _
k i1+ A * Xjpq T Qi3 * Xjp1” = Ajyq

Lorsqu’une solution existe, la résolution de ce systeme donne les parametres a;, b; o et ¢; .

1.3.2.2Approximations avec tangentes inconnues:
Dans ce cas, nous ne connaissons pas les valeurs des a;. Nous imposons donc I'égalité entre le

coefficient directeur a;des tangentes aux points intérieurs (x;,y;) (i.epour2 <i<p—1) et le
coefficient directeur de la droite qui relie les points x; et x;, ;. Cela revient donc a 'équation suivante :

— Yi=Vi+1

a;
Xi—Xi41

pour2<i<p-1

Les pentes a, et a, des points extrémes quant a eux ne peuvent étre définies de cette maniére.
Généralement, leurs valeurs sont arbitrairement fixées suivant 'orientation et la forme désirée pour la
spline cubique.

Une fois tous les coefficients a; connus, nous reprenons la méthode de I'étape précédente.

1.3.3Inconvénients de la méthode :
Cette méthode n’est pas toujours applicable car la résolution des différents systemes ne donne pas

toujours une solution. Méme lorsqu’il existe une solution, cette solution n’est pas forcément unique, il
se pose alors la question du critére du choix de la solution a retenir, puisque chacune de ces solutions
donnera une courbe différente. De méme, la technique de I'approximation avec tangentes inconnues
n’est pas bien définie puisque le choix arbitraire des dérivées aux points extrémes détermine la nature
de la courbe.

70

ISUP




ERIC KWADZO
AMELIORATION D'UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO

Chapitre 2 : TAUX MAXIMAUX DE PRODUITS FINANCIERS

L’étape préalable a la détermination du taux de produits financiers est le calcul d'un taux maximal et
minimal de produits financiers. En effet, ces taux correspondent aux possibilités de réalisation de plus
values et de moins values de la société suivant I'évolution des actifs sur une année. La méthode
utilisée dans la version officielle du modéle difféere quelque peu de celle du modéle Excel. La différence
provient essentiellement de la méthode de réalisation des plus values latentes.

2.1 Points théoriques sur les différents modes de réalisation de plus value :

Il existe trois méthodes de réalisation de plus values sur les actifs risqués constituant le portefeuille
d’assurance. L’entreprise choisira, pour une simulation donnée, la méthode représentant au mieux son
profil de risque. Dans la suite, pour chaque actif i et chaque ligne j de cet actif, nous désignerons par le
mot « gain » la plus ou moins value générée sur cette ligne. Ce gain pourra alors étre positif ou négatif.

2.1.1Le profil PRUDENT :

Celui-ci correspond a une prise minimale de risque. Les plus values sont réalisées uniquement lorsque
les actifs sont globalement en plus value. En d’autres termes, lorsque la somme des valeurs de marché
de toutes les poches d’actifs risqués est supérieure a la somme des valeurs comptables de ces mémes
actifs. Cette méthode est prudente dans la mesure o, méme si, a I'intérieur de chaque poche d’actif,
certaines lignes présentent des gains positifs (plus values), 'assureur ne servira que sur le surplus
réalisé par rapport aux gains négatifs de I'ensemble des lignes et sur 'ensemble des poches.

Nous voyons bien que I'assureur ne s’autorise a prélever que les gains réels sur ses actifs risqués,
c'est-a-dire la différence entre les gains positifs et la valeur absolue des gains négatifs.

La formule qui en découle est la suivante :

Z Z MV — BVY

i € {actifs risqués;obligations d coupons variables} je{lignes de l'actif i}

2.1.2Le profil NORMAL :

Cette méthode est plus risquée que la précédente. L’assureur s’autorise a réaliser des plus values au
niveau de toutes les poches d’actifs risqués qui le permettent. C'est-a-dire qu'il est possible de réaliser
cette fois ci au sein de chaque poche, tous les surplus diis aux gains positifs par rapport aux gains
négatifs de I'ensemble des lignes. Contrairement a la condition requise par le profil PRUDENT ou
I'assureur ne pouvait exploiter qu'un seul surplus: celui des gains positifs par rapport aux gains
négatifs au niveau de la maille globale (ensemble des lignes et poches d’actifs risqués). La condition de
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réalisation de moins values du profil normal est moins forte (donc plus risquée) que celle du profil
PRUDENT.

Ci-dessous la formule correspondant aux plus values réalisables suivant le profil normal :

Z Z MV, — BV,

i € {actifs risqués;obligations a coupons variables} je{lignes de l'actif i}

2.1.3Le profil RISQUE :
Dans ce cas, I'assureur réalise tous les gains positifs, méme si ceux-ci ne compensent pas les gains
négatifs existant. La formule est la suivante:

(mvi; — BVi]-)+

i €{actifs risqués;obligations a coupons variables} je{lignes de l'actif i}

L’exemple suivant permet de mieux comprendre comment sont calculées les plus values maximales
réalisables suivant les valeurs des actifs :
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I A N R

Lignes d’actif

gnel Ligne2 Ligne3 Lignel Ligne2 Ligne3 Lignel Ligne2  Ligne3

Li
Valeur de 60 105 75 874 526 450 523 689 102
marché

Valeur 80 98 254 125 410 782 597 854 780
comptable

Gain -20 7 -179 749 116 -332 -74 -165 -678 Plus values
réalisables

Profil prudent -20+7-179=-192 749+116-332=633 -74-165-678=-917 max(-192+533-
917 ;0)=0

Profil normal 0 633 0 633

Profil risqué 7 749+116=865 0 865+7=872

2.2 Point sur la modification de la méthode de calcul des plus values dans le modéle:

La méthode du profil PRUDENT est celle qui a été intégrée dans le modeéle au cours de ce stage d’'une
part car elle représentait au mieux le profil de risque de l'entreprise, et d’autre part dans la
perspective de la réconciliation avec le modele officiel, en particulier le rapprochement des taux de
produits financiers.

2.2.1Marge, colts et VIF :
Les tableaux ci-dessous répartissent les 400 scénarios suivant I'écart des valeurs de ces indicateurs
entre le modele Excel et le modéle officiel, avant et apres I'intégration de la nouvelle méthode.
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Situation du modeéle avant Ia mise en place de Ia nouvelle méthode de calcul du maximum de plus values
réalisables

Nombre de scénarios dans chaque Pourcentage de scénarios dans
classe et chaque indicateur chaque classe et chaque
indicateur

Classe des Marge Cofits VIF Marge Colts VIF
écarts relatifs
entre le
modele Excel
et le modeéle
officiel

[0%; 5%] 285 345 148 71.25%  86.25% 37%
15%; 10%] 71 51 71 17.75%  12.75%  17.75%
[10%; 20%] 33 4 65 8.25% 1% 16.25%

[20%; +oo[ 11 0 116 2.75% 0% 29%

Situation du modeéle apreés Ia mise en place de la nouvelle méthode de calcul de plus values réalisables

Nombre de scénarios dans chaque | Pourcentage de scénarios dans
classe et chaque indicateur chaque classe et chaque
indicateur

Classe  des BRNVEN -2 Cofits VIF Marge Colts VIF
écarts relatifs

entre le

modeéle Excel

et le modéle

officiel

[0%; 5%] 285 347 152 71.25% 86.75% 38%
15%; 10%[ 82 47 66 20.50% 11.75% 16.50%
[10%; 20%] 22 6 67 5.50% 1.50% 16.75%

[20%; +oo] 11 0 115 2.75% 0% 28.75%
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Par rapport a la derniére version, des changements assez mineurs sont observés, mais positifs dans
I'ensemble :

En effet, en ce qui concerne la marge, nous observons une baisse du tiers de la proportion des
scénarios présentant un écart compris entre 10% et 20% en faveur d’'une augmentation de la classe
des [5%; 10%)]. Les classes extrémes([0%;5%] et [20%; +oo[ ne subissent quant a elles aucun
mouvement de leurs effectifs.

Sur la VIF, les résultats positifs sont 'augmentation des effectifs de la classe [0%; 5%] et la baisse de
ceux de la classe [20%;+oo[. Le résultat le moins satisfaisant est surtout la baisse des effectifs de la
classe 15%; 10%[ qui passe de 17.75% a 16.50%.

A propos des colits, les résultats restent assez mitigés car, méme si la classe [0%; 5%] gagne en effectif,
la classe |5%; 10%[ en perd, entre autre, au profit de la classe [10%;20%)] .

2.2.2 Les taux maximaux de produits financiers :
Nous avons également comparé les taux maximaux de produits financiers avant et apres cette

opération, c'est-a-dire les taux maximaux atteignables apreés la réalisation éventuelle de plus values en
fin d’année. L’analyse révele que sur 30 années de projection, il y'a un rapprochement des valeurs de
ces produits financiers maximaux entre le modele Excel et le modele officiel, sur 17 années, soit un
pourcentage d’environ 57% du nombre d’années de projection. Les pourcentages de ces
rapprochements sont assez satisfaisants, ils varient entre 0.43% et 86%.

2.2.3Durée de projection :

La comparaison des durées de projection, avant et apres la modification de la méthode de calcul du
maximum de plus values révéle que cette méthode n‘augmente que trés sensiblement le temps
nécessaire aux simulations.
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Chapitre 3 : DOUBLEMENT DE LA DUREE DE PROJECTION

Le doublement de la durée de projection a entrainé le changement de la structure des données. Ces
nouvelles données étaient incompatibles avec le modele. En effet, la version Excel 2003 ne comporte
qu'au maximum 65 000 lignes environ. Avec la nouvelle de la durée de projection, il aurait fallu
120 000 lignes. La solution adoptée a été de transposer ces données. Ainsi, avec la transposition, il ne
fallait que 40 000 lignes. Cependant, le nouveau format des fichiers était dorénavant incompatible
avec le modeéle : Les formules des feuilles de calcul ne feraient plus référence aux cellules correctes.
Mis a part la transposition, d’autres données aussi avaient changé de par leur agencement. Tous ces
éléments rendaient inutilisables les nouveaux fichiers. Il a donc fallu créer une macro permettant de
charger les nouvelles données dans le modéle. Certaines formules des feuilles de calcul ont aussi di
étre modifiées afin de pouvoir s’adapter a ces données. La macro traite les taches suivantes :

3.1La conversion des fichiers CSV :

Tous les fichiers stochastiques sont en format CSV et ne peuvent donc étre directement introduits dans
le modéle pour y étre utilisés. La macro convertit 'ensemble de ces fichiers CSV en format Excel : cette
opération peut étre faite a la main mais I'automatisation de cette tiche permet un gain de temps non
négligeable en raison de la taille importante des fichiers stochastiques.

3.2Le réarrangement des fichiers stochastiques sur les obligations d’Entreprises :

Aprés avoir été converties en format Excel, certaines données stochastiques ont besoin d’étre
réarrangées : c’est le cas de certains fichiers stochastiques relatifs aux obligations d’Entreprises. En
effet, comme cela est exposé dans la partie 1, le prix de ces obligations dépend de leur note. La note
reflete la capacité de remboursement d’'un emprunt. Cette capacité, propre a chaque émetteur est
définie entre autres par une corrélation avec le marché. Cette corrélation avec le marché sert a définir

la variation éventuelle de la note d’'un émetteur, et ce sont ces données qui sont réarrangées puisque
leur format brut ne permettrait pas un fonctionnement correct a I'intérieur du modele.
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TROISIEME PARTIE

ETUDES SUR LE RISQUE ET LA RENTABILITE DU FONDS
EURO.
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Chapitre I: CADRE GENERAL

1.1Le compte de résultat, description et principales composantes :

Le compte de résultat est le moyen de déterminer les gains ou les pertes d’'une compagnie au cours
d’'une année, et donc le dividende distribuable aux actionnaires. Sa structure permet d’isoler plusieurs
indicateurs essentiels pour la compréhension de I'entreprise. Il convient donc d’avoir une
connaissance minimale de ce compte, et les conséquences des provisionnements effectués. Le compte
de résultat se décompose en trois principales parties, qui permettent de calculer le résultat brut avant
impot :

1.1.1Marge technique comptable :
Elle est liée a la construction actuarielle de la provision mathématique. En effet, d'une maniére
générale nous avons I'équation ci-dessous :

MTC = PM,,, + IT + PB + AACAV — PREST + Primes — PM_;
MTC représente la marge technique comptable

PM,,, et PM.,; désignent respectivement les provisions mathématiques d’ouverture (01/01/N) et
de cléture (31/12/N+1).

AACAV estnulle dans notre cas car elle correspond aux ajustements liés a la valorisation des parts en
unité de compte qui sont absentes du modele.

IT et PB correspondent aux intéréts techniques et a la charge de participation aux bénéfices.

La marge technique comptable est donc la rémunération technique de I'assureur, voila pourquoi ce
poste est un produit pour le compte de résultat.
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1.1.2 La marge de gestion :
La marge de gestion regroupe tous les frais liés au fonctionnement de la compagnie : frais d’acquisition
des contrats, frais d’administration, frais de gestion des sinistres, frais de gestion financiere,

commissions aux apporteurs.

C’est donc une charge dans le compte de résultat. En théorie, cette charge est complétement financée
par la marge technique comptable. Un écart peut cependant s’observer entre les deux marges. La
répartition des frais par produit peut alors devenir un outil de pilotage des gains ou pertes
techniques liées a cette différence éventuelle de marge.

1.1.3 La Marge financiére :

Elle a pour objet de déterminer le résultat de I'assureur en termes de produits financiers : une partie
de ces produits financiers sert a financer I'augmentation structurelle des provisions mathématiques
liée aux intéréts techniques. Une autre partie sert a financer la participation aux bénéfices, qui est
indirectement incorporée dans les PM (charge de PB).

Les produits financiers intégrés dans la marge financiére sont les suivants:
-obligations en portefeuille vendues avant terme
-variation des réserves de capital compensant tout ou partie des plus ou moins values obligataires.

-cession d’autres actifs (actions, produits dérivés, immobiliers) et plus ou moins values
correspondantes.

-variation des provisions pour dépréciation a caractere durable.
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1.1.4 Un exemple simplifié du compte de résultat :

Postes

Primes acquises
Prestations

Intéréts techniques

Variation de PM

Produits financiers
Intéréts techniques

Charge de PB

Frais d’acquisition
Frais d’administration
Frais de gestion des sinistres
Frais de gestion financiére

Commissions

m

|||
iISU

Produit(+) ou charge(-)
+

80

1500

1300

2500

1000

2500

1500-1300+2500+1000-

3000= 700
8000
2500
1000

8000-2500-1000=
4500

50
440
80
90
50
710

-710+4500+700=
4490
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1.1.5 La nécessité de projection du compte de résultats et délimitation du périmétre d’étude :

Les études effectuées dans le cadre de ce mémoire visent a étudier la rentabilité du fonds euro. Il
s’avere donc nécessaire de procéder a une estimation des gains futurs susceptibles d’étre générés par
nos produits. Ces gains ne sont autres que les revenus futurs distribuables aux actionnaires, donc le
revenu final net d'impo6ts calculé a I'issue de la réalisation du compte de résultat. Il convient donc de
procéder a une projection du compte de résultat sur un certain horizon. L’ensemble des revenus finaux
obtenus pour chacun de ces exercices permettront de mesurer la rentabilité de nos produits. C’est le
principe de la VIF qui est un indicateur que nous définirons et étudierons de maniere plus précise dans
la suite de ce document. Nous procéderons aussi systématiquement a une analyse de la TVOG dont la
définition et le mode de calcul, découlant directement de celui de la VIF, sera aussi présenté dans la
suite.

L’étude s’orientera a cet effet sur un poste particulier du compte de résultat lors de chacune des
projections : la marge financiére de I'entreprise. En effet, la marge financiére coincide avec le résultat
annuel brut, étant donné que la marge de gestion et la marge technique comptable se compensent en
théorie. En outre, celle-ci est le lieu de concentration pour l'assureur des principaux risques
techniques et financiers, en particulier ceux liés aux options et garanties. Enfin, cette marge est une
bonne mesure de la rentabilité des produits, puisque ce sont les gains qu’elle génére qui permettent
de rémunérer les actionnaires.
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Chapitre Il : MISE EN PLACE DES ETUDES

Cette étude a porté sur trois produits d’assurance vie sur lesquels ont été appliqués divers stress
portant sur les garanties offertes au client et la stratégie financiére de gestion des sommes versées par
le client. L'objectif de cette démarche étant de quantifier les options proposées aux clients afin d’en
déduire leur impact sur la rentabilité de nos produits.

2. 1Hypothéses générales:

2.1.1Hypothéses sur le passif :

Tout d’abord, il est important de souligner que les produits difféerent uniquement de par les conditions
générales de participation aux bénéfices. En effet, la rémunération de 'assuré est d’'une part définie
par un taux que nous noterons t_pb_cg et qui dépend des produits financiers de I'entreprise. Au final la
rémunération réelle de I'assuré est le maximum entre ce taux et le taux minimum garanti (ou garanti
annuel)

D’une maniere générale :

t_pb_cg = tx_redist*t_pfi - FG avec

t_pb_cg désignant le taux de participation aux bénéfices nette de frais de gestion

tx_redist compris entre 0 et 1 représentant la part de produits financiers redistribués aux assurés

FG désigne les frais de gestion prélevés par l'assureur.

Ci-apres résumées les valeurs de tx_redist et FG pour chacun des produits :

tx_redist FG
Tx-redist100%_FG0,96% 1 0.0096
Tx-redist90% FG0,96% 0.9 0.0096
Tx-redist90% FGO0,8% 0.9 0.008
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Nous considérons un contrat investi a 100% sur le fonds EURO. Pour les besoins de I'étude, un
nouveau canton a été créé contenant un seul model point. Les hypotheses des autres cofits liés a notre
canton (frais de souscription, frais de gestion sur encours, commissionnement et acquisition) sont une
moyenne des colits des différents produits déja existant sur un fonds spécifique AXA. Notre nouveau
model point est donc une agrégation de model points préexistants.

D’autre part, le TMGA est défini comme étant la moyenne des deux derniers taux servis, il convient
donc, a t=0, de disposer d’un historique sur un minimum de deux années afin de pouvoir calculer le
TMGA de la premiere année. Nous considérons que les deux derniers taux servis avant le début de la
simulation sont de 3.43%. Il en sera donc de méme pour le TMGA de la toute premiére année de la
projection.

2.1.2Hypothéses sur 'actif :

En face de ces engagements, les primes des assurés sont investies en actifs risqués (actions,
immobilier, OPCVM) et non risqués (obligations d’Etat et d’Entreprise). Nous considérons une
répartition a 75% d’actifs risqués et 25% d’actifs non risqués.

La provision mathématique initiale est de 480000 M€. Cette somme est totalement investie dans

les actifs précités. Au début de la projection, la somme des valeurs de marchés de tous les actifs
achetés est donc égale a la provision mathématique initiale. Le pourcentage initial de plus ou moins
values vaut :

MVtotale_106.64%

BVitotale

D’autre part, les scénarios d’évolution des actifs sont fournis par des services qui disposent d'un
générateur interne de scénarios financiers développé par la compagnie. Pour différents états du
monde, les parametres restitués en input pour le modeéle sont la courbe des taux sans risque, la courbe
des taux utilisée pour les obligations d’Entreprise et les prévisions des taux de rendement de
dividende des actifs risqués.
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2.2Les stress sur le passif':

2.2.1Description des stress :

2.2.1.15tress sur le taux minimal
Nous considérons 4 cas selon lesquels I'assureur propose au client les garanties suivantes:

- un taux minimal garanti annuel. Ce taux est égal a 65 % de la moyenne des deux derniers
taux de Participation aux bénéfices.

- un TMG a zéro.

- un TMG de 1.5%.

- un TMG de 2%.

Ce dernier taux est purement théorique car I'assureur ne peut offrir plus de 1.75% en termes de TMG,
selon l'article A 132 1 du code des assurances:

« Pour l'application de larticle A. 132-1, le taux moyen des emprunts d’Etat sur base semestrielle est
déterminé en effectuant la moyenne arithmétique sur les six derniers mois des taux observés sur les
marchés primaire et secondaire. Le résultat de la multiplication par 60 % ou 75 % de cette moyenne
est dénommé "taux de référence mensuel’. Le taux d'intérét technique maximal applicable aux tarifs
est fixé sur une échelle de taux d'origine 0 et de pas de 0,25 point. Il évolue selon la position du taux de
référence mensuel par rapport au dernier taux technique maximal en vigueur :- tant que le taux de
référence mensuel n'a pas diminué dau moins 0,1 point ou augmenté d'au moins 0,35 point par
rapport au dernier taux technique maximal en vigueur, ce dernier demeure inchangé ;- si le taux de
référence mensuel sort des limites précédemment définies, le nouveau taux technique maximal
devient le taux immédiatement inférieur au taux de référence mensuel sur I'échelle de pas de 0,25
point. Lorsqu’'un nouveau taux d'intérét technique maximal est applicable, les entreprises disposent de
trois mois pour opérer cette modification »

En effet, a fin juin 2012, le TME était de 2,69 %.

Les taux dérivés du TME calculés a partir de I'article A132-1-1 sont les suivants :
- taux d'intérét par référence a 60 % du TME =1.75%
- taux d'intérét par référence a 75% du TME=2.25%

Le TMG limité a 1.75% et garantit sur toute la durée du contrat, n’est cependant pas a confondre avec
le taux maximum promotionnel de I'année 2012 proposé en 2012 qui est de 3.375%.

La méthode annuelle de calcul de ce dernier plafond a été définie par la loi du 1er aolt 2010 dans
'article A-132-3 du code des assurances :

« Le taux fixe ne peut pas excéder le minimum entre 150% du taux d'intérét technique maximal défini
aux articles A.132-1 et A.132-1-1 du code des assurances par référence 4 75% du taux moyen des
emprunts d'Etat (TME) a la date d'eftet de la garantie, et le plus élevé des deux taux suivants : 120% de
ce méme taux d'intérét technique maximal et 110% de la moyenne des taux moyens servis aux assurés
lors des deux derniers exercices précédant immédiatement la date d’effet de la garantie ».
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Ainsi, 150% * 2.25% = 3.375% et nous retrouvons bien le seuil maximal annoncé pour le taux
promotionnel.

2.2.1.25tress sur le RAN

Le RAN représente une réserve au passif qui sert a rémunérer le TMGA lorsque celui-ci est supérieur
aux conditions générales de PB. Il est également utilisé pour augmenter la satisfaction du client. Il est
nourri par les plus values réalisées sur les actifs risqués et le renoncement d’AXA a une partie de sa
marge.

Pour chaque cas, le RAN est soit fixé a 0 en début de projection, soit nous considérons un RAN initial
non nul.

2.2.3.Résultats :

2.2.3.1La VIF et la TVOG:

La VIF est une mesure de la rentabilité de I'assureur. En effet, ce montant représente la valeur actuelle
des gains futurs de l'assureur, déduction faite des colits nécessaires a son activité et des impots.
Comme précisé plus haut, nous identifierons ces gains futurs a la marge financiére. Le terme « marge
finale » que nous emploierons assez souvent dans la suite désigne en réalité les marges financiéeres
futures (donc les gains futurs) actualisées. Cette grandeur est plus connue sous le nom de PVFP
(Present Value Of Future Profits).

La VIF représente donc la richesse future de I'assureur, sur la base des contrats en cours au sein de son
portefeuille.

VIF = (Marge finale — Colts) * (1 — t;gxe) OUeNcore
VIF = (PVFP — Colts) * (1 — traxe)
traxe représente les impots reversés a I'Etat.

D’autre part, pour chacun des produits et stress précités, les calculs sont effectués sur 401 scénarios
économiques correspondant a des différents états financiers du monde. Ainsi, le terme « CENTRAL »
se réfere au scénario déterministe et le terme « MOYEN » correspond a une moyenne calculée sur les
400 scénarios stochastiques.

La TVOG (time value of options and guarantees) représente le colit des options et garanties.

En effet, 'existence d’options et garanties non symétriques dans le compte de résultat se traduit par
une dissymétrie par rapport a la courbe de distribution de la PVFP. Cette dissymétrie permet de
quantifier le cofit des options et garanties : la PVFP moyenne (scénario central ou déterministe) est
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supérieure a la moyenne (espérance mathématique) de la PVFP. La différence de ces deux grandeurs
définit la TVOG.

PVFP Moyenne
20.0% - \
«—| PVFP Centrale

15.0% -
10.0% -

5.0%

00% T T I T 1

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Le seul probléme qui subsiste est la détermination de I'espérance mathématique pour laquelle il serait
primordial de connaitre la fonction de densité de la PVFP, ce qui n’est malheureusement pas le cas.
Pour pallier a cette insuffisance, nous faisons appel a la loi des grands nombres. Nous estimons
I'espérance de la PVFP avec la moyenne empirique de nos observations sur plusieurs scénarios (ici
400). Ainsi, la TVOG est finalement estimée par la différence entre la PFVP moyenne du scénario
déterministe et la moyenne de la PVFP sur les scénarios stochastiques suivant la formule :

400
1
TVvoG = PVFPscenario det — mz PVFPscénario stoi

=1

D’autre part, la dissymétrie induite par les options et garanties n’affecte pas les cofits qui définissent
la VIF (voir formule de la VIF ci-dessus). Au final la TVOG peut donc étre calculée comme suit :

400
1
TvoG = VIFscenario det — mz VIFscénario stoi
i=1

Il existe cependant une méthode beaucoup plus fine pour I'estimation de la TVOG, cette méthode est
décrite ci apres :
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La méthode du flexing pour une estimation plus fine de la TVOG::

Le calcul de la TVOG rencontre un probleme de temps de calcul et de puissance des processeurs en
raison du grand nombre de scénarios nécessaires a une bonne estimation de I'espérance
mathématique de la PVFP.

La méthode qui est souvent utilisée est celle du flexing. Elle consiste a sélectionnner un groupe de p
scénarios représentatifs de la loi de la variable étudiée, ici le résultat futur que nous noterons R; pour
I'année t. Chacun de ces scénarios est extrait de p classes de scénarios préalablement agrégés de
maniére a ce que chaque classe de scénarios ait la méme probabilité de réalisation.

Plus concrétement, supposons que nous disposons de N scénarios d’actifs, c'est-a-dire un ensemble
Q = (w;)1<1<y de N événements élémentaires donc N trajectoires possibles des actifs. Nous procédons
tout d’abord a I'agrégation de ces scénarios en p classes. Il existe plusieurs méthodes d’agrégation de
scénarios. Une des principales méthodes consiste a les agréger suivant la valeur finale A; d'un actif a
I'issue de la période de projection. Cette agrégation est donc relative au choix d'un actif donné. En
effet :

Soit  ([rj; 741D 1<i<p une partition de R, en p sous ensembles (r; = 0 et 7,4 = +). Les p classes
d’agrégation sont identifiées aux ensembles Q; = {w; € Q/Ar (w;) € [13; Ti41[}-

Les r; sont choisis de maniére a ce que P(Q;) = (A7 € [ry; 11410 =% V i. C'est-a-dire que chaque r;

vérifie Card({leN/Ar (w)) € [r;1i41[}) = g_

Une fois les p classes de scénarios constituées, il faut alors choisir le scénario qui sera extrait pour
représenter chaque classe. Il existe, la encore, plusieurs critéres de choix de ces scénarios.

On choisit assez souvent d’extraire le scénario qui correspond a la moyenne de chaque classe du point
de vue de la valeur de I'actif A. Autrement dit, pour chaque classe i, le scénario retenu valorisera 'actif
A de la maniére suivante :

Ac(wi) = E(A¢/Ar € [ 144D

L’unicité de I'espérance conditionnelle garantit 'unicité de ce scénario pour chaque classe ; de
scénarios agrégeés.

N
Cette grandeur sera approximée par %Ziz/f A (@) * Lpag e [rarinal -
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Comparaison suivant le taux de produits financiers et le taux de frais :

La PM moyenne figurant dans le tableau suivant est donnée a titre indicatif ; en effet, il s’agit d'une
moyenne sur les 400 scénarios, dont 'unique but est de donner une idée du poids de la VIF et de la
TVOG par rapport a la provision mathématique du client.

Pour un encours total de 480 000 M€ a la date t=0, les premiers résultats de notre étude sur la VIF et
la TVOG sont les suivants :

Produit 1 : 100% de Pfi redistribué 0,96% de frais

VIF moyenne | VIF central TVOG PM moyenne
NO_RAN_TMGA 865 M€ 1035 M€ 171 M€ 531789 M€
NO_RAN_TMG_0 1139 M€ 1214 M€ 74 M€ 522674 M€
NO_RAN_TMG_1,5 650 M€ 1213 M€ 563 M€ 531683 M€
NO_RAN_TMG_2 1 M€ 1114 M€ 1113 M€ 590389 M€
Produit 2 : 90% de Pfi redistribué 0,96% de frais

VIF moyenne |VIF CENTRAL| TVOG PM moyenne
NO_RAN_TMGA 1893 M€ 2073 M€ 180 M€ 514975 M€
NO_RAN_TMG_0 2288 M€ 2365 M€ 76 M€ 502021 M€
NO_RAN_TMG_1,5 1616 M€ 2351 M€ 734 M€ 514940 M€
NO_RAN_TMG 2 781 M€ 1922 M€ 1141 M€ 529269 M€

Produit 3 : 90% de Pfi redistribué 0,8% de frais

VIF moyenne [VIF CENTRAL| TVOG PM moyenne
NO_RAN_TMGA 1458 M€ 1578 M€ 120 M€ 522157 M€
NO_RAN_TMG_0 1775 M€ 1813 M€ 38 M€ 512015 M€
NO_RAN_TMG_1,5 1260 M€ 1813 M€ 553 M€ 521792 M€
NO_RAN_TMG_2 536 M€ 1595 M€ 1059 M€ 533874 M€

Nous remarquons dans un premier temps que le produit avec TMGA est moins couteux qu'un TMG
fixé a 1.5%. D’autre part, un TMG a 2% fait exploser la TVOG : pour un TMG a 2% et quelque soit le
produit, la TVOG représente plus de la moitié de la VIF déterministe et atteint presque les 100% sur le
produit 1, réduisant notre moyenne des VIF a un niveau quasiment nul dans ce cas la.

Dans le premier produit, nous distribuons la totalité des produits financiers, ce produit est donc
intuitivement plus coliteux que le deuxieme sur lequel on réduit (a frais constants) les produits
financiers distribués. Cette intuition se justifie par le fait que sa VIF est plus faible. D’'un autre coté
pourtant, le colit des options et garanties y est assez faible. Cette situation s’explique par le fait que le

88

ISUP




ERIC KWADZO
AMELIORATION D'UN MODELE ALM ET ETUDES SUR LA RENTABILITE DU FONDS EURO

risque porté par la volatilité des produits financiers ne se retrouve pas dans le résultat de I'assureur,
puisqu’il redistribue entierement a ce niveau ses produits financiers: voila pourquoi la TVOG est
faible sur le produit 1. D’autre part, au niveau du produit 1, notre marge est fixe alors que dans le
deuxieme, il y a une partie aléatoire qui dépend des produits financiers. Entre les produits 2 et 3: le
taux servi sur le fonds euro est, en moyenne meilleur sur le produit 3 puisque nous retenons moins de
frais, a taux de produits financiers distribués constants. Le produit 3 génére donc moins de rachats
conjoncturels et sa TVOG est naturellement plus faible.

Nous constatons en outre que, pour chaque stress, la TVOG du produit 1 est bien plus élevée que celle
du produit 3. Ce résultat est moins intuitif: en effet, sur le produit 1 nous redistribuons plus de
produits financiers mais retenons plus de frais. Tous ces résultats traduisent le fait que la part de
produits financiers redistribuée a un impact moins fort sur le colit des garanties -et a fortiori sur notre
rentabilité que nos frais. En effet, la modification des frais, a taux de produits financiers redistribués
constants fait beaucoup plus varier notre TVOG que la modification de la part de produits financiers
distribués, a frais constants.

A ce stade, nous pouvons donc tirer les conclusions suivantes :

- La TVOG est d’autant plus forte que la part des taux de produits financiers redistribuée est
faible.

- Les frais retenus par la société ont un impact beaucoup plus important sur la TVOG que la part
de produits financiers distribués, dans le cas de nos stress.

- Le produit 2 (90% de produits financiers redistribués et 0.96% de frais) est plus rentable pour
I'assureur que les deux autres du point de vue VIF, mais il faut dans ce cas la étre prét a
accepter une volatilité du résultat.

- Avec la comparaison effectuée entre les produits 2 et 3, nous pouvons d'une maniere générale,

constater qu’'un taux de participation aux bénéfices trop élevé peut avoir un impact négatif sur
le cofit des garanties. A l'inverse, un taux servit trop faible pourra déclencher d’'importants
rachats conjoncturels. Il faut donc parvenir a arbitrer entre la satisfaction des clients et celle
des investisseurs qui diversifient désormais de plus en plus leurs placements au détriment
d’un fonds Euro aujourd’hui fragilisé (baisse des rendements, dégradation de la fiscalité...).

En ce qui concerne les stress avec un RAN initial non nul a l'origine les commentaires sont les
mémes car les chiffres varient dans le méme sens. Ci-dessous les résultats obtenus :
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Produit 1 : 100% de Pfi redistribué 0,96% de frais

VIF moyenne | VIF central TVOG |PM moyenne
RAN_TMGA 1085 M€ 1252 M€ 166 M€ 533871 M€
RAN_TMG_0 1169 M€ 1216 M€ 47 M€ 529468 M€
RAN_TMG_1,5 677 M€ 1216 M€ 539 M€ 537021 M€
RAN_TMG_2 23 M€ 1114 M€ [1091 M€ 546766 M€

Produit 2 : 90% de Pfi redistribué 0,96% de frais
VIF moyenne [VIF CENTRAL| TVOG |tx de marge final central

RAN_TMGA 2065 M€ 2306 M€ 241 M€ 515279 M€
RAN_TMG_0 2348 M€ 2420 M€ 72 M€ 510596 M€
RAN_TMG_1,5 1665 M€ 2401 M€ 736 M€ 521472 M€
RAN_TMG_2 815 M€ 1951 M€ | 1136 M€ 534400 M€

Produit 1 : 90% de Pfi redistribué 0,08% de frais
VIF moyenne |VIF CENTRAL| TVOG |tx de marge final central

RAN_TMGA 1721 M€ 1875 M€ 154 M€ 523704 M€
RAN_TMG_0 1819 M€ 1826 M€ 7 M€ 519391 M€
RAN_TMG_1,5 1296 M€ 1827 M€ 531 M€ 527591 M€
RAN_TMG_2 562 M€ 1611 M€ 1049 M€ 538676 M€

Comparaison selon la richesse initiale : nouveau segment sans RAN ou segment avec RAN

Nous allons maintenant tenter de comparer sur nos produits 'impact de la prise en compte d’'un RAN
initial. Les observations dans ce cas étant assez similaires d’'un produit a 'autre, nous choisissons de
nous positionner sur le produit 1 afin d’effectuer cette analyse. D’autre part, les résultats sont cette
fois ci présentés sous forme graphique.
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Figl et 2. Part de la TVOG surla VIF déterministe
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La figure de droite représente une situation ou nous avons du RAN a l'origine, contrairement a la
figure de gauche. La tendance générale de la TVOG est la méme, avec ou sans RAN initial. Nous
remarquons cependant que notre TVOG est sensiblement plus faible sur la figure de droite, stress par
stress.

En outre, une autre conséquence qu’'a le RAN initial sur notre produit est 'augmentation de la VIF
centrale, sur le produit a TMGA. En effet, le RAN couvre en partie le colit du TMGA, ce qui a donc pour
effet d’améliorer la marge finale centrale, et donc la VIF correspondante.

Cependant, la VIF des produits a TMG reste constante, ce qui est normal car le RAN ne peut étre
consommeé pour couvrir le colit du TMG.

Enfin, nous pouvons également dire que la tendance observée sur la TVOG est essentiellement dirigée
par notre facteur TMG(TMGA) ; ceci se voit bien sur les deux graphiques précédents ou le niveau de
TVOG le plus faible est lié au produit a TMG 0, cette TVOG est quasiment proportionnelle a la valeur du
TMG.

2.2.3.2Analyse de la valeur actuelle des marges futures :
Maintenant, nous nous intéressons au colit du TMG(TMGA) et au colit du RAN.

Chaque année, la marge initiale est constituée des produits financiers réduits de la participation aux
bénéfices sans tenir compte du TMG(A) éventuel dans un premier temps :

taux de marge initiale = taux_pfi_opt — max{0; tx_redist * taux_pfi_opt — FG}

taux_pfi_opt désigne les taux de produits financiers optimums, suite aux opérations d’optimisation de
fin d’année.

Cette marge est ensuite réduite du coilit du TMG(A) pour rejoindre la marge finale. Le RAN permet
quant a lui d’amortir ce coiit du TMG(A).

Pour chacun de ces indicateurs, nous calculons une moyenne sur les 400 scénarios économiques
considérés. Les résultats sont les suivants :
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Tableau 1 : décomposition des marges pour chacun des produits sans RAN initial :

Produit 1 : 100% de Pfi re

distribué 0,96% de frais

tx de marge initial moyen [colt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
NO_RAN_TMGA 0,95% 0,09% 0,01% 0,87%
NO_RAN_TMG_0 0,95% 0,00% 0,00% 0,95%
NO_RAN_TMG_1,5 0,94% 0,12% 0,00% 0,83%
NO_RAN_TMG_2 0,94% 0,27% 0,00% 0,67%

Produit 2 : 90% de Pfi redistribué 0,96% de frais

tx de marge initial moyen | codt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
NO_RAN_TMGA 1,30% 0,14% 0,01% 1,17%
NO_RAN_TMG_0 1,30% 0,00% 0,00% 1,30%
NO_RAN_TMG_1,5 1,29% 0,17% 0,00% 1,12%
NO_RAN_TMG_2 1,29% 0,39% 0,00% 0,90%

Produit 3 : 90% de Pfi re

distribué 0,8% de frais

tx de marge initial moyen | codt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
NO_RAN_TMGA 1,14% 0,11% 0,01% 1,04%
NO_RAN_TMG_0 1,15% 0,00% 0,00% 1,15%
NO_RAN_TMG_1,5 1,14% 0,13% 0,00% 1,01%
NO_RAN_TMG_2 1,14% 0,31% 0,00% 0,83%

Taux de marge initial :

Dans le cas du produit 1, le taux de marge initial est proche du taux de frais de 0.96% (seulement
quelques scénarios ne permettent pas de prendre la totalité des frais).

Dans le cas du produit 2, le taux de marge initial vaut environ 1.30%, que l'on peut décomposer
comme 0.96% de frais et 10% des produits financiers, qui se situent en moyenne a 3.5%.

Dans le cas du produit 3, le taux de marge initial vaut bien environ 0.8% de frais plus 10% de 3.5% de
produits financiers, soit 1.15%

Le colit du TMG(A) et le RAN consommé nous permettent a chaque fois de reconstituer la marge finale
en fonction de la marge initiale.

Nous remarquons qu'un TMGA est toujours moins coliteux qu'un TMG fixé a 1.5% ; cette fois ci le cofit
ne désigne plus la TVOG de maniere générale mais précisément celui du TMG(TMGA), déduction faite
du RAN qui sert a le couvrir, totalement ou partiellement.
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Tableau 2 : décomposition des marges pour chacun des produits avec RAN initial :

Produit 1 : 100% de Pfi redistribué 0,96% de frais

tx de marge initial moyen |[coldt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
[RAN_TMGA 0,95% 0,09% 0,07% 0,92%
Produit 2 : 90% de Pfi redistribué 0,96% de frais
tx de marge initial moyen | colt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
[RAN_TMGA 1,28% 0,165% 0,10% 1,22%
Produit 3 : 90% de Pfi redistribué 0,8% de frais
tx de marge initial moyen | colt du tmg(tmga) moyen ran moyen tx de marge final moyen
[RAN_TMGA 1,14% 0,11% 0,08% 1,11%

Pour les produits a TMG, le RAN ne peut étre utilisé (résultats avec RAN identiques aux résultats sans

RAN)

Ce colt se réduit nettement sur nos produits avec TMGA alors qu’il reste inchangé sur les produits
avec TMG lorsque l'on dispose d’'un RAN a l'origine de la projection. Cette situation est normale
puisque, pour nourrir nos besoins en taux minimums, le RAN structurel ne peut étre consommé que
dans le cadre d’'un TMGA. Considérer un RAN initial ou pas n’aura donc pas d’effet sur notre garantie
TMG, ce qui explique les résultats observés. Pour avoir une meilleure vision de I'analyse effectuée
précédemment, nous pouvons nous référer au tableau ci-dessous, qui expose mieux les cofits nets du
TMG(A), avec et sans RAN initial, les résultats sont fournis uniquement pour le produit 1 :

sans RAN initial avec RAN initial
codt net du tmga 0,08% 0,03%
colt net du tmg0 0,00% 0,00%
codt net du tmg1,5 0,12% 0,12%
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Le colit net du TMG(A) se calcule de la maniere suivante :

colt net du TMG(A) = col(t du TMG(A) — RAN consommé

Nous voyons bien que le colit net du TMGA est réduit alors qu'’il est exactement le méme pour un TMG.

2.3Les stress sur l'actif:

2.3.1Description des stress :
Les stress suivants sont liés a la modification des proportions d’actifs de notre portefeuille. Cette
répartition est constante sur toute la durée de la projection. Les variations éventuelles de cette

composition, essentiellement liées aux scénarios d’évolution de nos actifs, sont recorrigées en fin de
chaque semestre pour rejoindre I'allocation cible. Pour les stress suivants, nous choisissons une classe
d’actifs donnée, parmi les obligations d’Etat a coupon fixe et actions. Nous augmentons ou diminuons
la quantité de cet actif au sein du portefeuille, puis nous répartissons ou soustrayons de maniére
uniforme sur les autres actifs, la différence ainsi créée.

Ci-dessous un descriptif de ces stress, avec a chaque fois un tableau récapitulatif des proportions cible
des actifs.

D’autre part, tous ces stress ne portent que sur le produit 1, c'est-a-dire celui qui redistribue 100% de
produits financiers aux assurés avec des frais fixés a 0.96%.

2.3.1.15ans richesse initiale
Ce stress consiste a éliminer toute richesse initiale: A t=0, nous n'avons donc aucun actif et toute la PM
initiale est mise dans le cash. Les actifs sont tous achetés donc en milieu de la premiere année au cours

de I'étape de rééquilibrage des investissements pour atteindre la quantité cible pour chaque actif.

2.3.1.2Augmentation des obligations

Nous augmentons de 25% en relatif la proportion des obligations d’Etat a coupon variable.

2.3.1.3Diminution des obligations

De méme, nous diminuons de 25% en relatif la proportion des obligations d’Etat a coupon variable.

2.3.1.4Augmentation des actions
Nous augmentons la proportion des actions des actions qui passe de 4% a 20%.

2.3.1.5Diminution des actions
Cette fois ci, la proportion cible des actions est revue a la baisse. Nous la diminuons de 98%.
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2.3.2Résultats sur la VIF etla TVOG des stress sur I'allocation cible:

2.3.2.1Produit a tmg0 sans RAN initial avec différentes allocations cibles:
Ci-dessous la représentation des VIF moyennes et TVOG correspondantes, sur un produit a tmg0
suivant nos stress.
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Part de la TVOG sur la VIF déterministe suivant différentes allocations sur un produit 4 tmg0

Les TVOG les plus faibles correspondent aux cas ol nous augmentons notre proportion d’obligations et
diminuons celle des actions. Ceci parait plutét normal, puisque les actions présentent un caractére
beaucoup plus risqué que les obligations. Ces deux stress ont donc logiquement un effet positif en
moyenne sur nos marges futures et le colit des garanties. Nous remarquons en outre que la TVOG
augmente énormément lorsque nous augmentons notre quantité cible d’actions: ceci traduit la
volatilité des taux servis et donc celle des rachats dans ce cas spécifique; En effet, les produits
financiers subissent, en moyenne, beaucoup plus de fluctuations, lorsqu’on augmente la quantité cible
d’actions, qu’au niveau des autres stress.

D’autre part, le fait de diminuer la quantité cible des obligations nous conduit a en vendre en tout
début d’année pour atteindre cette proportion cible, les plus values éventuelles réalisées iront nourrir
la réserve de capitalisation et ne pourront pas étre utilisées pour augmenter nos produits financiers.
Dans ce cas 13, les produits financiers sont légerement plus bas que sur les autres stress. Le fait de
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diminuer la composition en actions dans notre portefeuille ne change quasiment pas le profil des
produits financiers par rapport a I'allocation normale. En effet, cette proportion était déja assez faible
au départ, notre résultat financier n’est donc pas tres impacté.

2.3.2.2Produits d tmga et tmgl.5 sans RAN initial avec différentes allocations cibles:
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Fig7. Décomposition de la VIF centrale en TVOG et VIF moyenne pour diverses allocations

Sur ces figures nous retrouvons l'un des résultats précédemment mis en évidence : le fait qu'un
TMGA soit moins coliteux qu'un TMG 1.5. En effet, mis a part le stress ou la quantité cible d’actions est
revue a la hausse, la TVOG représente preés de la moitié de la VIF centrale sur le produit a TMG 1.5.
Cette TVOG atteint a peine le tiers de la VIF centrale sur le produit a TMGA. En ce qui concerne le stress
ou nous augmentons la quantité cible d’actions, nous observons un phénoméne particulier : la VIF
moyenne est négative. Comme précédemment, ceci s’explique par la volatilité des produits financiers
dans le cas ol nous augmentons notre proportion en actions. La VIF moyenne restait cependant
positive dans ce cas la sur le produit a TMG 0 car a ce niveau la garantie offerte était évidemment
moins importante qu'avec un TMGA ou un TMG a 1.5.

2.3.3Analyse de la marge (valeur actuelle des marges financiéres futures) sur la base des stress sur
I'allocation cible:

2.3.3.1Produit a tmg0 sans RAN initial avec diverses allocations cibles:

Ici nous nous intéressons aux stress ou les quantités cibles d’actions et d’obligations sont
respectivement revues a la baisse et a la hausse. Le RAN n’est pas utilisé. Notre marge finale est égale
a la marge initiale car le TMG est a 0. Le taux de marge est optimal pour I'allocation normale, et la
valeur la plus faible de ce taux correspond au stress a la hausse de la quantité cible d’actions. Ce
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résultat est, encore une fois lié a la baisse évoquée dans le paragraphe précédent, des taux de produits
financiers lorsque nous augmentons la quantité cible d’actions au détriment de celle des obligations.

Rappelons la formule du taux de marge initiale:

taux de marge initiale = taux_pfi_opt — max{0; tx_redist * taux_pfi_opt — FG}

lci { FG = 0.96%
“ Xredist = 100%

donc

taux de marge initiale = taux_pfi_opt — max {0; tauxyfi,,, — 0.96%}

D’autre part, en regardant la figure ci-dessous, nous en déduisons que nos taux de marge initiaux sont,
en moyenne, inférieurs a nos frais ; cette situation n’est possible que lorsque tauxyri,,, — 0.96% < 0.

Etainsi:
taux de marge initiale = taux_pfi_opt

Si les taux de produits financiers n’atteignent pas le taux de frais de 0.96%, la marge initiale est égale a
nos taux de produit financiers. Voila pourquoi une baisse des taux de produits financiers se traduira
par une baisse de la marge initiale. La tendance de notre marge initiale suivant les stress est donc celle
des produits financiers que nous avons analysés plus haut.

Ci-dessous la décomposition de la marge suivant les stratégies d’allocation avec un tmg0, nous y
retrouvons l'essentiel des résultats précités :
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Décomposition du taux de marge

Figi0 Produit & 0,96% de frais de gestion et redistribution de 100% des produits financiers
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2.3.3.2Produits 4 tmga et tmgl.5 sans RAN initial et pour diverses allocations:
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Décomposition du taux de marge
'roduit a 0,96% de frais de gestion et redistribution de 100% des produits financiers

Segment financier sans RAN initial
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Figli
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) Décomposition du taux de marge
Figi2? Produit & 0,96% de frais de gestion et redistribution de 100% des produits financiers
Segment financier sans RAN initial

1,00%
0,90% - .
0,80% =it '
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0,40% 0,83%

0,87%

0,30% 0,57%
0,20%
0,10%
0,00%

Tauxde Coitdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Taux de
marge  TMGou consommémargefinal marge @ TMGou consommémargefinal marge  TMGou consommémarge fina
initial TMGA initial TMGA initial TMGA

moins_govies_tmga plus_stocks_tmga normal_tmga

Nous remarquons encore qu’en moyenne, l'assureur n’arrive toujours pas a récupérer les 0.96% de
frais. En effet, suivant les scénarios stochastiques d’évolution des actifs, les produits financiers sont
plus ou moins bons, et en moyenne, ils sont inférieurs a la marge cible de 0.96%. La situation la moins
bonne est, comme dans le cas précédent, liée au stress a la hausse des actions, ou la marge initiale est
de 0.79% alors que dans les autres cas (resp. situation normale et baisse de la quantité cible
d’obligations), la marge initiale est assez proche de la marge cible (resp 0.95% et 0.94%).

_En résumé, I'allocation des actifs joue un réle capital sur le niveau de produits financiers et donc sur
la participation aux bénéfices. En effet, comme mentionné plus haut, 'augmentation de la quantité
cible d’obligations peut faire baisser les produits financiers puisque les plus values éventuelles
réalisées en fin d’année pour rejoindre cette nouvelle quantité cible alimentent la réserve de
capitalisation et ne peuvent donc pas étre utilisées pour nourrir les produits financiers. Ce
phénomeéne, rajouté aux taux bas aujourd’hui proposés par les Etats affaiblis par la crise des dettes
souveraines, poussent les assureurs a s’orienter majoritairement vers les actions et obligations
d’Entreprise, qui représentent en moyenne 55% des placements selon la FFSA. D’autre part, la
directive SOLVABILITE 2 a profondément modifié la stratégie d’allocation des assureurs en raison de
I'importance accordée au risque de marché. En effet, sous la nouvelle régulation prudentielle, la
sélection des actifs devient plus que jamais un enjeu crucial car les assureurs se doivent désormais
d’intégrer le coit en fonds propres dans leur stratégie d’allocation. Les assureurs ont bien compris que
pour minimiser ces besoins en fonds propres ils ne peuvent plus aujourd’hui s’appuyer sur les titres
de bonne notation et obligations souveraines. Dés lors, la diversification géographique et entre classe
d’actifs se révele étre un élément de pilotage du couple rendement/risque et donc une bonne stratégie
d’optimisation des besoins en fonds propres. A cet effet, 'immobilier s'impose comme un bon actif de
diversification. Ce dernier offre une bonne protection contre I'inflation et est moins pénalisé que les
actions par SOLVABILITE 2. Cependant, cet actif souffre d'une mauvaise liquidité. Cette situation a
conduit a la naissance de nouveaux actifs de type immobilier comme les Organismes de Placement
Collectif Immobilier (OPCI). Ces fonds d’'investissement immobiliers sont assez intéressants dans la
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mesure ol ils sont diversifiés non seulement entre classe mais aussi géographiquement. En effet, les
investissements peuvent s’effectuer dans tous les pays de I'OCDE et I'allocation doit contenir 60%
d’immobilier, un minimum de 10% d’actifs liquides monétaires ou obligataires, et un maximum de
30% d’actions.

2.3.4 Suppression des richesses initiales

2.3.4.1 VIF et TVOG pour divers taux garantis

tx_redist100%_FGO0,96% tx_redist90%_FG0,96%

1400 2000

1200

1000

1000
Vi amvoe VIF aTvoe
viF MoveN Ve MOVEN
800

pmvL_initd_tmg0 pmvL_init0_tmga pmvL_init0_tmg1,5. pmvL_init0_tmg0 pmvL_init0_tmga pmvL_initd_tmg1,5
STRESS STRESS

Fig8 et 9. Décomposition de la VIF centrale en TVOG et VIF moyenne pour divers taux minimums garantis

La suppression de la richesse initiale a pour effet de faire augmenter la TVOG, comme nous pouvons
nous en rendre compte en comparant la figure 8 aux figures 1 et 2. En effet, ce stress revient a annuler
les plus values éventuelles a t=0. Cette situation réduit donc notre capacité a faire face a nos
engagements : les VIF centrales et moyennes baissent, et I'écart entre ces deux montants se creuse. De
plus, lorsque nous redistribuons 100% de produits financiers, la VIF moyenne est négative pour un
TMGA et un TMG a 1.5. Dans tous les cas, la VIF la plus élevée se trouve sur le produit a TMG 0 car
cette situation correspond au niveau d’engagement le moins élevé de I'assureur.

2.3.4.2 Analyse de la décomposition de la valeur actuelle des marges financiéeres futures

2.3.4.2.1Impact de la suppression de toute richesse initiale sur le produit 1:

Nous pouvons mesurer I'impact de la suppression de toute richesse initiale sur le produit 1 (100% de
produits financiers distribués et 0.96% de frais). En effet, le taux de marge initiale baisse de maniére
significative : elle passe de 0.95% a 0.88% sans richesse initiale. En effet, grace a la richesse passée,
I'assureur avait des taux de produits financiers plus élevés, en réalisant des plus values. Sans richesse
initiale, la marge baisse sur notre produit.

D’autre part, le colit du TMG(A) est accru, il passe de 0.08 % a 0.31% pour le TMGA et de 0.12% a
0.35% pour le TMG a 1.5%, comme nous pouvons nous en rendre compte sur le schéma suivant :
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] Décomposition du taux de marge
Figl3 Produit & 0,96% de frais de gestion et redistribution de 100% des produits financiers
Segment financier sans RAN initial
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0,90% 0,00% ~0,00%
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0,00%
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0,20%
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Tauxde Codtdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Taux de
marge  TMGou consommémargefinal marge  TMGou consommémargefinal marge  TMGou consommémarge fina
initial TMGA initial TMGA initial TMGA

pmvl_init0_tmg0 pmvl_init0_tmga pmvl_init0_tmg1,5

Le fait de ne pas disposer de plus value latente entraine une difficulté a réaliser un taux de produit
financier net de frais supérieur au TMG(A), ceci permet d’expliquer 'augmentation du cotit du TMG(A)
lorsque les richesses initiales sont supprimées.

Ainsi, la marge finale est tres faible apres déduction du colit du TMG(A), ce qui explique pourquoi la
VIF observée (la VIF représente la différence entre cette marge et nos cofits) est négative sur les
produits a TMGA et TMG 1.5% (confere figure 8).

2.3.4.2.2Impact de la suppression de toute richesse initiale sur le produit 2:
Nous nous intéressons maintenant au produit 2(90% de produits financiers redistribués et 0.96% de
frais).

taux de marge initiale = taux_pfi_opt — max{0; tx_redist * taux_pfi_opt — FG}

taux de marge initiale = 0.1 * tauxpsi,,, + 0.96%

Nous avons comme précédemment une baisse du taux de marge initial qui passe en moyenne de
1.30% a 1.17%. Cette baisse est évidemment diile a celle des produits financiers lorsque nous
supprimons toute richesse initiale comme nous l'avions expliqué plus haut.
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D’autre part, la baisse de cette marge initiale est plus importante sur le produit 2 (baisse de relative de
10%) que sur le produit 1(baisse relative de 7%). En effet, comme cette marge est constituée entre
autre de 10% des produits financiers dans le cas du produit 2, si les produits financiers baissent, la
marge baisse d’autant plus.

En outre, pour les mémes raisons que précédemment, le colit du TMG(A) est toujours accru, il passe
de 0.14% a 0.37% (TMGA) et de 0.17% a 0.45% (TMG a 1.5%).

Ci-apres le graphique représentant la décomposition de la marge initiale pour divers TMG(A) avec
suppression de la richesse initiale.

Fiol4 Décomposition du taux de marge
Ligls Produit a 0,96% de frais de gestion et redistribution de 90% des produits financiers
Segment financier sans RAN initial

1,40%

1,20% 0,00% 0,00%

1,00%

0,80% —0;:64%—

0,00%
0,60% 1,17%

0,40% 0,80% 0.74%

0,20%

0,00%

Tauxde Coitdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Tauxde | Tauxde Codtdu RAN Taux de
marge  TMGou consommémargefinal marge @ TMGou consommémargefinal marge  TMGou consommémarge fina
initial TMGA initial TMGA initial TMGA

pmvl_init0_tmg0 pmvl_init0_tmga pmvl_init0_tmg1,5

Le taux de marge initial est moins bas que dans le cas du produit let permet de mieux faire face aux
colits, c’est la raison pour laquelle notre VIF moyenne est toujours positive sur le produit 2, en
particulier pour le TMGA et le TMG a 1.5% (confere figure 9).

Aujourd’'hui, avec la pression concurrentielle sur les taux des fonds euro, les assureurs peuvent étre
amenés a puiser dans leurs richesses initiales afin de servir des taux satisfaisants puisque les produits
financiers comptables sont insuffisants. En I'absence de cette richesse, les produits financiers
distribuables sont réduits, ce qui impacte négativement la marge financiére de I'assureur chaque
année. Voila pourquoi la suppression de toute richesse initiale fait baisser la valeur actuelle des gains
futurs. La répartition initiale des richesses en termes de plus ou moins values doit donc étre
particulierement étudiée afin d’optimiser le résultat financier de 'entreprise. Cependant, si la situation
de baisse actuelle des rendements perdure sur le fonds Euro, les assureurs pourraient se retrouver
dans un scénario d’absence de richesse initiale et devront alors faire face a la situation décrite dans le
cadre de ce stress. Il convient donc d'intégrer cette réalité et commencer a réfléchir a des stratégies
afin d’anticiper cette situation.
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Une évolution du fonds Euro s’impose donc et il faut noter que des efforts ont déja été effectués dans
ce sens, surtout avec I'apparition de nouvelles générations de supports Euro comme I’Euro diversifié.
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CONCLUSION

En définitive, cette étude révele qu'un TMGA est en moyenne, du point de vue actionnaire, préférable
a un TMG a partir d'un certain seuil (1.5% dans le cadre de notre étude), surtout lorsque I'on se réfere
ala TVOG. D’autre part, un taux de participation aux bénéfices trop élevé aura un impact négatif sur le
colit des garanties. A l'inverse, un taux servit trop faible pourra déclencher une vague de rachats
conjoncturels. Il convient donc, surtout dans ce contexte tendu du marché de l'assurance vie, de
réussir a arbitrer entre la satisfaction des clients et celle des investisseurs qui diversifient désormais
de plus en plus leurs placements au détriment du fonds Euro de I'assurance vie.

Un autre facteur susceptible de jouer sur la participation aux bénéfices est I'allocation des actifs. En
effet, 'augmentation de la quantité cible d’obligations peut faire baisser les produits financiers
puisque les plus values éventuelles réalisées en fin d’année pour rejoindre cette nouvelle quantité
cible alimentent la réserve de capitalisation et ne peuvent donc pas étre utilisées pour nourrir les
produits financiers. Ce phénomene, rajouté aux taux bas aujourd’hui proposés par les Etats affaiblis
par la crise des dettes souveraines, poussent les assureurs a s’orienter majoritairement vers les
actions et obligations d’Entreprise, qui représentent en moyenne 55% des placements selon la FFSA.
D’autre part, la directive SOLVABILITE 2 a profondément modifié la stratégie d’allocation des
assureurs en raison de I'importance accordée au risque de marché. En effet, sous la nouvelle régulation
prudentielle, la sélection des actifs devient un enjeu crucial car les assureurs se doivent d’intégrer le
colit en fonds propres dans leur stratégie d’allocation. Les assureurs ont bien compris que pour
minimiser ces besoins en fonds propres ils ne peuvent plus aujourd’hui s’appuyer sur les titres de
bonne notation et obligations souveraines. Des lors, la diversification géographique et entre classe
d’actifs se révele étre un élément de pilotage du couple rendement/risque et donc une bonne stratégie
d’optimisation des besoins en fonds propres.

D’un autre co6té, avec la pression concurrentielle sur les taux des fonds euro, 'assureur se doit de
servir des taux satisfaisants mais les taux de produits financiers étant trés bas, les assureurs peuvent
étre amenés a puiser dans leurs richesses initiales. Voila pourquoi la suppression de toute richesse
initiale fait baisser la valeur actuelle des gains futurs. La répartition initiale des richesses en termes de
plus ou moins values doit étre particulierement étudiée afin d’optimiser le résultat financier de
I'entreprise. Cependant, les résultats de cette étude sur la valeur actuelle des gains futurs sont assez
inquiétants car ils mettent en évidence ce qui pourrait se passer si la situation actuelle de baisse des
rendements perdurait.

Ainsi, avec des rendements toujours en baisse, une augmentation de la fiscalit¢é et un
investissement en actions désormais limité par des contraintes prudentielles, il devient absolument
nécessaire de faire évoluer le fonds euro. Des lors, les actifs en euro diversifiés apparaissent alors
comme un compromis, définit par un actif en euro classique et une provision technique de
diversification. Ces derniers s’affranchissent en effet de la garantie en capital annuelle au profit d’'une
garantie en capital au terme, permettant une gestion beaucoup plus souple de la provision technique
de diversification.
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ANNEXES

I- RAPPELS SUR LES FORMULES DE TAYLOR

La formule de TAYLOR fut établie par le mathématicien du méme nom, Brook TAYLOR en 1712.
L’énoncé est le suivant :

Notations. Soient [ un intervalle de R, xyun point intérieur a I, et f : I - R une fonction.
On fixe un entier naturel n.

Théoreme: (Taylor-Young). Supposons que f soit de classe C™ sur L. Alors, pour tout h € R
tel que x, + h appartienne a [ on peut écrire :

n

h? h
flro+h) = f(xo) + hx f'(xo) + 27+ fPlxo) + - + —* £f®™ (xp) + ™ * e(h)

=Yk=077 m *f(k)(xo) + h" x g(h)

Ou £(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.
Définition. La somme ¥7_, 2 T f(") (%0)

s’appelle le polyndme de Taylor de f “a I'ordre n au point xo. Par convention, 0! = 1! = 1.
Taylor ne s’est pas vraiment préoccupé de la forme du reste, il faut attendre ses successeur
pour voir se développer une maitrise du reste dans certaines conditions plus précises.

Théoréme (Taylor-Lagrange). Supposons que f soit de classe C™** sur I. Alors, pour tout
h € Rtel que xy + h appartienne a |, il existe 8 € ]0, 1] tel que I'on ait

n

fxo+h)= *f(k)( o)+

k=0

Tl+1

GG+ e

(notons ici que 8 dépend de h).

Théoréme (Taylor avec reste intégral). Supposons que f soit de classe C™*** sur I. Alors, pour
tout h € R tel que x, + h appartiennealona:

k

C h
o +m)=) o

k=0

1
* f (1 =)D (x, + t * h)dt
0

Remarque. Le reste intégral admet une autre expression. Plus précisément, on a I'égalité :

Xo+h (xo +h— )

(n+1)
(Ot

1
f (1—t)nf(”+1)(x0+t*h)dt=f
0

X0
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qui découle tout simplement d’'un changement de variable t = xy + t * h.

Si le reste est exprimé sous la seconde forme, appelée forme de Lagrange, le théoréme de
Taylor représente une généralisation du théoréme des accroissements finis (qui peut étre utilisé
pour démontrer cette version), tandis que la troisiéme expression du reste montre que le théoreme est
une généralisation du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.
Pour certaines fonctions f, nous pouvons montrer que le reste tend vers zéro quand n tend
vers l'infini ; ces fonctions peuvent étre développées en série de Taylor dans un voisinage du
point x, et sont appelées des fonctions analytiques.

II- RAPPEL DE LA METHODE DE CALCUL DU CALL EUROPEEN AVEC LE MODELE DE
BLACK ET SCHOLES POUR LE CALCUL DU TARIF DES PRODUITS DERIVES
UTLILISES DANS LE MODELE

Notations. Soit (S¢)¢so un actif suivant la dynamique de Black et Scholes c'est-a-dire :
dSt = ‘uStdt + O-th
Ou (W;)¢s0 est le mouvement brownien standard sous la probabilité historique, u et 0 deux
Parametres constants.
Soit (F;)¢sg la filtration naturelle issue de (W, );s(. C'est-a-dire que V t, F; est la tribu

Engendrée par {W;/s < t}

Le processus (S;)»o peut s’écrire de la maniére suivante, en fonction de la valeur de
I'actif a une date t, quelconque :

2
5, = 5, elb=" /2 -t (Wewey)
0
Grace au théoréme de Girsanov, le processus S; s’écrit encore de la maniére suivante :
2 — —
S, =S, e(r_a /2)*(t—t0)+a*(Wt—Wt0) (1)
0

ou r est le taux sans risque et (Wt)t>0 un mouvement brownien standard sous la probabilité risque neutre

P* induite par le taux sans risque de la maniére suivante :
dP* = (E) * dP
g

dP et dP* sont les dérivées de Radon Nycodim des probabilités P et P*. De plus, (W\t)po et (Wi)eso

ont la méme filtration (F;)¢so-

L’objectif de ce rappel est d’exposer la méthode de calcul de du pay-off d’un call européen de strike K
et d’échéance T sur ’actif (S;);s0.
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Avec ces notations, le pay-off du call européen se définit donc par la formule (S — K)

Grace a la propriété de martingale sous la probabilité risque neutre de la valeur actualisée du portefeuille
simulant cette option, la valeur de cette derniére est a tout temps t < T définie par la formule :

Ve = Ep: [T« (Sp —K),/F]

Qui devient en utilisant la formule (1) :

2 e~
Vt — EP* [e—r(T—t) % (Ste(r_o- /2)*(T_t)+0'*(WT_Wt) _ K) /Ft]
+

Puisque (W\t)po est un brownien standard sur P* dont une filtration est (F;)¢so:

i . La variable aléatoire (I/I//\T - I/I//\t) est Indépendante de F;
ii. La variable aléatoire S; est F; mesurable.

11 découle de tout ceci qu’il existe une fonction f vérifiant

f(t,S;) =V, .Deplus,

Ft,x) = Ep- [e—r(T—t) % (xe(T_O-Z/z)*(T—t)+G*(W\T—M/Z:) _ K) ]
+

£t %) = Epr [e_r(r_t) . (xe(r_az/z)*(T—t)+a*Yt*\/T—t _ K) ]
+

| Wr—W; . . (s \
ouY; = % . (Yp)¢s0 suit donc une loi normale centrée réduite sous P*. Dés lors :

1
+00 —T(T—t)—§y2 o2
£x) = e "~ r ., (xe(r_ [o)(T=)+asysT=E _ K) 1 2 d
f&x f_oo \2m {xe(r_ /2)*(T't)+”*y*m—Kzo} Y
ft,x)=A-B

Avec

( +°°e_r(T_t)_%y2 (r=9°/)(r=t)+osy =TT

- r— 2 )*(T— axy*\T—
A J_Oo o *xxe * 1{xe(r—"z/z)*(T—tHa*y*\hTt_KEO}dy
9
oo y=T(T=t)=3y
B= f " wKx1, [ d

\ o /271_ {xe(‘r— /2)*(T—t)+o'*y*\/T_—t_K20} y

Calculde B :
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+ooe—r(T—t)—%y2
B = f e T
—o V2w

(r—"z/z)*(T—t)+o'*y*\/ﬁ

xe —-K=0

* K * 1{
e_%yz

_ ,—1(T-t) too
B=e K o 1{xe(T-"Z/z)*<T-f>+”*y*m_xzo}dt

_ —T'(T_t) *
B = Ke *Er 1{xe(T—"Z/z)*(T—t)Jf”*Yt*m_KZO}

B = Ke "(T—) x p* [xe(T—"z/z)*(T—f)+"*"t*V t_Kk> 0]

w() (o) 00

B =Ke "7 4« p*|y, >
ovT —t

B=Ke T 9xpr|y, <

N

(5)+(r—62/2)*(T—t)

X
oVT—-t

1
En posant d, (x) = .

On
B =Ke ™T0 « P*[Y, < d,(x)]

Ou
B =Ke T x¢(dy(x)) (2)

ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
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€ncore
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Calcul de A :
+°°e_r(T_t)_%y2 ( a?/ )<(T=t)+oxy/T—t
_ r— 2 *(T— O*Y* —
A - —[—OO /27_[ *xxe * 1{xe(T—GZ/Z)*(T—t)+o’*y*m_K20}dy
Soit encore
_ [t o TTT-0-3y? (T—O'Z/Z)*(T—t)+0'*3/*x/T—t
A= —Fz—xxe * Liy<a, @) dy

En procédant au changement de variable z=y+4+ o *+vVT —t

12
Ona A :fj;"@\/:_n *x*l{zsdz(x)w*m}dz
dy(x)+ox/T—t e—%zz
A=x+* j_oo Nz dz
dp(x)+ox/T—t e—%zz
A=x+* j_oo Nz dz

A=xx9(d (1) )

Avecd,(x) =d,(x)+ 0 T —t
En reprenant (3) et (4), nous en déduisons que :

ft,x) = 2+ 0(d (1) — Ke T « 9(dy ()
Et donc la valeur du call européen sur le processus (S¢)¢so €st, a la date ¢ :

Ve =S¢ * ¢(d1 (S)) — Ke™T(T=0) « ®(d2 (Se))
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