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Résumé

L’émergence actuelle de nouvelles méthodes d’apprentissage statistique ainsi que l’explosion du
volume de données disponibles offrent aux assureurs de nouvelles possibilités dans la gestion de leurs
risques. Les assureurs non-vie, désireux de vouloir réduire les variations annuelles de leurs provisions et
utilisant aujourd’hui des méthodes agrégées simples, sont particulièrement à l’écoute de ces nouvelles
techniques. Dans ce contexte, ce mémoire propose une méthodologie de provisionnement ligne à ligne
par l’application d’algorithmes de forêts aléatoires, en tant qu’alternatives aux modèles de places.

Sur la base des données d’un assureur français, ce mémoire s’attache dans un premier temps à
développer les méthodes de provisionnement largement utilisées sur la place aujourd’hui, telles que le
modèle de Mack. Après en avoir rappelé les caractéristiques, ce modèle permet de fixer une mesure de
base des provisions dans le cadre de ces travaux.

Dans un second temps, le mémoire présente une méthodologie alternative : une méthode empirique
projettant les sinistres individuellement, permettant ainsi de mieux prendre en compte le risque porté
par l’assureur. Cette méthode vise à affiner les modèles agrégés afin de mieux prendre en compte les
différents risques associés aux sinistres.

Enfin, l’algorithme d’apprentissage automatique des forêts d’arbres décisionnels est mis en place dans
le cadre du provisionnement ligne à ligne, dans le but d’intégrer toutes les informations explicatives
d’un sinistre dans le modèle de prédiction de sa provision. L’idée principale du mémoire est de présenter
ce modèle dans le cadre des problématiques de provisionnement et d’analyser son impact ainsi que la
qualité des résultats qu’il peut induire.

Mots-clés : Solvabilité 2, risque de réserve en souscription non-vie, Provisions, MSEP, Chain-
Ladder, Modèle de Mack, Sinistralité atypique, Random Forest, Traité de réassurance non-proportionnel
par excédent de sinistres, Apprentissage automatique.
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Abstract

With the growing development of statistical methods and the improvement in data availability,
insurers face new challenges in term of their risk monitoring. Interest in these technics is amplified by
the insurer’s willingness to reduce the volatility of their provisions where standard aggregate methods
may have reached their limits. In that framework, we explore an alternative reserving claims by claim’s
method based on the application of a random decision forest.

Firstly we assess the existing literature and the usual technics widely used on the market as the
Chain Ladder or Mack models which will be used as a benchmark applied on data from a French
insurer.

Secondly, we suggest an alternative method based on empirical data and derived from aggregate
approach. By taking into account more risk component, it aims to better apprehend the sources of
the risk.

Finally, we put in place an algorithm of random decision forest in the framework of the reserving
claims by claims method in order to integrate all the explicit claim information inside the predictive
model. The main idea is then to extent the concept to the reserving approach and to analyse its effect
on the stability of the provision estimation.

Keywords : Solvency 2, Non-life underwriting risk, Standard Formula, MSEP, Chain-Ladder, Mack
Model, Random Forest, Excess of Loss, Machine-Learning.
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Synthèse

L’explosion des données et leur collecte entraînent les assureurs à être particulièrement attentifs aux
récentes technologies permettant d’en extraire de nouvelles informations pertinentes pour améliorer le
suivi de leurs risques imposé par la nouvelle réglementation Solvabilité 2.

Les assureurs sont soucieux de réduire la volatilité liée à l’estimation de leurs provisions et de leur
évolution au cours du temps. Cette réduction de la volatilité passe par une meilleure estimation de
leurs provisions chaque année. C’est dans ce contexte que ce mémoire propose de développer deux
méthodes de provisionnement alternatives aux méthodes classiques.

Aujourd’hui, les assureurs utilisent des méthodes de provisionnement agrégées sous forme de tri-
angles pour estimer leurs provisions. Ces méthodes n’exploitent qu’une petite proportion de l’informa-
tion et ne permettent pas d’appréhender le risque de réserve avec précision, entraînant des variations
significatives de provisions d’un exercice à l’autre. Ce mémoire propose de développer un modèle ex-
ploitant toutes les données récoltées par l’assureur afin de prédire la charge des sinistres avec une
meilleure estimation.

Dans un premier temps, la théorie et les spécificités des méthodes de provisionnement classiques
(Chain-Ladder, Mack) sont exposées. Elles permettent de fixer une base de référence pour les travaux
suivants.

Dans un second temps, ce mémoire propose une projection des sinistres ligne à ligne en intégrant
l’état des sinistres à chaque année de développement. Cette méthode permet d’affiner la projection
agrégée avec la méthode de Chain-Ladder et de capter d’avantage le risque.

Enfin, l’utilisation de l’algorithme des modèles automatiques des forêts aléatoires pour la projection
des sinistres par une méthode ligne à ligne permet d’intégrer l’ensemble des informations à la disposi-
tion de l’assureur pour prédire la charge à l’ultime. Les données sur le traitement et les caractéristiques
du sinistre complètent celles précédemment utilisées dans le modèle de projection individuelle à savoir
les charges connues et les états des sinistres. Ce mémoire présente une méthodologie permettant de
classifier les variables explicatives puis analyser les résultats sur la prédiction des provisions et l’impact
induit.

Au préalable, le périmètre de projection est déterminé, la base de sinistre est segmentée en deux
catégories : les sinistres attritionnels et les sinistres atypiques. Pour cela un seuil est déterminé en
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minimisant l’erreur d’estimation de la provision par la méthode de Chain-Ladder pour les sinistres
attritionnels sur les années 2006 à 2009. Ce seuil est fixé à 32 500e.

Table 1 – Répartition des montants de charges et de nombres

La charge des sinistres atypiques représente 49,1% de la charge totale pour un montant de 442,78Me,
alors qu’elle ne représente en nombre que 2,3% des sinistres, d’où l’utilité d’affiner leurs prédictions.

Une base de test est construite sur les années 2007 à 2011, en effet, la charge ultime des sinistres
survenus sur ce périmètre est connue à la fin de l’année 2015. Cette base permettra de comparer les
projections réalisées avec les trois méthodes développées dans la suite.

Méthode de Chain-Ladder

Le modèle de Chain-Ladder projette le montant des sinistres agrégés par année de survenance, à
l’aide des facteurs de développement. Deux triangles sont construits, un triangle pour les sinistres
attritionnels et un pour les sinistres atypiques.

Afin de valider ce premier modèle, les montants des provisions estimées pour les exercices 2007 à
2011 sont comparés aux montants des provisions réelles, c’est à dire le montant de provisions que
l’assureur devait avoir en sa possession pour faire face à ses engagements lors de ces cinq exercices. Ce
montant est constaté lors de l’année 2015. Le tableau suivant permet de visualiser l’erreur faite sur
ces exercices.

Table 2 – Ecarts des estimations des provisions avec Chain-Ladder sur les exercices 2007 à 2011

Au global, Chain-Ladder aboutit à une erreur moyenne de l’estimation de la charge des sinistres
atypiques de 12,9% avec un pic d’erreur à 37% pour l’année 2011.
La méthode de Chain-Ladder est une méthode de provisionnement simple d’application et justifiable
auprès du régulateur. Cependant, l’estimation des provisions n’est pas stable au cours du temps, la
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projection surestime le montant des provisions en 2007, 2008 et 2011 et les sous-estime en 2009 et
2010.
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Projection individuelle

Alors que la méthode de Chain-Ladder s’attache à agréger les sinistres, le modèle présenté par la
suite permet de simuler des trajectoires pour chaque sinistre de manière individuelle, en tenant compte
de leur état, afin d’améliorer l’estimation des provisions.

La méthode de projection développée est dite hybride car la projection des sinistres attritionnels
est toujours réalisée avec la méthode de Chain-Ladder tandis que les sinistres atypiques sont projetés
avec le modèle de projection individuelle.
Dans un premier temps, pour apporter d’avantage d’informations à la projection, les états de chaque
sinistre (ouvert, clos, réouvert et annulé) sont projetés à l’aide de matrices de transition. La construc-
tion de ces matrices est réalisée en calculant la fréquence observée sur les changements d’état pour
chaque année de développement.
Une fois les états des sinistres connus jusqu’à l’ultime, il convient de calculer les facteurs de dévelop-
pement pour chacun des quatre états disponibles afin de pouvoir développer les charges de chaque
sinistre jusqu’à l’ultime.
Les charges des sinistres sont ensuite projetées à l’aide des facteurs de développement individuels
conditionnés à l’état du sinistre.
50 000 simulations de la matrice des charges sont réalisées pour obtenir le montant de la charge ultime
globale.

Afin de valider le modèle, une étude de l’erreur sur le même périmètre 2007-2011 est menée, cette
étude permet de valider la performance du modèle et également de le comparer avec les estimations
de la méthode de Chain-Ladder précédente.

Table 3 – Ecart entre la provision réelle et l’estimation faite avec les deux modèles

L’erreur moyenne calculée sur les exercices 2007 à 2011 est de 9,1% contre 12,1% pour la méthode
de Chain-Ladder. De plus, la projection individuelle permet de diminuer la volatilité et l’erreur d’es-
timation des provisions.
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Modèle automatique

Afin de prendre en compte les informations collectées par l’assureur, un modèle utilisant l’appren-
tissage automatique par construction d’arbre de décision est développé.

L’algorithme d’apprentissage automatique des forêts aléatoires est une méthode ensembliste agré-
geant plusieurs arbres de décisions décorrélés. Chaque arbre découpe l’espace des variables explicatives
en groupes homogènes. Dans le cadre du provisionnement non-vie, les forêts aléatoires permettent de
prendre en compte les informations disponibles de chaque sinistre, à travers une modélisation ligne à
ligne.

Dans un premier temps les variables caractérisant les sinistres sont sélectionnées, puis classifiées
avec l’algorithme des forêts aléatoires. Chaque arbre réalise une classification descendante hiérarchique
permettant de calculer l’importance de chaque variable dans le modèle. Les variables ainsi sélectionnées
sont ensuite utilisées pour réaliser la régression et prédire la charge ultime de chaque sinistre.
Un modèle de projection est construit pour chaque année de survenance. Chaque modèle exploite
l’intégralité des charges connues du sinistres à la fin de chaque année de développement. Le modèle
est ensuite calibré sur une base d’apprentissage contenant les sinistres survenus antérieurement aux
sinistres à projeter. Le schéma suivant présente un exemple de base d’apprentissage pour la projection
des sinistres survenus en 2007.

Table 4 – Base d’apprentissage pour la projection des charges des sinistres de 2007

Cette base d’apprentissage permet de développer la forêt aléatoire qui servira à projeter les charges
des sinistres de l’année 2007 à l’ultime. Le tableau suivant présente les sinistres de 2007 à projeter.

Table 5 – Base des sinistres survenus en 2007
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Comme pour les deux méthodes précédentes, l’écart entre les provisions estimées et celles réellement
observées en 2015 sur les exercices 2007 à 2011 est calculé.

Table 6 – Ecart entre les trois projections et la provision réelle

À noter que l’estimation des provisions avec l’algorithme d’apprentissage statistique sous-estime les
provisions à constituer sur tout le périmètre de test 2007 à 2011.
L’erreur moyenne sur cette période est de 5,8% ce qui améliore encore l’estimation des provisions.
L’erreur est réduite de 3 points par rapport à la projection individuelle. Le modèle d’apprentissage
automatique améliore l’estimation des provisions et réduit la volatilité.

Le tableau suivant présente l’évolution des provisions sur les exercices 2007 à 2011 :

Table 7 – Evolution des trois projections et de la provision réelle

Alors que les provisions réelles progressent de 72% sur cette période, la projection avec l’apprentis-
sage statistique prédit une augmentation de la provision de 77%, là où l’évolution des provisions est
de 148% avec la méthode de Chain-Ladder et de 84% avec la projection individuelle.

Afin de visualiser au mieux la tendance, le graphique suivant présente les trois projections sur le
périmètre de test 2007-2011.
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Figure 1 – Comparaison de l’estimation des provisions entre les trois méthodes

L’algorithme d’apprentissage statistique reproduit au mieux la tendance de la variation des provi-
sions sur le périmètre temporel 2007-2011 contrairement à la projection individuelle ou la méthode de
Chain-Ladder.

L’application d’un traité de réassurance par excédent de sinistre accentue les résultats précédents,
c’est-à-dire que les variations des provisions sont plus importantes et que le modèle d’apprentissage
statistique s’adapte mieux. De plus, les deux méthodes projettent les sinistres individuellement, cela
permet de simplifier la gestion de ce type de traité et sa prise en compte dans l’estimation des provi-
sions.

Les informations sous-jacentes de chaque sinistre contribuent à améliorer l’estimation de son coût
final. Une projection ligne à ligne permet de prendre en compte ces informations et ainsi de mieux
capter le risque de réserve dans le cadre de la sinistralité atypique. De plus, l’ajout des variables
caractérisant la sinistralité lors de la projection, à l’aide du modèle d’apprentissage statistique, continue
d’améliorer l’estimation des provisions.
Cependant le manque de traçabilité ne permet pas à l’assureur d’utiliser le modèle d’apprentissage
automatique comme unique outil de provisionnement mais plus comme un atout permettant un suivi
de son risque de réserve.



Executive summary

As insurers have more and more data to handle, recent technologies that provide solutions for data
handling have caught their attention. Solvency II requires that insurers follow more closely and more
accurately their risk. In this framework we propose to develop two reserving methods as an alternative
to standard methods based on aggregate data.

Nowadays, most of the insurer on the market use aggregate reserving method in order to estimate
the reserves. These methods are often criticized as they don’t integrate all the available information
leading to potential reserves variation between two estimations. By adding, inside the model, more
explanatory parameters, we aim to better predict the best estimate of the reserves.

Firstly, we present standard reserving methods as Chain Ladder and Mack that will be used as a
benchmark through the essay.

Secondly, we project each claim individually by adding the status of the claim at each stage of their
development. The risk is then better captured.

Finally by applying an algorithm of random decision forest on the claim by claims projection,
we can incorporate all the available information for the estimation. The treatment of the data and
the characteristics of the claim supply the model in addition to the status of the claim. This essay
presents a classification methodology for explanatory variables and then analyses the result regarding
the prediction of the reserves.

Table 8 – Sharing Claims

Beforehand, the scope is defined and the claims database is segmented between attritional claims
and atypical claims. A threshold is determined by minimizing the estimation error of the provision of
the Chain Ladder method for the attritional part from 2006 to 2009. This threshold is e32,500. The
incurred for atypical claims accounts for 49.1% of the total incurred (e442,78M), which corresponds
to 2.3% of the claims number.
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A test database is built for 2007 to 2011, as the incurred claims already known has a view date at
the end of the year 2015. This database will be used to compare the projections made with the three
methods previously mentioned.

Method of Chain Ladder

The model of Chain Ladder is based on a projection of the incurred through development factors
where claims are aggregated by occurrence year. The projection of the reserves is made by Chain
Ladder. Two triangles are built, one for the attritional part and one for the atypical part. To determine
the accuracy of the Chain Ladder model, the amount of reserves estimated for 2007 to 2011 are
compared to the real amounts, that is the amount that the insurer should have at the time to face his
commitment during these 5 years. This information is available in 2015. The table below shows the
prediction error for these 5 years :

Table 9 – Gap estimation with Chain-Ladder (2007 to 2011)

Globally, Chain Ladder has an average error of the atypical estimation part of 12.9% with a highest
point at 37% for 2011. The CL method is easy to implement and to justify. However, the estimation
is not stable, the projection overestimates the provision for 2007, 2008 and 2011 and underestimates
the real provision for 2009 and 2010.

As opposed to CL which considers aggregate data, the method that we present allows a simulation
claims by claims and takes into account the status of the claims and so aims to improve the estimation
of the reserves.

Individual projection

The projection method developed can be viewed as a hybrid method as the projection of the attri-
tional claims will be done through a classical aggregate method whereas the atypical claims will be
projected on a claim by claims basis.
First, in order to bring more information into the model, the status of the claim (opened, closed,
cancelled or reopened) is projected with the utilization of transition matrixes. To build these matrixes
we use the observed frequency on the status change at each development period. Once we know all
the status until the ultimate, we have to calculate the development factors for each of the possible
state of the claims in order to develop each claim to get the ultimate position.
Then the incurred are being projected with those individual development factors depending on the
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claim status.
5000 simulations of the incurred matrix have been processed to get the global ultimate amount.

In order to validate the model, we use the prediction error for 2007-2011 similarly to the methodology
applied on the CL estimation.

Table 10 – Gap estimation with two models

The mean error for 2007-2011 is 9.1% as compared to 12.1% with CL. On this data, one can see
that the individual projection always overestimates the provision for each year. Besides, the individual
projection decreases the volatility and the prediction error of the reserves.
In order to take into account the data collected by the insurers, a model based on machine learning
has been developed.

Unsupervised model

The algorithm of random decision forest is an ensemblist method aggregating multiple uncorrelated
decision trees. For each tree, the space of explanatory variables is separated in homogenous groups.
In the framework of the non life reserving, random forests allow to take into account the all available
information for each claim through a claim by claims method.

First the variables are selected and then classified with the algorithm of random decision forest.
Each tree make a hierarchical descending classification which can determine the importance of each
variable in the model. Those selected variables are then used in the regression to predict the ultimate
position for each claim.
A projection model is built for each occurrence year. Each model is then calibrate on a learning base
including the claims already reported. The next figure shows the learning base for the projection of
the claims reported in 2007.

Table 11 – Learning basis
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This learning base can develop the random forest which will be used to project the claims from 2007
to the ultimate. The table below shows the 2007 claims to be projected.

Table 12 – Projection basis

As for the two previously explained methods, the gap between real and estimated provision observed
in 2015 for the period 2007-2011 is calculated.

Table 13 – Gap estimations with three methods

The estimation of the reserves with the algorithm of random forest underestimates the provision
required. The mean error is 5.8% so the error is reduced. Indeed, the error is 3% less than the individual
projection. This unsupervised model, based on this data, improve the estimation of the provision and
decrease the volatility.

The next table shows the evolution of the reserves between 2007 and 2011 :

Table 14 – Reserves variations
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The real reserves go up to 72% during this period. The projection with the algorithm predicts an
increase of 77% where the reserves estimation is 148% with Chain Ladder and 84% with the individual
projection.

In order to enlighten the trend, the next figure shows the three different projections :

Table 15 – Comparison of estimating reserves

The algorithm method replicates better the trend of the reserves variation between 2007and 2011
as compared to CL or a simple individual projection. The application of an XS reinsurance treaty
increases the power of the alternative method proposed in this essay. As the individual method, this
type of treaty is easier to handle as the conditions can really vary from one claim to another.

By taken into account of all the information at a claim level, the estimation of the provision is
improved. This method is particularly interesting for atypical claims characterized by a high severity for
a low frequency. However, we can argue that the algorithm method doesn’t allow the same transparency
than the CL approach for example and can be less easily justified for an insurer. Then this type of
method can be more seen as a complementary tool for the insurer.
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Introduction

La récolte de données massives et le développement d’algorithmes permettant leur traitement
fournissent aux assureurs de nouvelles perspectives pour la gestion de leur risque. L’évolution de
l’environnement réglementaire imposée par Solvabilité 2 oblige désormais d’avoir un suivi plus juste
des risques.

Soucieux de vouloir réduire la volatilité de l’estimation des provisions et leurs variations dans le
temps, les assureurs sont à l’écoute des nouvelles méthodes de projection de celle-ci. Ce mémoire
propose de développer deux méthodes alternatives au provisionnement classique agrégé, afin d’amé-
liorer l’estimation et la projection des provisions au cours du temps en estimant la charge sinistre par
sinistre.

La donnée constitue une réelle richesse de l’assureur, cependant son utilisation dans les modèles
de provisionnement est limitée. Ce mémoire se focalise à développer une application d’un algorithme
d’apprentissage statistique dans le cadre du provisionnement non-vie permettant d’intégrer un volume
et une variété de données jusqu’à présent inexploitées pour quantifier le risque de réserve.

En exploitant la base de sinistre d’un assureur français, ce mémoire vise à rappeler les méthodes
de provisionnement agrégées (méthode de Chain-Ladder et modèle de Mack) afin d’en construire une
mesure de référence et apprécier les contributions des deux autres méthodes.

L’explosion des moyens en termes de puissance de calcul permet de développer un premier modèle
de projection individuelle exploitant d’avantage le profil de risque de chaque sinistre. Ce modèle étaye
les méthodes agrégées et vise à les améliorer.

La troisième approche exploite un algorithme d’apprentissage automatique reposant sur la construc-
tion d’arbres de décisions dont l’objectif est de sélectionner et intégrer toute l’information pertinente
à la disposition de l’assureur afin de prédire la provision à constituer. L’objectif de ce mémoire est
d’intégrer ce nouvel outil dans des problématiques de provisionnement et analyser l’impact qu’il peut
amener sur la qualité des estimations par son application opérationnelle.
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Première partie

Contexte et enjeux
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Chapitre 1

Contexte réglementaire

La directive réglementaire Solvabilité 2, entrée en vigueur au 1er janvier 2016, est une réforme eu-
ropéenne dont l’objectif pour les compagnies d’assurances est d’identifier, d’analyser, de mesurer, de
gérer et de communiquer sur leurs risques. Dans ce contexte, les assureurs sont amenés à estimer leurs
provisions avec une plus grande précision et doivent pouvoir contrôler leur évolution d’un exercice à
l’autre. Dans le cadre de ce mémoire, deux nouvelles méthodes sont développées afin d’aider l’assu-
reur à appréhender le risque de réserve en souscription non-vie. Dans un premier temps, les grands
principes de la réforme Solvabilité 2 sont rappelés, puis les méthodes de provisionnement classiques
sont présentées afin de pouvoir les comparer aux deux méthodes développées par la suite.

1.1 Introduction à Solvabilité 2

1.1.1 Approche sous la directive Solvabilité 2

Le dispositif Solvabilité 2 est une directive dont l’objectif est d’harmoniser les réglementations au
niveau européen afin de mieux couvrir les assurés contre les risques de faillites des assureurs.

Solvabilité 2 est construit autour de trois piliers :

· pilier 1 : Ce premier pilier est un pilier d’exigence quantitative, il permet d’évaluer le montant
de fonds propres dont les compagnies d’assurance doivent disposer afin de faire face aux risques
qu’elles encourent dans leur activité.
Il est caractérisé par le calcul :

SCR (Solvency Capital Requirement) : représente le niveau de fonds propres dont doit
disposer un assureur afin de ne pas se retrouver en ruine économique dans 99,5% des cas.
MCR (Minimum Capital Requirement) : correspond à l’exigence minimale de fonds propres
dont doit disposer un assureur pour exercer son activité.

· pilier 2 : Ce pilier complète le premier pilier avec des exigences quantitatives et qualitatives.
L’objectif est de mesurer, gérer et maîtriser ses risques.

· pilier 3 : Exigence de transparence avec les publications d’informations, l’exigence de reporting
auprès du régulateur. Il harmonise la communication faite auprès des assureurs et de l’ACPR.
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22 CHAPITRE 1. CONTEXTE RÉGLEMENTAIRE

1.1.2 Le calcul de SCR

Le Capital de Solvabilité Requis traite tous les risques suivants :

Figure 1.1 – Décomposition de la formule standard par module de risques

La formule standard est l’approche générale qu’adoptent les assureurs pour calculer le SCR Global.
Le calcul du SCR sous la formule standard s’effectue selon une approche modulaire, il se réalise en
quatre étapes :

1. Évaluation des SCR sous-modulaires

2. Déduction des SCR modulaires par agrégation des SCR de sous-modules

3. Calcul du BSCR en agrégeant les SCR modulaires

4. Calcul du SCR global correspond au SCR de base et au SCR relatif au risque opérationnel
auquel les ajustements pour capacité d’absorption des pertes sont ajoutés.

1.1.3 Le risque de réserve en souscription non-vie

Le risque traité dans ce mémoire est le risque de réserve en souscription non-vie.
Le risque de réserve mesure l’incertitude de la compagnie à évaluer convenablement la charge ultime
de sa sinistralité passée. Le risque est de faire une mauvaise évaluation de la charge de sinistres restante.
L’évaluation du SCR au titre du risque de réserve s’effectue au travers d’une formule fermée estimant
l’écart entre le quantile à 99.5% et la moyenne des estimations des provisions.
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NLpr = 3 · σ · V

Avec :
· V : mesure du volume sous risque.
· σ : coefficient de variation du risque de réserve. Ce coefficient correspond au ratio écart-type
sur moyenne.

1.2 Le bilan prudentiel sous Solvabilité 2

Solvabilité 2 introduit la notion de bilan économique, cela signifie que les actifs sont désormais
comptabilisés en valeur de marché et les provisions sont remplacées par un Best Estimate et une
Marge pour risque.
Un bilan simplifié sous Solvabilité 2 est présenté ci-dessous :

Figure 1.2 – Bilan prudentiel sous Solvabilité 2

· Le Best Estimate est défini comme l’espérance de la valeur actuelle de la somme des flux
futurs actualisés
· La Marge pour risque permet d’intégrer une marge de prudence dans le calcul des provisions
techniques. Elle représente le coût de l’immobilisation des fonds propres.
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D’après le code des assurances (article R 331-6), la provision pour sinistres à payer (PSAP) est
la valeur estimative des dépenses en principal et en frais, tant internes qu’externes, nécessaires au
règlement de tous les sinistres survenus et non payés. Comme toutes les provisions techniques, elle
doit être suffisante (article R 331-1) pour le règlement intégral des engagements vis à vis des assurés
ou bénéficiaires de contrats. La provision réglementaire pour sinistres à payer calculée exercice par
exercice, est déterminée brute de recours (articles R 331-15 et R 331-1). Les recours à recevoir sont
évalués séparément sous la forme de prévisions de recours. Par différence, on obtient la PSAP nette
de recours figurant au passif du bilan. Celle-ci est évaluée en brute de réassurance. En contre-partie
la provision pour sinistres réassurés apparaît à l’actif du bilan.

Une mauvaise estimation des provisions techniques impacte le bilan mais également le résultat et
les fonds propres. La figure suivante présente les fonds propres de façon schématique :

Figure 1.3 – Fonds propres simplifiés

Le résultat est obtenu par différence entre les produits et les charges. La variation des provisions
s’inscrivant dans le compte de résultat, les erreurs d’estimations entraînent une variation d’une année
sur l’autre et impactent le résultat. Un calcul au plus juste permet de réduire la variation des provisions
inscrites dans le compte de résultat et contribue à la stabilité du résultat d’une année à l’autre.

1.3 Les méthodes de provisionnement en souscription non-vie

Dans cette section, deux méthodes classiques de provisionnement sont présentées : la méthode
de Chain-Ladder et le modèle de Mack. Ces deux méthodes agrégées permettent la projection des
triangles de paiements ou de charges.

1.3.1 La méthode de Chain-Ladder

La méthode de Chain-Ladder est une méthode déterministe basée sur le calcul de facteurs de
développement permettant de projeter le triangle de provisionnement et d’en déduire les provisions à
constituer.
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1.3.1.1 Présentation de la méthode

Le modèle de Chain-Ladder s’appuie sur l’hypothèse que les années d’origines sont indépendantes
les unes des autres :

— ∀j ∈ [0, n− 1], les facteurs de développement individuels Ci,j+1
Ci,j

sont indépendants.

L’hypothèse forte d’indépendance entre les années de survenance des sinistres n’est pas vérifiable
dans un cadre opérationnel. Cependant, la méthode de Chain-Ladder du fait de sa simplicité de mise
en oeuvre et de sa traçabilité est très répandue sur la place.

Figure 1.4 – Triangle supérieur des paiements cumulés

Sous l’hypothèse d’indépendance des années de survenance, la relation suivante doit être vérifiée :

— ∀j ∈ [0, n− 1],
C0,j+1
C0,j

= C1,j+1
C1,j

= · · · = Cn−j−1,j+1
Cn−j−1,j

En pratique ces égalités ne sont qu’approximativement vérifiées. Il est naturel de choisir comme
facteurs de développement communs :

— ∀j ∈ [0, n− 1],

fj =
∑n−j−1
i=0 Ci,j+1∑n−j−1
i=0 Ci,j
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Les facteurs de développement permettent de calculer les cadences de développement. La cadence
de développement représente la proportion de sinistres payés après k années.

— ∀i ∈ [0, n− 1],

pi =
n−1∏
k=i

1
fk

Les charges ultimes peuvent être déduites par la formule suivante :
— ∀i ∈ [0, n],

Si = Ci,n−i ·
n−1∏
k=n−i

fk

Les charges ultimes ainsi obtenues permettent de calculer les provisions à constituer :
— ∀i ∈ [0, n],

Ri = Si − Ci,n−i

Puis d’obtenir la provision globale :

R =
n∑
i=0

Ri

Le rectangle de liquidation peut être complété avec la formule suivante :
— ∀i ∈ [0, n],

Ci,j = Ci,n−i ·
j−1∏

k=n−i
fk

1.3.1.2 Validation des hypothèses

L’hypothèse sur laquelle la méthode de Chain-Ladder repose doit être préalablement validée. Il est
à noter que toute la modélisation est empirique.

— Si ∀j fixé, ∃fj tel que :
∀i ∈ [0, n− j − 1], Ci,j+1 = fj · Ci,j

Les n− j couples (Ci,j , Ci,j+1)i∈[0,n−j−1] doivent être relativement alignés sur une droite passant par
l’origine.

La validation essentielle repose sur le triangle de développement formé des facteurs,
pour i+ j ≤ n− 1 :

fi,j = Ci,j+1
Ci,j

L’hypothèse sous-jacente à la méthode de Chain-Ladder n’est acceptable que si, pour j ∈ [0, n− 2],
les éléments de la jème colonne du triangle de développement sont "constants". Si ce n’est pas le cas,
un examen permet d’effectuer des choix alternatifs de facteurs fj , en particulier si les colonnes du
triangle de développement montrent la présence de valeurs extrêmes ou de structures non aléatoires.
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1.3.2 Le modèle récursif de Mack

1.3.2.1 Présentation du modèle

À l’inverse du modèle de Chain-Ladder, le modèle de Mack n’est pas paramétrique dans le sens
où aucune hypothèse de distribution n’est faite sur les composantes du triangle. Il est conditionnel
dans le sens où les espérances sont prises connaissant les réalisations du triangle supérieur. Ce modèle
s’applique aux paiements cumulés (ou aux charges) sous les deux hypothèses suivantes :

Hypothèse 1 : Les années d’origine sont indépendantes.
Les variables aléatoires (Ci,j)j=1..n et (Ck,j)j=1..n sont pour i 6= k indépendantes.

Hypothèse 2 : Pour j ∈ [0, n], il existe un paramètre fj tel que conditionnellement :
∀i ∈ [0, n− j − 1],

E[Ci,j+1|Ci,1, · · · , Ci,j ] = fj · Ci,j

Il est à noter que pour tous les rapports du triangle de développement fj = Ci,j+1
Ci,j

cette hypothèse
peut s’écrire :

E[fi,j |Ci,1, · · · , Ci,j ] = fj

Théorème 1 :
En notant D = {Ci,j ; i + j ≤ n + 1} l’information apportée par le triangle supérieur, la relation
suivante est vérifiée :

E[Ci,n|D] = fn−i+1 × · · · × fn−1 × Ci,n−i+1

Théorème 2 :
Sous les hypothèses précédentes, les facteurs de développement de Chain-Ladder f̂j =

∑n−j−1
i=0 Ci,j+1∑n−j−1

i=0 Ci,j

sont des estimateurs sans biais de fj et sont non corrélés.

Théorème 3 :

(i) L’estimateur Ĉi,n = fn−i+1× · · · × fn−1×Ci,n−i+1 est un estimateur sans biais de E[Ci,n|D] =
fn−i+1 × · · · × fn−1 × Ci,n−i+1.

(ii) L’estimateur du montant de provisions de l’exercice i, R̂i = Ĉi,n − Ci,n−i+1 est un estimateur
sans biais de E[Ri|D] avec Ri = Ci,n − Ci,n−i+1.

Hypothèse 3 : Pour j ∈ [0, n], il existe un paramètre σ2
j tel que conditionnellement :

V [Ci,j+1|Ci,1, · · · , Ci,j ] = σ2
j · Ci,j , pour i = 0, . . . , n

Le paramètre σ̂2
j peut être estimé comme suit, pour j ∈ [0, n− 2] :

σ̂2
j = 1

n− j − 1 ·
n−j−1∑
i=0

Ci,j · (
Ci,j+1
Ci,j

− f̂j)
2
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Pour obtenir l’estimateur σ̂2
n−1 deux cas sont possibles :

— Si fn−1 = 1 alors σ̂n−1 = 0
— Sinon fn−1 = 1 alors σ̂2

n−1 = min( σ̂
2
n−2
σ̂2

n−3
;min(σ̂2

n−2; σ̂2
n−3))

L’écart quadratique moyen mesure l’incertitude présente dans l’estimation de Ci,j par Ĉi,j , il s’écrit
comme :

MSEP (Ĉi,n) = E[(Ci,n − Ĉi,n)2]

= V (Ci,n|D) + (E[Ci,n|D]− Ĉi,n)2

Cet écart mesure également l’incertitude présente dans les provisions :

MSEP (R̂i) = E[(Ri − R̂i)2]

= E[(Ci,n − Ĉi,n)2]

Corolaire : Sous les hypothèses 1,2 et 3, l’erreur de prédiction moyenne pour les provisions de
chaque année se calcule comme suit :

̂
MSEP (R̂i) = Ĉi,n

2
n−1∑

j=n−i+1

σ̂2
j

f̂j
·
( 1
Ĉi,j

+ 1∑n−j
k=1 Ck,j

)

L’erreur de prédiction pour la totalité des provisions peut être estimée sous les hypothèses de Mack
avec la formule suivante :

̂
MSEP (R̂) =

n∑
i=2

( ̂
MSEP (R̂i)

2
+ Ĉi,n · (

n∑
j=i+1

ˆCj,n) ·
n−1∑

k=n−i+1

2σ̂2
k

f̂k
2∑n−k

j=1 Cj,k

)

Les démonstrations de ces résultats sont présentées en Annexe.

Le calcul de l’erreur de prédiction (MSEP), permet d’en déduire la volatilité du risque de réserve,
comme suggéré dans la Formule Standard :

σ =

√ ̂
MSEP (R̂)
RES

Le capital réglementaire à constituer est égal au quantile à 99,5% tel que :

X ∼ LN (RES; (σRES)2)

La Formule Standard retient cette modélisation comme prudente et permet l’approximation du capital
réglementaire par 3 · σ ·RES.
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1.3.2.2 Validation du modèle

Des contrôles graphiques des hypothèses 2 et 3 doivent être mis en place :

Vérification hypothèse 2 : Comme pour Chain-Ladder, pour j fixé, les n−j couples (Ci,j , Ci,j+1)i∈[0,n−j−1]

doivent être relativement alignés sur une droite passant par l’origine.

Vérification hypothèse 3 : Pour tout j fixé et ∀i = 1, · · · , n − j le nuage de points des paiements
cumulés (Ci,j)i,j=0..n et des résidus (Ci,j+1−f̂j ·Ci,j√

Ci,j
)i,j=0..n, ne doit faire apparaître aucune ten-

dance.

1.3.3 Mise en oeuvre dans le cadre du provisionnement

Les sinistres sont classés en deux catégories en fonction de l’estimation de leur charge à la fin de
la première année de développement :

— Sinistres attritionnels : il s’agit des sinistres classiques et récurrents. Ces sinistres ont une
fréquence importante et une sévérité peu élevée

— Sinistres atypiques : il s’agit de sinistres graves plus rares, mais ayant un coût élevé

La frontière entre sinistres attritionnels et atypiques appelée Seuil de gravité, sera déterminée par
la suite.

Dans le cadre de la modélisation, les deux types de sinistre sont projetés de manière différente :
* Pour les sinistres attritionnels, le triangle des paiements est projeté. Les montants des sinistres
attritionnels étant faible, leur développement est court. Il est donc préférable d’évaluer le montant des
réglements.

* Les sinistres atypiques ayant un développement long, les charges donnent une meilleure repré-
sentation de ces sinistres. Pour cette raison, la projection s’effectue sur le triangle de charge.

Parallèlement aux calculs de provisions et de MSEP, un autre enjeu des deux méthodes de provi-
sionnement développées par la suite est la simplification de l’application de traité de réassurance non
proportionnel sinistre par sinistre. Le traité appliqué par la suite est présenté dans la section suivante.

1.4 Traité de réassurance non proportionnel : l’excédent de sinistre

La réassurance est un contrat par lequel l’assureur (le cédant) va se décharger d’une partie de
son risque auprès d’une institution financière, le réassureur, en échange du versement d’une prime.

Dans ce mémoire, le traité de réassurance par excédents de sinistre par tête, du fait de la projection
des sinistres atypiques de manière individuelle, a un intêret tout particulier. En effet, la réassurance
par excédents de sinistre est un traité de réassurance non proportionnel. Ce type de réassurance trouve
toute son utilité lorsqu’un sinistre a un montant élevé et ainsi permet de lisser les pics de sinistralité
importants. Ce traité de réassurance est recommandé lorsque les capitaux assurés sont difficiles à
estimer et peuvent entraîner une forte volatilité des sinistres.
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L’excédent de sinistre par tête noté également XS tête est un contrat dans lequel le réassureur
s’engage à payer, dans une période donnée, un montant inférieur ou égal à la portée à chaque fois
qu’une police est sinistrée pour un montant supérieur à la priorité. La limite est la somme de la priorité
et de la portée.
L’assureur s’engage en contrepartie à payer une prime annuelle globale.

La figure suivante présente schématiquement le principe d’une réassurance par excédent de sinistre.

Figure 1.5 – XS par risque

Notation : portée XS priorité

Ce type de traité s’applique sinistre par sinistre. Dans la projection des sinistres avec la méthode de
Chain-Ladder, les sinistres sont agrégés, l’application du traité sinistre par sinistre n’est pas applicable
en l’état.

Dans le cadre du provisionnement des sinistres atypiques, entrant dans le périmètre de la réassurance,
les assureurs procèdent à une application agrégée du traité. Le triangle supérieur est reconstruit : la
charge des sinistres couverte par la réassurance est retranchée. Ce nouveau triangle est ainsi projeté
avec la méthode de Chain-Ladder.

Le nouveau montant de règlement versé par l’assureur est déterminé par la même méthode. Le
paiement est pris en charge par l’assureur lorsqu’il est inférieur à la priorité ou supérieur à la porté +
priorité.



Chapitre 2

Problématique du mémoire

2.1 Objectif du mémoire

La vocation de ce mémoire est de présenter deux nouvelles méthodes alternatives aux méthodes
de provisionnement actuelles permettant de mieux prendre en compte les différentes informations
disponibles.

Outre l’intérêt d’estimer les provisions au plus juste, les méthodes développées permettent de sim-
plifier la gestion des traités de réassurance appliqués sinistre par sinistre et donc en particulier les
traités en excédents de sinistres.

L’approche développée pour estimer la charge des sinistres dans les deux modèles est une approche
"hybride", les sinistres attritionnels étant toujours projetés avec la méthode de Chain-Ladder.

La première méthode est inspirée de l’article de Murphy et McLennan[18]. Les charges des sinistres
atypiques sont projetées à l’aide de facteurs de développement individuels conditionnés à l’état du
sinistre.

La deuxième méthode développée est une approche par apprentissage non supervisé. La charge
ultime de chaque sinistre atypique est projetée en utilisant les caractéristiques du sinistre et les charges
connues de l’assureur.

Ce mémoire attachera une grande importance à la robustesse des modèles développés. Ces méthodes
seront comparées entre elles et les avantages et inconvénients de chacune seront détaillés.

2.2 Étude préalable de la base de données

La base de données utilisée provient d’un assureur français. Elle recense tous les sinistres de la
branche automobile pour la garantie responsabilité civile corporelle de 2000 à 2015. Pour chacun des
sinistres, nous disposons d’une image de chaque évènement survenu au cours de son développement. La
base contient également de nombreuses variables liées à la vie du sinistre, comme les caractéristiques
du conducteur ou de l’évènement survenu par exemple.
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La garantie Responsabilité civile corporelle, notée RCC, couvre les dommages corporels que le
conducteur ou son véhicule ont causé à une tierce personne.
Le tableau suivant présente les statistiques de sinistralité vues à la date de déclaration et à la fin de
l’année 2015.

Table 2.1 – Statistiques sur les charges des sinistres

Le nombre de sinistres survenus entre 2000 et 2015 est de 71 407 pour une charge estimée moyenne
de 5 142e à la fin de l’année de déclaration et de 6 584e à la fin de l’année 2015.

Le montant de la charge totale estimé sur la totalité du périmètre s’élève à 464 136 927e, vu à la
fin de l’année 2015.

L’assureur, dans la pratique, segmente en deux sa base de sinistres par rapport à la charge estimée
à la déclaration. Il construit deux triangles puis projette les sinistres avec deux méthodes de Chain-
Ladder. Dans un premier temps, ce seuil est fixé arbitrairement à 20 000e.

Le tableau suivant présente les statistiques sur les charges estimatives supérieures à 20 000e, pour
les sinistres vues à la date de déclaration et leur évolution à la fin de l’année 2015.

Table 2.2 – Statistiques descriptives sur le montant des sinistres estimés à plus de 20 000e à la date
de déclaration

Le coût moyen des sinistres estimés à plus de 20 000e augmentent entre leur date de déclaration et
l’année 2015.

Les deux graphiques suivants représentent la répartition des charges à la date de déclaration et à la
date de clôture.
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Figure 2.1 – Répartition de la charge des si-
nistres à la date de déclaration

Figure 2.2 – Répartition de la charge des si-
nistres au cours de l’année 2015

La charge des sinistres augmentent entre la date de déclaration et l’année 2015. Les sinistres de la
garantie responsabilité civile sont adaptés et bénéficient de suffisamment d’historique afin de réaliser
un développement ligne à ligne.

Le choix du périmètre est important afin que le nombre de sinistres par année soit suffisant et qu’il
n’y ait pas de disparité d’une année sur l’autre.

Le tableau suivant présente la charge de sinistralité vue à la fin de l’année de déclaration.

Table 2.3 – Statistiques descriptives de la charge des sinistres RCC à l’ouverture

La charge moyenne à la fin de l’année de déclaration est estimée à 5 142e.

L’histogramme suivant présente le nombre de sinistres par année de survenance, il permet de suivre
son évolution.
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Figure 2.3 – Nombre de sinistres par année d’ouverture

Le nombre de sinistres augmente au cours du temps. L’année 2015 n’étant pas clôturée, celle-ci est
retirée du périmètre de modélisation.

Les écoulements des sinistres sont représentés dans le graphique suivant. Ce graphique permet de
visualiser la charge par année au cours du temps.

Table 2.4 – Ecoulements des sinistres

Le tableau suivant représente le triangle des règlements de la garantie RCC.
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Table 2.5 – Triangle des paiements

Le montant des réglements a été multiplié par trois entre 2000 et 2014. Cela signifie que l’activité
est en forte croissance sur cette période.

Le triangle des charges présenté dans le tableau suivant confirme la croissance de l’assureur.

Table 2.6 – Triangle des charges

La base de données fait référence à une unique ligne d’activité, qui sous un référentiel Solvabilité 2,
appartient à ligne d’activité 4 « Assurance de responsabilité civile automobile ».

La fiabilité des données joue un rôle très important dans le calcul des provisions techniques. Dans le
cadre de ce mémoire, la seule base à notre disposition est la base de sinistre. Les données comptables
ne sont pas disponibles afin d’assurer la vérification des retraitements effectués sur des données.

Les données seront considérées suffisamment fiables, cependant aucun contrôle ne le vérifiera. Cette
hypothèse restera admise dans la suite de ce mémoire.



Chapitre 3

Estimation des provisions par méthode
agrégée

3.1 Choix du seuil de gravité

Le périmètre d’étude étant fixé, le seuil de gravité doit être déterminé afin de segmenter la base
en deux et différencier les sinistres atypiques des sinistres attritionnels.

L’objectif est de trouver le seuil qui minimise l’erreur sur la projection de l’ultime pour les sinistres
attritionnels, par la méthode de Chain-Ladder.

1. Le périmètre temporel est à définir avec les cadences de réglements. Dans cette étude, les années
varient entre 2000-2009.

2. Le seuil de gravité est défini. Ce seuil permet de diviser la base de sinistres en deux. Les sinistres
dont la charge à la fin de la première année est supérieure au seuil sont considérés comme aty-
piques.

3. Le triangle des paiements des sinistres attritionnels est construit.

4. Le triangle des paiements est projeté avec la méthode de Chain-Ladder. Les charges ultimes
obtenues sont comparées aux charges ultimes réelles connues.

La figure suivante représente les taux d’erreurs entre les paiements projetés avec Chain-Ladder en
date de calcul et les charges ultimes réellement observées à fin 2015.
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Figure 3.1 – Erreur de la charge ultime totale en fonction du seuil de coupure

Le taux d’erreur est minimisé sur chaque segment lorsque le seuil est compris entre 30 000 et 35
000. Afin d’affiner la précision et de confirmer ces observations, le graphique suivant représente l’erreur
d’estimation de l’ultime pour les années 2006 à 2009, sur une vision fin de première année.

Figure 3.2 – Erreur de la charge ultime de chaque année en fonction du seuil de coupure

L’erreur sur la projection de la charge ultime est minimisée pour les années 2006 et 2007 pour un
seuil compris entre 30 000 et 35 000. Pour les années 2008 et 2009 cette erreur est minimisée pour un
seuil compris entre 25 000 et 30 000.
La modélisation des provisions pour les sinistres attritionnels étant faite de manière agrégée, il convient
de choisir un seuil qui mininimise l’erreur au global. Au vu des graphiques, ce seuil se situe entre 30
000 et 35 000. Dans la suite du mémoire ce seuil sera fixé à 32 500.
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Triangles de liquidation

Le seuil de gravité étant fixé à 32 500e, la base de sinistres est segmenté en deux : 1 530 sinistres
sont évalués a plus de 32500e à la fin de la première année contre 65 718 pour la base des sinistres
attritionnels. Le tableau suivant présente la répartition des charges estimées à fin 2015 pour les sinistres
survenus entre 2000 et 2014.

Table 3.1 – Répartition des montants de charges et de nombres

La charge des sinistres atypiques représente 49,1% de la charge totale pour un montant de 442,78Me,
alors qu’elle ne représente en nombre que 2,3% des sinistres, d’où l’utilité d’affiner leurs prédictions.

Le tableau suivant représente le triangle de paiements des sinistres attritionnels.

Table 3.2 – Triangle des paiements des sinistres attritionnels

Le montant des paiements totaux réalisés sur cette période est de 188Me.
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Concernant les sinistres graves, les charges sont projetées :

Table 3.3 – Triangle des charges des sinistres atypiques

Les paiements réalisés à la fin de l’année 2014 pour chaque année de survenance sont présentés dans
le tableau suivant.

Table 3.4 – Paiements réalisés pour les sinistres atypiques à la fin de l’année 2014

Au total, le montant des paiements effectués à la fin de l’année 2014 pour les sinistres graves s’élève
à 125,6Me.

3.2 Application des méthodes agrégées

La base des sinistres est divisée en deux parties par rapport au seuil défini dans la section précé-
dente. Les sinistres attritionnels correspondent aux sinistres dont la charge à la fin de la première année
est inférieure au seuil. Le triangle des sinistres attritionnels est un triangle des paiements cumulés alors
que le triangle des sinistres atypiques est un triangle de charge cumulé.
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3.2.1 Application de la Méthode de Chain-Ladder

3.2.1.1 Vérification des hypothèses

Sinistres attritionnels

Sous l’hypothèse d’indépendance des années de survenance, la relation suivante doit être vérifiée :

— ∀j ∈ [0, n− 1],
C0,j+1
C0,j

= C1,j+1
C1,j

= · · · = Cn−j−1,j+1
Cn−j−1,j

Pour j = 1, 2, 3, 4 et ∀i = 0, ..., n− j − 1 le nuage de point (Ci,j , Ci,j+1) est tracé :

Figure 3.3 – Vérification de l’existence de facteurs de développement

Une tendance linéaire se dessine, cela vérifie l’hypothèse de l’existence de facteurs de développe-
ment.

La deuxième hypothèse à vérifier est l’indépendance entre les facteurs de développement. Pour
j = 1, · · · , 4, les facteurs de développement individuels doivent être constants. La figure représente les
facteurs de développement notés (fi,j)i=1,··· ,n−j−1 en fonction des années de survenance.
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Figure 3.4 – Indépendance des facteurs de développement

La tendance est constante, l’hypothèse d’indépendance entre les facteurs de développement est
vérifiée.

Sinistres atypiques

Les deux hypothèses de Chain-Ladder sont vérifiées comme le montrent les graphiques suivants :

Figure 3.5 – Vérification de l’existence de facteurs de développement
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Figure 3.6 – Indépendance des facteurs de développement

Le triangle des sinistres graves étant projeté en charges, les facteurs de développement sont moins
élevés que pour le triangle des paiements car l’assureur estime la charge de sinistres au plus proche
dès la première année.

3.2.1.2 Application aux triangles de liquidation

Sinistres attritionnels

Après application de la méthode de Chain-Ladder, les facteurs de développement suivant sont ob-
tenus. Les cadences de réglements sont ensuite déduites. Ces résultats sont présentés dans le tableau
suivant :

Table 3.5 – Facteurs de développement et cadences des réglements

Le triangle est développé à l’aide des facteurs de développement présentés précédemment. Les pro-
visions sont ensuite calculées :

provision = Charges Ultimes− Paiements
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Figure 3.7 – Triangle des paiements développés et provisions

La charge ultime des sinistres attritionnels s’élève à 263,43Me et la valeur des provisions, non
actualisée est de 93,48Me.

Sinistres atypiques

Le tableau suivant présente les facteurs de développement calculés avec le triangle de charges des
sinistres graves.

Table 3.6 – Facteurs de développement des sinistres graves

Le triangle des sinistres atypiques est présenté dans le tableau suivant.
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Figure 3.8 – Triangle des charges développées et provisions

La charge ultime totale des sinistres atypiques est de 226,76Me, les paiements réalisés à la fin de
l’année 2014 s’élèvent à 125,62Me. Le montant des provisions à constituer est donc de 101,14Me.

Calcul des provisions

Le montant des provisions pour les :
· Sinistres attritionnels est de 93,48Me
· Sinistres atypiques est de 101,14Me

Le montant des provisions totales est de 194,61Me

3.3 Evolution de la sinistralité

Avant d’étudier l’évolution des provisions projetées avec la méthode de Chain-Ladder, une présen-
tation de la sinistralité atypique est proposée. Dans un premier temps, le périmètre d’étude est fixé
puis l’évolution des charges ultimes par exercice est présentée.

Les cadences cumulées présentées dans le tableau 3.6 montre qu’après cinq années de développement
la charge ultime est connue. La charge ultime des sinistres survenus entre 2000 et 2011 est connue à
la fin de l’année 2015. La base de test sera constituée de ces sinistres pour étudier la robustesse de la
prédiction. Afin de visualiser la tendance de la sinistralité pour chacun des exercices, le graphe suivant
représente l’évolution de la charge ultime pour les exercice 2000 à 2011.
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Figure 3.9 – Evolution de la sinistralité entre 2000 et 2011

La sinistralité a une tendance haussière et lisse sur le périmètre représenté. Le graphique 3.10
présente l’évolution du montant de provisions sur ce même périmètre observé en 2015.

Figure 3.10 – Evolution de la provision entre 2000 et 2011

Comme les charges ultimes, les provisions ont une tendance haussière et monotone. L’estimation
des provisions au cours du temps devra reproduire cette tendance.

3.4 Evolution de l’estimation des provisions

Afin de suivre l’évolution du montant des provisions au cours du temps, la méthode de Chain-Ladder
a été appliquée pour les exercices de 2007 à 2014. Huit triangles de charges des sinistres atypiques ont
été projetés au 31/12/N, N = 2007, · · · , 2014. Pour chacun des triangles, la somme des paiements au
31/12/N a été retranchée afin d’obtenir le montant des provisions. Le graphique suivant permet de
visualiser l’évolution des provisions que l’assureur doit constituer au cours de chaque exercice N.
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Figure 3.11 – Evolution des provisions estimées avec la méthode de Chain-Ladder entre 2007 et 2014

La courbe précédente montre que l’estimation des provisions avec la méthode de Chain-Ladder n’est
pas stable dans le temps. Entre 2009 et 2011, l’assureur a estimé que ses provisions augmentaient de
86%. Entre 2011 et 2012, l’estimation des provisions a diminué de 8%. Ce graphique montre que l’es-
timation des provisions avec la méthode de Chain-Ladder n’est pas stable d’un exercice à l’autre alors
que la tendance observée sur le graphique 3.10 laisse apparaître une tendance haussière et monotone.

3.5 Calcul de l’écart d”estimation sur le périmètre 2007-2011

Afin de valider le modèle de Chain-Ladder, les montants des provisions estimées pour les exercices
2007 à 2011 sont comparés aux montants de provisions réels, c’est-à-dire le montant de provisions que
l’assureur devait avoir en sa possession pour faire face à ses engagements lors de ces cinq exercices. Ce
montant est constaté lors de l’année 2015. Le graphique suivant permet de visualiser l’erreur faite sur
ces exercices.

Figure 3.12 – Comparaison des provisions réelles et des provisions estimées avec la méthode de
Chain-Ladder

Les provisions estimées avec la méthode de Chain-Ladder ne permettent pas de déterminer un mon-
tant juste de provisions à constituer. Cette projection surestime le montant de provisions à constituer
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lors des exercices 2007, 2008 et 2011 et sous estime pour 2009 et 2010. Le tableau suivant permet de
visualiser les écarts d’estimation de la méthode entre Chain-Ladder et l’estimation réelle.

Table 3.7 – Ecarts de l’estimation des provisions avec Chain-Ladder sur les exercices 2007 à 2011

Ce tableau complète le graphique précédent et permet de voir que l’estimation des provisions avec
la méthode de Chain-Ladder est très volatile au cours du temps. L’erreur moyenne d’estimation sur
cette période est de 12,91%. Ces tests fournissent une base de calcul afin de pouvoir estimer la qualité
des modèles traités dans les chapitres suivants.

3.6 Application de la Méthode de Mack

3.6.1 Vérification des hypothèses

Les hypothèses de la méthode de Chain-Ladder étant vérifiées, il reste à montrer que le nuage de
points

(
Ci,j ,

Ci,j+1−f̂j ·Ci,j√
Ci,j

)
i,j=0..n

ne présente aucune structure non aléatoire.

Figure 3.13 – Graphique des résidus des sinistres attritionnels

Les nuages de points des deux figures ne font apparaître aucune tendance, les hypothèses du modèle
de Mack sont vérifiées.

3.6.2 Calcul des volatilités

La méthode de Chain-Ladder peut être complétée par un calcul de volatilités des paiements et
charges cumulés, comme le stipule l’hypothèse 3 de Mack :
Pour j ∈ [0, n], ∃ σ2

j tq. :

V [Ci,j+1|Ci,1, · · · , Ci,j ] = σ2
j · Ci,j , pour i = 0, . . . , n
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Figure 3.14 – Graphique des résidus sinistres atypiques

Table 3.8 – Paramètres de volatilités

La volatilité des sinistres attritionnels est calculée sur les estimations des paiements qui sont d’avan-
tage volatiles que les estimations de charges. Ce phénomène a par ailleurs déjà été observé sur les
facteurs de développement de Chain-Ladder.

Les facteurs de développement pour les deux types de sinistres lors de la dernière année de déve-
loppement sont égaux à 1. Le paramètre de volatilité de la dernière année est nul pour la quatorzième
année de développement.

3.6.3 Calcul du Capital Réglementaire

Le modèle de Mack permet de calculer la volatilité sur les provisions par année de développement
pour chaque base de sinistres. Il est alors possible de calculer les erreurs moyennes de prédiction sur
les provisions par année de survenance ( ˆMSEP (R̂i)). Le tableau suivant présente ces calculs.
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Table 3.9 – MSEP par année de survenance

Une fois les MSEP obtenues, Mack explicite une formule fermée permettant d’obtenir la MSEP des
provisions globales. La volatilité des provisions et le capital réglementaire sont calculés dans le tableau
suivant :

Table 3.10 – Capital réglementaire pour la méthode agrégée

Le capital réglementaire que l’assureur doit détenir est de 19, 67Me, conformément au calcul de la
formule standard.

3.7 Application d’un traité de réassurance non proportionnel : Ex-
cédent de sinistre

Afin de pouvoir comparer les trois modèles de projection des sinistres sur plusieurs points opéra-
tionnels, le traité de réassurance mis en place chez l’assureur est appliqué avec la méthode agrégée
dans la section suivante.
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3.7.1 Calcul des provisions à constituer

Le traité de réassurance présenté est celui que l’assureur a mis en place avec un réassureur. Il s’agit
d’un traité par excédents de sinistre.

· La priorité est fixée à 130 000e.
· La portée est fixée à 230 000e.

Le réassureur effectue les réglements pour un sinistre lorsque ceux-ci sont compris entre 130 000e et
360 000e. Afin de simplifier l’étude, le traité de réassurance est appliqué uniquement à la sinistralité
atypique.

Le tableau suivant présente le nouveau montant de paiement par année de survenance que l’assureur
a versé.

Table 3.11 – Règlements par année de survenance

Le montant de paiements réglés par l’assureur à la fin de l’année 2014 après application de la
réassurance est de 98, 19Me contre 125, 62Me sans la réassurance. Le réassureur a réglé 27, 43Me à
l’assureur pour couvrir les sinistres.

Le tableau suivant présente le triangle des charges pour les sinistres atypiques, restant dans le passif
de l’assureur.

Table 3.12 – Triangle de charges après application d’un traité de réassurance

Afin de calculer les provisions à la charge de l’assureur, ce triangle est projeté avec la méthode
de Chain-Ladder pour en déduire les charges ultimes. Le tableau suivant présente les facteurs de
développement permettant de développer le triangle.
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Table 3.13 – Facteurs de développement après application du traité de réassurance

Le tableau suivant présente le triangle des sinistres atypiques projetés à la charge de l’assureur.

Table 3.14 – Triangle de charges après application d’un traité de réassurance

Le traité de réassurance est également appliqué aux paiements réalisés. Cela permet de calculer le
nouveau montant de paiement que l’assureur a versé sur la période pour les sinistres atypiques.

La charge ultime projetée avec la méthode Chain-Ladder est de 177,1Me (contre 226,76Me sans
prise en compte de la réassurance). La charge cédée au réassureur s’élève donc à 49,66Me.
La nouvelle provision de l’assureur pour les sinistres atypiques s’élève ainsi à 78,91Me. Le traité de
réassurance entraîne une diminution de 22,23Me (-22%) de la charge globale des sinistres atypiques.
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3.7.2 Evolution de l’estimations des provisions

Comme précédemment, une étude graphique de l’évolution des provisions par exercice est menée.
Le graphique suivant présente les montants des provisions estimées avec la méthode de Chain-Ladder
au cours des exercice 2007 à 2014 après application du traité de réassurance.

Figure 3.15 – Evolution de l’estimation des provisions pour les exercices 2007 à 2014

La méthode de Chain-Ladder ne permet pas d’assurer la stabilité d’estimation des projections. Entre
2009 et 2011, l’estimation des provisions augmente de 114%. La prise en compte de la réassurance
amplifie les variations de provisions déjà observées sans réassurance.

3.7.3 Ecart d’estimation des provisions pour les exercices 2007 à 2011

Afin de visualiser l’erreur de projection de la méthode de Chain-Ladder après application du traité
de réassurance, le graphique suivant reprend l’estimation des provisions sur les exercices 2007 à 2011
et les compare à la provision réellement constatée en 2015 pour ces exercices.

Figure 3.16 – Comparaison de l’estimation des provisions avec la provision constatée en 2015 pour
ces exercices
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La méthode de Chain-Ladder ne permet pas d’estimer les provisions au plus juste, cela entraîne
des variations de provisions au cours de chaque exercice. L’année 2011 montre même que le montant
de provisions estimées avec la méthode de Chain-Ladder est nettement supérieur à celui réellement
observé en 2015. Le tableau suivant présente les écarts d’estimation :

Table 3.15 – Ecart d’estimation des provisions par exercice

Le tableau précise les écarts visibles sur le graphique précédent. L’application du traité de réassu-
rance entraîne une hausse des écarts d’estimation sur les provisions avec la méthode de Chain-Ladder.
En moyenne l’erreur d’estimation sur ces exercices est de 19,73%, elle culmine à 60,1% pour l’exercice
2011.

3.8 Bilan de la méthode

La méthode de Chain-Ladder est simple d’application et permet d’obtenir un montant de provisions
proche du montant réel pour les sinistres de coûts faibles. Le triangle des sinistres est facilement
developpé et les cadences des écoulements sont calculés rapidement.
Cependant pour les sinistres atypiques, comme vu précedemment, l’estimation peut-être améliorée.
De plus, pour chaque exercice les provisions fluctuent ce qui entraînent l’assureur à enregistrer des
variations de provisions impactant son résultat annuel. La méthode de Chain-Ladder servira de base
de référence dans la suite de l’étude pour être comparée avec les nouvelles approches.

L’objectif des deux autres méthodes développées dans la suite est, d’une part, d’améliorer les estima-
tions des provisions par rapport à la méthode de Chain-Ladder, et d’autre part, de réduire l’évolution
des provisions d’un exercice à l’autre. Les deux modèles construits sont appelés modèles hybrides car
l’estimation des provisions des sinistres attritionnels est obtenue à l’aide de la méthode de Chain-
Ladder. Ces deux méthodes simplifieront également l’application d’un traité de réassurance par excé-
dents de sinistres. Enfin un calcul de capital réglementaire théorique sera réalisé pour évaluer l’impact
de ces méthodes dans un cadre opérationnel.



Deuxième partie

Provisionnement par une méthode
ligne à ligne déterministe
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Chapitre 4

Présentation de la sinistralité

Alors que les modèles de place présentés précedemment s’attachent à agréger les sinistres, d’autres
méthodes exploitent les caractéristiques de la vie d’un sinistre pour estimer son coût ultime. La
méthode présentée par la suite s’attache quant à elle à simuler une partie du développement du
sinistre, afin d’améliorer la prédiction de son coût.

4.1 Vie d’un sinistre

Le risque peut être défini comme la probabilité qu’un fait ou qu’un événement considéré comme
un mal ou un dommage survienne. Afin de se prémunir contre un risque, un assuré au travers d’un
contrat d’assurance le transfère à un assureur. L’assureur va porter le risque à la place de l’assuré en
échange d’une prime. Lorsqu’un risque survient, on parle de sinistre. Le schéma suivant présente la
vie d’un sinistre dès que le risque est transféré à un assureur :

Figure 4.1 – Vie d’un sinistre

Afin de faire face à un sinistre, l’assureur va constituer des provisions. La partie précédente a présenté
la méthode de place la plus utilisée sur le marché, basée sur la méthode de Chain-Ladder.
Comme détaillée dans la partie précédente, cette méthode agrégée n’exploite qu’une très faible partie
de l’information disponible.

L’objectif de cette partie est de présenter les différents éléments de la vie d’un sinistre succeptibles
d’influer sur la nature du risque et donc sur sa provision.

4.2 Traitement d’un sinistre

La méthode de Chain-Ladder utilise un très petit nombre de variables pour projeter les sinistres
et en déduire les provisions :
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— La date de survenance
— La date de déclaration
— La date et le montant des paiements (pour les sinistres attritionnels)
— L’estimation des charges (pour les sinistres atypiques)

Dans la méthode développée par la suite, l’idée est de projeter la trajectoire des sinistres atypiques,
c’est-à-dire simuler la partie du traitement des sinistres. Le schéma suivant présente de façon détaillée
le traitement d’un sinistre.

Figure 4.2 – Traitement d’un sinistre

Le principe d’agrégation de la méthode de Chain-Ladder ne permet de différencier les sinistres
déclarés ou non, clôturés ou non, annulés ou non...
L’idée est donc d’intégrer cette dimension aux calculs des provisions.



Chapitre 5

Projection individuelle des sinistres
atypiques

Afin d’améliorer la qualité d’estimation des provisions, les sinistres atypiques peuvent être projetés
de manière plus détaillée. La méthode hybride développée utilise la méthode classique de Chain-Ladder
pour projeter les sinistres atypiques et une méthode empirique pour projeter les sinistres atypiques.
Cette dernière est inspirée par K. Murphy et A. McLennan [18] et projette l’état d’un sinistre d’une
part, puis développe sa charge en fonction de son état d’autre part.

Dans la première partie un seuil de gravité a été fixé à 32 500e. Ce seuil permet d’optimiser
l’utilisation de la méthode de Chain-Ladder pour les sinistres attritionnels. Il est conservé pour faciliter
la comparaison entre les différentes méthodes.

5.1 Projection de la charge des sinistres atypiques

Afin d’estimer la charge ultime des sinistres graves, la projection s’opère en deux temps. Dans une
premier temps, son état est simulé pour chacune des années de développement, puis une fois son état
connu, son coût est projeté à l’aide de facteurs de développement.

5.1.1 Développement de la matrice des états

Dans notre méthodologie, quatre états seront considérés comme possible :
— Ouvert : le sinistre est en cours de traitement.
— Clos : le traitement du sinistre est terminé.
— Réouvert : le sinistre est retraité, après avoir été fermé.
— Annulé : le traitement du sinistre est interrompu après connaissance d’un nouvel élément.
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La matrice d’états se présente comme dessous :

Table 5.1 – Matrice des états

Afin de projeter la matrice d’états à l’ultime, quinze matrices de transitions sont construites pour
chaque année de développement.

La construction des matrices de transition est réalisée en calculant la fréquence observée sur les
changements d’état.

POuvert→Ouvert = Nb SinistresOuvert(t)
Nb

POuvert→Clos = Nb SinistresClos(t)
Nb

POuvert→Réouvert = Nb SinistresRéouvert(t)
Nb

POuvert→Annulé = Nb SinistresAnnulé(t)
Nb

avecNb = Nb SinistresOuvert(t)+Nb SinistresClos(t)+Nb SinistresRéouvert(t)+Nb SinistresAnnulé(t)

Une matrice de transition se présente comme suit :

Table 5.2 – Matrice de transition

Cette matrice doit respecter quelques propriétés :
— ∀i, j, pi,j ≥ 0
— ∀i,

∑
j>0 pi,j = 1

Dans la pratique, pour projeter l’état d’un sinistre i de t − 1 à t, on effectue un tirage à l’aide
d’une loi uniforme [0, 1]. Notons q ce tirage. Dans la matrice de transition de l’instant t− 1 à t si :
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— q < p1,1 alors l’état en t pour le sinistre i sera 1
— p1,1 ≤ q < p1,2 + p1,1 alors l’état en t pour le sinistre i sera 2
— p1,2 + p1,1 ≤ q < p1,3 + p1,2 + p1,1 alors l’état en t pour le sinistre i sera 3
— q ≥ p1,4 + p1,3 + p1,2 + p1,1 alors l’état en t pour le sinistre i sera 4

Le schéma suivant présente les passages possibles entres les différents états.

Figure 5.1 – Schéma de passage entre les états

Il est à noter que des changements d’états ne peuvent pas se produire, cela entraîne :
p1,3 = p2,1 = p2,4 = p3,1 = p4,1 = p4,2 = 0

Hypothèse Le dernier état de chaque sinistre sera clos. Cette hypothèse impose que le nombre
d’années de développement de chaque sinistre soit le même.

La matrice d’état est ainsi complétée à l’aide des matrices de transition. Les graphiques suivants
reprennent l’évolution de chaque état en fonction de l’année de développement.
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Figure 5.2 – Evolution des états

Le nombre de sinistres ouverts décroit rapidement lors des trois premières années puis à partir de
la cinquième année, il tend lentement vers 0. L’ensemble des sinistres sont clôturés après 14 années de
développement.

Le nombre de sinistres réouverts ne laisse pas apparaître de tendance particulière, même si un pic
de sinistres réouverts est atteint lors des douzième et treizième années de développement. Le nombre
de sinistres annulés reste stable dans le temps.

5.1.2 Calcul des facteurs de développement

Une fois les états des sinistres connus jusqu’à l’ultime, il convient de calculer les facteurs de déve-
loppement pour chacun des quatre états disponibles.

La matrice de liquidation se présente comme suit :

Table 5.3 – Matrice de liquidation
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Cette matrice permet de calculer les facteurs de développement individuels. La formule de calcul
pour les facteurs de développement individuels est la même que dans la méthode de Chain-Ladder :

fi,j = Ci,j+1
Ci,j

La matrice des facteurs de développement individuels est ainsi obtenue :

Table 5.4 – Matrice des facteurs de développement individuels

On notera ∀j ∈ [0, n − 1], Fj−1 = (f1,j−1, · · · , fn,j−1) le vecteur des facteurs de développement de
la (j − 1)ème à la jème année.

Le tableau suivant présente quelques statistiques sur les facteurs de développement individuels par
année de développement.

Table 5.5 – Statistiques descriptives des facteurs de développement individuels
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5.1.3 Projection des charges à l’ultime

Une fois la matrice des états complètement développée et les facteurs de développement calculés,
les charges des sinistres peuvent être projetées jusqu’à l’ultime.

Pour développer le sinistre i de l’année j − 1 à j, le vecteur de développement Fj−1 est sélectionné.
Nous regardons ensuite l’état du sinistre à l’année j−1 et j, puis nous selectionnons parmi les facteurs
de développement du vecteur de développement Fj−1 ceux dont les sinistres ont le même état en j− 1
et j.

Il reste à tirer aléatoirement un facteur de développement appartenant à ce vecteur extrait. La
charge est ensuite développée en multipliant la facteur de développement avec la charge de l’année
précédente.

Ci,j = fi,j−1 · Ci,j−1

Ce processus est répété pour chaque année de développement jusqu’à la dernière année et pour
chaque sinistre afin de compléter la matrice de liquidation. On additionne ensuite la dernière colonne
pour connaître la charge ultime des sinistres connus.

5.1.4 Application de la méthode

Le processus global est alors simulé un grand nombre de fois, afin d’en déduire la charge ultime
globale estimée :

ChargeUltime = 1
M

M∑
k=1

ChargeUltimek

Le graphique suivant présente la convergence de la charge Ultime en fonction du nombre de simu-
lations.

Figure 5.3 – Convergence de la charge ultime en fonction du nombre de simulations

À noter que la convergence vers une charge ultime moyenne se stabilise à partir de 5000 simulations.
Ces simulations permettent d’en déduire la distribution de la charge ultime des sinistres déclarés
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Figure 5.4 – Distribution des charges ultimes

Table 5.6 – Statistiques descriptives des charges ultimes

Coût Sinistresatypiques = 230,2Me

Le tableau suivant présente le triangle développé avec le montant de provision provisionné chaque
année.

Table 5.7 – Triangle développé des sinistres atypiques déclarés

Avec un coût ultime projeté de 230,2Me et des paiements effectués à 125,6Me, le montant des
provisions s’élève alors à 104,58Me pour les sinistres atypiques.
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À cela il convient de rajouter les sinistres attritionnels afin d’obtenir le montant total des provisions
de l’assureur. Pour rappel, les sinistres attritionnels sont projetés avec la méthode classique de Chain-
Ladder, développée dans la première partie.

Calcul des provisions

Le montant des provisions pour les :
· Sinistres attritionnels est de 93,48Me
· Sinistres atypiques est de 104,58Me

Le montant des provisions totales est de 198,06Me

Le tableau suivant récapitule la charge ultime et les provisions obtenues avec chaque modèle de
projection.

Table 5.8 – Présentation des résultats de projection avec chaque méthode

La méthode de projection individuelle estime une augmentation de 1,77% des provisions par rapport
à la méthode de Chain-Ladder.

5.2 Evolution des provisions pour les sinistres atypiques

Afin de comparer l’évolution des provisions avec la méthode de Chain-Ladder, les provisions globales
de l’assureur sont recalculées pour les exercices 2007 à 2014 vue à chaque fin d’exercice. Le graphique
suivant présente la comparaison entre les deux projections.
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Figure 5.5 – Comparaison de l’évolution des provisions avec la méthode de Chain-Ladder

La méthode de projection individuelle réduit les fortes variations présente dans le modèle de Chain-
Ladder et se rapproche d’avantage de la tendance observée sur la figure 3.10. La tendance est à la
hausse, du fait de l’accroissement de l’activité mais la progression est moins brutale et d’avantage
lissée.
Entre 2009 et 2011, l’estimation des provisions avec le deuxième modèle augmente de 31% là où le
modèle de Chain-Ladder montre une augmentation de 86%. L’augmentation réelle des provisions entre
2009 et 2011 observée en 2015 donne une hausse de 23%. La méthode de projection individuelle a pour
conséquence de réduire la volatilité de l’estimation des provisions d’un exercice à un autre et de mieux
répliquer la tendance monotone de la sinistralité.

Pour vérifier la robustesse du modèle, les projections des provisions obtenues avec le nouveau modèle
sont comparées avec les provisions réelles dans la section suivante.

5.3 Calcul de l’écart d’estimation sur le périmètre 2007-2011

Comme pour le modèle de Chain-Ladder, le graphique suivant se concentre sur les exercices 2007 à
2011, l’évolution des provisions réellement constatées en 2015 y est ajoutée afin de pouvoir comparer
la projection des deux méthodes.

Figure 5.6 – Validation de la projection individuelle avec la base test

En comparaison avec la méthode de Chain-Ladder, le modèle de projection individuelle estime
mieux les provisions au cours du temps. La projection individuelle des sinistres surestime le montant
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de provisions à constituer lors de ces cinq exercices. Le tableau suivant permet de comparer les écarts
sur les provisions pour ces cinq années d’exercices.

Table 5.9 – Ecart entre la provision réelle et l’estimation faite avec les deux modèles

Le tableau appuie les observations faites sur le graphique précédent : la projection individuelle des
sinistres atypiques permet de réduire l’erreur d’estimation. L’écart moyen d’estimation avec ce modèle
est de 9,08% contre 12,91% avec la méthode de Chain-Ladder.

Ce nouveau modèle de projection a pour avantage de réduire la volatilité des provisions d’un exercice
à l’autre et également de les estimer au plus juste. Il superforme la méthode de Chain-Ladder sur ces
points.

5.4 Calcul d’un capital réglementaire théorique

Dans le but d’avoir un comparatif opérationnel entre ce modèle et le modèle de place, un calcul de
capital réglementaire théorique est réalisé avec les provisions estimées avec la méthode de projection
individuelle.

La méthode développée précédemment permet d’obtenir la distribution des provisions. Afin d’obtenir
le capital réglementaire avec l’estimation fournie par la formule standard, une loi lognormale est ajustée
sur cette distribution. Vérifions que cette loi permet de modéliser correctement la distribution des
provisions.

La densité des provisions ainsi que la loi lognormale ajusté sont représentées dans la première figure.
Le deuxième graphique présente les diagramme QQ-plot.
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Figure 5.7 – Histogramme de la distribution
des provisions

Figure 5.8 – Diagramme Quantiles-Quantiles

Les deux graphiques précédents permettent de valider visuellement que la loi lognormale ajustée
modélise correctement la distribution des provisions.

Pour confirmer le bon ajustement, un test de Kolmogorov-Smirnov est réalisé. Ce test nous donne une
p-value = 0, 9014. La modélisation de la distribution des provisions par une loi lognormale est retenue.
La volatilité de la loi ajustée permet de calculer le capital réglementaire en utilisant l’approximation
de la formule standard : 3 ∗ σ ∗RES.

Le tableau suivant présente les paramètres de volatilité est le montant des provisions à constituer
avec cette méthode.

Table 5.10 – Charge ultime des sinistres atypiques par année après application du traité de réassurance

Le montant total du capital réglementaire à constituer avec cette méthode est de 22, 76Me. Cela
représente une augmentation de 16% du capital réglementaire par rapport à l’estimation avec la
méthode précédente.

Une partie de cette augmentation s’explique par le fait que les provisions à constituer ont augmenté
de 1, 06% entre les deux méthodes. D’autre part, la volatilité des provisions avec la méthode de projec-
tion individuelle augmente de 0, 9% pour les sinistres atypiques. Elle reste identique pour les sinistres
attritionnels. Ces deux facteurs expliquent l’augmentation de capital réglementaire à constituer.
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5.5 Application du traité de réassurance

5.5.1 Calcul des provisions à constituer

Afin de comparer les deux méthodes, le traité de réassurance est de nouveau appliqué avec la
méthode de projection individuelle pour sinistres atypiques.
La priorité est fixée à 130 000e et la porté à 230 000e. Le montant de sinistres compris entre 130
000e et 360 000e est cédé à un réassureur.

Pour rappel le tableau suivant présente les paiements que l’assureur a réglé, ces paiement ont été
calculés dans la partie précédente.

Table 5.11 – Paiements réalisés par l’assureur après mise en place du traité de réassurance non
proportionnel

L’application du traité de réassurance se fait sinistre par sinistre. La charge ultime de chaque sinistre
est estimée, il suffit de verser au réassureur la partie de la charge comprise entre 130ke et 360ke.

Le tableau suivant présente le coût ultime des sinistres restant à la charge de l’assureur pour la
méthode de Chain-Ladder et la projection individuelle, ainsi que la provision à constituer avec les
deux méthodes.

Table 5.12 – Charge ultime et provisions des sinistres atypiques par année après application du traité
de réassurance
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La somme des charges ultimes des sinistres déclarés après application de la réassurance est estimée
a 178,9Me : l’assureur a cédé pour 51,29Me de sa charge au réassureur.
La méthode de Chain-Ladder estime la charge ultime des sinistres atypiques après application du
traité de réassurance à 177,10Me. Pour l’exercice 2014, les provisions estimées sont proches, il est
intéressant de visualiser leur évolution sur plusieurs exercices afin de comparer l’impact du traité de
réassurance pour ces deux méthodes.

Afin de valider la robustesse de ce modèle et la comparer à la méthode de Chain-Ladder, l’évolution
des provisions entre les années 2007 et 2014 est présentée dans la section suivante.

5.5.2 Evolution de l’estimation des provisions

Comme pour la section précédente, l’évolution des provisions estimées pour les exercices 2007 à
2014 après application du traité de réassurance est comparée avec l’évolution des provisions estimées
avec la méthode de Chain-Ladder vue dans la partie précédente. Le graphique suivant présente cette
comparaison.

Figure 5.9 – Evolution des provisions estimées avec la projection individuelle après application de la
réassurance

Comme dans la section précédente, le modèle de projection individuelle permet de diminuer la
volatilité des provisions d’un exercice à l’autre par rapport à la méthode de Chain-Ladder. De plus,
l’application du traité de réassurance semble encore amplifier la volatilité des provisions.
Afin de valider la robustesse du modèle après application du traité de réassurance, l’estimation des
provisions est comparée aux provisions réellement observées en 2015.

5.5.3 Ecart d’estimation des provisions pour les exercices 2007 à 2011

Le graphique suivant permet de visualiser l’évolution des estimations des provisions avec le modèle
de projection individuelle et de Chain-Ladder et de les comparer aux provisions réelles.
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Figure 5.10 – Comparaison de l’évolution des estimations des provisions avec la provision réelle

En comparaison avec la méthode de Chain-Ladder, le modèle de projection individuelle estime le
montant des provisions à constituer avec une meilleure précision. Le tableau suivant présente les écarts
pour chaque exercice.

Table 5.13 – Comparaison des écarts de projection entre les deux modèles

Le tableau reprend les observations faites sur le graphique précédent. La projection individuelle des
sinistres atypiques permet de réduire l’erreur d’estimation. L’écart moyen d’estimation avec ce modèle
est de 7,88% contre 19,73% avec la méthode de Chain-Ladder. L’erreur d’estimation est réduite après
application du traité, la méthode de projection individuelle s’adapte très bien à ce type de réassurance.

Ce nouveau modèle de projection a pour avantage de réduire la volatilité des provisions d’un exercice
à l’autre par rapport à la méthode de Chain-Ladder. Il permet d’estimer les provisions avec une bonne
précision.

5.6 Bilan de la méthode

Après avoir projeté les charges à l’ultime pour chaque sinistre et déduit le montant global de
provisions à constituer lors des exercices 2007 à 2014, l’évolution des provisions a été représentée.
La méthode de projection individuelle réduit la volatilité des provisions d’un exercice à l’autre. La
provision d’un exercie à un autre est strictement croissante là où la méthode de Chain-Ladder surestime
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le montant à constituer certaines années et le sous-évalue d’autres années. Comme pour la projection
avec la méthode de Chain-Ladder, la tendance globale des provisions sur la période 2007-2014 reste
haussière.

Dans un deuxième temps, les estimations des provisions sur les années 2007 à 2011 ont été comparées
à la base de test. Le modèle de projection individuelle surestime les provisions au cours de chaque
exercice mais permet de reproduire la tendance réelle de l’évolution du montant provisions sur cette
période. L’erreur d’estimation moyenne du montant de provision sur le périmètre de test est de 9,1%
contre 12,9% pour la méthode de Chain-Ladder. La méthode de projection individuelle en plus de
diminuer la volatilité des provisions permet de réduire l’estimation des provisions par exercice.

Dans un troisième temps, un calcul de capital réglementaire pour l’exercice 2014 a été présenté lors
de l’application de cette méthode. Le capital réglementaire théorique estimé avec cette méthode de
projection augmente de 16% par rapport à celui déterminé avec la méthode de Chain-Ladder et le
modèle de Mack. Deux raisons expliquent en partie cette augmentation, d’une part le montant des
provisions plus important pour l’exercice 2014 que pour la méthode de Chain-Ladder, et d’autre part
la hausse de l’incertitude liées à la volatilité de la distribution des provisions.

Enfin, le traité de réassurance non proportionnel de l’assureur a été appliqué. La projection indi-
viduelle permet de simplifier son utilisation en l’appliquant à la charge ultime projetée sinistre par
sinistre. Après application du traité de réassurance, l’évolution de l’estimation des provisions avec le
modèle de projection individuelle est amplifié, cependant, l’erreur d’estimation moyenne sur la pé-
riode est réduite. Cette méthode de provisionnement s’adapte bien à la mise en place d’un traité de
réassurance par tête.

La méthode de projection individuelle permet d’obtenir la distribution de charge ultime pour chaque
sinistre et également d’intégrer les états de ces sinistres. Cela a pour conséquence de réduire l’erreur
d’estimation des provisions et la volatilité d’un exercice à l’autre. Elle permet également d’obtenir un
triangle des charges complet.
Cependant ce modèle est très calculatoire et repose sur un grand nombre de simulations pour obtenir
des résultats qui convergent, ce qui implique un temps de calcul assez long en comparaison de la
méthode de Chain-Ladder qui permet d’obtenir un montant de provisions presque instantanément.

Les modèles précédents sont des modèles déterministes pour Chain-Ladder et empiriques pour la
projection individuelle. Dans la partie suivante, l’utilisation d’un algorithme d’apprentissage statistique
va permettre de poursuivre l’estimation de la charge ultime par une projection individualisée de chaque
sinistre en incluant des variables qualitatives dans le modèle et ainsi utiliser toute l’information que
l’assureur a en sa possession.



Troisième partie

Estimation des provisions avec un
modèle d’apprentissage automatique
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Chapitre 6

Les forêts aléatoires

L’algorithme d’apprentissage automatique des forêts aléatoires est une méthode ensembliste agré-
geant plusieurs arbres de décisions décorrélés désignant une famille d’algorithmes de machine-learning.
Chaque arbre découpe l’espace des variables explicatives en groupes homogènes. Cet algorithme a
l’avantage de pouvoir construire un modèle performant en utilisant un grand nombre de variables et
un petit nombre d’observations comme c’est le cas pour la sinistralité atypique. Dans le cadre du pro-
visionnement non-vie, les forêts aléatoires permettent de traiter de façon individuelle chaque sinistre,
à travers une modélisation ligne à ligne.

6.1 Présentation générale

Les forêts aléatoires introduites par L. Breiman[6] en 2001 font partie de la famille des algorithmes
supervisés construites à l’aide d’une base d’apprentissage :

Dn = {(X1, Y1); · · · ; (Xn, Yn)}

L’estimation par apprentissage automatique consiste à obtenir une prédiction Y à partir d’une entrée
X avec :

— X = (X(1), · · · , X(p)) le vecteur des variables explicatives, à valeurs dans Rp.
— Y = (Y1, · · · , Yp) la variable à expliquer.
L’objectif de la modélisation est d’estimer une fonction de régression :

m(x) = E[Y |X = x]

6.2 Les arbres de décisions

6.2.1 Construction d’un arbre

Un arbre aléatoire segmente l’espace des variables en un ensemble de sous-ensembles, pour appli-
quer un modèle trivial sur chacun. Les observations de chaque variable qualitative sont elles-mêmes
transformées en variables quantitatives pouvant prendre comme valeur 0 ou 1, ce procédé porte le
nom de "Encodage one hot". La méthode d’arbre la plus classique, appelée CART, se concentre sur des
partitions binaires récursives. L’espace est d’abord séparé en deux régions, en choisissant une variable
d’entrée et en définissant un seuil sur cette variable. Ces deux régions sont appelés noeuds. Les régions
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sont ensuite définies sont séparées en deux nouvelles sous-régions, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’un
critère d’arrêt mette fin au développement d’une branche de l’arbre.

Pour décider de la variable de séparation et du seuil à appliquer, la solution privilégiée est de
procéder de manière exhaustive. En testant pour toutes les variables et en parcourant les observations
dans l’ordre de cette variable, la séparation optimale est celle qui minimise une erreur définie à l’avance.

La figure 6.1 présente un exemple de construction d’arbre de décision avec deux variables explicatives
X = (X1, X2).

Figure 6.1 – Arbre de décision construit avec deux variables explicatives

Dans cet exemple, A est la racine de l’arbre. Dans un espace de dimension 2, A est représenté par
le plan cartésien R2. B et C sont des noeuds et D, E, F et G sont des feuilles de l’arbre.

Les deux figures suivantes représentent respectivement les noeuds B et C et les feuilles D,E, F et
G dans le plan cartésien.

Figure 6.2 – Représentation des noeuds dans
le plan cartésien

Figure 6.3 – Représentation des feuilles dans
le plan cartésien



75 CHAPITRE 6. LES FORÊTS ALÉATOIRES

Chaque feuille est caractérisée par la moyenne des Yi associées aux observations Xi contenues dans
cette même feuille.

6.2.2 Le critère de coupure : CART

Le critère exposé dans cette section intervient dans la construction de l’arbre.

Soit A un noeud, on note NA le nombre d’observations appartenant au noeud A.
Une coupure dans A est un couple (j, z) tel que :

· j ∈ {1, · · · , p} désigne la variable sur laquelle se fait la segmentation
· z est la valeur du critère de segmentation sur la variable

On note CA l’ensemble des coupures possibles, c’est-à-dire séparant A en deux noeuds non vides.
Le schéma suivant représente une coupure quelquonque sur un noeud.

Figure 6.4 – Coupure d’un noeud à la jième coordonnée par rapport à z

Avec :
· Ainf = {x ∈ A; xj < z}
· Asup = {x ∈ A; xj ≥ z}

On note :
· ȲA : la moyenne des Yi ∈ A
· ȲAinf

: la moyenne des Yi ∈ Ainf
· ȲAsup : la moyenne des Yi ∈ Asup

Le critère de coupure s’écrit comme suit :

Ln(j, z) = 1
NA

n∑
i=1

(Yi − ȲA)2 1Xi∈A −
1
NA

n∑
i=1

(Yi − ȲAinf1Ainf
− ȲAsup1Asup)2 1Xi∈A

Pour chaque noeud A, la meilleur coupure (ĵn, ẑn) est celle maximisant Ln(j, z).

6.3 Les forêts d’arbres aléatoires

Les arbres de type CART ne sont pas très performants en terme de prédiction. Leur intérêt réside
dans la possibilité de les agréger ensemble pour améliorer leur capacité prédictive. C’est le principe
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des techniques d’agrégation d’arbres, telles que les forêts aléatoires. Une forêt aléatoire est, comme son
nom l’indique, un ensemble d’arbres aléatoires. Son principe consiste à construire une large collection
d’arbres non corrélés et de prendre la moyenne de leurs prédictions. L’idée est donc de construire
des arbres très complexes, de biais faibles, et de les agréger afin de réduire la variance du modèle.
Ces derniers sont construits indépendamment les uns des autres en utilisant à chaque fois un ré-
échantillonnage de la base d’apprentissage.

6.3.1 Ré-échantillonnage aléatoire : Bagging

Lors de la construction d’une forêt aléatoire, une technique de ré-échantillonnage est utilisée avant
la croissance de l’arbre. Dans cette optique, la méthode bootstrap (B. Efron, 1979)[8] permet d’ajouter
de l’information supplémentaire. Les deux principales hypothèses sur lesquelles repose la méthode sont
l’indépendance des observations et la distribution identique des lois.

Le rééchantillonnage

Soit un échantillon de variables aléatoires réelles (x1, · · · , xq) indépendantes et identiquement dis-
tribuées. On souhaite estimer le paramètre θ avec θ̂ = f(x1, · · · , xq). Pour cela un échantillon du
bootstrap est construit :

— Un tirage de q éléments avec remise est réalisé. La probabilité de réalisation à chaque tirage
est 1

q

— Notons (x∗1, · · · , x∗q) ce tirage et θ̂∗ = f(x∗1, · · · , x∗q)

Cette procédure est repétée pour chaque arbre (M fois). On obtient : θ̂∗k = f(x(k)∗
1 , · · · , x(k)∗

q )k=1,··· ,M

Ainsi :
Moyenne θ̂∗ = 1

M

∑M
k=1 θ̂

∗
k

Ecart-type σθ̂∗ =
√

1
M−1

∑M
k=1(θ̂∗k − θ̂∗)2

Dans la forêt aléatoire, chaque arbre est développé avec un de ces tirages.

Lors de la construction d’un nouveau noeud, un sous-ensemble de variables explicatives est utilisé
pour la construction de l’arbre. La recherche de la division binaire optimale est donc modifiée car
elle ne s’applique que sur un sous ensemble aléatoire de variables. Cette sélection est censée contrer
le risque de corrélation des arbres produits par un simple bagging. Ce risque est particulièrement
élevé dans la situation dans laquelle certaines variables détiennent un pouvoir explicatif important et
apparaissent donc dans la plupart des arbres construits, les rendant ainsi fortement corrélés entre eux.

Les arbres sont ensuite agrégés. Cette méthode est appelée bagging.

6.3.2 Construction de la forêt aléatoire

L’algorithme va construire M arbres aléatoires de la manière suivante :

— Pour chaque arbre, q observations sont sélectionnées avec remise parmi les n observations
initiales (Bagging).



77 CHAPITRE 6. LES FORÊTS ALÉATOIRES

— À chaque noeud, seul un sous-ensemble de variables explicatives est utilisé.
— Chaque noeud est ensuite coupée de manière à maximiser le critère de coupure (CART ).
— Le procédé est réitéré tant que le nombre d’observations dans chaque feuille reste supérieur au

paramètre nodesize ∈ {1, · · · , n}.

Le schéma suivant présente l’agrégation des estimateurs des M arbres.

Figure 6.5 – Agrégation des estimateurs de M arbres aléatoires

L’estimateur final m̂(x) de la fonction de régression s’obtient alors en agrégeant les estimateurs de
chaque arbre :

m̂(x) = 1
M

M∑
j=1

m̂j

6.4 Choix des variables

Les forêts aléatoires permettent de faire de la sélection de variables et de mesurer l’importance des
variables.

6.4.1 Erreur Out-of-bag

Les arbres de la forêt aléatoire sont construits de manière indépendante. Il est donc possible de
réaliser une mesure d’erreur par validation croisée tirant parti du bootstrap déjà réalisé pour éliminer
des observations.

Soit une observation (xi, yi) issue de la base d’apprentissage.
Soit F ∗i la sous forêt construite avec un échantillon ne contenant pas cette observation.
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L’erreur Out-of-bag se définit comme l’erreur de prédiction moyenne des arbres composant la sous-
forêt F ∗i sur l’observation (xi, yi).

6.4.2 Importance des variables

Avec l’erreur Out-of-bag, il est maintenant possible de donner un ordre d’importance aux variables
explicatives X dans la prédiction de la variable Y .

L’objectif est de déterminer l’importance de l’information marginale qu’apporte une variable lors
de la construction d’une forêt.

La mesure d’importance d’un regresseur correspond à l’augmentation marginale de l’erreur out-of-
bag due à la permutation des observations de cette variable. Si une variable est peu importante, le
réarrangement de ses valeurs n’impacte pas la précision de la prédiction.

6.5 Avantages et inconvénients

Les forêts aléatoires sont utilisées pour résoudre des problèmes d’apprentissage statistique. Leurs
avantages sont :

· Elles dépendent d’un petit nombre de paramètres
· Elles permettent de traiter avec une bonne précision des jeux de données composés de peu
d’observations et d’un grand nombre de variables

Deux mécanismes rendent difficile la compréhension de l’algorithme :
· Le bootstrap-aggregating (bagging) : c’est un schéma d’agrégation qui permet de générer
des échantillons bootstrap à partir de l’échantillon initial, puis de construire un estimateur de
chacun de ces échantillons. Il reste à agréger ces estimateurs pour faire de la prédiction.
· Le critère de coupure, Classification And Regression Tree (CART) : permet de
sélectionner la meilleure coupure lors de la construction de l’arbre.



Chapitre 7

Implémentation du modèle

L’algorithme des forêts aléatoires présenté dans le chapitre précédent, va permettre de projeter
la charge ultime de chacun des sinistres atypiques présents dans la base. Dans un premier temps
les variables caractérisants les sinistres sont sélectionnées puis classifiées. Puis pour chaque année
de survenance, une forêt d’arbre est construite par apprentissage sur les années antérieures afin de
projeter chacun des sinistres. Enfin l’évolution de l’estimation des provisions des sinistres atypiques
est comparée aux méthodes précédentes.

7.1 Variables de sinistralités

Les méthodes précédentes pour la projection utilisent principalement des variables quantitatives :
dates, montants des charges et des paiements. La méthode de Murphy[18] permet d’aller plus loin en
tenant compte de l’état des sinistres.

Cependant, aucune des méthodes précédentes n’intégre des informations liées au sinistre. La figure
suivante présente une partie des variables à la disposition de l’assureur concernant la survenance du
sinistre.

Figure 7.1 – Variables liées à la survenance d’un sinistre
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Les variables présentées ci-dessus, ainsi que d’autres liées à la gestion du sinistre sont intégrées au
modèle afin de déterminer si les informations qu’elles contiennent permettent de déterminer la charge
ultime plus finement.

7.2 Sélection des variables et paramètrage du Random Forest

L’objectif du modèle est de projeter la charge estimée par le gestionnaire pour déterminer la charge
ultime et en déduire les provisions de l’assureur pour cette année.

7.2.1 Périmètre de calibration

Tout d’abord pour calibrer le modèle, le périmètre doit être fixé. La charge ultime doit être connue
afin de vérifier que la projection avec l’algorithme de Random Forest soit correcte.

Les cadences d’estimation des charges sont présentées dans le tableau suivant.

Table 7.1 – Facteurs de développement et cadence des charges

Après cinq années de développement, la charge se stabilise à 100%. Ainsi, afin d’avoir le modèle le
plus robuste, la calibration du modèle est réalisée sur les années 2000 à 2010. Les tests seront quant
à eux réalisés à partir de l’année 2007. Les sinistres de ces années seront considérés comme clos.

Pour calibrer le modèle, deux bases sont nécessaires :
— La base d’apprentissage contenant les sinistres dont les années de survenances sont antérieures

à l’année considérée pour le test ;
— La base de test contenant les sinistres de l’année de survenance actuelle.

Une fois le modèle calibré, les charges des années 2011 à 2014 seront projetées.
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7.2.2 Choix du nombre d’arbres

Avant de commencer à selectionner les variables qui permettront la projection des charges à l’ultime,
il faut déterminer le nombre d’arbres nécessaires pour que l’algorithme des forêts aléatoires converge.
Le graphique suivant représente l’erreur out of bag en fonction du nombre d’arbre.

Figure 7.2 – Erreur du modèle en fonction du nombre d’arbre

Le graphique permet de visualiser la statibilisation de l’erreur out of bag après quelques dizaines
d’arbres. Le choix de 500 arbres est justifié et permet de produire un modèle robuste en réduisant la
volatilité de la réponse.

7.2.3 Choix des variables

Le nombre d’arbres est fixé à 500 comme présenté précedemment.

Pour la sélection de variable les paramètres (feuilles et noeuds) sont optimisés 1 et fixés à :
— mtry = √p avec p le nombre de variables. Ici mtry =

√
24 =

√
18 + 6 ≈ 5

— nodesize = 1

La figure suivante présente l’importance des variables en fonction de l’erreur Out of bag. Ce graphique
permet de sélectionner les variables à retenir pour dans le modèle de projection.

1. E. Scornet, Apprentissage et forêts aléatoires : "La littérature est peu prolixe sur la façon dont les performances
des forêts sont influencées par les paramètres de l’algorithme (M, mtry, an, nodesize). Cependant les paramètres par défaut
semblent en général de bons choix" p.16
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Figure 7.3 – Importance des variables dans le modèle des forêts aléatoires

Ce graphique montre l’importance des variables à retenir dans la suite pour réaliser le modèle
de projection. Certaines variables se démarquent des autres, les informations qu’elles apportent sont
pertinentes pour la projection des charges à l’ultime, comme le mois déclaration ou le nombre de
paiements. D’autres variables, au contraire, n’apportent aucune information supplémentaire, comme
le lieu de l’accident ou le kilométrage du véhicule. Les six variables les moins impactantes sont en
outre exclues du modèle.

À noter que le nombre de victimes n’apporte aucune information pertinente. Cela s’explique par le
fait que tous les sinistres contenus dans la base de graves en comportent. Afin d’améliorer d’avantage
le modèle, l’assureur pourrait par exemple affiner cette variable en la sous-catégorisant.

Le tableau suivant récapitule les variables utilisées pour la projection des charges à l’ultime en
fonction de la méthode utilisée.
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Table 7.2 – Variables utilisées dans chaque méthode

Le modèle Random Forest permet de sélectionner 20 variables pertinente pour réaliser la régression.

7.3 Projection des charges à l’ultime

Comme présenté dans le chapitre précédent, l’algorithme Random Forest ne prend que trois para-
mètres en entrée. Le nombre d’arbres a été fixé dans la section précédente à 500. Les autres inputs de
l’algorithme Random Forest sont les suivants :

· noeuds = 5
· feuille = 1

Ces paramètres sont optimisés pour réaliser la régression.

Deux méthodes projetant la charge à l’ultime sont développées dans la suite, leurs résultats seront
comparés avec la base de test pour choisir le plus performant.
Dans un premier temps les charges des sinistres sont projetées à l’ultime avec les vingt variables
retenues dans la section précédente, c’est-à-dire avec seulement la charge connue à la fin de l’année de
déclaration, c’est-à-dire que le modèle de projection reste le même pour chaque année de survenance,
et seul la base d’apprentissage évolue.
Dans la seconde méthode, toutes les charges connues de l’assureur sont utilisées pour la projection,
un modèle de projection et une base d’apprentissage sont développés par année de survenance.
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Modèle de projection à une charge

La projection des charges à l’ultime avec l’algorithme des forêts aléatoires est réalisée dans un
premier temps en vision année 1, cela signifie que seule la charge connue en fin de première année
rentre en compte dans le modèle. L’apprentissage est réalisé sur les années antérieures.

Figure 7.4 – Schéma présentant la projection utilisant uniquement les charges à la fin de l’année de
déclaration

Pour projeter les charges à l’ultime des sinistres survenus en 2002, la base d’apprentissage du modèle
est construite avec les sinistres survenus en 2000 et 2001. Les variables explicatives ont été explicitées
précédemment. La variable à expliquer est la charge à l’ultime, c’est-à-dire la charge de chaque obser-
vation vue en année 2015.
La cadence cumulée atteint 100% après cinq années de développement, les sinistres postérieurs à 2011
ne sont pas suffisamment développés, ils ne peuvent pas être utilisés dans la base d’apprentissage.

Le tableau suivant présente l’estimation des provisions vues en fin d’année 2014, projetées avec les
trois méthodes. Pour rappel le montant de paiements effectués à ce jour pour les sinistres atypiques
est de 125,62Me.
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Table 7.3 – Comparaison des provisions projetées avec le premier modèle Random Forest

Le montant des provisions obtenues avec l’algorithme d’apprentissage non supervisé est de 80,49Me,
cela représente une baisse de 20% par rapport à la provision estimée avec la méthode de Chain-Ladder
et une baisse de 23% avec la projection individuelle des sinistres. L’estimation de la provision est de
4,03Me et 1,88Me pour les années 2001 et 2002 alors que le modèle de projection individuelle en pré-
voit respectivement 410ke et 528keet de la méthode de Chain-Ladder 434ke et 319ke. Les provisions
sont surestimées pour ces années alors que les provisions prédites pour les années 2004, 2005 et 2006
sont négatives cela à pour effet de compenser les provisions surestimées.
C’est après ces constatations qu’une méthode plus complexe utilisant un modèle de projection pour
chaque année de survenance est développé.

Modèle de projection à plusieurs charges

Afin d’améliorer la projection en ajoutant de l’information dans le modèle, les charges de chaque
année de développement disponible sont ajoutées.

Figure 7.5 – Schéma présentant la projection prenant en compte toutes les charges



86 CHAPITRE 7. IMPLÉMENTATION DU MODÈLE

Pour tester la pertinence de toutes ces nouvelles variables, la classification des variables est à nouveau
réalisée sur la base d’apprentissage construite. Le graphique d’importance suivant est construit avec
une base contenant les sinistres survenues entre 2000 et 2007.

Figure 7.6 – Importance des variables dans le modèle des forêts aléatoires

Les charges des 2 premières années de développement sont très pertinentes pour la projection des
charges à l’ultime. En comparaison avec le graphique d’importance figure 7.3, seule la variable "Mois de
déclaration" perd en importance. La charge après 2 années de développement est également pertinente
même si elle apporte moins d’informations. Au-delà, les charges continuent à apporter de l’information
mais cela reste moindre, cependant afin de ne perdre aucune information disponible, elles seront
conservées pour la projection.

L’ajout de ces nouvelles variables complexifie le modèle car la projection pour chaque année de
survenance possède une base d’apprentissage avec un nombre de variables différent. Comme précé-
demment, les sinistres survenus après 2011 n’entrent pas en compte dans l’apprentissage.
Pour l’année 2014, la charge en fin d’année est l’unique information disponible. Le modèle reste le
même que précédemment.

Afin d’illustrer la méthode de projection, un exemple est présenté sous forme schématique. Dans
cet exemple, l’objectif est de projeter les charges des sinistres atypiques de l’année 2007 à l’ultime. Le
schéma suivant présente la projection :
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Figure 7.7 – Schéma de projection des charges des sinistres de l’année 2007

Comme le présente le schéma, seules les charges des sept premières années sont connues pour
les sinistres survenus en 2007. La base d’apprentissage pour la projection des sinistres de 2007 est
présentée dans le tableau suivant :

Table 7.4 – Base d’apprentissage pour la projection des charges des sinistres de 2007

Cette base d’apprentissage permet de développer la forêt aléatoire qui servira à projeter les charges
des sinistres de l’année 2007 à l’ultime. Le tableau suivant présente les sinistres de 2007 à projeter.

Table 7.5 – Base des sinistres survenus en 2007

La variable à expliquer est la charge ultime des sinistres de 2007, observée en 2014, dans cet exemple.
Ĉ2007,14 contient toutes les estimations des charges ultimes des sinistres survenues en 2007.
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Le tableau suivant présente l’estimation des provisions pour chaque année de survenance, vues en
fin d’année 2014 et projetées avec les trois méthodes. Pour rappel le montant de paiements effectués
à ce jour pour les sinistres atypiques est de 125,62Me.

Table 7.6 – Comparaison des provisions projetées avec le deuxième modèle Random Forest

La provision est égale à 92,96Me, cela réprésente une augmentation de 15,5% entre le premier
modèle d’apprentissage statistique et ce dernier prenant en compte toute la charge connue. Ce dernier
modèle possède d’avantage d’informations que le premier modèle, toutes les provisions estimées sont
positives contrairement au modèle précédent.

Afin de comparer les deux modèles et d’en sélectionner un pour la suite des modélisations, les
provisions estimées sur les exercices 2007 à 2011 sont représentées sur le graphique suivant.

Figure 7.8 – Comparaison des deux modèles Random Forest

Graphiquement, comme attendu, le modèle de projection a une charge est moins précis que le modèle
de projection à plusieurs charges. Ces deux modèle permettent d’avoir une projection sans variations
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singulières d’un exercice à l’autre. L’erreur moyenne du premier modèle est de 7,7% contre 5,8% avec
le second modèle.
Dans toute la suite de l’étude, la projection des provisions est réalisée avec le deuximème modèle
d’apprentissage non supervisé.

Calcul des provisions

Le montant des provisions pour les :
· Sinistres attritionnels est de 93,48Me
· Sinistres atypiques est de 92,98Me

Le montant des provisions totales est de 186,45Me

Le tableau suivant récapitule la charge ultime et les provisions obtenues avec chaque modèle de
projection.

Table 7.7 – Présentation des résultats de projection avec chaque méthode

Le montant de provision estimé avec la méthode d’apprentissage statistique pour l’année 2014 est
réduit de 4,19% par rapport à la méthode de Chain-Ladder et de 5,86% avec la projection individuelle.
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7.4 Evolution de l’estimation des provisions pour les exercices 2007
à 2014

Afin de comparer l’évolution de l’estimation des provisions des sinistres atypiques obtenues avec les
trois modèles, celles-ci sont présentées dans le graphique suivant pour les exercices 2007 à 2014.

Figure 7.9 – Evolution des provisions estimées avec l’algorithme Random Forest

La projection réalisée avec le modèle d’apprentissage statistique ne laisse apparaître aucune varia-
tion brutale, notamment entre 2009 et 2011 où ce modèle prévoit 24% d’augmentation alors que la
projection avec Chain-Ladder estime une augmentation de 86%, la méthode de projection individuelle
de 32% des provisions et l’observation réelle de 23%. La projection avec le modèle d’apprentissage au-
tomatique donne une tendance haussière et monotone qui se rapproche de l’évolution de la provision
observée figure 3.10.
Le but de la projection des sinistres ligne à ligne est de réduire d’une part la volatilité de l’estimation
des provisions d’un exercice à l’autre et d’autre part de réduire l’erreur d’estimation. Comme vu dans
la seconde partie, la projection individuelle permet de diminuer la volatilité des provisions entre deux
exercices et d’améliorer la méthode de Chain-Ladder. Avec la projection par apprentissage automa-
tique, la variation des provisions est encore réduite. La tendance reste à la hausse, comme les deux
modèles précédents, les provisions augmentent d’un exercice à l’autre. La projection par apprentissage
automatique conduit à une meilleure perennité dans l’évolution des provisions.

7.5 Calcul de l’écart d’estimation sur le périmètre 2007-2011

Afin de valider la robustesse de la projection avec le modèle d’apprentissage non supervié, les
projections des provisions réalisées avec les trois modèles sont représentées graphiquement sur les
exercices 2007 à 2011 et sont comparées avec le montant de provisions dont l’assureur devait disposer
pour ces exercices.
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Figure 7.10 – Comparaison de l’estimation des provisions entre les trois méthodes

Graphiquement, la projection réalisée avec l’algorithme des forêts aléatoires sous-estime sur ces
cinq exercices les provisions à constituer. Le tableau suivant permet de comparer les écarts des trois
projections sur chacun des exercices.

Table 7.8 – Écart entre les trois projections et la provision réelle

Comme vu sur le graphique, la provision estimée avec le modèle Random Forest sous estime la
provision à constituer. Cependant, l’erreur moyenne d’estimation sur ces trois exercices est de 5,8%
contre une erreur à 12,9% en moyenne pour le modèle de Chain-Ladder et de 9,1% pour le modèle de
projection individuelle.
Le modèle d’apprentissage statistique basé sur les caractéristiques de chaque sinistre amoindri le coût
des sinistres, améliore les estimations des provisions et diminue les variations d’un exercice à l’autre
par rapport aux deux autres modèles.
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Afin d’avoir d’autres points de comparaison entre ces trois méthodes, le calcul du capital réglemen-
taire théorique est réalisée avec cette nouvelle méthode de projection et le traité de réassurance non
proportionnel de l’assureur est appliqué avec ce modèle.

7.6 Calcul d’un capital réglementaire théorique

Afin de déterminer le capital réglementaire théorique avec ce modèle de projection, la distribution
des provisions est simulée. L’algorithme Random Forest construit son modèle de régression à l’aide
d’une base d’apprentissage sur laquelle il effectue un bootstrap. Pour amplifier le bootstrap, 5000
simulations sont réalisées. À chaque simulation, seule 90% de la base d’apprentissage est utilisée pour
calibrer le modèle.

La distribution des provisions est obtenue, comme le suggère la formule standard, celle-ci peut être
simulée avec une loi lognormale bien calibrée.

La première figure présente la densité des provisions sur laquelle une loi lognormale a été calibrée.
Le deuxième graphique expose le diagramme Quantiles-Quantiles.

Figure 7.11 – Histogramme de la distribution
des provisions Figure 7.12 – Diagramme Quantiles-Quantiles

Visuellement, la loi lognormale semble être adaptée pour la modélisation des provisions projetées
avec l’algorithme Random Forest. Pour le confirmer, un test de Kolmogorov-Smirnov est réalisé. La
p-value est égale à 0, 8578. La loi lognormale est retenue pour modéliser les provisions.

Comme pour les précédentes méthodes, le capital réglementaire des sinistres attritionnels est obtenu
avec le modèle de Mack. Le tableau suivant présente le capital que l’assureur doit détenir pour être
considéré comme solvable.
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Table 7.9 – Capital réglementaire et volatilité des provisions

La volatilité des provisions sur les sinistres atypiques diminue d’environ 0,3% par rapport au modèle
de Mack et de 1,2% par rapport au deuxième modèle. L’estimation des provisions avec ce modèle est
moins volatile qu’avec les deux précédents.

La conséquence de cette diminution de volatilité est que le capital réglementaire que doit détenir
l’assureur s’élève à 18, 11Me. Cela réprésente une diminution de 8% par rapport à la projection réalisée
avec Chain-Ladder et 20% par rapport à la projection avec la deuxième méthode.

Le tableau suivant récapitule le montant de capital réglementaire nécessaire avec chacun des trois
modèles :

Table 7.10 – Comparaison entre les trois modèles du capital réglementaire

Après avoir présenté une méthode permettant de calculer le capital réglementaire, le traité de
réassurance non proportionnel de l’assureur est appliqué afin de comparer les résultats entre les trois
méthodes.

7.7 Application du traité de réassurance 130ke XS 230ke

Comme pour la méthode de projection individuelle, le modèle permet de projeter la charge de
chaque sinistre à l’ultime, le traité de réassurance peut être appliqué sinistre par sinistre en cédant la
charge de chaque sinistre comprise entre 130 000e et 360 000e.

7.7.1 Calcul des provisions à constituer

Le tableau suivant présente les projections des charges à l’ultime par année de survenance obtenues
avec les trois méthodes développées tout au long de cette étude.
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Table 7.11 – Présentation des charges ultimes après application du traité de réassurance vues à fin
2014

Après application du traité de réassurance la charge ultime restante à l’assureur est de 170,33Me.
Ci-dessous la répartition des charges ultimes estimées avec les trois méthodes après l’application du
traité de réassurance.

Table 7.12 – Comparaison des charges ultimes après application du traité de réassurance vues à fin
2014

Le montant de charges cédées est de 48 266e, cela représente 22,1% de la charge. Les proportions
des charges cédées avec les trois méthodes sont équivalentes. Les projections des sinistres avec une
méthode ligne à ligne permettent d’appliquer le traité de réassurance tête par tête comme cela se fait
opérationnellement, le risque est ainsi mieux gérer.

Le tableau ci-dessous rappelle le montant des règlements et la répartition entre l’assureur et le
réassureur.
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Table 7.13 – Répartion paiement après mise en place du traité de réassurance

Le montant des paiements restants à la charge du réassureur est de 98,19Me, soit 21,8% des rè-
glements payés par le réassureur. Le tableau suivant présente le nouveau montant de provisions de
l’assureur.

Table 7.14 – Présentation des estimations des provisions après application du traité de réassurance

Les provisions que l’assureur doit constituer avec le modèle des forêts aléatoire s’élèvent à 72,14Me.
Le tableau ci-dessous permet de comparer les écarts et les montants cédés avec chaque méthode de
projection.

Table 7.15 – Présentation des estimations des provisions après application du traité de réassurance
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Avec l’estimation des provisions par la méthode d’apprentissage statistique, l’assureur céde 22,4%
de sa provision au réassureur. Comme pour les charges, les proportions des charges cédées avec les
trois méthodes sont équivalentes.

Afin de suivre la variation des provisions après mise en place du traité de réassurance, l’évolution
des provisions pour les exercices 2007 à 2014 est présentée dans la suite.

7.7.2 Evolution de l’estimation des provisions

Comme précédemment, le graphique ci-après présente l’évolution de l’estimation des provisions pour
chacune des méthodes lors des exercices 2007 à 2014.

Figure 7.13 – Évolution des provisions estimées avec l’algorithme des forêts aléatoire après application
du traité de réassurance

La projection avec l’algorithme Random Forest ne laisse apparaître aucune variation brutale des
provisions entre chaque exercice. La tendance est à la hausse constante. En comparaison la méthode
de projection individuelle ou de Chain-Ladder accentuent les variations des estimations des provisions
après application du traité de réassurance.

Pour valider l’estimation des provisions avec le modèle d’apprentissage statistique, celles-ci sont
comparées aux provisions connues des exercices 2007 à 2011.
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7.7.3 Écart d’estimation des provisions pour les exercices 2007-2011

Le graphique suivant présente les provisions estimées et réelles pour les exercices des années 2007
à 2011 :

Figure 7.14 – Comparaison des provisions estimées par les trois méthodes

Graphiquement, la projection des provisions à l’ultime pour chaque exercice avec l’algorithme Ran-
dom Forest est plus précise que les deux méthodes précédentes. De plus, la nouvelle méthode de
projection permet de continuer à diminuer les variations des provisions d’un exercice à l’autre. Le
tableau suivant présente les écarts d’estimation faits avec chaque méthode. Comme précédemment,
cela permet tester la qualité de chaque modèle.

Table 7.16 – Écart entre les trois projections et la provision réelle

Les écarts confirment les observations faites sur le graphique. L’écart moyen après application du
traité de réassurance pour la projection avec le modèle Random Forest est de 4,1%, cet écart d’esti-
mation diminue de 1,7% par rapport à la projection sans la mise en place du traité de réassurance.
Cette méthode de projection comme la méthode de projection individuelle s’adapte bien à la réas-
surance gérée tête par tête. La méthode de projection individuelle présente un écart moyen de 6,5%
et la méthode de Chain-Ladder un écart de 19,7%. Au vu de ces tests, la méthode de projection par
apprentissage automatique est de meilleure qualité.
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7.8 Bilan de la méthode

La projection des sinistres avec l’algorithme d’apprentissage automatique permet d’inclure des
variables qualitatives jusqu’à présent inexploitées. La base de sinistres dont nous disposons possède
de nombreux renseignements sur le sinistre et son traitement.

Après avoir classifiées toutes les variables disponibles, l’ajout des informations liées à la survenance
et au traitement du sinistre permettent d’obtenir un modèle de projection avec l’algorithme des forêts
aléatoires. Dans un premier temps, deux modèles d’apprentissage ont été développés. Le deuxième
étant l’amélioration du premier, il a été décidé de l’utiliser pour poursuivre la modélisation. Notons
que le premier modèle améliore les estimations en comparaison de la projection avec la méthode de
Chain-Ladder et de la projection individuelle.
Après avoir projeté les provisions pour les exercices 2007 à 2014 avec l’algorithme d’apprentissage
statistique, la comparaison avec le modèle de projection individuelle et la méthode de Chain-Ladder ont
montré que, graphiquement, les estimations d’un exercice à l’autre étaient moins volatiles. L’évolution
du montant de provisions d’un exercice à l’autre avec cette nouvelle méthode de modélisation des
sinistres est plus stable dans le temps.

Afin de valider la robustesse de ce nouveau modèle, les estimations ont été comparées sur la même
base de test 2007 à 2014 que précédemment. L’erreur moyenne sur cette période est de 5,8% contre
9,1% pour l’estimation avec la projection individuelle et 12,9% avec la méthode de Chain-Ladder.
En plus de réduire la volatilité, le modèle améliore l’estimation des provisions. Notons cependant que
l’estimation obtenue sous-évalue lors de chacun des exercices le montant de provisions à constituer
alors que le modèle de projection individuelle le surestime.

Enfin, un calcul de capital réglementaire théorique et le traité de réassurance ont été appliqués. La
projection des provisions avec le modèle d’apprentissage automatique réduit a priori la volatilité des
provisions.
Le traité de réassurance appliqué est le même que précédemment, comme pour la projection indivi-
duelle, l’estimation du montant des provisions est améliorée sur le périmètre de test, de plus l’évolution
des provisions est moins volatile avec ce nouveau modèle. La modélisation des provisions après la mise
en place du traité de réassurance par excédent de sinistre s’adapte bien avec le modèle d’apprentissage
supervisé.

L’estimation des provisions avec l’algorithme Random Forest a l’avantage de réduire la volatilité des
provisions au cours du temps et d’améliorer les estimations. D’un point de vue opérationnel, les temps
de calculs pour la projection sont négligeables par rapport à la méthode de projection individuelle.
De plus, les forêts aléatoires donne des résultats pertinents malgré le petit nombre d’observations et
le grand nombre de variables. Les nouvelles méthodes d’apprentissage statistique vont permettre aux
assureurs d’exploiter le grand nombre de données collectées et d’optimiser leur collecte de données.
La limite de cette projection est que la justification des estimations des provisions par l’algorithme
Random Forest est difficile à expliquer notamment auprès du régulateur. La traçabilité dans les arbres
de décisions et leur construction est très difficile à présenter et à appréhender.



Conclusion

L’estimation des provisions spécifiquement pour les sinistres atypiques par des méthodes agrégées
comme Chain-Ladder ou le modèle de Mack conduit à une mauvaise maîtrise du risque au cours du
temps.

Dans le cadre de cette étude, l’estimation des provisions par une projection individualisée des si-
nistres permet de réduire l’erreur d’estimation et la volatilité sur les provisions d’un exercice à l’autre.
Cette méthode très calculatoire s’avère surestimer le montant de provisions sur chacun des exercices
de la base de test.

Afin d’exploiter les nombreuses caractéristiques récoltées par l’assureur sur la vie de chaque sinistre,
une méthode de projection par apprentissage automatique permet d’une part de classifier les données
à la disposition de l’assureur, et d’autre part de prédire la charge ultime à l’aide de ces informations.
Il en ressort que la projection réalisée réduit l’erreur d’estimation et atténue d’avantage la volatilité
des provisions d’un exercice à l’autre.

Ce nouvel outil issue de l’apprentissage statistique permet donc d’améliorer les performances pré-
dictives et calculatoires en appréhendant les variables liées au développement d’un sinistre. Cependant
le manque de traçabilité ne permet pas à l’assureur de l’utiliser comme unique outil de provisionne-
ment mais plus comme un atout permettant un suivi de son risque de réserve. La seconde méthode
de projection individuelle des sinistres trouve un véritable intérêt lors de l’utilisation d’un traité de
réassurance non-proportionnelle.
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Lexique

Année de développement : L’année de développement fait référence à la vie d’un sinistre en
assurance non-vie.

Année de survenance : L’année de survenance correspond à l’année d’origine du sinistre en assu-
rance non-vie.

Apprentissage automatique : L’apprentissage non supervisé est une méthode d’apprentissage
automatique où l’algorithme traite les données comme des variables aléatoires et construit un modèle
de « densités jointes » pour cet ensemble de données.

Arbre de décision C’est un outil d’aide à la décision représentant un ensemble de choix sous la
forme graphique d’un arbre.

Assurance : Contrat par lequel l’assureur s’engage à indemniser l’assuré, moyennant une prime ou
une cotisation, de certains risques ou sinistres éventuels.

Assurance Non-vie : L’assurance non-vie regroupe les opérations qui n’ont pas pour objet la vie
de l’assuré.

Bootstrap : Technique de rééchantillonnage avec remise utilisant des simulations Monte-Carlo.

MCR : Le capital minimum requis représente le niveau minimum de fonds propres en dessous duquel
l’intervention de l’autorité de contrôle est automatique.

MSEP : Mean square error prediction, correspond à l’erreur moyenne de prédiction.

PSAP : La provision pour sinsitre à payer vise à couvrir les paiements des sinistres survenus avant
une date d’évaluation.

Réassurance : La réassurance est l’assurance des sociétés d’assurance. Elle permet à l’assureur de
se décharger d’une partie de son risque.

Résponsabilité civile : C’est la responsabilité considérée du point de vue des dommages qu’une
action volontaire ou non, ainsi qu’une absence d’action prévue dans un contrat, ont pu causer.
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Résponsabilité civile corporelle : C’est un contrat qui garantit les conséquences pécuniaires en-
courues par l’assuré lorsque celui-ci cause un dommage corporel à un tiers que ce soit par sa négligence.

SCR : Capital de solvabilité requis, il s’agit du capital requis sous la Directive Solvabilité II pour
qu’une compagnie d’assurance soit solvable dans un an dans 99,5% des cas.

Sinistralité attritionnelle : Il s’agit de la sinistralité classique, récurrente. Elle est composée des
sinistres ayant une fréquence importante et une sévérité peu élevée.

Sinistralité atypique : Il s’agit des sinistres graves qui sont plus rares mais de forte sévérité.



Annexes
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Démonstration des théorèmes du
modèle de Mack

Théorème 1 :
En notant D = {Ci,j ; i + j ≤ n + 1} l’information apportée par le triangle supérieur, la relation
suivante est vérifiée :

E[Ci,n|D] = fn−i+1 × · · · × fn−1 × Ci,n−i+1

Preuve :

E[Ci,n|D] = E[Ci,n|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]

= E[E[Ci,n|Ci,1 · · ·Ci,n−1]|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]

= E[Ci,n−1 × fn−1|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]

= E[E[Ci,n−1|Ci,1 · · ·Ci,n−2]|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]× fn−1

= E[Ci,n−2 × fn−2|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]× fn−1

= · · ·

= E[Ci,n+1−i|Ci,1 · · ·Ci,n+1−i]× fn−1 × fn−2 × · · · × fn+1−i

= Ci,n−i+1 × fn−1 × · · · × fn−i+1

Théorème 2 :
Sous les hypothèses précédentes, les facteurs de développement de Chain-Ladder f̂j =

∑n−j−1
i=0 Ci,j+1∑n−j−1

i=0 Ci,j

sont des estimateurs sans biais de fj et sont non corrélés.

Preuve :

Soit Bk = {Ci,j |j ≤ k, i+ j ≤ n+ 1}, 1 ≤ k ≤ n.
Démontrons que les estimateurs des facteurs de développement sont des estimateurs sans biais :
L’hypothèse 1 du modèle de Mack donne :

E[Ci,k+1|Bk] = E[Ci,k+1|Ci,1 · · ·Ci,k] = fk · Ci,k
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Nous en déduisons que :

E[f̂k|Bk] = E[
n−k∑
j=1

Cj,k+1
Cj,k

|Bk]

=
∑n−k
j=1 E[Cj,k+1|Bk]∑n−k

j=1 Cj,k

= fk

Il en découle alors :
E[fk] = E[E[f̂k|Bk]] = E[f̂k]

Les estimateurs des facteurs de développement sont des estimateurs sans biais.

Démontrons la non corrélation des estimateurs des facteurs de développement :

E[f̂kf̂j ] = E[E[f̂kf̂j |Bk]]

= E[f̂j · E[f̂k|Bk]]

= E[f̂j ] · fk
= E[f̂k] · E[f̂j ]

Théorème 3 :

(i) L’estimateur Ĉi,n = fn−i+1× · · · × fn−1×Ci,n−i+1 est un estimateur sans biais de E[Ci,n|D] =
fn−i+1 × · · · × fn−1 × Ci,n−i+1.

(ii) L’estimateur du montant de provision de l’exercice i, R̂i = Ĉi,n − Ci,n−i+1 est un estimateur
sans biais de E[Ri|D] avec Ri = Ci,n − Ci,n−i+1.

Preuve :

Prouvons que Ĉi,j est un estimateur sans biais de Ci,j :

E[Ĉi,n] = E[E[Ĉi,n|D]]

= E[fn−i+1 × · · · × fn−1 × Ci,n−i+1]

= E[E[Ci,n|D]]

= E[Ci,n]

Nous pouvons ainsi en déduire que R̂i est un estimateur sans biais de Ri :

E[R̂i] = E[Ĉi,n − Ci,n−i+1] = E[Ĉi,n]− E[Ci,n−i+1] = E[Ci,n]− E[Ci,n−i+1] = E[Ri]
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Le diagramme Quantile-Quantile

Le diagramme Quantile-Quantile, noté QQ-plot est un outil graphique qui permet d’estimer la
pertinence d’une loi de probabilité théorique ajustée sur la distribution des observations. Ce diagramme
permet également de comparer deux distributions.

Principe À partir d’une série d’observations statistiques (x1, ..., xn), les quantiles de cette distribu-
tion (q1, ..., qn) sont calculés.

Les quantiles (q∗1, ..., q∗n) de la distribution théorique ajustée sur les observations sont calculés.
Pour rappel, notons F la fonction de répartition de la loi ajustée. Les quantiles théoriques sont calculés
comme :

q∗i = F−1
( i
n

)
Le nuage de points (qi, q∗i ) est tracé. Si ces points sont alignés sur la première bissectrice, le modèle

ajusté est validé.

Le test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov, noté ks-test, est un test statistique qui permet de valider qu’un
échantillon donné suit une loi théorique ou que deux échantillons suivent la même loi.

Ce test s’appuie sur les fonctions de répartions empiriques. Soit Fn, la fonction de répartition d’un
échantillon de loi inconnue L :

Fn(x) = 1
n

∑n
i=1 δxi≤x avec δxi≤x =

{
1 si xi ≤ x,
0 sinon.

dans la pratique n > 50.

Soit F une fonction de répartition d’une loi continue connue. L’hypothsèse H0 : "La loi L a pour
fonction de répartition F ", est vérifiée dans 1− α cas si :

Dn = sup
x
|Fn(x)− F (x)| ≤ Dn,α
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La distance de Kolmogorov-Smirnov Dn,α est à retrouver dans le tableau suivant :

Table 17 – Table de Kolmogorov-Smirnov
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