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Résumé

Mots clés :Expatrié, prévoyance, frais de soins santé, mddgistique, I'estimation de lois de
probabilité, chaine de Markov, Solvabilité I, preion technique, simulation Monte Carlo,
bootstrap.

L’assurance des expatriés, souvent assimilée @lapance, constitue une branche dynamique du
secteur de I'assurance. Alors qu’elle apparaitdoeeréte quand on I'analyse dans la perspective
des besoins auxquels elle répond, elle reste pawtadomaine dans lequel les recherches
actuarielles consacrées sont relativement pauvres.

Ce présente mémoire s'intéresse a la recherchmdthodes de modélisation et d’évaluation des
risques qu’engagent les assureurs se trouvant dal®maine. L'objet est donc de proposer des
bases méthodologiques a partir desquelles, I'agsourrait se référer pour ses procédures de
tarification et de provisionnement. Il se composeaydatre parties.

Dans la premiére partie, nous décrivons les gditds en rappelant la terminologie a l'usage
courant en prévoyance et en assurance de I'exipatri&ne breve présentation du groupe
APRIONIS et de la société Welcare dans laguelle stage s’est déroulé s’y ajoute.

La deuxiéme partie est consacrée a la modélisatianx techniques statistiques de I'estimation

de la consommation médicale appliquées aux dorthépsrtefeuille des expatriés de Welcare
L’étude préalable des données disponibles ainslagdescription de notre échantillon des
expatriés sont traités dans un premier temps.artaghe fréquence-colt « modérée » est ensuite
retenue pour modéliser le colt total annuel dgar@ntie donnée d’'un assuré. Dans cette
approche la probabilité de consommer au moins oisgoir an est estimée a I'aide du modele
logistique. La loi du frais réel pour chaque tygegarantie, sachant que I'assuré a consommeé, est
estimée en utilisant les méthodes d’estimatioampatriques ou non paramétriques usuelles.

L’étude des garanties de déces et de I'invaliditéstitue les travaux de la troisieme partie.
L’élaboration des tarifs repose sur I'approche roainne modélisant le processus de la vie
humaine a travers des différents états (actif,lideadécédé...). L'aspect théorique de I'approche
est introduit .Le volume restreint des données enrant ces types de garanties pour notre
population d’expatriés ne nous permet pas d’'étédsdiprocédures pratiques pour I'estimation des
paramétres du modele.

Enfin, la quatrieme partie aborde les méthodeshsakimues pour les provisions techniques liées

a l'activité de I'assurance expatrieée. Nous étusli@s modéles adaptés a deux types de provision :
la provision mathématique et la provision pourstieis tardifs qui sont basées respectivement sur
I'approche markovienne et I'approche bootstrap. Nowntrerons comment les techniques de
simulation Monte Carlo s’appliquent a la constroistdes fonctions de distributions de ces deux
provisions en vue des calculs des S.C.R. assd®adggncy Capital Requirement).
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Abstract

Key words: Expatriate, life and health insurance, logistic elpgrobability laws estimation,
Markov chain, Solvency Il, technical reserve, Monte Carld bootstrap methods.

Expatriation insurance forms a dynamic branch efitisurance industry. It appears very
practical when being analysed from the perspedivbe needs it meets. However, it remains
an area in which little actuarial researches cafobed.

This report aims to construct actuarial methodsiadelling and evaluating risks engaged by
insurers in this domain of social expatriation pobion. The purpose is to provide
methodological foundations that insurers may reden order to develop rating and
reserving. It consists of four parts.

In the first part, we describe the generality gb&xiation insurance by recalling some
terminologies in common use in life and health rasge. In this part, we can find a brief
presentation of Aprionis group and the company Afelevhere | was trained.

Based on Welcare’s expatriation data, modelling statstical techniques for estimation of
health care consumption are detailed in the separd The preliminary study of available
data and the description of our expatriates sarngdreated at first. The moderated
frequency-cost approach was then used to modelrtheal cost of each guarantee for a given
individual. In this approach, the probability ofrsuming at least once a year was estimated
by the logistic model. The probability law of meali expenses for each type of guarantee,
knowing that the insured previously consumed, vatisnated by using appropriated
parametric or non parametric estimation methods.

The study of death and disability guarantees fahmasvork of the third part. The theoretical
aspect of Markov chain was introduced to modehtinmaan life process through various
conditions (active, disabled and deceased). Thiealetspect of the approach is then
introduced. Limits on the current volume of datatlois type of guarantee for our expatriates’
population do not allow us to elaborate practicacpdures for models’ parameters
estimation.

Finally, the fourth section of the paper deals wgithchastic methods for technical reserves
related to insurance expatriate activities. Wewstaddels suited for two types of reserve: the
mathematical and the IBNR ones which are baseckceisply on the Markovian approach
and the bootstrap methods. We will demonstrate tiooapply the Monte Carlo simulation
techniques to the construction of distribution fiimres of these two reserves. We will then
deduct the associated SCR (Solvency Capital Regein®.
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Introduction

On estime que plus de 230 000 frangais quittedéfinitivement » la France chaque année. Au
total, prés de 2,390 millions de francais sont éxgmdans le monde. Un chiffre qui ne cesse de
croitre : depuis 1995, le taux de croissance mayeniel des expatriés francais s’éleve a 3,9%.
Cette population se caractérise par une tres grdindesité de situations familiales, de salaires, d
besoins de protections sociale...S’il n'existe paprdl type de I'expatri€, en revanche, il est
une caractéristique commune a tous les expati@@®echerche du maintien de leur protection
sociale francaise. Cette attente apparait commeemeremieres préoccupations des frangais
préparant leur départ. Dans ce contexte, plusi@ssureurs interviennent sur ce marché et
proposent une gamme diverse de produits en régoosdesoin.

Le premier objectif de ce mémoire est de concawodr base tarifaire pour ce type de produit
proposé par Welcare. Les garanties apportées paaroduits couvrent les risques classiques en
prévoyance : les risques maladie, déces, indépstanvalidité. Les régimes de protection
sociale dont dépendent les expatriés ne sontquasappliqués aux résidents francais, I'étude de
ces produits, tant en tarification, qu’en provisiement, fait appelle aux méthodes statistiques
particulieres adaptées aux caractéristiques etlanrées spécifiques des expatriés.

De plus, le passage de solvabilité | a solvahlilitlhpose aux assureurs européens quelles que
soient leur taille et leur branche d’activité, lesenen place de techniques actuarielles permettant
de mesurer le risque encouru de maniére probabdiston plus seulement de maniére
déterministe (calcul de I'espérance sans priseoampte de I'incertitude liée au risque). En
réponse a cette exigence, nous proposons des méthtmthastiques et des algorithmes de
'implémentation adaptées a deux grandes catégadeigsovision en assurance de |I'expatriation :
la provision pour sinistre en cours et la provigimur sinistres tardifs.
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|. Généralités et terminologie de la prévoyance ele I'assurance
des expatriés

Les contrats de I'assurance pour les expatriésmsajoritairement des contrats collectifs
couvrant les risques classiques en prévoyance.

Avant tout, la maitrise de la terminologie uksdans le domaine étudié est sans doute
indispensable. Nous commencons le mémoire parélentation des termes couramment
utilisés en prévoyance et donc pour assurancexjedries.

|.1 Garanties de prévoyance

Les garanties de prévoyance couvrent essentielldegquatre risques : I'incapacité,
linvalidité, le déceés, et la maladie.

Risque maladie

La garantie du risque maladie a pour objet d’aleelassures a faire face aux dépenses
occasionnées, par lui-méme ou les personnes datd itharge financiére, au titre de sa santé.
Il peut s’agir de couvrir les frais médicaux hoafirs, chirurgicaux, pharmaceutiques,
optiques, dentaires, etc.

Les garanties d’assurance santé peuvent intergariomplément du régime de base (la
Sécurité sociale, la CFE), ou directement. Dargecrier cas nous parlons de garanties au
premier euro. Les montants des indemnisations pe@e définis en pourcentage des
remboursements effectués par les régimes de basenquléter ceux-ci dans la limite des
frais réellement exposés, ou calculés forfaitairg@npeur les contrats sans référence a un
régime de base, toujours dans la limite des fE@i@ment exposeés et compte tenu d’un
plafond fixé par acte médical.

Risque déces

La garantie du risque décés a pour objet de compémdaitairement la disparition des
revenus du fait du déces de I'assuré.

La prestation peut étre servie sous forme d’untabpérsé a un (ou plusieurs) bénéficiaire(s)
désigné(s) par I'assuré ou a défaut identifié(s)gaontrat de prévoyance sous forme de
rentes servies soit au conjoint survivant, soit @ofants en vue du financement de leurs
études (rente éducation).

Risqgue invalidité:

L’invalidité est la situation définitive dans ladleese trouve I'assuré qui ne peut exercer son
activité professionnelle normale pour des raisoadioales tenant a un état pathologique di
soit a une maladie soit a un accident (professiommeon). L'assuré, par suite de maladie ou

Département MIDO- Dauphine
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d’accident, est contraint d’interrompre totalems&mn activité professionnelle et il en résulte
une diminution de gain ou de salaire a laquellgsiaiance se propose de remédier.

L'état d’'invalidité peut étre défini par référeneda réglementation du régime général de
sécurité social ou par une définition spécifiquecdntrat de prévoyance.

Pour le régime général de sécurité sociale, ittexisis niveaux d’invalidité :

-I'invalidité de premiere catégorie : I'assuré ihgla n’est plus capable d’exercer une
activité susceptible de lui procurer au moins 34%a derniere rémunération.

-L’invalidité de deuxieme catégorie : I'assuré ilga n’est plus capable d’exercer une
guelconque activité professionnelle.

-L’invalidité de troisieme catégorie : I'assuré atide est dans I'obligation de recourir a
une tierce personne pour les actes de vie courante.

Les prestations sont versées par I'assureur sooefde rentes .Elles sont versées jusqu’a
une date particuliere généralement celle a laqliglialide pourra faire liquider ses
pensions de retraite.

Risque incapacité :

L’incapacité est la situation temporaire dans ldguse trouve I'assuré qui ne peut exercer
son activité professionnelle normale, pour desorasnédicales tenant a un état pathologique
dd soit a une maladie soit & un accident (professibou non). N'’exécutant pas son activité
professionnelle I'assuré ne percoit plus les gainkes rémunérations qui lui sont dus.

Les prestations dans le cas des garanties incasaeit versées généralement sous forme
d’'indemnités journaliéres calculées en fonctiolede&munération que percoit 'assuré en
période d’activité (exemple en pourcentage du @emsalaire). Les prestations peuvent retenir
de certains délais appelés franchise, par exerfipiesant commencées a compter du
troisieme jour d’incapacité continu et pendantuaég d’arrét de travalil.

Remarque : Les définitions des états de l'incapaatitde I'invalidité cités ci-dessous sont
dérivées de la notion déncapacité et I'invalidité de travajlelles sont a distinguer de la
notion del'incapacité et de I'invalidité fonctionnelleCes derniers états résultent d’'une
atteinte a l'intégrité physique ou mentale de teésappréciée en dehors de toute réduction
de ressources professionnelles.

|.2 Contrat de prévoyance
La souscription d’'un contrat d’assuranedt{ésion peut étre un acte individuel ou collectif.

Dans le premier cas, le contrat d’assurance nequisegarantir le souscripteur ou lI'assuré
désigné. Dans le second cas, le contrat d’assueapoar objet de garantir, dans les mémes
conditions, un ensemble de bénéficiaires (les @&nées sont appelés «adhérents » par les
sociétés d’assurance et « participants » par ggutions de prévoyance ou les mutuelles). Le
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contrat de prévoyance, sauf situation particuliés¢ en principe un contrat collectif. Il est
souscrit par les employeurs aux bénéfices d’'unggoaie de personnel.

Le contrat collectif établi entre I'entreprise ‘askureur peut répondre a deux logiques :

-Soit il est uncontrat d’adhésion de I'entreprise souscriptriceid contrat-cadre ouvert a un
ensemble d’entreprisddont les caractéristiques au regard du contratd® méme nature).

Par ce terme on désigne généralement un conttpyppose de maniere uniforme ou avec
des variantes déterminées, aux entreprises de petinoyenne dimension, qui remplissent
chacune le réle de souscripteur. Il comporte dggadiitions générales identiques pour toutes
les entreprises qui y adhérent et des dispositipasifiques propres a chacune d’elles. Dans
ce cas, l'assureur établit un compte de résultdiaglde facon & mutualiser 'ensemble des
risques de toutes les entreprises adhérentesantratecadre.

-Soit il estspécifique a I'entreprise souscriptrick comporte un ensemble de dispositions
générales et un ensemble de dispositions partieali@pécifiques a I'entreprise souscriptrice.
Les contrats de ce type sont généralement conotus llassureur et les grandes entreprises
et établis en concertation avec les souscriptdiursla s’adapter aux besoins propres de la
population assurée. Dans ce cas, I'assureur gtetotiompte de résultat propre a I'entreprise
considérée. Le risque de cette entreprise n’esfdaaetement) mutualisé avec les autres
risques acceptes par l'assureur.

Le contrat collectif peut étre a titre facultatif obligatoire :

Le contrat a titre facultatiest souscrit par une personne morale (une ergeg@n vue de
'adhésion d’'un ensemble de personne (les salde&ette entreprise) a des garanties de
prévoyance. Chaque personne (salarié) est, engeiribre d’adhérer ou non. Si elle adhere,
se crée un contrat direct entre elle et 'assur@artype de contrat répond a la logique d’un
contrat-cadre définissant des conditions que lt@sswest disposé a proposer a I'ensemble des
salariés d’'une entreprise. L’assureur peut toutest@tre laissé la faculté d’écarter de
I'assurance les conséquences de certaines patb®lggi se seraient déclarées avant
'adhésion du contrat.

Le contrat a titre obligatoire est souscrit par une entreprise au profit de I'erde de ses
salariés ou des salariés d’'une catégorie objedtevsalarié n’a donc pas la liberté de décider
d’adhérer ou non au contrat d’assurance, il devehénéficiaire du contrat sans pour autant
étre lié directement a I'assureur. L’adhésion stisga lui du fait de I'acte de I'entreprise
(accord collectif ou décision unilatérale). L'assurest tenu a 'ensemble d’obligations
spécifiques : il ne peut écarter aucun salari@iouae pathologie des garanties souscrites. En
particulier, 'assureur ne peut exclure du bénédficeontrat un salarié du fait que celui-ci
serait en état d’'incapacité ou d’'invalidité au matrge la prise d’effet du contrat.

La différence entre le contrat facultatif et cohtyhligatoire est fondamentale dans la mesure
ou elle conditionne la tarification. Lorsqu’un ¢t est a adhésion, I'assureur tient compte
de ce que les salariés qui, facultativement détid@ahérer sont ceux qui sont les plus
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exposeés aux risques. En revanche, lorsque le t¢@stra adhésion obligatoire, tous les
salariés —plus ou moins exposés aux risques- sotitipants ce qui permet une réduction du
codt.

Il est intéressant de noter gu'il y ait, d’autretpbassurance de prévoyance non liés au statut
professionnel :

-Les personnes appartenant a un méme organisnegnadusjuel elles exercent une activité
commune mais non professionnelle (loisirs, enseigma, activité culturelle...) peuvent
éprouver le besoin de garantie liée a cette agtiditant donné la variété de situations
possibles, on peut citer quelgques exemples : mentbassociations sportives, éléves
d’établissement ou par une association de paréfits/ds, associations d’étudiants...

I.3 Opération de la prévoyance
Organismes assureurs habilités :

Société d'assurance

Les sociétés d’assurance sont régies par le Codeaslgurances et soumises au double
contrle de tutelle par le ministére de I'Econoratedes Finances et de régularité par la
Commission de contrble (commission de contrble umigles sociétés d’assurance de
mutuelles et des institutions de prévoyance).

Une société d’'assurance ne peut fonctionner qutlesia préalablement recu un agrément
administratif. Cet agrément autorise la sociétésslleance a pratiquer les opérations
d'assurance qu’il vise expressément. L'agrément desiné en fonction des garanties

financiéres dont justifie la société notamment egard des engagements pris a I'égard des
assurés. Une méme société n’est en principe pa&eeagiour gérer, simultanément, des

opérations d’assurance-vie et des opérations dasse-dommage.

Il existe deux catégories de société d’assurance :

-Les sociétés d’assurance constituées sous la fdemsmciétés anonymes sont régies par les
articles L.224 — 1 et suivants du Code de commg@oce® 66 — 537 du 24 juillet 1966). Ces
sociétés (compagnies d’assurance) sont commercladescontrats établis entre ces sociétés
et les entreprises souscriptrices relevent en ipendes juridictions commerciales. Sous
réserve des particularités propre aux opératioassdrance, elles fonctionnent comme toutes
les sociétés commerciales et ont un objet lucratif.

-Les sociétés d’assurance a forme mutuelle ontformee commerciale mais un objet non
commercial. Elles sont constituées, entre des @8 sans capital social et n'ont en
principe pas un but lucratif. Les sociétaires, arjde leurs cotisations, participent a la
constitution du conseil d’administration. Ces stséd’assurance a forme mutuelles doivent
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étre distinguées des mutuelles soumises au Cotie rdatualité. Des sociétés d’assurance a
forme mutuelles peuvent étre actionnaires de sodié@ssurance a forme commerciale.

L’ensemble des « clients » d’une société d’assuraronstitue son portefeuilldJne société
d’assurance peut, sous réserve de respecter uoédpre réglementaire spécifique, décider
de transférer tout ou partie de son portefeuillenautre organisme d’assurance habilité. De
tels transferts peuvent exister notamment a I'aocagle la restauration des sociétés
d’assurance (fusion entre sociétés, etc....). Cesfees, s’ils sont réalisés dans le cadre des
dispositions réglementaires, s'imposent aux engeprassurées et a leurs salariés.

Institutions de prévoyance

Les institutions de prévoyance sont régies par deeCde la sécurité sociale (Livre IX,
chap.3). Pour autant, elles ne constituent pasmsismes de sécurité sociale.

Les institutions de prévoyance sont gérées pafttent par une assemblée générale et un
conseil d’'administration composés pour moitié daésentants des entreprises adhérentes et
pour moitié des salariés ou anciens salariés paatits. Elles ont un objet civil et n’ont pas de
but lucratif.

Elles fonctionnent sous le double contréle de leitedr le ministére de la Sécurité sociale et
de régularité par la Commission de contréle.

Le Commission de contrdle vérifie, en permanenae, lnstitution de prévoyance respecte
les engagements financiers qu’elle a pris et jesties garanties techniques requises compte
tenu des engagements pris. Les institutions deogedce ne pratiquent que les opérations
pour les quelles elles sont agréeées.

Par principe, les institutions gerent des opératioallectives. Toutefois, elles peuvent (et
parfois doivent) accepter les adhésions individiset’anciens salariés ou ayants droit (dans
les conditions définies par la loi).

Les institutions de prévoyance appartiennent sausieties groupes constitués a l'initiative
d’institutions de retraite complémentaire gérantrdgime Agirc ou le régime Arrco. Les
institutions de prévoyances sont, alors juridiquetmdistinctes des institutions de retraite
complémentaires qui sont régies par des disposifianticulieres.

De la méme facon que pour les sociétés d’assurgxastitutions de prévoyance peuvent
décider de transférer tout ou partie de leur pediie. Si les conditions réglementaires sont
respectées, les entreprises adhérentes (ou lagesgbarticipants) ne peuvent contester le
transfert.

Mutuelles

Les mutuelles sont régies par le Code de la mi¢ualis en conformité avec les directives
communautaires par une ordonnance n° 2001 — 330 durril 2001.
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Certaines mutuelles s’affranchissaient d’'un certaimbre d’obligations techniques visant a

la sécurité des engagements pris a I'égard deséassdtn contrepartie, elles établissaient une
solidarité nationale entre les différents mutualistpar la constitution d'unions et de

fédérations de mutuelles qui réassurent les emgagls de prévoyance. Depuis la

transposition des directives communautaires, lsggg mutualiste a été modifié du fait de la
disparition de nombreuses mutuelles qui ne resipettpas les conditions requises par la
nouvelle réglementation.

Elles sont gérées directement par les mutualisiedajvent disposer des deux tiers au moins
des sieéges au conseil d’administration (les engepradhérentes ne peuvent disposer que
d’'un tiers des sieges).

Les mutuelles ont un objet civil et ne poursuivaatun but lucratif. Elles ont pour mission
notamment de favoriser la prévention des risquessr lieés a la personne.

Les mutuelles fonctionnent sous le double contdfdetutelle du ministere de la Sécurité
sociale et de régularité de la Commission de ctatrd

Assurance et réassurance

L'opération d’assurance doit étre distinguée d@dmation de réassurance. La réassurance
consiste en l'assurance de l'organisme assureuneliste en principe aucun lien entre
lassuré et le réassureur. Seul l'assureur estggngal'égard de lassuré. Il ne peut se
prévaloir de la défaillance du réassureur pourcasstsaire a ses engagements. Un assureur
qui, de facon systématique, transfererait en réassea l'intégralité des risques qu'’il accepte
en assurance pourrait étre considéré comme pelalanialité d’assureur (au profil de celle
d’intermédiaire), mettant alors le réassureur &mton d’avoir & assumer les responsabilités
de l'assureur.

Une société d’assurance ou une institution de ya@wee peuvent réassurer les opérations
d’assurance réalisées par une autre société damsyrune autre institution ou une mutuelle.
Les unions de mutuelle ainsi que les fédérationsnduelles sont les réassureurs originels
des mutuelles.

Partage du risque

Certaines opérations d’assurance sont assuréeplymeurs organismes assureurs qui se
partagent le risque. L'opération est dite de coassie. Chaque coassurance est tenue a
'égard de l'assuré selon les termes du traité agssurance soit pour la seule partie qu'il

assure, soit solidairement pour tous les risquadg sase retourner contre les autres

coassureurs.

Lorsqu’il y a coassureurs, I'un des coassureursdésigné comme apériteur. A ce titre, il
représente les autres coassureurs dans les reladiegc I'assuré. Pour autant, chaque
coassureur reste tenu des engagements qu’il atascep
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Assurance en mode de capitalisation

Depuis la loi n°89 -1009 du 31 décembre 1989, ¢ssir@urs sont tenus de gérer les
opérations de prévoyance selon la technique deéatiaption. Celle-ci consiste a imposer
I'assureur de faire correspondre aux engagemeritoend vis-a-vis de I'assuré, une
garantie financiére. La cotisation collectée ae titun exercice sert notamment a constituer
une « provision » représentée par des actifs é&dsuireur), cette provision permet de la
prestation méme si le versement cesse. La techdigjgapitalisation est a distinguer avec
celle de la répartition qui consiste a financerdesstations au cours d’'un exercice par les
cotisations percues au cours du méme exercice.

Nature des prestations

Les prestations garanties au titre de contrat [ya@wee peuvent étre exprimées soit par un
montant forfaitaire absolu, soit par un montantdivaire relatif.

Constitue un montarorfaitaire absolula prestation identifiant un capital ou d’'une rente
calculé soit arbitrairement soit par applicatioardpourcentage de la rémunération (ex : le
capital déces est fixé a 300% de la rémunératonelle ; I'indemnité complémentaire
incapacité est fixée a 30% de la remunération gliare).

Constitue I'expression d’u montaiatrfaitaire relatif, la prestation calculée par différence
entre un niveau global de la ressource a maingéhés prestations versées par les régimes de
base.

l.4. Regles pratiques concernant I'établissement decontrats comportant des garanties
de prévoyance groupe

1.4.1 Souscription du contrat

Tout organisme qui désire souscrire un contrateaudr de ses membres doit fournir a
'assureur les éléments nécessaires pour lui paersiappreécier le risque, par exemple et
suivant le type de garanties, pour chacun desaslesr: 'age, le sexe, la situation de famille,
le traitement de base, les garanties demandées siptions sont prévues.

[.4.2 Admission

L’admission a I'assurance peut étre soumise a olegittons particuliéres selon le niveau des
garanties, la nature des risques et le caractdradigision.

Le principe général est posé par I'article 2 dei®9-1009 du 31 décembre 1989 (loi Evin)
pour les contrats groupe a adhésion obligatoireathriés et I'article 3 de la méme loi pour
les autres contrats de prévoyance. Il est recoméndiaghpliquer les dispositions de l'article 3
de la loi Evin relatif a la sélection médicale amxtrats d’emprunteurs, bien que ceux-ci ne
relevent pas de cette loi

De plus, en matiere de sélection des risques,tatmment médicale, lorsque I'assureur a posé
des questions, par exemple sous forme d’un formeutke déclaration de risque.
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En ce qui concerne les risques de prévoyance dsyvar des contrats groupe de salariés a
adhésion obligatoire, I'assureur reste libre d'ateeou de refuser I'ensemble du groupe sans
possibilité de procéder a aucune exclusion d’oirttteviduel. Dans le cas particulier des
groupes de faible effectif, 'assureur fait génénaént procéder a une sélection médicale des
personnes a inclure dans la garantie, ayant pgeat kdvaluation du risque et I'adaptation en
conséquence de la prime globale. Si 'assureumpgeataccorder sa garantie, il ne peut
refuser de prendre en charge les suites d’étatelpgiques antérieurs a la souscription du
contrat ou I'adhésion a celui-ci, sous réserve sa@@stions prévues en cas de fausse
déclaration. En outre, il ne peut exclure des gasr frais de soins » aucune pathologie ou
affection couverte par le régime général de Sétsatiale.

Dans les contrats groupe a adhésion facultatieeniVient de procéder a une sélection
médicale systématique, de maniére, a éviter tegie d’antisélection. Une fois le risque
accepté sur la base de la déclaration de I'assudi gouscripteur, I'assureur est tenu de
prendre en charge les suites d'états pathologiguoiEsieurs.

Tous les contrats comportent en générale une ctiubmite d’'age, par exemple les garanties
cessent généralement a 65 ans pour les contraltatiéfe des salariés. Pour les contrats
d’emprunteurs, en principe, I'age de I'assuré améedu crédit ne doit pas étre supérieur a 65
ans, dans le cas contraire, I'assureur peut n'dec@a garantie que jusqu’a cet age ou, s'il
accepte de la prolonger jusgu’au terme du créditifier le tarif en conséquence.

1.5. La présentation du groupe Aprionis
Naissance du groupe :

Les Conseils d’administration des organismes memle deux groupes APRI et IONIS
ont voté en assemblé et donné la naissance erj2009 a APRIONIS, un des premiers
groupes paritaires de protection sociale

- 5 millions de personnes protégées dont 1,4 mitliemetraités
- 250 000 entreprises adhérentes
-2723 collaborateurs

Le groupe dispose ainsi 'ensemble des atoutssetaimpétences pour accompagner les
personnes et les entreprises face aux enjeu diaglema protection sociale : la retraite,
'assurance de personnes (prévoyance, couvewdnté,£pargne) , I'épargne salarial et
socialement responsable, les services a la pers@ntoeites les étapes de la vie.

Aprionis est un groupe paritaire avec une associaommitale composée de trente
membres représentant les salariés et les employeutsit non lucratif qui implique un
comportement socialement responsable et une éthigpeochables également sur le
secteur concurrentiel de 'assurance de personnes.
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Les Métiers: Au travers es organismes, le Groupe APRIONIS/mtous les besoins de
protection sociale et d'assurance de personnes :

Retraite :
-Retraite complémentaire ARRCO et AGIRC
-Action sociale

Aprionis contribue a la modernisation de la gestleria retraite complémentaire. Au sein
du GIE Alcire, composé de 4 groupes de protectomnade, il participe a la construction
du futur logiciel informatique AGIRC-ARRCO qui sescammun a I'ensemble des
institutions de retraite.

Assurance de personnes

-Santé- Prévoyance collective via I'entrepriseabranche professionnelle (conventions
collectives)

-Santé- Prévoyance individuelle
-Assurance vie

-Retraite supplémentaire
-Assurance internationale

Epargne salariale

-Participation

-Intéressement

-Plan d’Epargne d’Entreprise (PEE)
-Epargne Retraite(PERCO)

Aprionis est le premier intervenant paritaire sumarché de I'épargne salariale. Il est
spécialisé dans la gestion financiére et adminiig&ra’une offre répondant a tous les
objectifs de placement.

Gestion pour compte de tiers

-Gestion de frais de soins de santé et de cor&t®yance pour le compte d’organismes
assureurs tiers.

-Gestion de régimes spéciaux de retraite

Le groupe de protection sociale a noué des parédgduistoriques avec des organismes
assureurs, tels que le Crédit Agricole, la CNP Aasces , etc. Il est reconnu par sa
qualité de gestion.
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Les organismes et les filiales :
-Institutions de retraite ARRCO et AGIRC : IPPRMRelio, irrapris, altea

-institutions de prévoyance : ionis prévoyancerisggrévoyance , ipsec prévoyance , Cria
prévoyance , Carcel prévoyance , irex , ipriscas

-mutuelles : radiance groupe apris , smaapri, rdiaud, radiance nord-pas-de Calais,
-Assurance vie : Inter vie

-Assurance internationale : Welcare

-Conseils et services aux particuliers : IONIS &aatre

-Epargne salariale : Inter Expansion, Interfi

-Gestion pour compte de tiers : Apri Services ,ri8s@, APC-GPA

-Formation en entreprise : Forminnov

-Holding de patrticipation : Copernic

Le Groupe en chiffre :

Retrait complémentaire

7°™ groupe de protection sociale avec 6,42% de I'ebferhgirc- Arrco
-2,7 milliards d’euros de cotisations en 2007

-190 000 entreprises adhérentes

-1 581 667 cotisants

-1 367 639 allocataires

Santé/Prévoyance

1™ acteur de la santé avec 665 M euros de chiffriaitas
4émegroupe de protections sociales pour I'ensembleéS&révoyance
-1,2 milliard d’euros de cotisations en 2007

-62 950 entreprises adhérentes

-2 017 700 personnes protégées

Epargne salariale

6éme

groupe du marché et roupe de protection sociale
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-1 868 entreprises adhérentes

-522 782 épargnants gérés

-2,4 milliards d’euros d’actifs gérés

Populations gérées

-250 000 entreprises

-5 millions de particuliers dont 1,4 millioe detraités.

2723 collaborateurs répartis dans 24 villedsute la France.

Les implantations Aprionis en France et région parisienne
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Les orientations stratégiques du groupe
Les grandes lignes :

Construire des solutions d’accompagnement despeites et des personnes dans le domaine
de protection sociale en France et a I'étranger.

Construire un groupe ouvert sur d'autres opporésmite rapprochement avec une
organisation adaptée. Dans le contexte de contiemtides groupes de protection sociale, la
taille est un gage de pérennité pour assurer fiaddance et la compétitivite.
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Par métier

Retraite :

-Assurer un service global toujours plus perfornmamnt entreprises, salariés et retraités.
-Contribuer au développement du systeme uniquesigog de la retraite AGIRC-ARRCO
Assurance de personnes

-Rester une référence de professionnalisme et aédéjaur le marché pour renforcer notre
position commerciale et financiére.

-Etre indépendant stratégiquement et financiérement
Epargne salariale

-Maintenir la part de marché avec une force comiakercenforcée sur les grands comptes ,
PME.

-Veiller aux opportunités de croissance externe.
Epargne individuelle et retraite supplémentaire

-Etoffer les offres santé- prévoyance individueiésollectives avec les produits d’épargne
individuelle et de retraite supplémentaire.

-Distribuer ces produits dans les réseaux commer@aistants (mutuelles et institutions de
prévoyance.)

.6 WELCARE et ses missions dans le domaine de peattion sociale internationale
Welcare en quelques lignes de présentation :

La filiale Welcare du groupe APPRIONIS a été cnéd. 893. Avec sa création le groupe s’est
constitué un podle solide en tant que distributassureur et gestionnaire de ses propres
produits destinés aux expatriés.

Welcare est une société anonyme a directoire etetlashe surveillance au capital de 7,5 M
euros avec, comme actionnaires principaux, le GFARPRI possédant 51% des parts et le
Groupe Taibout a hauteur de 33 %.

Welcare poursuit deux objectifs :

-Accroitre ses parts de marché en matiére de ctureesociale des expatriés sur la cible
des entreprises et des salariés individuels

-Devenir un référent pour les autres acteurs dslieance de personnes, que sont les
groupes de protection sociale, mutuelles, courtassureurs....
Ces stratégies de développement reposent sur um@r@ison des moyens :
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-Une collaboration étroite avec la Caisse des Fiarde L’'Etranger qui conforte sa
légitimité dans le domaine de la protection socal@nternational.

-Une taille qui dorénavant permet de justifier desources techniques expertes et
d’acquérir un certain degré d’autonomie vis-a-\@s déassureurs.

-L’opportunité d’'intervenir sur certains segmengsndarché non accessibles aux
institutions de prévoyance pour des raisons datstatd’agrément, tels que les
travailleurs non salariés, étudiants, impatriés ...

Les produits et le portefeuille de Welcare :

Welcare dispose d’une offre santé-prévoyance éteadicomplément des prestations de la
CFE (*), de la Sécurité sociale et des contrats”aguro. Ces produits permettent de
rembourser la quasi-totalité des frais de sang@@ds par les internationaux. Sa gamme
répond a la variété des besoins des particuliedesentreprises :

-Mission ou expatriation dans le monde entier lguglie soit la durée
-Voyage a I'étranger de courte et de longue durée
-Impatriation en France de longue durée.

(*) La Caisse des Francais a I'étranger est le ptusrent appelée la ‘Sécu des expatriés » .
C’est un dispositif original qui a été mis en plade de préserver la protection sociale de
salariés expatriés. Ce dispositif couvre les risqualadie, maternité, invalidité, accidents du
travail, maladies professionnelles et vieillesse AFE est un organisme privé chargé d’'un
service public qui tient compte des contraintesdiaux séjours a I'étranger. Il y a 74 000
familles adhérentes, soit plus de 130 000 persoprmégées dans plus de 200 pays a travers
le monde.

Le portefeuille de Welcare se compose majoritairgrd&expatriés et de détacheés.

La population des expatriés et des détachés :

La distinction entre les deux statuts détaché gatié :

Selon les conditions de la mobilité internatiorstiées choix effectué au niveau de
I'entreprise, le salarié pourra étre détaché ot

-Il sera détaché au sens de la réglementation comataire, d'une convention de sécurité
sociale ou du droit francais selon le cas. C'adit@gu’il bénéficiera du régime général de
sécurité sociale frangais comme s'il restait em&ea paiement des cotisations et bénéfice
des prestations.

Le salarié pourra bénéficier du statut de détath&ar droit & la protection sociale francgais
pendant qu’il travaille a I'étranger s’il rempléd conditions suivantes:
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-Condition 1 il doit étre envoyé a I'étranger par un employetanicais L'entreprise

avec laquelle il est lié par contrat de travailt@eioir son siege en France. De plus pour
étre un détaché, il est obligatoire qu’il ait &éruté en France...méme dans le seul but
d’étre envoyé a I'étranger. Une personne embaucbéede la France ne pourra donc étre
gu’un expatrié.

-Condition 2 Il doit étre rémunéré par cet employeur pendarduaée de la mission
mais il 'y a aucune condition particuliere quantiau et au mode de paiement.

-Condition 3 :La mission doit étre temporairee détachement est congu pour ne
s’appliquer qu’aux situations dont la brieveté aenlission a effectuer ne justifie pas
I'affiliation au systeme de protection sociale diyg d’accueil. Le salarié ne pourra
bénéficier du régime du détachement que si la dan@asible de son séjour a I'étranger
n’excede pas une durée variable selon le paysedtation.

-Condition 4 : Les cotisations sociales doivent &ersées par 'employeur francais. C'est
la formalité essentielle : si les cotisations net §@s payees directement par 'employeur
francais, le salarié ne pourra pas bénéficier dacth@ment, méme si toutes les autres
conditions soient bien remplis

Lorsque les conditions requises pour bénéficiestdtut de détaché ne sont pas remplies ou,
plus simplement, si 'employeur ne souhaite pasoour ce régime, le salarié transféré sera
soumis a I'application du principe de territori@lde la lIégislation sociale et dépendra du
systeme social de I'Etat dans lequel il travaitdfa expatrié et n'aura plus droit au régime
général francais de sécurité sociale.

-Il sera expatrié s’il ne rempli pas les conditiglusdétachement ou si il ne souhait pas
bénéficier de ce régime. Il sera assujetti au régim protection sociale du pays de
séjour...avec la possibilité d’adhérer en Francedginre volontaire de sécurité sociale des
expatriés (CFE).

Dans cette situation, quelgues méthodes sont pessib

-La moins chere, mais pas toujours la plus recondiéan se limiter a la protection sociale du
pays étranger dans lequel se rend le salairé.

-s’affilier auprés de compagnies d’assurance (elceve)a des régimes privés de
protection sociale, couverture au premier eurpadapté aux mobilités internationale

-Adhérer auégime volontaire francais de sécurité sociale dexpatriés propose par la
CFE. La réglementation a créé une exception supplénrerdaiprincipe de territorialité :
Tout francais qui part travailler et vivre a I'éiger peut bénéficier d’une protection sociale
en France en souscrivant une assurance volontgiresade I'organisme chargé de gérer ce
régime ie la CFE. En adhérant au régime CFE, brigaleste a la Sécurité sociale. Pas de
rupture avec ses droits antérieurs : la contirdetéa couverture sociale est assurée.
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La gamme de produits PLANET proposée par WELCARE pair une protection sociale
adaptées aux expatriés et détachés

En effet, au cours de la période d’activité prafasselle a I'étranger, méme pour ceux qui
bénéficient d’'un régime de protection sociale deeh@écurité sociale ou la CFE) les
dépenses de santé ne seront remboursées que danigdades barémes conventionnels
francais. Or, le colt de la santé peut varier crablement d’'un pays a l'autre, par rapport
aux prix pratiqués en France. Dans un certain pagaus pour les tarifs médicaux
particulierement élevés (Canada, Etats-Unis, Japtaimment...), il peut en résulter un
important différentiel de colt dont la charge paugster en grande partie a I'expatrié, faute
d’une protection sociale adaptée.

Planet est un ensemble de garanties spécifiquéas@esaux expatriés et détachés. Cette
gamme répond aux besoins de leur protection sociale

-Le remboursement des frais de santé (Planet Work)
-Une couverture pour le risque déces ou invalid#éanet Prévoyance)

Pour les frais de santé Welcare prendra en chagéedgremier euro les dépenses de santé
des assurés qui ne bénéficient pas de la protesiciale du régime de base (CFE ou Sécurité
Sociale pour les détachés).

Pour les cas ou il y a intervention du régime aseh Welcare complétera les
remboursements de la CFE, de la Sécurité Sociatesteut autre organisme pour que le
montant percu par le salarié représente de 80 % H&@ dépenses suivantes :

-Hospitalisation

-Médecine courante,

-Pharmacie

-Dentaire,

-Optique,

-Prothéses médicales et auditives,
-Cures thermales,

-Frais d’accouchement.

Les garanties de déces, d’'invalidité et d’incagadjt’offre le produit Planet Prévoyance
permet a I'assuré d’ouvrir des droits a des priestat(rente d’invalidité ou indemnité
journaliére) ou aux proches de I'assuré de percenvocapital en cas de déces de celui-ci.
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Il. La Tarification des garanties de frais de soins sdé

II.1 Préparation et traitement préalable de données
Les outils informatiques utilisés

Pour mener a bien cette étude nous avons eu bdsaiifférents outils tant sur le plan
informatique, qu’en terme de traitement des fichke données.

WelCare utilise comme systeme de gestion de bader@&es le logiciel Arthus. Les
données quotidiennes gérées par les différentgcesrde Welcare sont stockées dans les
tables d’Arthus. L’extraction de ces données sttfe a I'aide des requétes écrites sous SQL.

Le logiciel ArthusOra nous aide a automatiser ltéce de requétes et a charger les données
extraites sur des fichiers Excel.

La manipulation d’Excel, les diverses macros eplegrammes congues nous permet de
traiter les fichiers et de mener a bien les calculs

La population étudiée

L’échantillon étudié est constitué par des ass(lsénéficiaires) qui sont adhérents au cours
de I'année 2007. Pour que I'étude ne soit pasdeai®us ne gardons dans I'échantillon que
ceux dont la durée de couverture est longue (gyrésu €gale a 1 an).

Pour chaque assure, nous suivons son historigjdémense médicale (montant de dépense,
la date, le lieu de sinistre...) pendant un an aptende la date d’ouverte de la couverture.

Au cours de I'année 2007, I'effectif étudié est stitné de 3433 bénéficiaires dont 1456
assurés principaux (les cotisants) qui ont dormwed 43371 lignes de prestations
enregistrées .Au total le montant de frais réelgt@actes confondus) de ces assurés s’éleve a
3092322,66 euros. Donc en moyenne, pendant une actmique bénéficiaire dans notre
portefeuille dépense 900,76 euros pour ses frasoiks santé, soit une moyenne de 2123,85
euros par cotisant.

Les grandeurs
Nombre de bénéficiaires 3433,00
Nombre de cotisants 1456,00
Total des frais réels 3092322,66
Moyen par bénéficiaire 900,76
Moyen par cotisant 2123,85
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Si nous admettons que les deux variables age etjseant un role important sur le
comportement des dépenses médicales des bénéfciditonvient d’analyser la répartition
de notre population selon I'age et sexe.

Cette répartition se présente graphiquement conumarge :
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300 1 BFemme
250 1 —l
200 1+ —l

150 1

lmanl Hﬁﬁh
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Nous remarquons qu’il s’agit d’'une population jearign age moyenne de 26,46. La
proportion des gens d’age inférieurs a 35 est 708% et celle d’age supérieur a 60 n’est que
de 0,4%.

Les bénéficiaires du sexe masculin sont légereplaatnombreux que ceux du sexe féminin
(55,3% contre 44,5%).

En outre, si on s’intéresse a la structure desawots appelés aussi les assurés principaux, on
obtient :
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Nous pouvons noter que les missions a I'étrangarre@joritairement confiees aux hommes
qui présentent 82,6% de salariés expatriés dans écthantillonL’age moyen des cotisants
est de 37,43 ans.

Nous terminons cette partie de traitement de danagelonnant les deux graphiques
présentant les frais réels moyens en fonctionalgel’ et du sexe (tous actes confondus).

Frais réels moyen des adultes
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Ces deux graphiques nous montrent bien que le umirregyen de dépense médicale varie en
fonction de I'age. En plus, I'influence que jouddeteur sexe se voit nettement sur le premier
graphique, les femmes consomment, en moyennegpkifes hommes.

Il .2 Le Calcul de prime par garantie.

L’exposition au risque de chaque individu variezant chacun des types d’acte ,par exemple
: la garantie orthodontie n’est qu’applicable anfaats, les frais de maternité ne sont
consommeés que par les femmes en age de procréer.

Il est donc indispensable d’analyser le colt etcda prime pure de chacun de ces types de
garantie (voire chaque type d’actes qui la compasg)arément. Cette analyse répond aussi a
un impératif de flexibilité de méthode qui nousrpet d’estimer le colt d’un produit

proposant différentes options de garanties selbdsoins des assurés.

Par exemple dans le produit Planet First propos&\fedcare, I'assuré peut choisir entre
I'option urgence ou compléte. Dans le premier sfrais soins santé courant,
hospitalisation et transport sont pris en chargd’assureur tandis que dans le deuxieme cas
les autres postes de confort (dentaire, optiquethpse et maternité) sont aussi couverts

Exemple des garanties couvertes

Les contrats dérivés des produits Planet Workédctf) et Planet First (individuelle)
comportent généralement les garanties définies asuivantes :

-Pratigues médicales courantes :

Le remboursement est égal a 90% des frais réels

Les dépenses couvertes comprennent les consutaiamsites de praticiens, les
médicaments, les actes dispenseés par des ausliagdicaux ....

-Soins dentaires :

Les dépenses pour soins dentaires sont rembowrsergeur de 90% des frais réels.

-Prothése dentaires:

Les dépenses pour protheses dentaires sont rerabswrdauteur de 90% des frais réels dans
la limite annuelle de 2300 Euros par bénéficiaire.

-Orthodontie :

L’'orthodontie est remboursée a hauteur de 90%rdissréels avec un maximum de 610
euros par semestre et par enfant (de moins des)6 an
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-Optique :
Les dépenses pour I'optiqgue médicale sont rembes@adauteur de :

Verres- Lentilles : 100% des frais réels avec uximam annuel de 310 euros par
bénéficiaire.

Montures : 100% des frais réels avec un maximunugrole 130 euros par bénéficiaire.

-Hospitalisation médicale et chirurgicale :

Lorsqu’un Assuré est hospitalisé pour le traitentémbe blessure et/ou d’'une maladie, en
dehors de toute consultation externe et/ou trai¢@@bulatoire, le contrat garantit un
remboursement de 100% des frais réels.

-Frais de transport :

Les frais de transport d’'urgence en ambulance orébitule sanitaire jusqu’a I'hdpital ou
jusqu’au centre de soins approprié sont remboudrsegiteur de 100% des frais réels.

-Frais d’obséques :

En cas de décés d’'un bénéficiaire, les frais d'gbsg sont remboursés a hauteur de 100%
des frais réels, dans la limite de 25000 eurob@aéficiaire.

-Maternité :

L’ensemble des frais afférents a la maternité tigspré/post natales, séjours en observation
pour complication, grossesses pathologiques...)atéouchement d'un enfant de l'assuré,
né viable, légitime, naturel ou reconnu est reme®adrhauteur de 100% des frais réels, dans
la limite de 5000 euros par grossesse.

Nous apercevons que les garanties sont définiéanetions des frais réels.

Dans ce mémoire nous avons choisi d’effectuerdiéten fonction du groupement de
garanties suivant :

» Dentaire
* Optique
* Appareil

* Hospitalisation
* Médecine courante décomposée en 5 « éléments» :
1. Consultation et visite
2. Pharmacie
3. Auxiliaires médicaux
4. Examen Laboratoire

5. Radiologie
¢ Orthodontie
* Maternité
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Faute de donnée, nous n’incluons pas les garddtiesthermale, transport et frais
d’obseques qui feront objet d’études spécifiques.

Ce choix correspond au classement d’actes optd/pkcare dans le cadre de sa gestion. Ci -
-apres, nous trouverons sous forme de tableawnldateon des prestations en fonction des
regroupements retenus par Welcare :

Garantie Rubrique Type d'actes Frais_ réel par | Frais réel par
Rubrique Garantie

Dentaire SDSC Soins dentaire - 187629,43 34177717
PRTH Prothése dentaire 154147,74

Optique OPTI Optique 213837,6 213837,6
CONS Consultation et visite 693605,88
PHAM Pharmacie 419779,43

Médecine courante AUME Auxiliaires médicaux 105156,68 1475794,43
BLAB Analyses médicales 145040,7
ELEC Electroradiologie 112211,74

Prothese medicale | \pp | Appareillage 12128,77 12128,77

autres

FPGM Frais particulier grossesses/maternité 27478,79

Maternité FMGM [ Frais médicaux grossesses/maternité 85308,6 276142,29
HOMA Hospitalisation maternité 163354,9

Orthodontie ORTH Orthodontie 91540,39 91540,39
HOME Hospitalisation Médicale 187212,76
o HOHK Hospitalisation Chirurgicale 386655,2

Hospitalisation HOMC [ Maisons de Convalescence 9512,35 656461,24
HOPS Hospitalisation en Psychiatrie 73080,93

Cure thermale CURE Cures Thermales 3731,91 3731,91

Transport TRAN Transport 3482,61 3482,61

Divers FDIV Frais médicaux divers (obséques) 17426,25 17426,25
Total | 3092322,66
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La répartition des frais réels par gara :

Auxiliaires c h | Transport
médicaux ure thermale 0%

3% 0% Autres

/1%

Orthodontie
3%

Maternité

9%
Electroradiologie
4%

Optique
7%

Analyses
médicales
5%

Les frais réels poua médecine courar prennent une part importarn@8%) don 22% pour
les consultations et visite54% Pharmacie5% Analyses médicales, 4% électroradioloc
3% auxiliaires médicaux.es parts de I'hospitalisation et maternité de 21% et 9%
respectivement. Les frais pour les garanties cwgertale (0,12%) et trsport (0,11%) ni

gardent que des partsarginales
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I1.3 Modélisation selon I'approche probabilité de onsommer-charge de sinistre

Pour chacune des garanties définies dans le colatiddpense annuelle d’'un assuré a été
modélisée par une variable aléatoire X dont l&$bide la forme

ny = (1 -p)8o + pPHc
Avec p, la probabilité de consommer d’un assur@ise année.

ue: Laloi de la variable aléatoire C repreésentestftais totaux de dépenses medicales sur
une année sachant que I'assuré a consommé au omareis.

On suppose dans ce modele I'hypotheése de I'indéreedentre la variable C et la variable
Bernoulli qui a pour espérance p , présentantifefaun assuré consomme ou non pendant
'année.

L’espérance de la variable X qui présente le cdatcharge de I'assuretira donc pour
expression :

E(X) =p=+E(C).
L’estimation de la prime pure passe donc :

-D’une part, par la probabilit¢ de consommer p, @si en fait I'espérance d’'une loi de
Bernoulli

-Et de l'autre part, par I'estimation de I'espéranie la variable C, ou plus généralement de sa
loi ..
C

Cette modélisation se difféerencie de celle de ladéhisation fréquence-colt classique. En
effet dans ce modéle nous ne cherchons pas a gstioug une garantie donnée, la fréquence
de sinistres en tant que nombre d’actes pratigaés I'année. Nous cherchons a modéliser
la probabilité que I'assuré consomme au moins arsepfendant I'année.

Cette modélisation est la conséquence de la catistatsuivante : en regle générale un acte
de soins ne se pratique pas seul. Par exemplectmel@ type consultation dentaire implique
d’autres traitements donnant lieu a des prestatidges a la garantie couvrant le risque
dentaire. Ceci signifie que I'hypothése supposéss den modeéle fréquence colt classique de
lindépendance entre les variables aléataite®présentant les charges de sinistres est remise
en cause.

Dans notre modele nous analysons, pour chaquetgarpour chaque assuré, la probabilité
gu’'un sinistre survienne au moins une fois dansnkee, et une fois qu’il survient nous
cumulons les montants des frais réels de touscles aouverts par cette garantie engagés par
cet assuré durant I'année.

! Par souci de simplification, on suppose pour lanstque I'assureur prend a sa charge la totalidrdes réels
gu’engage l'assuré. La présence d’'un taux d'abatterfex 90% des frais réels) et/ou d’'un plafondueel sera
traitée plus loin.
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1.4 Méthodes de I'estimation et du test

II.4 .1 L’estimation de p par le modéle logistique

a) Principe de la régression logistique

(Extraite du cours d’analyse des données approésrae Monsieur P.Cazes)

On désire expliquer une variable qualitative prémnkoux modalités Y=1, Y=0 ( I'assuré
consomme ou non la dépense pour un type d’actesfioen fonction d’'un certain nombre de
variables explicatives ( age, sexe, le revenu 3R C.) . Dans le cas d’une variable
explicative qualitative a k modalités, apres awhioisi une modalité de référence, on
remplacera cette variable par les k-1 variablegaidces associées aux k-1 modalités
restantes. Au total, on suppose on qu’on a p vimsadont certaines peuvent étre binaires

X = (X1,X2, s Xp)
On cherche a modélisefx) = E(Y|x)
n(x) =EY|x) = Pr(Y =1|x)
Y=mnlx)+e¢

Par rapport a un modéle de régression linéaire l{néaire classique), on a plusieurs
différences importantes.

* Y suit une loi de Bernoulli et non plus gaussiefonditionnellement a x)

» m(x) étant une probabilité doit étre comprise entré D e

+ Le modele est hétéroscedastique, puisae(Y|x) = m(x)(1 — n(x))
est en fonction de x .

On notera en plus que l'erretie= Y — m(x) ne peut prendre que deux valeurs, a savoir :
e=1—-n(x) siY =1, avec la probabilitér(x).
e=1—-n(x) siY =0, avec la probabilité — (x).

€ étant bien sdr d’espérance mathématique nullepeihest immédiat de le vérifier.

La régression logistique est un cas particuliemduléle plus général suivant, ou I'on
modéliser(x) sous la formen(x) = G(By, + B'x)

Ou G est une fonction connue, croissante, prereawaleurs dans (0,1, est un parameétre
inconnu , etp est un vecteur de dimension px1 de parametressjgiommes, a estimer.

Justification de la modélisation logistique :

Désignons pait; ( respa, ) la probabilité de Y= 1(resp. Y=0) et pgi(x)= g(x|Y = 1)la
loi de x quand Y=i (i=0oul) ¢t(x) laloide x. On aalors :
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Pr(Y =D g(x|Y =1) _ 1191 (%)

n(x) = Pr(Y =1|x) = 00 =

(formule de Bayes)

En plus come
f(x) =11 g1(x) + 7o go(x)
Sion pose :

7191 (%)

h(x) =m(x)/(1 —n(x)) = Tog0(0)

Ona
m(x) = h(x)/(1 + h(x)
Supposons que sachant Y=i, x suive une loi a stre@xponentielle de la forme:

5. = exp (G

m(x) étant une fonction connue B8 dansR, a une constante et (i=1 ou 0) un vecteur de
parametres.

On a alorsi(x) = (my/my)exp ((cl - co)x +m(cy) — m(co)) /a) = exp(By + B'x)

Avec f, = M) 4 In() et = (ci—co)/a

On en déduit la forme logistique déx) :
Ln <1f(—7};2x)> = Ln(h(x)) = Bo + B'x

Estimation dep par la méthode du maximum de vraisemblance

Supposons qu’on dispose d'un échantillon de taifle’, y/} pour 1 <j <n de (x,Y).
xij :la valeur de la variable; pour I'individu j.

La vraisemblance s’écrit:

n

L(Bo,B) = nﬂ(xj)yj (1 —n(x)) )1‘3’j

J=1

D'ou :
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LnL(Bo.) = ) ¥/ Ln(n(xl)) + (1= y7 )in(1 = n(x/))
j=1

On en déduft en posant(x/) =/ ,y = (Bo, B) .2/ = (1, x),x] ..x;) pour alléger
I'écriture :

n
oLnL . o
9LnL(y) _ E:(y] Y
dy :
Jj=1

L’estimateur du maximum de vraisemblanceyde/érifiant :

dLnL(y) _ 0

5 ™

On remarque le systeme (1) n'est pas un systerailecarr(x) n’est pas de forme linéaire,
la solution analytique en générale est tres diffiaitrouver. On recourt a des algorithmes
numeriques pour trouver une solution approchée.

En plus si on désigne paty) = Var (a”;—i(y)) la matrice de I'information, par

I'estimateur du maximum de vraisemblanceyds parp’ I'estimateur associé de/, on a
alors les résultats asymptotiques suivants quinsertiles si on veut faire des tests :

(g—=v)~>NO,I W)
@=V1Y)G—v)~> X5

G-1@G—v)~> X5,

Les tests associés au modéle
Les deux tests les plus usuels correspondent :

-Au test du modéle (= 0 signifie que les variables explicatives netgias liéesa Y, ou -
n'ont pas d’influence ; seul le terme constgnest non nul.

-Au test de la nullité d’un coefficient de régressi (3; = 0 signifie que la variable i, dans le
modele, n’influence pas sur Y).

Tests de Wald :
Supposons que I'on désire tester I'hypothese rHylsuivante :

Hy: Dy = d ouD estune matrice de taille (s,p+1).

? Le détail de la démonstration se trouve en annexe
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d est un vecteur der*1!

On a montré que, souik, , asymptotiquement, la statistique T définie par :

T=(0g-d) (D(19)"'D")” g -ad)
suit une loi du khi-deux a s degrés de liberté)(ddI
On rejettera donH, avec un risque de premiére espéce égaial >X?2_,(s).
X3_,(s) étant le quantile d’ordre d-d’une loi khi-deux a s ddl.
L’'application de test de Wald :

-Test de modeéle :

Dans ce ca#l, se reduita:
Ho: Dy =(0,1dy)(Bo,B) = B =0
Id,, étant la matrice identité d’ordre p, on pose @is py = (b, b) , et on décompose

I71(y) en 4 blocs comme suit :

°°py) 1°°(v)
My 1w

avec/l(y) est une matrice de I'ordre pxp .

I(y)=

Alors la statistique T se réduitfa= b'(I1*1(g)) b

-Test de la nullité du coefficiefit :

Dans ce cas, la région critique ou région de dgdthypotheses; = 0 est donné par :

1
by [T~ (@)]::]Z > u1_q2
Test du rapport de vraisemblance:

Soi g, I'estimateur du maximum de vraisemblanceyd®us I'hypothésé,, etpg
I'estimateur det’/. Pour testeH, , on peut utiliser la statistique :

L(go)

G = _ZLn(L(g)

)
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qui sousH, suit asymptotiquement une loi du chi-2 a s degrélzbrté (s = p+1-(p+1-s) =
nombre de dIl du modele — nombre de dll du souseieoe modele sous, .

On refusera donH, si: G > X?2_,(s).
[1.4 .2 L’estimation paramétrique de la loi de C

L’ajustement d’une distribution empirique de C vere loi théorique peut se recouvrir a une
des méthodes d’estimations classiques suivantes :

Méthode des moments
L’estimateur de moment est obtenu en égalisanht@sents théoriques et les moments

empiriques.

En effet on cherche a résoudre le systeme a p(i#re de parametre a estimer) équation
My = u,(6) pourk=12....p.

Avec M, les moments empiriques g} les moments théoriques.

L'estimateur cherché ed = (8,,0,, ....,,) la solution de ce systéme de p équations a p
inconnus

Méthode du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance (MLEpPdest obtenu comme :
é(xl,xz, ...,xp) = argmax {l(@,xl,xz, ...,xp),H € RP).

oul! est la fonction de vraisemblance définie pi®; x4, x, ..., x,) = [1i=, f (xi; 6)
f étant la densité de la loi théorique ajoutée.

Les tests d’ajustements

L’ajustement d’une distribution empirique a unetlg@orique subit en générale des tests de
conformité entre ces deux distributions.

La conformité de deux distributions peut étre Viiséa a priori par la méthode de QQ plot ou
elle peut étre testée en utilisant des procédweassis spécifiques. Parmi ces procédures de
tests nous avons retenu deux tests qui sembleniestplus populaires : le test de
Kolmogorov — Smirnov et le test de chi-deux.

-Test d’ajustement graphique par la méthode QQplot
Si cette méthode de test n’a pas valeur de créiéselu pour le choix de la loi, elle nous

permet néanmoins de vérifier que les données sompatibles avec I'hypothése d'une loi
théorique.

L’objectif est de tester I'appartenance de la thstion observée a une loi théorique usuelle.
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Soit (x(l),x(z), ...,x(n)) 'ensemble des observations de la variable a gueliC, classées
dans l'ordre croissant.

Par une des méthodes d’estimation paramétriquen¢ué de moments ou maximum de
vraisemblance) on estime que C suit une loi théercpnnue de fonction de répartition F

Alors sous cette hypothése on a :

i
Fx@) ~ =7

En effet on verra un peu plus loin (dans le pagatgedraitant de I'estimation non
paramétrique) qué ~ - est une bonne estimation (B”e(x ; ) pour n grand
n n+1 ® '

Graphiquement cela se traduit par le fait que testp(x;), F‘l(n%l)) sont sensiblement
alignés sur une droite.

On remarque que les logiciels statistiques acfoelsissent numériqguement la fonction de
répartition inverse pour les lois usuelles (normalgonentielle, gamma, lognormale,

Weilbull...), ce qui permet d’obtenir aisément lesevas desF‘l(n%l).

Test de Kolmogorov — Smirnov

Ce test consiste a tester I'hypothége un échantillon suit bien une loi théorique coné
connue de fonction de répartition F.

Il repose sur les propriétés de la fonction dentéjmmn empirique : si(xq, x5, ..., X,) €stun
échantillon de réalisation de n variables aléasdikg, X,, ..., X,,) indépendantes a valeurs
réelles, alors la fonction de répartition empirigigecet échantillon est définie par

n
1
F,(x) = E Z l{xisx}
i=1

Sous I'hypothesél, : (X4, X5, ..., X,) sontissus d’'une méme loi théorique de fonctien d
répartition F. On sait que la suite des variabléataires

n—-oo
E,(x) = %Z?zl 1ix;<xy — F(x) presque strement.

En effet, c’est un résultat immédiat du théoremegm@ds nombres appliqué a la suite des
variables aléatoires iilf = 1x,<xy Presque sirementon a
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n

=) 5 EW) = P(X < x) = F(x)

=1

S|k

En plus, Kolmogorov a montré qu’on dispose dertgppété intéressante suivante pour la
fonction de répartition empirique sous I'hypothéke

Pr sz;pan(x) —F(x)| > % = a(c) = ZZ(—l)T‘lexp (—2r3c?)

pour tout constant ¢ positif. Le termméc) vaut 0.05 pour c = 1.36
D’ou , pour tester I'hypothése nulle, on peut gélila statistique suivante :
Dy, = Vnmax, (F(x) = F(x)) -
Pour un niveau de confianae= 0.05 la région critique de test est donné par :

RC = {D, > 1.36) , c'est-a-dire I'hypothedé, sera rejetée au risque de 0.05 si on observe
une réalisationD2?s > 1.36

-TestX? d’homogénéité entre les deux distributions.
Le principe de ce test est de répartir n réaligatite I'échantillor(x,, x,, ..., x,,) de Xen p

classes.

classe 1 2 p

Nombre observé ny n, n

La fréquence empirique de la classe i est dgyin
Si ’hypothesef, est vrai, c'est-a-dire si X suit une loi théodqonnue telle que

Pr(X € classe i) = p; alors la « distance » noté D entre les frégegrenpirique et
théorique définie par :

p
D= Z(ni — pin)?/np;
i=1
suit une loi du khi deux de p-1-s de dégrée detkbE est le nombre de parametre de la loi
théorique ajustée a estimer).

L’hypothéseH, sera refusée au seuil de risgue 0.05 si la distance observBe’s est
« relativement grande » c'est-a-dire qu’elle veérifi

Pr[X7_, > D°*] < 0.05.

Ce qui est équivalent a dire que la p_value détigure au seuil critique.
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1.4 .3 L’estimation non paramétrique de la loi de C

Il se peut que I'ajustement de la distribution @gpe d’un échantillon donné des frais réels

a la distribution d’une loi théorique présupposéeadsiste pas tous aux tests de conformité.
Cela nous ameéne a l'utilisation de méthodes diegion non paramétriques pour déterminer
la loi de distribution de C.

Parmi les méthodes d'estimation non paramétriqueys décrivons ici la méthode
d’estimation en recourant a la fonction de régartiempirique.

SoitC ~ F, avecF(x) = Pr (C < x) la fonction de répartition de C

Nous avons défini (dans la partie du test de Kglanov-Smirnov) la fonction de répartition
empirique d’un échantillox,, x,, ..., x,,) de réalisation de n variables aléatoires
(X1, X5, ..., X)) indépendantes a valeurs réelles comme :

n
1
E,(x) = - z lix;<x} pPOUr X ER
i=1

En plus si on considél(ec(l),x(z), ...,x(n)) les n observations classées en ordre croissant, on
a, pour k=1,2,...,n-1:

@ @ kO st x < X
Fn(x) = E Z 1{xisx} = E z 1{x(i)sx} = ; Si X(k) <x< X(k+1)
=1 =1 k 1 SL x = X(n)

E,(x) prend donc la forme d’une fonction étagée, ellespde de propriétés intéressantes
pour étre un bon estimateur & x)

Propriétés élémentaires de la fonction de répamitempirique .

* Pour tout poink, F, (x) est un estimateur sans biaisk{er), ce qui se montre par :
n

E[F,(x)] = % Z E|1pen)] = Pr(€ <2 = F(x)

e Variance de I'estimateur d§ (x).
Il est facile de vérifier que pour tout la variance de I'estimated); (x) est donnée

par :
Var[E,(x)] = F(x)(1 - F(x))
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* Laloi des grands nombres nous donne

E,(x) = F(x) presque sirement.

* Le théoreme central-limite donne

Va(E,(x) = F(x)) = N(0; F(x)(1 — F(x))

C’est cette propriété qui nous permet de consttagéntervalles de confiance de
I'estimateurF, (x) pour toutx réel.

I1.5 La mise en ceuvre du modéle : I'application ad base de données des expatriés de
Welcare.

Comme indigué plus haut, I'évaluation du risquesaeté auxquels sont exposés les expatriés
devrait prendre en compte l'influence de certéaeseurs susceptibles d’avoir d’effets.
Compte tenu de la disponibilité de données, nosayess d'étudier I'influence des variables
explicatives selon leur pertinence informative défelcare dispose actuellement sur son
portefeuille d’expatriés.

Nous détaillerons les études sur la garantieoptdans le but d’illustrer la mise en ceuvre
du modele fréquence colt modéreé présenté ci-dessus.

Pour les types de garanties (frais transport, thewmale...) ou le volume de données n’est
pas suffisamment grand, la quantification des cfaitsl'objet d'autres études non comprises
dans ce mémoire.

I1.5 .1 Choix des variables explicatives en fonctiodes informations disponibles

Vue la pertinence actuelle des informations entefgs dans notre base (la CSP, les lieux de
résidence des bénéficiaires en raison de leur itdhike sont pas toujours renseignés
précieusement), nous ne traitons que dans le dadce mémoire les deux variables sexe
(qualitatif) et age (quantitatif) comme les varegbkexplicatives sur la variable réponse binaire
Y (consommé ou non). Ces deux variables ont en @éfe influences déterminantes sur la
consommation medicale.

Nous remarquons que par rapport des contrats titdlgai couvrant le risque de frais soins
santé pour les salariées résidant en France, uineaifférence pour les contras des
expatriées. C’est qu’au moment de la tarificatles,informations concernant I'age et le sexe
des cotisants expatriés et de leurs membres dddarouverts par le contrat sont fournies de
fagcon précisées, que ce soit un contrat indivieuali collectif. Alors que ces informations
sont souvent synthétisées par certains indicateorabre ou pourcentage des hommes,
femmes, '&ge moyenne du groupe...) dans le casalgsats collectifs pour les salariées en
France. Cette disponibilité de l'information nowsthnde d’analyser les colts des garanties
individus par individus. Ensuite I'application deformule du passage de I'individuel au
collectif, nous permet de tarifer un contrat cdifemouvrant le risque santé d’'un ensemble
d’expatriés.
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Nous verrons a travers la mise en ceuvre du modela garantie optique que l'influence de
ces deux facteurs sur la probabilité de consommatiwr chaque garantie sera expliquée par
leurs coefficients et les tests (test de Wald gangple...).associés au modele.

Pour estimer la probabilité de consommer ou noasmivisons I'échantillon des assurés
initial en deux sous échantillons que nous appdaiesgectivement base enfant et base adulte.
La premiere base comporte les bénéficiaires d’@gmains 18 ans, et les autres bénéficiaires
appartiennent donc a la deuxieme.

I1.5 .2 L’estimation de la probabilité de consommer
lllustration de la garantie optique

Le comportement de la consommation pour la garanptigue est analysé d’aprées le modéle
logistique en divisant notre base en deux groupeésilte d’'une part et I'enfant de l'autre.

Les variables explicatives (age et sexe) songdésiparx = (x;,x,) =(age, sexe)
ou sexe est binaire codé par : sexe=0 pour homisexet=1 pour femme.

La variable réponse binaire Y( Y=1 ou Y=0) repréantle fait que I'assuré consomme ou
non les frais de la garantie optique(x) = Pr(Y = 1|x) est modélisé par :

1(x)
1-m(x)

logit(m(x)) = Ln( ) = Bo+ B'x ou By, B = (B, B,) sontdes paramétres a estimer.

La procédure d’estimation réalisée a I'aide dudied) XIstat nous fournit les résultats
suivants.

-Pour les adultes
Les informations lues a partir de la sortie :

Résumé pour les variables quantitatives

Variable Moyenne Variance Ecart-type
AGE 36,618 97,474 9,873

Résumeé pour les variables qualitatives

Variable | Nombre de modalités | Modalités | Fréquences
SEXE 2 1~2 1308 ~ 98§

Evaluation globale

Individus Log Vrais. | L.R. Khi-2 | ddl (L.R. Khi2) [ Pr. > L.R. Khi2
2296 -1060,283 21,837 2 < 0,0001
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Valeurs estimées des parametres du modele (maxtawraisemblance) :

Parameétrg Valeur estimég Ecart-type| Khi2 Pr. > Khi2
Constante -2,536 0,226 125,461 < 0,0001
AGE 0,024 0,005 19,144 < 0,0001
SEXE - 1 0 - - -
SEXE - 2 0,233 0,111 4,428 0,035

La statistique du rapport de vraisemblance eseé&pall, 837, la probabilité critique associée
est inférieure a 0,0001, le modele est donc gbaht tres significatif, il existe bien une
relation entre les variables explicatives et |laalde expliquée.

Les deux variables (age et sexe) ont chacune tinernige significative sut(x) la
probabilité de consommer. Ce qui se traduit papleslue respectives sont petites (inférieur
a 0,05)

La probabilité de consommer sachant I'age et le sk estimée par :

m(x /
logit(n(x)) = Ln (1—(—ngx)> = Lo+ Bx=-2536+ 0,024 * age + 0,233 * sexe
Ou encore :
() = exp(Bo + Bx)  exp(—2,536+ 0,024 * ge + 0,233 * sexe)

“1+exp(By+ Bx) 1+ exp(—2,536+ 0,024 = age + 0,233 * sexe)

Le coefficientp; =0,024 >0 signifie que I'dge a un effet positif sur lapabilité de
consommation optique.

Alors quef, =0,233 signifie que la probabilité de consommer ce typayarantie pour les
hommes est moindre que pour les femmes. On peltague le sexe est codé dans la
procédure d’estimation par : sexe=0 pour hommea s1 pour femme.

La présentation graphique déx) :

Probabilité de consommer des frais couvert pardeagtie optique selon age et sexe
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Age
-Pour la base de données des enfants
Pour une premiere tentative, les variables explieatsont toujours le sexe et I'age.

-La sortie du logiciel:

Résumé pour les variables quantitatives

Variable

Moyenne

Variance

Ecart-type

AGE

5,96

26,965

5,193

Résume pour les variables qualitatives :

Variable

Nombre de modalités

Modalités

Fréquences

SEXE

2

1~2

590 ~ 547

Valeurs estimées des parameétres du modéle (max@dawmaisemblance) :

Paramétre | Valeur estimég Ecart-type| Khi2 | Pr. > Khi?
Constante -3,778 0,265 203,59 < 0,0001
AGE 0,164 0,022 56,274 < 0,000
SEXE -1 0 - - -
SEXE - 2 0,082 0,226 0,133 0,715

Nous reconnaissons que la p_value associée @iddasexe est relativement grande
(=0,715) ce qui ne nous permet pas a rejeter I'thgseH, sur la nullité du coefficient
associé a cette variable. La significativité dedeaable sexe est donc non retenue pour notre
échantillon.

-La sortie du logiciel sans retenir la variable sexe
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Valeurs estimées des parametres du modéle (max@tawmaisemblance) :

Parameétrg Valeur estimég Ecart-type| Khi2 Pr. > Khi2
Constante -3,739 0,241 240,857 < 0,000t
AGE 0,165 0,022 56,549] < 0,000
Evaluation globale du modéle :
Individus | Log Vrais. | L.R. Khi-2 | ddI (L.R. Khi?) | Pr. > L.R. Khi2
1137 -285,805 62,506 1 < 0,0001

La fonctionm estimée :

n(dge) =

exp(—3,739 + 0,165 * age)

1 + exp(—3,739 + 0,165 * 4ge)

Probabilité de consommer les frais réels de la gémoptique pour la base des enfants

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

/

/

S

==

Tt(x)

10

15

20

Age
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Récapitulation de I'estimation des probabilités densommer pour chaque garantie

En appliquant la régression logistique a notre gtilan, les résultats de I'estimation de la
fonctionm(x) modélisant la probabilité de consommation desfraédicaux pour un assuré
sachant ses caractéristiques (age, sexe) sordgsegpées par les tableaux suivants :

n(x) = Pr(Y = 1|x) = PrflConsommer au moins un fois par an |age ,sexe]

Coefficient Coefficient
Adulte Enfant

Constan{Age [Sexe Constan| Age Sexe
Optique -2,536| 0,02410,233 Optique -3,739] 0,165 O
Dentaire -1,669| 0,015/ 0,497 Dentaire -2,323] 0,143 O
Consultation et Consultation et
visite -0,526( 0,015/0,940 visite 1,884 -0,095( O
Pharmacie -0,978| 0,021(0,765 Pharmacie 1,460, -0,091 O
Auxiliaires -2,836| 0,018/ 0,689 Auxiliaires -1,146 -0,077, O
Analyses Analyses
médicales -2,180 0,027 1,188 médicales -1,068 -0,0260 O
Electroradiologie| -2,715| 0,037/0,641 Electroradiologiel -1,960( 0,089 O
Hospitalisation -4,270| 0,029(0,534 Hospitalisation -2,492| -0,111f O
Appareillage -4,720 0,020)0,582 Appareillage -4,364) 0,076/ O

Nous remarquons que pour chacune des garantiesesud dessus, pour les bénéficiaires
adultes, le facteur age joue un rdle positif syrtzbabilité de consommation, ce qui se traduit
par la positivité du coefficient de ce facteur. fesmes, d’apres notre modéle, ont une plus
forte tendance & consommer des frais médicaueaardfficient associé au facteur sexe est
aussi positif.

Alors que pour les enfants, la variable qualitatege n'a pas d’effet significatif sur leur
probabilité de consommation. En plus, sauf pougleanties optique et dentaire, le
coefficient négatif associé au facteur age nousjualque pour les enfants (dans
I'échantillon étudié) la probabilité de consomroatde frais médicaux décroit quand I'age
augmente.
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Garanties maternité et orthodontie

Les garanties orthodontie et maternité sont traitBgne maniére Iégerement différente des
autres car elles sont destinées a une catégossutés spécifiques.

-garantie maternité

Pour la garantie maternité, I'’échantillon considgseconstitué de 894 femmes d’age allant

de 21 a 49 ans. La probabilité qu’'une femme deédeantillon consomme un acte couvert
par la garantie maternité est toujours estimédepanodéle logistique. Le calcul effectué par
xlIstat nous donne les résultats suivants :

Valeurs estimées des parametres du modele (maxdeawraisemblance) :

Parameétrg Valeur estimég Ecart-type| Khi2 | Pr. > Khi2
Constante 0 - - -
AGE -0,065 0,003 362,44 | <0,0001
Evaluation globale
Individus | Log Vrais.| L.R. Khi-2 | ddl (L.R. Khi?) | Pr.> L.R. Khi2
894 -298,636 8,203 1 < 0,0001

Probabilité de consommer des frais médicaux coysaria garantie maternité selon age

0,25

> \
o \ —

0,1 \ T[(X)
0,05 L —

O T T T T T
21 26 31 36 41 46
Age

La statistique du rapport de vraisemblance eseéy8l203, la probabilité critique associée
est inférieure & 0,0001, le modéle est donc gésbaht trés significatif.
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Comme la p_value associée au facteur age éatieuwre a 0,05, I'influence de ce facteur
sur la probabilité de consommer la garantie mateest donc confirmée. C’est une influence
négative ce qui se traduit la négativité du doiefiit associé (égal a -0,065). La probabilité

de consommer cette garantie pour les femmes dehetion décroissante avec I'age.

-garantie orthodontie

Cette garantie proposée aux enfants agés de Iaamums, a pour le but de couvrir les
colts de I'orthodontie qu’engage ce type de bémadéfes. Nous n’appliqguons le modéle
logistique gqu’a notre base des enfants pour estiangrobabilité que cette garantie est
consommeée au moins une fois par an.

Résultats de I'estimation :

Valeurs estimées des parametres du modele (maxtawraisemblance) :

Parameétre | Valeur estimég Ecart-type| Khi2 Pr. > Khi2
Constante -4,394 0,292 225,97 <0,0001
AGE 0,227 0,025 84,638 < 0,000[L
Evaluation globale :
Individus| Log Vrais.| L.R. Khi-2 | ddl (L.R. Khi?) | Pr.> L.R. Khi2
1137 -261,14 106,94 1 < 0,0001

Probabilité de consommer des frais médicaux cosyeat la garantie orthodontie selon age

0,4
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0,25
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0,1
0,05
0
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16

Age

La p value associée au test du modele logistiqus nntre que ce modele appliqué a la
garantie orthodontie est significatif. L’age a dfeepositif sur la probabilité de
consommation des frais orthodontiste des enfants.
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1.5 .3 L’estimation de la loi des frais réels
L’ajustement a une loi théorique de la distribution des frais réels de la garantie optique

Une fois consommé, on suppose que les frais opdigue engagés par un assuré suivent une
loi de probabilité théorique connue.

Plusieurs lois théoriques sont testées pour langi@roptique, la loi gamma est finalement
retenue pour modéliser la distribution des fraels de la garantie optique.

En effet, dans un premier temps, nous présélectimndes lois a I'aide des graphiques.

Nous comparons d’abord la densité empirique deséks réelles avec les densités
théoriques des différentes lois estimés par la oditlles moments ou méthode du maximum
de vraisemblance.

A titre d’exemple nous examinons la comparaisorr pgarantie optique des donnés réelles
avec une loi gamma et une loi normale. On se réppak les densités respectives de ces
deux familles de lois sont :

-Loi gamma, poux > 0

bae—bx
flx) = x*1 @
ot I(a) = fgoe‘tta‘ldt
-Loi normale, pourx € R
1 _(x=m)?
f) = —=x" 2

La méthode des moments nous donne les estimatesifadametres :
-Loi gamma :a = 0,5115 etb = 220,091
-Loi normale m = 430,257 eto = 310,4

Le graphique ci-dessous représente les densitéssdgeux lois comparées aux données
réelles
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Les différents graphiques étudiés nous amenerésgjactionner la famille de loi Gamma
comme étant la plus adéquate pour refléter lesédas frais réels de la garantie optique.

Afin d’affiner notre étude, nous effectuons ledgaBajustement pour vérifier 'adéquation
entre les hypothéses et la réalite.

Test de Kolmogorov-Smirnov

D 0,081
p-value 0,465
Alpha 0,05

Vue la valeur de p_value associée a ce test, alucseQ.05 on ne peut pas rejeter I'hypothese
nulle d’'absence de différence entre les distrimgtioumulées empirique et théorique. La
différence entre ces deux distributions n’est pasificative.

Test du khi-deux entre les effectifs observésadffectifs théoriques :

Khi2 (valeur observée) 18,356
Khi2 (valeur critique) 27,587
DLL 17
p-value 0,367
Alpha 0,05

La p-value calculée par cette procédure de t€367) nous conduit a la méme conclusion
gue le test de Kolmogorov. On peut donc acceptgpbthese de conformité entre la loi
théorique et la loi empirique.
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Exemple de calcul de la prime pure pour la garanaptique

Apres avoir estimé, pour un bénéficiaire, la prolitébde consommation au moins une fois
par an des frais médicaux couverts par la garamigue et la loi des frais réels optiques,
nous pourrions donc évaluer la prime pure ass@ciEmte garantie.

Pour un individu j de sexe féminin, agé 35 ans % (age, sexe) = (40; femme)
La prime pure demandée par I'assureur contrerangiea pour les dépenses optiques pendant
un an s’éléve a:
Prime pure = p/E(C) = n(x/)E(C) .
Les résultats des estimations impliquent :
E(C) ~ 430,2567

n(xj) _ exp(—2,536 + 0,024 * age + 0,233 * sexe)
1+ exp(—2,536 + 0,024 * 4ge + 0,233 * sexe)
exp(—2,536 + 0,024 * 35+ 0,233 x 1)
- 1+ exp(—2,536 + 0,024 * 35 + 0,233 x 1)

= 0,1878

Prime pure pour la garantie optique = 0,1878 * 430,2567 = 80,78 euros

1.5 .4 Récapitulation et remarques sur I'estimaton des lois des frais réels.

Comme nous avons indiqué plus haut, méme si nigp®sbns de plusieurs familles de loi
théorique (gamma, béta, normal, Weibull,...), il seutpqu’aucune de ces lois ne soit
statistiquement significative pour modéliser latrilisition des données réelles associées a
certaines garanties. Pourtant, la déterminatiola e des frais réels peut toujours recourir a
des fonctions de répartition empiriques dont lanikdn et les caractéristiques sont rappelés
plus haut.

Si la tarification ne tient pas compte de la vaceade la sinistralité puisqu’elle est basée sur
l'estimation de l'espérance de sinistres uniquematification «a la moyenne »), par

construction de la prime pure, I'étude des varigdsil et des fonctions de répartition de
sinistres sont toujours nécessaire dans la mesurelle permette a l'assureur de bien
contrbler les sinistres engageés.

L’assureur peut chercher a se prémunir contre gasede sinistres en intégrant dans le calcul
de la prime commerciale un chargement de sécurigoptionnel a la variabilité du sinistre,
ou en recourant a la réassurance. La connaissanieela des sinistres rend plus aisément le
contr6le des cas extréme de sinistres, et donét&rdination du colt de la réassurance.

De plus, en mettant des plafonds (relatif et/owklsaux garanties dans I'assurance des frais
soins santé, l'assureur peut réduire les effedcde extrémes.
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Avant de communiquer le tableau récapitulatif derenestimation des lois et des espérances
des frais réels pour chacune des garanties, nongans ci-dessous comment l'assureur peut
affiner ses tarifs en présence des plafonds aneudalssposant de la fonction de répartition de
frais réels.

Présence des plafonds annuels

La présence des plafonds relatifs (en pourcentadeai réel) et/ou absolu (montant
maximal remboursé annuellement) pour chaque typgmdnties ont pour I'effet de limiter
les pertes survenant des sinistralités des ca@neat Bien que I'assureur puisse toujours se
baser sur les frais réels pour en déduire des prilae€oncurrence le pousse a étre capable
d’affiner ses tarifs suite a la mise en place dafopds.

Une possibilité de procéder est de traiter comnhg’agissait d’'une opération de réassurance,
c'est-a-dire la partie des frais réels dépaspkafend est prise en charge par I'assuré lui-
méme.

Par exemple, si on considére la garantie prottiéstaire qui rembourse les frais réel a
hauteur d& (=90%) dans la limite annuelle de( par exemple 2300) euros par bénéficiaire,
le colt de sinistre aléatoitg(8, w) a la charge de I'assureur est :

0C si 0C < w

* C'(6,w) = 0Cligcawy +W]1{962WF{ w si 6C=w

On désigne paf la fonction de répartition de C, la variable abér&t représentant les frais
réels pour la garantie dentaire, on a :

E[C'(6,w)] = E[C'(6,w)]|6C < w]Pr(6C < w)+ E[C'(6,w)|0C = w]Pr(w = 6C)
= OE(C)Pr(6C < w)+wPr(w=06C)
= BE(O)F(3)+w (1 — F, (%))

Si on appelle X' la variable aléatoire qui regme la charge de sinistre de I'assureur, la
prime pure demandée pour la garantie dentairéesptrance du colt annuel E (X') :

E(X) = p*E[C'(8,w)] = p* [0E(C)F, (%) +w <1 — F, (%))]
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Exemple de l'estimation de la fonction de répaniti empirique de frais réel pour la
garantie optique

Désignons C la lois des frais réels de la garapigue,C ~ F, avecF(x) = Pr (C < x) la
fonction de répartition de C inconnue.

La fonction de répartition empirique d’'un échaotillx,, x5, ..., x,,) :

n
1
E,(x) = - Z 1ix,<x} pOUr x € R*
i=1

En vertu des ses propriétés rappelées plus haut,savons que pour chaque point x, dés que
n est suffisamment grang,(x) est un bon estimateur dé€x). De plus grace au théoréme
central limite, nous pouvons préciser l'intervalke confiance pour notre estimation a chaque
point x.

En effet, le résultat du théoréme central limitesiondique

Va(E, (x) — F()) 5 N(0; F(x)(1 — F(x))

soit encore

Vn(F,(x) = F(x)) N D)
JFOa -F(

Posonsa; = /E,(x)(1 — E,(x)) l'estimateur de I'écart- type dg(x) l'intervalle de
confiance a niveal. , pour chaqueF (x) peut s'écrire
oc 0

ICQY) = [E,(x) —v—%cp-l(1 -2), R +%¢-1(1 -2)]

ou @ représente la fonction de répartition de la lanmale centrée réduite. Nous pouvons
noter en plus que la taille de cet intervalle dina lorsque raugmente, et la vitesse de cette
diminution est de l'ordre/n .

Pourd= 0,05 , nous obtenons les résultats suivants pour letifimde répartition empirique
du frais réel optique :
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Fonction de répatition empirique avec linvervalle de confiance

X Fn(x) Borne inf | Borne sup 1 ' ' ' ' T T T
463,12 0,6478873] 0,60589%%D,6898787 |
464,2 | 0,6498994| 0,6079632,6918356 Fn Ermprique
466 | 0,6519115| 0,61003120,6937917 o&8F A0 Bornelnf .
468 | 0,6539235( 0,61210q10,6957469 | AL Bomesup
471 | 0,6559356| 0,61416990,6977014 ]
471,98 0,6579477| 0,61624(040,699655 |
1319 | 0,9839034| 0,97283940,9949674 i
1332 | 0,9859155 0,97555950,9962755
1394,24] 0,9879276 | 0,978326B0,9975289 T
1403,82] 0,9899396| 0,98116§ 0,9987183
1513,87] 0,9919517 | 0,984096B0,9998071 1
1319 | 0,9839034| 0,97283940,9949674 i
D - 1 | 1 | 1 | | | 1
0 200 400 GO0 8O0 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Frais Réel Optigue

I1.5 .5 Récapitulation de I'estimation de la loi ds frais réels pour chaque garantie

Les espérances empiriques estimées

E(C) estimée

Optique 430,256
Dentaire 376,4066
Consultation et

visite 306,4984
Pharmacie 208,4307
Auxiliaires 204,585
Analyses médicales 137,0895
Electroradiologie 135,6853
Hospitalisation 3772,766
Appareillage 149,737¢
Maternité 2789,314
Orthodontie 934,0856
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Les fonctions de répartition empirique estimées
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Analyse médicale Consultation et Visite
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Hospitalisation Maternité
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11.5.5 Formule de la prime pure totale individuelle et passage de la prime individuelle a
la prime collective

a)La prime pure totale individuelle

L’approche fréquence —co(t présentée ci-dessous permet de déterminer la prime pure
pour chaque type de garantie i, et pour un béméfecj en fonction de ses caractéristiques
propres (age, sexe), a savoir :

B = E(X])=p]+E(C)
Avec :

pi] . La probabilité de consommer ou non de l'individpour les actes compris dans la
garantie i. Ce parametre synthétise le comportemmgittical de I'assuré en fonction de ses
propres caracteéristiques.

C; : La variable aléatoire, représentant le coltadédpense médicale assuré par la garantie i
sachant que I'assuré a consommé au moins unedo@apt I'année.

On suppose gue le nombre de garanties défini dagsntrat de frais soins santé est K. Alors
la prime pure totale (individuelle) du contrat e\& tout simplement comme la somme des
primes des toutes les garanties proposées au tontra

K
Prime contrat individuelle = Poj = Z Pl-j
i=1
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Par exemple, nous cherchons a calculer la prime ghuin contrat couvrant a 100% des frais
réels de soins santé pour une femme de 35 anfritetcomporte les garanties suivantes :

Dentaire

Optique

Appareil

Hospitalisation

La garantie médecine courante comportant:
-Consultation et visite

-Pharmacie
-Auxiliaires médicaux
-Examen Laboratoire
-Radiologie

Maternité

Nous établissons la prime de chacune des garadtieontrat :

La prime pure de ce contrat est donc la sommeadiss les primes pures des garanties qui le

femme 35 ans pJ E(0) p/E(C)
Optique 0,187794 430,2561 80,79959
Dentaire 0,343554 376,406 129,3152
Consultation et visite |[0,719825 306,4984| 220,6254
Pharmacie 0,6269784 208,4307 130,681
Auxiliaires 0,179331 204,585 36,68846
Analyses médicales [0,487087 137,089 66,7745
Electroradiologie 0,312023 135,6853 42,33695
Hospitalisation 0,0627 3772,766 236,5504
Appareillage 0,0314824 149,7379 4,714074
Maternité 0,093213 2789,314 260,0053

composent B, = 80,79959 + --- + 260,0053 =1208,492

b) Le passage a la prime collective

Les parties précédentes décrivent la déterminatienla prime pure d'un assuré (ou
bénéficiaire) pris individuellement. La prime dwgpe est donc alors la somme de la somme
de I'ensemble de celles de I'ensemble des indiviguse composent.

En prévoyance collective, la cotisation demandéedac la prime pure) a chaque salarié est
la méme pour tous, quels que soient le sexe, baige nombre d’ayant- droits du salarié.
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Disposant de la démographie de I'entreprise adhé&em contrat de frais soins santé, nous
pourrions donc en déduire le montant que doiveris@&o chacun de ses salariés (les
cotisants).

En effet si on désigne par N le nombre de salat#&d’entreprise, par n le nombre de
bénéficiaires du contrat, p& la prime pure individuelle que doivent payer lividu j en
fonction ses propres caractéristiques.( j varieeehtet n).

La prime pure, notée P, attribuée a chacun désand$ sera donc déterminée par la formule
suivante :
W
j=1F’
N

P =

Cette prime, quoi qu’elle apparaisse relativemdéére pour les jeunes salariés, permet donc
une solidarité inter génération de I'entrepriseéadht.

11.5 .6 Coefficients correcteurs en fonction de laone géographique

Les frais médicaux varient d’un pays a l'autreulPcertain type d’actes la différence est tres
remarquée, c’est le cas des honoraires de meégdén#araliste en Angleterre qui sont
beaucoup plus onéreux que ceux pratiqués damnsutespays. Ce qui indique la prise en
compte de ce facteur dans I'élaboration des tpafg ces types d’actes.

Le volume de donnés a notre disposition ne nousgtgpas une analyse détaillée de la loi
de coUlt pour chacune de garantie et pour chaqgue @aypeut, par ailleurs, regrouper les
pays pour en constituer les différentes zones @maphk de niveaux de colt médical différent.
C’est ce que fait Welcare pour distinguer sesgamif fonctions de zone géographique. Deux
zones principales sont envisagées :

-La zone B constituée par les pays dont les coétlicaux sont beaucoup plus élevés par
rapport aux autres : Les Etas Unis(154), Le Caisid), Le Japon(57), Le Royaume
Unis(30).

-La zone A regroupe les autres pays.

Le coefficient correctif de la prime pure appligu@une zone géographique pourrait étre
considéré comme le rapport du frais moyen de zette et la moyenne générale.

Pour chaque garantie la significativité de I'infhee du facteur zone géographique peut étre
traitée par la méthode d’analyse de la varianae facteur dans le cas ou la variable réponse
suive une loi normale. Dans les autres cas ou loéttéest pas connue a priori, les autres tests
non paramétriques pourraient étre envisagés afaoaparer les différentes distributions.

Nous citons dans le cadre de ce mémoire les dstscdent le principe s'approche 'un de
'autre : le test de Wilcoxon e le test de Mann-Wdyi.
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Principe des tests de Wilcoxon et Mann-Whitney

Nous souhaitons tester s'il y a un effet du factmne géographique (A,B) sur le niveau du
frais réel d’'une garantie. Nous considérons detaiilons(xy, x, .... x, ) €t
(V1 Y2, - Vn,,) des données des frais réels enregistrées rasgaetit pour les deux zone A

et B.

Le premier échantillon issu de la i , le deuxieme issu de la IBj. Les deux loid, etP,

sont inconnues. Si le facteur zone n'a pas d'é€ffgbothése nulle) , les deux lois sont
identiques

Hy: P, =P,

L’idée du test de Wilcoxon est la suivante : srassemble les deux échantillons, et que I'on
range les valeurs dans l'ordre, l'alternancexjesty; devrait étre assez réguliere. On aura
des doutes sut,, si lesy; sont plutdt grands que bgs ou plus petites, ou plus fréquents dans
une certaine plage de valeurs. On commence dorécpee les statistiques d’ordre de
I'échantillon global. On obtient ainsi une suitelamgée deg; et desy; .On calcul ensuite la
somme des rangs des notéell, (c’est la statistique de Wilcoxon)

Ny
W, = r1+r2+---+rnx=2ri

i=

[N

Ou lesr; sont respectivement les rangs dest vérifient :
1<n<rn<-n <n+n,

Sous I'hypothésél, la loi deW, se calcule facilement : sur un échantillon deetai} + n,, ,
ilya (n, +n,) rangs possibles. Le nombre de rangements possi&tas est("x;x"y ) et
ils sont équiprobables. Les valeurs minimal et makique peut prendid, sont
respectivemen(” ) et("*7™) — (") .On a donc pour tout entier comprise entre ces

deux valeurs :

k—m
=)

ouk,, designe le nombre deg, -uplets d’entiersry, 75, ...r;,  dont la somme vaut.

Pr(Wy = ki |Ho) =

Donc il est possible de tabuler numériquementildédV, , pour des valeurs raisonnables de
n, etn,. Pour les grandes valeurs, on dispose du résldteapproximation normale
suivant :

Département MIDO- Dauphine
Page 61



Mémoire d’actuariat Année 2008-09

Wy — ny(ne +n,, +1)/2
Jnyne(ny +ny, +1)/12

converge vers la loi normale standar,1).

Le test de Mann-Whiney provient d’'une autre appeactais il est équivalent au précéedent.
On aurait pu pour cela compter le nombre de cougleg;) pour les quelles; > y; (avec
choix aléatoire en cas d’ex-équo ) :

ny My

U= Z Z 1xi>yi

i=1 j=1
On vérifie que les deux statistiqugstV, sont liées par la relation suivante :

n,(n, + 1)

U=W, 5
Exemple : Application au cas de la garantie constlon et visite.

Le test Mann-Whiney sur les frais réels des atetype consultation nous fournit les
résultats suivants :

Statistiques descriptives :

Ecart-type de la
Echantillon | Fréquence | Moyenne Variance | Ecart-type moyenne
ConsB 462 531,71 378527,28 615,24 28,624
ConsA 1998 232,43 262239,01 512,03 11,456

Test de Mann-Whitney / test bilatéral :

U 661395
U (espérance) 461538
U (variance) 189304689
Z (valeur observée) 14,526
Z (valeur critique) 1,96
p-value bilatérale < 0,0001
Alpha 0,05

On voit que la probabilité qui indique que I'hypese nulle soit vraie ( p_value ) est tres
basse, on peut rejeter I'hypothése nulle avegieesde risque. La différence entre les
échantillons est significative. Autrement dit laifr réel pour les actes du type consultation et
visite varie statistiguement de facon significatbeton les deux zones géographiques
étudiées.
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Comme indiqué plus haut on pourrait utiliser lesfticients correctifs de tarif (pour les actes
de type consultation courante) comme suit :

Le coefficient de la zone AC, = 232,437/ 288,644 =0,8053

Le coefficient de la zone BCz = 531,718/ 288,644 = 1,842

[1.6 Conclusion

Dans cette partie du mémoire nous avons donc déveélcapproche probabilité de
consommer-montant du codt afin de construire uise de tarification en frais de soins santé
pour I'assurance des expatriés. Nous avons tiaitéss ou les remboursements de I'assureur
sont définis en fonctions des frais médicaux réels.

Cette modélisation est aussi adaptée si nous gonbaistimer la prime pure pour chaque
garantie en présence des remboursements des rétgrbese (CFE). La procédure étant la
méme que précédemment, mais nous analysonsfaistt la probabilité de survenance de
sinistre et la loi du montant de sinistres ung fpr'ils surviennent. Le sinistre se définit
alors comme le montant qui reste a la charge dsui@ur et non plus comme les frais réels
engages par l'assuré.

Le modele logistigue nous montre le role des deuiables explicatives age et sexe dans le
comportement de consommation des frais médicaubélasficiaires.

La souplesse du modele se trouve dans le fait gotitrait étre extensif pour rendre en
compte l'effet d’autres variables explicatives (lide résidence de I'assuré par exemple) au
fur a mesure que notre base de donné se compléte.

Département MIDO- Dauphine
Page 63



Mémoire d’actuariat Année 2008-09

lll. La Tarification des garanties de déceés et déinvalidité selon
I'approche markovienne.

L’élaboration d’un tarif s’appuie sur la préviside flux futurs aléatoires, pour lesquels sont
généralement étudiés les probabilités de survendinoe part (renseignant la fréquence des
sinistres) et les montants engagés d’autre pars€ignant les montants des sinistres).
Contrairement a I'assurance de frais soins samtg kgguel les montants de sinistres relévent
un caractére aléatoire, les montants de prest@tapital déces, rente d’invalidité, I'indemnité
de l'incapacité...) définis dans les produits couvias risques de déces, de I'invalidité et de
'incapacité sont en général déterministes. I sigéfinis selon la rémunération de I'assuré.
Dans un contrat standard dérivé de produit PIBr&toyance proposé par Welcare, les
prestations sont déterminés en fonction d’'un nrdrdppelé le traitement de base dont la
définition sera rappelée plus loin (dans la desiompdu produit). L’engagement de I'assureur
vis-a-vis de 'assuré (payer les prestations), raassi de I'assuré a son égard (payer les
primes) sont conditionnés par les différents dtadsf, invalide, déces...) de I'assuré au
cours de la vie du contrat d’'assurance. L'alémleédonc notamment dans le passage par ces
différents états.

L’objet de cette partie est de présenter I'approoierkovienne modeélisant les trajectoires des
assurés en fonction de leur age. Nous verronslgu@pparait comme une méthode appropriée
pour la procédure d’évaluation des engagemerggpril’assureur tant sur le plan de la
tarification que sur le plan du provisionnemenh I'Bbsence de données exploitables, les
procédures de I'estimation des parameétres du madsteciés a la population des expatriés

ne sont pas effectuées dans le cadre de ce mémditee d’illustration numérique nous
utilisons la table de mortalité TFO2 pour donneeremple le calcul d’'une prime de la
garantie d’'un capital déces.

Nous commencons cette partie par une petite prasamtu produit Planet Prévoyance
l1l.1 Présentation du produit Planet Prévoyance

Le produit est destiné aux salariés expatriés dgespises. Les contrats dérivés de ce produit
sont des contrats collectifs couvrant les risquedétes, de I'incapacité et de I'invalidité.
L’entreprise souscriptrice choisit pour chaquaisss au moyen de la déclaration

d’affiliation le traitement de base qui sera appéigLes prestations sont définies en
pourcentage de cette somme. Celle-ci doit étre agmpntre 10000 et 150000 euros, par
palier de 5000 euros, et est en général fonctiomivkau de salaire.

* La garantie déces

Cette garantie constitue la base minimum du cometrdbit obligatoirement étre souscrite.

Elle a pour objet de garantir le paiement d’'un d@ux bénéficiaires désignés, généralement
le conjoint ou les enfants de I'assuré. Le montiantapital versé est égal a 300% du
traitement de base. Cette garantie est appliguéasde déces de I'assuré, sous réserve des
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risques exclus prévus dans le contrat (suicidéadsuré, risques aériens, pratique de sport
risqué...).

En plus du capital déces certains contrats peévodes prestations sous forme de rente
conjoint ou rente éducation. Par exemple dansdeleaente éducation, le versement a
chaque enfant restant a charge d’une rente édonaatinuelle égale a 15% du traitement de
base jusqu’a 18 ans, 20% entre 19 a 25 ans. L'dbgtentes éducations est de fournir un
niveau de ressources qui permet I'entretien dddigret notamment la poursuite de ses
études.

e La garantie incapacité temporaire du travail

Cette garantie a pour objet de permettre le versedeeprestations sous forme d’indemnités
journalieres a I'assuré qui se trouve en situatiarcapacité Temporaire de travail. Le
montant de ces indemnités égales a 90% du traitetedvase divisé par 360.

Le versement des prestations intervient aprésegin d’'un délai de franchise (30 jours, 60
jours, 90 jours) choisi par le souscripteur, au emglu bulletin d’adhésion. L'assureur ne
verse donc 'indemnité journaliere que si la duadale de I'incapacité de travail, sans
interruption, dépasse la période de franchisee cittniére n’étant pas indemnisée.

» La garantie d’invalidité permanente

Cette garantie a pour objet de permettre le versediene rente d’invalidité a I'’Assuré qui se
trouve en situation d’invalidité permanente recanpar le Médecin Conseil de I'’Assureur.
Cette rente d'invalidité se substitue aux évengdsalhdemnités journaliéres percues
jusqu'alors. Le montant annuel de la rente varerste classement erf', 2™ ou 3™
catégorie d’invalidité, tells que définies dansdele de la Sécurité sociale . Ce montant est
égal & 90% du traitement de base si I'assuré ass€len 2" ou 3™ catégorie, & 60% du
traitement de base si I'assuré est classeérénalégorie.

e Condition d’admission et d’adhésion

Sont admissibles a I'assurance, les salariésandistthns le cadre de leur activité
professionnelle, hors du pays de domiciliation dus®ripteur, présents au travail et &gés de
moins de 65 ans. Ces salariés doivent remplir éatacation d’affiliation accompagnée d’'un
guestionnaire de santé, ainsi que la déclaratidrédéficiaire du capital déces, dans laquelle
il précise les bénéficiaires de ce capital.

Début des garanties

La période d’assurance est propre a chaque asdlerdébute a la date demandée sur la
déclaration d’affiliation.
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Fin des garanties

Sauf en cas de réticence, omission ou fausse déolafaite de mauvais foi, I'assuré une fois
admis, ne peut étre exclu de I'assurance contrgsdtant qu'il fait partie des effectifs
assurables du souscripteur et a condition quetisation ait été encaissée :

-en cas de non paiement de la cotisation

- si ’Assuré ne fait plus partie de I'effectif asable ou en cas de départ de I'Entreprise pour
guelque cause que ce soit (démission, licenciememajte...).

-au 65™¢ anniversaire de I'assuré
Cotisations

Les cotisations dépendent de I'age de I'assurédeidsdhésion et du montant de capital
choisi. Elles peuvent étre revues périodiqguemestgmment en fonction des résultats du
contrat et du changement de réglementation. Legdraent de cotisations doit étre signifié
au Souscripteur par lettre recommandée avec adeusizeption.

[11.2 Eléments de la modélisation markovienne

(Cette partie s’inspire du livre Actuariat des aasges de personnes. M Denuit et C. Robert
2007)

Processus stochastiques décrivant I'histoire dessurés.

Au cours de la vie, un assuré modélisé s’occupalifiesents états (actif, invalide,
décédé...). L'histoire d’un assutiéage x est décrite par le processus stochastigue

{X;,t =0} avaleur dans un espace d’états de cardinafi@,, e, ..., e,,} . Par exemple
dans I'assurance de décds = {en vie ,décédé } = {e,, e,}, et dans I'assurance d’'invalidité
E = {actif,invalide, décédé} = {ey, e1,e,} .

Probabilité de transition : p;;(s,t) = Pr[X, = |XS = @] = tpif+S € [0,1]

La probabilité du passage de I'étatvers I'état? du processuk; pendant l'intervalle du
temps [s,t] . Il s'agit de la probabilité d'un assd’'age x se trouve dans I'éta I'age x+t
sachant qu'’il soit dans I'état a 'age x+s.

Il 'est clair qu’on a :pj;(s,s) = 0 pour i etp;i(s,s) = 1 sinon. Ce qui revient au fait qu'il
n'y aurait pas de changement d’état si le tempgahl&it pas.

Propriété importance du processus Markov
Les processus Markoviens vérifient la propriéteante :

Quelque soit I'entier positif n, quels que soistinstantd < t, < t; ... < t,, et les états
€iy 1 €iyr i€y s |’égallté
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Pr[th = ein|th—1 = ein—l' ""Xt = eil’XtO = eio ] = Pr[th = ein|th—1 = ein—l]

1

est satisfaite. Il s’agit d’'une propriété d’oubliigpeut s’interpréter intuitivement comme suit :
« le futur ¢, ) ne dépend pas du passgé, . ,..,t,—, ) Sil'on connait le présent,(_; ) ».

Disposons de cette propriété, le calcul des prdibEbdes événements est trés aisé pour un
processus Markov. En effet, on a :

Pr[th =€, Kty_y = Cip_yr s Kty = €1, Kgy = el-o]

= Pr[th =e; |Xe,_, =€ s Xy, = €, Key = eio] X .

X Pr[X, = e;,|X¢, = e;,, X¢, = €;,] X Pr[Xe, = e, |X¢, = €;,] X Pr[Xy,

en appliquant la propriété de Markov on obtient :

Pr = [th = €, Kty_y = Cip_yr 0 Kty = €1, Key = eio]

= Pr[th = ein|th_1 = ein_l] X .. X Pr[th = e, X, = eil]
X Pr[th =e; |X¢, = eio] X Pr [X¢, = e;,]

Cette derniere relation spécifie la loi des mantjaa processus de Markov.
Matrice de transition

On définit la matrice de transition entre les instas et t, notéB(s, t) , comme la matrice de
dimension (m+1)x(m+1) dont I'elément ij ggj(s, t) , ie :

Poo(s) Poi(s,D) .. pOm(SJt)\‘

P1o(st) p1(s,) ... pim(st)
P(s,t) = : : Y

Pmo(5 ) PS5  w Pram(sD /

Il s’agit bien d’'une matrice stochastique, i.e ddunatrice dont tous les éléments sont positifs
et dont la somme des éléments de chaque lignelvaut

En effet quelque soit I'état etlesinstantd <s<t,ona:

m
Zpi]’(S, =1
j=0

ce qui se traduit littéralement de maniéere suivantguel que soi I'état; occupé a l'instant s ,
le processus se trouve nécessairement dans utaties €instant t » .
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Equation de Chapman-Kolmogorov

L’équation de Chapman-Kolmogorov exprime les prdiiéb de transition entre les instants s
ett en fonction des probabilités de transitiotiees et u et entre u et t . C'est-a-dire pour
0<s<u<t,ona

m
pij(s, ) = z Pik(s, u) pkj(u, )
k=0

Ceci provient de
m
pij(s,t) = Pr[X, = e]-|XS =¢ = Z Pr[X, = e, Xy = er|Xs = e
k=0
m
= Z Pr[X; = e]-|Xu = e, Xs = e]-] Pr[X, = ex|Xs = €]

k=0

qui donne en vertu de la propriété de Markov

m m
P50 = > Pr{Xe = e)fXy = expus,w) = ) puls W pig(w V)
k=0 k=0

comme annonce.
Sous forme matricielle, les équations de Chapmamggorov s’écrivent simplement
P(s,t) = P(s,u)P(u,t), 0<s<uc<t

En effet, on voit facilement que les élémeniss, t) de P(s, t) donnés par la formule ci-
dessus n’est autre que la formule donnant I'élénjelot résultat du produit des matrices
P(s,u) etP(u,t).

Probabilité de maintien : pi(o)(s, t) = Pr[Xg = ej,pourtout s< 0 <t ]=,pl

C’est la probabilité que le process(jsreste dans 'état; (sans le quitter) pendant
lintervalle [s,t]

Taux instantané de transition
Le taux instantané dg verse; a l'instant t :

P[Xcrar = €j1Xc = €] 9P;(t,t+h)

W () = Jim At = oh ln=0

A l'aide d’un développement de TayloP;(t, t + At) = p;(H)At + o(At) = w;(DAt pour les
par du tempat suffisamment petit.
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Taux instantané de sortie d’un é&at l'instant t notgy; (t) est défini comme suit :

- P, (t,t + h)
i, () = E (0 = — — (;h ln=0
j=0,%i

Equations de Kolmogorov:

La théorie de processus markovien nous fourniuééign suivante connue sous le nom de
I'équation de Kolmogorov

0
aP(s, t) = P(s,t)M(t)

ou P(s,t) est la matrice de transition entre les deux instaret t, décrite plus haute
P(s,t) = (pij(s,0) )ijefom €M (t) estla matrice de taille (m+1)x(m+1) dont les ééis
hors diagonales sont des taux de transifigqt) , et les éléments diagonales sont les

—u;.(t) (doncla somme des éléments de chaque ligi(de fait 1) Cette matrice est
appelée le générateur infinitésimal du processudarkov.

Ho () Mor(D) .. p—Om(t)\

Wo(® w(® . wm®
M(t) = : : .ot

tmo® Bt (®) o pan (O /

Cette relation nous permet d’exprimer des prdhébide transition en fonction de taux
instantané de transition.

On dispose en plus du lien entre les taux instéstde sortie et les probabilités de maintiens
dans les états; : P[Xg = e, pourtout s<0O <t |= Pi(o) (s,t) = exp(— fst u; () dt)

Hypothése de taux de transition constant sur une pi@de (année) et ’hnomogénéité locale
du processus markovien

Un processus markovien est dit homogéne lorsqued,cue soient les étais, e; , et quels
gue soient les instants s et t telle que s ... = 0, I'égalité

pij(sl t) = Pr[Xt = eleS = ei] = PI‘[Xt_S = e]-|X0 = ei]

est satisfaite. Les probabilités de transitior,deerse; dépendent donc dg, e; et de la
longueur de l'intervalle du temps [s, t ] ,ie ti®ais pas de s ou t. De ce fait on pourrait poser

pij(s,t) = P, (t —s) afin de tenir compte que les probabilités de itamsdee; verse; entre
les deux instants s et t ne dépendent que de é& dig séparant les deux instants.
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Nous montrons que, pour un processus homogenuesnstantanés de transition entre les
états sont constants. Ceci s’obtient facilemergque

(0 = fim = = =

ne dépende pas de l'instant t.

De nombreux résultats intéressants et relativerisas a établir existent pour de tels
processus markoviens. Cependant, I'hypothese denbigénéité est le plus souvent
déraisonnable en science actuarielle (elle condpiaa exemple en assurance vie a des taux
de mortalité indépendante de I'age). Néanmoinsnibgénéité locale (annuelle) fournit le
plus souvent une bonne approximation de la réafifiermet des développements techniques
intéressants. C’est cette hypothése de 'lhomog&tagitile que I'utilise largement les
actuaires dans les calculs actuariels classiquéasseirance vie. (Ce qui se montre par
l'interpolation linéaire des probabilités de dédass les tables de mortalité.)

Nous supposons que I'hypothése sur I'homogénéildgannuelle) du processus markovien
décrivant le parcours de vie des assurés estéerifiette hypothése se traduit par le fait que
les taux de transition entre les états du procesmisnt en fonction de I'age, mais le méme
taux s’applique aux individus de méme age en anréedues. Formellement, les taux
instantanés de transition sont supposeés constantagrceaux, ie : quels que soient les états
e;,e;jona,pourtoud <t <1)

wij(k + ) = (k)

et k en entier appartenant a I'ensemble {1, 2,...wfw} étant I'age ultime qu’un individu
peut atteindre)

Dans ces cas la solution de I'équation différelgide Kolmogorov, et donc les expressions
des probabilités de transitions s’obtient aiseémienteffet nous savons que pour
0=s<t<1lamatriceM(t) = M ne dépend pas de P(0,0) = Id (carp;i(s,s) =0

Pour if etp;i(s,s) = 1) I'équation de Kolmogorov devielgitfP(O, t) = P(0,t)
avec la condition initialeP(0,0) = Id
La solution de I'équation est donc

> 1
P(0,t) = exp( Mt) = » —(Mt)¥

sous réserve que la série soit convergente.

Département MIDO- Dauphine
Page 70



Mémoire d’actuariat Année 2008-09

On voit que si on dispose des courbes de tauxadsition, les probabilités de transition
seront déduites a travers les relations entreaugge fagon réciproque, les taux de transition
peuvent s’obtenir a partir des probabilités dedition.

Ce sont des facteurs qui jouent le r6le cruciabdardétermination de la loi des processus
markovien et donc la tarification (et aussi prammsiement) des contrats dans lesquels les
assurées couverts sont supposés suivre un preaesskiovien.

Des travaux actuariels ont contribué au sujeteifation des ces facteurs. Nous pouvons
citer I'article de D. RULLIER et D.SERANT qui abarde probléme de I'estimation de
probabilités de transition. Pour les taux de ftasinstantanés, des méthodes de
I'estimation sont présentés dans le I'ouvrage tuAdat des assurances de personnes « de
M.DENUIT et C.ROBERT

Jusqu’a aujourd’hui, le volume d’observationslsgrexpatriés de Welcare concernant les
garanties déces, incapacité et invalidité n’est gadaille suffisant pour une mise en ceuvre
pratique des procedures d’estimation des probésitie transition des processus markoviens
associes.

Nous nous restreignions donc, aujourd’hui, a nesrdomment les calculs des primes pures
s’établissent, une fois que les probabilités desiteon, sont estimées.

l11.3 Exemples d’application a la tarification

La prime pure est évaluée comme étant la contieparh risquée que I'assureur est prét a
recevoir en échange de la prise en charge du ri&dleeest donc déterminée par le principe
d’équivalence qui égalise les engagements de fagset I'assuré.

[11.3 .1 Rente d’invalidité

En assurance d’invalidité, On suppose que le pasodiun assuré d’age x , au cours de la vie
du contrat, est modélisé par un processus de Magqrésenté par le schéma suivant :

A 4

Actif (eg) Invalide (e;)

A

Décédé (e;)
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On souhaite trouver une prime pure d’'une gargd@renettant un versement de 1 euros tous
les ans dans le cas ou l'assuré d’age x se trdane I'état invalide et avant I'age de la
retraite (w) sachant qu’il est en état actif au reatrde la souscription du contrat.

Pour l'assuré, il s'engage a payer une prime poreielle constante notée PP tant qu’il se
trouve dans I’ état actif.

Posong = 1/(1 +r) le facteur d’actualisation. Le paiement aléatactialisé engagé par
'assureur a pour expression :

w—x w—x
x _ § n §
W = ﬂ{Xm=e1|X0=e0 3 ﬂ{Xn=e1|Xm=e1}
m=0 m=n

Ce qui implique :
VAP(ASSUI’GUI’) FW*) = m Ompg1 " m= )rclnpx+m

Alors que la valeur actuelle aléatoire des catisatde I'assuré :

w—Xx
C*=PP zm_oﬂ{Xm=eo|Xo=eo}vm
Donc : VAP(Assuré ) £(C*) = PP Y% .plv™

On en déduit alors la prime pure associée parfadle suivante :

w—Xx 01 n w—Xx
m=0mPx V m= nnpx+m
PP = x50
m=0 mPx

111.3.2 Capital déceés

La garantie de décés du produit Planet Prévoyamd®elcare propose, en cas de déces de
I'assuré, un versement d’un capital d’'un montantegtiégale a 300% du traitement de base.

Considérons le cas d’'un assuré d’age x ans, qusidkoeuros, le traitement de base au
moment de la souscription. L’assuré verse les &iiss annuelles.

L’'assuré est supposé suivre le processus markavilex étatgen vie ,décédé } =
{60, 61} .
On suppose en plus gque les probabilités de trangiti de maintien ( ie les probabilités de

décés et de survie) a chaque age sont estimées ketable TFO0-02. Pour chaque age
k € {0,w} on dispose donc les matrices de transitions atasuel
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00 01
Pk 1Pk Pr 4k
P(k,k+1)=(1 >=
I ( 0 1)

Avec les notations classiques de I'assurance vie :
px : la probabilité d’'un individus d’age k survie an apres
qr = 1 — pi : la probabilité de décédé pendant I'année.

Ainsi pour un individu d’age x les matrices de siions annuelles?, (k, k + 1) pour
0<k<w-—xsont:

P(k,k+1)=Px+kx+k+1)
L’équation de Chapman-Kolmogorov indique la relatpluriannuelle suivante :
Px(OJ k) = Px(O,l)Px(l,Z) Px(k - 1; k)

On note toujours PP la prime pure individuelle gloit cotiser 'assuré annuellement en
contre partie de la garantie proposée par I'assureu

Le montant aléatoire actualisé que I'assureur sigaga verser s’écrit :

w—x 1
X —
W* = 3K Zmzo]l{xm=ellXo=eo} (1+nr)m

ou r est le taux d’actualisation

Comme

E(ﬂ{xm=e1|xo=e0}) = Pr({X;, = e11Xo = ep}) = Pp1(0,m) = 1,qx

Ce qui implique sa valeur actuelle probable :

VAP(Assueur) = E(W*) = 3K Yy —t mqxv™ avecv = 1+r)

Alors que la somme aléatoire actualisée des tmisapayées par I'assuré a pour
I'expression :

w—x 1
x _ -
C* =PP Zmzo IL{Xm=€0|X0=30} (1 + r)m

Donc :VAP(Assuré) = E(C*) = PP Y2 _% mpxV™
La prime pure s’évalue selon le principe d’équinake:VAP(Assuré) = VAP (Assueur)

Finalement on trouve :
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pp = 3K Xm=0mdxv™

w—Xx m
m=0 mva

Pour x =35, etr=3% etw =65 K =10000 la F#Rese a : 74,2901 euros.

[11.4 Conclusion

Faute de donnés exploitables, cette partie du nnérse restreint a une conception d’'une
modélisation appropriée permettant de I'exprimes grimes pures correspondantes a des
garanties proposées dans les contrats dérivesaldsigs Plannet Prévoyance.

Nous avons vu que I'approche markovienne se pt&semme un cadre théorique souple et
efficace a développer et a compléter une fois gu@lume de données le permette. Elle
répond a I'objectif d’une conception des méthadiésaluation des garanties de déces et
d’invalidité destinées a protéger les expatriéss processus markoviens pourront aboutir au
développement des études actuarielles non seul@messurance des expatriés mais aussi
en autres types d’assurance des personnes. Céeaereshontré dans I'ouvrage intéressant de
M.Denuit et C.ROBERT.

En plus, dans la partie suivante du mémoire, nowstrons 'utilité de cette modélisation sur
le plan de provisionnement.

Enfin nous remarquons que malgré tout I'intéréagporte cette modélisation, I'hypothése de
Markov ne permet pas de prendre en compte l'infleedu temps passé dans un état
(incapable, invalide) sur le futur du processugjwes’avere pourtant parfois nécessaire pour
des plus fines évaluations des risques. Ceci quetait aux études des modéles plus
approfondis (Le modéle des processus semi-markpvien
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IV .L’évaluation des provisions pour sinistres en ours et
sinistres tardifs

Les provisions techniques constituent le poste mapddans le bilan d’'une compagnie
exercant les activités de prévoyance, et en pédiale I'assurance des expatriés.

Ainsi, leur juste estimation constitue un enjeueuaj A cette fin, plusieurs méthodes
déterministes et stochastiques ont été élaborées.gdie les provisions déterministes donnent
une réponse sur I'espérance de I'engagement fetliassureur, elle n’offre aucune
information sur la volatilité de cette prévisionsatdistribution. De plus, les normes de
solvabilité Il imposent le calcul de ce type dicateur pour bien évaluer le risque lié aux
provisions calculées.

Dans cette partie du mémoire, notre intérét esemr I'évaluation des provisions
techniques en assurance des expatriés : plus @mémig sur les provisions pour sinistres en
cours, une sous-catégorie des provisions mathénestiet la provision pour les tardifs. |I
s’agit une proposition de méthodes de base a psguelles WelCare peut développer sa
procédure de provisionnement.

Nous visons a une construction de la fonctiodideibution empirique des variables
aléatoires liés a ces deux provisions a partirstaslations stochastiques. Nous avons vu,
dans la deuxieme partie du mémoire que la foncedistribution empirique est « assez
proche » de la vraie distribution dés que le nonskmbservations (simulations) est
suffisamment grand. Nous nous servons de cesibdistms pour en déduire la VaR (Value
at Risk). Cette derniere est considéree commedioateur de risque approprié pour
guantifier les niveaux de capital de solvabilitduis (SCR) associés a ces deux types de
provisions.

L’'implémentation des algorithmes de simulationestdiraphiques représentatifs s’effectuent
a l'aide du logiciel MatLab. Les données utiliséest fictives et a titre illustratif.

Avant d’aborder les méthodes techniques, nous vansiprésenter quelques notions de
solvabilité 1.

V.1 Geénéralité sur les notions et principes de Sa@bilité I

La réforme de la réglementation européenne surdaselles normes de solvabilité est trés
nettement engagée, dans le cadre global de SgiVehes travaux d’analyses relatifs a cette
réforme sont assurés au sein du Ceiops, comit@éenaréunissant les autorités de contréles
des pays membre.

Les objectifs de la mise en place de Solvencyrit &s suivants :

* Protéger les assureés,
» Uniformiser au niveau européen le systéeme de sititéab
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* Renforcer le contrdle interne des organismes asssjre

* Encourager le controle de tous les risques auxgsefg soumis les organismes
assureurs,

e Promouvoir l'utilisation des modéles internes pbévaluation des besoins en fonds
propres,

* Donner aux autorités les moyens d’identifier lesraprises en risque financier ou
organisationnel important.

V.1.1 Principe sur I'évaluation de I'actif et pasd

lIs doivent étre évalués en valeur proche du marétadr les actifs négociables
(especes, emprunts d’états, actions cotées,...)e oéfére aux prix effectifs pratiqués sur le
marché. Si aucun prix de marché n’est disponitdealuation proche du marché exige une
référence a des valeurs de marché comparables, défaaut, I'utilisation d’un modéle
mathématique.

L’harmonisation du calcul des provisions est au rcami Solvency Il. Leur mode
d’évaluation doit permettre la comparaison entse deganismes assureurs. Le montant de
provisions doit permettre a I'organisme assureufagte face a I'ensemble de ses obligations
y compris ses frais. Les provisions relatives dasgues non ouvrables doivent étre évaluées
selon des critéres de prudence, de fiabilité, dctiyité et de transparence et correspondre a
la somme d’'un montant évalué en Best Estimatewgtedmarge de risque.

V.1.2 Le bilan simplifié de solvency Il

BILAN

ACTIF PASSIF

F!E!

Best Estimate

Margede [&;
sécurité

Provisions
technigues

Marge de sécurite =

Provisions Techniques
avec marge de risque
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Best estimate

Le Best estimate (BE) est la valeur actualiséenskccourbe des taux sans risque des cash
flows futurs. Il doit étre calculé par des méthodes plus appropriées (basées sur les
pratiques marché et qui retranscrit de la maniarglus objective, fiable et prudente le
risque). |l doit étre évalué au net et au brutédssurance.

Marge de sécurité (MVM)

Comme un passif n'arrive pas a trouver preneur @ @best estimate » une quantité
complémentaire doit étre ajoutée au « best estisat@ur pouvoir qualifier 'ensemble de
valeur de marché des provisions.

La marge de sécurité correspond a I'immobilisatigtessaire actualisée en SCR que doit
subir un assureur tiers lorsqu’il rachete le peudfe. Elle est égale au colt de
immobilisation du capital réglementaire requisupdiquider les sinistres du portefeuille
(run-off).

Minimum du capital requis(MCR)

Niveau de fonds propres en deca duquel I'entregrigsente un risque inacceptable de ne
pas pouvoir faire face a ses engagements.

Le niveau de capital requis (SCR)

Le SCR est le Niveau de capital permettant a uaresgne assureur d’absorber les sinistres
imprévus significatifs et de continuer a assurepd@&ment des prestations a leur échéance
pendant un horizon de temps et selon un niveawufgance donnés.

Il doit permettre d’obtenir un niveau minimum decwd@é consistant entre les différents
organismes assureurs.

Le SCR peut se décomposer en plusieurs « SousR-; &Cbasic SCR (BSCR), d’'une part,
qui correspond au capital requis de solvabilitdase, le SCR opérationnel, qui est le capital
requis pour le risque opérationnel. Le basic SGRuesnéme composé de SCR (non vie, vie,
marché, défaut ...).
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Le basic SCR se décompose en plusieurs SCR, comitme s

Prise en compte des

corrélations entre les
BSCR ] D
[
[ I I I 1
Marche Defaut Non-Vie Vie Health
= Actions = Couvertuuwres = Primes et = Mortalité
de réassurance "ovisi S
= Taux - Provisions ® Tongévité
d’intérét = Instruments = Catastrophe

. - s qee s
o financiers Invalidité
= Tmmmobilier

= Rachat
= Spread
P = Réwvision
=Devises .
= Frais
= Concentration C I
= Catastrophe

Le BSCR n’est pas la somme de tous ces SCR ; ke, effie matrice de corrélation qui
integre cette diversification existe entre tous $€R. Cette diversification a effet de baisse
sur le BSCR.

Une matrice standard de corrélation est fournie lparautorités. Cependant, on peut se
demander si les coefficients qui la composent perttnents et s'il ne serait pas intéressant de
mener une étude qui nous permettrait de réalisee moopre matrice de corrélation. A titre
d’exemple, la matrice indique que le SCR non vigi@he sont pas du tout corrélés.

Parmi les différentes SCR composantes, nous cgaekjues détails sur le SCR non vie qui
sert a couvrir, entre autre, le risque de promsiqui est I'objet de la modélisation des PM et
PSAP attaché a ce mémoire.

Composante du Basic SCR : Le SCR non Vie
La composante souscription non vie a pour but devrool'excédent de pertes pouvant

survenir sur un horizon de 12 mois.

- Risque de prime : Il est relatif aux sinistres uavenir jusqu’'a 12 mois et aprés cet
horizon ; Le risque provient du fait que les frplas les volumes de pertes (survenues ou a
survenir) soient supérieurs aux primes recues.pede, sont entendus les réeglements de
sinistres et les provisions constituées.

- Risque de provisions : Il est relatif a la maugastimation des provisions pour sinistres et
a la volatilité des reglements.

- Risque catastrophe : Il est relatif aux évenemexsémes ou exceptionnels non
suffisamment pris en compte par les risques degwigt de provisions. Un jeu de scenarii
sera défini pour chaque pays par l'autorité derédet
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La détermination des SCR constitue, pour l'assymes procédures de calculs et de travaux
importants.

Deux modes de calcul de capital sont a I'étudefoimule standard et le modéle interne.

Dans le premier cas, un ensemble de calculs repgsardes données comptables et des
indicateurs connus, permettent d’établir un besmimimum de capital, admis comme
relativement arbitraire. Cependant, cette appratnere tres colteuse pour les assureurs, car
les formules sont calibrées pour tous les assuretirsilu coup, le capital requis est
généralement supérieur a celui dont I'assureurrdeitement disposer.

Dans le deuxiéme cas, le CEIOPS incite les socétésdéliser leurs risques en les autorisant
a construire des modéles internes. Cette voiei@stdbus complexe a mettre en ceuvre. L'idée
de départ est néanmoins simple et pragmatiquetalsation de modélisations personnalisées
et globales des portefeuilles d’assurance a trdagpsise en compte des passif, des actifs et
de leurs interactions respectives. Le besoin enatgmur la solvabilité peut alors s’apprécier
directement a la lecture des résultats généréslepanodele. Ces modeéles peuvent étre
envisagés de facon libre ou structurée par bradeheques.

SCR dans les modéles internes

se définit comme le niveau de capital permetamt organisme assureur d’absorber les
sinistres imprévus significatifs et de continuexsaurer le paiement des prestations a leur
eéchéance pendant un horizon de temps et selorveawnde confiance donné .

Cette définition fait correspondre donc le SCR addon des mesures de risque come la
VaR (la value at Risk ) ou TVaR a un certain nivdawonfiance: (99,5% , 99% , 95%...) .

Dans le cadre d’'un modéle interne, ces mesureisglgerpeuvent étre envisagées par une
approche de simulation stochastique de I'évalaadio passif.

Avant d’aborder les simulations des provisionsys@résentons brievement les notions des
mesures de risques (la VaR, TVaR) ainsi que liesipes de la méthode de Monté-Carlo.

V.2 Mesure du risque

Le but d’'une mesure de risque est généralemenvulop représenter par un chiffre réel une
incertitude ou une grandeur dont la valeur exasténeonnue a 'aide d’un étalon de mesure
adéquat , de maniere a pouvoir exprimer I'expresaiorisque de cette grandeur. Dans le
cadre de I'élaboration des normes Solvabilité 2xdaesures de risque sont privilégiées : la
Value at Risk (la VaR ) et la Tail Value at Risk.

Dans ce mémoire nous utilisons la mesure VaR sjuiale préconisée par le CEIOPS
notamment pour I'estimation du niveau de provisi@mthniques.
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Définition de la VaR

La Value at Risk d’'une variable aléatoire X au awele sécurité est définit par
VaR(X;a) = inf{x|Pr(X =2 x) <1 —a}
Si X suit une loi continue l[HaR(X; a) est simplement le quantile d’ordre
VaR(X; a) = Fx!(a)

La VaR fournit une bonne information sur la chadgesinistres au-dela de laquelle il y a
perte avec la probabilite

Par ailleurs, la VaR ne vérifie pas toutes les pédgs de cohérence d’'une mesure de risque.
En effet, elle n’est pas sous-additive.

Définition de la TVaR

La Tail Value at Risk au seutld’'une variable aléatoire X , nof# aR(X; o) se défini
comme :

TVaR(X;a) = E[X|X > VaR(X; a)]
C'est-a-dire la valeur moyenne des pertes au-dela WAR

On remargque qu’au méme niveau de sécuritéa TVAR est un étalon de mesure de risque
plus prudent que la VaR. Contrairement a la VERTVaR possede toutes les propriétés de
cohérence y compris la sous-additivité , qui perdreffirmer que :

TVaR(X +Y;a) <TVaR(X;a) + TVaR(Y; a)

Ce qui signifie qu’une diversification de risqupaur effet d’atténuer le niveau de risques
pris isolément.

En plus, la TVaR permet de prendre en compte lepoot@ment de la queue de la
distribution. Dans la réalité, une distributiorsdlmmages présentera quelques pertes
extrémement élevées mais dont la probabilité estfaible. De ce fait, la TVaR apparait plus
appropriée que la VaR car elle integre aussi I'&mptie ces pertes extrémes.

Malgré tous les avantages de la TVaR par rapplariaR , son calcul s’avéere plus difficile
et il nécessite un nombre de simulations important.

V.3 Méthodes de simulation Monte Carlo

Le projet Solvency Il implique le passage des mdgsaléterministes aux méthodes
stochastiques. L'approche stochastique des pravisiments basés sur la méthode Monte
Carlo a pour but d’estimer un grand nombre de s@@nau trajectoires possibles, afin de
déduire une loi de distribution du montant de psmn.
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Reposant sur le théoreme des grands nombrestieédeme central limite, I'idée sous-
jacente est d’approcher le résultat théorique [fguik étre une statistique associée a une
distribution, comme son espérance, sa fonctiorégartition, ou plus généralement, toute
fonctionnelle associée a la distribution étudiéegtectuant des tirages dans la loi du
phénomene observe.

Pour pouvoir utiliser les modeles de simulations ge soit en Assurance Vie, Non vie ou en
finance avec les processus stochastiques il estriressaire de savoir simuler les
différentes lois de probabilité.

L’ensemble de ces techniques est généralementu@sous le vocable de « méthodes de
Monte Carlo ». Il existe de différents types, ddap la loi que I'on souhaite simuler au
contexte. Mais dans la plus part des cas, la géo@émrde nombre aléatoire uniforme est
essentielle a toute technique de simulation. Noésgmtons ci-dessous les méthodes de type
« inversion de la fonction de répartition » qaus servent dans I'implémentation des
algorithmes de simulations des provisions techrsiguit&ées dans ce mémoire.

Classiquement, c’est 'une des méthodes les pllisagts en simulation, au moins lorsque la
puissance de I'outil informatique permet les cacet que I'inversion de la fonction des
répartitions est possible, ce qui nécessite le gusent une expression analytique simple de
cette fonction.

Simulation de distributions discrétes

Lemme : soientx,, x,,... x,, des nombres réels tous difféerents et ggjtp,,..., p, des
nombres réels positifs tels @&, p; = 1. On pose, =0 et pour toutl <k <n

k
Sk = Niz1Di -

SoitU une variable aléatoire de loi uniforme U([0,1}) e

n
X = Z xk 1(Sk_1SU<Sk)
k=1

Alors X est une variable aléatoire de loi discréte= p;6y1 + P20x2 + = PnOxn -

La démonstration du lemme s’obtient aisément p&aileyue I'on ait :

Pr (1(Sk_1SU<Sk) = 1) = Pr (X = Xk) = pk .

Le principe ici est de découper I'intervalle [0 €] sous intervalles dont les bornes sont les

k  p; croissantes. Ce découpage est di au fait qeiliste pas obligatoirement de
bijection entre les différentes modalités de laridtigtion entiere de I'intervalle [0 ;1], puis
gue la distribution de répartition d’une distrilmurtidiscréte est en escalier. L'indice de la
borne supérieure de l'intervalle ainsi créé dagsdé¢ se trouve le nombre aléatoire de la loi
uniforme simulée donnera la valeur simulée deg#iution en question.
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Simulation de distributions continues

Proposition : Soit Y une variable aléatoire réelle a valeur darge fonction de répartitioR,
. On pose
Fyl(w) = inf{ly € R|IF,(y) = u}, u€]0,1]
Si U est une variable aléatoire de loi uniformelS$otervalle [0,1] .
Alor s la variable aléatoird, 1(U) etY ont la méme loi

Cette proposition dans le cas ol on dispose fieri@e explicite deFy !  est relativement
aisé a démontrer a travers les égalités suivantes :

Pr(Fi7 ' () <y) =Pr(F(FF'(N)) <K ) =Pr(U<F ()) =FK(y)  poury €
R .

Ainsi, pour simuler un n-échantillon iid d’'une lyant pour fonction de répartitidgf , il
suffit de simuler n réalisations indépendantes e'variable uniforme sur l'intervalle [0 ;1] ,
puis d’appliquer I'inverse de la fonction de réjiam a chacune de ces valeurs.

Lorsqu’on ne dispose pas de formule explicite ggur, on utilisera des algorithmes
d’approximation de cette fonction ou des algoriterapécifiques a la loi que I'on souhaite
obtenir : I'algorithme d’acceptation-rejet , métleade la compositions...).

V.4 L’'application a I'estimation de la loi de distribution des provisions

On se rappelle que le risque de provision estifgld mauvaise estimation des provisions
pour sinistres et a la volatilité des reglements.

V.4.1 Provisions mathématiques de rentes (PM) sudnt 'approche markovienne

Nous retenons les processus markoviens décntslddroisieme partie du mémoire pour
modéliser les parcours aléatoires passant pargliffe états des assurés.

Pour chaque age, nous supposons toujours I'hypetthe la stabilité des probabilités de
transition annuelle entre les états, ce qui amarea localement homogene des processus
markoviens modélisant le parcours de vie des iddii

La provision en best estimate de PM se définie comme étant la valeur actuelle prababl
de tous les cash flows potentiel basés sur desmafiions actualisées et fiables et sur des
hypothéses spécifiques.

Les flux financiers aléatoires que doit versass$ureur a I'assuré dépendent du parcours
(aléatoire) de vie de ce dernier. L’évaluation dkreépose en générale sur les hypothéeses des
3 facteurs :

-La courbe de taux technique d’actualisatiai :

-Le taux de revalorisation

-La loi du processus X
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Voici le Schéma d’évaluation de PM : e .
Sélection de risques

[ Taux d’actualisation ] ﬂ

[ Taux de revalorisation

Evaluation de PM

|

[ Lois du processus ]

Par exemple :

Le risque choisi pour I'évaluation est une rentejamt payable a terme a échoir. On suppose
que lindividu suit le processus Markov a deux £{atvant, mort} ={e,,e;} . L’age du
conjoint au moment de I'évaluation est x, le nontdederme de la rente est n le montant
annuel de la rente est R et payable d’avance.

Le montant des flux financiers aléatoires assaxiés versement tant que ce dernier reste

vivant s’écrit :
n-—1
W*=R Z Tixy=eo)
k=0

Ce qui implique le montant de provisions en beSingge :

Rz" 1[[» 1 (1+ )k Rz"-l (1+r)k
( {X(k) e }) (1 + l )k k=0 kpx (1 + ik)k
Ou r est le taux de revalorlsatlon igt sont des taux techniques d’actualisation.

L’algorithme de simulation des processus markovédocalement homogene.
On dispose des matrices de transitions pour chageiele 0 a w (Age maximal)

pP(0,1) , P(1,2), ...P(w—1,w) ouP(k,k + 1) : représente la matrice de transition entre
l'age k et k+1.

Exemple dans le cas de processus a deux étaemn} et décedé , on trouve a partir des tables
de mortalité :

P+ 1) = (" 1)

Avec les notations classiques de I'assurance vie

px : la probabilité d’un individu d’age k survive drapres
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qr = 1 — pi : la probabilité de décédé pendant I'année.

Ce qui permet d’obtenir par la relation de Chapidaimogorov, les matrices de transition
annuelles associées a un individu d’age x :

P(kk+1)=Px+kx+k+1) = (px0+k qx1+k)

On remarque que si a l'année n I'état du proceXsest connu, i, = e; , la loi de ce
processus a lI'année n+1 , c’est a dire la loi daatéable aléatoireX,,,,|X,, = e; est
entierement déterminée car les probabil]l%éi‘{n+1 = ej|Xn =e¢;) he sont autres que les
éléments de la iéme ligne de la maticén,n + 1) .

L’algorithme de la simulation d’'un processus maikone localement homogene dont I'état
initiale estX, = e, se décrit comme suit :

- On numeérote I'espace de |'éiat= {e, ey, ..., e} par{0,1,2,3, ..., m}
- On simuleX; la variable aléatoire discréte a valeurs d@fs2,3, ..., m} et dont la loi
de distribution est donnée par la premiere lign&adeatriceP, (0,1).

-SiX; = e; Onsimule lavariabl¥,|X; = e; dont la distribution est décrite par la ieme
ligne de la matriceP,(1,2) . Ce qui permet d’obtenir donc une réalisatioiéat du
processus a la deuxieme année.

-Ensuite pour i allant de 3 & n nous procédonsaedme facon, ce qui nous fourni donc une
trajectoire du processus.

En itérant cette procédure N fois, nous obtiensiramsi N trajectoires du processus X qui
aménent a N réalisations de flux financiers fuagsociés. Les N valeurs actuelles de ces
flux futurs s’obtiennent ensuite en actualisantNesajectoires des flux futurs avec une
courbe de taux.

A partir de ces N montants des paiements actuglisdsmbles, la fonction de répartition
empirique du montant de la provision s’en dédupsiénatiquement.

Exemple :

Versement d’'une rente conjoint viagere d’un monka un individu de 50 ans, et un taux
d’actualisation constant égale ar.{8},k = 0,1,...,w — 50} représente le processus de vie
de cet individu alors :

Le montant de paiements actualisés aléatoi®* = R Y\;/_, ]I{Xk:eo}ﬁ
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Une simulation nous donne :

Année k 0| 1 2 3 20 21 22 w-5

Etat de X(k) | e, e € e e ey ey ey
Tix,—e 11 1 1 1 0 0 0

Taux r |r R r r r r

d’actualisation

Montant R R R R R 0 0

versée @A+ @A+r)?|(@A+1r) (14+7)20

actualisé

Pour cette simulation la conjointe décede a I'ag@@ ans. LaPM~* est égale a la somme
des montants versés a chaque année de projection.

lllustration numérique

L'implémentation de cet algorithme sous matlabagiplication au cas d’une rente de
conjoint viagere d’'un montant de 5000 euros a dividu de 50 ans (x= 50) aboutissent aux

résultats suivants :

(Les matrices de transitio®s(n, n + 1) sont créées a partir de la table TFO2 et le taux

d’actualisation utilisé est 3,5%)

Simulation de 100000 réalisation de PM :

Densité empirique

Density

-

0.5

1]

—————————————————————————————————————————————————————————

3.5 [
e Rk SO T TR T L R EE T T e e PR Y EECE TP e

————————————————————————————————————————————

____________________________________

1540

]

=] 10

Miveau de Provision
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Fonction de répartition empirique

Curnulative probability

Miveau de Provision

Moyenne |E

cart-type| Médian

Niveau de Provision| 85709,196 25048,422 93681,37¢

niveau de confianc 99,5%

95%

90%

80%

75%

VaR 117278,0891

L 112477,2518 110313,443]

p 105512,49938 104205,436¢

A==

La VaR(99,5%) correspondant au niveau du capatalis cherché pour cette provision

s’éleve a: SCR =VaR(99,5%) £17

278,0894.
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V.4.2 Provisions pour sinistres tardifs selon I'aproche bootstrap.

Cette partie de mémoire s’inspire de l'article «akntion stochastique de la provision pour
sinistre » de Christian PARTRAT (2004).

La méthode de bootstrap appelée aussi méthodéétdantillonnages qui, a partir d’'un
échantillon initial de taille T , consiste a simulnouveaux échantillons de méme taille T.
Cette méthode a pour but d’estimer la variabilitthgparametre et éventuellement sa
distribution.

Rappels théoriques de la méthode de Chain Ladder

L’estimation de la provision pour risque en besinegste s’effectue par la méthode de Chain-
Ladder dont les principes peuvent étre expliquésnge suit :

Supposons qu’on dispose d’'un triangle de reglemeataportant (n)*(n+1)/2 éléments
comme suit :

Développement j
exercice i 1 2 n
1] Xiy X12 Xin
2 X21 X22
n X1

Les éléments de la partie bleue sont observés.
Les notations utilisées dans la procédure présemndessous sont les suivantes :
Pouri,j=12..,n:

* X;; : variable aléatoire réel décrivant le montant oomulé (pour exercice de
survenance i, développement j)

s (= {leih : variable aléatoire décrivant le montant cumulérp@xercice de
survenance i et jusqu’au délai j.

» Triangle supérieur des montants observés :
(Xij)irjsn+1  réalisations deX;;)iy j<n+1

» f; facteurs de développement

« Provision pour I'exercice de survenance} = C;;, — C; —;

« La provision globale RE™ | R;
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La méthode de Chain Ladder est un modéle de dgvetoent par cadence, basé sur le
triangle des montants cumulés. Elle permet d’estlmpartie inférieur du triangle de
liquidation, c'est-a-dire I'ensemble d€6;;) ;4 j>n+1 -

Cette méthode statistique est fondée sur les cadateréglement et s’appuie sur deux
hypothéses principales :

- les reglements sont stables .
-les facteurs de développement sont indépendaniarsiete d’origine des sinistres.
Les facteurs de développement sont alors estind&e @grla moyenne pondérée de la charge

des sinistres, comme le présente la formule sugvant

n-—j
Yi=i Cij+1
n—j
i1 Cij

Les estimateurs ainsi obtenus sont sans biaisnetorélés.

fj:

pourj=1,..,.n—1

Les valeurs de la partie inférieure du triangléigigidation peuvent étre estimées de la fagon
suivante :

Cij = fi+1* fivz = Jns1-i * Ciny1—; pOUr i=2,..netj=n+2—1i..n
Bootstrap et la simulation des niveaux de provision

On cherche a connaitre la distribution de la Piomi§echnique espérée, calculée avec la
méthode de Chain Ladder sur la base du triangtéglements observé.

On retient I'hypothése du modéle de Poisson podrsizibution des paiements qui amene
aux résultats sur I'estimation de la partie irdare du triangle identiques a ceux obtenu par
la méthode de Chain Ladder

La technique de simulation bootstrap est décritadessous étape par étape a travers un
exemple sur des données fictives :

Les donneées du triangle de paiements non cumbBees (x;;);+ j<n+1:

20531 78561 65886 57537 59293 11338 10815 7811 1117 11792
13847 39035 39375 29884 32754 10298 6276] 6924 3835

15785 49135 42672 27920 36399 27828 9596 5781

20784 62266 47120 59331 41672 20726/ 16790

108531 115103 187886 90515 149616 86613

26097 59195 1786 19780 22835

64819 142577 100694 34304

44065 53039 8975

20022 39276

37163
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Etape 1: Construction du triangle de paiements cumulésdoves) ¢;; = Z{lzlxm

L’application de Chain Ladder pour trouver les éars de développement et la partie
inférieure de triangle cumulés ainsi que les plions correspondantes :

Paiements cumulés’;;

20531

99092

164978

222519

281808

293144

303961

311772

312889

324681

13847

52882

92257

122141

154895

165193

171469

178393

182228

189096

15785

64920

107592

135512

171911

199739

209335

215114

217289

225478

20784

83050

130170

189501

231173

251899

268689

276739

279535

290070

108531

223634

411520

502035

651651

738264

773537

796713

804762

835091

26097,

85292

87078

106858

129693

143328

150176

154676

156238

162127

64819

207396

308090

342394

434133

479775

502698

517759

522990

542700

44065

97104

106079

132098

167491

185100

193944

199755

201773

209377

20022

59298

91395,2

113812

144306

159478

167097

172104

173842

180394

37163

10807Q

166566

207421

262996

290646

304532

313656

316825

328766

Facteurs de développemeyit:

| 2,90799 1,54129 1,24529 1,26793 1,10514 1,04779 1,02996 1,0101] 1,03769

En déduire les Provisions pour chaque exercicdenanceR; = Ci; — Cip—i+1
et la provision totale RE“; R;

R,

Rs

Ry

Rs

R

R,

Rg

Ro

RlO

R

6867,715

10362,34

21380,88

96826,94

32433,54

200306,3

103297,8

121096,1

291602,5

884174,2
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Etape 2 :Etablissement du triangle des paiements préditstir des facteurs développement
et de la diagonale de la matrice des paiementsilésm

Mij =

_ Xin-i+1
n—-1
Hk=j fr

pour i+j<n

IFANFAN

3671,297

16727,51

164496,9

24843,87

259728,4

28734,96

3748,953

39759,59

312889

324681

21375,272

62158,34

9583,738

11932,16

151267

16717,49

175157,6

1845,415

182228

25487,67

74117,79

114236, 1

142256,2

18371,27

199334,6

28858,47

215116

32788,97

95349,91

146961,4

1837,434

23241,17

256436,9

268689

94397,13

27455,74

42391,73

526865,6

6683,333

738264

18326,47

53293,2

8214,366

12286,95

129693

61345,76

178393

2749545

342394

23667,55

68825,13

1679

2391,397

59298

37163

2,907992 1,54128€ 1,245275 1,267933 1,105135 1,047778 1,029961 1,0101023 1,037687

Etape 3 :Calcul du tringle supérieur des résidus de Peatstinis par :

X
rij =

ij =

M
Mij

ij

-84,4675

32,25423

33,7677

85,57967

18,81794

-96,6349

-24,755]

-12,6378

-35,9738

-51,4945

-8,65729

31,23639

41,65739

4,413333

-44,4497

-19,1466

23,13865

47,13825

-6,77493

2,28923]

12,74668

-0,59395

-8,79163

64,37257

0,73946

-6,24119

-66,2973

-1,17939

-19,7765

122,6445

-33,2455

-23,4952

4,997195

46,29379

-153,174

11,95386

-41,1588

22,49366

61,84989

57,39999

129,568

-159,328

-2,58497

-27,6117

14,23623

74,622

13,29864

-127,596

132,5866

37,89375

-146,513

-2,58686

1,872732

0
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Etape 4 : Effectuer le rééchantillonnage (avec remise ) esirésidus obtenus a I'étape 3

jusqu’a obtenir N nouveaux triangles de résidusétamt le nombre de simulations souhaité)

Exemple pour ung®™€ simulation :

(k)
Tij

-2,5868]1

31,23639

40,99707

-6,0241) 132,5866

129,5671

0,73946

32,25423

14,02306

64,37257

40,99704

-2,58497

37,08904

57,39999

0] -0,59395

-146,513

37,08904

-0,59395

132,5866

85,57967

-60,7749

-27,6117 -84,4068

-12,6378

-8,65729

-51,4904

40,99704

4,413333

-51,4904

-84,4068 129,5671

64,37252

-146,513

0,73946

-8,79014

74,622 -1,17939

-8,65729

101,9539

74,622

32,25423

-41,1588

2,289231 14,02306

-66,2973

61,80499

-8,79014

-19,1461

-51,4904

-51,4904

-41,1588

-19,1461

-19,7707

-35,9738

Etape 5 :Reconstitution, pour chaque simulation, du triamge paiements non cumulés

(k) _ x)

ij

pourk=12...,N

3625,723

78291,6567367623,5932539136,96

85946,62

48717,26

138,5896

1272,343

3913,881

18782,21

27368,85

4261,295984448,53253232297,21

31964,95

15828,67

516,891§

7934,635

1797,229

46654,86

6752,44533727945,8564723397,58

21636,34

17223,96

8678,973

2184,45

4212,547

63664,8622139913,8431222,79688

77724,59

3445,186

3965,364

94624,25

176378,248717735,4273413393,971

137912,1

97253,1§

28428,43

4998,81755921856,272982471,844

29727,54

44925,2

138192,23719383,47865962467,45

15746,17

34215,649682939,796978

17657,371

356,894622%

3228,828

Etape 6 : A chaque triangle des paiements non cumulés atena, nous en déduisons le
triangle des paiements cumulés ainsi que les mtntknprovisions par I'application de la

chaine Ladder classique.
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Pour un nombre de simulation N = 100000, nous alntefes résultats suivants :

La densité empirique

25t -

Density
n
|

0.5 =

4 =} a 10 12 14 16
Miveau de la Provision Total % 1,35

La fonction de répartition empirique :

0.9

0.5

a.7

0.6

0.5

0.4

Curnulative probability

0.z

0.1

D 1 1 1 1 1
4 5 5 10 12 14 16

Miveau de la Provision Total w 107
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Moyenne |Ecart-type |Médian

Provison 891303,5396 148986,581889260,6

niveau de confiance 99,5% 95% 90% 80% 75%
VaR 1263047 11413261080149 1011250 986466.,4

Nous nous apercevons que la provision totale muyebtenue par la méthode de simulation
Monte -Carlo 891303,5396est relativement proche de celle calculée a pdetia Chain
Ladder classique884174,2.

Ce qui montre le bon fonctionnement de la procédiersimulation.
Le SCR associé a cette provision s’éléve dori2&3047.

Enfin, nous nous remarquons qu’a la différente ti&abranches (déceés, invalidité...) elle se
releve d’un caractere de déroulement courte, lessdde paiements dépassent rarement une
année. La méthode présentée ci-dessus s’appligag ensuel.

V.5 Conclusion :

Le besoin de mesurer l'incertitude et la variadilles résultats obtenus par les méthodes
déterministes a engendré une réflexion vers deBadés stochastiques qui sont développées,
notamment a partir de I'apparition du projet soli#h?2. Si la distribution de telle ou telle
variable aléatoire est généralement difficile seabtanalytiquement, les simulations
numerigues nous permettent néanmoins de bien epgroette distribution.

Les techniques de simulation varient d’'une vaeaabl'autre. Chaque risque représenté par
une variable aléatoire demande une technique sgpéeifle simulation. En reposant sur la
modélisation markovienne, nous déduisons un algogetde simulation adéquat pour le
calcul de provisions mathématiques. Alors quelidattion de la méthode bootstrap nous aide
a construire une technique bien adaptée aux poogipour les sinistres tardifs.
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Conclusion

En créant des produits spécifiques aux expatriédcake et les autres sociétés d’assurance de
prévoyance tendent a proposer des solutions degbiart sociale adaptées a cette population.

Par ce mémoire, nous avons apporté une répordgectif de la construction d’'une base
meéthodologique pour les procédures de tarificagiotle provisionnement de ces produits.

Pour les garanties de frais soins santé, le matletgpe probabilité de consommer — charge
de sinistre nous aide a quantifier les colts dewades garanties proposée dans les
contrats.

L’élaboration des tarifs des garanties de décasvalidité est conditionnée notamment par le
processus que parcours un assure durant la vierdtat Les processus markoviens sont
présentés comme une modélisation appropriée. kéntde cette modélisation a bien été
montré tant sur le plan de quantification des psimee sur le plan de provisionnement.

Quant a I'évaluation des provisions techniquesslgeees produits, nous avons abordé les
meéthodes stochastiques permettant de répondrexagenees actuelles.

Ces études sont donc I'étape préliminaire dexantise en place des outils de gestion pour
ces produits. Les premiers pas du développementldgiciel tarifaire pour la gamme de
produit Planet ont été effectués.
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Annexe

Annexe 1

La Vraisemblance dans le modéle logit
La vraisemblance s’écrit:

n

L(Bo,B) = nﬂ(xj)yj (1—-n(x)) )1‘3’j

Jj=1
D'ou :

n

LnL(Bo.) = ) ¥/ Ln(n(xl)) + (1= y7 )in(1 = n(x))

j=1
enposant(x/) =/ ,= (Bo,B) .2/ = (1, x),x],.. p) ona:

dLnL Z yl 11—yl 6711 Z y) —nl lon/
y . 1—m) i (1 —m))| dy

j=1

9Lnk ( resp—) désignant le vecteur des dérivées de Log(L3fi#é) par rapport a

ﬁo,ﬁl, ... Bi, ... Bp OUp; est laieéme composante fle

La matrice d’information s’écrit :

_ dLnL(y) yl—nl Jon | X y/ —n/ |on
I(y) =Var ( 3y ) Zlnf(l—ﬂj) ay ;Var{[nm—nf) ay}
= o) <67tj>’ - ~
= ) 5] /P (1-n))
; dy \ dy

puisquey’ a pour variancer/ (1 —n/) .
Comme

e (y'2))
1+ exp (y'z/)

ce qui implique

In(——— = y'z
n(l—nf)_ y'z
[1 1 p0n/

— - =
1—mn/l oy z

on/ . .
= — (1 — 7\
3y T (1 T )Z
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On en déduit que :

n
OLnL(y) _ Z(yj — i)z
dy -

J

et

n

I(y) = an(l — nj)zj (z7)

j=1

Annexe 2

Démonstration de la I'équation de Kolmogorov
0
aP(s, t) = P(s,t)M(t)

Considérons deux étatg, # e; , deux instants > s ... = 0, et un accroissement de temps
At > 0. L’équation de Chapman Kolmogorov nous permetriféc

m
pij(s, t + At) = z Pik(s, ) pij(t, t + At)
k=0

m

= p(s OPHEE+HAD + > Py, piglt t+ A0
k=0|k#j

En divisant les deux membres de I'égalité pia®n en déduit que :

pij(s,t+ At) —py(s,t)  py(tt+Ar) — 1

m
pij(t t + At)
+ Z .pik(s; t)]T
k=0[k#j
En prenant la limite poukt — 0, il vient
a m
—pi(5 ) = -wOPED+ Y P D (O
k=0[k#j

Ces équations portent le nom d’équations prospestie Kolmogorov a distinguer avec les
éguations rétrospectives suivantes :
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d
&pij(s; t) = —p(s)psi(s,t) + Z Pik(s, ) W (s)
k=0[Kk#j

La démonstration des équations rétrospectivesnasbgue a celle des équations prospectives.
Technique de simulation des processus markovienstions

On note que le processus contine: {X;,t = 0} peut étre représenté a I'aide de processus
bivariés en temps discret.

Soit le processus d'instant de changement d’gftatj = 0,1...} défini par.Tj = inf {t >
Tj-1|X¢ # X1y-1}

L’information fournie par le processysest équivalente a celle fournie pa{(.Tj ,XTj) Jj=
0,1..}
Dans le cas du processus Markovien la simulatioprdoessu$T; ,j = 0,1...} selon la

méthode Monté-Carlo s’obtiendrai a I'aide de lar@iasance des probabilités des séjours, a
savoir :

P[T, > t|Xr,—y = e ] =B (0,1) .

Annexe 3
Les fonctions écrites sous matlab implémentart hlgorithmes de simulation
Partie PM :

%stocker les probabilités de transitions %Simuler N RenteConjoint

% dans une séquences de matrice function Result =
N_RenteConjoint(N,x,w,M,r)

Res = zeros(1,N);

%pour chagque age donné associé une

% matrice de transition
%O0On simule d'abord N trajectoire de X(t

N_X = NTrajec(x,w,M,N);

% étant donné les probabilités
de transitions(décede, reste vivant,...) de

chaque age %O0On Calcule pour chaque trajectoire le
% Mats_Trans(:,.,x) contenant les proba | Montant total des rentes a payer
% de trasition de x-1 & x fori=1:N
function Result = Mats_Trans(P,Q) Res(i) = RenteConjoint(N_X(i,),r);
%P et Q contenant des probabilités de déces®"d
et vivant Result = Res;
% pour chaque age x End

Res = repmat(0,[2,2,102]);

forx=1:102 %Simuler N trajectoire

Res(1,1,x)=P(x); function Result = NTrajec(x,w,M,N) % N
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Res(1,2,xX)= Q(X);
Res(2,1,x)=0;
Res(2,2,x)=1;
end
Result=Res;
End

est le nbr de trajectoire a simulé
Res =zeros(N,w-X);
fori=1:N
Res(i,:) = Trajec(x,w,M);
end
Result = Res;
End

% fonction générant une va dans {1,2,3,...
%étant donné le vecteur de distribution
function Result = Rando(p)
u = rand;
=1,
s=p(i);
while( (u>s)&(i<length(p)))
i=i+1;
s=s+p(i);
end
Result = i;
end

%Calcul la rente conjoint pour 1 trajectoire
fode X ,X(i) est I'état dans i anné du téte
%d'age x :X(i)=1 %vivant , X(i)=2 décede,
function Result = RenteConjoint(X,r)
n = length(X);
v = ones(1.,n); % facteur d'actualisatior
Res=0;
fori=1:n
v(i) = (1/@+r@)N;
if (X(i)==1)
Res = Res+5000*v(i);
end
end
Result = Res;

End
%générateur du processus
function Result = Trajec(x,w,M)
%x : I'age de la téte , w I'age maxi
% M matrice 3d , = I'ensemble des matrices

de transition

Res = zeros(1,w-x-1);
d’'une trajectoire

Res(1) = Rando(M(1,:,x)) ;
M(:,:,X)
[m,n,t]= size(M);

% nbre de pas

% n est le nbre de I'é
for t=2:w-x
i=1;

while (i<=n)

tat
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if Res(t-1)==i
Res(t)=Rando(M(i,:,x+t-1));
break
end
i=i+1;
end
end
Result = Res;
end

Partie PASP:

%calculer la provision totale a partir
%de montant paiements annuels

% théorique et le triangle de résidus
function Result = CalculProvi(X_Theo,R)

NonCulmul =
ReconNonCul(X_Theo,R);

Culmul =
NonCumulACulmul(NonCulmul);

MCulmul = ChainLadder(Culmul);
Result = ProvisionTotal(MCulmul)
end

%Chainladder
function Result = ChainLadder(C)

1)

End

[m,n] = size(C);
fact = FactorDev(C);
Res = C,;
fori=2:m
for j=(n-i+2) :n
Res(i,j) = Res(i,j-1)*fact(j-

end
end
Result = Res;

%) Calculer les valeurs prédites par le

%modele pour la partie supérieure du
triangle cumulé

function Result = CumulTheo(C)
[m,n] = size(C);
fact = FactorDev(C);

Res =C;
fori=1:m-1
for j=n-i:-1:1

Res(i,)) =
Res(i,j+1)/fact(j);

% fonction permet de créer N valeur de Provis

function Result = EchanProvi(N, C)

Res = zeros(N,1);
C_Theo = CumulTheo(C);
X_Theo=TriCumulANonCumul(C_Theo
Residu_Ini = Residu(C);
EchanResi = Reechan(Residu_Ini,N) ;
fori=1:N

Res(i) =

CalculProvi(X_Theo,EchanResi(:,:,i));
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end
end
Result = Res;
End

end;
Result = Res;
End

% Calculer les facteurs de développems
% a partir du triangle donné
function Result = FactorDev(C)
[m,n] = size(C);
Res = zeros(1,n-1);

%ocalculer le somme de chaque
colonne

sl = zeros(1,n-1);
forj=2:n
i=1;
while(i+j <= n+1)
s1(-1) = s1(j-1) + C(i,));
i=i+1;
end
end
%calculer les somme de chaque
% colonne jusqu'a I'avant dernier terme
s2 = zeros(1,n);
forj=1:n-1
i=1;
while (i+j<=n)
s2(j) = s2(j) + C(i.j);
i=i+1;
end
end

%ocalculer les facteur a partir de s]
ets2

forj=1:n-1
Res(j)=s1(j)/s2());
end
Result = Res;
end

i Charger les éléments d'une liste sur
%le triangle supérieur d'une matrice de
%taille cohérent
function Result = ListeATrian(L)

| = length(L);

n = (-1+sqrt(1+8*1))/2; % le nombre d
colonne de la matrice car I= n*(n+1)/2

Res = zeros(n,n);

k=1,
while(k<=I)
fori=1:n
forj=1:n-i+1
Res(i,j)=L(k);
k=k+1;
end
end
end
Result = Res;

End

%La function id servant dans la procedure
bootstrap

function result = id(L)
result=L;
end

D
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% Fonction permetant de passer de
triangle
% non cumulé ver le triangle cumulé

function Result = NonCumulACulmul ( X
[m,n] = size(X);
Res = X;
fori=1:m
for j = 2:(n-i+1)
Res(i,j) =Res(i,}-

1)+X(L.));
end
end
Result = Res;
End

%les paiments cumulé ver les paiments
cumulé

function Result =
TriCumulANonCumul(C)

[m,n] = size(C);
Res = C;
fori=1m
for j =2:(n-i+1)
Res(i,j) = C(i,)) -
C(i,j-1);
end
end
Result = Res;
End

%Calculer les montants de Provision a partir d
la matrice complet

function [ProvAnu ProvToTal] =
)Provision(MCuImuI)

[m,n] = size(MCulmul);
Res = zeros(n,1);
fori=1m
Res(i) = MCulmul(i,n) -
MCulmul(i,n-i+1);

end

ProvAnu = Res;

ProvToTal = sum(Res);
End

% Reconstruire la matrice de paiements annu
pour chaque triangle de résidus

1?lﬂlnction Result = ReconNonCul(Mu,R)
[m,n] = size(R);
Res = zeros(m,n);
fori=1:m
forj=1:n
Res(i,j) = Mu(i,j) +
R(i.j)*sart(Mu(i.j));
end
end
Result = Res;
End

els

% Calculer le triangle de Résidus initials
function Result = Residu(C)

[m,n] = size(C);

Res = zeros(m,n);

C_Theo = CumulTheo(C);

X = TriCumulANonCumul(C);

X _Theo =
TriCumulANonCumul(C_Theo);

fori=1:m

% Charger les éléments du triangle supérieur
d'une matrice sur une liste

function Result = TrianAListe(R)
[m,n] = size(R);
I= (n+1)*n/2;
Res = zeros(1,));
k=1,
while (k<I+1)
fori=1:m

%longeur de la liste

forj = 1:(n-i+1)
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for j =1:(n-i+1)
Res(i,j) = (X(i,) -
X_Theo(i,)))! sqrt(X_Theo(i,)));
end
end
Result = Res;
End

Res(k) = R(i,));
k=k+1;
end
end
end
Result = Res;
end

%) les paiments cumulé ver les paimentg

non cumulé

function Result =
TriCumulANonCumul(C)

[m,n] = size(C);
Res = C;
fori=1.m
for j =2:(n-i+1)
Res(i,j) = C(i,)) -
C(i,j-1);
end
end
Result = Res;
End

% Créer N échantillon sous forme triangle a
%partir de I'échantillon initial

function Result = ReEchan(R,N) %R estle
résidu initial , N est le nbr de simulation

[m,n] = size(R);
L = TrianAListe(R);
NSampleResi = bootstrp(N,'id",L);
Q = repmat(0,[m,n,N]);
fori=1:N
Q(:,:,i)=ListeATrian(NSampleResi(i,:));
End
Result = Q;
End
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