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RESUME

L’objectif de ce mémoire est de s’intéresser a la revalorisation d’un portefeuille de contrats
obseques lorsque le rendement suit le taux d’inflation du funéraire. Une étude actif-passif
permettra de vérifier si I’assureur peut suivre cet engagement.

Ce mémoire est subdivisé en quatre parties. La premicre partie débute par la définition des
contrats obseques, sans oublier de rappeler 1’évolution des obseques en France. Elle se
termine par la présentation de la société AUXIA dans laquelle s’est déroulée 1’étude. La
seconde partie modélise 1’actif en utilisant des générateurs de scénarii économiques. Deux
modeles sont proposés dont la clé est I’inflation. La troisiéme partie présente les différentes
étapes a la construction d’une table d’expérience déces. Une étude sur le rachat viendra
compléter cette partie. La finalité de ces travaux est la modélisation des prestations futures. La
quatrieme partie sera consacrée a une étude actif-passif et une présentation du premier pilier
de solvabilité 2 ou une mise a jour du QIS 5 sera faite en intégrant ce nouveau portefeuille
afin de constater les variations sur les exigences quantitatives.

Mots clés :
Assurance vie; Contrat obseques, Population observée; Loi de survie; Risque déces; Taux de

déces; Table d’expérience; Taux bruts;, Table lissée; Table réglementaire; Générateur de
scénario économique; Ahlgrim; Wilkie; Gestion actif-passif; Solvabilité 2; QIS 5.
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ABSTRACT

The objective of this paper is to focus on the revaluation of a portfolio funeral contracts when
performance following the inflation funeral rate. An asset and liability management will test if
the insurer can follow this commitment.

This essay is divided into four parts. The first part begins with the definition of funeral
contracts, as well to recall the evolution of the funeral in France. It ends with the presentation
of the company AUXIA in which the study was conducted. The second part models the asset
using of economic scenarios economic. Two models are proposed whose key is inflation. The
third part presents the steps to build a experiment table of death. A study of surrender will
complete this part. The purpose of this work is the modeling of future benefits. The fourth
part is devoted to an asset and liability management and presentation of the first pillar of
Solvency 2, where an update of the QIS 5 will be done by integrating this new portfolio to see
the changes on the quantitative requirements.

Keywords :

Life insurance; Funeral contract; Group under observation; Survival model; Death risk;
Mortality rates; Experiment table; Revision of estimates; Graduation method, Reference
table; Economic scenario generator, Ahlgrim; Wilkie; Asset and liability;, Solvability II;
QIS 5.
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INTRODUCTION GENERALE

Le marché du funéraire est passé par plusieurs transformations. Dans sa forme actuelle, les
funérailles sont devenues un service a la personne. L’opérateur funéraire est considéré comme
un maitre d’ceuvre dans 1’organisation des obséques et dans la coordination des différents
intervenants.

Traditionnellement, le déroulement des obseéques était du ressort des descendants. Par
opposition, il est recommandé désormais de s’occuper de sa succession pour épargner aux
survivants la question de 1’héritage. De nos jours, de plus en plus de personnes souhaitent
laisser des instructions sur ’organisation de leurs obseéques. Les principales raisons sont la
volonté de ne pas étre une charge financiere pour ses enfants et rendre plus facile
I’organisation des funérailles lorsque les familles sont dispersées au niveau géographique.

Le contrat obseques répond a ces besoins. Si 1’opérateur funéraire tient le rdle central,
I’assureur en est le vecteur financier. Le contrat obseéques présente donc une garantie
financiere régit par le Code des Assurances et la garantie de respecter les dernicres volontés
du défunt.

AUXIA est une compagnie d’assurances dont I’activité principale est la commercialisation de
contrats obseques. Le colit des obseques est important, en moyenne 4 000 euros en 2011, et le
capital garanti peut étre insuffisant le moment venu en fonction de 1’évolution des prix. Le
sujet de ce mémoire est d’étudier, dans I’hypothese d’un lancement d’un produit de contrats
obséques, la possibilité d’obtenir un taux de rendement global au moins égal au taux
d’inflation du funéraire et d’en mesurer I’impact sur la solvabilité de la société. Ce n’est pas
un engagement contractuel d’AUXIA vis-a-vis de ses clients, mais un engagement moral
qu’elle souhaite respecter dans la mesure du possible.

Pour mener a bien cette étude, une projection conjointe sur le long terme du passif et de ’actif
sera lancée. Le taux de rendement, énoncé précédemment, sera financé par la participation
aux résultats. Cette participation est déterminée par le solde technique et les produits
financiers. Ce mémoire est subdivisé en quatre parties :

» La premiere partie, apres un rappel historique de I’évolution des obséques en France,
définit plus en détail, dans un cadre technique et réglementaire, le contrat obséques. Le
chapitre suivant présente la société AUXIA au niveau historique et de son
développement actuel permettant ainsi de comprendre 1’intérét qu’elle porte sur ce
sujet. Cette partie se termine par une étude descriptive de son portefeuille vie entiére.
Les résultats donneront des éléments de réponses pour la troisiéme partie et serviront a
poser des hypotheses sur le projet de commercialisation d’un produit obséques dans la
quatrieme partie.
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» La seconde partie présente sur le long terme les projections des valeurs de marché des
actifs et des variables macro-économiques que I’on dénomme « générateur de scénarii
économiques (GSE) ». Les actifs retenus sont les actions, le monétaire et les
obligations, concernant les variables, ce sont les taux d’intéréts et I’inflation. J utilise
dans ce mémoire deux modeles «intégrés » ou la variable clé, ici D’inflation,
détermine la dynamique des autres variables. La mise en ceuvre pour chaque modele
nécessite d’avoir un historique des données dont la profondeur est cohérente avec
I’horizon de projection. Ce probleme survient pour I’inflation du funéraire ou
I’historique est faible. La solution proposée est de définir une relation entre 1’inflation
et I’inflation du funéraire.

» Dans la troisieme partie, afin de déterminer les flux des prestations futures relatifs au
risque de déces, je construis une table d’expérience a partir de la population issue du
portefeuille vie entiere de la société. La premicre étape consiste a estimer des taux
bruts de mortalité en utilisant une méthode non paramétrique. Dans la seconde étape,
j’emploie une technique de lissage afin d’obtenir une forme réguliere sur les taux de
déces. Apres la construction de cette table, différents tests seront lancés afin de valider
I’étude. Pour terminer, sachant que dans un contrat d’assurance vie le souscripteur
peut mettre fin & son contrat a tout moment, une étude sur le taux de rachat du
portefeuille sera menée.

» La derniére partie sera consacrée a une gestion actif-passif sur le nouveau produit. Les
résultats de la seconde partie regroupant les taux de rendements des actifs permettront
de déterminer les produits financiers, et ceux de la troisieme partie, le solde technique
dont la principale composante est la marge de mortalité qui s’obtient par la différence
entre les taux de déces de la table réglementaire (utilisée dans le tarif et le
provisionnement) et les taux de décés de la table d’expérience. Apres la construction
de I’outil, une vérification sera faite si I’objectif sur le taux de rendement est réalisable
sur chaque scénario. Dans le cadre de solvabilité 2 ou la société s’est impliquée dans
le QISS5, le nouveau produit sera inclus dans le périmétre de la société afin de constater
les variations sur les paramétres quantitatifs tels que le Best Estimate, le SCR et le
MCR.
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PARTIE I :

ETUDE DU PORTEFEUILLE
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Partie I — Etude du portefeuille

Le premier chapitre retrace, sur plusieurs siecles, 1’évolution des obseques dans le domaine du
social et dans le cadre législatif. Ceci permet de faire le lien sur la présentation du contrat
obseéques commercialisé a ce jour sans oublier de mentionner la partie réglementaire de ce
produit.

Le second chapitre présente la société AUXIA au niveau de son histoire et de son
développement actuel en se positionnant sur plusieurs produits. Le sujet de ce mémoire
portant sur les contrats obséques, il sera intéressant de signaler la part de marché d’AUXIA
par rapport aux autres banques et assureurs de la place, ainsi que ses produits « sur mesure ».

Le dernier chapitre montre une étude descriptive du portefeuille vie entiere de la société. Ces
résultats seront exploités dans la troisieme partie, la construction d’une table d’expérience, et
dans la derniére partie sur les hypothéses de la souscription d’un nouveau produit de contrat
obseques.
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Chapitre 1 — Les contrats obséques

Section 1.1 — Obséques, un bref retour dans le passé

Pendant deux siecles, 1’organisation des funérailles était confiée strictement aux communes.
Ce monopole prend fin en 1993 avec la loi Sueur qui officialise I’ouverture du marché a la
concurrence.

Avant qu’une profession spécialisée dans les services funéraires débute au XIX™ siccle,
I’organisation des funérailles était locale. Elle était circonscrite dans la localité du mort o un
lien social était présent entre les parents proche du défunt et les habitants du village ou d’un
quartier pour les plus grandes villes.

Le rituel comportait principalement I’annonce publique du déces, 1’aménagement de la
demeure, 1’ancétre de la thanatopraxie, le cortege, la cérémonie, I’inhumation et le repas. Pour
chacune de ces étapes, on désignait au sein de la communauté un ou plusieurs habitants
exerg¢ant un métier ou leur savoir faire pouvait mener a bien la tiche demandée.

Des institutions prennent le relais dans certaines régions en prenant le monopole sur
I’organisation des funérailles. Les confréries de charité se trouvant en Bretagne et en
Normandie, puis les pénitents en Provence. Ces sociétés laiques sont composces
principalement de notables locaux. Ces freres de charité, chrétiens, sont reconnus par 1’Eglise.
Elles sont une alternative face a I’Eglise ou les marchands en incarnant un mod¢le
d’organisation mutualiste et solidaire.

Cette relation avec I’Eglise oscillant entre concurrence et coopération s’arréte lors du Concile
de Trente (1545-1563). L’Eglise controle le cérémonial et devient le pivot des funérailles.
Une rétribution imposée par I’Evéque est obligatoire pour étre inhumé en dépit du pouvoir
royal. Cette domination grandira jusqu’a la révolution.

Pendant la révolution, ces institutions perdent leur privilege. Le principe de liberté des
inhumations va laisser place a un commerce parfois anarchique ou 1’indécence apparait lors

des funérailles. Face a cette situation, les législateurs vont rétablir un protocole minimal.
L’Eglise est réhabilitée comme acteur central.

A Paris, les municipalités se chargent du service des inhumations jusqu’a I’attribution du
marché par le préfet Frochot & un unique entrepreneur. L inhumation étant gratuite, le préfet
autorise 1’entreprise a vendre des accessoires afin d’arriver a un équilibre financier. C’est un
"service libre" distinct des services obligatoires lors des obséques.

La 1égislation Napoléonienne définit un premier régime juridique des pompes funebres. Afin
de compenser les pertes subies par I’Eglise, elle reprend le monopole des fournitures et
services par le Décret Prairial de 1804. Toutefois, le gouvernement maintient son autorité
dans le domaine des tarifs. Une distinction est faite entre le "service intérieur" et le "service
extérieur". Ceci aboutit a une premiere forme de régulation entre acteurs public et religieux.
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Sous la ITI°™ République, on assiste 4 la laicisation des services funéraires. Dés 1870, le cadre
clérical devient plus controversé. Entre 1879 et 1889, la Chambre et le Sénat sont saisis de
propositions de lois pour le rétablissement du régime des cimetieres neutres et des
enterrements civils.

La loi du 15 novembre 1887 du Code Civil portant sur la liberté des funérailles stipule que
« Tout majeur [...] peut régler les conditions de ses funérailles, notamment en ce qui
concerne le caractére civil ou religieux a leur donner et le mode de sa sépulture. Il peut
charger une ou plusieurs personnes de veiller a l'exécution de ses dispositions. Sa volonté,
exprimée dans un testament ou dans une déclaration faite en forme testamentaire, soit par
devant notaire, soit sous signature privée, a la méme force qu'une disposition testamentaire
relative aux biens, elle est soumise aux mémes régles quant aux conditions de la révocation. »

La loi de 1904, période de la séparation de I’Eglise et I’Etat, acte de la fin du monopole des
fabriques. L’Eglise se restreint a son territoire religieux et I’autorité de la Commune est
renforcée.

Dés la fin du XIX™™ siécle, Iindustrie privée part a la conquéte des villes par I’attribution de
concessions de services funéraires. C’est la naissance de grandes maisons funéraires telles que
les PFG, Roblot et de Borniol. L’entreprise générale des pompes funebres nait en 1848 de
I’alliance d’entrepreneurs concurrents de la ceinture parisienne (Vafflard et Langlé) et
s’étendra dans les grandes villes.

Aprés la seconde guerre mondiale, on assiste au déclin du régime ostentatoire. La
motorisation des convois (1955) et le concile de Vatican II (1962-1965) sont des éléments
participant a cette évolution. Une partie de 1’activité des pompes funébres disparait et engage
sa mutation en devenant un professionnel des services au défunt.

Autre rupture dans le XX Siécle, ¢’est la migration des morts du domicile a 1’établissement
de santé suite a la médicalisation croissante de la fin de vie. En vingt années (1964-1984),
deux tiers des déces sont en milieu hospitalier contre un tiers a 1’origine.

La loi du 8 janvier 1993 établit le principe de la liberté d’exercer le service extérieur des
pompes funebres. Cette loi défait le monopole et pose les bases de nouvelles modalités
d’encadrement du marché.

Section 1.2 — Présentation du contrat obséques

Dans une étude réalisée par le CREDOC (Centre de recherche pour 1’étude et I’observation
des conditions de vie) portant sur les francais et les obséques sur une population
représentative des 40 ans et plus, 71 % des personnes interrogées pensent savoir ce qu’est un
contrat obs¢ques. Par contre, seulement 23 % en on souscrit ou veulent en souscrire.

On dénombre dans le secteur des Assurances deux grands domaines d’activité : les assurances
de personnes et les assurances dommages. Les assurances de personnes couvrent les risques
afférents a la personne humaine. Elle regroupe I’assurance vie, les assurances relatives aux
accidents corporels, a la maladie et a la perte de I’emploi.

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 12 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Le contrat d’assurance vie est un contrat a géométrie variable. Il se définit comme celui « par
lequel [’assureur s’engage envers le souscripteur, moyennant une prime, a verser au
bénéficiaire désigné une somme déterminée, |’exécution de son obligation dépendant de la
durée de vie de I’assuré’ »

Les produits d’assurance vie sont regroupés en trois familles. Les assurances en cas de déces
incluant les contrats obseques, les assurances en cas de vie et les assurances mixtes.

Le contrat obseques est encadré par la loi 2004-1343 du 9 décembre 2004 de simplification de
droit, appelée « loi Sueur ». En voici les deux principaux articles :

Article 11

Apres I’article L2223-34 du Code général des collectivités territoriales, il est inséré un
article L2223-34-1 ainsi rédigé : « Toute clause d’un contrat prévoyant des prestations
d’obseques a I’avance sans que le contenu détaillé de ces prestations soit défini est réputée
non écrite. »

Article 12

Apres Darticle 1.2223-35 du Code général des collectivités territoriales, il est inséré un
article L.2223-35-1 ainsi rédigé : « Afin de garantir au contractant ou au souscripteur
d’une formule de prestations d’obseques a l’avance sa pleine et entiere liberté de choix sa
vie durant, qu’il s’agisse d’un contrat de forme individuelle ou d’adhésion a un contrat de
groupe au sens de [’article L. 140-1 du code des assurances, le contrat doit prévoir
explicitement la faculté pour le contractant ou le souscripteur de modifier la nature des
obseques, le mode de sépulture, le contenu des prestations et fournitures funéraires,
["opérateur habilité désigné pour exécuter les obseques et, le cas échéant, le mandataire
désigné pour veiller a la bonne exécution des volontés [...], le ou les changements
effectués a fournitures et prestations équivalentes ne donnant droit a la perception que des
seuls frais de gestion prévus par les conditions générales souscrites [...]. »

Aprés un déces, un proche peut interroger I’AGIRA (Association pour la Gestion des
Informations sur le Risque en Assurance). Cet organisme indique si la personne qui a fait
cette demande est ou non bénéficiaire d'un contrat établi au nom de la personne défunte.

La loi du 17 décembre 2007 impose aux assureurs de rechercher les bénéficiaires d'assurance
vie et donc les contrats en prévision d'obséques.

Les sociétés d'assurances adhérentes de la Fédération Frangaise des Sociétés d'Assurance
(FFSA) se sont engagées :

» A vérifier que les souscripteurs de plus de 90 ans soient toujours en vie,
» A prévenir le bénéficiaire d'un contrat dans les 30 jours aprés son identification,

» A revaloriser le capital du de 1,5 fois le taux légal durant les deux premiers mois puis
ensuite de 2 fois ce méme taux.

'Y Lambert-Faivre, Droit des assurances, Précis Dalloz.
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Depuis I’entrée en vigueur de la loi Sueur, deux types de contrats sont proposes :

» Le premier, appelé contrat de prestations d’obseéques, prend en charge le financement
et ’organisation des obseques. Ceci implique obligatoirement I’action conjointe d’un
assureur et d’un opérateur funéraire. Depuis cette loi, ’opérateur est passé de
bénéficiaire acceptant a bénéficiaire de premier rang.

» Le second, dénomm¢ contrat de capital, prend en charge le financement des obséques
mais ne comporte aucune stipulation de prestations funéraires. Au déces de 1’assuré, le
capital est versé au bénéficiaire désigné qui peut étre une personne physique. Donc, le
souscripteur n’a aucune garantie que le bénéficiaire utilise ce capital pour le
financement de ses obseques.

Les contrats du second type sont souvent épinglés par les associations de défense des
consommateurs qui demandent d’avantage de précision. Dans la méme étude du CREDOC
citée précédemment, ou la question portait sur quel type de contrat obseques ils allaient
s’orienter, un quart d’entre eux font la confusion avec une assurance déces.

L’ Autorité de Contrdle Prudentielle (ACP), dans une recommandation datée du 17 juin 2011,
demande plus de transparence et une meilleure information lors de la commercialisation de
des contrats portant la dénomination « obseques ».

Le contrat obseques repose sur la technique de la capitalisation viageére qui nécessite

’utilisation de deux paramétres. L’un viager avec la table de mortalité et I’autre financier
avec le taux d’intérét technique.

Le parameétre Viager

Suite a la définition d’un contrat vie entiére ou le paiement des prestations est conditionné par
la survenance du déces de I’assuré, la probabilité de cet événement est connue par des tables
de mortalité indiquant le nombre de vivants a chaque age a partir d’'un nombre donné de
personnes a la naissance. L’Article A335-1 du Code des Assurances précise que ce sont soit
des tables homologuées par arrété du ministre de 1'économie et des finances, établies par sexe,
sur la base de données publiées par 1'Institut National de la Statistique et des Etudes
Economiques (INSEE), soit des tables établies ou non par sexe par I'entreprise d'assurance et
certifiées par un actuaire indépendant de cette entreprise, agréé¢ a cet effet par l'une des
associations d'actuaires reconnues par I’ACP.

Par arrété du 20 décembre 2005 ont été homologuées les tables TH00-02 et TF00-02. La
premicre étant une observation de la population masculine et la seconde sur la population
féminine. Les dernieres générations des produits vie entiere d’AUXIA utilisent la TH00-02
sans distinction du sexe. L’espérance de vie des femmes étant supérieure a celle des hommes,
il en résulte généralement un bénéfice de mortalité lorsque les personnes assurées sont
majoritairement des femmes.
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Le parametre financier

L’aspect financier repose sur 1’actualisation des flux probables, caractérisée par 1’utilisation
d’un taux d’intérét technique dont les conditions sont fixées a I’article A132-1 du Code des
Assurances. Cet article donne certaines regles prudentielles en fixant des taux plafonnés.
Concernant le contrat vie enti¢re en euros, le taux d’intérét technique maximal autorisé est de
75 % du TME durant les 8 premiéres années puis 60 % du TME au-dela pour les contrats a
prime unique. Pour les contrats a primes périodiques, le taux maximal est de 60 % du TME.
Dans les deux cas, le taux calculé ne doit pas dépassé 3,5 %.

L’article A132-1-1 précise la maniere dont on doit calculer ces taux. Le taux moyen des
emprunts d'Etat (TME) est sur une base semestrielle.

Afin de ne pas léser les assurés, une des caractéristiques d’un contrat d’assurance vie est la
clause de participation aux bénéfices. L’article L331-3 du Code des Assurances précise que
les entreprises d'assurance sur la vie ou de capitalisation doivent faire participer les assurés
aux bénéfices techniques et financiers qu'elles réalisent, dans les conditions fixées par arrété
du ministre de 1'économie et des finances. Les dispositions réglementaires relatives a cette
obligation figurent dans les articles A331-3 a A331-9.

L’assureur attribue a ses assurés une participation aux bénéfices au moins égale a 85 % des
produits financiers et 90 % des bénéfices techniques apres déduction des intéréts crédités aux
provisions mathématiques. Le montant des participations aux bénéfices peut étre affecté
directement aux provisions mathématiques ou porté, partiellement ou totalement, a la
provision pour participation aux bénéfices. Les sommes portées a cette derniere provision
sont affectées a la provision mathématique au cours des huit exercices suivant celui au titre

duquel elles ont été portées a la provision pour participation aux bénéfices.
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Chapitre 2 — Présentation de la société

AUXIA est une société d’assurance spécialisée dans les produits de prévoyance déces.

En 1976, la société¢ AUXIA est créée par les Pompes Funcbres Générales, filiale de la
Lyonnaise des Eaux. Au départ c’est une société de capitalisation. En 1989, elle devient une
société d’assurance vie et de capitalisation.

En 1995, la société est rachetée par le groupe nord américain Service Corporation
International. Le groupe SCI s’en sépare en 2000 et I'institution de prévoyance Médéric
devient le nouveau proprictaire et en fait 1’entité assurance vie individuelle dédiée a la
prévoyance. L’agrément des branches 1 et 2 accident et maladie est obtenu donnant le statut
de société mixte.

En 2007, elle fusionne avec la compagnie Médéric Vie dont les activités sont 1’assurance
déces, incapacité, invalidité et temporaire déces.

En 2008 se crée le Groupe Malakoff Médéric.
AUXIA integre a la fois la dimension d’assureur, d’assisteur et de gestionnaire :

» AUXIA Assurances, compagnie d'assurance agréée pour les activités d'assurance vie,
déces, maladie et accident, branches 1, 2 et 20.

» AUXIA Assistance, société d'assistance agréée pour la branche 18, accompagne le
développement d’AUXIA et contribue a 1’élaboration et la mise en place de produits
d’assistance et de services dédiés aux seniors et aux entreprises.

» Laffitte Courtage, société de courtage dédiée a l'intermédiation et a la gestion pour
compte de contrats d'assurance.

Les moyens de ces trois sociétés sont regroupés dans le GIE AUXIA Gestion.

La société a su développer son expertise a I’ensemble des garanties et services permettant aux
familles de financer les obséques, prévoir leur organisation et assister les conjoints, les
enfants et les proches dans un contexte de désarroi et d’urgence.

AUXIA n’a pas de réseau de distribution en propre, ce qui lui permet d’accompagner les
grands réseaux bancaires et d’assurance et de vendre ses produits et services en « marque
blanche ».

A I’opposé de la tendance générale du marché, 94 % de ses contrats sont en prestations. De
plus, le contrat peut comporter une assistance complete proposée par sa société d’assistance.
Une garantie supplémentaire est associée au contrat obseques permettant | assistance
rapatriement et 1’accés a plusieurs services. Dans le cas d’un contrat en capital, AUXIA
propose une option gestion des volontés garantissant aux souscripteurs un capital obseques

réservé exclusivement a ses volontés.
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Leader historique dans la commercialisation des contrats obseéques, AUXIA a perdu sa
premiére place face aux bancassureurs. Le graphique ci-dessous indique, par société, le

nombre de contrats assuré.

- 2,9 millions de contrats en portefeuille au 30 juin 2011 -

ACMvie SA PREVOIR VIE
7,5% 6,9%

15,4% Mitres
7,5%

GENERAL| WIE

CARDIF ass. Vie

PRIMAEPARGNE  1.9%

AT ESCA
1.4%

1.8%

Source : FFSA

Le marché de ’assurance obseques est plutdt concentré puisque quatre sociétés totalisent pres
de la moiti¢ du nombre global de contrats en portefeuille. AUXIA est en troisiéme position

avec 10,7 %.

Selon les sources de la FFSA, la part de marché des bancassureurs est de 39 % en juin 2011
contre 21 % il y a six ans. Ils ont un avantage, c’est leur réseau d’agences et ils sont donc

amenés a voir leurs clients régulierement.
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Chapitre 3 — Statistiques du portefeuille

Ce chapitre aborde 1’étude du portefeuille vie entiere existant provenant des bases de données
de la société. Cette étude descriptive permettra de déterminer les différentes caractéristiques
du portefeuille fictif destiné au produit test pour le financement des obseques.

Répartition du portefeuille par sexe

L’espérance de vie des femmes étant différente de celle des hommes, le diagramme suivant
présente la répartition homme et femme du portefeuille vie entiere sur les années 2005 a 2010.

Stock - Répartition Homme Femme

70%

60% -

50% -

40% -

30% - mr
20% - mH
10% -

0% - . . . . .

2005 2006 2007 2008 2009 2010

Année

%

La proportion est stable sur cette période avec 63 % de femmes et 32 % d’hommes. La
population féminine représentant preés du 2/3 du portefeuille est avantageuse pour la société
car la table de mortalité utilisée pour la tarification et le provisionnement est celle en cas de
déces. Pour rappel, cette table est construite sur la base d’observations de la mortalité
masculine plus élevée que la mortalité féminine.
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Répartition du portefeuille en 2010 par Age

Le graphique suivant présente la répartition des assurés par age en 2010 afin de déterminer les
ages les plus représentés dans le portefeuille. Pour une meilleure lisibilité, les assurés sont
regroupés par tranche d’ages de cinq ans.

Pyramide des ages en 2010
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age

Les assurés agés entre 70 et 89 ans (nés entre 1921 et 1940) représentent majoritairement la
population sous observation. Dans cette période, la répartition varie entre 15 % et 22 %.
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Affaires nouvelles

Affaires nouvelles par exercice
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Sur les six derniéres années le nombre d’affaires nouvelles oscille entre 14 000 et 19 000
contrats. En faisant exception de I’année 2007, suite a une reprise de portefeuille, 1’évolution
du marché est a la hausse.

Pour le portefeuille d’étude, je prends I’hypothése d’une commercialisation de
12 000 contrats. Ce stock représente la génération d’un produit distribué par notre principal

partenaire.

En utilisant les mémes résultats, le prochain graphique donne une ventilation par sexe.

Affaires nouvelles - Répartition Homme Femme
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Il y a un plus grand nombre d’affaires nouvelles concernant les femmes. Ceci donne une
premiére explication sur le premier graphique (Stock — Répartition Homme Femme).
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Afin de définir un model point, il est important d’ajouter comme information 1’age a la
souscription. Les assurés sont regroupés par tranche d’ages de deux ans.

Affaires nouvelles par exercice et par tranche d'age
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Tranche d'age

Deux pics apparaissent, [’un entre 60 et 63 ans, I’autre entre 76 et 79 ans. L’explication sera
faite sur un prochain graphique en distinguant les primes uniques et périodiques. Autre
constatation, la tranche d’age la plus représentée varie suivant I’année. Chaque age compris
entre 58 et 85 réalise une commercialisation annuelle de 500 contrats. Les assurés de moins
de 58 ans représentent moins de 10 % de la production.

Répartition Prime Unique et Périodique

Répartition du portefeuille par type de prime et par exercice
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Le portefeuille vie entiere de la société est composé majoritairement de contrats a prime
unique soit 55 %. En seconde position, les contrats a cotisations viageres représentent 30 %.
Le reliquat étant les primes de durée 5 ans et 10 ans.

Revenons sur les affaires nouvelles en distinguant la durée de cotisation afin d’expliquer les
deux pics obtenus dans un précédent graphique.

Affaires nouvelles prime unique par exercice et par tranche d'age
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Tranche d'age

Le seuil des 500 contrats est dépassé a partir de 70 ans. Les assurés de moins 70 ans
représentent 22 % de la production en prime unique. L’4ge moyen a la souscription est de
74 ans.

Affaires nouvelles primes périodiques par exercice et par tranche d'age
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Le seuil des 500 contrats est dépassé

\

a part

Eric MEGEL

ir de 60 ans. Les assurés de moins 60 ans

représentent moins de 20 % de la production en prime unique. L’4ge moyen a la souscription

est de 66 ans.

Sinistralité

Evolution du nombre de décés par exercice
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L’augmentation du nombre de déces peut avoir deux causes principales : une population sous
risque elle-méme en augmentation ou un portefeuille vieillissant. Une autre cause étant une

dérive de la sinistralité suite a une épidémie ou un épisode de canicule.

Evolution du ratio déceés sur présents par exercice
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En tenant compte du nombre de présents augmentant chaque année, la proportion des déces

varie entre 3,4 % et 4,3 %.
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L’évolution du stock de contrat par tranche d’age de trois ans et par année permettra de

vérifier le vieillissement du portefeuille.

Evolution du stock age et par année
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A partir de 76 ans le nombre d’assurés augmente entre 2005 et 2010. Le graphique suivant
confirme a nouveau le vieillissement du portefeuille en indiquant 1’age moyen du portefeuille.

Age moyen du portefeuille par année
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En intégrant la notion d’age a la date du déces, le prochain graphique donne une information
sur les tranches d’ages les plus exposées.

Nombre de décés par tranche d'age et par exercice
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En utilisant les mémes résultats, le prochain graphique donne une ventilation par sexe.

Décés- Répartition Homme Femme
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Les femmes représentant les 2/3 du portefeuille, la sinistralité¢ féminine est inférieure a 54 %.
Ceci donne la seconde explication sur le premier graphique de ce chapitre (Stock —
Répartition Homme Femme).
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Conclusion de la premiére partie

Le premier point a retenir est la proportion des hommes et des femmes dans le portefeuille qui
reste stable sur plusieurs exercices. J’ai observé que les femmes représentent deux tiers du
portefeuille. Dans la troisiéme partie ou une table d’expérience est construite, cette
information nous renseigne sur les taux bruts comparés a ceux de la table réglementaire.

Les résultats sur I’étude du portefeuille vie entiere ont permis de mieux connaitre le
comportement des assurés au moment de la souscription et la sinistralité¢ du portefeuille. Les
informations sur le nombre d’affaires nouvelles, la ventilation entre le choix d’une prime
unique ou prime périodique et les dges a la souscription associ€s a la périodicité sont retenus
dans les hypothéses du produit test présenté dans la dernicre partie.
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PARTIE II :

MODELISATION DE L’ACTIF

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 27 sur 128




Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Partie II — Modélisation de Pactif

Afin de lancer 1’étude actif-passif présentée dans la derniere partie et en tenant compte du
caractere viager d’un contrat obseques, il faut modéliser les actifs, en utilisant un générateur
de scénarii économiques, dont la durée de projection est sur le long terme.

J utilise dans ce mémoire deux modeles « intégrés » dont la particularité est I’existence d’une
variable principale, ici I’inflation, qui détermine la dynamique des autres variables tels que les
actions, les obligations et le monétaire. AUXIA n’ayant pas de I’immobilier, cet actif n’est
pas retenu.

[ INFLATION
[ ACTIONS [ OBLIGATIONS [ MONETAIRE

Les modeles sont présentés dans le premier chapitre. Je commence par le modele de Wilkie, le
plus ancien, pour terminer avec le modele d’Ahlgrim en décrivant pour chaque variable
financiére sa modélisation ainsi que les parametres a estimer.

Dans les deux prochains chapitres, respectivement pour chaque modéle, 1’étape suivante est le
calibrage en estimant les parametres sur la base de données historiques. Pour la validation, des
tests ainsi qu’une analyse sur les résidus sont lancés. Les outils statistiques mis en ceuvre sont
définis au moment du calibrage de I’inflation du modéle de Wilkie. J’ajoute un autre test,
appelé backtesting, dont la particularité est de vérifier que les projections sont en adéquation
avec les données réelles.

Pour terminer, une étude est menée afin de chercher une relation entre 1’inflation et ’inflation
du funéraire. En effet, avec une base de donnée ou I’historique est faible, on ne peut intégrer
directement I’inflation du funéraire dans les deux mode¢les. Le résultat sur la projection future
du taux d’inflation ainsi que la relation entre les deux indices permettent d’obtenir, pour
chaque scénario, le taux d’inflation du funéraire.
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Chapitre 1 — Présentation des deux modéles

Section 1.1 — Modéle de Wilkie

Le mode¢le stochastique de Wilkie, développé par A.D. Wilkie, est présenté dans une premicre
version en 1986. Ce modele est composé de quatre variables d’investissement en postulant
que 'une d’elles, I’inflation, est la force d’entrainement sur les autres. Wilkie préfére cette
relation unidirectionnelle au lieu d’intégrer des relations bidirectionnelles en envisageant par
exemple que les taux d'intérét, ou le cours des actions ont une influence sur I’inflation. Il
explique que des investigations ont prouvé que c’était une complication inutile. Ce modele a
été développé a partir des données britanniques au cours de la période 1919-1982.

En 1995, Wilkie met a jour le modéle original en intégrant un modele ARCH pour I’inflation
et en incluant d’autres variables d’investissement comme les salaires, le rendement des
propriétés. De plus, il adapte son modele aux données de plusieurs pays.

En 2008, une amélioration est apportée par Sahin avec la participation de Wilkie en proposant
une dynamique sur I’inflation, les taux d’intéréts, les actions et I’immobilier.

Les variables utilisées dans ce chapitre sont les suivantes :

Q(t) représente I’indice des prix

D(t) représente 1’indice des dividendes

Y (t) représente le rendement des actions

C(t) représente le taux d’intérét a long terme
B(t) représente le taux d’intérét a court terme

VVVYY

Le schéma suivant présente la structure du modele de Wilkie ou I’inflation joue un rdle
majeur.

Structure du mode¢le de Wilkie

[ INFLATION

¢

[ MONTANT DIVIDENDE [ TAUXDE DIVIDENDE

Y ¢ Y

[ PRIXACTION [ TAUXLONG TERME

4

[ TAUX COURT TERME
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Inflation

La série de I’indice des prix a la consommation Q; ne dépend que du passé et d’un bruit
blanc.

Soit le modele autorégressif d’ordre 1 suivant :
VinQ, =QMU +QA - (VInQ,_; —QMU)+QSD-QZ,
avec VInQ, =InQ, —InQ,_; etV appelé opérateur retard.

Wilkie préfere modéliser I’inflation plutot que 1’indice des prix directement en remarquant
que seules les variations relatives de 1’indice des prix sont importantes et non les variations
absolues. Les parameétres a estimer sont :

» QMU est le taux d’inflation long terme
» QA est le coefficient de retour a la moyenne
» QSD est I’écart type du bruit blanc

QZ, est la variable aléatoire normale centrée réduite.

Le taux de dividende (rendement des actions)

Le rendement des actions est déterminé par 1’équation suivante :

In(Y,)=YW I, + YN,
avec YN, =In(YMU)+ YA (YN, —In(YMU))+ YE,
et  YE,=YSDYZ,

Y (t) se décompose en deux parties, la premicre est une dépendance directe avec I’indice
des prix et la seconde un modele autorégressif d’ordre 1. Les parametres a estimer sont :

» YW est la sensibilité du rendement nominal des actions a I’inflation
» YMU est le taux de rendement de long terme

» YA est le coefficient de retour a la moyenne

» YSD est I’écart type du bruit blanc

YZ; est la variable aléatoire normale centrée réduite.

Le montant des dividendes

Le montant des dividendes est modélisé par la formule suivante :

VinD, =DW DM, +DX-I, + DMU + DY - YE,_, + DB-DE,_, + DE,
avec DM, =DD-I, +(1-DD)-DM,_,
et  DE, =DSD-DZ,

DSD est I’écart type de la variable aléatoire normale centrée réduite DZ;.
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Le taux d’intérét a long terme

Le modgele pour le taux d’intérét a long terme est le suivant :

C, =CW CM, +CMU exp(CN,)

avee

CM, =CDI, +(1-CD)CM,_,

CN,=CA, CN,_, +CA, CN, , +CA; CN,_; +CY YE, +CE,
et CE, = CSD CZ,

La modélisation du taux d’intérét long est décomposée en deux termes. Le premier
représente la partie inflation et le second, la partie réelle.

En rappelant que YEt représente les résidus de 1’équation du taux de rendement des
actions.

CW, CD, CA, CMU, CY et CSD sont les parameétres a estimer.
CZ, est la variable aléatoire normale centrée réduite.

Le taux d’intérét a court terme

Soit By, la série sur le taux d’intérét a court terme a modéliser.

Dans le choix du modele expliqué par Wilkie, la premiere considération retenue est que le
taux a court terme est lié au taux a long terme. Il propose donc comme modélisation le
spread C, —B,. L’autre approche qu’il présente est la différence entre les logarithmes

B
ln(Ct)—ln(Bt)z—ln[C—t]. Une troisiéme voie serait d’utiliser la partie « réelle » CR,

t
dans I’une des précédentes propositions. Au final, Wilkie choisit un modele intermédiaire :

B, =C, exp(~BD,)
avec BD, = BMU + BA (BD,_, - BMU)+ BE,
et BE, =BSD BZ, ou BZ, ~ iid N(0,1)

BA, BMU et BSD sont les parametres a estimer.

BZ; est la variable aléatoire normale centrée réduite.
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Section 1.2 — Modéle d’Ahlgrim

Ce mode¢le, plus récent que celui de Wilkie, est présenté en 2005. Il récapitule le projet initi¢
par la demande conjointe de deux sociétés d’actuaires, la Casualty Actuarial Society et la
Society of Actuaries ou le théme de recherche portait sur la modélisation de séries
économiques coordonnées avec des scénarii de taux d'intérét.

Ce projet intégrait la construction d'un modele de scénario financier en simulant une variété
de variables économiques sur une période de 50 ans. Les variables projetées par ce modele
comprennent principalement les taux d'intérét, I'inflation, le rendement des actions.

Ce document passe en revue la littérature sur la modélisation financiere. Une partie amene a
la discussion d’anciens modeles actuariels. Une lecture plus en avant porte sur la description
des variables du mod¢le et des parametres propres a chaque processus. La section d’apres
explique I’utilisation de ce modele dans des applications actuarielles.

Le schéma suivant présente la structure du modéele d’ Ahlgrim.

Structure du modéle d’Ahlgrim

[ INFLATION

1 o

[ EXCES RENDEMENT [ TAUX NOMINAL

Y ¢

[ RENDEMENT ACTION

[ TAUXD'INTERET REEL
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L’inflation

L’inflation noté q est supposé suivre un processus d’Ornstein-Uhlenbeck de la forme (en
temps continu) :

dqt =Kq (Mq —q¢ )dt + quBq,t

En passant en temps discret avec un pas de discrétisation d=1 on obtient :

—x K
Qip1 =qc € * +Hg (l—e q)+0q

Pour plus de précision sur ce sujet, il faut se reporter a I’annexe 2.

Sous cette forme, on remarque que le niveau prévu de ’inflation future est une moyenne
pondérée de la valeur la plus récente de I’inflation q, et d’un coefficient étant le retour a la

moyenne de I’inflation W, . La vitesse de retour est déterminée par le parametre K, .
Dans le modéle continu, le mouvement Brownien dB; peut étre comparé a un tirage au
sort d’une variable aléatoire normale centrée (représentée sous la forme discréte par € ).
L’incertitude est mesurée par le paramétre G, (volatilité associée au processus de

I’inflation).

Les taux d’intéréts réels

Pour calculer les taux d’intéréts réels, Ahlgrim et al. choisissent un modele de Hull-White
a deux facteurs. Dans ce modele, le taux a court terme (notée r) revient a un taux a long
terme (noté 1) qui est lui-méme stochastique. Le taux a long terme revient a un niveau
moyen du retour a la moyenne [, :

dr, =%, (1, -r,)-dt+o, -dB,
dl, = (1, ~1;)-dt+ 0, -dBy,

Afin d’estimer les paramétres du modele, on examine son équivalent dans le cas discret
avec un pas de discrétisation 6=1 :

Ty =T € 7 +1, (l—e_Kr )+G

1t+1 = lt C_Kl + Uy (I—C_Kl )+ (9] S €
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A partir de ces €quations, on peut voir que le taux d’intérét a court terme est une moyenne
pondérée des valeurs les plus récentes r, et 1. Le taux d’intérét a long terme est aussi une

moyenne pondérée de la valeur la plus récente 1; et du coefficient de retour a la moyenne
M-

Ahlgrim et al. précisent que 1’estimation des parametres est difficile car les taux d’intéréts
réels ne sont pas directement observables sur le marché. Il calcule donc les taux réels a

postériori basés sur la différence entre les taux nominaux observés dans le marché et le
taux d’inflation.

Le rendement des actions

Le rendement des actions est égal au taux d'intérét nominal sans risque (q + r) et d’une
prime de risque ou exces de rendement (X) :

St =qt+rt+xt

Ahlgrim et al. font référence au modele a changement de régime proposé par Hardy qui
suppose que les prix des actions sont une distribution lognormale. Dans son mod¢le, le
rendement des actions tient compte des dividendes et de la rémunération sous jacente au
taux sans risque. Mais Ahlgrim et al. préférent appliquer un modele a changement de
régime a l’excés de rendement des actions Xx,. Pour les mémes raisons décrites par

Planchet et al., je privilégie le modéle Black et Scholes.

Section 1.3 — Description des données

Pour estimer les paramétres des modeles de Wilkie et d’Ahlgrim, je retiens les données de
Friggit’. Cette base de données regroupe des séries macroéconomiques, démographiques,
financiéres et immobiliéres sur une période couvrant les années 1800 a 2010 dont la fréquence
est annuelle.

Les séries retenues dans notre étude sont décrites ci-dessous :

Indice des prix a la consommation (€, base 2000) ;

Taux d'intérét nominal a long terme ;

Taux d'intérét nominal a court terme ;

Valeur d'un investissement en actions, dividendes réinvestis (€, base 2000) ;

Concernant le modele de Wilkie et en particulier sur le taux de rendement des actions dont
I’approche est différente de celle d’Ahlgrim, je reprends les résultats de 1’étude établie par
Gallais-Harmonno et Arbulu pour la période 1950 a 1990. Pour aller jusqu’en 2010, je
prolonge les séries avec 1’indice SBF 250 (250 premieres capitalisations cotées a Paris).

En tenant compte du caractére viager d’un contrat obséques, 1’horizon de projection envisagé
est sur le long terme. L’estimation des parametres se basera sur les séries présentées dans
cette section pour la période 1955 — 2010.

% Source : CGEDD, série téléchargeable sur http://www.cgedd.developpement-durable.gouv. fr
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Chapitre 2 — Calibrage du mode¢le de Wilkie
Section 2.1 — L’indice des prix et taux d’inflation

Soit le modele retenu pour I’indice des prix :
VinQ, =QMU+QA - (VInQ,_, —QMU)+QSD-QZ,

En posant I, le taux d’inflation instantané qui se déduit de I'indice des prix par la
I, = ln( Q ]
Qe

I, =(1-QA)QMU +QA I,_, + QSD QZ,

formule suivante :

On obtient une autre écriture :

Dans cette forme, le niveau prévu de I’inflation future est une moyenne pondérée de la valeur
la plus récente de I’inflation et le taux d’inflation a long terme QMU. La vitesse de retour a la
moyenne est déterminée par le parametre QA. L’incertitude est mesurée par le parametre
QSD I’écart type du bruit blanc.

Estimation des parameétres

On détermine les parametres du modele de I’inflation par la méthode des Moindres Carrés
Ordinaires (MCO) :
Ly =o+B- 1 +ep,

Le graphique suivant représente la variable I pour la période 1955 a 2010.

Données Taux Inflation I{t)

Taux

000 002 004 006 008 010 012 014
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Apres avoir obtenu les coefficients estimés & et 3, on détermine les parametres :

QA=
o

o= QMU (1-QA)=QMU (1-B), QMU:ﬂ

L’écart type de I’erreur du modele initial QSD est égal a 1’écart type du modele.

Suite a la régression, le tableau suivant présente les résultats obtenus des différents
parametres du modele de I’inflation.

Wilkie : Résultat du calibrage sur 1’inflation

Parametre Valeur
QA 0,782
QMU 0,047
QSD 0,023

Wilkie donnait comme valeurs pour la France sur la période 1951-1989 :

QA=0.55, QMU=0.06 et QSD=0.04.

Tests du modéle et analyse des résidus

Les tests suivants portent sur le modele et les coefficients de régression.
Coefficient de détermination :

Apres I’analyse de la variance, on détermine le coefficient de détermination noté R2. Ce
coefficient compris entre 0 et 1 permet de juger de la qualité de I’ajustement d’un
modele. Plus R? est proche de 1, meilleure est 1’adéquation et un R? faible signifie un
faible pouvoir explicatif. Dans ce mémoire, j’utilise le R? ajusté qui tient compte du
nombre de parametres du modele.

Test sur la signification globale de la régression :
Ce test permet de connaitre I’apport global des variables explicatives a la détermination
de la variable expliquée. Il s’agit de tester I’hypotheése nulle Hy ou tous les coefficients
du modele sont nuls avec la loi de Fischer.

Test sur chaque paramétre :
Le test précédent, qui peut fournir un moyen d’apprécier la régression dans I’ensemble,
ne permet pas de conclure que chaque coefficient du modele soit différent de la valeur

nulle. Donc, pour s’assurer de la significativité de chaque parametre, il faut tester
I’hypothese nulle Hy ou le coefficient du parameétre est nul en utilisant la loi de Student.
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Dans I’étape suivante, 1’analyse des résidus, on vérifie les hypotheéses sur les erreurs a
partir de leurs observations.

Espérance nulle :
La premiere vérification est que les résidus sont de moyenne nulle.

Indépendance :
Les erreurs ne doivent pas étre corrélées. Apres un examen visuel des résidus, j’utilise
le test de Breusch-Godfrey (plus robuste que le test de Durbin-Watson). L hypothese
nulle Hy est ’absence d’autocorrélation des erreurs.

Homoscédasticité :
La variance de I’erreur est constante. Dans le cas contraire, il y a hétéroscédasticité. Un
des tests de détection que j’emploie est le test ARCH (AutoRegressive Conditional
Heteroscedasticity).

Normalité :
Pour calculer les intervalles de confiance et pour effectuer les tests de Student sur les
parametres, il faut vérifier la normalité des erreurs en utilisant le test de Jarque et Bera
fondé sur la notion d’asymétrie (Skewness) et d’aplatissement (Kurtosis).

Des informations complémentaires sur ces sujets sont présentées dans I’ Annexe 1.

Ces tests seront appliqués de la méme maniere sur les autres modeles et ils seront réalisés
sous R. Les programmes utilisés sont disponibles sur le site internet de Frédéric Planchet’.

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests pour la validation du modele de
I’inflation.
Wilkie : Résultat des tests sur ’inflation

Test Résultat Interprétation
R? ajusté 0,61 Le pouvoir explicatif du modele est de 61 %
Fisher 1,410 Le mod¢le global est significatif
Student (constante) 0,04 La constante est significative
Student (variable) 1,4 1072 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 3,510 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,27 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,10 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera <22107 Hypothése de normalité non vérifiée

3 http://www.ressources-actuarielles.net/
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L’ensemble des tests (excepté celui de la normalité) valide les hypotheses posées a priori
pour la validation du mod¢ele et du calibrage. L’hypothese des résidus non vérifiée
implique qu’il faudra considérer avec prudence les intervalles de confiance des projections.

Backtesting du modéle inflation

L’idée consiste, en partant de 1’année 1985, de simuler plusieurs trajectoires et de

comparer avec I'inflation réalisée sur la période 1986 a 2010. On obtient le graphique
suivant :

Backtesting Inflation (Wilkie)

005 0,10 015
| | |

Inflation et quantiles 825 % eta 875 %
0.00
I

-0.05

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Année

Le mod¢le surestime I’inflation observée se situant dans la partie inférieure de I’intervalle
de confiance.

Pour mémoire, 1’é¢tude porte sur la période 1955 a 2010 ou on observe des pics d’inflation
supérieurs a 10 %. En estimant un taux d’inflation a long terme de 4,7 %, on s’éloigne de
I’objectif par la BCE d’une stabilité des prix correspondant a un « taux d’inflation a un
niveau inférieur a, mais proche de, 2 % a moyen terme ». Je rajoute donc, dans le modele
sur I’inflation, cette contrainte en prenant exemple 1’étude menée par Caja et al. sur le
modele de Brennan et Xia.

Dans cet article, en constatant que 1’inflation comprend plusieurs cycles économiques, une
estimation des paramétres est réalisée en utilisant des données sur plusieurs périodes
glissantes de 20 années entre 1955 et 2005. Je reprends cette méthode en prolongeant
jusqu’en 2010 et on obtient le graphique suivant :
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Estimation de I'inflation a long terme sur plusieurs périodes
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L’inflation a long terme converge vers une valeur proche de 2 % (droite en bleue). Pour
I’estimation du parametre QMU, je prends la moyenne sur les dix dernieres périodes. Le
résultat obtenu pour I’inflation a long terme est de 1,7 %.

Backtesting avec contrainte sur I’inflation

Je reprends la méme démarche en passant le taux d’inflation a long terme de 4,7 % a
1,7 % :

Backtesting Inflation avec inflation long terme a 1,7% (Wilkie)

010
|

Inflation et quantiles 825 % eta 975 %
0.05
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T T T T T T
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Année
Apres la correction apportée sur I’inflation a long terme, ce graphique nous donne une autre
information sur sa volatilité. A partir du milieu des années 80, la volatilité est faible. Je

reprends la méme méthode en regardant 1’évolution de la volatilité sur chaque période. La
valeur obtenue est QSD=0,10.
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Backtesting Inflation avec inflation long terme a 1,7% et volatilité a 1% (Wilkie)
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Le résultat obtenu est satisfaisant et je retiens pour les parametres les valeurs suivantes :

Wilkie : Parameétres retenus pour 1’inflation

Paramétre Valeur
QA 0,782
QMU 0,017
QSD 0,010

Section 2.2 — Le taux de dividende (rendement des actions)
Le mod¢le retenu pour le rendement des actions est le suivant :

In(Y,)=YW I, + YN,
avec YN, =In(YMU)+ YA (YN,_, - In(YMU))+ YE,
et  YE,=YSDYZ,

Posons y, =1In(Y,)
Par définition, YN,_; =In(Y,;)- YW I,
En remplacant YN, et YN; dans la seconde équation on obtient :

y.=(1-YA)In(YMU)+ YAy, +YWI, -YAYWI,, +YSD YZ,
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Estimation des parametres

En reprenant la derniére équation afin de définir les coefficients de régression :
Ye =0+ 0y oy I +oy Iy +ey,

On ne peut utiliser directement une résolution par les moindres carrés ordinaires car
04 =—0,, 05. Elle se fera en deux étapes :

Premiérement, on emploie la méthode des moindres carrés a 1’équation y; en retenant
uniquement I’estimation &, .

Deuxiemement, avec (., fixé, on effectue une régression sur 1’équation :

[Yt -0, Yt—l]: Ol + 03 [It -0, It—1]+ S'Y,t

On recommence le processus en faisant varier &, dont la régression minimise 1’écart type
du modele.

Aprés avoir obtenu les coefficients estimés &, a &,, on détermine les paramétres du
modele :

6, =(1-YA)In(YMU) = (1- &, ) In(YMU), YMU:exp{l ] J

L’écart type de I’erreur du modele initial YSD est égal a I’écart type du modele

Les données de Georges Gallais-Hamonno ainsi que celles provenant du SBF 250
présentent deux indices. Le premier est I’indice de rentabilité (noté R) et le second 1’indice
de rentabilité en réinvestissant les dividendes (noté RI).

Soient R; et RI; les indices au temps t. Le taux de dividende Y, est déterminé par la
formule suivante :

_ 1+RI,
1+R;

1

t
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Le graphique suivant représente la variable y; pour la période 1955 a 2010.

Données variable y(t)
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Suite a la régression présentée dans la premicre étape, I’estimation obtenue pour le
parametre YA du modele sur le rendement des actions est égale a 0,754. Dans la seconde

¢tape en faisant varier YA pour minimiser I’écart type du modele, on obtient la valeur
0,862.

Le tableau suivant présente les résultats obtenus lors de la seconde étape des différents
parametres du modele.

Wilkie : Résultat du calibrage sur le rendement des actions

Paramétre Valeur
YA 0,862
YW 3,496

YMU 0,027
YSD 0,219

Wilkie donnait comme valeurs pour la France sur la période 1951-1989 :

YA=0.88, YW=1.64, YMU=2.4 % et YSD=0.165.
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Tests du modéle et analyse des résidus

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests pour la validation du mod¢le
sur le rendement des actions.

Wilkie : Résultat des tests sur le rendement des actions

Test Résultat Interprétation
Etape 1
R? ajusté 0,82 Le pouvoir explicatif du modéele est de 82 %
Fisher 2,210 Le modéle global est significatif
Student (variable o, ) 1,4 101 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus -1,2107"8 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,09 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,43 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera 0,69 Hypothese de normalité vérifiée
Etape 2
R? ajusté 0,10 Le pouvoir explicatif du modele est de 10 %
Fisher 0,01 Le modele global est significatif
Student (constante o) <2107 La constante est significative
Student (variable o.3) 0,01 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 22101 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,42 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,90 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera 0,80 Hypothese de normalité vérifiée

L’ensemble des tests valide les hypothéses posées a priori pour la validation du modéle et
du calibrage. Le pouvoir explicatif est faible et il convient de considérer avec prudence les
intervalles de confiance des projections.
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Backtesting du modéle action

Backtesting Rdt Actions (Wilkie)
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Le mode¢le surestime le rendement des actions observé se situant en grande partie dans la
partie inférieure de I’intervalle de confiance. En reprenant le méme procédé que sur
I’inflation, j’obtiens le taux de rendement a long terme a 2 %.

Backtesting Rdt Actions (Wilkie) - YMU=2%

0.04 0.08 0.08 010
I 1 I I
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0.02
1

0.00
1
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Le résultat obtenu est concluant et je retiens pour les parametres les valeurs suivantes :

Wilkie : Valeurs retenues pour le rendement des actions

Parameétre Valeur
YA 0,862
YW 3,496

YMU 0,020
YSD 0,219
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Section 2.3 — Le montant des dividendes
Le montant des dividendes est modélisé par la formule suivante :

VInD, =DW-DM, +DX I, + DMU+DY - YE,; + DB-DE_; + DE,
avec DM, =DD-I, +(1-DD)-DM,_,
et DE, =DSD-DZ,
En notant K la variation du logarithme et en identifiant les effets de 1’inflation notés DI;, on

obtient :
K, =DI, +DMU+DY -YE, | +DB-DE,_; +DE,

Les parametres de ce modele ne seront pas estimés car la difficulté est I’obtention des
données. En effet, il n’y a pas de longues séries de dividendes qui soient disponibles

publiquement. J utilise donc par la suite les données de Wilkie.

Wilkie pose comme contrainte la relation DX =1-DW de sorte qu’un changement dans In Q
produit le méme changement dans In D.

Wilkie donnait comme valeurs pour la France sur la période 1951-1989 :
DW=1 (impliquant que DX=0), DD=0.2, DMU=0, DY=0, DB=0.7 et DSD=0.085.
On obtient finalement le modé¢le suivant :

avec DM, =0,2-1; +0,8- DM

Prix de ’action

En partant des modeles sur le taux de rendement et du montant des dividendes, on détermine
la série S; correspondant au prix des actions :

On déduit un modele pour le prix de I’action en fonction des deux précédents modeles :

InS; =InD; —InY,
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Section 2.4 — Le taux d’intérét a long terme
Le modgele pour le taux d’intérét a long terme est le suivant :

C, =CW CM, +CMU exp(CN,)

avec

CM, =CDI, +(1-CD)CM,_,

CNt = CA] CNt—l +CA2 CNt—2 + CA3 CNt—3 + CY YEt +CEt

et CE, =CSD CZ,
Je retiens dans mon étude la suggestion de Wilkie sur le paramétre CW en lui attribuant une
valeur égale a 1. Il ajoute en prenant cette hypotheése que ce modele prend en compte de
I’effet Fisher dont le taux d’intérét a long terme reflete a la fois l'inflation attendue sur la
durée et un taux « réel » d'intérét.
Il est aisé de désigner la partie « réelle » du taux d’intérét a long terme comme :

CR, =C, -CM;,
De sorte que :
In(CR )= In(CMU)+CN,

Le modele du logarithme de CR; est essentiellement un modele autorégressif d’ordre 3.
Wilkie suggere qu’une simplification vers un modele autorégressif d’ordre 1 est possible en
omettant les parametres CA; et CAs. J’opte pour cette seconde approche et 1’équation

devient :

In(CR,)=In(CMU)+CA CN,_, +CY YE, +CSD CZ,
En remplagant CN_; :
In(CR )= In(CMU)+ CA [In(CR,_; )— In(CMU)]+ CY YE, +CSD CZ,

Au final on obtient :

In(CR,)=(1-CA)In(CMU)+CA In(CR_;)+CY YE, +CSD CZ,
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Estimation des parametres

En reprenant la derniére équation afin de définir les coefficients de régression :
ln(CRt ) = OLI + 0(2 ln(CRt—l )+ OL3 YEt + Evc’t

L’estimation de I’ensemble des parametres du modele est réalisée au bout de 2 étapes :

La premiere étape est de générer la série CM; en fixant le premier terme, le parametre CD
et en s’imposant la contrainte CM; > 0. Concernant le parametre CD, je prends le résultat
obtenu par Wilkie soit 0,2.

Dans la seconde étape, on calcule CR; et on détermine les parametres par une régression en
utilisant la méthode des moindres carrés ordinaires.

Apres avoir obtenu les coefficients estimés, on détermine les paramétres du modele initial :

CA:(XZ

o, =(1-CA)In(CMU) = (1-0, ) In(CMU), CMU = exp(l % ]
CY = OC3
L’écart type de I’erreur du modele initial CSD est égal a 1’écart type du modele.

Le graphique suivant représente la variable In(CR ) pour la période 1955 a 2010.

Données variable Ln[CR(t)]

-3.0

=35
|

Ln[CRit]

4.0

45

1960 1970 1980 1990 2000 2010
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Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 47 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles

Eric MEGEL

Le tableau suivant présente les résultats obtenus des différents parametres du modele du

taux d’intérét a long terme.

Wilkie : Résultat du calibrage sur le taux intérét a long terme

Paramétre Valeur
CW 1
CD 0,2
CA 0,78

CMU 0,026
CY 0,437
CSD 0,296

Wilkie donnait comme valeurs pour la France sur la période 1951-1989 :

CW=1, CD=0.2, CA=0.9, CMU=0.025, CY=1 et CSD=0.3

Tests du modéle et analyse des résidus

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests pour la validation du modele du

taux d’intérét a long terme.

Wilkie : Résultat des tests sur le taux d’intérét a long terme

Test Résultat Interprétation
R? ajusté 0,61 Le pouvoir explicatif du modele est de 61 %
Fisher 8,210 Le mod¢le global est significatif
Student (constante o) 1,2 107 La constante est significative
Student (variable 0., ) 2,310 Le coefficient de la variable est significatif
Student (variable 0.5) 2,4107 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 1,1 10 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,32 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,28 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera 0,17 Hypothese de normalité vérifiée

L’ensemble des tests valide les hypothéses posées a priori pour la validation du modéele et

du calibrage.

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire

page 48 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Backtesting du modéle taux d’intérét a long terme

Backtesting Taux Nominal Long (Wilkie)
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Hormis la premiere valeur, correspondant a 1’année 1986, qui ne se trouve pas dans
I’intervalle de confiance, le résultat obtenu est satisfaisant pour les années suivantes. Je
retiens pour les parametres les valeurs indiquées précédemment.

Section 2.5 — Le taux d’intérét a court terme

Soit le modele retenu pour le taux d’intérét a court terme :

B, =C, exp(-BD,)
avec BD, = BMU +BA (BD,_, — BMU)+ BE,
et BE, = BSD BZ,

Estimation des parameétres

En présentant le modele autorégressif d’ordre 1 sous une autre forme :
BD, = BMU (1-BA)+BA BD,_, + BSD BZ,

En définissant les coefficients de régression par la méthode des moindres carrés
ordinaires :

BDt = (X‘l +062 BDt—l +8B,t
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Apres avoir obtenu les coefficients estimés & et &, , on détermine les parameétres :

BA:OCZ

231

0, =BMU (1-BA)=BMU (1-0,,), BMU=—1_

I-o,

L’écart type de I’erreur du modele initial BSD est égal a I’écart type du modele.

Le graphique suivant représente la variable BD, pour la période 1955 4 2010.

Données variable BD(t)
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ED(t)
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Les deux derniers points relatifs aux années 2009 et 2010 (n° 54 et 55) vont poser probleme
dans I’estimation des parametres. Ci-dessous une explication graphique :

Residuals vs Fitted

= w4

DE 10 1&

Residuals

0.8
1

Fitted values

Scale-Locafion

TE4

o G180

—4 00% ?@)OO

IStandardized residuals|

go@s 1.0 1 2O

Fitted values
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Ces quatre graphiques permettent d’avoir des informations sur la qualité de la régression.
Le premier est un graphe des résidus en fonction des prédictions, le deuxieme un graphe
quantile-quantile des résidus, et les deux derniers sont des graphes visant a détecter des
individus aberrants (scale-location plot et distance de Cook).

Les résidus ne suivent pas de fagon significative une distribution gaussienne sur la fin de la
distribution. Les deux derniers points ont une distance de Cook aberrante.

Pour I’étude sur I’estimation des parametres, je ne retiendrais pas ces deux points.

Suite a la régression, le tableau suivant présente les résultats obtenus des différents
parametres du modele du taux d’intérét a court terme.

Wilkie : Résultat du calibrage sur le taux d’intérét a court terme

Paramétre Valeur
BA 0,588
BMU 0,213
BSD 0,180

Tests du modéle et analyse des résidus

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests pour la validation du modele du
taux d’intérét a court terme.

Wilkie : Résultat des tests sur le taux d’intérét a court terme

Test Résultat Interprétation

R? ajusté 0,35 Le pouvoir explicatif du modele est de 35 %

Fisher 110° Le modele global est significatif

Student (constante o;) 1,710 La constante est significative
Student (variable 0., ) 110° Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 3,810 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,18 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,14 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera 0,79 Hypothese de normalité vérifiée

L’ensemble des tests valide les hypothéses posées a priori pour la validation du modéele et
du calibrage. Le pouvoir explicatif est faible et il convient de considérer avec prudence les
intervalles de confiance des projections.
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Backtesting du modéle taux d’intérét a court terme

Backtesting Taux Nominal Court (Wilkie)
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Suite aux précédentes remarques concernant les deux derniers points relatifs aux années
2009 et 2010, on constate qu’ils ne sont pas dans I’intervalle de confiance. Pour les autres
années, le résultat obtenu est concluant et je retiens pour les parametres les valeurs
indiquées précédemment.
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Chapitre 3 — Calibrage du mod¢le d’Ahlgrim
Section 3.1 — L’inflation
Le modéle retenu pour I’inflation est le suivant :

dq, =1 (“'q —qy ) dt+o,dB

En passant en temps discret avec un pas de discrétisation 6=1 on obtient :

En modifiant la précédente équation, on montre que le processus d'Orstein-Uhlenbeck est une
version en temps continu d'un processus autorégressif de premier ordre :

41 _Hq =

Estimation des parameétres

On peut estimer les parametres du modele de I’inflation par une régression simple de la
série chronologique :

Qe =0 +B-qq TE€q¢

Apreés avoir obtenu les coefficients estimés G et 3, on revient au modele initial pour
déterminer ses parametres :

B=e ", x4 =-In(p)

oc=uq(1—e_Kq)=uq(1—eln(l3))7 quﬁ

L’écart type de I’erreur du modele initial & est égal a I’écart type du modele estimé en

divisant par
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Suite a la régression, le tableau suivant présente les résultats obtenus des différents
parametres du modele de I’inflation.

Ahlgrim : Résultat du calibrage sur ’inflation

Paramétre Valeur
Kq 0,246
[ 0,047
G4 0,026

Tests du modéle et analyse des résidus

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests pour la validation du modele de
I’inflation.

Ahlerim : Résultat des tests sur ’inflation

Test Résultat Interprétation
R? ajusté 0,61 Le pouvoir explicatif du mod¢le est de 61 %
Fisher 1,4 10" Le modéle global est significatif
Student (constante) 0,04 La constante est significative
Student (variable) 1,410 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 3,510 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,27 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,10 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera <22107 Hypothese de normalité non vérifiée

L’ensemble des tests (excepté celui de la normalité) valide les hypothéses posées a priori
pour la validation du modele et du calibrage. L’hypothése des résidus non vérifiée
implique qu’il faudra considérer avec prudence les intervalles de confiance des projections.
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Backtesting du modéle inflation

Comme pour le modele de Wilkie, je retiens une inflation a long terme de 1,7 %. La
volatilité corrigée pour le modele d’Ahlgrim est de 1,1 %.

Backtesting Inflation avec inflation long terme a 1,7% et volatilité a 1,1% (Ahlgrim)

010
|

Inflation et quantiles 825 % eta 975 %

-0.05

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Année

Le résultat obtenu est satisfaisant et je retiens pour les parametres les valeurs suivantes :

Ahlgrim : Paramétres retenus pour 1’inflation

Parameétre Valeur
Kq 0,246
Hq 0,017
Oy 0,011
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Section 3.2 — Les taux d’intéréts réels
Le modgele retenu pour les taux d’intéréts réel est le suivant :

dr, =%, (I, -1, )-dt+o, -dB,,
dly = (= 1;)-dt+ o, -dBy,

Afin d’estimer les parametres du modele, on examine son équivalent dans le cas discret avec
un pas de discrétisation 6=1 :

Ty =T € 7 +], (l—e_Kr )+ o,

Iy =1 e+, (l—e_K‘ )+ o

Estimation des parameétres

En reprenant les dernicres équations afin de définir les coefficients de régression :

L =0 -l +00, 1 +84
Ly =By +B; -1+

On ne peut appliquer directement la méthode des moindres carrés étant donné la
dépendance du processus a court terme sur le processus a long terme. Pour estimer ces
équations simultanées, Ahlgrim et al. emploient la méthode des moindres carrés en deux
étapes (appelée aussi méthode des doubles moindres carrés DMC).

Afin d’estimer 1’équation du taux court a I’étape 2, il faut d’abord obtenir des estimations
adaptées pour le taux long sur la base des estimations des parametres de I’étape 1 :

Etapel: 1., =B;+B> 1, +&

Etape 2: 1y =0y -l + 0, 1 +&;

Aprées avoir obtenu les coefficients estimés 3, et B, de la premicre étape, on revient au
modele initial du taux a long terme pour déterminer ses parametres :

By=c™, ¥ =-In(B,)
Br=mli-e™ )= (-] = P
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L’écart type de I’erreur du modele initial du taux a long terme G, est égal a I’écart type du

modele estimé en divisant par

Dans I’étape 2, le modele a taux court a deux variables explicatives incluant le taux a long
terme estimé dans 1’étape 1.

Par définition: o, =e " et a; =1—e “*. Donc o =1—0t5.
En remplacant dans [’équation du taux a court terme on obtient:
(1 —1) =y (lt -1 )"' €rt-

On aboutit a une seule variable explicative (it — 1 )

Suite a I’estimation du coefficient &, on retourne au modele initial du taux a court
terme pour déterminer ses parametres :

o =l-e ™, x, =-In(l-a,)

L’écart type de I’erreur du modele initial du taux a court terme 6, est égal a I’écart type du

modele estimé en divisant par

Soient, a I'instant t, le taux d’intérét nominal & court terme noté r, ; et le taux d’intérét
nominal & long terme noté 1, disponibles dans les données de Friggit. Le taux d’intérét

réel correspond au taux d’intérét nominal déflaté (on €limine les effets de I’inflation). La
détermination des ces taux, au méme instant, s’obtient par les formules suivantes :

I+, 1+1,

I et I,

B 1+q; - 1+q;

q; est le taux d’inflation présenté dans la précédente section.
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Le graphique suivant représente les variables 1; et |; pour la période 1955 a 2010.

Taux reel long (bleu) et court (vert)
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I I

Taux
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Suite a la régression par la méthode des moindres carrés en deux étapes, le tableau suivant

présente les résultats obtenus des différents parametres du modele des taux.

Ahlerim : Résultat du calibrage sur les taux réels

Paramétre

Valeur

Taux d’intérét réel

a court terme

K, 0,383
C, 0,023
Taux d’intérét réel a long terme
K] 0,470
[T 0,029
(o 0,023
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Tests du modéle et analyse des résidus

Le tableau suivant présente les résultats des différents tests de la premicre étape pour la

Eric MEGEL

validation du mod¢le du taux d’intérét réel a long terme.

Ahlgrim : Résultat des tests sur le taux réel long terme

Test Résultat Interprétation
R? ajusté 0,38 Le pouvoir explicatif du modele est de 38 %
Fisher 3107 Le modele global est significatif
Student (constante) 0,01 La constante est significative
Student (variable) 3107 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus 5,7 107" La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,21 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,72 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera <2,210"° Hypothese de normalité non vérifiée

L’ensemble des tests (excepté celui de la normalité) valide les hypotheses posées a priori
pour la validation du modele et du calibrage. De plus, le pouvoir explicatif étant faible, il

faudra considérer avec prudence les intervalles de confiance des projections.

Pour terminer, les résultats des différents tests de la seconde étape pour la validation du

modeéle du taux d’intérét réel a court terme se trouvent dans le tableau ci-dessous.

Ahlerim : Résultat des tests sur le taux réel court terme

Test Résultat Interprétation
R? ajusté 0,12 Le pouvoir explicatif du modele est de 12 %
Fisher 53107 Le mod¢le global est significatif
Student (variable) 53107 Le coefficient de la variable est significatif
Moyenne des résidus -3,8107 La moyenne des résidus est considérée nulle
Breusch-Godfrey 0,41 Absence d’autocorrélation d’ordre 1
ARCH(1) 0,90 Absence d’hétéroscédasticité d’ordre 1
Jarque et Bera <2210 Hypothése de normalité non vérifiée

Mémes remarques que sur le taux réel a long terme.
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Backtesting du modeéle des taux d’intéréts nominaux

Backtesting Taux Nominal Long (Ahlgrim)
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Pour le modele du taux nominal long, les points relatifs aux années 1990 a 1992 sont en
dehors de I’'intervalle de confiance. Les autres années donnent un meilleur résultat. Sur le
modele du taux nominal court, les résultats obtenus sont satisfaisants. Je retiens pour les
parametres les valeurs indiquées précédemment.
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Section 3.3 — Le rendement des actions
Le modgele retenu pour le rendement des actions est le suivant :

Estimation des parameétres

L’exces de rendement a I’instant t est déterminé par la formule suivante :

VIA,

X, =ln————r
t ‘JI/\t_l n,t

ou VIA, est la valeur d’un investissement en action avec dividendes réinvestis et r,  le

taux d’intérét nominal a court terme dont les séries sont disponibles dans les données de
Friggit.

Le graphique suivant représente la variable x; pour la période 1955 a 2010.

Excés de rendement

Taux

01 00
|

0.2

03

1970 1980 1990

Le tableau suivant présente les résultats obtenus des différents parametres du modele des
actions.

Ahlerim : Résultat du calibrage sur les actions

Parameétre Valeur
W 0,029
O, 0,178
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Backtesting du modéle du rendement des actions

Backtesting Rendement Actions (Ahlgrim)

04
/
}

0.2

Rendement Actions et quantiles 82 5% eta 975 %
00

-04

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Année

Excepté la premicre année, le résultat obtenu est satisfaisant et je retiens pour les parametres
les valeurs indiquées précédemment.
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Les taux zéro-coupons

Eric MEGEL

Ahlgrim et al. reprennent la relation de Fisher pour déterminer le prix d’une obligation
zéro-coupon a l’instant t payant 1 euro en nominal a 1’échéance T. L’idée est que les

obligations sont tarifées en fonction du taux d’inflation du taux d’intérét réel.

Soit la relation suivante en supposant que 1’hypothése d’indépendance entre le taux d’intérét

réel et ’inflation est vérifiée :

Pnominal (t’ T) = Preel (ta T)' Pinflation (t’ T)

Modélisation des zéro-coupon en réel

En partant du modele de taux de Hull et White, on obtient le prix d’un zéro-coupon pour

toute date t de maturité T. Hilbert et al. démontrent la relation suivante :
Preer (t.T) = exp(A(s) - B, (s) r, =By (s)1;)
Avec :

s=T-t
1 et I les taux court et long modélisé a la date t
(s)= 1—exp(~x,s)

B,(s
KI’
B, (s) = K, [1 —exp(—x;s) 1= exp(— ¥, s)j
Ky =K Kj Ky
2 2 2 2
_ o or By(s)" | oi[ s _,Bils)+B,(s)
Als)= (Bz(S)—S)[Ml _ﬁ}_Bl Hy —T T K_12_2—+
1 1—exp(-x, s)_ 2K, 1—exp(-(x; + Kr)s)+
() =%, )? Kr ) () =%, )? K+ Ky
Kf 1—exp(—2%x;s)
k(g =%, ) 2K

K, K|, 1}, O, et 6| sont définis dans la section 3.2.
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Modélisation de I’inflation

Eric MEGEL

Le mod¢le de I’inflation peut étre vu comme un modele mono factoriel de Vacisek. On

obtient la relation suivante :

Pinﬂation (t’ T) = A(S)exp(_ B(S)qt )

Avec :
s=T-t
q: 'inflation modélisée a la date t
1- - K
EE
Kq
2
2 Gq
BO=) St =5 ] g
A(s)=exp 3 -
Kq 4Kq

Kq, Mg et 04 sont définis dans la section 3.1.

Modélisation des zéro-coupon en nominal

Il suffit de calculer le produit entre P (t,T)et Py paion(t,T) pour obtenir le prix

zéro-coupon en nominal.
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Chapitre 4 — Prédictions des modeles

Ce chapitre présente la démarche pour simuler les trajectoires des équations composant les
modeles de Wilkie et d’Ahlgrim. Chaque équation ayant un bruit blanc gaussien, il faut donc
générer des réalisations de variables aléatoires de loi uniforme qui permettent ensuite de
générer des variables aléatoires de loi normale. Le nombre de simulation est fixé a 10 000.

Section 4.1 — Générateurs de nombres aléatoires

Loi uniforme : algorithme du Tore mélangé

Soit (u, ) une suite réalisant une loi uniforme. On définit la n°™ réalisation de la d™ variable
aléatoire uniforme u,, :

u, =n,/py —\_n pdj avec|. | I’opérateur partie entiére.

Ces valeurs générées n’étant pas indépendantes terme a terme, on « mélange » ces valeurs
avant de les utiliser pour la simulation des trajectoires. Pour plus d’informations sur ce sujet,
il faut se reporter au document intitulé¢ « Simulation de trajectoires de processus continus » de
Planchet et Thérond.

Ayant a notre disposition la suite (u, ), le « mélange » consiste lors du n™™ tirage a ne pas
opter pour u, mais u, ou m est choisi aléatoirement dans N :
Um =Ue(n)
ol o(n)=|ox NxT +1|
avec:
o 21, on choisit le nombre 10
N le nombre de réalisation

U la réalisation d'une loi uniforme

Sous R, j’utilise la fonction torus du package randtoolbox.

Loi normale centrée réduite : algorithme de Box-Muller

Soient U; et U, deux variables aléatoires uniformes indépendantes alors :

X, =+/-2InU; xcos(2nU, ) et X, = /-2In U, xsin(2nU,) sont des variables gaussiennes
centrées réduites indépendantes.

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 65 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Le graphique suivant, appelé qqnorm, est un graphique quantile-quantile permettant de voir
I’adéquation d’un échantillon a une distribution normale.

Sample Quantiles

Graphigue ggnorm

Normal @-Q Plot

Theoretical Quantiles

Section 4.2 — Projections futures

Apres I’estimation de ’ensemble des parametres décrit dans les précédents chapitres, j’ai
obtenu une matrice des résidus pour les modeles de Wilkie et d’ Ahlgrim. L’étape suivante est
de déterminer une matrice de corrélation historique de ces résidus. Les résultats sont présentés
dans les tableaux suivants.

Modéle de Wilkie : Matrice de corrélation historigue

L Inflation : Taux long : Taux court : Actions :
Corrélation B n i N
variable | variable Ln{CR) | wariable BD | wariable Ln(Y)
1 1 0.103 -0.212 0.059
Ln{CR) 0.103 1 -0.169 -0.005
BD -0.212 -0.169 1 0.068
Ln(Y) 0.059 -0.005 0.068 1
Modéle d'Ahlgrim : Matrice de corrélation historique
L Inflation : Taux long: Taux court : Actions :
Carrélation N N - E
variable q variable | variable r variable x
q 1 -0.834 -0.636 -0.275
| -0.854 1 0.792 0.153
r -0.636 0.792 1 0.129
% -0.275 0.153 0.129 1
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Eric MEGEL

Pour les valeurs futures, il faut déterminer une matrice contenant les erreurs des modéles
projetés. Je projette donc les résidus en simulant des variables gaussiennes corrélées entre
elles par la matrice de corrélation historique et en passant par la factorisation de Cholesky.
Ceci permet aussi de vérifier la stabilité des corrélations au moment des projections futures.
Les tableaux ci-dessous montrent le résultat final.

Modéle de Wilkie : Matrice de corrélation projetée

L Inflation : Taux long : Taux court : Actions :
Corrélation - i _ -
variable | variable Ln(CR) | variable BD variable Ln(Y)
I 1 0.096 -0.208 0.055
Ln(CR) 0.096 1 -0.167 -0.006
BD -0.208 -0.167 1 0.071
Ln(Y) 0.055 -0.006 0.071 1
Modéle d'Ahlgrim : Matrice de corrélation projetée
L Inflation : Taux long : Taux court : Actions :
Corrélation N l N )
variable g variable | variable r variable x
q 1 -0.849 -0.629 -0.270
| -0.849 1 0.785 0.150
r -0.629 0.785 1 0.128
X -0.270 0.150 0.128 1

Les valeurs projetées sont proches par rapport a leurs historiques.

Projection de ’inflation

Inflation (Ahigrim)

0.04 0.06
1 1

Inflation moyenne et quantiles 425 % et 4975 %

Inflation (Wilkie)

002 004 0.06
1 1 1

Inflation moyenne et quantiles 825 % eta 975 %
0.00
1

2010 2020 2030

2040 2050

Année

Les projections sur l’inflation des modeles de Wilkie et d’Ahlgrim ont la

2030 2040 2050

Année

méme allure.

L’inflation oscille entre -1,5 % et 4,9 % autour de sa moyenne égale a 1,7 %. A remarquer,
que les trajectoires ne sont pas strictement identiques car les bruits blancs se déduisent des
matrices de corrélation des résidus propres a chaque modéle.
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Projection des actions

Rendement Actions (Ahigrim)
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Le rendement moyen des actions est supérieur dans le modele d’Ahlgrim par rapport au
modele de Wilkie. De plus, ce rendement est croissant sur la période de projection dans le
premier cas, on observe I’effet inverse dans le second cas. Concernant la volatilité, on
constate des amplitudes proches, mais pas sur la méme tranche. Le graphique de gauche, dans
I’intervalle de confiance, montre une variation [-30 % ; 42 %] contre [-34 % ; 37 %] pour le

graphique de droite.

Projection du taux d’intérét nominal a long terme

Taux nominal long (Ahigrim)
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2060

Taux nominal long moyen et quantiles 82,5 % eta 875 %

Taux nominal long (Wilkie)
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Pour les deux mode¢les, le taux nominal long moyen est de 4.7 %. L’amplitude est plus forte
pour le modele de Wilkie avec une variation [2 % ; 9 %] contre [2,3 % ; 7,7 %] pour le

modele d’Ahlgrim.
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Projection du taux d’intérét nominal a court terme

Taux Nominal court (Ahlgrim)
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Taux nominal court (Wilkie)

2030 2040 2050

Année

Le taux nominal court moyen du premier modele est supérieur au second. De plus, sur les
premicres années, il augmente plus vite en allant de 3,7 % a 5,4 % contre 3,2 % a 3,9 % pour
le modele de Wilkie. De plus, a I’opposé du taux long, les variations sont plus grandes pour le

modele d’Ahlgrim.

Projections du prix moyen du zéro-coupon nominal suivant sa maturité

Afin de ne pas alourdir le graphique, seuls les prix moyens du zéro-coupon en fonction de sa

maturité est affiché.
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Quelque soit la maturité, le prix moyen d’un zéro-coupon est légerement supérieur dans le

modele de Wilkie (3 % en moyenne).

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire

page 69 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Chapitre 5 — Inflation du funéraire

On ne peut utiliser directement 1’inflation du funéraire dans les modeles de Wilkie et Ahlgrim

car la fenétre des données est moins importante que celle de I’inflation ou les informations
sont connues des 1901.

Les taux d’inflation et inflation du funéraire se déduisent de leur Indice des Prix a la
Consommation (IPC) que ’'INSEE met a disposition. L’indice du funéraire est déterminé par
ses différentes composantes. Ces composantes sont incluses dans un groupe plus large

permettant le calcul de I’indice de I’inflation. L’idée d’appliquer une régression linéaire de
I’IPC funéraire sur I’IPC est donc cohérente.

Section 5.1 — Définition du modéle

Le graphique suivant présente 1’évolution (en glissement annuel) de I'IPC et de I'IPC
funéraire entre le 1* janvier 1999 et le 31 décembre 2010.

Comparaison de I'IPC et de I'IPC funéraire
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Je représente ensuite le nuage de points, d’abscisse IPC et d’ordonnée IPC funéraire afin de
vérifier s’il existe une relation linéaire entre ces deux variables.

Nuage de points (IPC,IPCfun)

140
1

IPC Funéraire
120
1

110

100 106 110 115 120

Indice IPC

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 70 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Les points du nuage sont approximativement alignés sur une droite a une erreur pres de la
forme :

Y =B, + B x X + erreur

Ou Y est la variable expliquée (IPC funéraire).

X est la variable explicative (IPC)

B0 est ’ordonnée a I’origine.

B1 est la pente de la droite d’ajustement.

Suite a une régression linéaire on obtient avec un R? ajusté de 99,7 % :

Y =1,835X—-82,754 + 0,705¢, ou € est une loi normale centrée réduite.

Backtesting de I’'IPC funéraire

Backtesting IPC funéraire

140
1

IPC funéraire
120
1

110
1

n* indice

Le résultat obtenu est satisfaisant et je retiens donc ces valeurs pour les parametres du modele
de I’indice du funéraire.

Pour terminer, comme pour I’inflation, je détermine 1’inflation du funéraire par la relation
suivante :
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Section 5.2 — Projections futures de I’inflation funéraire

Inflation du funéraire (Ahlgrim) Inflation du funéraire (Wilkie)
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Mémes remarques que pour les graphiques sur I’inflation. Ces graphes ont la méme allure
mais il faut retenir que les trajectoires ne sont pas strictement identiques.
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Conclusion de la deuxieme partie

Une méthode de calibrage a été employée sur I’ensemble des variables. Une variable étant
modélisée par des parameétres, 1’idée consistait a les estimer statistiquement en se basant sur
des données historiques. Des tests sur le mod¢le et les parametres, ainsi qu’une analyse des
résidus, complétaient I’étude. Par la définition d’un modele intégré et le sujet du mémoire,
une attention particuliere devait étre consacrée a I’inflation. J’ai pris deux contraintes, la
premiere a été de tenir compte de I’objectif de stabilité des prix fixé par la BCE, la seconde
sur sa volatilité qui était basse sur les dernieres années.

Afin de valider ces choix, un test de backtesting sur la période 1986-2010 a été lancé sur
chaque variable afin de vérifier que les projections sont en adéquation avec les données
réelles. Chaque équation ayant un bruit blanc gaussien, il fallait générer des réalisations de
variables aléatoires de loi normale en utilisant les algorithmes du tore mélangé et de
Box-Muller. En utilisant ce méme procédé sur une plus longue durée, le résultat a permis de
faire des projections futures qui sont utilisées dans la dernicre partie.

J’avais évoqué dans I’introduction de cette partie la problématique sur le taux d’inflation du
funéraire ou on avait un historique faible sur I’indice. J’ai montré qu’il existait bien une
relation entre 1’indice de I’inflation et celle du funéraire, dont la forme est une droite avec un
bruit blanc gaussien. En utilisant a nouveau la méthode pour générer des variables aléatoires
de loi normale, j’ai déterminé les taux d’inflation funéraire futurs.
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PARTIE III :

MODELISATION DU PASSIF
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Partie III — Modélisation du passif

Cette partie présente la construction d’une table d’expérience propre au portefeuille vie
enticre de la société. Cette table doit respecter les principes de prudence requis par la
commission d’agrément. Ce travail préliminaire est exposé dans le premier chapitre.

L’étape suivante est 1’estimation des taux bruts par 1’estimateur non paramétrique Kaplan-
Meier dont les résultats sont dans le second chapitre. Ces observations forment une courbe
irréguliere en comparaison d’une table de mortalité ou les taux de déces évoluent avec 1’age.
Pour corriger ce phénomene, j’emploie le lissage non paramétrique Whittaker-Henderson
dans le troisieme chapitre.

Une des caractéristiques d’un contrat d’assurance vie est que le souscripteur a la faculté de
I’interrompre en demandant le rachat total. Dans I’étude d’impact (QIS) de Solvabilité 2, cette
information est prise en compte. Le quatrieme chapitre contient donc 1’étude sur le taux de
rachat du portefeuille vie enticre.
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Chapitre 1 — Table d’expérience

Section 1.1 — Méthodologie

Elaborer une table d’expérience a partir d’un portefeuille nécessite de disposer d’un certain
nombre d’informations sur les assurés constituant la population observée. Ces informations
doivent comporter la date de naissance, la date d’entrée dans le portefeuille, la date éventuelle
du déces ou la date de sortie. La précision de la table dépend de celle des données, c’est la
raison pour laquelle des contrdles seront faits pour s’assurer de la justesse des informations.

L’estimation de la probabilité de déceés d'un individu, vivant en x, entre 1'age x et x +1 a partir
de données statistiques devrait étre simple. Pour obtenir ce taux, il suffit en effet de diviser le
nombre de déces observé pour un age x donné par la population du méme age exposée au
risque déces. Toutefois, en pratique, la réalité est toujours plus complexe a appréhender.

Pour se faire une idée des problémes auxquels nous pouvons étre confrontés au cours de
l'estimation des probabilités de déces, nous allons nous servir du diagramme de Lexis. Dans
ce diagramme, nous représentons chaque individu sous observation par une diagonale et les
axes représentent I'évolution du temps et de 1'age.

Ce diagramme regroupe des cas qui peuvent se présenter comme suit :

L'individu 1 est observé de maniere complete entre les ages x et x +1,

L'individu 2 est observé alors qu'il est déja plus agé que x, il décede ou il quitte 1'effectif avant
d'avoir atteint 1'age x +1,

L'individu 3 entre dans l'effectif pendant la période d'observation alors que son age est déja
compris entre x et x +1,

L'individu 4 entre dans I'effectif pendant la période d'observation et déceéde ou quitte 1'effectif
avant d'avoir atteint 1'age x +1.

temps

{108 =
]
Ly
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Les modeles des données de survie couramment utilisés pour construire les tables de mortalité
tiennent compte de ces différents phénomeénes. La méthode non paramétrique de
Kaplan-Meier a été retenue pour estimer la fonction de survie associée au portefeuille et ainsi
calculer les probabilités de déces par age. De plus, cela permet de ne faire aucune hypothése
quant a la loi de probabilité que suit la variable aléatoire : la durée de survie.

Section 1.2 — Construction de la base de données

La base de données est installée dans le progiciel OPUS dont I’extraction nous fournit
plusieurs tables mensuelles. Celles qui nous intéressent sont Situ, Mouvprev et Videnp.

La table Situ représente la situation du contrat. Elle contient la majorité des informations
nécessaires pour la construction d’une base qui servira a 1’étude. Les champs retenus sont :

» Code produit

» Numéro de police

» Numéro de ’assuré

» Age a la souscription

» Date d’effet du contrat

» Code de la derniére situation du contrat (EncPP : En cours de paiement, LibPP : Libéré de
prime, Reduit, RachT : Rachat Total, Deces, Sseffe : Sans Effet...)

» La date de la derniére situation du contrat

La table Mouvprev regroupe les mouvements de chaque contrat (primes et prestations). Un
seul champ est retenu, il s’agit de la date de naissance de I’assuré qui ne se trouvait pas dans
la table Situ. Dans la table des assurés Videnp, on retient le sexe de I’assuré.

Les bases Situ et Mouvprev sont des photographies du portefeuille sur un exercice donné.
Donc dans la base de ’année N, la majorité des sorties antérieures a cet exercice n’y figure
plus, de méme, que les futures affaires nouvelles ne sont pas présentes.

Au final, pour créer une base d’étude, j’ai fusionné les années 2005 a 2011 en ne retenant que
les contrats vie entiére et en gardant la derniére information de chaque contrat pour éviter
d’avoir plusieurs lignes sur chaque police. La base ainsi obtenue contient 303 261 contrats.

La raison pour laquelle on sélectionne le numéro de I’assuré est qu’il peut posséder plusieurs
contrats. Pour I’étude de mortalité, il faut comptabiliser une seule fois chaque assuré. Un
traitement de suppression de ces doublons permet de constituer une base de 288 613 assurés.

En tenant compte des déclarations tardives de sinistres, il faut un décalage entre la date de fin
d’observation et la date de la derniére base d’extraction afin de ne pas sous-estimer le risque
de mortalité. En référence aux lignes directrices de la commission d’Agrément, la durée
d’observation doit étre un multiple de douze mois et comprise entre trois et cinq ans. Je
retiens donc pour la période d’extraction 01/01/05 — 31/12/10.

Cette sélection entraine une base de 280 153 assurés.
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Apres la définition du périméetre, un nettoyage des données est nécessaire en langant des tests
de cohérence afin de corriger les anomalies.

Les tests de cohérence sont les suivants :

» La date de naissance n’est pas mentionnée

» La date d’effet n’est pas mentionnée

» La date de naissance est supérieure a la date d’effet du contrat

» La date de sortie est inférieure a la date d’effet

A ce niveau, aucune anomalie n’est détectée.

Les prestations au titre des contrats vie entiére de la société consistent a payer un capital au
déces apres réception de 1’acte de déces de 1’assuré, dans le but d’honorer les derniéres
volontés du défunt. Ces prestations funéraires sont percues par ’entreprise funéraire. Il y a
donc trés peu d’erreurs sur les dates de décés des assurés dans les bases du systéme
d’information de la société.

Section 1.3 — Outils probabilistes

Dans cette section, je présente les fonctions permettant de décrire une distribution de survie.

Supposons que la durée de survie Y soit une variable positive ou nulle, et absolument
continue. Nous pouvons définir la loi de Y par ce qui suit :

» La probabilité de survivre au dela de t est la fonction de survie S(t) :
S(t) = P(Y > t), ou t est un réel positif,

S(t) est une fonction décroissante et continue, telle que S(O) =let lim S(t)=0
t—+oo

» La fonction de répartition F(t) de la variable Y est la probabilité de décéder avant I’instant
t:

F(t)=P(Y <t)=1-5(t)
Dans certains ouvrages, la fonction de survie est définie par S(t)=P(Y >t) au lieu de
P(Y >t) entrainant du méme coup la formulation de la fonction de répartition égale a

P(Y <t) au lieu de P(Y <t). Lorsque la variable Y est continue, ces deux quantités sont
égales.
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t
» Soit f(t) la densité de Y. On a F(t) = Io f(x)dx.

Si la fonction de répartition admet une dérivée au point t :

(1) = ]113(1) P(t < Yh< t+h) _F(1)=—s (1

Cette fonction caractérise la probabilité de mourir dans un petit intervalle de temps apres
I’instant t.

Ces trois fonctions caractérisent la loi de Y.

» Le taux instantané de déces est la probabilité de mourir dans un petit intervalle de temps
juste apres I’instant t, conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’a I’instant t :

_ Pltsy<t+hy>t)
h(t) = lim
h—0 h

W _ S

Cette fonction vérifie les relations suivantes : h(t) =
S(t) S(t) dt

t
On obtient : S(t) = exp(— Jo h(x) dxj . La fonction h caractérise la loi de Y.

» Le taux instantané cumulé H(t) est I’intégrale du taux instantané :

On a aussi : H(t)=—In(S(t)) et f(t)=h(t)-exp(—H(t)).
La fonction h n’est pas une densité de probabilité car H(+ oo)=+oo
Une autre interprétation de la fonction h :

_ PlesY<t+hy>t) £y >t)
h(t) = lim = lim
h—0 h h—0 h

La fonction h au point t s’interpréte en tant que densité conditionnelle de la loi Y sachant
que Y>t. Ceci nous amene a définir la fonction de survie conditionnelle.
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» La fonction de survie conditionnelle est définie par :

S(tte)=P(Y 2 t+ oY > ty)=

Elle s’exprime aussi a 1’aide du taux instantané de déces :

S(ifry)= St to) _ exp(_ ["h(x) dxj

S(to) to

Les fonctions de survie conditionnelle caractérisent la loi de Y.

Notation actuarielle

Dans I’assurance vie, afin d’évaluer un risque, on est amen¢ a considérer un individu ayant
déja atteint un age x. Sa durée de vie future est notée T, .

La fonction de survie présentée précédemment est notée en actuariat (p, :
tPx = P(Tx = t)

On définit le taux annuel de vitalité p, noté par la suite p, . C’est la probabilité de survie
au bout d’un an.

On désigne . q, la probabilité de déces entre deux dates t et t” pour cette personne :

der9x = P(t < TX < t+t'): P(TX 2 t)_P(Tx 2 t—i't'):tpx_tﬁ'px

Comme pour le taux annuel de vitalité, on détermine un taux annuel de mortalité ;q,

simplifié¢ en q, . On obtient la relation suivante :

px tqx =1

Table de survie

Supposons maintenant un groupe homogeéne de personne d’age x au nombre de Ly. Ces
individus déceédent indépendamment les uns des autres. Cette hypotheése exclue tous
phénomenes de contagion et catastrophes.

Soit X, (t), ’indicateur de survie de I’individu i au temps t :

X;(t)=

1 sivivanten t
0 sinon
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Le nombre de survivants a I’instant t de ce groupe est :
LX
L x+t = ZXi (t)
i=1

X;(t) suit une loi de bernouilli de paramétre ,p, . Pour tout i, les variables X, sont
indépendantes. On déduit que la variable aléatoire L, , suit une loi binomiale de

parametres L, et p, .
Par définition, son espérance mathématique est : E(L,,,)=L, - p4

Pour tout t, on note E(L,,,)=1,,, appelé nombre probable de vivants & I’Age x-+t.

Une table de survie ou de mortalité est déterminée par une suite, en général d’entiers,
{l,,x un entier et 0 < x < ®}. ® représente I’dge limite et on pose 1,=100 000 comme
base de départ.

Le tableau ci-dessous renseigne, pour la table de mortalit¢ TH00-02, le nombre probable
de vivants pour chaque age.

THOO-02
Ix
] 100 000
1 89 511
2 99 473
3 09 445
4 99 424
5 99 405
105 39
106 19
107 g
108 4
109 2
110 1
111

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire page 81 sur 128



Centre d’Etudes Actuarielles Eric MEGEL

Chapitre 2 — Kaplan Meier

Section 2.1 — Définition

E. Kaplan et P. Meier en juin 1958 publient dans le journal de 1I’American statistical
Association un article intitulé « Non Parametric estimation from incomplete observations »
dans lequel ils définissent DI’estimateur PL (Product-Limit) de la fonction de survie
S(t)=P{Y >t}, pour tout t>0.

La méthode de Kaplan Meier consiste a dire que : Etre en vie apres l’'instant t, c’est étre en
vie juste avant t et ne pas mourir a l’instant t.

Intuitivement, étre en vie apres t jours implique d’avoir survécu au jour 1, au jour 2, ..., au
jour t-1 puis au jour t. En terme probabiliste, cette assertion se traduit par :

S(t)=P(Y > t)

P(Y > [y > t—1)xS(t-1)

P(Y 2y 2 t—1)xP(Y > t—1|Y > t-2)xS(t-2)

P(Y2 (Y 2 t—1)xP(Y 2 t-1 [Y 2 t-2)xP(Y 2 t-2 [Y > t-3)x..xP(Y 21[Y 2 0)xP(Y >0)

ou de maniére plus générique : S(t) = P(Y > t|Y > t')x S(t')

Soit P; la probabilité d’avoir survécu au jour j conditionnellement au fait d’étre en vie juste

avant ce jour, c'est-a-dire P; = P(Y > j|Y > j—l) alors :
S(t) =P, xP,_; XP,_, X..xP; X1

S(t) peut donc étre estimé par le produit des estimations f)j de P;, ou f)j est égal a la

proportion observée de sujets ayant survécu au jour j parmi ceux des sujets qui étaient vivants
juste avant j.

Soit un n-échantillon (Y;,...,Y,) d’une variable aléatoire positive Y avec une censure
aléatoire (C,,...,C,) correspondant a la date de sortie de 1’assuré. Les dates de décés et de
censures sont des variables aléatoires indépendantes et sont la représentation de variables

aléatoires Y et C.
Au lieu d’observer (Y,...,Y, ), on s’intéresse a :

T =Y AC.
{ ! ' ! aveci=1,2,...,n

Di=ler=v)
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On associe donc a chaque individu un couple de durées (Y;,C;), variables aléatoires positives,
dont seulement la plus petite est observée. D; =1 représentant un déces et D; =0 une
censure. T, indique le minimum entre Y; et C;, soit ’dge de déces ou I’age de derniere
observation d’une personne non décédée.

On ordonne les T; par ordre croissant pour obtenir la statistique d’ordre le <...< Tl; et les

D; correspondant.

On découpe la période d’observation en intervalles disjoints, a chaque déces observé pour

obtenir une suite d’intervalles de la forme I; = [Ti'_1 , T; [.

Définissons les variables utilisées dans la formulation de I’estimateur de Kaplan Meier.

Les sujets sous risque

Soit pour tout t de la période d’observation, la variable R(t) représentant les personnes
présentes a cette date. Les personnes ne sont ni décédées, ni censurées.

n

R(t)= Zl(Yi AC;>t)

i=l

Le nombre de déces

Soit M(Ti') le nombre de déces observé a la date Ti'. Nous pourrions donner en définition ce

nombre pour tout t mais cela est inutile, en effet nous verrons ultérieurement que I’estimateur
de Kaplan Meier n’est variable qu’aux dates du découpage, donc aux dates de déces.

)= 30

L’estimateur naturel de q; =1-p; =1- P(Y > T{‘Y >T, ) est le rapport entre le nombre de

morts dans le i™ intervalle I; et le nombre des sous risque au début de Iintervalle.
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Définition de I’estimateur de Kaplan Meier

Nous avons donc en tout point de la période d’observation, I’estimateur de la fonction de
survie Sy -

. T
Sent) =] 1=
’Ii' <t R(Tl )

Variance
L’estimateur de Greenwood donne une estimation de la variance :

M.

1

R;(R; -M;)

Vi (0] =820 (0)- 3

T; <t

Maximum de vraisemblance

L’estimateur de Kaplan Meier est un estimateur de maximum de vraisemblance généralisé
(cf. 1a démonstration dans le livre de J.J. Droesbeke).

Remarques

L’estimateur de Kaplan Meier est I’unique estimateur cohérent de la fonction de survie.

Nous constatons que I’estimateur de Kaplan Meier ne varie pas entre les subdivisions de la
période d’observation. Ainsi, il ne varie qu’au moment du décés observé, aux dates ou il n’y a
que des censures, le facteur correspondant dans 1’estimateur est égal a 1, et ne fait donc pas
varier |’estimateur.

Nous supposons qu’il n’y a pas d’ex-@quo dans I’échantillon observé, mais en général cela
n’est pas vrai du fait de la discrétisation de la période d’observation. Ainsi, pour 1’assureur,
les données sont au minimum journalieres et ne peuvent étre plus précises. Nous
considérerons dans ces cas pour notre étude qu’un déces préceéde une sortie et suit une entrée.
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Section 2.2 — Résultats

Dans un premier temps, j'utilise I’estimateur sur trois périodes d’observations afin de
constater I’évolution de la mortalité du portefeuille. Les années sélectionnées sont 2007, 2008
et 2009. Le graphique ci-dessous présente les résultats en y incluant la table de mortalité

THO00-02 pour comparer.

0,35
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0,25

0,20
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0,15
0,10
(1,05

0,00

Comparaison des résultats Kaplan Meier 2007 a 2009 avec la table TH 00-02

Eric MEGEL
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On constate que la table réglementaire TH00-02 est inférieure avant I’age de 65 ans. Entre 40
et 67 ans, puis a partir de 93 ans, on obtient de grandes variations des taux de déces. La

tranche d’age restante, soit de 68 ans a 92 ans, les taux de déces sont assez stables.
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Le graphique suivant présente la proportion cumulée des assurés par age.

Eric MEGEL

Répartition cumulée des assurés en fonction de I'age
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Les assurés agés de moins de 62 ans ne représentent que 10 % du portefeuille. Ceci peut
rendre fluctuante 1’estimation du taux de mortalité. Méme remarque pour les grands ages.

Apres cette premicre analyse, j utilise a nouveau 1’estimateur sur une longueur d’observation
plus grande soit de trois années. Le résultat obtenu est dans le graphique ci-dessous.

Comparaison du résultat Kaplan Meier 2007-2009 avec |la table TH 00-02
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Le passage sur une période de trois années entraine une nette amélioration entre 40 et 67, puis
sur les grands ages. Dans 1’étape suivante, le lissage des taux bruts, je retiens la tranche

68-92 ans.
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Chapitre 3 — Whittaker—Henderson

Section 3.1 — Définition

Cette méthode de lissage doit son nom a Whittaker qui 1’a introduite et a Henderson qui a
montré comment passer de la théorie a la pratique.

L’objectif de cette méthode consiste a réaliser un compromis entre la fidélité F aux données
brutes et la régularité S des données lissées, grace a deux parametres h et z entiers positifs.
Plus h et z sont grands, et plus le lissage est important, au détriment de la fidélité aux données
brutes. Cette méthode non-paramétrique est utilisée, entre autres par le Bureau Commun des
Assurances Collectives (BCAC) pour le lissage des barémes de provisions mathématiques en
incapacité / invalidité.

Pour un age x, notons u, le taux brut, w, le poids associ€ a I’observation et v, le taux lissé.

Le principe général utilisé par cette méthode de lissage de courbe est le suivant :

n
Le critére de fidélité “Fit”: F=> w, x(v, —u, )’

x=1
n—-z
o , T ’9 z 2
Le critere de régularité “Smoothness™ : S = Z(A VX)
x=1

ou z fixe le degré du polynome utilisé pour le critere de régularité, z est généralement compris
entre 2 et 4.

Pour rappel : A’ v, =A" v, —A"tv, pourz>0. A’v, =v,

Nous prenons une combinaison linéaire de la fidélité et de la régularité en mettant plus ou
moins l'accent sur la régularité au moyen du parametre h.

n n—z >
M=F+h><S=Z:WX x(v, —u, ) +h><Z(AZVX)
x=1

x=1

Les valeurs ajustées v, pour x =1, 2, ..., n, seront celles qui minimisent la mesure composite
M qui est fonction des n valeurs inconnues de v, . Pour trouver les v, , il nous faut résoudre
les n équations provenant des dérivées partielles de M par rapport a chacun des v, , tel que le
résultat soit nul. Nous pouvons donc écrire :

aM=

—=0,x=1,2,..,n
v
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Pour trouver la solution, nous allons utiliser la notation matricielle. Soient U une matrice
colonne de dimension n contenant les valeurs a lisser, W la matrice des poids et V une matrice
colonne de dimension n contenant les valeurs lissées :

U Vi Wi . . . 0

Nous pouvons réécrire F en notation matricielle :
F=(V-U)"xWx(V-U)

Nous devons également obtenir le vecteur suivant, qui représente les différences avant d'ordre
z de V, nous avons donc un vecteur colonne de n- z lignes :

AZVI

AV =],

z
A Vn—z_

Ce qui nous permet d'écrire S en notation matricielle :
VA U z
S=A"V| x|A"V
Pour trouver A”V , réécrivons ce vecteur en utilisant une matrice spéciale K, qui contient les

coefficients binomiaux d'ordre z. Le signe des coefficients alternera et commencera
positivement pour z pair. La dimension de cette matrice est de (n - z)>< Z.

AV =K, xV
La mesure M devient :

M =F+hxS
= (V-U)" xWx(V-U)+hxa7v) x(a?V]
=(V-U)"xWx(V-U)+hxVTxK, T xK, xV

En développant et en regroupant, nous trouvons :

M=VIxWxV-2xVIxWxU+UTxWxU+hxVTxK,TxK,xV
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La dérivée vectorielle de M par rapport a V conduit a I’équation suivante :

a—M=2><W><V—2><W><U+2><h><KZT><KZxV:O

oV

Apres résolution, nous trouvons :

WxV+hxK," xK,xV=WxU

En posant C=W +hx KZT x K, nous pouvons écrire :
CxV=WxU
Si C est réguliere, nous pouvons obtenir la solution suivante :
V=CTlxWxU

Dans la pratique et conformément aux essais réalisés par les auteurs de la méthode, nous
choisirons z = 3 indépendamment de la courbe a lisser.

Nous donnons ici la forme générale de A*V avec z=3 et n =10 :

Vi
103 =3 1 0 0 0 o 02
0 -1 3 -3 1 o 0o o ol ]|
0 0 -1 3 =3 1 0 0 0 of]"™
0 0 0 -1 3 -3 1 0 0 0lx "
0 0 0 0 -1 3 -3 1 0 of]"'®
0 0 0 0 103 =3 1 of |7
0 0 0 0 0 -1 3 -3 1) |8

Vo

V1o
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Section 3.2 — Résultats

Eric MEGEL

Le résultat final prend en compte la méthode de type A ou on attribue le méme poids a tous

les ages.

W

« =1 quelque soit x=68,...,92

En prenant z= 3, je fais varier le parametre h pour observer les écarts de lissage. Pour obtenir
une courbe satisfaisante en tenant compte des objectifs fixés sur la forme de la courbe, a
savoir un taux de déces croissant en fonction de I’age, les différentes simulations conduisent

au choix de h=4.

Le graphique suivant présente les

résultats en incluant les données brutes.

Comparaison taux bruts et taux lissés

Taux de mortalité
(=]
i=)
oo

0,04
0,02 -
00 -
68 69 70 71 72 73 74 75 76777879A808182 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92
ge

Une premiere validation vient d’étre faite en vérifiant que les taux de mortalité sont croissants
avec I’age. Les autres contrdles vont porter sur la régularité de la courbe et sur la fidélité aux

données observées.

Critére de régularité

92—z

2
Il'y a régularité des taux lissés si : Z (AZ VX) —0

x=68

89

Dans notre étude z=3, il faut donc vérifier que Z (Vs =3Vypo +3V,00 —V, ) —0
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Criteres de fidélité

Le premier critére est que plus la somme des distances entre les taux bruts et les taux lissés
est proche de 0, plus la fidélité est grande :

92
Z|ux —vx|%0

x=68

La seconde vérification porte sur le ratio du nombre de déces observés sur ceux attendus.
On applique la table de mortalité¢ au portefeuille étudié afin de déterminer le nombre de
déces attendus (noté A). On compare au nombre de déces observés (noté O) en calculant le
ratio O/A. Plus ce ratio est proche de 1, meilleure est la prédiction.

Test des changements de signes

Une mesure assez simple de la qualité de 1’ajustement peut étre définie en termes de
nombre de changement des signes de la suite des écarts entre les taux lissés et les taux
bruts.

Soit d, la suite des écarts entre le taux lissé d’age x et le taux estimé initial d’age x :

Un bon ajustement serait indiqué si la suite des écarts montrait les changements assez
fréquents du signe, impliquant que la suite des taux lissés s’entrelace avec la suite des taux
estimés initiaux, plutot que de se trouver principalement au-dessus ou en dessous d’elle.

Le signe de la différence a, dans les conditions d’application de 1I’approximation normale,
une probabilité de 50 % d’étre positif. Si les dges sont indépendants, la probabilité que
d, et d,,; n’aient pas le méme signe est égale a 50 %. La plage d’age contient p valeurs,
le nombre de changements de signe dans la suite des d, est distribué suivant une loi
binomiale de parametres (p-1 ; 0,5).

Lorsque p-1 est plus grand que 20, I’approximation normale de la distribution peut étre
2n—(p-1)

o1

pas dans la région [-1,96 ; 1,96] de la distribution normale.

utilisée. On rejette si S = , avec n le nombre de changement de signe, ne tombe
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Prolongement de la table

Pour déterminer les flux du passif dans la quatriéme partie, la table obtenue par le lissage
doit étre prolongée dans les deux sens. La méthode utilisée est dans un premier temps de
taux mortalite

calculer pour chaque age le ratio - .
taux mOftallteTHoo_Oz

Ensuite, je retiens les premiers ages jusqu’a 84 ans et je détermine une courbe de tendance
me permettant de prolonger jusqu’a 40 ans. La courbe la plus adéquate est de forme
exponentielle avec un R? de 97 %. Avec ces ratios supplémentaires et en utilisant a
nouveau la TH00-02, je détermine les taux de mortalité.

Enfin, méme méthode pour le prolongement a droite. Je retiens les ratios des ages allant de
84 a 92 ans. La courbe de tendance est aussi de forme exponentielle avec un R? de 99 %.
J’emploie le méme processus pour obtenir les taux de mortalité pour les grands ages.

Le graphique suivant est le résultat de cette méthode en comparant avec la table TH00-02.

Comparaison de la table d'expérience aveclaTH00-02
06

a5 A

—TH

——EXPERIENCE
04 //
0,3 //
0,2

L L e e L e L e o o o o B LI I e e s s s L e s s e s s e o e s s o s o o

40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 BB 70 72 74 76 7B BO B2 B4 B6 B8 90 92 94 96 98 100102104106
Age

Taux de mortalité
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Chapitre 4 — Etude des taux de rachat

Le souscripteur peut, a tout instant, faire valoir le droit de créance qu’il possede sur la
provision mathématique de son contrat. Il percoit alors une somme appelée « valeur de
rachat ». Ce versement libére définitivement 1’assureur de toutes ses obligations.

L’article L331-2 du Code des Assurances mentionne que « pour tout contrat d'assurance sur
la vie comportant une valeur de rachat ou de transfert et pour tout contrat de capitalisation,
la valeur de rachat ou le cas échéant, de transfert est égale a la provision mathématique dans
la limite, pour la valeur de rachat des contrats d'assurance sur la vie, du montant assuré en
cas de déces »

L’article R331-5 ajoute que « L'indemnité mentionnée a l'article L. 331-2 ne peut dépasser
5 % de la provision mathématique du contrat, et doit étre nulle a l'issue d'une période de dix
ans a compter de la date d'effet du contrat »

Le graphique suivant compare les taux de rachat annuel constaté dans le portefeuille vie
enticre de la société avec le taux moyen des emprunts d’états (TME). La raison du choix du
TME pour cette comparaison est qu’il peut étre un estimateur (cf. QIS 5) du taux attendu par
les assurés dans la modélisation du rachat.

Pour le calcul du taux de rachat j’utilise la méthode actuarielle :

nb rachats
nb entrees  nb sorties
2

taux rachat =

stock ouverture +

Le graphique suivant présente les résultats sur les années 2000 a 2010.

Comparaison taux de rachat et taux du TME
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Le comportement des souscripteurs en terme de rachat sont insensibles aux conditions
financieres de marché car leur détention se fait dans une optique purement de prévoyance.
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Conclusion de la troisiéme partie

J’ai appliqué une méthode d’estimation et d’ajustement des taux bruts de déceés sur le
portefeuille vie entieére de la société. En utilisant la méthode non paramétrique de Kaplan
Meier et la technique de lissage de Whittaker Henderson, j’ai construit une table d’expérience
afin de projeter les flux de prestations futures pour I’étude actif-passif.

Les tables de mortalité autorisées par le Code des Assurances, en particulier celle qui nous
intéresse ici: la THO00-02, sont prudentielles et souvent apparaissent des écarts entre la
mortalité théorique provenant de cette table et la mortalité constatée sur le portefeuille propre
a la société. L’étude a permis de montrer que la mortalité est en dessous de la TH00-02 a
partir de 65 ans.

Dans la prochaine partie, ou on définit le produit test, I’'une des hypothéses est qu’ AUXIA
conserve la table réglementaire pour la tarification et 1’évaluation des provisions
mathématiques. Donc, elle se donne une marge technique alimentant en partie la participation
aux résultats qui, conformément au mécanisme réglementaire, est redistribuée aux assurés par
la participation aux bénéfices.

La seconde étude porte sur le taux de rachat constatée sur ce méme portefeuille. Cette
information est employée a la fois dans 1’actif-passif et dans le QIS 5 dans la quatrieme partie.
On a constaté que sur plusieurs exercices, peu de souscripteurs exercent le droit de racheter
quelle que soit I’évolution du marché. Le taux de rachat est global, il représente a la fois les
rachats structurels et conjoncturels. Ces contrats ne présentent donc pas d’options cachées et
j’en tiens compte dans 1’étude du QIS 5.
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PARTIE IV :

ACTIF-PASSIF & SOLVABILITE 2
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Partie IV — Actif—Passif & Solvabilité 2

Le premier chapitre, présente les caractéristiques techniques du produit test. Les résultats sur
la description du portefeuille décrite dans la premicre partie permettent de poser des
hypotheses sur la souscription. Les formules sur la tarification et le provisionnement sont
présentées, ainsi que le mécanisme d’attribution de la participation aux bénéfices. Pour clore
ce chapitre, les hypotheses sur I’allocation des actifs sont exposées.

Le deuxieme chapitre définit le pilier 1 de solvabilité 2 en rappelant ses objectifs et les
principes généraux. Le chapitre suivant présente la méthodologie sur les calculs du best
estimate et des deux niveaux de fonds propres, le capital de solvabilité requis et le minimum
du capital requis.

Les projections des différentes variables financicres présentées dans la seconde partie et celles
correspondant aux sinistres et rachats modélisées dans la troisieme partie permettent de lancer
une étude actif-passif et de vérifier si I’objectif sur le taux de rendement est atteint en faisant
varier la composition du portefeuille d’actifs le cas échéant. Ensuite, ce portefeuille fictif est
intégré dans le périmetre AUXIA afin de mettre a jour I’étude du QIS 5 et de constater les
variations des différents parametres tels que le best estimate, le SCR et le MCR. L’ensemble
des résultats sont dans le dernier chapitre.
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Chapitre 1 — Caractéristiques du produit

Le contrat a pour objet le versement du capital inscrit au certificat d’adhésion au déces de
I’assuré augmenté des participations aux bénéfices acquises, pour le financement et
I’organisation des obseques.

La date d’effet est le 30 juin 2010 et le capital a la souscription est de 4 000€.

La table de mortalité¢ utilisée pour la tarification et le provisionnement est la table

réglementaire TH00-02.

Taux d’intérét technique

Jai énoncé précédemment D’article A132-1 du Code des Assurances indiquant un taux
d’intérét technique maximal en fonction du TME semestriel. Pour notre produit, ce taux ne
doit pas dépasser 60 % du TME ou 3,5 %.

Le graphique ci-dessous présente les évolutions du taux de référence (60 % du TME) et le
taux technique. La production se situant dans I’année 2010, je fixe le taux technique a 1,5 %.

Evolution du taux d'intérét technique maximal

2.9%

» VA

e\ ~| \

2,1% ‘A\\ /l :L e 50% TV E
n\__/J \Aq

= Taux technicue
1,9% ‘
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Profils des souscripteurs et des assurés

La production en 2010 est de 12 000 contrats ventilés de la maniére suivante :

PU 52% 6 240 contrats
PP5 8% 960 contrats
PP10 7% 840 contrats
PPV 33% 3960 contrats
Prime Age % contrats
PU 60 18% 1123
PU 70 17% 1061
PU 75 20% 1248
PU 79 25% 1560
PU 83 20% 1248
PP5 51 18% 173
PP5 61 22% 211
PP5 68 20% 192
PP5 74 23% 221
PP5 80 17% 163
PP10 48 18% 151
PP10 56 18% 151
PP10 62 24% 202
PP10 68 20% 168
PP10 76 20% 168
VIAGER 55 13% 515
VIAGER 61 20% 792
VIAGER 66 25% 990
VIAGER 72 24% 950
VIAGER 78 18% 713

Eric MEGEL

Les cotisations sont payables d’avance et dans le cas d’un contrat a prime périodique, la
périodicité est annuelle dont 1’appel de prime est en milieu d’année.

Formule de tarification

Notations :

X : L’age a la souscription
C : Capital garanti

2 : Chargement sur capital
o : Chargement sur prime

p : Durée de paiement
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Le tableau suivant présente les différents taux de prime pour un capital déces de 1€.

PAIEMEMENT
UNIQUE p =5 o0u 10 ANS VIAGER
TYPE DE PRIME
M IT IT
PURE I, =— p Oy =—2 Oy =—
DX an aX
. ) oI COII
INVENTAIRE I, =TI, +g, xd, pWx = 3 Wy =
pex dx
" H' " 0)' " 0)'
COMMERCIALE I, =+—= PO =7 0, =7—>
(l_gp) (l_gp) (l_gp)

Provision mathématique

L’article R331-3 du Code des Assurances définit la provision mathématique comme étant
égale a «la différence entre les valeurs actuelles des engagements respectivement pris par
[’assureur et par les assurés »

L’article A331-1-1 du méme Code stipule que « les provisions mathématiques des contrats de
capitalisation et d'assurance sur la vie, doivent étre calculées d'apres des taux d'intérét au

plus égaux a ceux retenus pour l'établissement du tarif »

Soit Vi la provision mathématique a date anniversaire k du contrat :

» Si le contrat est a prime unique ou libéré de prime : V| =C ><1'I'X K
» Sile contrat n’est pas a cotisation viagere : Vi =Cx(IT'y —, OJ'X Xp—k x4k )

> Sinon: Vi = Cx(IT'yy ~0, X 1)

La provision mathématique en fin d’année se calculera par interpolation linéaire entre les
provisions mathématiques a date anniversaire k et k+1.
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Participation aux bénéfices

Attribution d’un capital PB supplémentaire libéré de prime en fin d’année. La prime n’est
donc pas revalorisée.

Soient pour I’année n :

y : L’age atteint

txPBn : Le taux de PB

CapPBn : Le capital PB

PSn : Les prélévements sociaux

L’assureur essaye d’obtenir chaque année un taux de rendement global égal au taux
d’inflation du funéraire. Dans le cas d’une inflation basse, I’assureur affecte au mieux un taux
cible de 2,3 % correspondant au taux d’inflation du funéraire moyen.

Pour rappel, la participation aux bénéfices est égale a la participation aux résultats allouée aux
assurés apres déduction des intéréts crédités aux provisions mathématiques.

Soit la provision mathématique nette de fiscalité afférente a la PB :

PMPB, . = max{0;(txPB, X V3,15, )—PS,, }

nette

nette

PMPB
On détermine ensuite le capital PB : CapPB,, =———

y

L’article 10 de la loi de Finance rectificative du 19 septembre 2011 publiée au journal officiel
du 20 septembre augmente les contributions sociales a un niveau total de 13,50 % dont la date
d’effet de 1’évolution est le 1% octobre 2011.

Pour mémoire, le graphique ci-dessous rappelle 1’évolution des contributions sociales
applicables aux produits d’assurance sur la vie.

fév 1996
jan 1897
jan 1898
juil 2004
jan 2005
jan 2009 12,10%
jan 2011 12,30%

oct2011 13,50%

T
0% 2% 4% 6% 8% 10% 12% 14% 16%
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Valeur de rachat

Le souscripteur peut a tout moment demander le rachat total de son contrat. Le versement de
la valeur de rachat met fin au contrat. Une pénalité de 5 % est appliquée sur les dix premicres
années du contrat.

Soit t la date du rachat, le montant du rachat total est égal a 95% XV, sur les 10 premicres

années et a V, les années suivantes.

Réduction

L’article L132-20 du Code des Assurances mentionne que le paiement des primes d’un
contrat d’assurances vie n’est pas obligatoire. Le défaut de paiement aprés une non
régularisation dans un certain délai entraine une modification du contrat, c’est la réduction du
contrat. Les engagements sont réduits en fonction du montant de la provision mathématique.

Soit la réduction a date t pour un assuré ayant atteint I’dge y. Le capital réduit est égal & —- .
y

Placements
Les engagements envers les assurés doivent étre représentés par des actifs équivalents sous
certaines regles :
Reégle de congruence :
Les articles R332-1 et R332-1-1 du Code des Assurances informent que « les engagements
pris dans une monnaie doivent étre couverts par des actifs congruents, c'est-a-dire libellés
ou réalisables dans cette monnaie. ». Le second article en définit une limite: « /es
entreprises d'assurance peuvent, a concurrence de 20 p. 100 de leurs engagements, ne pas
couvrir ceux-ci par des actifs congruents. »
Regle de limitation :
L’article R332-3 du méme Code donne des limites sur 1’allocation des actifs :
» 65 % pour les actions
» 40 % pour I'immobilier
» 10 % pour les préts
Le portefeuille de placements d’AUXIA est géré par la société de gestion de portefeuille,

filiale du Groupe Malakoff Médéric, agréée par I’AMF dans le cadre d’un mandat de gestion
mis en place entre cette société et AUXIA.
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L’allocation stratégique d’AUXIA est décidée par son Conseil d’Administration. Fondée sur
une analyse de scénarii de stress, en relation avec le niveau des fonds propres, 1’allocation
stratégique privilégie 1’investissement obligataire, la part actions est cependant fixée a un
niveau significatif, en relation avec les contraintes de passif spécifiques a I’entité.

A fin 2010, les actifs se décomposent comme suit :

» 81 % d’obligations
> 16 % d’actions
> 3 % en monétaire

Lors de I’étude actif passif, je pars de cette décomposition afin de vérifier le nombre de cas ou
I’objectif sur le taux de rendement global n’est pas atteint. Dans le cas ou le taux technique
n’est pas atteint, il faudra tester une nouvelle allocation en diminuant la proportion des actions
afin d’arriver au résultat souhaité.

Autre hypothése dans mon étude, le portefeuille est recomposé afin de conserver la répartition
initiale.
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Chapitre 2 — Solvabilité 2

Objectifs

En 2001, la Commission Européenne a ainsi lancé le projet Solvabilité¢ 2 afin d’améliorer
sensiblement le dispositif européen de surveillance prudentiel des compagnies d’assurance.

Les principaux objectifs poursuivis sont :

» Accroitre la protection vis-a-vis des preneurs d’assurance,

» Etablir une exigence de capital de solvabilité prenant en compte 1’ensemble des
risques auxquels sont expos€s les assureurs, en tenant compte de 1’évolution des
techniques financieres et de gestion des risques,

» Harmoniser les normes prudentielles du secteur de 1’assurance a la fois avec les
normes comptables internationales (IFRS) et avec celles s’appliquant au systéme
prudentiel bancaire (Bale 3) pour accroitre l'intégration des marchés en Europe et

renforcer la compétitivité internationale des assureurs européens,

» Donner un réle accru de contrdle aux superviseurs.

Limites des références actuelles

Les comptes sociaux d’une compagnie d’assurance ne donnent pas une vision de sa richesse,
puisque le bilan est établi sur le principe du colt historique et le Code des Assurances
introduit des régles prudentielles pour le calcul des provisions techniques d’assurance. Ces
deux principes ne conduisent pas a une vision économique du bilan de la compagnie
d’assurance.

La marge de solvabilité est déterminée proportionnellement aux provisions mathématiques et
aux capitaux sous risques en vie. Méme si le dispositif actuel présente ’avantage d’étre
simple, il est I’objet de certaines critiques :

» Le risque de souscription est mal appréhendé pour I’exigence de solvabilité, il ne tient
pas compte de la nature des risques souscrits (pas de pénalisation en cas de sous-
tarification ou de sous-provisionnement et calcul indépendant de la volatilité¢ des
risques).

» La réassurance n’est pas traitée convenablement en terme de transfert de risques et de
qualité de crédit des réassureurs.

» La diversification des risques, ainsi que les corrélations entre actif et passif, ne sont
pas pris en compte dans le calcul des fonds propres,

» Le risque de placement n’est pris en compte que par le biais de contraintes
réglementaires de composition et de diversification des actifs. Un assureur prudent
dans la gestion de son actif ne sera pas avantagé par une moindre immobilisation de
capital pour couvrir son exigence de solvabilité.
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Principes généraux

La directive Solvabilité¢ 2 adoptée par le Parlement et la Commission européenne en 2009
repose sur une structure identique a celle de Bale 3. Elle s’articule autour de 3 piliers,
complétés par le quatrieme aspect que constitue le régime envisagé pour le contréle des
groupes.

Dans ce mémoire, seul le pilier 1 (exigences quantitatives) sera défini. Son contenu est le
suivant :

» Dispositions permettant d’apprécier la solvabilité d’une compagnie d’assurance, a
savoir les méthodologies et les calibrations destinées a évaluer les exigences de
solvabilité et les fonds propres €ligibles a leur couverture.

» Une attention particuliére est portée sur la qualité des données

Le pilier 1 vise a harmoniser les méthodes de calcul des provisions techniques et a ajuster le

capital nécessaire aux risques réellement pris (risques de passif et d’actif). Les sociétés
d’assurance seront soumises a des exigences particulieéres qui porteront sur 3 types de calculs :

Niveau 2 - capital requis

2) SCR

Intervention prudentielle graduge Capital nécessaire pour ne pas étre en ruine
SCR a horizon de un an avec une probabilité de
99 5% (une minetous les 200 ans)
Capital de

Niveau 1:plancher Solvabilite [ 3) MCR
Risque considére
comme étant inacceptable
pour les assurés

Requis Capital minimum requis calculé simplement
et compns dansune fourchefte de 25% a
45%du SCR

Niveau 0 ruine 1) Provisions techniques

Best Estimate + marge pour risque

Provisions Calcul basé surune approche économigque.

£ Il s’agit de déterminer pour chague branche
techmques un niveau de provisions techniques qui
permette de régler les prestations futures
avec un degré de confiance suffisant compte
tenu des nsques

Dans la formule standard, 1’évaluation du capital de solvabilité requis (Solvency Capital
Requirement ou SCR) de chaque risque est établie par un stress test sur les éléments impactés
du bilan économique. Le besoin en capital est évalué en mesurant I’impact d’un choc sur la
NAV (Net Asset Value)

NAV= valeur de marché des actifs — valeur économique des provisions techniques (BE seul)

Le SCR de chaque risque est donc NAV central — NA Vehoe
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Le choc est calibré pour correspondre a un besoin en capital requis pour assurer la solvabilité
sur 1 an avec une probabilité¢ de 99,5 %. Le capital de solvabilité¢ global est obtenu en
agrégeant les risques individuels selon une matrice de corrélation.

Conditions normales Conditions stressées
(Best Estimate) (quantile 99,5)

Actif Net

VM
BE . Actifs
passi

|} scr

ActifNel o e Net

Normal  Stress

Lorsqu’une société d’assurances ne peut développer un modele interne, elle a la possibilité de
calculer le SCR par une formule standard plus simple & mettre en ceuvre. Le calcul du SCR
repose sur deux hypotheses :

» Les risques évoluent dans un univers gaussien
» Les corrélations entre les risques sont linéaires
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Chapitre 3 — Méthodologie

Selon la segmentation d’assurance vie sous Solvabilité¢ 2 ou les engagements sont segmentés
par ligne d’activité (Line of business ou LoB), c’est un portefeuille vie enticre en assurance
vie avec participations aux bénéfices dont le principal facteur est le déces.

La méthodologie du QIS 5 se fait en trois étapes :

Etape 1

Evaluationdu bilan
économique

Valorisation des
actifs et passifs
(autres que les PT)

Etape 2

Fonds propres
éligibles

Etape 3

Calculdu
SCRetdu MCR

Calcul des SCR
individuels

Calcul des PT ) 3
Market consistent Identification et Calcul du BSCR
BE + marge de classification des (agrégation) et SCR
risque fonds propres (Tier) Opérationnel
Impbts différés Calcul du SCR par

ajustements par les
provisions techniques
et impots différés

Calcul du MCR

Section 3.1 — Best estimate

L’évaluation des provisions techniques et du capital de solvabilité est ici plus complexe dans
la mesure ou il y a attribution de participations aux bénéfices pour les assurés sur I’ensemble
des contrats.

Elle nécessite donc préalablement la projection conjointe d’un compte de résultat sous
Solvabilité 1 et d’un scénario financier de ’actif pour déterminer la part de résultat technique
et financier venant en revalorisation des engagements de I’assureur.

La méthodologie retenue pour le calcul du best estimate est conforme a celle présentée dans
les ONC (Orientations Nationales Complémentaires) sur la cinquieme étude quantitative
d’impact (Quantitative Impact Study ou QIS 5) pour I’assurance vie. Les contrats ne
présentent pas d’options de rachat car dans la troisieme partie du mémoire on a démontré que
les comportements des clients en termes de rachat sont insensibles aux conditions financicres
de marché ou de politique de participations aux bénéfices d’AUXIA.

Le best estimate est calculé en 2 phases. Le best estimate garanti correspondant a
I’engagement contractuel du taux minimum garanti, puis le best estimate global incluant les
participations aux bénéfices futures des assurés (Future Discretionary Benefits ou FDB).
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L’article 77 de la Directive précise que le best estimate « correspond a la moyenne pondérée
par leur probabilité des flux de trésorerie futurs, compte tenu de la valeur temporelle de
l'argent (valeur actuelle attendue des flux de trésorerie futurs), estimée sur la base de la
courbe des taux sans risque pertinents. »

Pour le 1" scénario, le best estimate se calcule ainsi :

F.
t . . o .
BE; = E I—Nt ou F, ; = Prestations; ; + Frais généraux; — Primes futures;
¢ (I+1)

Au final, on obtient le best estimate global :

NS
1 \ . .
BE=— z BE; , ou NS est le nombre de simulation.

NS3

Les primes futures sont intégrées conformément aux spécifications techniques du QIS 5, car
I’assureur n’a pas le droit unilatéral de mettre fin a la garantie ou de modifier la prime ou la
garantie.

Les prestations réglées dépendent de la mortalité annuelle du portefeuille et de la loi de rachat
d’expérience décrites dans la partie 11 de ce mémoire.

Les frais généraux, comprennent les frais internes : frais d’administration et frais de gestion
de sinistres.

Enfin T est la courbe des taux sans risques fournis par I’EIOPA (European Insurance and

Occupational Pensions Authority), autorités de controle des états membres (ACP pour la
France), en retenant une prime d’illiquidité de 75 % car les contrats du portefeuille répondent
aux criteres définie par le QIS 5.

Ce qui a changé par rapport a QIS 4 est I’inclusion de cette prime d’illiquidité dans la courbe
des taux. L’ Autorité de Contrdle Prudentielle en donne une définition :

« Ce mécanisme de prime d’illiquidité a été introduit pour traduire a un instant donné
lilliquidité des marchés financiers. Cette illiquidité permettrait a un assureur d’investir
volontairement dans des actifs illiquides bénéficiant d’un rendement supérieur a celui des
actifs liquides des lors que ses engagements envers ses assurés lui permettent une assez
bonne previsibilité des flux futurs et ne le forcent pas a devoir vendre les actifs illiquides
de fagon imprévue et dans des conditions de marché défavorables. »
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Le graphique suivant présente sur une période de 135 années les deux courbes.

Taux sans risque et prime d'illiquidité a 75%
4.5%
- O\
3.5% // \-_-—"-f_
3,0%
2 5o — zye prime dilliquidité 755

m— I 53N iSqUE
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Conformément aux spécifications techniques du QIS 5, la projection étant réalisée jusqu’a
extinction complete du portefeuille.

Les spécifications techniques du QIS 5 demandent le calcul du best estimate en faisant
I’hypotheése que tous les assurés cessent de verser des primes sur leurs contrats afin de
mesurer le poids des profits futurs dans les primes futures. Sur les contrats vie enticre, la
cessation du paiement des primes entraine la réduction du contrat, c’est a dire le calcul du
capital assuré compte tenu des primes déja versées. On recalcule ainsi les cash flow sur la
base des engagements réduits et en ne tenant plus compte des primes.

Section 3.2 — Marge de risque

Dans le méme article de la Directive, « la marge de risque est calculée de maniere a garantir
que la valeur des provisions techniques est équivalente au montant que les entreprises
d'assurance et de réassurance demanderaient pour reprendre et honorer les engagements
d'assurance et de réassurance. »

Cette marge de risque est additionnée au best estimate représentant ainsi les provisions
techniques sous solvabilité 2. Elle se calcule grace a la méthode appelée « cofit du capital » ou
CoC. Compte tenu de la complexité de mise en ceuvre du calcul complet, une hiérarchie des
simplifications, au nombre de cing, est proposée. La marge de risque a ¢été calculée en
utilisant la méthode simplifiée de niveau 3 proposée dans le QIS 5.

Il s’agit du calcul d’une approximation du SCR global pour chaque année future, en
appliquant une technique proportionnelle. Les SCR futurs sont proportionnels au best estimate
de I’année concernée et le facteur de proportionnalité est le ratio de la valeur actuelle du SCR
sur la valeur actuelle du best estimate.
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Le SCR de référence en année k est fixé comme suit :

SCRy.,(0)
BE(0)

- BE(k)

SCRy, , (k)=

SR, 0
Le facteur de proportionnalité étant défini par le ratio T(O)

SCR g (0) est le SCR calculé uniquement sur le périmétre des risques de souscription vie et

du risque opérationnel en tenant compte de la capacité d’absorption des pertes par les
participations aux bénéfices des provisions techniques.

Le calcul des best estimate pour les années futures se présente ainsi :

Soit BE NS Z Z , alors BE NS Z Z Fi e

11t1(1+t) 11t1(1+rt

On calcule alors la marge de risque :

SCRRef(t)

CoCM = CoCx e
=0 (I +14)

Avec :

» 1, la courbe de taux sans risque sans tenir compte de la prime d’illiquidité car

I’entreprise de référence ne pourra peut-&tre pas acquérir la prime d’illiquidité dans les
conditions du scénario de transfert

» CoC est le taux du cott du capital. Il est de 6 % dans le QIS 5.
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Le SCR a été calculé conformément aux spécifications techniques du QIS 5. Il suit une
approche structurée pas a pas.

A+ A Comwm

——— Taux dintérét em— Mortalité Primes et Sinistres

— Actions f——— Longévité — FRachats

—— mmcbler ———Incapacité [ |y alidite = Catastrophe

p—— Spread p—— Rachats
Inclus |la capacité d’absorption
des pertes par ajustement des

E— Change S Dépenses participations discrétionnaires
futures

——— Concertration — Révision

—  Iliquidité L——  Catastrophe

Dans le QIS 5, deux approches sont proposées pour le calcul du SCR : le scénario équivalent
et ’approche modulaire. Dans 1’étude, la seconde méthode est retenue. Dans cette approche,
un effet de diversification est pris en compte, en supposant que tous les chocs ne surviennent
pas simultanément.

Le calcul du SCR nécessite de calculer la capacité d’absorption des pertes par les
participations aux bénéfices des provisions techniques. Cela se fait en 2 étapes :

» On calcule le capital de solvabilit¢ requis de base (Basic Solvency Capital
Requirement ou BSCR) en faisant I’hypothése que seul le best estimate garanti est
sensible aux stress test appliqués dans les modules de risque, la valeur de Ia
participation aux bénéfices demeurant inchangée.

» On calcule le nBSCR selon I’approche modulaire dans laquelle on peut ajuster la
future participation aux bénéfices selon I’ampleur des stress tests.
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Définissons maintenant les SCR individuels qui sont retenus dans ce mémoire :
SCR Marché

C’est le capital requis au titre du risque de marché. Les sous-modules ci-dessous permettent
de calculer ce capital.

> Taux d’intérét :

Ce sous-module calcule I’effet d’un choc relatif a une hausse ou a une baisse de taux.
L’actif correspondant aux produits a taux fixe et le passif, le best estimate, sont
affectés.

Le graphique ci-dessous présente les différentes courbes utilisées pour ces chocs avec
une comparaison sur les taux initiaux.

SCRMarché : Module risque taux d'intérét - Taux initiaux, chocs a la hausse et baisse
6.0% ‘
| 5.0% —
4,0%
— — —UpiBE)
= = = Down(BE)
30% T
- = = Up jActif]
| - = = Down |Actif)
20%

— gy C prime d'illiquiditd 75%
| er% | —1EL K 5305 MISQUE
| ojo% 4 ' ' . .

1 E 11 I 21 16 31 36 41 & 51 56 61 66 71
Maturite

Les scénarii de hausse et de baisse sont définis par un facteur multiplicatif, en fonction
de la maturité, sur les courbes de taux initiales.

On retient au final le choc le plus pénalisant sur la NAV entre une hausse ou une
baisse de taux.

> Actions :

Ce sous-module calcule 1’effet d’une baisse de la valeur des actions. Une distinction
est faite sur les actions cotées et non cotées. Dans ce mémoire, le portefeuille action
est composé seulement du premier groupe.

La prise en compte d’un effet Dampener est retenue dans le QIS 5. Ceci prévoit que le
choc est d’autant plus fort lorsque le marché des actions est en haut de cycle et plus
faible dans le cas contraire. On applique donc un ajustement et, au final, la valeur des
actions cotées chute de 49 %.
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» Spread :

Ce sous-module évalue le risque d’écartement des spreads, de dégradation du rating
ou de crédit des émetteurs. Dans le QIS 5 d’AUXIA, ce sous-module est renseigné.
J’ai pris comme hypothése que 1’actif associé au portefeuille fictif ne comportait pas
d’obligations d’émetteurs privés.

> Mliquidité :

Les taux d’actualisation dans le best estimate integrent une prime d’illiquidité, un
risque lié a la baisse de cette prime est considérée. Le scénario consiste en une chute
de 65 % de cette prime.

» Immobilier, change et concentration

Ces sous-modules n’ont pas été renseignés lors du QIS 5 d’AUXIA.

Pour I’'immobilier, le scénario correspondant est une chute de 25 % des prix de
I’immobilier. Dans le cas ou une partie du passif est libellé dans des devises
étrangeres, le sous-module de change retient le scénario le plus pénalisant pour chaque
devise entre une hausse ou baisse de 25 % de la valeur de celle-ci. Le dernier
sous-module prend en compte d’un risque de concentration sur un émetteur. Tous les
placements sont concernés a 1I’exception des obligations d’états.

Le SCR Marché est déterminée par la formule suivante :

Ou

SCR parche = 4/COMytarche - SCRS Marche 1. - SCRS Marchec

SCRSparche . €6 SCRSypurchsc sont les vecteurs contenant I’ensemble des SCR des

sous-modules présentées respectivement en ligne et en colonne.

Corrygarene st la matrice de corrélation suivant le scénario retenu dans le sous-module du

taux d’intérét.

Le , SCR \farcne s€ calcule de la méme maniére.
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SCR Vie
C’est le capital requis au titre du risque de souscription vie. Les sous-modules ci-dessous
permettent de calculer ce capital.
» Mortalité :
Ce sous-module évalue le risque que les assurés meurent plus vite que ne le
prévoyaient les hypothéses du best estimate. Dans le QIS 5, on suppose une hausse de
15 % des taux de mortalit¢ a chaque age et chaque année. Ceci entraine une
augmentation des provisions techniques.
» Rachats :
Ce sous-module retient le choc le plus pénalisant sur la NAV entre une hausse, une
baisse de taux de rachat chaque année ou un choc de rachat massif la 1ére année
(risque de réputation).
Dans le QIS 5, les hypotheses sont une hausse et une baisse de 50 % du taux de rachat.
Le troisieme scénario simule une augmentation de 30 % la premiere année.
» Dépenses :
Ce sous-module évalue le risque d’une augmentation de 10 % des colits de gestion
chaque année combiné a une augmentation de 1 % du taux d’inflation annuel des frais
de gestion.
» Catastrophe :
Ce scénario simule un risque de pandémie. L’hypothése est un choc additif de 0,15 %
sur les taux de mortalité a chaque age la 1¢ére année.
» Longévité, Incapacité/Invalidité et révision
Ces sous-modules n’ont pas été renseignés lors du QIS 5 d’AUXIA.
La longévité s’applique aux contrats pour lesquels une baisse de la mortalité

engendrerait une hausse des provisions techniques. C’est le cas inverse d’un risque
déces. Le sous-module de révision ne s’applique qu’aux rentes.
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Le SCR Vie est déterminée par la formule suivante :

SCR yje =/Corty;e - SCRsyie 1 - SCRS yie

Ou

SCRSvier, et SCRsy;.c sont les vecteurs contenant I’ensemble des SCR des

sous-modules présentées respectivement en ligne et en colonne.

Corry;, est la matrice de corrélation associée aux différents risques vie.
Le ,SCR \farcne S€ calcule de la méme maniere.

Au final le BSCR est déterminé par la relation suivante :

BSCR = /Corr-SCR{ -SCR ¢ +SCR j;corporels

SCR{ et SCR( sont les vecteurs contenant les SCR (risques de marché, vie, non-vie,
santé et de contrepartie) présentées respectivement en ligne et en colonne.

Corr est la matrice de corrélation associée aux différents risques précédemment cités.

SCR s n’est pas renseignée dans le QIS 5 d’AUXIA.

incorpore
Le ,BSCR se calcule de la méme maniére.

SCR Opérationnel

Le calcul du SCR opérationnel, not¢ SCR op» ©st basé sur le volume d’activité. La premicre

étape est le calcul d’un pourcentage sur les primes et les provisions techniques. Le résultat le
plus élevé est retenu. La seconde étape est d’appliquer a cette valeur un plafond de 30 % du
BSCR.
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Ajustement par les provisions techniques : approche modulaire

L’ajustement du SCR au titre de la capacité d’absorption des pertes des provisions techniques
doit étre déterminé en comparant le BSCR au nBSCR. Aux fins du calcul des provisions
techniques, le montant absolu de 1’ajustement ne doit pas excéder la valeur totale des
prestations discrétionnaires futures :

Adjrp =—Min(FDB; BSCR — nBSCR)

Ajustement par les impo6ts différés

On calcule la capacité d’absorption d’un choc sur le bilan équivalent a :

BSCR +SCR ¢, — Adjpp

Les impots différés se limitent au passif au bilan.
L’ajustement par les impots différés est déterminé par :
Adjpr =-Min(Tx ;g X (BSCR +SCR (o, — Adjrp ); IDP)
Avec :
Tx g =34,33% pour une société vie.
IDP : Montant des impdts différés au passif du bilan économique.
Au final le SCR est déterminé par :

SCR = BSCR +SCR ¢, — (Adjrp + Adjpr)

Section 3.4 - MCR

Le minimum du capital requis (Minimum Capital Requirement ou MCR) est la deuxieme
exigence de capital définie dans Solvabilité¢ 2. C’est le niveau des fonds propres que
I’assureur doit détenir. Dans le cas contraire, la conséquence est le transfert du portefeuille
sous décision de I’ACP.

Le MCR est calculé en appliquant une formule linéaire associée a un plafond de 45 % et un
plancher de 25 % du SCR.
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Chapitre 4 — Résultats

Placements

En partant de 1’allocation d’actif du portefeuille d’AUXIA soit 81 % d’obligations, 16 %
d’actions et 3 % en monétaire, j’ai calculé le nombre de trajectoire ou on n’obtenait pas au
moins sur une année un taux de rendement global égal au taux d’inflation du funéraire.

Pour le modele d’Ahlgrim, j’obtiens 21 % de cas pour le taux d’inflation du funéraire et 4 %
pour le taux technique. Concernant le modele de Wilkie, les taux sont respectivement de 17 %
et 1 %.

Je diminue donc la part des actions par pas de 1 % afin de garantir au moins le taux technique
sans trop m’éloigner de I’allocation initiale. L’objectif est atteint avec les proportions
suivantes :

» 84 % d’obligations
> 11 % d’actions
> 5 % en monétaire

La proportion des cas ou le taux cible n’est pas atteint descend a 16 % avec le modele
d’Ahlgrim et a 12 % pour celui de Wilkie.

Primes
Pour le premier exercice, le montant des primes commerciales s’¢leve a 26,48 M€. Pour
rappel, la décomposition était de 52 % de contrat en prime unique, 8 % dont le paiement se

déroule sur 5 années, 7 % sur 10 années et 33 % pour les contrats & primes viageres.

Le graphique suivant présente les primes futures en tenant compte de la table d’expérience
définie dans la troisiéme partie de ce mémoire.

Primes futures

2500000€

2000000€ -

1500000€

1000000€ -

500000 € &

2011 2016 2021 2026 2031 2036 2041 2046
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La premiere chute correspond aux contrats, avec une durée cotisation de 5 ans, qui sont
libérés de primes. La deuxieme chute concerne les contrats dont la durée initiale est de 10 ans.
A partir de I’année 2020, le chiffre d’affaire est représenté par le portefeuille de contrats a
cotisations viageres.

Prestations
Le prochain graphique présente, pour chaque modéle, le montant des prestations moyennes

futures. Suivant les scénarii, les prestations oscillent entre la courbe des prestations sans
participation aux bénéfices future et leurs courbes respectives avec un quantile a 97,5 %.

Montant des prestations
2500000€

e Prestations sans PB future
Prestations Ahlgrim (moyenne)
= = = Prestations Ahlgrim (guantile 57,53
3 000 000E H \\\ Prestaticns Wilkie (moyenne)
\\\ — — = Prestations Wilkie (guantile 97 5%
~
pN
b
|
e
e
1500000% o 1y
\\\\
LY
e
1 000000%
500000 £
- E T T T T T T ~— T T T T T T T T T T T T T T T T
2011 2016 2021 2026 2031 Antiat 2041 2046 2051 2056

La duration du passif, sans prendre en compte les participations aux bénéfices futures, est
égale a 12,9 années. En incluant celles-ci et suivant le scénario, la duration oscille entre 13,3
et 15,6 années.
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Comparaison des modéles sur le taux de rendement
Tauxtechnique
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Année

En moyenne, les deux modeles permettent de donner le méme taux de rendement. Sur certains
scénarii, on constate que la méthode de Wilkie propose des taux un peu supérieurs par rapport

a la méthode d’Ahlgrim.
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Provision technique

Le best estimate obtenu avec le modele d’ahlgrim est de 18,43 M€. Celui provenant du
modele de wilkie est égal a 18,72 ME€.

Le graphique suivant montre la convergence de 1’estimateur du best estimate en prenant les
résultats du modele d’Ahlgrim. Ceci permet de vérifier si le choix de 10 000 simulations est
adéquat.

Ahlgrim : Convergence du best estimate

18 600000

18500000

18400000

18 300000

Best estimate

18 200000

18100000

18000000 T T T T T T T T T
1 1001 2001 3001 4001 5001 6001 J001 8001 9001

Nombre de simulations

La convergence est lente et le choix sur le nombre de simulations porté a 10 000 est
acceptable.

Le best estimate garanti est égal a 12,91 M€. A titre indicatif, j’ai calculé le best estimate
garanti en supposant que la mortalité des assurés suit la table réglementaire TH00-02. Le
résultat obtenu est égal a 17,73 M€. Donc ’utilisation de la table d’expérience fait baisser le
best estimate garanti de 27 %.

En fonction du modele, le poids des participations aux bénéfices futures représente 30 % ou
31 % du best estimate global. Pour comparaison, le portefeuille vie enti¢re de la société ou les
régles de management en termes de politique de participations aux bénéfices retenues sont
moins contraignantes, ce poids est égal a 16 %.

Il est demandé dans le QIS 5 le calcul du best estimate en faisant I’hypothése que tous les
assurés cessent de verser des primes sur leurs contrats. J obtiens un best estimate de 22,98 M€
pour le modele d’Ahlgrim et de 23,33 M€ pour celui de Wilkie. Donc les profits futurs dans
les primes futures représentent respectivement 4,55 M€ et 4,61 ME€.

Les provisions mathématiques s’élevent a 23,88 ME€. Les provisions techniques sous

solvabilité 2 représentent donc 87 % des provisions sous solvabilit¢ 1 avec le modele
d’Ahlgrim et 88 % avec celui de Wilkie.
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Le QIS5 est actualisé en intégrant 1’ensemble des résultats du nouveau portefeuille. Le
graphique suivant détaille, pour les deux mode¢les, I’évolution de chaque module.

COMPARAISON DU QIS 5 INITIAL AVEC LE QIS 5 EN INTEGRANT LE NOUVEAU PORTEFEUILLE (SUIVANT LE MODELE)

106.5 ME

Ablgrim :109,9 ME [+3,4)
Wilkie : 110,1 ME [+3.8)

v W

BB ME 177,5 ME ~ diversification | -35,3 ME -38,9 ME -38,8 ME

Aklerim & Wilkie 8,4 ME (+1,8) Ahlgrim: 180,8 M£ (+3,3) Ablgrim:-35,2 M£ Ahlgrim : 40,1 ME

Wilkje - 180,9 ME [+3,4) Wilkie - -39,2 ME Wilkie : -40 ME
SCR Vie SCR Marché 'SCR Contrepartie
53,8 ME ~ diversification : -23,4 ME 154,6 ME ~ diversification : -32,6 ME 4,9ME

Ahlgrim & Wilkie : 56,4 ME[<2,5)
diversification :-24,5 ME

Ahlgrim & Wilkie : 156,7 ME [#2,1)
diversification : -33 4 ME

Mortalité : 27,7 ME

Taux: 23,5 ME

Ahlgrim & Wilkie : 25 ME (#1,3)

Ahlgrim & Wilkie : 24,7 ME [#1,2)

Frais: 11,8 ME

Actions: 105,3 M€

Aklgrim & Wilkie : 12,2 ME (20,4

Ablgrim & Wilkie : 1066 M£ (21,3}

Rachats : 36,5 ME

Ablgrim & Wilkie : 38,8 ME [=1,5)

Spread: 45,1 M€

CAT: 0,8 ME

illiguidite : 13,3 ME

SCR Vie :

Ahlgrim & Wilkie : 0,9 ME 50,1)

Ahlgrim & Wilkie : 13,6 ME (<0,3)

Le risque de souscription vie représente 26 % du BSCR avant diversification.

Contrat obséques revaloris¢ au taux d’inflation du funéraire

Le SCR Mortalité du nouveau portefeuille est égal a 1,3 M€. Apres intégration dans le
périmetre de la société, il reste a 36 % du SCR Vie avant diversification. Le portefeuille
AUXIA et celui de I’étude n’utilisent pas la méme table de mortalité.

Sur le risque des rachats, le choc le plus important parmi les trois scénarii est le rachat
massif qui représente 48 % du SCR Vie avant diversification. Pour rappel, il est appliqué a
I’ensemble du portefeuille et on a un best estimate inférieur a la provision mathématique
avec des taux de rachats observés qui sont faibles.

Le choc de catastrophe vie a un poids négligeable par rapport au risque de mortalité. La
calibration du choc pandémique consiste en un choc additif de 0,15 % a tout age la
premi¢re année. Compte tenu du profil 4gé de la population assurée, ce taux apparait
négligeable par rapport aux taux de mortalité observés sur cette population.
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Les frais représentent principalement le colit de gestion des sinistres. Le SCR Frais du
portefeuille fictif est de 0,4 M€. L’utilisation de la table d’expérience, donnant une
sous-mortalité, décale donc les principaux montants de sinistralités. Avec I’actualisation de
ces flux futurs par la courbe des taux, le SCR Frais reste a 15 % du SCR Vie avant
diversification.

SCR Marché :
Le risque de marché représente 72 % du BSCR avant diversification.

Concernant le risque de taux, le bilan est soumis a un risque de baisse de taux. La valeur
des obligations soumises au risque de taux est proche de la valeur du best estimate et la
duration de I’actif est plus courte que celle du passif. Au final, ce risque représente 13 %
du SCR Marché avant diversification.

Méme si les actions ne représentent que 16 % du portefeuille AUXIA et 11 % du
portefeuille d’étude, c’est le risque le plus gourmand avec 56 % du SCR Marché. Ce SCR
pour le portefeuille fictif est égal a 1,3 M€.

Dans ce mémoire, le risque de spread est inchangé car j’avais pris comme hypotheése que
I’actif associé au portefeuille fictif ne comportait pas d’obligations d’émetteurs privés. Il
représente 24 % du SCR Marché.

Le risque d’illiquidité varie faiblement et reste a 7 % du SCR Marché avant diversification.
Il est égal a 0,3 M€ pour le portefeuille d’étude.

Au final, le SCR global est de 109,9 M€ en retenant le modele d’Ahlgrim sur le portefeuille
fictif et de 110,1 M€ en retenant celui de Wilkie. Initialement, lors du chantier du QIS 5, le
SCR valait 106,5 M€. L’intégration d’un portefeuille de 12 000 contrats, avec les
caractéristiques de souscription décrites dans le premier chapitre et d’une hypothése différente
sur le taux de participation aux bénéfices, augmente le SCR respectivement de 3,4 M€ et
3,6 ME.

MCR
Le MCR d’AUXIA est égal a 35,6 M€, soit 32,4 % du SCR avec le modele d’Ahlgrim et

32,3 % avec celui de Wilkie, compris dans la fourchette de 25 % a 45 % du SCR proposé
dans le QIS 5.
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Taux de couverture

Le SCR doit étre couvert par 50 % au moins de Tier 1 et le MCR par 80 % au minimum.
Tous les fonds propres €ligibles d’AUXIA sont classés en Tier 1.

Le tableau ci-dessous donne les taux de couverture de ’exigence de solvabilité sous les
deux référentiels :

Solvabilité 1 Solvabilité 2 (Ahlgrim - Wilkie)

en ME en ME
Marge de solvabilité (2) 44,8 SCR (2) 109,9-110,1
Fonds propres (1) 109,3 Fonds propres (1) 173,4-173,2
Taux de couverture {1)/(2) 244,0% Taux de couverture (1)/(2) | 157,8% - 157,3%

Pour rappel, la marge de solvabilité dans solvabilité 1 est calculée en sommant 4 % des
provisions mathématiques et 0,3 % des capitaux sous risque.

L’exigence de capital de solvabilité augmente de plus de 145 % entre les deux référentiels.

Le taux de couverture passe de 244 % sous solvabilité 1 a 157 % sous solvabilité 2. Ce
dernier, en excluant le portefeuille du périmetre, est égal a 160 %.
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CONCLUSION

La problématique de ce mémoire a été d’étudier le suivi d’un nouveau portefeuille de contrats
obseques en gardant comme objectif d’attribuer a ses assurés une participation aux bénéfices
quand le taux de rendement global est €gal au taux d’inflation du funéraire. Pour mener a bien
cette étude, des projections sur I’actif et le passif ont été réalisées.

Les modeles d’Ahlgrim et de Wilkie ont été retenus pour la modélisation de I’actif. Apres
I’étape sur le calibrage de chaque parameétre et de la validation par des outils statistiques, une
vérification des projections avec les données réelles a été lancée sur la période 1985-2010. Le
résultat étant concluant, 10 000 simulations sur une projection de 50 années ont été réalisées.
Le modele d’Ahlgrim est moins contraignant. En effet, une seule source est nécessaire, celle
des données de Friggit, contrairement au modele de Wilkie. De plus, par manque
d’information sur le montant des dividendes, les valeurs proposées par Wilkie ont été
maintenues. Pour clore la partie de 1’actif, une relation entre le taux d’inflation et celui du
funéraire a ét¢ définie afin de déterminer plusieurs trajectoires.

Pour la modélisation du passif, ce mémoire a expos¢ une méthode d’estimation des taux bruts
de déces en se basant sur les données du portefeuille vie entiere de la société. L’étape suivante
a été 1’utilisation d’une technique de lissage et le prolongement des taux estimés. Cette étude
donne comme conclusion que la mortalité constatée était inférieure, des 1’age de 65 ans, a la
mortalité théorique de la table réglementaire TH00-02. La THO00-02 a été utilisée pour la
tarification et le provisionnement du nouveau produit, ceci a permis d’obtenir un meilleur
bénéfice technique afin qu’il soit redistribué en partie aux assur¢s.

Avec une allocation d’actif proche de celle utilisée pour le portefeuille AUXIA, 1’assureur ne
pouvait suivre, sur certains scénarii, le taux d’inflation du funéraire au moment de
’attribution aux participations aux bénéfices. Il faudrait vérifier a nouveau ces résultats dans
I’hypothése ou on integrerait d’autres actifs, par exemple, I’immobilier.

L’étude s’est terminée en intégrant ce nouveau portefeuille dans le périmétre AUXIA. Dans le
cadre de solvabilité 2, j’ai vérifié¢ I’'impact sur le best estimate et j’ai constaté une variation du
SCR ainsi qu’une baisse du taux de couverture. La difficulté apparue dans cette partie est le
temps de calcul nécessaire pour obtenir les résultats. Le travail a été réalisé sous Excel et il
conviendrait d’avoir un outil plus puissant pour lancer des études de sensibilités en faisant
varier certains parametres. AUXIA prévoit d’installer Prophet 1’année prochaine, ceci
permettra d’avancer sur ce sujet.
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ANNEXES

ANNEXE 1 : Régression

Test de Breusch-Godfrey

Soit une régression lin€aire suivante : Yy =0p + 0 X +0, Xy +uy

Ou les résidus suivent un modele AR(p) : uy =p; u+py up +...4+p, Uy +&
Breusch et Godfrey ont prouvé que si le modele régression suivant est modélisé :

Uy = (XO +(X1 Xl,t +(X2 Xz’t +p1 Ui +p2 L) ++pp ut_p +8t

Alors le R? ajusté peut étre utilisé pour le test statistique ou I’hypothése Hp est

{p, =0/1<i<p} grace a la relation suivante : nR ijusté ~X,

Test de Jarque et Bera

L’hypothese Hy de ce test est la normalité des résidus sous la statistique suivante :

(K-3)*
4

~n-k

JB S2 ¢+

Avec :

n le nombre d’observations
k le nombre de variables explicatives

Z; (x; —p)’

S le coefficient d’asymétrie 3

> i)’

)

K le coefficient d’aplatissement
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ANNEXE 2 : Processus Ornstein-Uhlenbeck

On appelle processus d’Ornstein-Uhlenbeck le processus r caractérisé par la différentielle
stochastique suivante :

dr, =a (b-r1,)dt+ o dB,

Avec a, b et ¢ des constantes strictement positives. Ce processus est souvent utilisé¢ pour
décrire la dynamique des taux courts.

La forme explicite de la solution est :
t
r=(p—b)e™ +b+ Gje_a(t_s) dB,
0

Avant de le démontrer, rappelons le lemme d’ITO qui sera utilisé par la suite.
Lemme d’ITO

L’idée est de passer d’une dynamique a I’autre. Le lemme d’ITO est une formule de Taylor
dans un environnement stochastique.

Soit X un processus d’ITO caractérisé par : dX, = u(X,,t)dt+o(X,,t) dB,

Le processus Y défini par Y, =f(X,,t) est un processus d’ITO dont la différentielle
s’écrit :
of of 1 0*f of
dY, =| —+—u(X,,t)+— o3 X,,t)|dt+—o(X,,t)dB
= S S5 S Lo, Sl ),

Soit le processus X, = f(r,,t) =1, — b, la différentielle est : dX, =dr, = —a X, dt+c dB,
Soit le processus Y, = g(X,,t)=X, -e*, la différentielle est : dY, = c e dB,
Exprimons r, en fonction des constantes ro, a, b et ¢ en partant du processus Y :

Y, =Y, + Ioto ™ dB,

Xi=Y e™=Y, e +e™ J.Otcs e® dBy =X, e ™ +e™ Itc e dB, car Y, =X,

0

r,=b+(ry—b)e ™ +oe™ I;eas dBy
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Calculons I’espérance et la variance de 1, :

t
E(r,)=b+(rg-b)e ™ +ce™ E Ieas dB,
0

t t
2
E I(eas) ds | < +eo, donc E Ieas dB, | est une martingale de moyenne nulle.
0 0

D’ou E(r,)=b+(ry—b)e™.
t
Vi) = Ellr B )P ]= 02 2 B [ a,

0

Par la propriété de I’isométrie de 1’intégrale de Wiener, on obtient :

t 1 _ e—Zat
V(r,)=0? e E Iezas ds |= 62 ——
2a
0
. , . . N —at 1 — e_zat
r, est une variable aléatoire gaussienne de paramétre b+ (r,—b)e™ et © 5
a
Sur un court intervalle de temps o le processus s’écrit :
B 1_ 6—23.5 B B 1_ 6—238
rys=b+( —ble®+0,———e=r, e ®+b (l—e al8)+cs — ¢,
2a 2a

avec € une variable aléatoire de loi normale centrée réduite
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