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Résumé

Depuis la réforme de Solvabilité 2, entrée en vigueur le 1er janvier 2016, le principe d’évaluation économique
a conduit les entreprises d’assurance à s’intéresser particulièrement à l’évolution des grandeurs économico-
financières qui conditionnent le prix des actifs financiers de leur bilan. Ces grandeurs déterminent également
indirectement l’évaluation de leur passif via les interactions actif-passif principalement en assurance Vie.
La variation dans le temps des prix des actifs a donc un impact sur la richesse des entreprises d’assurance qui
ont dû développer l’outil de simulation : le Générateur de Scénarios Économiques, afin de mieux appréhender
leur pilotage financier et de mieux maîtriser les risques inhérents.

L’objet de ce mémoire est de décrire la construction d’un GSE via l’outil statistique du Bootstrap sous proba-
bilité historique en intégrant la structure de dépendance des extrêmes des facteurs de risque.

La technique du Bootstrap, déviée de son premier usage statistique, permet de générer de nouvelles trajec-
toires de séries temporelles financières.

La méthodologie présentée offre l’avantage d’avoir une structure de simulation indépendante du choix éco-
nométrique de chaque actifs et du nombre d’actifs modélisés.
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Abstract

Solvency 2 reform, that came into effect on 1st January 2016, required insurers to account for their assets at
their fair values. This means that insurers need to focus on economic and financial quantities that determine the
price of their assets. These quantities also determine indirectly their liabilities estimates through asset-liabilities
interactions mainly in life insurance.
Time variation of asset prices therefore has an impact on the wealth of insurance companies which had to deve-
lop a simulation tool - an Economic Scenarios Generator - to be in a better position to improve their financial
guidance and risk management.

In this memorandum, we will describe the process to elaborate ESG using Bootstrap statistical tool under
historical probability taking into account dependency structures of risk factors extremes.

We will present the Bootstrap not as a statistical tool but as a simulation tool.

Our approach is robust in the sense that we can modify the time series model and the number of conside-
red variables without changing the whole simulation structure.
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Ami, le risque est grand ; nul cas rédhibitoire ;
Le destin est au fond de l’urne aléatoire

Louis Honoré Fréchette 1839-1908
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Synthèse

Depuis la réforme de Solvabilité 2, entrée en vigueur le 1er janvier 2016, le principe d’évaluation économique
a conduit les entreprises d’assurance à s’intéresser particulièrement à l’évolution des grandeurs économico-
financières qui conditionnent le prix des actifs financiers de leur bilan. Ces grandeurs déterminent également
indirectement l’évaluation de leur passif via les interactions actif-passif principalement en assurance Vie 4.

La variation dans le temps des prix des actifs a donc un impact sur la richesse des entreprises d’assurance
qui ont dû développer l’outil de simulation : le Générateur de Scénarios Économiques, afin de mieux
appréhender leur pilotage financier et de mieux maîtriser les risques inhérents.

L’objet de ce mémoire est de décrire la construction d’un GSE via l’outil statistique du Bootstrap sous
probabilité historique en prenant en compte la structure de dépendance des extrêmes des facteurs de
risque.

Dans la première partie :
1. Nous développerons les notions de probabilité historiques et risque-neutres sous lesquelles les simu-

lations du GSE seront effectuées.
Dans la majorité des cas les GSE utilisent les deux types de probabilité qui ne devront pas être confondus.
— les simulations effectuées sous probabilité historique permettent de générer des trajectoires réalistes

aux fins de retrouver dans les valeurs futures les propriétés statistiques observées.
— les simulations effectuées sous probabilité risque-neutre permettent quant à elles de valoriser les flux

assurantiels sur un horizon donné.

2. Nous exposerons la nécessité de recourir à un générateur de scénarios économiques dans les usages
assurantiels :
— le calcul réglementaire du ratio de solvabilité dans le cadre de la formule standard ou des approxima-

tions des formules de type simulations dans les simulations (Réplication, LSMC, ...)
— le pilotage de la gestion actif-passif avec la prise en compte des différents risques (taux d’intérêt,

crédit, ...)
— le processus ORSA dans le cadre des calculs prospectifs.

3. Nous terminerons cette première partie par la description des étapes universelles/briques nécessaires
à la construction d’un GSE.

4. En assurance Non-Vie, la duration des passifs est plus courte sauf pour certaines branches à développement long comme la
responsabilité civile automobile où l’inflation devient un risque à prendre en considération pour l’évaluation des rentes.
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Dans la deuxième partie :

Nous décrirons la technique statistique proprement dite du Bootstrap basée sur la distribution empirique.

Cet outil statistique a été introduit pour estimer la variabilité d’une statistique complexe. Il a l’avantage
d’être simple avec une mise en place opérationnelle relativement facile. Il ne se base pas sur une hypothèse
forte sur la loi sous-jacente. De plus, il a la possibilité de se généraliser aux données multi-dimensionnelles.

Dans cette partie nous insisterons sur la convergence du Bootstrap. En d’autres termes, nous montrerons que
la distribution de la statistique est robuste à une petite variation par rapport à la loi sous-jacente inconnue. On
pourra donc remplacer la distribution sous-jacente par la distribution empirique.

Dans la troisième partie :

Nous exposerons la technique du Bootstrap qui sera dévié en l’occurrence de son premier usage statistique et
sera utilisé comme outil de simulation.

Les variables économico-financières ne présentant pas la caractéristique indispensable d’indépendance sous-
jacente au Bootstrap, nous déterminerons les résidus de modèles de séries temporelles desdites variables qui
seront eux l’objet d’application de la technique du Bootstrap.

Pour simuler une nouvelle variable, nous effectuerons donc un tirage Bootstrap des résidus que nous injecte-
rons dans le modèle de série temporelle. Cette étape permettra d’obtenir de nouvelles trajectoires cohérentes
modélisées par la série temporelle et basées sur le passé.

Afin que les simulations ne soient pas exclusivement basées sur l’échantillon passé, nous introduirons des
simulations d’événements extrêmes.

A cet effet, nous estimerons une loi de Pareto généralisée (GPD) via la méthode statistique POT sur la
distribution empirique des résidus. Nous injecterons ensuite dans le modèle de série temporelle une réalisation
extrême à partir de de la loi GPD estimée pour obtenir une nouvelle variable à l’instar de ce qui est fait pour
le corps de la fonction.

Dans la quatrième partie :

Nous avons précédemment exposé une méthodologie de simulation univariée. Pour pouvoir simuler plusieurs
variables économico-financières nous devrons introduire une structure de dépendance des trajectoires mul-
tidimensionnelles.
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Dans un premier temps, l’étude portera sur les structures de dépendance habituellement utilisées dans les GSE
basées sur :

— des liens souvent linéaires établis par la théorie économique

— la statistique de corrélation linéaire.

Pour notre GSE, nous choisirons une structure implicite et non-paramétrique :

— un bootstrap vectoriel pour la partie centrale. On conserve ainsi la dépendance implicite à une date
donnée entre les actifs.

— une copule empirique de Paul Deheuvels pour les dépendances historiques de queues.

L’avantage de cette structure est d’éviter les problématiques d’estimations paramétriques en grande dimen-
sion 5.

Enfin, dans la cinquième et dernière partie :

Les crises multiples (crise des CDO, crise de la dette souveraine ...) ont affecté l’ensemble de l’environnement
économique au cours de ces dernières années et introduit des comportements économico-financiers complexes à
modéliser. Dans ce cadre, on constate que les hypothèses usuelles sont souvent rejetées par les tests statistiques.
De ce fait, il apparait nécessaire de revoir les modèles économétriques habituellement utilisés pour les différents
actifs.

Nous explorerons quelques modèles économétriques pour les actions, le crédit, l’immobilier, les taux d’inté-
rêt et l’inflation. A noter que pour les taux d’intérêt, en particulier, nous appliquerons de façon originale
notre méthodologie de simulation, non pas directement sur la variable d’intérêt, mais sur les paramètres d’une
fonctionnelle, celle de Nelson-Siegel.

En conclusion :

Notre méthodologie a l’avantage d’être pérenne quel que soit le choix économétrique de chaque actif et le
nombre d’actifs modélisés.
La cohérence économique dans les trajectoires simulées des variables économico-financières est déterminée via :

— le choix économétrique pour chaque variable d’intérêt

— un tirage bootstrap vectoriel

— une structure de dépendance des extrêmes basée sur les rangs

Mots-clefs : GSE, SCR, Simulations dans les Simulations (SdS), Bootstrap, AR-ARCH, Vraisemblance,
Méthode POT, Copule, Nelson-Siegel

5. qui correspond aux nombres d’actifs que nous souhaitons simuler.
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Executive summary

Solvency 2 reform, that came into effect on 1st January 2016, required insurers to account for their assets at
their fair values. This means that insurers need to focus on economic and financial quantities that determine
the price of their assets. These quantitities also determine indirectly their liabilities estimates through asset-
liabilities interactions mainly in life insurance.

Time variation of asset prices therefore has an impact on the wealth of insurance companies which had to
develop a simulation tool - an Economic Scenarios Generator - to be in a better position to improve their
financial guidance and risk management.

In this memorandum, we will describe the process to elaborate ESG using Bootstrap statistical tool under
historical probability taking into account dependency structures of risk factors extremes.

Part 1 :

1. We will describe notions of historical probability and risk-neutral used by ESG simulations.

In most cases ESG uses both types of probabilities which should not be confused.

— simulations under historical probabiliy enable realistic trajectories to be generated and to find stylized
facts in future values.

— on the other hand, simulations under risk-neutral probability refers to market consistent pricing of
insurance flows.

2. We outline the necessity to use an ESG in insurance practices

— the calculation of the Solvency Capital Requirement with the modular standard formula and/or in
internal risk models (replicating portfolios, LSMC)

— asset-liabities management taking into account different market risks (interest rate risk, credit risk, ...)

— ORSA process with prospective calculations.

3. Finally, we will describe the usual steps in ESG elaboration.
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Part 2 :

We will describe the concept of Boostrap as a statistical tool based on empirical distribution.

This statistical tool was introduced to measure the standard errors of complex statistics. The great advantage
of Bootstrap is its simplicity and can be easily implemented. Bootstrap is often used as an alternative to para-
metric statistical inference without knowing the underlying law. It also has the possibility to be applied with
multi-dimensional data.

In this part we will insist on the consistency of the Bootstrap method.

Part 3 :

We will present the Bootstrap not as a statistical tool but as a simulation tool.

As the financial quantities do not offer the i.i.d. charateristics, we will determine residuals of time series of
such variables and will apply bootstrap techniques to such residuals.

To simulate a new variable we will draw a boostrap sample of residuals and will plug it into the time se-
ries model. This step will lead to new trajectories consistent with the time series model based on the past.

To avoid a sample exclusively based on the past, we will introduce extreme events in simulations.

For this, we will estimate a Generalised Pareto distribution (GPD) through the POT statistical method on
the empirical distribution of residuals. We will then plug it into the time series model an extreme simulation
based on the estimated GPD to obtain a new variable in the same way as above.

Part 4 :

We have just described an univariate simulation method. To simulate several financial variables we will have to
introduce a dependency structure of multidimensional trajectories.

We will first study usual dependency structures used in ESGs based on :

— links usually appearing as linear in Economic Theory.

— correlation coefficient measure

For our ESG, we will choose an implied and not parametric structure :

— a vectorial bootstrap for the core distribution. Thus, we keep the implied dependency at a specific date
beteween assets

— an empirical copula of Paul Deheuvels for historical dependency tails.

The advantage of using such structure is to avoid parametric inference in multi-dimensional cases.
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Part 5 :

Recent crises (CDO crises, sovereign debt crises, ...) had an impact on the entire economical environment
and introduced complex behaviors to model. In this cases the usual hypotheses are often rejected by statistical
tests. It appears necessary to reconsider econometrical models usally used for different assets.

We will investigate a few alternatives time series model for equities, credit, real estate, interest rate and inflation.
Please note that we will have an original approach in simulating interest rate trajectories : we will apply our
methodology on the parameters of Nelson-Siegel fonctional instead of interest variables.

Conclusion :

The advantage of our approach is robust is the sense that we can modify the time series model and the number
of considered variables without changing the whole structure.

The economic consistency of our simulated trajectories are determined by

— an independent choice of econometric for each variable

— a vectorial boostrap draw

— a dependency structure of extremes based on ranks.

Key-words : ESG, SCR, Nested simulations (SdS), Bootstrap, AR-ARCH, Likelihood method, POT, Co-
pula, Nelson-Siegel fonctional

11



Table des matières

1 Générateur de Scénarios Economiques 17
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1.1 Simulations sous probabilité historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.1.2 Valorisation sous probabilité risque-neutre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 Usages du GSE en assurance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.2.1 Valorisation économique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.2.2 Calcul du SCR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.2.3 Gestion actif-passif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.2.4 ORSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.3 Mise en oeuvre d’un GSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.3.1 Identification des facteurs de risques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.3.2 Inputs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.3.3 Modèles de projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.3.4 Structure de dépendance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.3.5 Probabilité de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
1.3.6 Méthodologies d’estimation et/ou de calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
1.3.7 Validation des scénarios générés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2 Bootstrap naïf - un outil statistique 62
2.1 Méthode d’estimation par injection : Estimateurs plug-in . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.2 Algorithme du Bootstrap naïf d’Efron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.3 Convergence du Bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3 Simulations univariées 70
3.1 Bootstrap de résidus d’un modèle économétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.2 Modification des queues de distributions de la loi Bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.2.1 Lois des extremums généralisés - GEV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.2.2 Méthode POT - Peaks-Over-Threshold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.2.3 Estimation de la distribution de Pareto généralisée GPD . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2.4 Loi mélange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Simulations multivariées 80
4.1 Modèles intégrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.1.1 Modèle de Wilkie - 1986 - 1995 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

12



4.1.2 Autres modèles en cascade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2 Modèles composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2.1 Modèle d’Ahlgrim et al. 2005 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.2.2 Modèles à copules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.2.3 Modèle avec bootstrap vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.2.4 Simulations bootstrap-extrêmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5 Modélisation économétrique 91
5.1 Modèles de séries temporelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.1.1 Bruit blanc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.1.2 Processus auto-régressifs - (AR) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.1.3 Processus auto-régressifs conditionnellement hétéroscédastiques - (ARCH) . . . . . . . . . 95
5.1.4 Modèles avec erreurs ARCH - (ARIMA−GARCH) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.1.5 Modèles à régimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.2 Tests statistiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.2.1 Tests de significativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.2.2 Tests d’adéquation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.2.3 Tests d’autocorrélation sérielles des résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.2.4 Test d’hétéroscédasdicité conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.2.5 Tests de stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.2.6 Critère de comparaison de modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.3 Estimation paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6 Choix économétriques pour le GSE 102
6.1 Modèle de taux d’intérêt à paramètres dynamiques - Fonctionnelle de Nelson-Siegel . . . . . . . . 103

6.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.1.2 Fonctionnelle de Nelson-Siegel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.1.3 Estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.1.4 Modélisation AR(1) des paramètres βi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

6.2 Modèle dynamique pour les actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.2.1 Analyse descriptive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.2.2 Modélisation ARIMA−GARCH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.3 Modèle dynamique pour le crédit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
6.3.1 Analyse descriptive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
6.3.2 Modélisation CIR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.4 Modèle dynamique pour l’inflation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.4.1 Analyse descriptive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
6.4.2 Modélisation auto-régressive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.4.3 Modélisation SETAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.5 Modèle dynamique pour l’immobilier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.5.1 Analyse descriptive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.5.2 Modélisation BS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
6.5.3 Modélisation OU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

13



A Copules 139
A.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
A.2 Copule paramétrique elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
A.3 Copule paramétrique archimédienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

B Tests statistiques 149
B.1 Tests de significativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
B.2 Tests d’adéquation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
B.3 Tests d’auto-corrélation sérielles des résidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
B.4 Tests d’hétoroscédasticité conditionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
B.5 Tests de stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
B.6 Critère de comparaison de modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

C Estimation paramétrique 158
C.1 Moindres carrés non-linaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
C.2 Quasi-Maximum de vraisemblance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

D Statistiques d’ordre 165

E Distribution de Pareto généralisée 167
E.1 Graphique de l’espérance excédentaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
E.2 Graphique de stabilité (Hill, Pickands, ...) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
E.3 Estimation non-paramétrique du paramètre ξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
E.4 Estimation paramétrique du paramètre de dispersion σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

F Méthodes numériques d’optimisation 174
F.1 Algorithme à évolution différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
F.2 Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

14



Notations

Ci-dessous les notations principales 6 de ce mémoire :

— X := · · · signifie X est défini par ...
— X ' · · · signifie est approximé par ...

— bnc désigne la partie entière de n.

— t la date courante de calcul (t = 0 : aujourd’hui - t = 1 : dans un an).
— u date future (u > t)

— δu le facteur d’actualisation tel que δu := e−
∫ u
0
rsds

— P (t, u) le prix d’un zéro-coupon de maturité u.

— (Ft)t≥0 la filtration qui caractérise l’information disponible à la date t issue de trajectoires risque-neutre.
— (FRWt )t≥0 la filtration à la date t générée par les trajectoires 33monde réel.
— (FRW−Rit )t≥0 la filtration du monde réel choqué associé au risque Ri à la date t

— At la valeur de marché des actifs à la date t.
— Lt les provisions techniques au sens SII (BE+risque de marge) à la date t.
— ANRt l’actif net réévalué à la date t.
— VIFt la value-in-force à la date t.
— NAVt la valeur de l’actif net (fonds propres économiques) à la date t.

— Ft les cash-flows du passif (prestations, commissions, dépenses, ...) à la date t.
— Ru les profits de l’entreprise d’assurance à la date u.

— RRiu les profits de l’entreprise d’assurance à la date t dans le scénario choqué associé au risque Ri à la
date u.

— Φ(·) est la fonction de répartition (distribution) de la loi normale centrée réduite.
— P la probabilité historique.
— Q la probabilité risque-neutre.

6. 1 - Nous utilisons les notations de l’article [?].
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— X(ωi) la ième réalisation de la variable aléatoire X sous la probabilité historique.
— X(ωi) la ième réalisation de la variable aléatoire X sous la probabilité risque-neutre.

— QRi la probabilité risque neutre associé au monde choqué associé au risque Ri

— NMC le nombre de simulations Monte Carlo.

— NP le nombre de simulations primaires.
— NS le nombre de simulations primaires.
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Chapitre 1

Générateur de Scénarios Economiques

Dans ce chapitre, nous allons essayer de répondre aux questions

— Qu’est ce qu’un Générateur de Scénarios Économiques ?

— Pourquoi a-t-on besoin d’un GSE dans l’industrie de l’assurance ?

— Quelles sont les étapes de construction d’un GSE ?
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1.1 Introduction
Commençons par la définition d’un contrat d’assurance :

Le contrat d’assurance est un contrat générateur d’engagements réciproques de l’assuré et de l’assureur.
En contrepartie du versement d’une prime, aussi appelée cotisation, l’entreprise d’assurance garantit à l’assuré
des prestations pécuniaires (indemnités ou prestations forfaitaires) ou en nature (assistance juridique, ...) dans
le cas où le risque prévu dans le contrat se réaliserait (vol, accident, ...).

Cette définition rend l’industrie de l’assurance singulière. En effet, dans les industries classiques, le prix d’achat
(prix des matières premières) est connu à l’avance avant le prix de vente. Dans l’industrie de l’assurance, il y a
inversion du cycle de production c’est-à-dire l’entreprise d’assurance doit établir une tarification judicieuse
d’un produit avant de connaître son coût exact (réalisation de l’aléa). Les primes sont calculées alors que les
engagements ne sont pas précisément connus.

Cette vision modifie la lecture du bilan. Dans l’entreprise classique on s’intéresse à la façon dont l’actif (immo-
bilisation, stock) a été financé par le passif (dette). Dans l’entreprise d’assurance, on examine plutôt la façon
dont le passif (provisions techniques = engagements de l’entreprise d’assurance), a été couvert par l’actif
(titres financiers = investissement des primes d’assurances reçues). On peut considérer que la vente d’un
contrat d’assurance s’assimile à la vente d’une option de vente, l’assuré détenant le droit de vendre un actif dont
la valeur est garantie.

Ainsi, l’entreprise d’assurance doit pouvoir développer une gestion de risque qui permette de mesurer au mieux

— les risques assurantiels (vie et/ou non vie) souscrits auprès des assurés

— les risques financiers portés par les actifs du bilan

— leurs interactions

afin d’anticiper la rentabilité de son activité et le respect de ses engagements envers ses assurés.

Ces risques techniques ou financiers dépendent de facteurs qui évoluent dans le temps. Une vision pros-
pective devient indispensable, vision qui est consacré par les approches du CFO forum 1 et par la directive
européenne Solvabilité II.

Dans ce cadre, pour les entreprises d’assurances, afin de

— déterminer leur politique commerciale 2

— maîtriser leurs risques permettant de pérenniser leur activité

se doter d’un outil de simulation permettant de générer des trajectoires futures des différents facteurs de
risques pour les intégrer dans les modèles de gestion devient incontournable.

1. Groupe de discussion de groupes d’assurance européen.
2. Et politique de souscription, ...
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Cet outil c’est le Générateur de Scénarios Economiques (GSE 3).

F. Planchet et al. proposent dans leur livre "Scénarios économiques en assurance" [52] la définition globale
suivante :

"Un scénario économique correspond à une projection de grandeurs économiques et financières sur un hori-
zon d’intérêt" telles que :

— les rendements d’indices "Action"

— les taux d’intérêt pour les différentes maturités

— les spreads de crédit pour les obligations d’état et privées

— les rendements d’indices "Immobilier"

— le taux d’inflation

Les entreprises d’assurance s’intéressent à l’évolution de ces grandeurs financières car elles conditionnent le
prix des actifs financiers de leur bilan et indirectement l’évaluation de leur passif via les interactions actif-
passif. Ainsi, une variation de prix futurs des actifs a un impact sur la richesse de l’entreprise d’assurance.

Un Générateur de Scénarios Economiques (GSE) est donc l’outil de modélisation permettant de générer
de multiples trajectoires de ces grandeurs sur un horizon donné.

Mais le terme générique GSE peut couvrir en fait plusieurs concepts mathématiques plus ou moins complexe :

— Techniques de simulation

— Estimations statistiques

— Intégration d’événement extrêmes

— Structures de dépendance

qui feront l’objet des chapitres suivants.

D’autre part, la construction d’un GSE au-delà de l’aspect mathématique présente plusieurs difficultés. En
effet, il doit être adapté à l’usage qui en est fait 4 :

— maîtrise des risques, on aura besoin en particulier de simulations sous probabilité historique

3. ESG - Economic Scenario Generator.
4. C’est l’objet de la section "Usages du GSE∗ en assurance" page 25.
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— valorisation, on aura besoin de simulations sous probabilité risque-neutre

Le générateur que nous allons développer dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de simulations sous probabilité
historique.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, revenons sur les notions de de probabilité historique et de probabi-
lités risque-neutre sous lesquelles les trajectoires seront générées.

1.1.1 Simulations sous probabilité historique
La valeur future des grandeurs financières est aléatoire, mais lorsque l’on étudie la distribution historique
effective, on observe pour chaque grandeur des structures statistiques caractéristiques. Par exemple, les dis-
tributions marginales des grandeurs étudiées peuvent présenter

— une leptokurticité 5 : les queues de distributions observées sont plus épaisses que celles de la loi
normale ou log-normale.

— une asymétrie 6 : la probabilité de rendements négatifs est supérieure à la probabilité de rendements
positifs.

— ...

Et les dynamiques observées des données historiques peuvent présenter par exemple :

— une tendance

— un retour à la moyenne 7

— une dépendance de queues 8 variable : les dépendances sont plus faibles dans les conditions de marché
normal que dans les conditions de marché stressé .

— un phénomène d’hétéroscédasticité : les volatilités élevées 9 ont tendance à se regrouper dans le temps.

— ...

Dans le cadre de la théorie du choix dans l’incertain 10, on suppose que les événements futurs possibles sont
associés à des probabilités objectives basées sur ces caractéristiques observées sur lesquelles les agents écono-
miques s’accordent.

En revanche, rien ne garantit que le phénomène réel 11 est exactement représenté par ces probabilités objectives.

5. Heavy tails - Kurtosis Cf. Coefficient d’aplatissement.
6. Skewness Cf. Coefficient de symétrie.
7. Mean-reversion.
8. Tail dependance.
9. Volatility cluster.

10. Cf. la notion de loterie en micro-économie de l’incertain.
11. Ainsi l’utilisation de la terminologie souvent utilisée de monde-réel (real world en anglais) n’est pas forcément adéquate.
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Cette probabilité objective est souvent appelé probabilité historique que l’on notera P.

Notons que simuler sous probabilité historique n’implique pas de reproduire pas l’historique lui-même. La
distribution objective n’est pas la distribution empirique.

D’autre part, on suppose l’aversion 12 aux risques des agents économiques. Ainsi, les prix des actifs intègrent
une prime de risque pour compenser une perte de rentabilité due aux facteurs de risque sous-jacents.
Par exemple, pour les produits de taux tels que les obligations, les facteurs de risques sont :

— le risque de taux 13

— le risque de crédit compensé par la prime (spread) de crédit

— le risque de liquidité compensé par la prime de illiquidité.

— le risque de corrélation compensé par la prime de corrélation pour compenser le risque systémique de
défaut sur plusieurs émetteurs.

Pour les actions les facteurs de risques sont

— le risque sur l’évolution du dividende

— le risque sur le ratio dividende/prix 14

Nous voyons que les facteurs de risque diffèrent d’un actif à l’autre. Les actifs n’offrent donc pas le même
rendement espéré. Ainsi le rendement d’un actif se décompose comme la somme du rendement sans risque et
de la somme des primes de risque associés à chacun des facteurs de risques :

E[rit] = E[r0
t ] +

∑
j(i)

λjt

Par conséquent, toutes les actualisations de flux futurs doivent être faites à un taux intégrant cette prime de
risque.

Pour pouvoir projeter une situation économique déterminée par les différentes variables financières, le
générateur de scénarios économiques sous probabilité historique constituera l’outil de simulation per-
mettant de générer des trajectoires réalistes 15 c’est-à-dire permettant de retrouver dans les valeurs futures les
propriétés statistiques des marginales observées et les primes de risques associées.

Nous parlerons de scénarios historiques, les trajectoires générés par le GSE sous probabilité historique.

12. Cf. les travaux de von Neumann et Morgenstern.
13. le produit de taus sans risque est supposé soumis à ce seul risque.
14. Earnings per share.
15. Cf. par exemple le paragraphe "Calibration" du document du CEIOPS [70].
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En pratique, les primes de risque sont très difficiles à déterminer et à modéliser du fait qu’elles soient très
différentes d’un actif à l’autre. Une sous-estimation de ces primes de risque revient à sur-estimer la valorisation.
Ainsi on introduit la probabilité risque-neutre. C’est l’objet du paragraphe suivant.

1.1.2 Valorisation sous probabilité risque-neutre
Valoriser sous probabilité risque-neutre consiste à considérer les agents économiques neutre à l’égard du risque
c’est-à dire on considère que les primes de risques sont toutes nulles 16. Les actifs ont la même espérance de
rentabilité (rendement), celui du taux sans risque.

Les prix des produits financiers peuvent être ainsi calculés plus simplement à l’aide de l’espérance des flux
futurs (payoffs) actualisés au taux sans risque sans avoir à estimer les primes de risque des actifs sous-jacents.

La valorisation des produits financiers revient donc souvent à calculer par Monte Carlo une espérance condi-
tionnelle sous la probabilité risque-neutre.

Nous parlerons de scénarios risque-neutres, les trajectoires générées par le GSE sous la probabilité risque-
neutre Q. Dans le cadre théorique, les dynamiques des prix des actifs dépendent de paramètres. On calibre 17

ces paramètres sur les prix observés.

Dans cette approche, il faut noter que la probabilité risque-neutre ne "modifie" pas les événements c’est-à-
dire que les événements négligeables dans l’un des mondes sont également négligeables dans l’autre monde. On
parle alors d’équivalence entre les probabilités.

L’unicité de la probabilité risque-neutre et l’équivalence entre les probabilités historique et risque-neutre
suppose que des hypothèses d’absence d’opportunité d’arbitrage et de complétude du marché soient vé-
rifiées (coût de transactions nuls, liquidité, ...). C’est l’objet des paragraphes suivants.

1.1.2.1 Valorisation en AOA

Nous venons d’introduire les notions de probabilité historique et risque-neutre, introduisons un exemple 18∗

simple permettant d’illustrer leur utilisation.

Exemple 1.1.1 (Jeu 1)
Considérons un jeu de pile ou face équilibré. La mise est de 1 euro et le tirage aléatoire permette d’obtenir un
gain d’un euro avec une probabilité de 0,5 ou une perte d’un euro avec une probabilité de 0,5 euros.

L’espérance de gain est de
0, 5× 1 + 0.5×−1 = 0

Ici la probabilité historique est de 0,5.

Si le joueur est neutre au risque le prix de ce jeu doit être égal à son espérance de gain.

16. Propriété de martingales.
17. Market-consistent calibration.
18. Cf. l’illustration de la présentation [60].
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Supposons maintenant que le prix de ce ne soit pas nul, et qu’il existe donc une prime de risque. Le joueur
risquophile devra payer par exemple P1 = 10 centimes.

Le monde risque-neutre consiste à modifier les probabilités historiques tel que l’espérance de gain soit égal au
prix.

0, 55× 1 + 0, 45×−1 = 0, 1

Exemple 1.1.2 (Jeu 2)
Considérons maintenant un jeu de pile ou face tel que la mise soit également de 1 euro mais tel que le tirage
aléatoire permettent soit d’obtenir un gain d’un euro ou soit de récupérer sa mise d’un euro.

L’espérance de gain est de
0, 5× 1 + 0, 5× 0 = 0, 5

Ici la probabilité de 0,5 est toujours la probabilité historique.

Exemple 1.1.3 (Stratégie)
Considérons maintenant la stratégie suivante :

— achat de deux jeux 1

— vente d’un jeu 2

Le gain de cette stratégie n’est plus aléatoire. Dans tous les cas on a :

2× 1− 1× 1 = 1

ou
2× 0− 1×−1 = 1

avec une probabilité de 0,5.

Sachant le prix P1 du jeu 1, le prix viable 19 du jeu 2 est déterminé par :

2× P2 − P1 = 1⇔ P2 =
1 + P1

2
= 0, 55

Et si l’on utilise la probabilité risque-neutre on trouve bien

0.55× 1 + 0, 45× 0 = 0, 55

Cela exprime la neutralité au risque.

Cet exemple permet d’illustrer le fait que la probabilité risque neutre ne peut pas servir pour calculer l’espé-
rance de gain et ne permet pas donc pas une approche de gestion des risques qui utilise plutôt la probabilité
historique. La probabilité risque-neutre quant à elle permet plutôt de calculer des prix viables.

19. i.e. sans possibilité d’arbitrages. On parle de prix en Absence d’Opportunité d’Arbitrage (AOA).
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1.1.2.2 Marché complet

Dans le cadre d’un marché complet, il est possible de couvrir tout flux financier, par l’actif sans risque et des
actifs risqués.

En AOA 20 et en marché complet, l’unique mesure-martingale est la probabilité risque-neutre permettant
d’obtenir un prix viable.

En assurance, ce prix en t = 0 s’exprime souvent comme l’espérance sous la mesure produit Pa ⊗Qf :�



�
	EPa⊗Qf

[∑
t>0 e

−
∫ t
0
rsdsFt | G0

]
(1.1)

où
— Pa est la probabilité décrivant la distribution des aléas non-financiers d’assurance.
— Qf est la probabilité décrivant la distribution (risque-neutre) des aléas f inanciers.

— rt le taux d’intérêt instantané sans risque.
— δ• = e−

∫ •
0
rsds représente le processus d’actualisation.

— Ft le flux assurantiel aléatoire future à la date t.

— Gt représente la tribu grossière Gt := Ft ∨ At où Ft représente l’information financière avant la date t
et At représente l’information assurantiel (biométrique 21) avant la date t.

Dans le cas où le flux assurantiel Ft ne dépend pas d’aléas financiers et c’est le cas lorsqu’il n’y a pas d’inter-
action actif-passif 22, l’équation (1.1) se simplifie :

EPa⊗Qf [∑
t>0

e−
∫ t
0
rsdsFt | G0

]
=

∑
t>0

EQf [δt | F0]× EPa [Ft | A0]

=
∑
t>0

P (0, t)EPa [Ft | A0] (1.2)

On retrouve ainsi la formule standard de la valorisation probabilité sous risque-neutre mais dont le flux est
donné par EPa [Ft | A0].

Or souvent le flux Ft est conséquence d’interactions actif-passif, c’est le cas en assurance-vie. Il n’y a donc pas
indépendance. On utilise alors souvent la simplification de l’espérance (1.1) en séparant les calculs d’espérance
des différentes probabilités : �



�
	EQf

[
EPa [

∑
t>0 e

−
∫ t
0
rsdsFt | A0] | F0

]
(1.3)

Le calcul se résume donc à évaluer l’espérance, via la méthodeMonte-Carlo sous la probabilité risque-neutre
Qf sachant la réalisation des aléas assurantiels 23 A0.
20. Cf. les travaux de Harisson, Kreps et Pliska - Pour une vision historique Cf. l’article [11].
21. En assurance-vie.
22. Cf. le paragraphe sur la gestion actif-passif (1.2.3.7).
23. Par exemple en assurance Vie les réalisations sont évaluées via les tables de mortalité.
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1.2 Usages du GSE en assurance
Le besoin de développer des GSE pour les entreprises d’assurance 24 s’est faite ces dernières années sous l’im-
pulsion d’évolutions réglementaires (Solvabilité II 25) et comptables (IFRS 4 26) et de façon parallèle pour
des besoins de communication financière (CFO Forum) 27. Dans ce mémoire, nous aborderons 28 surtout la partie
Solvabilité II.

Ainsi dans ce cadre, les entreprises d’assurances ont multiplié des outils de simulation et d’aide à la déci-
sion afin de répondre à leurs problématiques de :

— pilotage financier.

— stratégie d’allocation d’actifs.

— gestion actif-passif.

— calcul de la solvabilité globale qui repose sur la notion de provision Best Estimate.

Néanmoins ces outils de simulation doivent être construit de façon pertinente et judicieuse. En effet

1. le choix de la probabilité dépend de la nature de calcul de la problématique assurantielle :

— La probabilité risque-neutre est utilisée dès que l’approche financière de valorisation en valeur de
marché 29 est requise.

— La probabilité historique est utilisée si l’on souhaite obtenir dans une perspective prospective des
valeurs probables des grandeurs économiques.

2. les simulations sont chronophage et le temps de calcul est un élément critique pour les assureurs.

Plus singulièrement, il s’agit d’estimer au mieux les distributions futures des variables d’intérêt plutôt que
d’obtenir une prévision précise.

Dans les paragraphes suivants nous revenons sur le cadre prudentiel de Solvabilité II et les approches d’évalua-
tion des entreprises d’assurance afin d’illustrer l’usage des différentes simulations du GSE. Nous insisterons à
chaque fois lorsqu’il s’agira de simulations sous probabilité historique ou de simulations risque-neutre.

Enfin nous présenterons la gestion actif-passif en assurance-vie, du fait des interactions actif-passif rend les
calculs actuariels utilisant le GSE plus complexes.

24. Ainsi que les entreprises de réassurance et les fonds de retraite.
25. Solvency II Cf. [69].
26. Cf. indiquer une référence.
27. Cf. [73].
28. Néanmoins, on remarque une convergence des différentes notions.
29. Market consistent.
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1.2.1 Valorisation économique
Sous Solvabilité I, les fonds propres des entreprises d’assurance représentent la richesse accumulée. Solva-
bilité I s’inscrit dans une approche coût historique.

Afin de valoriser de façon plus réaliste les entreprises d’assurance, le CFO Forum et la directive européenne
Solvabilité II 30∗ ont développé une approche permettant d’incorporer la richesse future dans l’évaluation
des fonds propres des entreprises d’assurances.

1.2.1.1 Bilan économique au sens Solvabilité II

Le considérant 45 de la directive [69] de Solvabilité II considère que "l’évaluation de la situation financière des
entreprises d’assurance et de réassurance devrait reposer sur des principes économiques sains et faire un usage
optimal des informations fournies par les marchés financiers ainsi que des données généralement disponibles sur
les risques techniques en matière d’assurance. En particulier, les exigences de solvabilité devraient reposer sur
une évaluation économique fondée sur le total du bilan.".

Ce principe d’évaluation économique des bilans des entreprises d’assurance a pour but de refléter au mieux
leur position financière :

— L’actif sera valorisé en valeur de marché 31.

— Le passif sera évalué de façon cohérente avec le marché 32.

La valorisation économique du passif correspond au montant d’actifs qu’un tiers exigerait pour reprendre les
engagements de l’entreprise d’assurance.

Nous n’utilisons pas le vocable valeur de marché pour le passif car il n’existe pas vraiment de marché co-
tant les passifs. Si le passif est réplicable c’est-à-dire que les flux des passifs peuvent être répliqués pas des
produits financiers alors la valeur économique du passif sera la valeur de marché de ces produits financiers. Dans
la majorités des cas, les passifs ne sont pas réplicables, on introduit alors la notion de Best Estimate et de
marge de risque.

L’article 77 de la directive européenne [69] définit les provisions techniques comme la "somme de la meilleure
estimation, Best Estimate, et de la Marge de Risque" :

La meilleure estimation correspond à "la moyenne pondérée par leur probabilité des flux de trésore-
rie futurs, compte tenu de la valeur temporelle de l’argent (valeur actuelle attendue des flux de trésorerie
futurs), estimée sur la base de la courbe des taux sans risque pertinents" :

Lt := EQ[
∑
u>t

δu
δt
Fu | FRWt ] (1.4)

Ici on considère que les flux aléatoires Ft ont déjà été probabilisés par le risque assurantiel. Cf. (1.3) page 24.

30. Mise en application au 1er janvier 2016.
31. Marked-to-Market.
32. Fair value.
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La marge de risque est "calculée de manière à garantir que la valeur des provisions techniques est équiva-
lente au montant que les entreprises d’assurance et de réassurance demanderaient pour reprendre et honorer
les engagements d’assurance et de réassurance".

Le bilan prudentiel se représente donc de la façon suivante :

Valeur de marché

des actifs

Fonds propres
économiques

Marge de risque

Best Estimate

NAVt

Lt

On appellera actif net 33 ou fonds propres économiques, la différence entre l’actif économique et les provisions
techniques économiques 34 :

NAVt = At − Lt (1.5)

1.2.1.2 Valeur intrinsèque MCEV

Les entreprises d’assurances publient dans le cadre de leur communication financière la valeur de leur entreprise.
Cette valeur peut être utilisée dans le cadre d’un projet de fusion-acquisition par exemple.

La MCEV 35 mesure la valeur de l’entreprise d’assurance du point de vue de l’actionnaire. Cette valeur
intrinsèque 36 économique est définie des éléments suivants :

— l’Actif Net Réévalué (ANR) représente les richesses accumulées par la compagnie d’assurance. Il
s’agit de la valeur de marché des actifs adossés aux fonds propres i.e. qui ne couvrent pas les engage-
ments. Il y a prise en compte des plus ou moins values latentes.

— la Value-In-Force (VIF) correspond à la valeur actuelle des profits futurs générés par le portefeuille
de contrats en tenant compte des options et garanties financières implicites :

VIFt := EQ[
∑
u>t

δu
δt
Ru | FRWt ] (1.6)

Ainsi l’actif net peut être défini également comme la somme de la richesse actuelle et de la richesse future
actualisée :

NAVt = ANRt + VIFt (1.7)

33. Net Asset Value.(NAV
34. Best Estimate of Liabilities - BEL ou BE.
35. Market Consistent Embedded Value. Cf. [73].
36. Embedded value.
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Ainsi dans l’approche MCEV, le bilan prudentiel se décompose :

Valeur de marché

des actifs

ANR

VIF

Marge de risque

Best Estimate

NAVt

Lt

Les formulations (1.4) page 26 et (1.6) page 27 des quantités NAVt, VIFt sont approximées par la méthode de
Monte Carlo :

Lt '
1

NMC

NMC∑
S=1

∑
u>t

δSu
δt
F S
t

VIFt '
1

NMC

NMC∑
S=1

∑
u>t

δSu
δt
RS
t

où RSt et FSt sont des réalisations de trajectoires risque-neutres.

Ainsi le calcul de la VIF et de la valeur économique du passif à la date initiale (t=0) nécessitent
seulement des simulations risque-neutre pour déterminer les espérances par Monte Carlo. Dans ce
cas les simulations sous probabilité historique ne sont pas nécessaires.

1.2.2 Calcul du SCR

La directive Solvabilité II 37 exige que "les entreprises d’assurance et de réassurance détiennent des fonds propres
éligibles couvrant le capital de solvabilité requis".

L’objet de ce paragraphe est de présenter le calcul du capital solvabilité requis.

1.2.2.1 Capital économique

Afin d’assurer un niveau de faillite faible, la directive Solvabilité II exige un niveau de fonds propre économique
issu du bilan économique permettant de couvrir les risques financiers et assurantiels à un an avec un niveau de
confiance de 99,5% :

argminx∈R+P{NAV1 < 0 |NAV0 = x} ≤ 0.5% (1.8)

Il s’agit donc de calculer 38 pour les entreprises d’assurance un quantile avec un niveau de confiance à 99,5%
de la distribution des fonds propres économiques à un an.

37. Cf. Section 4 de la directive européenne [69].
38. Article 101-3. de [69] "Le capital de solvabilité requis correspond à la valeur en risque (Value-at-Risk) des fonds propres de

base de l’entreprise d’assurance ou de réassurance, avec un niveau de confiance de 99,5% à l’horizon d’un an."
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Néanmoins, il existe plusieurs interprétations 39 de ce calcul mais nous retenons la définition suivante :

On appelle Capital Economique théorique, qu’on notera SCR, la solution approchée de l’équation (1.8) :�� ��SCR0 = NAV0 − P (0, 1) q0.5%(NAV1) (1.9)

avec P(0,1) le prix d’un zéro-coupon de maturité un an.

La quantité −P (0, 1) q0.5%(NAV1) représente un montant de fonds propres qu’il est nécessaire d’ajouter aux
fonds propres initiaux NAV0 pour garantir la condition de non-faillite de l’entreprise d’assurance avec un
niveau de confiance de 99.5%.

q0.5%(NAV1) peut être négatif par exemple dans un scénario de baisse importante de la valeur de marché
des actifs (NAVt = At − Lt).

Posons K := P (0, 1) q0.5%(NAV1). Notons NAVK
1 , AK1 , LK1 , l’actif net, la valeur de marché de l’actif et L1

la provision technique économique à un an après ajout du capital K.

On a
P{NAVK

1 < 0 |NAV0 +K} = P{AK1 − LK1 < 0 |NAV0 +K}
Si les fonds propres sont cantonnés i.e. il n’y pas d’interaction actif-passif (participation aux bénéfices des
assurés en assurance Vie) on a alors LK1 = L1. Ainsi en capitalisant la somme K sur un an, on obtient :

P{NAVK
1 < 0 |NAV0 +K} = P{AK1 − L1 < 0 |NAV0 +K}

= P{A1 +
K

P (0, 1)
− L1 < 0 |NAV0 +K}

= P{NAV1 − q0.5%(NAV1) < 0 |NAV0 +K}
= P{NAV1 < q0.5%(NAV1) |NAV0 +K}
= 0.5%

Les quantités NAV1 et L1 sont aléatoires.

1.2.2.2 Approche standard

Dans le cadre du pilier I de Solvabilité II, une formule standard (simple) pour le calcul du capital de solvabilité
requis de base a été proposée 40. Elle consiste à évaluer un SCR global par agrégation de SCR élémentaires
relatifs à chaque type de risque R, c’est l’approche modulaire :

— Risque de marché

— Risque de défaut 41

39. Cf. la discussion au paragraphe 2.2 page 37 du livre de Guibert et al. [54].
40. Cf. Article 104 de la directive européenne [69].
41. Risque de contrepartie.

29



— Risque de souscription Vie

— Risque de souscription en
Santé

— Risque de souscription Non Vie

Ci-dessous le schéma succinct 42 de la pieuvre, qui définit l’approche standard dit modulaire 43.

SCR

BSCRAdj Opérationnel

SCRMarché

SCRTaux d’intérêt

SCRIndice Action

SCRCrédit

SCRImmobilier

SCRSanté SCRDéfaut SCRVie

SCRRachat

SCRNon-Vie

Les SCRi élémentaires sont calculés à partir de chocs instantanés des facteurs de risque Ri : le capital
économique associé au sous-risque Ri correspond à la variation parler de l’absence de la marge pour risque
dans la formule standard des fonds propres issus du scénario central et des fonds propres après réalisation
d’un choc instantané du facteur de risque Ri.

Les fonds propres sur le bilan initial (i.e. t=0) après choc instantané du facteur de risque Ri :

NAVRi
0 = ANRRi

0 + EQ -Ri [
∑
t≥0

δt
δ0
RRit | F

Ri
0 ]

On approxime l’espérance conditionnelle par la méthode Monte Carlo

NAVRi
0 ' ANRRi

0 +
1

NMC

NMC∑
S=1

∑
t≥0

δSt
δ0
RS,Ri
t

42. Nous nous intéressons dans ce mémoire principalement au risque de marché. Nous faisons apparaître le risque de rachat du
fait de l’interaction actif-passif.
43. Bottom-up Approach.
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Dans le cadre de la formule standard, les calculs ne nécessitent donc pas de simulations sous probabilité
historique. Seules les simulations risque-neutres issues de t = 0 pour évaluer les espérances condition-
nelles de chaque sous-module sont nécessaires.

Le capital économique associé au risque Ri, appelé SCR élémentaire, correspond à la variation de fonds
propres entre le scénario central et le scénario choqué :�� ��SCRRi

0 := max{NAV0 −NAVRi
0 , 0}

Bilan économique scénario central Bilan économique après choc

A0

BEL0

NAV0

A+
0

BEL+
0

NAV +
0

SCR

Choc instantanné

Le SCR est obtenu en agrégeant les SCRRi
0 élémentaire via des matrice de corrélation pré-définies 44.

Le calcul des SCR élémentaires ne tient pas compte des spécificités de chaque entreprise d’assurance.
Il existe une variante de la formule standard "Standard Entity Specific" permettant une calibration des
chocs plus en adéquation avec l’entreprise d’assurance.

L’introduction des matrices de corrélation pour agréger les SCR de chaque sous-module pour obtenir le SCR
total permet de prendre en compte un effet de diversification. La diversification réduit le capital réglementaire.

1.2.2.3 Stochastique dans le Stochastique - SdS

Nous venons de présenter la méthode standard qui ne correspond pas exactement à la définition du capital
économique :

SCR0 = NAV0 − P (0, 1) q0.05%(NAV1)

Le calcul exact est appelé Stochastique dans le Stochastique 45. Nous allons expliquer dans ce paragraphe le

44. Les matrices de corrélation inter-risque sont définies dans l’annexe 4 de [69].
Les chocs de chaque sous-risques sont calibrés sur la base d’une mesure de la VaR à 99,5%. Cf. Article 104.4. de [69].
45. On parle également de Simulations dans les Simulations. En anglais on parle de Nested simulations.
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sens de cette expression.

La quantité aléatoire NAV1 peut être exprimée comme une espérance conditionnelle sous la probabilité risque-
neutre :

En date t=1, la valeur de l’actif net en 1 est égale à l’espérance sous probabilité risque-neutre des profits
futurs (t ≥ 2) actualisés au taux d’intérêt continu sans risque :

NAV1 = ANR1 + EQ[
∑
t≥2

δt
δ1
Rt | F1] (1.10)

En date t = 1, la valeur du passif est égale à l’espérance sous probabilité risque-neutre des flux futurs (t ≥ 2)
actualisés au taux d’intérêt continu sans risque :

L1 = EQ[
∑
t≥2

δt
δ1
Ft | F1] (1.11)

Nous remarquons que ces deux évaluations risque-neutre dépendent de l’information en date t=1. Les formu-
lations (1.10) et (1.11) nécessitent 46 donc

— des simulations sous probabilité historique pour déterminer la filtration F1.

— des simulations risque-neutre pour déterminer par Monte Carlo l’espérance conditionnelle
EQ[· | F1]

Il s’agit de simulation imbriquées, c’est le stochastique dans le stochastique.

Le calcul du SCR s’effectue en deux étapes :

1. Pour un calcul prospectif à x années on simule des trajectoires enmonde réel sur x années. On appellera
ces simulations trajectoires primaires.

2. Dans un deuxième temps, on simulera des trajectoires dites secondaires sous la probabilité risque-neutre
conditionnellement à chaque trajectoire primaire générée sous probabilité historique.

Nous obtenons ainsi une distribution de la variable aléatoire NAV1 dont la ième réalisation est

NAV1(ωi) = ANR1(ωi) +
1

NMC

NMC∑
j=1

∑
t≥2

δt(ωi, ω̃j)

δ1(ωi)
Rt(ωi, ω̃j)

On obtient le capital économique en prenant le quantile empirique d’ordre 0.5% de l’échantillon des NAV1(ωi) :�



�
	SCR0 = NAV0 − P (0, 1) NAV

1,
(
bNp×0.5%c+1

) (1.12)

46. Quelques fois on n’a pas besoin de simulations à préciser. Redemander à FP
47. Graphe de l’article [15] - avec les notations FP1 := NAV1 et V EP1 := L1
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Figure 1.1 – Distribution de fonds propres économiques par la méthode SdS 47

NP est le nombre de simulations primaires.

Pour P simulations primaires et S simulations secondaires le nombre de simulations total est de S×P . Celui-ci
doit être grand pour pouvoir assurer la convergence des Monte Carlo sous-jacents pour le calcul final du quantile
d’ordre 0,5%. Cette approche SdS est chronophage, elle induit un temps calcul très long du fait des simulations
imbriquées et des interactions actifs-passifs. Il est nécessaire du point de vue opérationnel de déterminer des
méthodes d’approximation permettant de réduire le nombre de simulations.

Il est possible de diminuer le temps de calcul en utilisant la méthode SdS seulement sur certains sous-modules
et d’utiliser la méthode standard sur les autres sous-modules. Il s’agit du modèle interne partiel.

Des méthodes alternatives au calcul SdS ont été proposées afin de réduire le temps de calcul tout en per-
mettant d’obtenir une estimation robuste du Capital Economique. Elles proposent de contourner le problème
de temps de calcul :
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— en diminuant directement le nombre de simulations primaires et/ou secondaires. Par exemple, les mé-
thodes suivantes :

— Portefeuille répliquant

— Curve fitting

— Least Square Monte Carlo

— en sélectionnant certaines trajectoires, celles qui contribuent au calcul du SCR. Par exemple :

— scénarios de stress test à dire d’expert souvent utilisés en tant que modèle-jouet 48 ; par exemple pour
évaluer des stratégies de règles de gestion 49∗∗ (ventes d’actifs, ...), des stratégies des couvertures
(caps, ...), de la justification de la calibration des chocs des facteurs de risques, ...

— accélération du SdS

Ces méthodes alternatives feront l’objet des paragraphes suivants.

1.2.2.4 Portefeuille répliquant

Lorsqu’on souhaite valoriser le passif économiquement c’est-à-dire de façon cohérente avec le marché, il de-
vient naturel de vouloir utiliser les outils de finance mathématique.

De plus, en particulier en assurance Vie, les passifs comportent des garanties qui peuvent être assimilées
à des options financières (caps, floors, swaptions, ...) :

— Taux à Minimum Garanti

— Participation aux bénéfices

— Rachat conjoncturel

— Arbitrage entre fonds UC et fonds euros

— Option de conversion de rente

— Garantie plancher pour les UC en cas de décès

L’objet des méthodes de portefeuilles répliquants est donc de répliquer le passif par des instruments
financiers et de valoriser en valeur de marché ces produits pour connaître la valeur économique du passif.

L’hypothèse implicite de la méthodologie des portefeuilles répliquants est donc l’adéquation des flux de
passifs à ceux du portefeuille répliquant : i.e. le pay-off Ft en t du passif se décompose en k pay-offs en t

48. toy-model
49. Management rules

34



d’instruments financiers hjt élémentaires :

Ft :=
∑
k

αk h
k
t , α̂j ∈ [0, 1] (1.13)

On détermine les poids αk selon un critère de moindres carrés. Deux principaux critères sont utilisées :

— Le premier critère : adéquation des flux1 à toute date t :

α̂j := argmin
αk

S∑
i=1

∑
t>0

(
Ft(ω̃i)−

∑
k

αk h
k
t (ω̃i)

)2

— Le deuxième critère : adéquation des valeurs actuelles nettes2

α̂j := argmin
αk

S∑
i=1

(∑
t>0

δt(ω̃)Ft(ω̃i)−
∑
k

αk δt(ω̃)hkt (ω̃)
)2

= argmin
αk

S∑
i=1

(
VAN0(ω̃)− RP0(ω̃

)2

où S est le nombre de simulations risque-neutre 50.

Dans un modèle de régression linaire multiple on a

Ft '
∑
k

αk h
k
t

=
∑
k

αk h
k
t + εt

avec

E[εt] = 0

On a donc

L0 = EQ[
∑
t>0

δtFt]

= EQ[
∑
t>0

δt(
∑
k

αk h
k
t + εt)]

=
∑
k

αkEQ[
∑
t>0

δth
k
t ] +

∑
t>0

EQ[δtεt]

= RP0

50. Beaucoup d’auteurs ne précisent pas la probabilité de simulation.
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La dernière égalité est vérifiée 51 si les variable δt et εt sont décorrélées.

Une fois les poids déterminés, on peut estimer le Capital Économique en prenant le quantile empirique de
la distribution simulée des RP1 :�



�
	ŜCR0 = NAV0 − P (0, 1) R̂P

1,
(
bNp×0.5%c+1

)
où NP est le nombre de simulations primaires.

Pour certains instruments financiers, les prix de marché peuvent être déterminés par des formules fermées
sans utiliser des simulations Monte Carlo. Ces instruments hk sont à privilégier dans la constitution du porte-
feuille répliquant afin de réduire le temps de calcul pour déterminer RP1.

La valeur de marché du portefeuille de réplication dans le scénario i à la date t = 1 est donnée par

R̂P1(ωi) =
∑
k

α̂k h
k
1(ωi)

Les hk1(ωi) sont déterminées par des formules fermées.

L’algorithme de l’estimation du SCR0 s’effectue donc en trois étapes :

1. Effectuer P simulations primaires en monde réel.

2. Valoriser par formule fermée les instruments de marché conditionnellement aux P scénarios
primaires.

3. Calculer le quantile empirique d’ordre 0,05% de la distribution simulée RP1 pour obtenir
le Capital Economique.

En conclusion :

La méthodologie de portefeuille répliquant permet de réduire le temps calcul. En effet l’utilisation de
formules fermées dispense de générer des scénarios secondaires, seuls les scénarios primaires sous
probabilité historique sont générées.

1.2.2.5 Curve Fitting

Dans le cadre du calcul du Capital Economique (1.12) page 32, la méthodologie du Curve Fitting permet de
diminuer le nombre de simulations.

C’est une méthodologie qui consiste à identifier les facteurs de risques (Ri) sous-jacents au calcul du
Capital Economique SCR et d’exprimer la NAV1 à un an comme un polynôme en ses facteurs :

NAV1 =
∑
α

aαR
α

51. Cf. les remarques sur la garantie de cette hypothèse dans l’article [16].
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où Rα := Rα1
1 × · · · ×Rαnn .

Une fois les coefficients du polynôme estimés, il possible de calculer la valeur de la NAV1 pour toute va-
leur de simulation primaire sans devoir effectuer des simulations secondaires. On obtient enfin une distribution
empirique de la NAV1. On peut donc calculer le quantile empirique d’ordre 0,05%.

L’algorithme s’effectue donc en quatre étapes :

1. Effectuer un SdS pour un nombre de point P ′ < P.

2. Estimation du polynôme sur P ′ points.

3. Calculer la NAV1 sur les P-P’ points restants

4. On obtient ainsi une distribution empirique de P NAV1. On calcule enfin le quantile empirique
d’ordre 0,05% pour obtenir le Capital Economique.

En conclusion :

Cet algorithme permet donc de diminuer le nombre de SdS en effectuant des simulations secondaires
sur moins de points de simulations primaires.

1.2.2.6 Accélération du SdS

Dans le cadre du Stochastique dans le Stochastique, le calcul du Capital Economique s’intéresse particulièrement
à la queue de distribution puisque il s’agit de déterminer un quantile d’ordre 0,5% :

SCR0 = NAV0 − P (0, 1) NAV
1,
(
bNP×0.5%c+1

)
La connaissance de la distribution complète à un an n’est donc pas nécessaire.

L’idée de l’algorithme d’accélération du SdS, initié par Devineau et Loisel [15], consiste à déterminer les scéna-
rios adverse pour la valeur de la NAV et d’effectuer des simulations secondaires pour ces seuls scénarios.

L’algorithme d’accélération s’effectue selon les étapes principales suivantes :

1. Déterminer les k facteurs de risque de l’entreprise d’assurance.

2. Effectuer P simulations primaires.

3. Calculer la réalisation du k-uplet de facteurs de risque pour chacune des P réalisations
primaires via le GSE monde réel.

4. Construire une région d’exécution du SdS en associant chaque réalisation du k-uplet une
norme permettant de classer les scénarios primaires et de définir une région d’exécution
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en fonction d’un seuil pré-défini. Cette région d’exécution permet de définir les scénarios
primaires a priori défavorables pour l’entreprise d’assurance. A ce stade, P’ scénarios
primaires appartiennent à la région d’exécution.

5. Effectuer pour chacune de P’ simulations primaires, S simulations secondaires via le GSE
risque-neutre permettant d’évaluer, dans le modèle ALM, P’ NAV.

6. Classer par ordre croissant les P’ NAV calculées pour les scénarios adverses c’est-à-dire
entrainant une NAV faible (on s’interesse seulement à la queue de distribution pour déterminer
le quantile d’ordre 0,5%).

7. Le capital économique correspond au
(
bNP × 0.5%c+ 1

)ème
NAV de ce classement.

En conclusion 52 :

Cet algorithme permet donc de diminuer le temps de calcul en réduisant le nombre de SdS en
effectuant des simulations secondaires risque-neutre sur moins de points de simulations primaires en
monde réel.

1.2.2.7 Least Square Monte Carlo - LSMC

La méthodologie du LSMC 53 a été introduite par Longstaff Schwartz [25] en Finance mathématique pour évaluer
les options américaines et puis en assurance 54 pour approximer l’espérance conditionnelle de l’équation de la
NAVt :

NAVt = ANRt + EQ[
∑
s>t

δs
δt
Fs | Ft]

En effet, si on suppose qu’on peut exprimer la filtration FRWt comme une σ-algèbre générée par des trajectoires
markoviennes de d facteurs de risques 553 (Y·)t≥0 ∈ Rd alors

Lt = EQ
[∑
s>t

δs
δt
Fs |Yt, t ∈ [0, t]

]
Opérationnellement 56, Lt ne dépend pas de la trajectoire complète des facteurs de risques

(
Yt, t ∈ [0, t]

)
mais

l’information peut être représentée par un nombre fini de variable Dt := (D1
t , · · · , Dm

t ).

On peut donc ré-écrire l’espérance conditionnelle

Lt = EQ
[∑
s>t

δs
δt
Fs | (Yt, Dt)

]
52. Préciser la difficulté de construire la région d’exécution pour un nombre de facteurs de risques > 2
53. Certains autreurs utilisent l’acronyme LSM.
54. Cf. l’article de Bauer [7].
55. State Markov process
56. Cf. l’article de Bauer [6].
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Lt appartient à l’espace L2(Ω, σ(Y,D),P) et on peut donc décomposer l’espérance conditionnelle dans une
base hilbertienne :

Lt =

+∞∑
k=1

bk ek(Yt, Dt)

'
M∑
k=1

bk ek(Yt, Dt)

A priori pour calculer A partir des P simulations monde réel Y1(ω) on obtient une distribution empirique de(
Y 1

1 , D1), · · · (Y i1 , Di
1), · · · (Y P1 , DP

1 )
)
et de P simulations risques neutres

On détermine les coefficients bk par un critère de moindres carrés à partir des P simulations monde réel :

b̂k := argmin
bk

P∑
i=1

(∑
s>t

δs(ωi, ω̃i)

δt
Fs(ωi, ω̃i)−

M∑
k=1

bkẽk(Y1(ωi, ω̃i), D1(ωi, ω̃i))
)2

où (ωi, ω̃i) est une trajectoire risque-neutre sur {s > t} conditionnellement à la trajectoire monde réel (ωi).

Une fois les coefficients déterminés, on peut calculer le Capital Économique :�



�
	ŜCR0 = NAV0 − P (0, 1)

(∑M
k=1 b̂ke(Y,D)

)(
bNp × 0.5%c+ 1

)
En conclusion :

Cet algorithme permet donc de diminuer le nombre de SdS en effectuant une seule des simulation
secondaire par simulation primaire.
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1.2.3 Gestion actif-passif
La gestion actif-passif 57 consiste, pour l’entreprise d’assurance, à assurer une visibilité suffisante de ses résultats
futurs en optimisant les emplois et les ressources de son bilan. Il doit donc pouvoir anticiper les impacts sur son
bilan.

Par exemple, en assurance Vie, le pilotage doit prend donc en compte les variations des facteurs de risques
(aléas) qui affectent son bilan :

— comportements des assurés rachats (totaux/partiels, structurels/partiels, résiliations, décès, ...)

— participation aux bénéfices

— évolution des actifs (rentabilité, risque marché, risque de crédit, risque liquidité, ... )

afin que toute variation de la valeur de l’actif correspondent à une variation équivalente du passif (ou inverse-
ment).

Développer un GSE permet de modéliser l’ensemble des risques "marché" susceptibles d’impacter l’actif de
l’assureur, et indirectement le passif via ce que l’on nommera les interactions actifs-passifs.

1.2.3.1 Risque de taux d’intérêt

Les entreprises d’assurance doivent pouvoir quantifier l’impact de variations des taux d’intérêt. En effet, du fait
de la structure de leur actif du bilan, ils sont exposés au risque de taux d’intérêt, à la baisse comme à la hausse :

— En cas de baisse des taux d’intérêts, l’entreprise d’assurance pourra réaliser des plus-values latentes
pour garder une allocation constante du fait de l’appréciation des obligations, ce qui est positif à court
terme. Mais à moyen et long terme, si la baisse des taux d’intérêts est trop importante, le rendement
des nouveaux actifs obligataires pourrait être insuffisant 58 par rapport aux engagement 59 de taux
d’intérêt (TMG 60, effet cliquet) pris envers les assurés.

— En cas de hausse des taux d’intérêts, l’entreprise d’assurance subit une dépréciation de ses obliga-
tions, des moins-values latentes sont alors enregistrées. La concurrence des produits bancaires (Livret A,
nouveaux contrats, ...) de taux qui pourrait engendrer des rachats et ainsi concrétiser les moins-values
latentes (ventes des obligations).

D’autre part, le passif est également assujetti au risque de taux. En effet, l’engagement de l’entreprise d’assu-
rance envers les assurés, par exemple, en assurance Vie est représentée par les provisions mathématiques qui
correspondent à la valeur actualisée des engagements. En cas de choc de taux d’intérêt, la valeur économique
du passif est impactée.

57. Asset Liabilities Management - ALM.
58. Les nouveaux contrats d’assurance-Vie sur le marché ne sont souvent plus assortis que d’une garantie en capital.
59. Il s’agit d’options implicites.
60. Garanties ex ante.
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Dans un premier temps, l’entreprise d’assurance peut chercher à gérer son risque de taux d’intérêt via les
techniques standards d’adossement 61 des flux ou via les techniques de couverture par sensibilité (duration-
convexité).

Or le fait que

— les engagements peuvent être souvent plus long que la profondeur du marché d’actif.

— les contrats contiennent implicitement des options implicites plus ou complexes du fait de leur imbri-
cation.

rendent les outils traditionnels non-implémentables ou qui donnent des valeurs sur/sous-estimées.

La construction d’un GSE sous probabilité historique et risque-neutre devient indispensable 62 pour pouvoir,
par exemple, calculer la duration effective du passif ou pour évaluer économiquement 63 les options implicites.

La couverture du risque de taux d’intérêt complète sur l’ensemble des états du monde par l’entreprise d’assu-
rance, serait extrêmement coûteuse et la charge serait difficilement acceptable pour l’assuré. Néanmoins, les
entreprises d’assurance peuvent mettre en place une couverture dynamique avec la mise en place de couverture
au fil de l’eau (swaps, swaptions, ...) en fonction de l’évolution des facteurs de risque. Le GSE permettra de
tester l’efficacité des règles de couvertures mises en place sur l’horizon de projection.

1.2.3.2 Risque de crédit

Le risque de défaut 64 est le risque de non-paiement d’une dette (coupon et nominal d’une obligation). C’est un
risque qui est devenu un risque prépondérant (crise de la dette, ...) en particulier pour les entreprises d’assurance
qui ont une allocation principalement obligataire.

On définit également du risque de spread qui mesure l’intensité de la perception du risque de défaut et de liqui-
dité d’un émetteur par les investisseurs. Ce risque peut être également mesuré par l’intermédiaire de notation 65.

De la même façon que les taux d’intérêt, le GSE devient indispensable pour la prise en compte du risque
de crédit dans les chroniques obligataires du modèle ALM.

1.2.3.3 Risque de rachats

Le comportement des assurés en assurance-Vie peut dépendre de l’évolution des facteurs de risques finan-
ciers. En effet, en fonction des niveaux de taux d’intérêt de marché, en particulier, et en comparaison avec
les taux servis et ceux de la concurrence (fonds euros des autres entreprises d’assurance, livrets A bancaires,
...), des rachats 66 peuvent survenir.

61. Cash-flow matching.
62. Par exemple, l’estimation erronée des provisions mathématiques a conduit Equitable Life (GB) à la faillite 2001. "Tout a

commencé avec cette décision de tailler dans les bonis des polices de rentes à taux garanti de 90 000 sociétaires."
63. Obligation de Solvabilité II.
64. Également appelé risque de signature.
65. Rating.
66. Rachats conjoncturels ou dynamiques. Les rachats structurels ne dépendant pas des facteurs financiers.
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En environnement taux d’intérêt bas comme aujourd’hui 67, un scénario de hausse de taux d’intérêt est très
probable, les assurés (épargnants) seront dans ce cas susceptibles de racheter partiellement ou totalement leurs
contrats pour profiter des nouveaux taux d’intérêt haussiers. Ainsi si des achats massifs se réalisaient, l’en-
treprise d’assurance devra retourner des positions au niveau de l’actif et pourrait réaliser des moins-values
latentes ce qui affaiblirait sa solvabilité.

Afin de limiter ce risque de rachat les entreprises d’assurance peuvent 68 via les mécanismes de provisions
pour participation aux bénéfices et de réserve de capitalisation lisser les taux servis dans le temps c’est-à-dire
mener une politique stratégique afin de maintenir un rendement stable en fonction des cycles économiques.

Les GSE en monde réel permettront aux entreprise d’assurance un pilotage prospectif de leur risque de ra-
chat en testant leurs règles de management (taux servis, ...), leur loi de rachats dynamiques. Les scénarios en
risque-neutre permette d’évaluer l’option implicite de rachat dans le cadre de l’évaluation Best Estimate.

1.2.3.4 Risque de liquidité

Le risque de liquidité mesure le fait qu’un actif puisse être acheté ou vendu rapidement sans effet signi-
ficatif sur l’établissement de son prix. Ainsi un débiteur pourrait ne pas pouvoir rembourser sa dette, si la
vente de l’actif adossé à son passif ne peut se réaliser. C’est une mesure différente du risque de crédit même
si elle mesure, également, la capacité d’un débiteur à rembourser sa dette.

Ainsi, pour les actifs moins liquides, une prime de liquidité est donc ajoutée au prix pour compenser
le risque pris par l’investisseur. Pour les titres obligataires, il s’agit d’un rendement supplémentaire au taux
d’intérêt sans risque et au spread de crédit.
Pour les entreprises d’assurance, le risque de liquidité est un risque important à piloter. Par exemple, en
assurance-Vie, les rachats structurels 69 ou conjoncturels 70 peuvent amener l’entreprise d’assurance à de-
voir vendre un actif pour ajuster son adossement actif-passif. Or, il peut être confronté, du fait de l’environ-
nement économique et aux caractéristiques de la contrepartie, à la difficulté de vendre cet actif et de pouvoir
rembourser ses assurés.

Pour mesurer ce risque de liquidité, les entreprises d’assurance peuvent établir un gap 71 de liquidité sur l’horizon
de projection pour toute simulation monde-réel du GSE.

1.2.3.5 Risque d’actifs de diversification

Les entreprises d’assurance doivent pouvoir quantifier l’impact des variations des actifs de diversifications (titres
R332-20) :

— action

67. Cf. le document de l’ACPR [2].
68. En cas de fluctuations des marchés financiers modérés.
69. Il s’agit de rachat indépendants de la conjoncture économique.
70. ou dynamique.
71. Ecart entre les flux de l’actif et les flux du passif.
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— entreprise de placement collectif 72

— immobilier

— ...

En cas de scénario défavorable des actifs de diversification, l’Actif (du bilan) n’est plus adossé au Passif.

1.2.3.6 Allocation stratégique

L’allocation stratégique consiste à l’entreprise d’assurance de déterminer sa politique d’investissement
permettant de réaliser un bénéfice tout en prenant en compte les contraintes de son passif (tarification, ...), de
ses risques (risque de taux, ...) et des contraintes réglementaires (SCR, ...).

La détermination de l’allocation stratégique est devenu déterminant dans le cadre de la nouvelle directive
Solvabilité II qui a introduit le risque marché dans le cadre de la valorisation économique. Ainsi le Capital
Économique varie en fonction de l’évolution des postes de l’actif et donc dépend de l’allocation décidée par
l’entreprise d’assurance.

Le développement de scénarios stochastiques des actifs permet de mesurer l’impact sur le modèle ALM de
l’allocation (obligations et actifs de diversification) de l’entreprise d’assurance.

Du fait des interactions actifs-passifs, l’allocation stratégique nécessite une stratégie multi-périodes. En
effet, à la fin de chaque période, la composition du bilan de l’entreprise d’assurance doit être revue. Les im-
pacts sur le modèle ALM dépendent donc de la réalisation 73 des facteurs de risques dans la période précédente.

Les GSE monde réel deviennent un outil indispensable pour l’entreprise d’assurance afin de déterminer sa
politique d’investissement et de couverture et de pilotage de ses ratios réglementaires.

1.2.3.7 Interaction actif-passif

Dans ce paragraphe nous allons voir comment l’évolution des grandeurs économiques conditionnant le prix des
actifs peut impliquer des désinvestissement ou des investissements dus aux interactions actif-passif.

Nous allons introduire quelques définitions qui jouent un rôle important dans les interactions actif-passif
en assurance-vie.

Par exemple, les contrats d’assurance-vie mono-support ou multi-supports (pour la partie fonds Euro) disposent
de garanties favorables aux assurés : Taux Mininum Garanti 74 et la Participation aux Bénéfices 75 :

Le taux d’intérêt technique ou taux minimum garanti, représente la revalorisation minimale des pro-
visions mathématiques que l’entreprise d’assurance garantit chaque année à l’assuré. Il est défini par le Code

72. Les OPC regroupent les OPCVM et les fonds d’investissements alternatifs (FCP)
73. Trajectoire sous probabilité historique
74. TMG = Taux Minimum Garanti.
75. PB = Participation aux Bénéfices.
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des Assurances. Il peut être fixe ou variable et est fixé à la souscription du contrat.

Pour le fonds Euro, il s’agit du taux de rendement minimum servi à l’assuré chaque année.

La participation aux bénéfices correspond à la distribution aux souscripteurs d’assurance Vie des bé-
néfices réalisés grâce à leur épargne. Pour cette participation aux bénéfices, la réglementation 76 impose aux
assureurs d’attribuer aux souscripteurs 85 % des bénéfices financiers effectivement réalisés.

Néanmoins l’entreprise d’assurance peut choisir de distribuer une partie de la PB à la fin de l’exercice
et/ou doter une partie en Provision pour Participation aux Excédents 77∗. Cette provision, due aux as-
surées, devra être entièrement distribuée au bout de huit ans.

La PB dépend donc

— des produits financiers réalisés pendant l’exercice

— de la réglementation des 85% du Code des Assurances

— des règles de distributions contractuelles

— des règles de distribution commerciales (TMG boosté)

— de la marge de l’entreprise d’assurance

Le taux servi correspond à la partie de la PB qui est intégrée dans les PM.

La participation aux bénéfices cible est définie en fonction de la politique commerciale (nouveaux entrants,
fidélisation de la clientèle). Le but est la convergence de la PB vers PB cible.

La provision pour participation aux excédents correspond à la partie des bénéfices qui ne sont pas
distribuées immédiatement à l’assuré.

Proposition 1.2.1 (Ventilation de la PB)
En fonction de l’écart entre la PB cible et la PB, la gestion actif-passif de l’entreprise d’assurance applique
l’algorithme suivant :

1. Si la PB est supérieure à la PB cible alors

— la PB est distribuée à l’assuré c’est-à-dire intégrée dans les provisions mathématiques 78

— et l’excédent est doté à la PPE.

76. Cf. Code des Assurances articles L. 331-3, A. 331-4.
77. PPE = Provision pour Participation aux Excédents.
78. PM = Provisions mathématiques

44



2. Si la PB est inférieure la PB cible c’est-à-dire que la production financière n’est pas suffisante afin
d’atteindre le niveau de revalorisation cible, PB cible alors l’entreprise d’assurance pour pouvoir verse la
PB cible peut

— réaliser des plus-values latentes des placements non-amortissables R 322-20.

— reprendre une partie de la PPE.

Si cela est possible l’entreprise d’assurance versera

— la PB cible est versé aux PM.

Dans le cas contraire, l’entreprise d’assurance versera

— la PB aux PM avec un minimum le TMG.

La formulation de la VIF (1.6) nécessite un modèle ALM intégrant les intéractions actifs-passifs. Cf. le para-
graphe 1.2.3.7 page 43.

En conclusion :

En conclusion, dans une approche prospective, le GSE sous probabilité historique permettra de
distinguer les trajectoires favorables des actifs qui conduisent à une rendement supplémentaire (au
TMG) pour les assurés.

1.2.4 ORSA
L’ORSA 79 est le sigle anglais pour l’évaluation interne des risques et de solvabilité.

Chaque entreprise d’assurance doit procéder à l’établissement d’un ORSA. Cette obligation est mentionnée
dès le considérant 36 de la directive [69] Solvabilité II : "chaque entreprise d’assurance et de réassurance devrait
procéder régulièrement à l’évaluation de son besoin global de solvabilité, en tant que partie intégrante de sa
stratégie commerciale et compte tenu de son profil de risque spécifique (évaluation interne des risques et de la
solvabilité).".

Dans ce cadre, l’entreprise d’assurance doit donc établir 80 en complément du pilier I, un processus interne 81

(pilier II) permettant

— d’évaluer son besoin global de solvabilité en prenant en compte son profil de risque spécifique.
Les résultats de cette évaluation devront être un élément essentiel pour fixer sa politique stratégique afin
de planifier les besoins futurs de solvabilité.

79. Own Risk Solvency Assesment.
80. Cf. l’article 45 de [69] Évaluation interne des risques et de la solvabilité.
81. Il existe également une dimension qualitative que nous présenterons pas.
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— de vérifier si ses exigences en capital (SCR, MCR 82) sont respectées de façon permanente.
Les entreprises d’assurance doivent donc s’assurer qu’à chaque instant elles couvrent leur SCR.

— de mesurer comment son profil de risque s’écarte des hypothèses qui sous-tendent le calcul du capital
de solvabilité requis dans le cadre du pilier 1.

Ce processus peut amener l’entreprise d’assurance à

— exiger un niveau de confiance plus élevé que celui du pilier 1 (niveau de fonds propres à détenir afin
d’éviter la ruine à un an dans 99,5% des cas.)

— considérer un horizon temporel supérieur à un an. Pluri-annuel, par exemple celui du plan stratégique
moyen terme (PMT 83).

— considérer d’autres risques (risque de défaut sur les obligations souveraines, risque de réputation, ...)

— utiliser une méthodologie différente de celle du pilier I en matière d’agrégation des risques.

— définir une stratégie d’appétence aux risques afin d’atteindre l’objectif de rentabilité définie par l’ac-
tionnaire.

Ainsi ce mécanisme d’ORSA nécessite un outil prospectif de génération de scénarios économiques.

Dans le cadre d’un exercice prospectif pluri-annuel, l’entreprise d’assurance peut être amené à calculer des
SCRu pour u = t+1, u = t+2, u = t+3, · · · . Cet exercice entre dans le cadre d’un SdS dont l’horizon des simu-
lations primaires n’est plus d’un an comme dans le calcul réglementaire du pilier I mais de deux ans, trois ans, ...

Le Pilier I exige au moins un calcul annuel 84. Le respect permanent des exigences de capital quant à lui
nécessite un calcul du SCR plusieurs fois par an. Néanmoins, du point de vue opérationnel, il est difficile
de mettre en place un calcul complet infra-annuel du taux de couverture Solvabilité II dû au temps de calcul pour

— la génération des tables de scénarios économiques (calibration, ...)

— l’intégration dans le modèle ALM (model points, ...)

Ainsi les méthodes d’accélération peuvent être utilisées pour permettre un calcul du ratio de solvabilité
sans effectuer un calcul complet.

82. Minimum Capital Requirement.
83. En général l’horizon du PMT est de 3 à 6 ans
84. Cf. l’article 102 de [69] Fréquence du calcul
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1.3 Mise en oeuvre d’un GSE

Les paragraphes précédents ont montré la nécessité pour l’entreprise d’assurance de se doter d’un Générateur
de Scénarios Économiques. Sa construction s’articule autours de plusieurs étapes communes mais dont les choix
dépendent fortement de son usage qui en est fait.

1. identifier les facteurs de risque

2. porter attention aux choix des inputs (représentativité des données, fréquence des données).

3. choisir le modèle de dynamique pour chacun des facteurs de risque identifié

4. sélectionner la probabilité de simulation adéquate au contexte d’application du GSE.

5. sélectionner la structure de dépendance entre les trajectoires simulées.

6. sélectionner les méthodologies d’estimation et/ou de calibration.

7. valider les scénarios générés

1.3.1 Identification des facteurs de risques
La première étape de la construction d’un GSE consiste à identifier les sources (facteurs) de risques qui influent
sur le résultat de l’entreprise d’assurance. Ce résultat est intiment liée aux caractéristiques du bilan et à la
politique de gestion actif-passif inhérente.

Les facteurs de risques qui influent sur la valorisation de l’actif du bilan et via les les règles de participa-
tions aux bénéfices (interaction actif-passif), la valorisation du passif sont ceux qu’on trouve généralement dans
les GSE du fait de leur usage pour le calcul du SCR marché, forte composante du SCR global.

L’actif des bilan des entreprises d’assurance est principalement composé de

— titres obligataires souverains ou privées

— actions ou parts d’OPC

— investissements immobiliers

Ces facteurs sont donc principalement

— les taux d’intérêt également via l’actualisation
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— le crédit (spread et défaut)

— les indices actions et immobilier et leur primes de risque inhérentes

— l’inflation, composante du taux d’intérêt nominal 85

Le GSE devra donc modéliser les dynamiques de ces facteurs.

1.3.2 Inputs
Les caractéristiques des données pris en considération dépendent de la probabilité de simulation :

— Les inputs en risque-neutre sont principalement constitués de prix de produits financiers de calibration
cotés sur les marchés financiers.

— Les inputs en monde réel sont constitués de données historiques des facteurs préalablement identifiés.

Mais quel que soit le type de simulation, le choix des données qui seront utilisées dans la construction du géné-
rateur de scénarios économiques est déterminant pour sa qualité :

— pour le risque-neutre : quels prix ? prix mid, prix de clôture ? quelle source ? Bloomberg , Reuters ? ...

— pour le monde réel : quelle plage historique ? quelle source ...

En particulier dans un cadre monde réel, une analyse statistique et graphique peut être opportun. Elle permet
de donner une intuition sur la qualité de donnée, sur le type de modélisation qui pourrait être mise en place
pour les facteurs choisis.

1.3.2.1 Mesures statistiques usuelles

Les statistiques 86 descriptives souvent utilisées sont constitués des estimateurs empiriques des moments de la
loi génératrice implicite :

— Les minimum et maximum 87

x1:n = min(x1, · · · , xn) et xn:n = max(x1, · · · , xn)

— La moyenne empirique :

µ̂ := n−1
n∑
i=1

xi

85. Cf. la relation de Fisher.
86. On suppose que l’échantillon historique est (x1, · · · , xn).
87. Cf. l’annexe sur les statistiques d’ordre.
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— La volatilité empirique 88 mesurant la dispersion autours de la moyenne :

σ̂ :=

√√√√(n− 1)−1

n∑
i=1

(xi − µ̂)2

— Les paramètres de forme :

— Le coefficient d’asymétrie de Pearson 89 empirique∗ mesure l’asymétrie de la distribution em-
pirique :

γ̂ :=
n

(n− 1)(n− 2)

n∑
i=1

(xi − µ̂
σ̂

)3

— Le coefficient d’aplatissement de Fisher 90 normalisé empirique∗ traduit l’aplatissement de la
distribution empirique par rapport à la distribution normale :

κ :=
n(n+ 1)

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

n∑
i=1

(xi − µ̂
σ̂

)4

− 3
(n− 1)2

(n− 2)(n− 3)

1.3.2.2 Analyses graphiques - boîtes à moustaches

Il peut être intéressant de détecter dans les données les points aberrants qui apparaissent suite à une problé-
matique de qualité de donnée. Néanmoins, ces points peuvent être réalisations d’événements extrêmes.

Voici ci-dessous un exemple 91 de boîtes à moustaches en assurance non-Vie sur les phénomènes des tempêtes
sur la durée de tempêtes tropicales où la boîte à moustache permet d’illustrer le fait que le modèle de simulation
a tendance a créer des durées cycloniques plus long.

88. On prend ici des estimateurs sans biais. idem pour les *
89. Skewness - Par rapport à celui de Pearson, on utilise la normalisation par rapport à la valeur 3, valeur de référence de la loi

normale.
90. Kurtosis - le coefficient d’aplatissement pour la loi normale est égal à 3.
91. Cf. le mémoire d’actuariat [64]
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Figure 1.2 – Comparaison de données empiriques et simulées

1.3.2.3 Plage historique

Au delà de l’analyse descriptive, l’entreprise d’assurance doit porter une attention sur la représentativité de
l’historique considéré.

Pour les simulations monde-réel, la fréquence et la profondeur historique des données d’estimation doivent
être cohérentes avec l’horizon de projection envisagé.

Concernant la problématique de fréquence, pour les projections long terme, il convient de choisir plutôt
une fréquence faible (annuelle par exemple voire mensuelle) une fréquence trop élevé (journalière par exemple)
introduit trop de variabilité qui est plutôt en adéquation avec un pilotage de risque court terme.

Concernant la problématique de profondeur historique, la cohérence, entre les différentes réalisations
de la même variable, n’est pas forcément évidente ce qui peut sous-tendre plusieurs régimes pour la même
variable.

Par exemple, on peut remarquer dans le graphique suivant, un comportement de l’inflation annuelle radicalement
différent sur la période récente et celle avant la première moitié du XXème siècle :

Ainsi, dans ce cas, il ne semble pas cohérent sans retraitement d’utiliser une période aussi longue pour estimer
les paramètres d’un modèle dynamique pour la variable inflation.

Le choix de la plage historique s’appuie donc souvent sur un avis d’expert. On peut essayer de corroborer
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Figure 1.3 – Inflation annuelle sur la période 1800 - 2005 92

cet avis via par exemple un test de stabilité des paramètres sur deux sous-population, par test de Chow 93.

1.3.3 Modèles de projection
L’horizon de projection relativement long (en particulier en Vie) a des conséquences en terme de choix de mo-
dèle. Les modèles développés, en particulier en monde-réel, doivent être relativement cohérent avec la théorie
économique (cycles, retour à la moyenne, signes de la variable ...).

De plus, l’entreprise d’assurance doit adapter la complexité de ses modèles, en particulier en risque-neutre, en
fonction de la complexité de son portefeuille pour pouvoir par exemple valoriser les options implicites contenues
dans ses contrats (par exemple les garantie de taux en assurance Vie).

D’autre part, comme nous l’avons vu dans les paragraphes précédents de calcul de mesure réglementaire liée à
un quantile élevé, les modèles du générateur de scénarios économiques doivent pouvoir également générer des
événements extrêmes.

1.3.4 Structure de dépendance
En assurance Vie et non-Vie, on observe des dépendances qui peuvent être liées à des éléments d’actifs, de passif
ou entre l’actif et le passif 94.

Ainsi au-delà du comportement marginal de chaque facteur de risque il est nécessaire d’étudier la dépendance
entre les variables pour éviter de sous-estimer les risques.

Comme pour l’analyse descriptive pour les données univariées, il peut être opportun d’effectuer une analyse
descriptive de la dépendance. Cette analyse est plutôt valable dans le cadre bi-dimensionnel.

93. Cf. la section sur les tests statistiques page 98.
93. Source : Cf. la présentation de F. Planchet [30]
94. Cette dernière dépendance, c’est ce qu’on a appelé interaction actif-passif
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1.3.4.1 Analyse graphique : nuage de points

On peut commencer par tracer le nuage de points qui est défini par la représentation graphique sur le plan
de l’échantillon historique (xi, yi)1≤i≤n décrivant la relation entre les deux variables X et Y :

Figure 1.4 – Exemple de différents types de nuages 95de points

La lecture graphique du nuage de point permet d’observer :

— les relations positives ou négatives

— la répartition plus ou moins homogène avec éventuellement des sous-groupes

— les données aberrantes

1.3.4.2 Mesures de dépendance : ρ, ρS, τ

Comme pour l’analyse statistique univariée, il existe des statistiques mesurant la dépendance dans le cadre
bi-dimensionnel.

94. Graphiques pris dans la présentation d’A. Popier Licence SPI.
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La corrélation linaire 96empirique entre deux variables X et Y est donnée par :

ρ̂ =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
√∑n

i=1(yi − ȳ)2

Souvent, pour les variables financières étudiées, cette mesure empirique n’est pas une bonne mesure de la dé-
pendance.

En effet, les hypothèses sous-jacentes au calcul de la corrélation linéaire entre deux variables X et Y sont :

— la dépendance entre X et Y est linéaire donc une mesure incapable de capter des liaisons non-linaires.
Le contre-exemple usuel est la corrélation linaire entre X et X2 qui est nulle pour une variable de distri-
bution gaussienne alors que la dépendance est manifeste.

— la variable (X,Y) suit une loi normale bi-variée. C’est donc une mesure de dépendance paramétrique.

— il y a absence d’auto-corrélation.

Or on observe dans la plus part des cas :

— Un rejet de l’hypothèse de normalité par le test de Jarque-Bera 97 par exemple. Les lois observées sont
souvent à queues épaisses.

— Un auto-corrélogramme montrant des auto-corrélations.

Il existe d’autres mesure de dépendance non-paramétrique, le ρS de Spearman et le τ de Kendall. Ce sont des
mesures de concordances, c’est à dire qu’elle prennent des valeurs faibles, respectivement fortes simultané-
ment. Les estimateur empiriques sont donnés 98 par :

ρ̂S :=

∑n
i=1(x(i:n) − x̄)(yi:n − ȳ(:n))√∑n

i=1(x(i:n) − x̄)2
√∑n

i=1(y(i:n) − ȳ)2

τ̂ :=
2

n(n− 1)

n∑
j=2

j−1∑
i=1

sign
(

(xj − xi)(yj − yi)
)

Ces coefficients, à la différence du coefficient de corrélation linaire qui évaluent le lien entre les valeurs obser-
vées, évalue la corrélation entre les rangs des valeurs observées.

Le tau de Kendall entre deux variables aléatoires est égal à la différence entre la probabilité de concor-
dance et la probabilité de non concordance.

Le rhô de Spearman entre deux variables aléatoires est égal à la corrélation linaire entre les distributions
marginales des variables.

96. Usuellement corrélation mais aussi corrélation de Pearson ou de Bravais-Pearson.
97. Cf. le paragraphe (B.2.0.3) page 151.
98. z(i:n) représente la ième statistique d’ordre de la variable z et z̄ la moyenne empirique de la variable z.
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1.3.4.3 Coefficients de dépendance de queues

Lorsqu’on s’intéresse à des mesures de risques d’événement extrêmes , on doit porter attention également aux
dépendances extrêmes.

Les coefficients de dépendance de queue (à gauche et à droite) permettent de mettre en évidence des dé-
pendances extrêmes entre deux variables.

On peut prendre l’exemple suivant en assurance non-Vie de dépendances des extrêmes avec une même cor-
rélation :

Figure 1.5 – Exemple de dépendances des extrêmes 99

Dans le tableau de gauche on observe une dépendance des valeurs faibles et à droite une dépendance des valeurs
fortes tout en ayant la même corrélation.

Soit deux variables X et Y de distributions respectives FX(·) et FY (·) On définit ainsi la dépendance de
queue à droite 100∗ pour un niveau de confiance α comme la probabilité :

pmax := lim
α→1−

P
{
X > F−1

X (α) |Y > F−1
Y (α)

}
C’est la probabilité que la variable X soit extrême sachant que la variable Y est également extrême. On dit que
les variables X et Y sont asymptotiquement dépendantes à droite. Si cette probabilité est nulle, l’apparition
d’un extrême pour la variable Y n’a pas d’influence sur l’apparition d’un extrême pour la variable X.

L’estimateur empirique 101 de cette probabilité est :

p̂max
α :=

#{xi > qX(α) ∩ yi > qY (α)}
#{yi > qY (α)}

99. Exemple de la présentation [13].
100. Supérieure - Upper tail dependency.
101. qX(α) et qX(α) sont les quantiles empiriques.
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On définit de la même manière la dépendance de queue à gauche 102 :

pmin := lim
α→0+

P
{
X ≤ F−1

X (α) |Y ≤ F−1
Y (α)

}
Nous venons de présenter des mesures de dépendances bivariées, dans le prochain paragraphe nous nous
intéressons à la structure de dépendance de façon plus globale, la structure décrite par la loi jointe.

1.3.4.4 Dépendance multivariée : copules

En assurance et en finance, de nombreux exemples comportent une composante multivariée :

— en assurance Vie, la tarification d’un contrat de rentes viagères sur une tête avec réversion fait l’hy-
pothèse que les durées de vie des deux têtes sont indépendantes or on constate statistiquement une
sur-mortalité 103 du conjoint au moment du décès de la première tête.

— en assurance non-Vie, la survenance d’un événements peut mettre en jeu les garanties de plusieurs
contrats du même assuré. Par exemple, dans le cadre du risque de tempête, les montants des sinistres
des contrats automobiles et multi-risques habitation sont liés.

— en réassurance, le risque de cumul peut être avéré si le le portefeuille d’un réassureur est composé
principalement de contrats avec des cédantes pour le même risque.

— en risque de crédit, pour le pricing de produits dérivés de crédit 104 sur un panier de type First-to-
default, CDO dépend de la loi jointe des temps de défaut des différents sous-jacents.

— en risque de marché, le calcul de la VaR d’un portefeuille dépend, par la somme, de la loi jointe des
facteurs de risques :

VaR(

d∑
i=1

ωjSj,t
(

expXj,t+1 − 1); 95%
)

où Sj,t est le jème facteur de risque et Xj,t+1 est le log-rendement du jème facteur de risque.

— en risque opérationnel, la charge en capital au titre du risque opérationnel pour une banque CaR
dépend de la loi jointe par la somme des pertes des J catégories de risque F (l1, · · · , lJ) :

CaR := VaR
( J∑
j=1

lj ; 99, 9%
)

où chaque lj est une distribution Poisson-composée 105 déterminée par les lois de fréquence des pertes et
de sévérité des pertes de chaque catégorie de risque.

102. Inférieure - Lower tail dependency
103. Syndrome du coeur brisé ou de tako-tsubo.
104. Credit derivatives.
105. Loss Distribution Approach : lj =

∑Nj
k=1 ξ

j
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Dans une problématique multivariée, rappelons que la dépendance est complètement déterminée par la loi
jointe mais il n’est souvent pas aisé d’estimer la loi jointe.

Le concept de copule introduite par A. Sklar 106 en 1959 permet d’exprimer une loi jointe plus simplement :

∀ x ∈ Rd F (x1, · · · , xd) = C(F1(x1), · · · , Fd(xd))

La loi jointe est une fonction des lois marginales.

Les copules sont donc devenus un outil statistique très populaire lorsque l’on modélise des lois multi-variées
en finance et en assurance.

On distingue les

— les copules paramétriques

— la copule non-paramétrique

Les copules paramétriques dépendant de un ou plusieurs paramètres. Principalement, elles se divisent en
deux familles :

— copules elliptiques

— copules archimédiennes

Les copules elliptiques sont associées à une distribution multivariées dont la principale propriété est la sta-
bilité par la somme 107. On trouve comme exemples, les lois de Gauss et de Student multivariées.

Les copules archimédiennes sont associées aux distributions multivariées avec des asymétries de la dé-
pendance de queue au contraire des copules elliptiques. On trouve comme exemples les copules de Gumbel 108,
de Clayton, de Franck ...

Après avoir présenté succinctement quelques copules paramétriques, nous vous présentons ici le concept de
copule empirique définie à partir des rangs des observations du n-échantillon. Il s’agit donc d’une copule
non-paramétrique. Cette copule est particulièrement utile dans le cadre de l’inférence statistique ou des tests
d’adéquation des copules paramétriques : minimisation une distance 109 entre la copule empirique et la copule
paramétrique. Mais dans notre mémoire nous allons plutôt l’utiliser comme outil (implicite) de simulation, ce
sera l’objet du chapitre "Simulations multi-dimensionnelles" page 80.

Présentons maintenant une version empirique d’une loi multivariée définie par sa copule.

106. Cf. l’annexe pour une présentation des copules et pour une description détaillée Cf. le livre de Nelsen [51] de la théorie des
copules ou le document du GRO [55].
107. La somme de variables de lois elliptiques est également une variable de loi elliptique.
108. Appelé également copule de Gumbel-Hougaard.
109. Exemple minimisation des statistiques de Cramér-Von-Mises, de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramér-Von-Mises dans sa version
L1.
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La distribution multivariée empirique du n-échantillon d-vectoriel (X1, · · · , Xd) s’écrit

F̂n(x1, · · · , xd) = n−1
n∑
i=1

d∏
j=1

1{xij≤xj}

La distribution univariée empirique de la variable Xj est donnée par

F̂j,n(xj) = n−1
n∑
i=1

1{xij≤xj}

Or d’après la réciproque du théorème de Sklar (A.2) page 140 on a :

∀ u1, · · · , ud ∈ [0, 1]d C(u1, · · · , ud) = F (F−1
1 (u1), · · · , F−1

d (ud))

On peut donc écrire une approximation empirique 110 naturelle de la copule :

∀ u1, · · · , ud ∈ [0, 1]d Ĉn(u1, · · · , ud) = F̂n
(
F̂−1

1,n(u1), · · · , F̂−1
j,n (ud)

)
= n−1

n∑
i=1

d∏
j=1

1{xij≤F̂
−1
j,n(uj)}

= n−1
n∑
i=1

d∏
j=1

1{F̂j,n(xij)≤uj}

= n−1
n∑
i=1

d∏
j=1

1
{
ri
j
n ≤uj}

Les { r
i
j

n : i = 1, · · · , n et j = 1, · · · , d} sont appelés pseudo-observations.

Du fait de la discontinuité 111 des fonctions de répartition empiriques, on a pas unicité de la copule.

En remarquant que cette copule empirique est constante sur le treillis 112 en dD (les pavés en 2D)

[
i1
n
,
i1 + 1

n
]× [

i2
n
,
i2 + 1

n
]× · · · × [

id
n
,
id + 1

n
]

Paul Deheuvels propose de construire une copule 113 empirique en dD de la façon suivante :

Définition 1.3.1 (Copule de Paul Deheuvels)
Soient

— (xi1, · · · , xid)1≤i≤n un échantillon de taille n, observation d’un n-uplet de variables aléatoires (X1, · · · , Xd).

— (Ri1, · · · , Rid)1≤i≤n la statistique de rang 114 associée à cet échantillon multivarié de dimension d i.e.

110. Où F̂−1
j,n est le quantile empirique.

111. Cf. le théorème de Sklar, il y a unicité si les marginales sont continues.
112. On parle aussi d’hypercube.
113. Appelé par P. Deheuvels fonction de dépendance.
114. Rappelons que x(1:i)j est la ième statistique d’ordre de la variable Xj .
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(rji )j=1,··· ,n sont les rangs des (xji )j=1,··· ,n.

La copule C̃n empirique de Paul Deheuvels est définie sur le treillis i1, · · · , id ∈ {1, · · · , n}d un sous-
ensemble de [0, 1]d :

C̃n(
i1
n
, · · · , id

n
) =

nombre de n-uplets (x1, · · · , xd) de l’échantillon tels que x1 ≤ x(1:i1)1 , · · · , xd ≤ x(1:id)d

n

et plus généralement

C̃n(u1, · · · , ud) =

 Ĉn( i1n , · · · ,
id
n ) si i1

n ≤ u <
i1+1
n , · · · , idn ≤ u <

id+1
n

1 si i1 = 1, · · · , id = 1

(1.14)

C’est une loi discrète, en 2D nous avons la densité :

c̃n(
i

n
,
j

n
) =


1
n si (x(1:i), y(1:j)) ∈

{
(x1, y1) · · · , (xn, yn)

}
0 sinon

Les copules Cn et C̃n coïncident sur le treillis et la différence sur [0, 1]d est au maximum

sup
u∈[0,1]d

|Ĉn(u1, · · · , un)− C̃n(u1, · · · , un)| = 1

n

et on a la convergence du processus empirique

Cn =
√
n(C̃n − C)

1.3.4.5 Analyse graphique de dépendance de queues : dépendogramme

Le dépendogramme permet d’observer le caractère plus ou moins simultané des réalisations de l’échantillon.
C’est une représentation graphique constituée du nuage de points des marginales empiriques extraites de l’échan-
tillon de deux variables aléatoires. Or on a

∀i = 1, · · · , n
(
F1,n(xi), F2,n(yi)

)
≡
(R1,n(xi)

n
,
R2,n(yi)

n

)
Le dépendogramme est donc le nuage de points formé à partir des statistiques de rang issues de l’échan-
tillon.

Rappelons que la copule empirique de Paul Deheuvels en 2D s’écrit

∀ k1, k2 ∈ 0, · · · , n Ĉn(
k1

n
,
k2

n
) = n−1

n∑
i=1

1
{ r
i
1
n ≤k1,

ri2
n ≤k2}

Les points du dépendogramme représente les valeurs prises par la copule de Paul Deheuvels.
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On remarque que pour tout uj ∈ [
kj
n ,

kj+1
n ] le nombre d’observations xij tel que l’ensemble {xij < x

(1:i)
j }

soit non vide est identique.

On peut donc construire le dépendogramme pour deux variables X et Y à partir :

— soit d’un échantillon simulé à partir d’une variable aléatoire théorique

— soit d’un échantillon d’une variable observée

Le dépendogramme de gauche 115 représente la structure de dépendance observée entre deux branches de non-vie.

Le dépendogramme de droite représente la structure de dépendance issue de différentes copules théorique :

— Des points alignés sur l’anti-diagonale 116 traduit une dépendance positive.

— Des points alignés sur la diagonale traduit dépendance négative

— Copule de Gumbel : les points sont accentués en haut à gauche cela explicite la dépendance de queue à
droite

— Copule de Clayton : les points sont accentués en bas à droite cela explicite une dépendance de queue à
gauche

— Copule de Franck présente une dépendance symétrique.

115. Source Cf. [67].
116. Par identification au vocabulaire utilisé pour les matrice.
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— Dans cet exemple de structure de dépendance entre deux branches non-vie semblerait plutôt être du type
générée par la copule de Franck.

1.3.5 Probabilité de simulation
L’entreprise d’assurance devra bien choisir la bonne probabilité de simulation en fonction de la problématique
soulevée 117.
Mais les dynamiques choisies sous la probabilité historique et risque-neutre doivent être relativement cohé-
rentes.

En effet, par exemple dans le cadre de processus browniens le théorème de Girsanov indique qu’entre deux
probabilités équivalentes P et Q, il existe une densité de probabilité dite de Radon-Nikodym qui s’écrit comme
une exponentielle 118 :

dQ
dP Ft

= exp{−
∫ T

t

λudW
P
u −

1

2

∫ T

t

λ2
udu}

telle que WQ = dWP +
∫ t

0
λudu est également un mouvement brownien.

Dans le cadre d’un brownien géométrique la prime de risque instantané est égale au spread avec le taux de
rendement sans risque par unité de volatilité : r−µσ

rajouter la condition de Novikov, et être moins affirmatif préciser le fait que l’on utilise des processus d’Ito
et parler de la perte de l’unicité en cas d’incomplétudeOn ne peut donc pas choisir un modèle brownien avec
saut sous la probabilité historique et un modèle brownien sans saut en risque-neutre.

Remarquons que la connaissance de la prime de risque permet de travailler dans les deux univers historique et
risque-neutre.

1.3.6 Méthodologies d’estimation et/ou de calibration
En monde-réel, les estimations sont sensibles à la fenêtre de calibrage. Ainsi, les paramètres du modèle gé-
nérateur devront être calibrés sur une plage historique représentative de l’état actuel et futur probable
de la situation économique.

En risque-neutre, les calibrations marked-to-market dépendent du choix des instruments de calibrations.

1.3.7 Validation des scénarios générés
Dans le cadre de la mise en œuvre opérationnelle, les entreprises d’assurance ont tendance à vouloir diminuer
le nombre de simulations. Or les résultats théoriques sont principalement asymptotiques.

Il est donc nécessaire d’étudier le nombre de simulations minimum pour assurer une robustesse des calculs
basés sur les simulations.

117. Cf. les paragraphes précédents.
118. Exponentielle de Doléans-Dade.
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Pour les GSE en monde risque-neutre, l’existence de la probabilité risque-neutre implique que la chronique
(série temporelle) des prix actualisés est une martingale. On parle alors de test martingale. On peut éga-
lement vérifier la cohérence des prix des produits dérivés avec les prix observés. On parle alors de test de
Market Consistancy. Cette validation des scénarios permet de prendre en compte le risque modèle.

Pour les GSE monde réel, il est plus difficile d’objectiver le choix. Néanmoins, par exemple dans le cadre d’un
calcul de type SdS, on peut par exemple augmenter le nombre de scénarios monde réel jusqu’à stabilisation
de l’estimation du Capital Économique.
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Chapitre 2

Bootstrap naïf - un outil statistique

Notre Générateur de Scénarios Économiques sera construit à partir de simulations basées
sur la méthode du Bootstrap.

L’objet de chapitre est de présenter cet outil statistique introduit par Efron :

— Comment construire un estimateur basé sur la distribution empirique ?

— Comment calcule-t-on l’erreur-type d’un estimateur par simulation ?

— La méthode du Bootstrap est-elle convergente 1 ?

1. Convergence de l’estimateur vers la vraie valeur.
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Considérons une expérience du hasard engendrée par les variables aléatoires X1, · · · , Xn. On suppose que ces
variables Xi ont même loi qu’une variable dite parent X.

On observe une réalisation des valeurs prises par les variables aléatoires Xi que l’on note x1, · · · , xn. Ces
réalisations représente un sous-ensemble d’une population abstraite constitué de toutes les observations pos-
sibles de la variable X.

On appelle n-échantillon X, le n-uplet (X1, · · · , Xn) où les variables aléatoires Xi sont indépendantes
et toutes de mêmes lois, loi de la variable parent X.

On note x := (x1, · · · , xn) la réalisation de cet n-échantillon.

Dans beaucoup de problèmes statistiques, on est intéressé par tirer des conclusions à partir d’un nombre
limité de données (n < +∞) constituées par la réalisation du n-échantillon X.
On souhaite donc déterminer les caractéristiques d’une population non-observée entièrement à partir d’un
échantillon de taille finie.

On suppose souvent que cette population peut être décrite à partir d’un paramètre 2 θ c’est-à-dire que la
connaissance de ce paramètre θ permet la connaissance de l’ensemble de la population.

L’inférence statistique consiste à déterminer ce paramètre θ.

On appelle statistique, la fonction tn des valeurs réalisées x := (x1, · · · , xn) qui permette d’estimer θ :

tn : Rn −→ Rm
x = (x1, · · · , xn) −→ θ̂(x) := tn(x1, · · ·xn)

Si x est la réalisation de la variable aléatoire X alors tn(x) est la réalisation de la statistique Tn := tn(X).

On peut donner les exemples suivants :

— la moyenne empirique : tn(x) := x̄

— la statistique d’ordre 1 : tn(x) := x(1)

— le vecteur de R3 : tn(x) := (x2,− lnx4, x
2
9)

L’estimation consiste à répondre principalement aux problèmes suivants :

— Précision de l’estimateur

— biais du θ̂
E[tn(X)− θ]

espérance sous la probabilité déterminée par la distribution Fθ fonction de répartition des Xi.

2. Population parameter.
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— variance de θ̂
Var[tn(X)]

variance sous la probabilité déterminée par la distribution Fθ fonction de répartition des Xi.

— Test d’hypothèse sur le paramètre θ

2.1 Méthode d’estimation par injection : Estimateurs plug-in

Soit Fθ la fonction de répartition de la loi de l’échantillon (X1, · · · , Xn) i.e. loi de la variable parent X.
On appelle fonctionnelle statistique 3, tout paramètre s’exprimant comme une fonctionnelle Ψ de la dis-
tribution Fθ :

θ = Ψ(Fθ)

On peut considérer les exemples :

— la moyenne µ =
∫
x dFθ(x) =: Ψµ(Fθ)

— la variance σ2 =
∫

(x− µ)2 dFθ(x) =: Ψσ(Fθ)

— le quantile αp = F−1(p) =: Ψαp(Fθ)

— ...

Dans ce cadre, on peut obtenir un estimateur de θ via une méthode non-paramétrique à partir du n-
échantillon.

Introduisons la notion de mesure empirique.

Si on considère que les variables aléatoires X1, · · · , Xn sont identiquement et indépendamment distri-
buées à partir d’une distribution (fonction de répartition 4) inconnue, on définit la fonction de distribution
empirique 5 comme la proportion 6 issue du n-échantillon :

F̂n : R −→ [0, 1]

x −→ #{xi≤x}
n = n−1

∑n
i=1 1xi≤x = n−1

∑n
i=1H(x− xi)

La fonction de répartition empirique attribue une probabilité identique à chaque élément xi de l’échantilon.

3. Statistical functional.
4. Cumulative distribution function CDF.
5. Empirical distribution function EDF.
6. On note #{A} le cardinal de l’ensemble A. On note H la function Heaviside définie par

H(x) =

{
0, x < 0
1, x ≥ 0
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Cette fonction est en escalier, on observe des sauts de taille n−1 en chaque point de l’échantillon.

Le paramètre θ peut être estimé par un estimateur non-paramétrique construit à partir de la fonction de
répartition empirique, l’estimateur plug-in.

L’estimateur plug-in de θ = Ψ(F ) est défini par

θ̂n = Ψ(F̂n) (2.1)

Par exemple, l’estimateur plug-in de la moyenne µ = Ψ(F ) est donné 7 par :

µ̂n = Ψ(F̂n)

=

∫
x dF̂n(x)

= n−1
n∑
i=1

∫
x dH(x− xi)

= n−1
n∑
i=1

∫
xδxi dx = n−1

n∑
i=1

xi

= x̄

L’erreur type 8 de l’estimateur 9 de la moyenne i.e. l’écart-type de la statistique Tn := tn(X1, · · · , Xn) := X̄
dont la valeur réalisée est µ̂n, est défini par :

seF (Tn) = Var(X̄) =
σ2

n

Puisque l’estimateur plug-in de la variance est donné par

σ̂2 = Ψ′(F̂n) =

∫
x2 dF̂n(x)− (

∫
x dF̂n(x))2

= n−1
n∑
i=1

x2
i − x̄2 = n−1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Alors la mesure de l’erreur type est donné par :

se
F̂n

(Tn) = ̂seF (X̄) =

√∑n
i=1(xi − x̄)2

n2
(2.2)

On retrouve le résultat usuel de l’estimateur de variance empirique 10 X̄.

7. On rappelle que F̂n est la fonction de répartition empirique. δ est la fonction de Dirac - the delta distribution.
8. Standard error.
9. On rappelle que les variables Xi sont i.i.d.

10. Estimateur avec biais.
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2.2 Algorithme du Bootstrap naïf d’Efron
Dans ce paragraphe, nous allons nous focaliser sur la question des propriétés de la distribution de la statistique
T . Par exemple, quel est le biais, l’erreur-type ou quels sont les quantiles ?

Dans la précédente section, nous avons calculé l’erreur-type (équation 2.2)) de la statistique X̄ en appliquant
directement la formule de Bienaymé pour la somme de variables aléatoires non corrélées et la méthode par
injection.

Mais plus généralement on ne peut pas déterminer directement la variance :

se2
F (Tn) =

∫
(tn(x1, · · · , xn)− EF [Tn])2dF (x1) · · · dF (xn)

où
EF [Tn] =

∫
tn(x1, · · · , xn)dF (x1) · · · dF (xn)

Même si l’on utilise l’estimateur plug-in, il peut être difficile de la calculer :

se2
F̂n

(Tn) =

∫ (
tn(x1, · · · , xn)− E

F̂n
[Tn]

)2

dF (x1) · · · dF (xn)

où
E
F̂n

[Tn] =

∫
tn(x1, · · · , xn)dF̂n(x1) · · · dF̂n(xn)

Ainsi, nous allons introduire 11 la méthode de Bootstrap proposé par Efron comme outil statistique numérique
pour approximer l’erreur type de la statistique avec un estimateur basé sur des simulations.

L’algorithme du Bootstrap ne requiert pas de calcul théorique pour calculer l’écart-type et demeure valide
même si la statistique Tn := tn(X1, · · · , Xn) est complexe.

Les étapes∗ de l’algorithme de Bootstrap sont les suivantes :

Étape 1 : Construire la distribution empirique F̂n à partir de l’observation d’un échantillon
en attribuant la probabilité identique n−1 à chaque observation, x1, · · · , xn de l’échan-
tillon.

P{X∗j = xi} = n−1 pour tout j et i

Étape 2 : Ensuite, à partir de la fonction de répartition empirique F̂n , tirer (aléatoire-
ment) avec remise un échantillon de taille n. C’est l’ échantillon Bootstrap, dont les
réalisations sont notées x∗1, · · · , x∗n.

Étape 3 : Enfin, calculer la valeur de la statistique t de l’échantillonnage t∗n

t∗n := tn(x∗1, · · · , x∗n)

11. Pour une description plus détaillée, nous renvoyons le lecteur au livre d’Efron [46].
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Étape 4 : Répéter B fois les deux étapes précédentes afin de construire un échantillon
empirique (simulé) de B valeurs de la statistique t∗n. Nous définissons ainsi la distribution
empirique de la statistique t∗n :

P
F̂n
{T ∗n ≤ x}

Résultat : On obtient une estimation, simulée, de l’erreur-type de la statistique Tn :

se2
B = B−1

B∑
i=1

t∗n(x∗1, · · ·x∗n)− t̄∗n

2.3 Convergence du Bootstrap

Après avoir décrit l’algorithme du Bootstap, nous introduisons maintenant les notations suivantes pour illustrer
la consistance du Bootstrap. Dans beaucoup de problèmes statistiques nous sommes intéressés à estimer la
distribution θ̂n sous la distribution Fθ :

Fθ̂n(x) := PFθ{
√
n(θ̂n − θ) ≤ x}

où 12

θ̂n = Ψ(F̂n) = tn(X1, · · · , Xn)

L’idée de la méthode du Bootstrap est d’approximer cette distribution par la distribution conditionnelle :

F
θ̂∗n

(x) := P
F̂n

{√
n(θ̂∗n − θ̂n) ≤ x |X1 = x1, · · ·X1 = x1

}
Pour évaluer l’approximation, considérons la quantité définie par la distance de Kolmogorov :

K(Fθ̂n , Fθ̂∗n
) :=‖ Fθ̂n(x)− Fθ̂∗n(x) ‖∞

On dit que le Bootstrap est consistant si

lim
n→+∞

K(Fθ̂n , Fθ̂∗n
) = 0

Considérons le cas 13 où θ = µ i.e. on s’intéresse à

Rn(X, Fθ) =
√
n(θ̂ − θ)

Nous avons 14 :

 EF [θ̂n] = EF [X̄] = θ

VarF (θ̂n) = VarF (X̄) = σ2

n

12. Remarquons que θn est une variable aléatoire.
13. On peut trouver une généralisation dans les articles donner les références.
14. On rappelle que les Xi sont i.i.d de F avec E[Xi] = θ.
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et 
E
F̂n

[θ̂∗n] = E
F̂n

[X̄∗] = n−1
∑n
i=1 EF̂n [X∗i ] = E

F̂n
[X∗1 ] = x̄

Var
F̂n

(θ̂∗n) = Var
F̂n

(X̄∗) = n−1Var
F̂n

(X∗1 ) = n−1
∑n
i=1(xi − x̄)2 = σ̂2

n

Considérons les trois variables suivantes :

Rn :=
√
n(θ̂n − θ)

R∗n :=
√
n(θ̂∗n − x̄)

Kn := sup
x∈Supp(F )

PF (Rn ≤ x)− P
F̂n

(R∗n ≤ x)|

Maintenant, nous devons montrer 15 que limn→+∞Kn = 0 en calculant la borne supérieure 16 :

Kn ≤ sup
x∈ Supp(F )

|PF {
Rn
σ
≤ x

σ
} − Φ(

x

σ
)|

+ sup
x∈ Supp(F )

|Φ(
x

σ
)− Φ(

x

σ̂
)|

+ sup
x∈ Supp(F )

|P
F̂n
{R
∗
n

σ̂
≤ x

σ̂
} − Φ(

x

σ̂
)|

On va maintenant s’intéresser au trois membres de droite de l’inégalité :

Kn ≤ An +Bn + Cn

D’après la borne de Berry-Essen 17 du théorème centrale limit nous avons

An = sup
x∈ Supp(F )

|PF {
Rn
σ
− Φ(

x

σ
)| ≤

C EF
[
|X1 − θ|3

]
σ3
√
n

Cela montre clairement la convergence uniforme c’est-à-dire limn→+∞An = 0 si lemoment d’ordre 3 existe
et si les Xi sont i.i.d..

L’estimateur plug-in de σ2 peut être écrit de la façon suivante n−1
∑n
i=1(Xi − X̄)2 = n−1

∑n
i=1X

2
i − X̄2

et donc d’après la loi forte des grands nombres 18 (de Kolmogorov) nous avons :

X̄
a.s.
 θ and n−1

n∑
i=1

X2
i
a.s.
 EF [X2

1 ]

15. d’après l’inégalité triangulaire et en introduisant la distribution normale centrée réduite Φ(x)
16. Upper bound.
17. Donner une référence.
18. Strong law of large numbers Cf. le livre de [49] page 73.
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alors l’estimateur plug-in σ̂2 converge presque sûrement 19 vers σ2 et d’après le théorème continuous mapping 20

nous avons la convergence uniforme :

lim
n→+∞

Bn = lim
n→+∞

sup
x∈ Supp(F )

|Φ(
x

σ
)− Φ(

x

σ̂
)| = 0

Enfin, de nouveau en utilisant la borne de Berry-Essen nous avons :

Cn = sup
x∈ Supp(F )

|PF̂n{
R∗n
σ̂
− Φ(

x

σ̂
)| ≤

C∗ E
F̂n

[
|X∗1 − θ|3

]
σ̂3
√
n

=
C∗

σ̂3
√
n

n∑
i=1

|xi − x̄|3

≤ 23C∗

σ̂3

(
n−3/2

n∑
i=1

|xi − θ|3 + n−1/2|θ − x̄|3
)

Et nous terminons la démonstration 21 en appliquant la loi forte des grand nombres
de Zygmund-Marcinkiewicz 22 :

n−3/2
n∑
i=1

|Xi − θ|3
a.s.
 0 and n−1/2|θ − x̄|3 a.s.

 0

19. Almost sure convergence a.s. .
20. Cf. le théorème 4.27 de Mann et al. dans le livre de [49] page 76.
21. On rappelle que la distribution Fθ̂∗n représente la distribution conditionnelle où l’on a remplacé respectivement les xi par Xi.
22. Cf. le théorème 4.23 du livre de [49] page 73.
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Chapitre 3

Simulations univariées

L’objet de ce chapitre est de présenter notre construction de scénarios pour un seul actif :

— Comment utilise-t-on le Bootstrap comme outil de simulation ?

— Comment introduire des évènements extrêmes dans nos simulations ?

Nous obtiendrons un algorithme récursif générant à chaque pas des scénarios dont la dis-
tribution est une loi mélange.
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3.1 Bootstrap de résidus d’un modèle économétrique
Un scénario historique d’une variable économique peut être modélisé par une série temporelle.

Pour créer de nouveaux scénarios nous souhaitons utiliser la faculté Bootstrap naïf de créer de nouveaux
échantillons à partir des valeurs historiques que constitue la série temporelle.

Le Bootstrap naïf d’Efron n’est valide 1 que pour des variables aléatoires identiquement et indépendam-
ment distribuée. Or les séries temporelles présentent souvent le caractère d’auto-corrélation. Nous ne pou-
vons donc pas bootstraper les valeurs historique de la série temporelle.

Nous contournerons cette hypothèse nécessaire en bootstrapant les résidus observés d’un modèle écono-
métrique modélisant la série temporelle historique. En effet, si le modèle économétrique est de bonne qualité,
les résidus de ce modèle auront le caractère i.i.d.

Voici notre algorithme basé sur le Bootstrap permettant de créer une nouvelle série temporelle :

étape 1 Sélectionner un modèle économétrique.

étape 2 Estimer le modèle pour obtenir les coefficients estimés.

étape 3 Calculer les résidus centrés

étape 4 Effectuer un tirage aléatoire avec une probabilité n−1 un résidu observé.

étape 5 Injecter cette valeur dans le modèle économétrique pour déterminer une nouvelle valeur
de la série temporelle.

étape 6 Répéter B fois l’étape 4 pour obtenir une distribution empirique de la valeur consécutive
de la série temporelle X∗t+1(ω)

étape 7 Répéter n fois l’étape 4 et 5 pour obtenir une nouvelle trajectoire (scénario)
X∗t+1(ω1), . . . , X∗t+n(ωn)

1. Cf. Chapitre 2.
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Pour illustrer cet algorithme, prenons par exemple, un échantillon historique de résidus centrés estimés via un
processus AR(1) : Xt+1 = Xt + ε

(ε1, · · · , εH)

A partir de cet échantillon nous pouvons créer n échantillon bootstrap constitué d’un ré-échantillonage avec
remise équi-probable de l’échantillon ci-dessus :(

ε∗1(ω1), · · · , ε∗H(ω1)
)

...(
ε∗1(ωn), · · · , ε∗H(ωn)

)
Ensuite, on utilise la procédure récursive induite par le modèle AR(1) permettant d’obtenir de nouvelles valeurs
de la série temporelle : 

X∗t+1 = α̂+ φ̂Xt + ε∗i (ω1)

X∗t+2 = α̂+ φ̂X∗t+1 + ε∗j (ω2)

et ainsi de suite

X∗t+n = α̂+ φ̂X∗t+n−1 + ε∗k(ωn)

où les ε∗i , ε∗j et ε∗k sont tirés indépendamment de leur échantillon respectif.
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3.2 Modification des queues de distributions de la loi Bootstrap

3.2.1 Lois des extremums généralisés - GEV

Nous venons de voir dans la section précédente que la méthode du Bootstrap permettait de simuler des tra-
jectoires basées sur l’historique, cependant nous souhaitons également générer des scénarios extrêmes 2 non
encore observés tout en étant cohérent avec l’historique. Or la méthode du Bootstrap naïf échoue lorsque

— le moment d’ordre 2 n’est pas fini i.e. E[X2
i ] = +∞

— pour les statistiques extrêmes
Tn(X1, · · · , Xn) := max

0≤i≤n
Xi

Pour cela, nous allons utiliser la théorie des valeurs extrêmes 3 dans notre générateur bootstrap pour pouvoir
intégrer des scénarios extrêmes dans les trajectoires Bootstrap sous la probabilité historique.

Nous introduisons succinctement dans ce paragraphe la théorie de valeurs extrêmes univariées mais pour
une présentation complète, nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage de référence de Embrechts et al. [47].

La distribution 4 de la nème statistique d’ordre X(n) est donnée par FnX , en effet :

P{X(n) ≤ x} = P{X1 ≤ x, · · · , Xn ≤ x}
= FX(x)n

ceci implique que la distribution limite de X(n) est dégénérée :

lim
n→+∞

P{X(n) ≤ x} =

 1 si FX(x) = 1

0 si FX(x) < 1

Le théorème central limite indique que la distribution de la moyenne empirique normalisée 5 tend vers
une loi non-dégénérée :

n−1
∑n
i=1Xi − E[Xi]

n−
1
2

√
Var(Xi)

L
 N (0, 1)

De la même façon mais en considérant la loi du maximum, Fisher et Tippet introduisent une transformation
affine de X(n) pour obtenir une distribution limite de X(n) non-dégénérée 6 :

G(n) :=
X(n) − µn

σn

où
2. Rares
3. Extreme Value Theory.
4. On considère ici n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1, · · · , Xn de variable parent X

de fonction de distribution FX .
5. Centrée et réduite.
6. On parle de loi max-stable.
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— (µn) est une suite de paramètre de localisation

— (σn) > 0 est une suite de paramètres d’échelle

Dans le cas du théorème central limite, nous pouvons faire le parallèle en prenant
µn = E[Xi]

σn = n−
1
2

√
Var(Xi)

Gnedenko montre que sous l’hypothèse d’existence des paramètres de normalisation, la variable du maximum
standardisée G(n) converge en loi vers une distribution non-dégénérée.

Le théorème suivant de Fisher-Tippet caractérise cette loi limite.

Théorème 3.2.1 (Théorème de Fisher-Tippet)
Soient n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X1, · · · , Xn.

Supposons qu’il existe deux suites 7 (an) et (bn) telles que

∀ x ∈ R lim
n→+∞

P{G(n) ≤ x} = lim
n→+∞

P{
X(n) − µn

σn
≤ x} = G(x)

où la distribution G est non-dégénérée.

La distribution limite G, appelée loi des valeurs extrêmes, appartient à l’une des familles 8 de distribution
paramétrique de paramètre ξ 9 10 suivante Gξ :

1. Famille de Fréchet

∃ ξ > 0 Gξ(x) :=

 exp{−x−
1
ξ } si x > 0

0 si x ≤ 0

2. Famille de Gumbel
∀ x ∈ R G0(x) := exp{−e−x}

3. Famille de Weibull

∃ ξ > 0 Gξ(x) :=

 exp{−(−x)
1
ξ } si x ≤ 0

1 si x > 0

7. S’il existe des suites de paramètres de standardisation (µn) et (σn) telles que la distribution limite de la variable X(n)

standardisée est non-dégénérée alors on dit que FX appartient au domaine d’attraction de la loi limite. On dit aussi que la
distribution limite est un attracteur de FX .

8. Extreme value (EV) distributions.
9. Le paramètre ξ est un paramètre de forme de la queue de distribution. Plus ξ est grand en valeur absolue, plus la queue

de la loi limite Gξ est épaisse. Ainsi, le poids des évènements extrêmes dans la distribution initiale FX est plus important.
10. On appelle indice de queue le paramètre 1

ξ
.
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Le théorème de Fisher-Tippet ne garantie pas l’existence des suites de paramètres standardisation (µn) et
(σn). De plus, s’il y a existence, la loi limite n’est pas unique. Néanmoins, le paramètre ξ ne dépend pas de ces
suites de paramètres standardisation mais seulement de la fonction de distribution FX de la variable parent
X. Cette caractéristique sera utile dans le cadre de l’inférence statistique.

En pratique, la difficulté est de choisir la distribution extrême la plus appropriée aux données.

Mais, grâce aux travaux de Von Mises et Jenkinson, les distributions extrêmes de Fréchet, Gumbel et Weibull
peuvent être combinées en un seul type de distribution. C’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 3.2.2 (Représentation de Jenkinson-Von Mises - Distributions GEV)
Les lois de Fréchet, de Gumbel et de Weibull sont des cas particuliers de la loi des extremums généralisés 11

de paramètre de localisation µ ∈ R, de paramètre d’échelle σ > 0 et de paramètre de forme ξ ∈ R :

∀x ∈ R tel que 1 + ξ
x− µ
σ

> 0 Gµ,σ,ξ :=


exp{−(1 + ξ x−µσ )

−1
ξ } si ξ 6= 0

exp{e−
x−µ
σ } si ξ = 0

(3.1)

On peut réécrire le théorème de Fisher-Tippet : si FX appartient au domaine d’attraction d’une distribution
non-dégénérée G alors G est une distribution GEV.

3.2.2 Méthode POT - Peaks-Over-Threshold
Nous venons de voir que la GEV est l’unique loi de probabilité du maximum (normalisé) d’un échantillon.
Pour estimer les paramètres de cette GEV on utilise souvent la méthode dite par blocs qui consiste à créer
des échantillons de maximum :

X(n) = max{X1, · · · , Xn }
= max{X(n)[1] , · · · , X(n)[m] }

où X(n)[k] = max
Xi∈bloc k

{X1, · · · , Xn}.

Néanmoins cette méthode peut conduire à une perte d’information. Certains blocs peuvent contenir plusieurs
extrêmes et d’autres aucun. Ainsi, pour palier à cet inconvénient nous allons présenter la méthode dite POT
basée sur la loi de Pareto généralisée.

11. Generalised Extreme Value (GEV) distribution.
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Figure 3.1 – L’échantillon X1, · · · , Xn et les excès associés.

Soit Fu la loi des excès 12 au-delà d’un seuil u non-aléatoire. Elle est définie 13 par :

∀ 0 ≤ y ≤ xF − u Fu(y) := P{X − u ≤ y |X > u} =
F (y + u)− F (u)

1− F (u)

où xF est le point extrémal 14 droit défini par xF := sup{x ∈ R : F (x) < 1}.

Ainsi on a
∀ 0 ≤ y ≤ xF − u F (y + u) =

(
1− F (u)

)
Fu(y) + F (u)

Si on approxime F (u) par la distribution empirique de la distribution F

1− F (u) = P{X > u} ' Nu
n

:= 1− Fn(u)

où Nu est le nombre d’observation dans la queue droite 15 i.e. Nu := {i ∈ [1, n] ∩ N : xi > u}

On a
∀x ≥ u F (x) '

(
1− Fn(u)

)
Fu(x− u) + Fn(u) (3.2)

Balkema, de Haan and Pickands ont démontré que la distribution asymptotique de Fu est la distribution

12. On appelle excès de la variable X au-delà d’un seuil u < xF la variable Y = X − u |X > u qui prend ses valeurs sur
]0, xF − u[.
13. D’après le théorème de Bayes.
14. The right end-point.
15. Upper tail.
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de Pareto généralisée 16 17 définie par

∀x ≥ u Hξ,σ(x) :=


(

1− (1 + ξ x−uσ )−
1
ξ

)
1{1+ξ x−uσ >0} si ξ 6= 0

1− eu−xσ si ξ = 0

(3.3)

Théorème 3.2.3 (Théorème de Pickands et de Balkema-De Haan)
Soient F la fonction de distribution d’une variable aléatoire et Fu sa distribution des excès pour un seuil u
non-aléatoire élevé.

Pour tout ξ ∈ R, la distribution Fu peut être approximée 18 par une distribution de Pareto généralisée
Hξ,σ(u) :

lim
u→xF

sup
0<y<xF−u

|Fu(y)−Hξ,σ(y + u)| = 0

si et seulement si F appartient au domaine d’attraction d’une distribution GEVGξ ayant le même paramètre
de forme ξ que celui la distribution GPDHξ.

Ce théorème indique que si la distribution du maximum normalisé converge vers une loi non-dégénérée de pa-
ramètre ξ alors la loi de Paréto généralisé de même paramètre ξ modélise la loi excédents au delà d’un seuil
non aléatoire u suffisamment élevé.

On peut ainsi approximer la distribution F définie en (3.2) pour u élevé par :

∀x ≥ u F (x) '
(
1− Fn(u)

)
Hξ,σ(x) + Fn(u)

En particulier, ξ 6= 0 alors on a l’approximation�
�

�
�∀ x ≥ u F (x) ' 1− Nu

n (1 + ξ x−uσ )−
1
ξ (3.4)

3.2.3 Estimation de la distribution de Pareto généralisée GPD

Nous allons nous focaliser sur les lois de distributions de la famille de Fréchet.
Pour pouvoir estimer les paramètres ξ et σ de la distribution POT (Cf. le résultat 3.4) nous devons déterminer
préalablement le seuil u.

Nous pouvons dès à présent établir quelques remarques sur le choix du seuil :

— Choisir un u trop grand implique trop peu d’observations d’excès et donc une estimation des paramètres
de mauvaise qualité.

— Choisir un u trop petit introduit un biais dans l’adéquation de la GPD estimée à la queue de distribution
empirique. la méthode POT étant un résultat asymptotique.

16. Generalized Pareto Distribution (GPD).
17. Ce théorème montre le lien qui existe entre le max-domaine d’attraction et le comportement limite de la loi des excès
18. On a une convergence uniforme.
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Dans l’annexe page 167 nous présentons des méthodes graphiques pour déterminer le seuil u :

— Graphique de l’espérance excédentaire

— Graphique de stabilité Hill, Pickands, ...

Une fois le seuil déterminé, on peut utiliser

— un estimateur non-paramétrique pour déterminer le paramètre ξ

— un estimateur paramétrique pour déterminer le paramètre de dispersion σ

L’annexe page 167 décrit la construction de ces estimateurs.

3.2.4 Loi mélange
Cette étape permet d’obtenir des trajectoires cohérentes basées sur le passé dans la majorité des cas (corps
de la fonction) et de néanmoins pouvoir simuler des nouvelles réalisations extrêmes.

Nous introduisons des événements extrêmes dans la procédure de bootstrap en définissant une loi mélange
des résidus selon l’algorithme suivant :

étape 1 sélectionner un modèle économétrique

étape 2 estimer le modèle sur les données historiques

étape 3 calculer les résidus

étape 4 classer dans l’ordre croissant les résidus observés et choisir les seuils à gauche
et à droite 19.

étape 5 estimer les distribution généralisées de Pareto pour chaque seuil.

étape 6 effectuer un tirage aléatoire de probabilité n−1 d’un résidu observé

— si l’observation est supérieure au seuil à droite, générer une réalisation GPD et retourner
le seuil à droite plus la variable d’excès.

— si l’observation est inférieure au seuil à gauche alors générer une réalisation GPD
et retourner le seuil à gauche - variable d’excès.

19. Lower and upper thresholds
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— si l’observation appartient au corps (coeur) de la distribution des résidus alors retourner
l’observation elle-même.

étape 7 c’est un tirage avec remise. Ajouter ce nouveau résidu à l’échantillon et répéter l’étape
6.

Ainsi, en utilisant

— l’approximation en queue de distribution obtenue par la méthode POT

— la distribution empirique pour la partie centrale, corps de la distribution

La distribution mélange 20 des résidus issue de cet algorithme s’écrit :

'

&

$

%

F̂Z(z) =



k2

n (1 + ξ
(2)
k2

z−z(n−k2)

β
(2)
k2

)
− 1

ξ
(2)
k2 si z < z(n−k2)

n−1
n−k2−k1∑
i=1

1{z(n−k2)≤zi≤z} si z(n−k2) ≤ z ≤ z(k1+1)

1− k1

n (1 + ξ
(1)
k1

z−z(k1+1)

β
(1)
k1

)
− 1

ξ
(1)
k1 si z > z(k1+1)

(3.5)

où les paramètres

— k1 est le nombre d’observations extrêmes au-delà du seuil à droite.

— k2 est le nombre d’observations extrêmes au-delà du seuil à gauche.

— z(n−k2) est le seuil à gauche.

— z(k1+1) est le seuil à droite.

Dans la partie centrale n−k1−k2

n représente la proportion des résidus centraux :

n− k1 − k2

n

1

n− k1 − k2

n−k2−k1∑
i=1

1{z(n−k2)≤zi≤z} =
1

n

n−k2−k1∑
i=1

1{z(n−k2)≤zi≤z}

20. Nous appellerons cette loi "bootstrap extrême" dans la suite du document.
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Chapitre 4

Simulations multivariées

Lorsque l’on souhaite simuler plusieurs grandeurs économiques simultanément, il faut doter
le GSE d’une structure de dépendance pour permettre une cohérence des trajectoires
simulées. C’est l’objet de ce chapitre.

Nous présentons

— quelques structures de dépendance couramment utilisées dans les GSE.

— notre structure de dépendance basée sur la copule de Paul Deheuvels.

Nous obtiendrons un algorithme récursif générant à chaque pas des scénarios dont la dis-
tribution est une loi mélange multi-dimensionnelle appelé ici simulation bootstrap-extrêmes.
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La grande majorité des GSE utilisent une structure de dépendance linéaire. On rencontre, en pratique, trois
principales classes de modèles dans les implémentations de GSE :

— les modèles intégrés qui utilisent des inter-dépendances linéaires issues de la théorie économique, des
liens de causalité.

— les modèles composites standards qui utilisent la corrélation linéaire comme mesure de dépendance.

— les modèles composites non-standards qui utilisent un structure de dépendance plus riche.

4.1 Modèles intégrés
Les générateurs de scénarios économiques avec un modèle intégré modélisent une ou plusieurs quantités de
référence pour déduire les autres grandeurs économiques. On les qualifie de GSE avec structure en cascade.

Dans ces modèles, la structure de dépendance est construite à partir d’une modélisation issue de théorie
économique où l’inter-dépendance des classes d’actifs est forte. L’objectif de ces types de modèles est de pou-
voir générer des trajectoires probables au sens économique.

Nous présentons ci-dessous la structure en cascade des principaux modèles sans décrire les dynamiques 1 des
actifs modélisés.

4.1.1 Modèle de Wilkie - 1986 - 1995
Wilkie dans son article initial (Cf. [39] 2) décrit un modèle de générateur de scénarios économiques avec une
structure en cascade définie à partir de quatre variables dont l’unique variable de référence est l’inflation. Les
dynamiques des autres variables taux de dividende des indices actions, taux d’intérêt et prix de l’immobilier
sont donc décrites à partir de la dynamique du taux d’inflation.

Taux d’inflation

Taux de dividendeTaux de croissance "action"

Rendement immobilier

Taux d’intérêt long terme

Taux d’intérêt court terme

Ce n’est pas une structure multivariée au sens strict où l’on peut décrire directement l’influence des va-
riables l’une par apport à l’autre par une mesure de corrélation ou par la distribution jointe. La dépendance est
ici construite via la structure en cascade. Par exemple, le taux de dividende à la date t est défini à partir du

1. Ces dynamiques ont fait l’objet de description dans le paragraphe "Choix économétriques pour le GSE" page 102.
2. L’article de 1995 est une mise à jour de des travaux de 1986 notamment avec une nouvelle modélisation de la dynamique du

taux d’inflation avec une structure ARCH.
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niveau d’inflation courant et de ses valeurs passées via un processus auto-régressif. La dépendance est définie
par la sensibilité du taux de dividende au taux d’inflation.

Ce modèle a été innovateur, il intègre pour la première fois la construction d’un Générateur de Scénarios
Économiques. Les études de générations de scénarios se focalisaient auparavant plutôt sur une seul classe
d’actif, indépendamment les unes des autres. Il introduit ainsi des interactions 3 entre plusieurs grandeurs
économiques permettant une cohérence entre les différentes variables simulées.

Néanmoins, malgré sa relative 4 simplicité d’implémentation, plusieurs critiques 5 ont été apportées à ce mo-
dèle. Plusieurs études statistiques ont montré :

— une dépendance des résidus

— une non-normalité des résidus

— une hétéroscédasticité des résidus

— une non-stationnarité des résidus.

Cela suggèrent 6 une non-linéarité des dynamiques 7. Des extension ont donc été apportées pour déterminer
la dynamique la plus adéquate (structure ARCH, processus TAR, ...).
Mais dans cette section ce qui nous intéresse, c’est la structure de dépendance induite par le modèle.
Certaines études ont montrées par exemple que les corrélations observées entre les actions et les taux d’intérêt
long terme ne sont pas reproduites par le modèle de Wilkie. Certains auteurs 8 ont donc proposé de modifier
la structure en cascade de Wilkie et plus particulièrement en modifiant le lien de causalité entre les variables :

Taux d’inflation

Taux de dividendeTaux de croissance "actions" Taux d’intérêt long terme

4.1.2 Autres modèles en cascade
D’autres modèles ont suivi le modèle de Wilkie. Ces modèles différent principalement du choix de la ou des
variables de référence, par exemple :

3. Les travaux de Fama ont montré de fortes corrélations entre l’inflation et les autres actifs.
4. Néanmoins de nombreux paramètres sont à estimer.
5. Cf. une revue dans le mémoire de G. Rambaruth [68].
6. Une mauvaise spécification des dynamiques : séries non-stationnaires
7. Les dynamiques originales étaient de type auto-régressive.
8. Cf. l’article de Whitten and Thomas.
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— Le modèle de Kaufmann & al. 9 en 2001 présente une structure en cascade telle que les auteurs choisissent
comme variable de référence le taux d’intérêt court terme.

Ce type de modèle n’a pas vraiment d’application en assurance-vie, les projections étant à long terme.
En assurance non-vie où le risque est souvent annuel (sauf par exemple en responsabilité civile) ce type
de modèle pourrait avoir du sens.

— Le modèle de Brennan et Xia en 2000 présente une structure en cascade avec deux quantités deux quan-
tité de référence, l’inflation et le taux d’intérêt réel 10∗.

Contrairement au modèle de Wilkie, l’immobilier n’est pas modélisé dans ce modèle. Or l’allocation
des entreprises d’assurance est composé d’une part non négligeable d’actifs immobiliers.

Pour ces modèles également, la structure dépendance est définie par des liens de causalité intégrés dans les
dynamiques via des liaisons (log)-linéaires successives induites par la théorie économique. Les simulations
issues de ces modèles intégrés apparaissent donc cohérentes. Néanmoins il est souvent difficile d’extraire la
structure de dépendance indépendamment des dynamiques de chaque variable considérée. Il est donc difficile
d’intégrer des dynamiques plus riches. C’est ainsi qu’on été introduit les modèles composites dont la structure
de dépendance s’intègre a posteriori, les choix des dynamiques étant effectués indépendamment.

4.2 Modèles composites
Dans les modèles composites, on choisit une dynamique adaptée à chaque grandeur économique, par exemple :

— Modèle Black & Scholes pour les indices actions

— Modèle CIR pour les taux d’intérêt

— Modèle Vasicek pour l’inflation

— ...

Ensuite, on dote le modèle composite d’une structure de dépendance qui est souvent déterminée par les
corrélations linéaires 11 historiques entre ces différentes dynamiques.

Dans les modèles composites, les choix de dynamique des grandeurs économiques sont donc effectués de fa-
çon indépendants. Ils permettent donc pour chaque grandeur économique d’utiliser des modèles de diffusion
plus ou moins complexes en fonction de l’usage qui sera fait du modèle et de l’horizon de projection.

9. Cf. l’article [23].
10. Taux d’intérêt net d’inflation.
11. Matrice de corrélation.
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4.2.1 Modèle d’Ahlgrim et al. 2005
Dans leur article [3], les auteurs 12 proposent un modèle de GSE monde réel basé sur les corrélations. Ils
conservent une structure économique mais sans l’intégrer directement dans les dynamiques.

Ainsi, ils choisissent trois variables de référence :

— Le taux d’inflation it

— Le taux d’intérêt réel à long terme lt

— Le taux d’intérêt réel à court terme rt

A partir de ces variables et de l’excès de rendement d’un investissement action, les auteurs déduisent le rende-
ment action hors dividende :

st = rt + it + xt

Pour obtenir le rendement total d’un investissement action on ajoute finalement la variable dividende :

s̃t = st + dt

Ci-dessous, la structure économique du modèle d’Ahlgrim.

Taux d’inflation Taux d’intérêt réel Rendement Immobilier

Taux d’intérêt nominal

Excès de rendement action Taux de dividende

Rendement action

A noter que ce n’est pas une structure intégrée dans le sens où la dépendance n’est pas incluse dans les
dynamiques 13. Chaque dynamique est indépendante. Ensuite on utilise une structure de dépendance définie
par la matrice de corrélation des résidus de chaque dynamique. Les relations simples du début du paragraphe
sont utilisées pour déterminer enfin les prix des différents actifs.

12. Soutenus par les associations professionnelles américaines Casualty Actuarial Society et Society of Actuaries.
13. Pour l’inflation et le rendement immobilier : processus d’Orstein-Uhlenbeck. Pour l’excès de rendement action : modèle à

changement de régime. Pour les taux d’intérêt réel : modèle de Vasicek à 2 facteurs. Cf. le paragraphe 6 page 102.
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L’algorithme de simulation s’effectue en quatre étapes :

1. Détermination des lois des variables :

— discrétisation ses différentes dynamiques.
— estimation historique des paramètres des processus.

2. Détermination de la structure de dépendance :

— détermination des résidus des processus
— estimation de la matrice de corrélation des résidus.

3. Génération de loi multi-dimensionnelle :

— simulation d’un vecteur gaussien
— décomposition de Cholesky.

La critique de ce type de modèle est souvent le fait que structure de dépendance est basée sur les corrélations
linéaires historique. Les simulations générées sont donc sensible à la plage historique d’estimation et cela
pourrait donc conduire à des projections non pertinentes. Pour y remédier, certains introduisent des avis d’ex-
pert en modifiant la matrice de corrélation estimées mais cela semble difficile en dimension supérieure à 2.

D’autre part, l’utilisation d’une matrice de corrélation ne permet pas d’introduire des dépendances de queues.
C’est l’objet du paragraphe suivant via une structure de dépendance basée sur les copules.

4.2.2 Modèles à copules
Une structure de dépendance basée sur la copule gaussienne semble inadaptée lorsqu’on souhaite générer
des scénarios économiques incorporant des trajectoires d’événement extrêmes. Or si la prise en compte des
scénarios extrêmes dans les trajectoires générées est insatisfaisante cela conduit une sous-estimation du
besoin global de solvabilité par exemple.

Ainsi, à la place de la matrice de corrélation, il peut être intéressant d’introduire une dépendance basée sur les
copules pour enrichir la structure de dépendance du générateur de scénarios économiques, en particulier les
dépendances de queues. On peut citer une application dans le cadre du mémoire de K. Armel 14

4.2.3 Modèle avec bootstrap vectoriel
La méthodologie du bootstrap vectoriel ne définit pas une structure de dépendance de façon précise mais
elle consiste à ré-échantillonner par la méthode du bootstrap une structure de dépendance historique.

Pour ce faire, au lieu d’appliquer la méthodologie univariée décrite dans le chapitre (3) page 70 nous allons
l’appliquer sur le vecteur des résidus.

14. Cf. [63].
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La structure de dépendance est donc implicite dans le vecteur boostrapé de la date t. On conserve ainsi la
cohérence économique observée à la date t entre les variables.

4.2.4 Simulations bootstrap-extrêmes
Dans le paragraphe (3.5) page 79, nous avons introduit en dimension 1 une procédure de simulation basée sur
le bootstrap incorporant des événements extrêmes. Cette procédure a conduit à une distribution mélange des
résidus. Nous allons maintenant généraliser cette procédure à plusieurs dimensions.

Nous présentons dans ce paragraphe la dimension 3 mais la généralisation à une dimension supérieure suit
le même processus.

Considérons trois séries temporelles, réalisation des vecteurs aléatoires (X1
j , · · · , Xn

j ), j = 1, 2, 3 :

— (x1
1, · · · , xn1 )

— (x1
2, · · · , xn2 )

— (x1
3, · · · , xn3 )

Nous choisissons pour chaque série un modèle économétrique. Nous estimons indépendamment les pa-
ramètres de chaque modèle . Nous obtenons ainsi trois séries de résidus centrés :

— (ε11, · · · , εn1 )

— (ε12, · · · , εn2 )

— (ε13, · · · , εn3 )

On a donc les distributions empiriques de chaque série de résidus :

— F̂1,n(ε) pour la série des ε·1

— F̂2,n(ε) pour la série des ε·2

— F̂3,n(ε) pour la série des ε·3

En dimension 1 nous aurions effectué un tirage bootstrap sur chaque série. En dimension plus grande, nous
considèrons plutôt la série des vecteurs des résidus : ε11

ε12
ε13

 , · · · ,

 εn1
εn2
εn3

 := (ε1, · · · , εn)
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Nous effectuons alors un tirage bootstrap des vecteurs :

(ε1
∗
, · · · , εn∗)

Ensuite pour obtenir la distribution future des variables (x1, x2, x3) on applique la méthodologie récursive dé-
crite dans le paragraphe (3.1) page 71 en introduisant la ième composante du vecteur des résidus bootstrapé dans
le modèle économétrique de la ième variable.

En considérant les vecteurs de résidus, on conserve ainsi la structure de dépendance entre les différentes
variables (résidus) à une date donnée.

Considérons maintenant, par exemple, le ième vecteur bootstrapé correspondant à la kème date :

εi∗ :=

 εi∗1
εi∗2
εi∗3

 :=

 εk1
εk2
εk3


Si X est une variable aléatoire de fonction de répartition FX alors la variable FX(X) est une variable aléatoire
uniforme sur [0, 1]. En effet

P{FX(X) < y} = P{X < F−1
X (y)}

= FX
(
F−1
X (y)

)
= y

On peut donc considérer le vecteur de variables suivant comme un vecteur de réalisations de variables aléatoires
uniformes :  ui∗1

ui∗2
ui∗3

 :=

 F̂1,n(εi∗1 )

F̂2,n(εi∗2 )

F̂3,n(εi∗3 )


F̂j,n(·) étant la fonction de répartition empirique des résidus de la variable j.

D’autre part, si une variable ui∗j est une réalisation d’une variable uniforme sur [0, 1] alors la variable ui∗j peut-
être vue comme une ième réalisation d’une variable aléatoire Fj,Z(Z∗j ), Fj,Z(z) étant la fonction de répartition
de la loi mélange décrite dans le paragraphe (3.5) page 79 pour la variable j i.e. 15 :

ui∗j = F̂j,Z(zi∗j )

De façon équivalente nous avons
zi∗j = F̂−1

j,Z(ui∗j )

Ainsi 

zi∗1 := F̂−1
1,Z1

(F̂1,n(εi∗1 ))

zi∗2 := F̂−1
2,Z2

(F̂2,n(εi∗2 ))

zi∗3 := F̂−1
3,Z3

(F̂3,n(εi∗3 ))

15. Rappelons la notation : l’indice j représente la jème variable d’intérêt et l’indice i la ième réalisation.
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Nous pouvons donc simuler des variables Z1, Z2, Z3 à partir de tirages bootstrap des résidus en utilisant la
relation :

Zj := F̂−1
j,Zj

(F̂j,n(Σ∗j ))

et de façon équivalente

Z∗j := F̂−1
j,Zj

(
R∗j
n

)

où R∗j est la statistique de rang de la variable Σ∗j .

Le GSE bootstrap-extrême consiste ainsi à simuler de façon récursive plusieurs variables d’intérêt sur un
horizon défini en K étapes (pas de temps).

La kème simulation s’effectue en deux étapes :

Etape 1 : Tirage bootstrap de n vecteurs de taille d : ε1∗, · · · , εn∗.

Calcul des rangs ri∗j de chaque coordonnée εi∗j des vecteurs εi∗

Etape 2 :

1. Si la réalisation
ri∗j
n ∈ ]

k1
j

n ,
k2
j

n [, coeur de la fonction de répartition de la loi mélange,
nous conservons la réalisation εi∗j de rang ri∗j . En effet, nous avons dans ce cas

zij := F̂−1
j,Zj

(F̂j,n(εi∗j )) = εi∗j

2. Si la réalisation
ri∗j
n <

k2
j

n alors la réalisation appartient à la queue gauche. En
partant de la définition de la copule empirique de Paul Deheuvels (1.14) page 58 nous
effectuons un tirage aléatoire uniforme ui∗j tel que

ri−1∗
j

n
< ui∗j ≤

ri∗j
n

Nous déduisons la ième réalisation de la variable Zj :

k2
j

n
(1 + ξ

(2)

k2
j

zij − ε
(n−k2

j )

j

β
(2)

k2
j

)

− 1

ξ
(2)

k2
j = ui∗j

zij =
(

(
nui∗j
k2
j

)
−ξ(2)

k2
j − 1

)
×
β

(2)

k2
j

ξ
(2)

k2
j

+ ε
(n−k2

j )

j

3. Si la réalisation
ri∗j
n >

k1
j

n alors la réalisation appartient à la queue droite. De la

même façon, nous effectuons un tirage uniforme sur le support
[
ri∗j
n ,

ri+1∗
j

n

[
.
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Nous déduisons la ième réalisation de la variable Zj :

1− k1

n
(1 + ξ

(1)
k1

z − ε(k1+1)
j

β
(1)
k1

)
− 1

ξ
(1)
k1 = ui∗j

zij =
(

(
n− nui∗j

k1
j

)ξ
(1)
k1 − 1

)
×

β
(1)

k1
j

−ξ(1)

k1
j

+ ε
(k1
j+1)

j

Etape 3 : Pour la (k+ 1)ème simulation réitérer la procédure à l’étape 1 de façon indépen-
dante.

Les simulations "bootstrap-extrême" en 3D sont indépendantes tout en respectant la structure de dépendance
induite par de la loi jointe :'

&

$

%

zij = εi∗j si ri∗j ∈]k1
j , k

2
j [

zij =
(

(
ui∗j
k2
j

)
−ξ(2)

k2
j − 1

)
×

β
(2)

k2
j

ξ
(2)

k2
j

+ ε
(n−k2

j )

j avec ui∗j ∈
]
ri−1∗
j

n ,
ri∗j
n

]
si ri∗j < k2

j

zij =
(

(
n−nuij
k1
j

)ξ
(1)
k1 − 1

)
×

β
(1)

k1
j

−ξ(1)

k1
j

+ z(k1
j+1) avec ui∗j ∈

[
ri∗j
n ,

ri+1∗
j

n

[
si ri∗j > k1

j

La loi jointe (3.5) page 79 peut donc être approximée empiriquement par la copule de Paul Deheuvels, en
effet 16 :

P{Z1 ≤ z1, Z2 ≤ z2, Z
i
3 ≤ z3} = P

{
Σ∗1 ≤ F̂−1

1,n

(
F̂1,Z1(z1)

)
, Σ∗2 ≤ F̂−1

2,n

(
F̂2,Z2(z2)

)
, Σ∗3 ≤ F̂−1

3,n

(
F̂3,Z3(z3)

)}

' n−1
n∑
i=1

3∏
j=1

1
εi∗j ≤F

−1
j,n

(
F̂j,Zj (zj)

)
' n−1

n∑
i=1

3∏
j=1

1Fj,n(εi∗j )≤F̂j,Zj (zj)

' n−1
n∑
i=1

3∏
j=1

1 ri∗
j
n ≤F̂j,Zj (zj)

Il s’agit de la copule de Paul Deheuvels :

C(
t1
n
,
t2
n
,
t3
n

) = n−1
n∑
i=1

3∏
j=1

1ri∗j ≤tj

16. Les Σ∗j sont des variables aléatoires dont les réalisations sont les εi∗j .
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aux points tj = n F̂j,Zj (zj).

Ainsi, en travaillant sur les rangs dans la procédure de simulation page 88 on conserve les liaisons dans
les extrêmes des différents résidus induite par la copule empirique.
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Chapitre 5

Modélisation économétrique

La première étape de notre algorithme de simulation est la détermination du modèle écono-
métrique adéquat et son estimation pour pouvoir construire l’échantillon de Bootstrap consti-
tué des résidus.

L’objet de ce chapitre est de décrire quelques 1

— modèles économétriques

— tests statiques pour valider la bonne qualité des modèle économétrique

— méthodes d’estimation pour déterminer les paramètres

1. Pour une description plus complète, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de référence [40] et [41] pour les modèles linéaires
et le cours de Charpentier [43] pour une présentation en français des modèles linéaires et non-linéaires.
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5.1 Modèles de séries temporelles
Ce chapitre présentera succinctement∗ plusieurs modèles économétriques candidats à la modélisation de séries
temporelles financières et économiques.

5.1.1 Bruit blanc
Un processus Xt est stationnaire de second ordre 2 si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. E[X2
t ] < +∞

2. ∀ t ∈ Z E[Xt] = µ indépendance par rapport à t

3. ∀ t ∈ Z ∀ h ∈ Z Cov(Xt, Xt−h) =: γh indépendance par rapport à t

Un exemple de processus stationnaire de second ordre est le bruit blanc.

Un bruit blanc faible {εt, t ∈ Z} est un processus stationnaire de second ordre, tel que les auto-covariances
sont toutes nulles :

γh = 0 ∀ h 6= 0

γ0 = σ2 (h = 0)

Remarquons qu’on ne parle pas d’hypothèse d’indépendance. L’hypothèse d’indépendance est rarement véri-
fiée en particulier pour les séries financières 3.

Lorsque l’hypothèse d’indépendance est vérifiée on parle alors de bruit blanc fort.

Un bruit blanc gaussien est un bruit blanc fort de loi gaussienne. Cela correspond à une stationnarité
stricte i.e. stabilité de la loi. Pour les séries financières, on considère plutôt la stationnarité de second ordre
plus restrictive, en effet on observe souvent des lois à queues épaisses donc avec peu de moments.

Le bruit blanc est un processus important dans la théorie des séries temporelles. Il permet de construire des
processus plus complexe comme nous le verrons dans les paragraphes suivants.

Rappelons auparavant le théorème de représentation Wold où tout processus stationnaire de second ordre
peut s’écrire 4 comme une somme 5 pondérée de chocs aléatoires orthogonaux, centrés et de même variance :

Xt = εt +

+∞∑
i=1

φi εt−i

2. Ou stationnaire faible.
3. On peut observer par exemple des auto-corrélations des résidus nulles et les auto-corrélations des carrés des résidus non-nulles.

Cf. les processus ARCH.
4. En tronquant cette équation on montre que l’ensemble des moyennes mobiles finies est dense dans l’ensemble des processus

stationnaires de second ordre.
5. Éventuellement augmentée d’une composante déterministe.
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ainsi on peut écrire en prenant l’espérance conditionnelle

Xt = εt + E
[
Xt | εt−1, εt−2, · · ·

]
Cette équation s’interprète que tout processus stationnaire s’écrit comme la somme d’une composante connue
à la date t-1 et d’un choc (innovation linéaire) nouveau à la date t.

Dans les séries financières et économiques, nous cherchons donc à obtenir des processus stationnaires.

5.1.2 Processus auto-régressifs - (AR)

Un processus auto-régressif d’ordre 1 6 noté AR(1) est un processus stationnaire de second ordre de la
forme :

Xt = φXt−1 + εt ∀ t ∈ Z (5.1)

tel que

— φ est une constante ( 6= 0)

— (εt)t∈Z est un bruit blanc de variance σ2.

— La moyenne µ du processus est nulle sinon remplacer Xt par (Xt − µ) i.e.

Xt − µ = φ(Xt−1 − µ) + εt ⇔ Xt = α+ φXt−1 + εt avec α := 1− φ

Si le coefficient φ 6= ±1, il existe un unique processus stationnaire tel que

(1− φL)Xt = εt

et on peut inverser le polynôme (1− φL)−1 pour obtenir le processus Xt en fonction des {εt}.

C’est ainsi que la recherche de la racine unitaire est à la base des tests de stationnarité 7.

On définit la fonction d’auto-corrélation d’un processus stationnaire par :

ρ(h) =
γh
γ0

=: Corr(Xt−h, Xt−h)

Pour un processus AR(1) on a la relation de Yule-Walker :

ρ(h)− φρ(h− 1) = 0 ∀h > 0

Ainsi, la fonction d’auto-corrélation d’un processus AR(1) s’écrit ρ(h) = φh.

On montre ainsi que les fonctions d’auto-corrélation des processus AR(1) :

6. On généralise aux processus ARIMA(p, d, q) avec p l’ordre auto-régressif, q l’ordre de moyenne mobile et d l’ordre de diffé-
renciation mais nous nous attardons ici aux processus fréquemment utilisés AR(1).

7. Cf. le paragraphe page 100.
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— décroissent exponentiellement vers 0 avec 0 < φ < 1

— décroissent avec une sinosoïode amortie vers −1 < φ < 0

Rappelons que l’intervalle de confiance pour un niveau de confiance des fonctions d’auto-corrélations d’un bruit
blanc est 8 :

IC =
[
− q1−α√

H
,
q1−α√
H

]
Dans le cadre des processus AR d’ordre p > 1, on définit également les fonctions d’auto-corrélations
partielles pour le processus {Xt, t ∈ Z} par :

r(h) := ρ(X̂t, X̂t−h)

avec la projection 9

X̂t = Xt − Proj
[
Xt |Xt−h+1, · · · , Xt−1

]
X̂t−h = Xt−h − Proj

[
Xt−h |Xt−h+1, · · · , Xt−1

]
Ici, on regarde donc les auto-corrélations entre les variables Xt et Xt−h en enlevant les interactions avec les
variables intermédiaires Xt−h+1, · · · , Xt−1.

On montre que les fonctions d’auto-corrélations partielles des processus AR(p) s’annulent pour un ordre su-
périeur p au lag h :

r(h) = 0 ∀ h > p

Ainsi si le auto-corrélogramme partiel d’une série temporelle s’annulent à partir d’un rang p + 1 on peut
envisager un modèle de type AR(p). Par exemple pour un AR(2) :

8. D’après le TCL et le théorème de Slutsky.
9. Proj désigne la projection dans l’espace L2 muni du produit scalaire < X |Y >:= E[XY ].
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Figure 5.1 – Corrélogramme partiel d’un processus AR(2) avec paramètres positifs

5.1.3 Processus auto-régressifs conditionnellement hétéroscédastiques - (ARCH)

Nous venons de présenter les modèles linéaires de type AR. Or on observe souvent des phénomènes non-linéaires
dans les processus financiers et économiques qui rendent les séries considérées non-stationnai res, y compris en
ayant éventuellement supprimer la tendance ou en ayant en différencier les séries. Une modélisation non-linéaire
devient indispensable.

Sur le graphique ci-dessus, on remarque des sous-périodes de forte variations des rendements et des sous-périodes
de faible variation des rendements qui se succèdent de façon non-périodique. Ceci n’est pas incompatible avec
l’homoscédasticité de la variance non-conditionnelle du processus entier. Néanmoins, on observe qu’une forte
valeur du carré des rendements en t − 1 apparaît augmenter la probabilité de survenance d’un forte valeur
du carré du rendement en t (quel que soit le signe du rendement). C’est le phénomène de regroupement 10

des extrêmes. Ainsi la variance conditionnelle par rapport aux valeurs passées n’est pas constante c’est qu’on
appelle hétéroscédasticité conditionnelle 11.

Pour modéliser le phénomène spécifique de non-linéarité dû au caractère hétéroscédastique des séries, Engle
dans son article [18] en 1982 et ensuite Bollerslev [9] en 1986 ont proposé une nouvelle catégorie de modèle
permettant de modéliser les séries présentant le caractère hétéroscédastique : les processsus ARCH et leur gé-
néralisation GARCH.

10. Volatility clustering.
11. C’est-à-dire qu’elle est non-constante dans le temps
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Figure 5.2 – Exemple d’hétéroscédasticité d’un indice boursier

Une série Xt satisfait une représentation de type ARCH(1) d’ordre 1 si

Xt = utht

avec h2
t = α0 + α1X

2
t−1 et où ut est un bruit blanc faible.

La composante h2
t désigne une variable qui conditionnellement à l’information constituée des valeurs passées

de Xt est déterministe et positive.

L’ensemble Xt−1 := {Xt−1, · · · , Xt−H , · · · } désigne l’information passée et mt−1[·] le moment conditionnel
par rapport à cette information

On a les moments conditionnels :

Et−1 [utht] = ht Et−1[ut] = ht E[ut] = 0

Vart−1(utht) = h2
t Vart−1(ut) = h2

t Var(ut) = h2
t

Dans les processus GARCH la variance conditionnelle dépend également des valeurs passées de la variance h2
t .

Pour un GARCH(1, 1) nous avons :
h2
t = α0 + α1X

2
t−1 + β1h

2
t−1

Si Xt est un processus GARCH(p, q) alors 12 X2
t est un processus ARIMA(p, 0, q). Cette propriété est donc utile

dans l’estimation et l’identification des différents ordres.
12. Sous l’hypothèse de stationnarité des X2

t .
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5.1.4 Modèles avec erreurs ARCH - (ARIMA−GARCH)

Un processus est dit auto-régressif avec des résidus admettant une représentation ARCH si :

Xt = Et−1[Xt] + εt (5.2)

avec εt un processus de type ARCH.

En particulier, un processus AR(1) − ARCH(1) est un modèle auto-régressif d’ordre 1 avec une erreur de
type ARCH d’ordre 1 :

Xt = φXt−1 + εt

avec εt = ut

√
α0 + α1ε2t−1 = ut h

2
t et ut est un bruit blanc faible de variance unitaire.

Si ut est un bruit blanc (fort) gaussien, la loi conditionnelle est N
(
φXt−1, h

2
t

)
Pour un AR(1)−GARCH(1, 1) nous avons la représentation suivante :

Xt = φXt−1 + ut ht avec h2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + h2

t−1

Ces processus sont adaptés aux séries dont le carré des rendements sont auto-corrélés donc particulièrement
pour les séries des indices "action" 13.

5.1.5 Modèles à régimes
5.1.5.1 Modèles auto-régressifs à seuil - (TAR)

Les modèles auto-régressifs à seuil permettent de prendre en compte des phénomènes non-linaires. Ils
permettent de modéliser plusieurs dynamiques (régimes) pour une même série. Dans les modèles TAR 14, le
mécanisme de changement de régime est spécifiée par une variable endogène 15.

Les modèles SETAR 16 en sont une variante. Ils permettent de modéliser les phénomènes d’asymétrie c’est-à-
dire suite à la suite à d’un même choc la dynamique est différente en fonction de la position de la variable passée.

Un modèle SETAR d’ordre 2 de paramètre de rupture c à deux régimes a pour écriture :

Xt =

{
α11 + α21Xt−1 + εt si Xt−1 ≤ c
α21 + α22Xt−1 + εt si Xt−1 > c

Ce modèle peut se ré-écrire

Xt = (α11 + α21Xt−1)1{Xt−1≤c} + (α21 + α22Xt−1)1{Xt−1>c} + εt

où (εt)t∈Z est un bruit blanc.

faire une remarque sur les processus Smooth Transition Autoregression

13. Cf. le chapitre "Choix économétrique" page 118.
14. Threshold AutoRegressive model.
15. Et d’un seuil.
16. Self-Exiting Threshold AutoRegressive model. Le terme exciting signifie que la variable seuil est la variable elle-même avec

un décalage (lag).
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5.1.5.2 Modèles auto-régressifs exponentiels - (ExpAR)

Les modèles auto-régressifs exponentiels permettent de prendre en compte les phénomènes de cluster de
volatilité.

Un processus économétrique Soft-ExpAR 17 est défini pour un processus stationnaire {Xt}t≥0 par :

Xt = µ+
(
ρ1 + ρ2e

−X2
t−1

)
Xt−1 + εt = ΦSoft − ExpAR

µ,ρ1,ρ2
(Xt−1) + εt (5.3)

où (εt)t∈Z est un bruit blanc de variance σε.

Si l’on remplace ce bruit blanc par un processus de type ARCH on définit un processus à régime avec des
résidus admettant une structure ARCH :

Un modèle économétrique de type ExpAR(1)−ARCH(1) 18 est défini pour un processus stationnaire {Xt}t≥0

par :
Xt = µ+

(
ρ1 + ρ2e

−X2
t−1

)
Xt−1 + εt = ΦExpAR−ARCH

µ,ρ1,ρ2
(Xt−1) + εt (5.4)

avec εt = ut

√
α0 + α1ε2t−1 et ut est un bruit blanc faible de variance unitaire.

Hypothèse 5.1.1
On supposera que |α1| < 1

Si cette hypothèse est vérifiée alors

— pour des grandes valeurs de |Xt−1| le processus défini en (5.4) se comporte comme un processus AR(1)
avec pour coefficient autoregressif α1.

— inversement pour des petites valeurs (' 0) de |Xt−1| le processus défini en (5.4) se comporte comme
un processus AR(1) avec pour coefficient auto-régressif α1 + α2.

5.2 Tests statistiques
Afin de déterminer et de valider la spécification des modèles économétriques choisis, on est amené à effec-
tuer une batterie de tests statistiques. C’est l’objet de cette section 19. La première partie sera consacrée à
valider les hypothèses des modèles envisageables :

— tests de significativité

— tests d’adéquation

— tests d’auto-corrélation

17. Soft EXPonential AutoRegressive model.
18. EXPonential Threshold AutoRegressive model
19. Pour une description plus détaillée Cf. (B) page 149
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— tests d’homoscédasticité

— tests de stationnarité

La seconde partie permettra une fois le sous-ensemble de modèles admissibles déterminés de choisir celui qui
est le plus adéquat aux données observées selon un critère statistique :

— critère de Akaike

— critère bayésien

5.2.1 Tests de significativité
Considérons un échantillon historique de longueur H définie par la série (xt−H , · · · , xt−1).

On souhaite modéliser la dynamique de cet historique par un modèle auto-régressif à constante avec p retards
de la variable endogène :

Xt = α0 + f(Xt−1, · · · , Xt−p;α1, · · · , αp) + εt avec f une fonction à variables séparables 20 (5.5)

εt est un bruit blanc.

Les tests de significativité consiste à valider la présence de la variable xt−p dans le modèle en tant
que variable explicative.

5.2.2 Tests d’adéquation
On s’intéresse à la loi des résidus du modèle économétrique choisi.

Un test d’adéquation 21 permet de valider l’hypothèse de distribution des résidus.

Parmi les tests d’adéquation, la conformité à la loi normale est souvent testée du fait que l’hypothèse de norma-
lité sous-tend souvent les résultats asymptotiques des tests statistiques. c’est l’objet des tests de Shapiro-Wilk
et de Jarque-Bera. Mais commençons par un test général d’adéquation celui de Kolmogorov-Smirnov.

5.2.3 Tests d’autocorrélation sérielles des résidus
On observe souvent dans les problématiques économétriques un phénomène d’auto-corrélation c’est-à-dire
pour lesquels les résidus successifs sont auto-corrélés, cela peut être dû à une mauvaise spécification du
modèle de régression. Ainsi a été développé les tests d’auto-corrélation sérielles.

5.2.4 Test d’hétéroscédasdicité conditionnelle
Dans ce type de test, on souhaite vérifier la présence d’une structure ARCH dans la chronique observée.

20. Pour prendre en considération les fonctions indicatrices par exemple.
21. Goodness-of fit tests.
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5.2.5 Tests de stationnarité
De manière générale, les méthodologies de séries temporelles, et en particulier celles développées dans le cadre
des travaux de Box et Jenkins sous-tendaient l’hypothèse fondamentale de stationnarité 22.

Si la série n’est pas stationnaire, il faut donc essayer de stationnariser la série ensuite on peut appliquer
les techniques usuelles d’estimations des séries temporelles. Si cette vérification n’est pas effectuée on peut se
retrouver dans le cas, par exemple, de la problématique de régression fallacieuse 23 où la régression linéaire
avec des variables non-stationnaires est non-valide.

Il existe plusieurs types de non-stationnarité :

— stationnarité en tendance. Par exemple, Xt = µ+ λt+ εt.

On peut rendre la série est stationnaire en supprimant la tendance temporelle.

— stationnarité en différence. On peut donner l’exemple de la marche aléatoire 24 sans dérive Xt =
Xt−1 + εt.

On peut rendre la série stationnaire en différenciant 25 la série.
— stationnarité en rupture. La non-stationnarité provient d’une rupture même s’il peut y avoir une sta-

tionnarité par morceaux. C’est l’objet du test de Chow.

Pour cette section, on peut se référer à l’article très complet de B. Salanié [35].

5.2.6 Critère de comparaison de modèles
L’étape d’identification du type de modèle conserve un caractère subjectif même si l’analyse descriptive des
données et les tests statistiques peut apporter une intuition sur le modèle adéquat. Ainsi l’identification du
meilleur modèle peut mener à des choix différents selon l’utilisateur et pour un même utilisateur mener à des
modèles concurrents.

Par exemple, pour les modèles de type ARMA stationnaire l’objet est la recherche des ordre p et q opti-
maux. On peut avoir une intuition via par exemple les auto-corrélations sur les ordres maximaux, le risque est
donc de choisir des ordres maximum trop petits.

Pour déterminer un critère de sélection, par exemple, sachant une trajectoire observée, on peut penser que
l’on choisira le modèle pour lequel la trajectoire est la plus vraisemblable. Mais ce critère basé sur la seule vrai-
semblance ne peut être valable pour des modèles emboités, les processus AR sont des cas particulier des ARMA
avec des contraintes sur les coefficients. On peut choisir également le modèle pour une même vraisemblance
celui qui est le plus parcimonieux i.e. celui qui a le plus petit nombre de paramètres.

22. Cf. la définition (5.2.5) page 100.
23. Trouver une référence.
24. Graphiquement l’explosion de la variance n’est pas visible.
25. C’est ainsi que l’on modélise souvent les log-rendements des séries plutôt que la série elle-même. On parle de processus intégrés.
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C’est ainsi que sont construits la majorité de critères de comparaison :

CH,Θ =
−2l

H
+

1

H
card(Θ)p(H)

où
— l est la vraisemblance

— card(Θ)p(·) est une mesure de pénalité fonction croissante du nombre de paramètres (Θ) à estimer.

Dans cette écriture la vraisemblance est considérée négativement et la pénalité positivement la règle de décision
est donc de choisir le modèle ayant le critère le plus faible. Remarquons que lorsque l’on augmente la complexité
on augmente la vraisemblance.

Voici les deux principaux critères que l’on retrouve couramment dans la littérature ou dans les sorties des
logiciels statistiques :

— AIC de Akaike : CH,Θ = −2l
H + card(Θ)

H 2 p(H) = 2

— BIC de Schwarz : CH,Θ = −2l
H + card(Θ)

H lnH p(H) = lnH

On peut remarquer que limH→+∞
p(H)
H = 0

5.3 Estimation paramétrique
Une fois le modèle adéquat déterminés nous devons procéder à l’estimation des paramètres du modèle.

Nous utilisons généralement les outils statistiques suivants décrits en annexe (C) page 158 :

— Moindres carrés non-linaires

— Quasi-Maximum de vraisemblance
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Chapitre 6

Choix économétriques pour le GSE

Nous avons introduit dans le chapitre précédent différents types de modélisation écono-
métrique ainsi que les méthodes d’estimations inhérentes.

Maintenant, appliquons sur les données réelles pour chaque 1 variable d’intérêt (taux, ac-
tion, crédit, inflation et immobilier) de notre GSE.

1. De façon indépendante.
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6.1 Modèle de taux d’intérêt à paramètres dynamiques - Fonction-
nelle de Nelson-Siegel

Pour estimer la structure par terme des taux d’intérêt, nous choisissons d’utiliser la fonctionnelle paramétrique
de Nelson-Siegel. Sa paramétrisation est assez flexible pour permettre de décrire de multiples formes de struc-
ture par terme de taux d’intérêt observées. De plus, le modèle de Nelson-Siegel présente des caractéristiques
souhaitables qui permettent d’approximer un modèle sans arbitrage.

La fonctionnelle de Nelson-Siegel décrivant la structure par terme des taux d’intérêt a la forme paramé-
trique suivante : �



�
	Rt(τ) = β1t + (β2t + β3t)(

1−e−
τ
λ

τ
λ

) + β3te
− τλ

Dans le cadre des taux d’intérêt, nous n’allons pas supposer un modèle économétrique sur le taux d’intérêt Rt(τ)
mais faire l’hypothèse de dynamique économétrique sur les trois paramètres dépendant du temps β1t, β2t, β3t.

Nous allons utiliser trois processus AR(1) 2 pour chaque paramètre βi

βit = α+ φiβit−1 + εt

Dans le cadre des taux d’intérêt, introduire un modèle économétrique sur les paramètres plutôt que sur la
variable elle même permet de conserver la caractéristique de courbe de taux en AOA 3.

6.1.1 Introduction
Avant de passer à l’étape d’estimation, nous rappelons rapidement quelques définitions sur les taux d’intérêt.

Le taux zéro-coupon continu R(t, T ) prévalant entre la date t et la maturité T correspond au rendement
annuel d’un investissement de P (t, T ) unités monétaires à la date t permettant d’obtenir une unité monétaire
à la date T tel que les intérêts s’accroissent continûment :

P (t, T )eR(t,T )τ(t,T ) = 1

ou encore
P (t, T ) = e−τ(t,T )R(t,T ) (6.1)

τ(t, T ) est la fraction d’année entre les date t et T .

Le taux zéro-coupon linéaire L(t, T ) prévalant entre la date t et la maturité T correspond au rendement
annuel d’un investissement de P (t, T ) d’unités monétaires à la date t permettant d’obtenir une unité monétaire
à la date T tel que intérêts s’accroissent proportionnellement au temps :

P (t, T )
(
1 + L(t, T )τ(t, T )

)
= 1

2. εt sont i.i.d avec pour moyenne E[εt] = 0 et variance Var(εt) = 1. εt ne sont pas nécessairement un bruit blanc fort gaussien.
3. Cf. l’article de Christensen et al. [10]
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ou encore
P (t, T ) =

1

(1 + τ(t, T )L(t, T )
) (6.2)

Un contrat forward permet à son détenteur de recevoir à la date S (avec S > T > t) un paiement fixe
d’intérêts calculés sur la période [T, S] pour un capital K contre le paiement d’intérêt variable (le taux étant
linéaire) calculés également sur la période [T, S] pour un même capital K.

La valeur de ce contrat en S est
Kτ(T, S)

(
F− L(T, S)

)
La valeur en t est 4

K
(
τ(T, S)FP (t, S)− 1

P (T, S)
× P (T, S)× P (t, T )− P (t, S)

)
i.e. le taux F est déterminé tel que la valeur du contrat forward est nulle en t

F(t, T, S) :=
1

τ(S, T )

(P (t, T )

P (t, S)
− 1
)

(6.3)

Le taux forward instantané à partir de la définition du contrat forward est défini par :

f(t, T ) = lim
S 7→T+

F(t, T, S)

= −∂ lnP (t, T )

∂T
(6.4)

Le taux forward instantanné est donc le taux d’un contrat forward lorsque S tend vers T i.e.

f(t, T ) ' F(t, T, T + δt)

Par la suite on notera
ft(τ) := f(t, t+ τ)

avec τ := τ(t, T ) =: T − t

En utilisant les relations (6.4) et (6.1) on a

R(t, T ) :=
1

τ(t, T )

∫ T

t

f(t, u)du (6.5)

Par la suite on notera
Rt(τ) := R(t, t+ τ)

Un swap de taux d’intérêt standard est un contrat dans lequel deux contreparties s’engagent mutuellement
à se verser des flux d’intérêt basés sur un capital pendant une durée déterminée suivant des fréquences diffé-
rentes et une base calendaire contractuelle. L’une des contrepartie paie des flux fixes, il s’agit de la jambe fixe,
l’autre partie paie des flux variables basés sur un indice de taux variable, il s’agit de la jambe variable.

On note T := {Tα+1, · · · , Tγ} l’ensemble des dates de paiements de la contrepartie jambe fixe et T ′ :=
{Tα′+1, · · · , Tγ} celles de la contrepartie jambe variable. La valeur du contrat est déterminée en valorisant
les flux des jambes à la date t pour tout t ≤ Tα :

4. En utilisant la définition (6.1.1) page 103
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— C ×K ×
∑γ
i=α+1 τ(Ti−1, Ti)

— K ×
∑γ
i=α′+1 τ(Ti−1, Ti)L(Ti−1, Ti)

Le taux de swap est le taux Sα,γ(t) := C tel que le contrat soit fair i.e.

Sα,γ(t)

γ∑
i=α+1

τ(Ti−1, Ti)P (t, Ti) = P (t, Tα)− P (t, Tγ)

Sα,γ(t) :=
P (t, Tα)− P (t, Tγ)∑γ

i=α+1 τ(Ti−1, Ti)P (t, Ti)
(6.6)

6.1.2 Fonctionnelle de Nelson-Siegel
Nelson-Siegel[28] ont proposé un paramétrisation de taux forward instantanné à quatre paramètres, trois
paramètres de forme (β0, β1, β2) et un paramètre d’échelle λ :

ft(τ) = β0 + β1e
− τλ + β2

τ

λ
e−

τ
λ

Cette paramétrisation introduit trois facteurs : une constante f0, une fonction à décroissance exponentielle
f1 et un polynôme de Laguerre 5 f2 

f0 := 1

f1 := e−
τ
λ

f2 := τ
λe
− τλ

Elle permet d’obtenir différentes formes de courbe de taux d’intérêt. En effet

— la constante représente le niveau de taux long.

— la fonction à décroissance exponentielle permet d’obtenir des courbes croissantes ou inversées en fonction
du signe du paramètre β1 (β1 < 0 courbe inversées).

— la fonction de Laguerre permet d’obtenir de contrôler la convexité en fonction du signe de β2.

En utilisant le résultat (6.5) on obtient :

Rt(τ) = β0 + (β1 + β2)(
1− e− τλ

τ
λ

) + β2e
− τλ (6.7)

Hypothèse 6.1.1
Nous allons supposer maintenant que les paramètres de la fonctionnelle de Nelson-Siegel (λ, β0, β1, β2) dépendent
du temps i.e.

Rt(τ) = β0t + (β1t + β2t)(
1− e−

τ
λt

τ
λt

) + β2te
− τ
λt (6.8)

5. Polynôme de Laguerre : produit d’un polynôme et une exponentielle.
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6.1.3 Estimation
On souhaite déterminer les paramètres de la fonctionnelle de Nelson-Siegel pour chaque date d’observation
historique. Pour cela on doit résoudre le problème de moindre carré suivant en utilisant 6 l’expression des taux
de swaps en fonction des paramètres :

min
β0t,β1t,β2t,λt

∑
T∈T1,··· ,TN

(
Sα,γ(t, T )− Sobsα,γ(t, T )

)2 (6.9)

où les Ti sont les maturités des taux de swaps observés sur le marché.

Les caractéristiques de la fonctionnelle de Nelson Siegel rendent l’optimisation complexe. Nous allons utili-
ser deux algorithmes

1. un algorithme à évolution différentielle permettant de déterminer des conditions initiales

2. un algorithme à directions de descente permettant de déterminer la solution globale à partir des conditions
initiales initialement déterminées.

6.1.3.1 Paramètres de Nelson-Siegel pour la devise EUR

Sur la période du 20/10/1999 au 11/09/2014 nous allons étudier l’évolution des paramètres de Nelson-Siegel
estimés sur les données EUR.

min
β0t,β1t,β2t,λt

∑
T∈T1,··· ,TN

(
Sα,γ(t, T )− Sobsα,γ(t, T )

)2 (6.10)

Proposition 6.1.1 (Résolution du programme d’optimisation)
On pose xt := (β0t, β1t, β2t, λt).

Pour résoudre le problème (6.10), nous allons effectuer les étapes suivantes :

— Pour déterminer le point initial xt−H ∈ R4 on utilise l’algorithme à évolution différen-
tielle

— On applique l’algorithme BFGS en utilisant chaque fois la solution précédente x∗t−i
comme point initial.

— Si |x∗t−i+1 > x∗t−i| on utilise de nouveau l’algorithme à évolution différentielle.

L’idée du couplage de ces deux algorithmes est d’accélérer les temps de calculs. Le choix de la condition initiale
est délicat pour l’algorithme de descente. D’autre part, les paramètres d’une date à une autre ne devrait pas
évoluer drastiquement.

Le graphique suivant présente l’évolution du paramètre λ estimé sur la période 20/10/1999 au 11/09/2014
sur la courbe 7 de swap de taux d’intérêt (1Y, · · · , 10Y, 15Y, 20Y ) :

6. En utilisant les relations (6.1) page 103 et (6.8) page 105
7. Source : Bloomberg
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Figure 6.1 – Paramètre lambda estimé sur la période 20-10-1999 7→ 09-11-2014
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Expliquer pourquoi c’est peu.
On peut remarquer que le paramètre λ évolue peu au cours du temps même s’il semble avoir un léger décrochage
pendant la crise de la dette souveraine dans de la zone euro :

Sur la période historique

— Le minimum est : 2.493166

— Le maximum est : 2.562675

— La moyenne est : 2.545487

— L’écart-type est de 1,839454%

Il n’est donc pas indispensable de l’estimer. C’est un paramètre d’échelle qui n’est pas sensé évoluer sensible-
ment au cours du temps.

D’autre part, le paramètre λ fixé rend le programme d’optimisation plus simple.

Hypothèse 6.1.2
Par la suite nous allons choisir λt = λ = 2.5 ∀t.

Dans la littérature, on exprime souvent λ à partir de maturités exprimées en nombre de mois plutôt qu’en
nombre de mois.

Les graphes ci-dessous montrent l’évolution des paramètres de formes de Neslon-Siegel et leur interprétation
suggérée par Diebold et Lie [17] :
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— Le facteur de forme β0 est un facteur de niveau représentant le niveau de taux zéro-coupon 10 ans.
Expliquer le choix du 10 ans

Ci-dessous le graphe des séries de taux zéro-coupon (en noir) et β0 (en rouge) sur la période 1-1-1999 →
03-03-2014.
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Figure 6.2 – Séries historiques des β0 et du taux ZC 10Y - Calcul via la forme estimée de Nelson-Siegel sur
la période 1-1-1999 → 03-03-2014

Le corrélation entre les deux séries est élevé elle est de 0.9489536.
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— Le facteur de forme β1 est un facteur de forme représentant l’opposé du spread entre le taux zéro-coupon
10Y et le taux zéro-coupon 3M

Ci-dessous le graphe des séries de l’opposé du spread (en noir) et β1 (en rouge) sur la période 1-1-1999 →
03-03-2014.
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Figure 6.3 – Paramètre lambda estimé sur la période 20-10-1999 7→ 09-11-2014

La corrélation entre les deux séries est de 0.9752922.

D’autre part, intrinsèquement le modèle de Nelson-Siegel indique que

β0 + β1 = lim
τ 7→0

yt(τ)
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Ci-dessous le graphe des séries du taux court et de β0 + β1 (en rouge) sur la période 1-1-1999 → 03-03-2014.
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Figure 6.4 – Séries historiques des β0 + β1 et du taux zéro-coupon 3M- Calcul via la forme estimée de Nelson-
Siegel sur la période 1-1-1999 → 03-03-2014

La corrélation entre les séries β0 + β1 est de 0.9990092.
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6.1.4 Modélisation AR(1) des paramètres βi

Hypothèse 6.1.3 (Hypothèses sur les paramètres β de Nelson-Siegel)
On considérère que chaque paramètre βi est modélisé par un modèle autorégressif AR(1) :

βit = αi + φiβit−1 + εit

Les graphiques suivants des ACF et des PACF des séries βi montrent

— une décroissance exponentielle faible des fonctions d’auto-corrélations

— une fonction d’auto-corrélation partielle significativement nulle

Ces premiers résultats permettent de considérer le modèle AR(1) pour les séries βi.

L’estimation des processus AR(1) donne pour
β0 : β0t = 0.04694398 + 0.99918310β0t−1 + ε̂0t

β1 : β1t = −0.02355585 + 0.99857416β1t−1 + ε̂1t

β2 : β2t = −0.01398015 + 0.99285653β2t−1 + ε̂2t

On remarque que l’estimation des processus βi indique que les processus sont proches de la non-stationnarité
i.e. les φi ' 1.

Estimation de la constante
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Figure 6.5 – Fonctions d’autocorrélation des séries βi
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Figure 6.6 – Fonctions d’autocorrélation partielle des séries βi
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Nous allons maintenant juger de l’adéquation du modèle AR(1) aux séries temporelles. Nous allons étudier les
résidus.
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Figure 6.7 – Test d’indépendance des résidus

1. Le premier graphique représente la série des résidus.

2. Le deuxième graphique représente l’auto-corrélogramme des résidus.
Nous observons que la fonction d’auto-corrélation vaut 1 pour h = 0 et est significativement nulle pour
h > 0.

3. Le troisième graphique représente le test d’indépendance de Jung-Box des résidus. Pour que le modèle
soit valide les résidus estimés doivent suivrent un bruit blanc fort en particulier les εt et εt−k qui doivent
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être indépendants.

Nous observons que le test d’indépendance est rejeté en effet certaines p-value sont significativement
nulle.

L’estimation a été effectuée sur la période 01/01/1999 7→ 03/03/2014.

Considérons les sous-périodes suivantes :

1. période avant crise sub-prime 01/01/1999 7→ 01/07/2007

2. période crise de sub-prime et interbancaire 01/07/2007 7→ 01/10/2009

3. période crise souveraine 01/10/2009 7→ 30/09/2012

4. période post-crise souveraine 01/10/2012 7→ 03/03/2014

Les graphes ci-dessous présente le test d’indépendance des résidus du modèle AR(1) sur chacune des périodes
précitées.
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Figure 6.8 – Test d’indépendance des résidus pour la période avant crise
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Figure 6.9 – Test d’indépendance des résidus pour la période crise sub-prime
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Figure 6.10 – Test d’indépendance des résidus pour la période crise souveraine
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Figure 6.11 – Test d’indépendance des résidus pour la période d’après crise souveraine

Pour chaque sous-période le modèle AR(1) est accepté.
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6.2 Modèle dynamique pour les actions
La poche "action" de l’actif des entreprises d’assurance, même si elle représente une poche beaucoup plus petite 8

que la poche obligataire, constitue un risque important. En effet, la poche action présente une forte volatilité
de sa valeur économique et qui est illustré dans le SCRMarché souvent élevé.

En pratique, on choisit un indice action comme proxy de la poche "action".

6.2.1 Analyse descriptive
Dans ce mémoire, nous choisissons l’indice CAC40. Mais ce choix doit être effectué en adéquation avec la com-
posante diversification (principalement R332-20) du portefeuille d’actif de l’entreprise d’assurance.

Ci-dessous la série des log-valeurs de l’indice CAC40 9 :

Figure 6.12 – Evolution du CAC40 sur la période 04-01-1999 7→ 26-02-2016

8. Fin 2013, la poche action des entreprises d’assurance ayant réalisé l’exercice préparatoire SII représente environ 6,3% de l’actif
économique Cf. le document [1].

9. Source Yahoo valeurs de clôture

118



La dynamique de l’indice ne semble pas montrer une indépendance des moments par rapport au temps. Cela
suggère une non-stationnarité du processus indicielle.

Le test de stationnarité de Dickey-Fuller nous donne une p-value calculée très supérieure au seuil de si-
gnification de 0,05%, nous ne pouvons donc pas rejeter l’hypothèse nulle de non-stationnarité.

Ainsi, on s’intéresse souvent plutôt à la série différenciée des log-rendements 10 journaliers :

xt = ln
st
st−1

où st est la valeur de l’indice boursier observée à la date t et st−1 la valeur du (jour) ouvré précédant.

Figure 6.13 – Log-rendements du CAC 40 sur la période 04-01-1999 7→ 26-02-2016

Le tableau suivant récapitule les statistiques usuelles :

Min 1er Qu. Médianne Moyenne 3er Qu. Max
-9,472e-02 -7,319e-03 3,773e-04 9,010e-06 7,798e-03 1,059e-01

Skewness Kurtosis
-0.008200641 7.461133

10. En utilisant ln(1 + x) ∼ x, on retrouve la mesure de variation relative.
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Pour modéliser l’évolution des indices "action", on utilise souvent le modèle populaire de Black-Sholes 11 (BS)
en particulier en risque-neutre. La discrétisation du log-processus est donnée par le schéma d’Euler 12 :

St = St−1 exp
{

(r − σ2
S

2
) + σS εt

}
La modélisation BS suppose

— une distribution gaussienne du log-processus - loi du mouvement brownien standard

— une volatilité constante.

Plusieurs faits stylisés 13 contredisent ces hypothèses. En effet, on observe souvent pour les indices bour-
siers et en particulier pour le CAC 40 :

— la distribution empirique est à queues épaisses4. La skewness et la valeur (élevée) du kurtosis ne cor-
respondent pas aux valeurs de référence de la loi normale. Si nous effectuons un test de Jarque-Bera, la
valeur de la p-value est élevée ce qui confirme le rejet de l’hypothèse de normalité.

— la variance de la distribution empirique ne semble pas être stable dans le temps. On observe en par-
ticulier des regroupements d’extrêmes c’est ce qu’on appelle volatility clustering : des périodes
de fortes volatilités succèdent des période de faibles volatilités, et inversement. Utiliser une volatilité
(constante) historique conduit à sous ou sur-estimer les prix risque-neutre des options.

Ainsi plusieurs modèles ont été proposés pour prendre en compte ces phénomènes empiriques :

— à sauts.

On considère que l’actif suit un processus BS entre deux temps de saut τi d’un processus de Poisson
Nt et vérifie en τi

Sτi = Sτ−i
(1 + Ui)

On a l’expression générale :

St+1 = St

(Nt+1∏
i=Nt

(1 + Ui)
)

exp
{

(r − σ2
S

2
) + σS εt

}

ln
St+1

St
=

Nt+1∑
i=Nt

ln(1 + Ut) + (r − σ2
S

2
) + σS εt

On suppose souvent que 1 + Ui sont des variables aléatoires de lois log-normales. Ainsi, on a des rende-
ments gaussiens conditionnellement à Nt.

11. Brownien géométrique avec volatilité constante voire déterministe du temps.
12. Appelé aussi schéma de discrétisation d’Euler-Maruyama. La discrétisation de Milstein du log-processus est identique à celle

d’Euler.
13. Propriétés statistiques communes - Stylised facts. Cf. travaux de Mandelbrot
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On retrouve les modélisations à Poisson-composée de Lunberg ou le modèle discret à sauts de Merton 14.
— à changement de régimes (markovien).

Par exemple dans le GSE d’Ahlgrim, les indices actions sont modélisés via un modèle à régime de
type Hardy.

— à volatilité stochastique.

Ils constituent une alternative, en particulier en risque-neutre 15, au modèle de BS :

dSt
St

= rtSt + σtdWt

dσt = αtdt+ σ̃dBt

— à volatilité conditionnelle déterministe de type ARCH :

εt =
√
htut

avec ht est une fonction déterministe du passé.

Remarquons qu’ils diffèrent par rapport aux modèles à volatilité stochastique par le fait que dans leur
version discrète, on a εt =

√
htut avec ht 6= Et−1[ε2t ]

Dans ce mémoire, nous choisissons de modéliser les séries "action" par des modèles auto-régressifs avec une
structure hétéroscédastique. Ils constituent une alternative discrète au modèle de BS :

6.2.2 Modélisation ARIMA−GARCH

Pour déterminer le modèle le plus adéquat de type ARIMA−GARCH, nous allons utiliser

— la procédure d’identification de Box et Jenkins pour identifier les paramètres (p, d, q) du modèle ARIMA

— le test d’Engle pour identifier une structure ARCH

14. Cf. l’article de F. Planchet et PE. Thérond [32].
15. Cf. le modèle de Heston.
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Ci-dessous les auto-corrélogrammes et auto-corrélogrammes partiels pour des log-séries et des log-séries diffé-
renciées.

Figure 6.14 – Log-rendement du CAC40 sur la période 04-01-1999 7→ 26-02-2016

Nous remarquons :

— le graphique en haut à gauche représente l’auto-corrélogramme de la log-série (de l’indice CAC 40). La
décroissance lente incite à différencier la série.

— le graphique en haut à droite représente l’auto-corrélogramme partiel de la log-série. La nullité de valeurs
au-delà de l’ordre 1 suggère un modèle de type ARIMA(1, 0, 0) i.e de type AR(1)

— Le graphique en bas à gauche représente l’auto-corrélogramme de la log-série différenciée. On constate
la nullité des coefficients pour tout h > 0 : non-corrélation des rendements

— Le graphique en bas à droite représente l’auto-corrélogramme partiel de la log-série différenciée. Tous les
coefficients sont significativement nuls.

— Les deux derniers points montre un comportement de type bruit blanc pour la série différenciée et donc
de type ARIMA(0, 1, 0) pour la log-série.

Cette analyse nous suggère donc une modélisation plus complexe de type ARIMA(p, d, q). Nous avons indiqué
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que dans le paragraphe sur les critère de validation 16, la parcimonie est un critère que nous recherchons, nous
allons donc comparer des modèles ARIMA(p, d, q) suivants avec des ordres inférieurs à deux :

Modèle ARIMA Statistique AIC
ARIMA(1,1,0) -24 458
ARIMA(1,1,1) -24 476.58
ARIMA(1,1,2) -24 476.86
ARIMA(2,1,0) -24 464
ARIMA(2,1,1) -24 476.92
ARIMA(2,1,2) -24 474

Le critère AIC nous suggère de choisir celui qui a la statistique AIC le plus faible c’est-à-dire le modèle
ARIMA(2, 1, 1) pour le processus {lnXt}t∈Z.

Nous vérifions bien que les résidus sont un bruit blanc faible : moyenne nulle, auto-corrélations totales et
partielles nulles :

Figure 6.15 – Résidus du modèle ARIMA(2, 1, 1) sur la période 04-01-1999 7→ 26-02-2016

Nous effectuons les tests suivants

— L’hypothèse d’auto-corrélations nulles, n’est pas rejetée par le test de Box-Pierce : probabilité critique
grande pour tout lag.

16. Cf. page
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— L’hypothèse nulle de non-stationnarité est rejetée par le test de Dickey-Fuller augmentée (pValue petite)

— L’hypothèse nulle de normalité est rejetée par le test de Jarque-Bera (pValue petite)

D’autre part, nous observons sur le graphique de gauche des résidus un phénomène de volatility clustering. Nous
cherchons donc à tester l’hypothèse de structure ARCH dans les résidus.

Nous observons dans le graphique ci-dessous que l’hypothèse d’auto-corrélations nulles pour différents lags
des carrés des résidus n’est pas être vérifiée

Figure 6.16 – Auto-corrélogramme total et partiel pour le carré des résidus du modèle ARIMA(2, 1, 1) sur la
période 04-01-1999 7→ 26-02-2016

Ceci est confirmé par le test de Box-Pierce qui présente une probabilité critique petite pour les auto-corrélations
des carrés des résidus.

Mais testons plus spécifiquement la structure ARCH via le test d’Engle. Rappellons que le test d’Engle est
basé sur la corrélation des carrés des résidus. La probabilité critique est grande l’hypothèse alternative de struc-
ture ARCH est acceptée 17.

Nous devons maintenant déterminer la structure ARCH pour les résidus du modèle ARIMA(2, 1, 1).

17. Nous utilisons la fonction ARCHTest du package "FinTS" de R Cf. [78].
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Nous testons les modèles suivants :

— GARCH(0, 1) i.e. ARCH(1)

— GARCH(1, 1)

Nous utilise de nouveau le critère AIC pour départager les modèles.

Modèle GARCH Statistique AIC
GARCH(0,1) -24 737
GARCH(1,1) -25 823

Nous choisissons donc le modèle ARIMA(2, 1, 1)−GARCH(1, 1) pour le log-processus {lnSt}t∈Z i.e. le processus
Xt défini par (1− L) lnSt est un processus ARMA(2, 1)−GARCH(1, 1)

�

�

�

�


Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + εt

εt = htut

h2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + β1h

2
t−1

Nous vérifions que les résidus standardisés

∀t ∈ [t−H + 1, t− 1] ut =
Xt − φ̂Xt−1

ĥt
avec ĥt = α̂0 + α̂1εt−1 + β̂1ĥt−1

sont un bruit blanc gaussien.

On effectue les tests suivants :

— La distribution des résidus n’est pas normale, en effet l’hypothèse de normalité est rejetée par le
Jarque-Bera. La p-value est nulle.

— Les résidus ne sont pas auto-corrélés, en effet le test de Jung-Box est rejeté, la p-value est grande.
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6.3 Modèle dynamique pour le crédit
Le crédit est souvent peu modélisé, mais depuis la crise de 2008 et du fait que le portefeuille des entreprises
d’assurances sont principalement composés d’obligations, la modélisation du crédit est devenue indispensable.

6.3.1 Analyse descriptive
Nous choisissons dans ce modèle l’indice ITRAXX représentant le spread de crédit des dérivés de crédit CDS 18

sur des obligations. Mais ce choix doit être effectué en adéquation avec la duration moyenne du portefeuille de
l’entreprise d’assurance.

Ci-dessous la série des spreads de l’indice ITRAXX 192 de maturité 5 ans des obligations privées de nature
"Investement Grade".

Figure 6.17 – Évolution du spread de crédit ITRAXX en bps sur la période 22-06-2004 7→ 28-02-2016

18. Credit Default Swap.
19. Source Bloomberg - TICKER "ITRXEBE CBIL Curncy"
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6.3.2 Modélisation CIR

Pour modéliser le défaut, on utilise souvent le modèle de crédit à intensité ; la loi du temps de défaut est
donnée par :

P{τ < t} = 1− e−λt

où λ est appelé intensité.

Dans un cadre simple, on valorise sous la probabilité risque-neutre la la jambe fixe et la jambe variable,
assujetties au risque de défaut, d’un CDS avec un taux de recouvrement (constant) R :

JF (s) := s

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) E[e−rTi+11{τ>Ti+1}]

= s

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)e−(r+λ)Ti+1

' s

∫ t

0

e−(r+λ)udu

= s
1− e−(r+λ)T

r + λ

JV := (1−R) E[e−rτ1{τ≤T}]

= (1−R)

∫ T

0

λe−(r+λ)udu

= (1−R)
λ(1− e−(r+λ)T )

r + λ

La valeur du spread (fair) est déterminée tel que JF (s) = JF i.e.

s = (1−R)λ (6.11)

Dans la littérature, on choisit souvent un processus CIR 20 pour l’intensité λ. Du fait de la relation (6.11) nous
choisissons donc également un processus CIR pour le spread de crédit :

dst = κs(µs − st)dt+
√
stσsdWt (6.12)

avec

— µs le retour à la moyenne

— κs la force de rappel

— σs la volatilité

20. Cox-Ingersoll-Ross
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La discrétisation de ce processus continu avec un schéma de Milstein 21 d’un pas δ = 1 est donné par

st+1 − st =
(
κs(µs − st)−

σ2
s

4

)
+ σs
√
st εt +

σ2
s

4
ε2t (6.13)

Si on a applique le lemme d’Itō à la diffusion (6.12) avec s̃t =
√
st on a l’EDS suivante 22 :

ds̃t =
1

2s̃t

(
κs(µs − s̃2

t )−
σ2
s

4

)
dt+

σs
2
dWt (6.14)

Si l’on effectue maintenant une discrétisation selon le schéma d’Euler, on a :�



�
	∆s̃t := s̃t+1 − s̃t = 1

2s̃t

(
κs(µs − s̃2

t )−
σ2
s

4

)
+ σs

2 εt (6.15)

Remarquons avec f(x) := x2

f(s̃t + ∆s̃t)− f(s̃t + ∆s̃t) = (s̃t + ∆s̃t)
2 − s̃2

t

= (∆s̃t)
2 + 2s̃t∆s̃t

' σ2
s

4
ε2t +

(
κs(µs − s̃2

t )−
σ2
s

4

)
+ s̃tσsεt

On retrouve le schéma de Milstein (6.13) avec s̃t =
√
st.

Ainsi, à partir de l’équation (6.15), on trouve donc finalement les paramètres θ := (κs, µs, σs) du processus
CIR, en effectuant une régression des moindres carrés ordinaires :

yt = α1x
1
t + α2x

2
t + ε̃t (6.16)

avec 

yt := s̃t+1 − s̃t

x1
t := s̃−1

t

x2
t := s̃t

α1 :=
4κsµs−σ2

s

8
α2 := −κs2

et {ε̃t, t ∈ Z} est un bruit blanc gaussien de variance σ̃s := σs
2 .

Ainsi on obtient les estimateurs des paramètres du modèle en résolvant un problème de moindre-carrés or-
dinaires :

θ̂ = (κs, µs, σs)

≡
(

argmin
α1,α2

H∑
i=2

(
yt−i − α1x

1
t−i − α2x

2
t−i
)2
, ̂̃σs)

=
(
− 2 α̂2 ,

4α̂1 + ̂̃σs
−4α̂2

, 2 ̂̃σs)
21. Cf. l’article de F. Planchet & P-E Thérond.
22. Cf. l’article d’A. Alfonsi [4] page 3.
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Figure 6.18 – Distribution empirique des résidus du modèle CIR sur la période 22-06-2004 7→ 28-02-2016
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6.4 Modèle dynamique pour l’inflation
L’inflation constitue un risque d’actif directement si l’entreprise d’assurance détient des obligations indexées
sur l’inflation ou indirectement du fait des interactions macro-économiques avec les autres type d’actifs (taux
d’intérêt, action, ...).

L’inflation constitue également un risque de passif. En effet, pour les risques à développement long on
les exemples suivants :

— En assurance Vie : revalorisation des rentes en prévoyance ou conversion en rente des contrats de capi-
talisation, ...

— En assurance non-Vie : valeur de l’exposition sous risque qui suit peu ou prou l’inflation, revalorisation
des rentes en responsabilité civile, ...

La couverture de l’inflation est un problème complexe en effet le marché de l’inflation est asymétrique : il y a
plus d’acheteurs que de vendeurs d’inflation

6.4.1 Analyse descriptive
La mesure de l’inflation au mois m sur une période de k mois est la variation définie à partir du log-rendement
de l’Indice 23 des Prix à la Consommation (IPC 24) :

im,k := ln
IPCm

IPCm−k

Si k=1, la variable d’observation est le taux d’inflation mensuel que l’on peut annualiser :

iam := (1 + im,1)12 − 1

Néanmoins, pour éviter la problématique de saisonnalité 25 de l’inflation, la variable d’observation est souvent
l’inflation annuelle im,12 que l’on calcule chaque mois 26 après publication de l’indice des prix. Nous omettrons
par la suite l’indice 12.

23. Il mesure l’évolution de la valeur d’un panier de biens représentatif de la consommation. Il est publié mensuellement par
l’INSEE.
24. CPI en anglais.
25. Demande d’énergie en hiver, Soldes, ...
26. Inflation glissante.
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Ci-dessous, le graphique représente l’évolution mensuelle du taux annuel d’inflation française im. Nous pouvons
observer en particulier une rupture de la dynamique à partir des années 2009-2010.

Figure 6.19 – Evolution du taux d’inflation annuelle glissante en France sur la période janv. 1999 7→ dec. 2015

6.4.2 Modélisation auto-régressive
En monde risque-neutre le taux instantané 27 d’inflation, par analogie aux taux d’intérêt, est souvent modélisée
avec une dynamique de type Vacisek c’est-à-dire avec un processus d’Orstein-Ulhenbeck (OU) :

dit = κ(µ− it) dt+ σ dWQ
t

Or les processus OU sont stables par changement de probabilité. Il nous semble donc naturel de choisir un
processus OU pour la dynamique du taux d’inflation en monde réel.

L’utilisation d’un processus de retour à la moyenne est un critère qui semble intéressant dans le cadre de
projections à long terme. Le paramètre de moyenne à long terme (µ) devient interprétable. Il ne semble pas
viable économiquement une inflation explosive. Rappelons également que les processus OU permettent des tra-
jectoires dans les territoires négatifs 28.

Pour des simulations monde réel, on retrouve ainsi ce type de processus, par exemple, dans le GSE d’Ahlgrim 29

27. i.e. dans la définition du log-rendement le lag k −→ 0
28. Déflation.
29. Cf. l’article [3]. Ce GSE est présenté dans le cadre du chapitre sur les simulations multi-dimensionnelles page 80.
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ou dans celui de Brennnan et Xia 30 pour modéliser le taux d’inflation instantané à l’instant t.

Pour simuler, il est nécessaire de discrétiser 31 le processus continu. Le processus OU discrétisé est un pro-
cessus auto-régressif de type AR(1) de paramètres α1, α2, σε :

im+1 = ime
−κ + µ (1− e−κ) +

√
1− e−2κ

2κ
σ εm (6.17)

:= α1 + α2 im + σ̃εm (6.18)

où ε̃ est un bruit blanc gaussien.

Nous avons par identification :

α2 := e−κ

α1 := µ− (1− e−κ)

σ̃ := σ

√
1− e−2κ

2κ

c’est-à-dire les paramètres du processus OU (6.17) sont estimés via l’estimation standard du processus AR(1)
(6.18) :

κ̂ = − ln α̂2

µ̂ =
α̂1

1− α̂2

σ̂ =
σ̃√
1−eκ̂

2κ̂

On retrouve ce type de modélisation auto-régressive sans faire forcément explicitement référence à une discréti-
sation d’un processus OU par exemple dans le GSE issu du modèle de Wilkie 32 où le taux d’inflation 33 anglais
est modélisé selon un processus 34 AR(1) :

in = ῑ+ α(in−1 − ῑ) + σ εn

où ι représente l’inflation long-terme.

Néanmoins, plusieurs critiques ont été apportées à utiliser un modèle standard auto-régressif. Par exemple
Kitts et Geoghegan dans leur article 35 respectifs indiquent que les tests statistiques dans le cadre du modèle
de Wilkie montrent une dépendance et une non-normalité des résidus, suggérant une non-linarité.

30. Cf. l’article []
31. Discrétisation d’Euler.
32. Cf. l’article [39]. Et également Cf. le paragraphe sur le modèle de Wilkie dans le cadre du chapitre sur les simulations

multidimensionnelles page 80.
33. log-rendement annuel du Retail Price Index (RPI).
34. Dans sa version de 1986.
35. Cf. les articles [20] et [24].
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Si nous effectuons un test de stationnarité de Duckey-Fuller sur la série des données françaises (Cf. gra-
phique 6.19 page 131),

— sur la période 2000 7→ 2009, la p-value est inférieure à 10% on pourrait rejeter l’hypothèse nulle de
non-stationnarité.

— sur la période 2010 7→ 2015, la p-value est très supérieure au seuil critique on ne peut donc rejeter l’hy-
pothèse de non- stationnarité.

Ainsi cela nous suggère un modèle non-linaire. C’est l’objet de la section suivante.

6.4.3 Modélisation SETAR

La Banque Centrale Européenne a comme objectif 36 une inflation annuelle (Harmonised Index Of Consumer
Prices) inférieure à 2% mais proche de 2% à moyen-terme.

La banque centrale européenne adaptera donc sa politiquemonétaire en fonction de l’environnement d’inflation.
Sa politique sera différente si l’inflation est basse (moins de 2%) ou si l’inflation est forte (plus de 2%). Ainsi
la dynamique de l’inflation sera différente en fonction de son niveau.

Dans une modèle OU, on peut par exemple comparer l’estimation du paramètre de moyenne à long terme
µ avec cet objectif.

Néanmoins, la dynamique dans un OU n’est pas dépendant de son spread par rapport à l’objectif de la BCE.
Or il semble par exemple que les interventions d’assouplissement quantitatif 37 montrent un comportement dif-
férencié de la Banque centrale pour réguler l’inflation en fonction de son niveau.

L’idée, ici, est donc d’utiliser un modèle de type SETAR pour la variable im avec comme paramètre de seuil
c = 2% :

im = (φ0 +

p∑
i=1

φiim−i)1{qm−1≤c} + (φ′0 +

p∑
i=1

φ′iim−i)1{qm−1>c} + εm (6.19)

Dans la fonction indicatrice, nous choisissons un lag 38 de 1 de la variable inflation qt−1 := im−1, nous suppo-
sons ainsi ici une forte réactivité de la Banque centrale. Mais idéalement, il faudrait prendre un lag de réaction.
On pourrait remplacer la variable seuil de la fonction indicatrice 1{qm−1≤c} par une moyenne mobile de l’inflation.

Considérons l’historique de fréquence mensuelle {im−H+1, · · · , im−1} de l’indice des prix à la consommation
sur la période janv.2000 7→ dec. 2015.

36. Cf. The ECB’s monetary policy strategy.
37. Quantitative easing.
38. Le paramètre d de la fonction indicatrice 1{im−d≤c} est aussi appelé delay parameter.
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Figure 6.20 – Distribution empirique des résidus du modèle SETAR sur la période janv. 2000 7→ déc. 2015
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6.5 Modèle dynamique pour l’immobilier
La mesure mensuelle du rendement de l’immobilier est définie comme pour l’inflation à partir des log-
rendements annuels 39 de l’Indice des Prix des Logements par :

rem := ln
IPLm

IPLm−12

6.5.1 Analyse descriptive
L’INSEE fournit un historique trimestrielle d’indice des prix des logements dans l’ancien :

— France métropolitaine sur la période trimestre 1 1999 ⇒ trimestre 3 2015.

— Paris sur la période trimestre 1 1992 ⇒ trimestre 3 2015.

Nous n’avons pas donc pas un historique à fréquence mensuelle, on calcule donc le log-rendement annuel 40 à
fréquence trimestrielle par la transformation :

retr := ln
IPLtr

IPLtr−4

Nous remarquons en particulier sur la période récente 2009-2012 de forts mouvements de l’indice immobilier
et de son log-rendement annuel sur les deux périmètres respectifs.

39. Un lag de 12 mois pour la problématique de saisonnalité.
40. Du fait de la saisonnalité.
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Figure 6.21 – Evolution sur la période trimestre 1 1992 7→ trimestre 3 2015
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6.5.2 Modélisation BS
Pour des simulations risque-neutre, le modèle Black-Sholes i.e. un brownien géométrique est choisi pour modé-
liser la dynamique des rendements immobilier comme pour les actions.

Ce n’est pas cette modélisation que nous privilégions.

6.5.3 Modélisation OU
Une modélisation que l’on rencontre souvent dans la littérature 41, en particulier pour le monde réel, est de type
Ornstein-Uhlenbeck.

On peut donc modéliser le log-rendement immobilier 42 par un processus auto-régressif d’ordre 1, comme
pour l’inflation 43 dans le cadre d’une modélisation auto-régressive (OU discrète 44) :

rem = rem−1e
−κre + µre(1− e−κre) +

√
1− e−2κre

2κre
σre ε

re
m

où εrem est un bruit blanc de variance unitaire.

On trouve les coefficients κre, µre, σre par régression4 linéaire simple de type AR(1).

En prenant en compte la période récente de crises, la fonction d’auto-corrélation partielle montre qu’un mo-
délisation AR d’ordre 1 n’est plus adéquate, les auto-corrélations partielles d’ordre supérieur à 1 ne sont plus
significativement non nulle.

Figure 6.22 – Auto-corrélations partielles en fonction de la période considérée.

41. Modèle d’Ahlgrim par exemple.
42. re comme real estate.
43. Cf. section 6.4.2 page 131.
44. re indicé par m avec un pas de discrétisation de 1 représentant le mois.
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Conclusion

Le générateur de scénarios économiques que nous avons construit est un GSE sous probabilité historique
multi-dimensionnel de type composite dont la structure de corrélation est définie

— historiquement via un tirage bootstrap vectoriel 45 de l’ensemble des actifs considérés.

— via la copule de Paul Deheuvels pour la structure de dépendance des queues des distributions mar-
ginales des différents actifs.

Cette méthode à l’avantage d’être pérenne quel que soit le choix économétrique de chaque actif et le nombre
d’actifs modélisés et ne nécessite pas d’estimation de copules qui est souvent peu aisé en grande dimension.

La cohérence économique est déterminée via le choix économétrique pour chaque variable d’intérêt et princi-
palement déterminée via un tirage bootstrap vectoriel.

Retenons également pour les taux d’intérêt le choix d’introduire un modèle économétrique directement au niveau
des paramètres de la fonctionnelle de Nelson-Siegel. Ce choix nous semble judicieux du fait que par une nature
"structure par terme" les taux d’intérêt sont une variable multidimensionnelle. Il conserve les propriétés de
dépendance entre les différentes maturités et donc le caractère d’absence d’opportunité d’arbitrage.

Les étapes qui nécessitent une attention particulière sont le choix du modèle économétriques. Ce choix
peut évoluer avec le temps. En effet, on observe notamment avec les crises de ces dernières années des change-
ments de comportement des variables économiques et financières.

45. Donc à une même date.
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Annexe A

Copules

A.1 Définition
On appelle copule bi-dimensionnelle la fonction C à deux variables qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Dom C = [0, 1]× [0, 1] i.e. le support de la copule est le carré unité.

2. ∀u ∈ [0, 1]C(u, 0) = C(0, u) = 0 i.e. la fonction est nulle dès que l’une des variables aléatoires est nulle 1.

3. ∀u ∈ [0, 1] C(u, 1) = C(1, u) = u i.e. les marges sont uniformes.

4. ∀(u1, v1, u2, v2) ∈ [0, 1]2 × [0, 1]2 tels que 0 ≤ u1 ≤ v1 , tels que 0 ≤ u1 ≤ v1

C(v1, v2) − C(v1, u2) − C(v2, u1) + C(u1, u2) ≥ 0 i.e. la probabilité P{u1 ≤ U1 ≤ v1 , u2 ≤ U2 ≤ v2}
est positive 2.

Une copule bi-dimensionnelle est donc une distribution de probabilité 2D avec des marginales (U1, U2) uni-
formes, :

C(u1, u2) := P{U1 ≤ u1 , U2 ≤ u2}

Nous parlons d’expression plus simple car il est possible de séparer le comportement marginal des variables
aléatoires, de la structure de dépendance proprement dite. C’est l’objet du théorème fondamental de Sklar :

Théorème A.1.1 (Théorème de Sklar)
Si C est une copule et F1, · · · , Fd les fonctions de répartition univariées de d variables aléatoires Xi alors la
loi jointe F peut s’écrire :

∀ x ∈ Rd F (x1, · · · , xd) = C(F1(x1), · · · , Fd(xd)) (A.1)

1. En anglais on parle de grounded function (clouée au sol).
2. En anglais on parle de la propriété 2-increasing.
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Réciproquement, si F est une distribution jointe et si les distributions marginales Fi sont continues, il
existe une copule unique satisfaisant l’équation (A.1) :

∀u ∈ [0, 1]d C(u1, · · · , ud) = F (F−1
1 (u1), · · · , F−1

d (ud)) (A.2)

La première partie du théorème nous indique que l’on peut construire une distribution multivariée à partir de
marginales et d’un choix de copule.

La deuxième partie du théorème nous indique que le problème de dépendance multivariée peut se décom-
poser en deux sous-problématiques :

— identifier le comportement marginal de chaque variable aléatoire.

— analyser de la structure de la dépendance.

Une fois la copule déterminée, la simulation de d variables aléatoires liées de distributions respectives F1, · · · , Fd
s’effectue en deux étapes :

1. simuler une réalisation d’un vecteur U de Rd de distribution la copule C.

2. obtenir la réalisation du vecteur X en utilisant la transformation 3 :

X := (x1, · · · , xn)T :=
(
F−1

1 (u1), · · · , F−1
d (ud)

)
La difficulté est donc dans la simulation de la copule. De manière générale, on peut écrire en dimension deux 4 :

C(u1, u2) = P{U1 ≤ u1 , U2 ≤ u2}
= P{U2 ≤ u2 |U1 ≤ u1}P{U1 ≤ u1} (A.3)

d’après le théorème de Bayes

Ainsi, la décomposition (A.3) nous indique que la simulation de deux variables U1 et U2 selon la loi jointe définie
par la copule C, peut s’effectuer en simulant 5 :

— une variable uniforme U1 : u1 = u⊥1

— simulant une variable U2|U1 = u1 selon la loi conditionnelle :

3. En effet si X est une variable aléatoire de distribution F alors F (X) est une variable aléatoire uniforme.
4. La généralisation en dimension d s’effectue de la même façon.
5. U⊥1 et U⊥2 sont deux variables aléatoires uniformes indépendantes de réalisation respectives u⊥i
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C2|1(u2;u1) := P{U2 ≤ u2 |U1 = u1}

= lim
δu→0+

P{U2 ≤ u2 , u1 ≤ U1 ≤ u1 + δu}
P{u1 ≤ U1 ≤ u1 + δu}

= lim
δu→0+

C(u1 + δu , u2)− C(u1, u2)

δu
d’après les propriétés de Sklar de la fonction copule (A.1) page 139.

=
∂C

∂u1
(u1, u2)

c’est-à-dire une réalisation U2|U1 = u⊥1 est donnée 6 par u2 = C2|1(•;u⊥1 )−1(u⊥2 ).

Pour terminer, la simulation de deux variables X1 et X2 de loi jointe définie par la copule C, consiste à effectuer
les transformations réciproques :

X1 := F−1
1 (u1) X2 := F−1

2 (u2)

Néanmoins, cette démarche est simple 7 si l’on on peut déterminer analytiquement la réciproque de la
distribution conditionnelle.

A.2 Copule paramétrique elliptique
Avant de présenter succinctement les distributions elliptiques, revenons sur la simulation d’un vecteur gaussien
corrélé dont la structure de dépendance est définie par la matrice de corrélation.

Dans le cas bivarié, si X = (X1, X2)T est un vecteur de R2 de moyenne µ et de matrice variance-covariance 8

Σ alors X a la même loi que le vecteur µ+ PZ où
— Z est un vecteur aléatoire de R2 à composantes indépendantes et gaussiennes centrées réduites.

— P est la matrice 9 pseudo-racine carrée de Σ issue de la décomposition de Cholesky :

Σ :=

(
1 ρ
ρ 1

)
⇒ Σ = P PT ⇒ avec P :=

(
1 0

ρ
√

1− ρ2

)
Ainsi pour simuler ce vecteur X avec des composantes corrélées, il suffit de simuler deux variables aléatoires
Z1 et Z2 gaussiennes indépendantes et d’utiliser la décomposition de Cholesky :

X1 = µ1 + Z1

X2 = µ2 + ρZ1 +
√

1− ρ2 Z2

6. Cf. la note (de bas de page) 1 précédente.
7. Pour les copules paramétriques, il existe des méthodes alternatives de simulation en fonction de la famille de copule, en

particulier pour les copules archimédiennes.
8. Matrice semi-définie positive.
9. Matrice triangulaire inférieure.
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Cet algorithme est très utilisé pour simuler, par exemple, des mouvements browniens corrélés.
Nous allons retrouver cet algorithme avec la simulation de la copule gaussienne selon la méthode de distributions
conditionnelles décrite précédemment. C’est la copule paramétrique la plus populaire, elle est définie par

∀ u ∈ [0, 1]d C(u1, · · · , ud) := ΦR

(
Φ−1(u1), · · · ,Φ−1(ud)

)
où

— Φ−1(·) la réciproque de la distribution normale centrée réduite univariée.

— ΦR(·) la fonction de distribution de la loi normale centrée réduite multivariée et R sa matrice de corré-
lation 10 :

En dimension 2 :

C(u1, u2; ρ) :=

∫ Φ−1(u1)

0

∫ Φ−2(u2)

0

1

2π
√

1− ρ2
exp

{
− x2 + y2 − 2ρxy

2(1− ρ2)

}
dx dy

On peut écrire cette copule sous la forme suivante de J-F. Jouanin en utilisant seulement la distribution normale
centrée réduite univariée :

C(u1, v1; ρ) =

∫ u1

0

Φ
(Φ−1(u2)− ρΦ−1(x)√

1− ρ2

)
dx

Ainsi le calcul de la distribution conditionnelle se calcule facilement :

C2|1(u2;u1, ρ) =
∂C

∂u1
(u1, u2)

= Φ
(Φ−1(u2)− ρΦ−1(u1)√

1− ρ2

)
(A.4)

La simulation d’une copule gaussienne consiste donc à simuler en utilisant la démarche de loi conditionnelle
itérée décrite 140 et la forme de (A.4) :

— une loi gaussienne centrée réduite x1 = Φ−1(u1) = Φ−1(u⊥1 )

— une loi gaussienne centrée réduite telle que :

x2 = Φ−1(u2) =
√

1− ρ2 Φ−1(u⊥2 ) + ρΦ−1(u⊥1

)
= ρ x1 +

√
1− ρ2 Φ−1(u⊥2 )

On retrouve la méthode de simulation par la factorisation de Cholesky.

Utiliser une matrice de corrélation pour lier des variables gaussiennes consiste donc implicitement à supposer
une structure de dépendance définie par une copule gaussiennne avec des marginales gaussiennes.

10. Dans le cas centré réduit la matrice de variance-covariance est la matrice de corrélation.
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Revenons sur un point souvent passé sous silence dans l’approche de simulation par distribution condition-
nelle.

Φ2(X1, X2; ρ) = Φ(X1)P{X2 ≤ x2 |X1 ≤ x1}

Pour le deuxième terme on considère on considère plutôt la loi conditionnelle

P{X2 ≤ x2 |X1 = x1}

que la loi
P{X2 ≤ x2 |X1 ≤ x1}

Dans le cas de la loi gaussienne bivariée la loi de X2 |X1 = x1 est normale alors que X2 |X1 ≤ x1 ne l’est pas.
Néanmoins, cette dernière peut être approximée 11 par une loi normale avec la même moyenne et variance.

Du fait de la simplicité de la simulation et du fait que le paramètre de la copule est interprétable par
la mesure de corrélation usuelle, la copule gaussienne est très utilisées dans les problématiques de dépendances
multivariées en finance et en assurance.

On observe souvent dans les données financière une corrélation des extrêmes. On souhaite donc que la struc-
ture de dépendance définie par la copule présente des dépendances de queues.

De façon générale, on peut exprimer les coefficients de dépendance de queues en fonction de la copule :

pmax := lim
α→1−

P
{
X1 > F−1

1 (α) |X2 > F−1
2 (α)

}
= lim

u→1−
P
{
U1 > u |U2 > u

}
= lim

u→1−

1− P{U1 ≤ u} − P{U2 ≤ u}+ P{U1 ≤ u, U2 ≤ u}
1− P{U2 ≤ u}

= lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u

et de la même façon on trouve

pmin = lim
α→0+

P
{
X1 ≤ F−1

1 (α) |X2 ≤ F−1
2 (α)

}
= lim

u→0+

C(u, u)

u

Cependant, en pratique, en particulier pour la copule gaussienne ces coefficients ne sont pas facilement calcu-
lable. Néanmoins on peut remarquer :

lim
u→0+

C(u, u)

u
= lim

u→0+

C(u, u)− C(0, 0)

u− 0

= lim
α→0+

dC(u, u)

du

11. Pour une discussion plus détaillée Cf. l’article [27].
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et la différentielle totale s’écrit :

dC(u, u) = ∂1C(u, u)du+ ∂C2(u, u)du

On a vu précédemment que ∂iC(u1, u2) représente la loi conditionnelle et en utilisant la symétrie de la copule
gaussienne on a :

pminα = 2× lim
u→0+

P{U2 ≤ u |U1 = u}

et en utilisant de nouveau la forme (A.4) page 142 et utilisant les propriétés de la fonction de répartition :

pminα = 2× lim
u→0+

Φ
(Φ−1(u)(1− ρ)√

1− ρ2

)
= 0

De la même façon, on trouve également pmaxα = 0. La copule gaussienne ne présente donc pas de dépendances
des extrêmes

La copule de Student de degrés de liberté ν et de matrice de corrélation R définie par

∀ u ∈ [0, 1]d C(u1, · · · , ud) := tR,ν

(
t−1
ν (u1), · · · , t−1

ν (ud)
)

est une distribution elliptique qui permet d’introduire des dépendances de queues 12 symétriques entre les
variables :

pmin,max
α := 2− 2 tν+1

(√ (ν + 1)(1− ρ)

1 + ρ

)
> 0

A.3 Copule paramétrique archimédienne
Quant aux copules archimédiennes, elles permettent d’introduire des dépenses de queues asymétriques c’est-
à-dire les dépendances de queues à gauche et à droite différentes.

Une copule archimédienne 13 est une copule construite à partir d’une fonction ϕθ appelé générateur pa-
ramétrique :

∀ u [0, 1]d Cθ(u) :== ϕ−1
θ

(
ϕθ(u1) + · · ·+ ϕθ(ud)

)
vérifiant les propriétés suivantes :

—
∑d
i=1 ϕθ(ui) ≤ ϕθ(0)

— ϕθ est de classe C2 telle que ϕθ(1) = 0 , ϕ(1)
θ ≤ 0 et ϕ(1)

θ ≥ 0

On peut citer comme exemple, les copules de :

12. On utilise le même type de raisonnement utilisé pour la copule gaussienne pour démontrer ce résultat.
13. Introduites par Gesnest et Mackay.
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— Gumbel : ϕθ≥1(u) := (− lnu)θ

— Franck : ϕθ≥0(u) := − ln
(
e−θu−1
e−θ−1

)
— Clayton ϕθ 6=1(u) := u−θ − 1

La dépendance de queue à gauche de la copule Gumbel en dimension 2 est donnée par :

pmin = lim
α→0+

C(u, u)

u

= lim
α→0+

ϕ−1
θ

(
2× ϕθ(u)

)
u

or φ−1(u) = exp{−y
1
θ }

= lim
α→0+

exp{−
(
2× (− lnu)θ

) 1
θ }

u

= lim
α→0+

u2
1
θ−1

= 0

car 2
1
θ − 1 > 0⇔ θ > 0 ce qui est vérifié par hypothèse.

Le coefficient de dépendance de queue à droite de la copule de Gumbel est déterminé par la règle de l’Hôpital

pmax = lim
u→1−

1− 2u+ C(u, u)

1− u

= lim
u→1−

−2 + 2
1
θ u2

1
θ

−1

= 2− 2
1
θ

Si θ > 1 la copule de Gumbel a une dépendance de queue à droite. Si θ = 1, la copule de Gumbel n’a pas de
dépendance de queue.
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Figure A.1 – Densités de copules en dimension 2 pour un même paramètre θ

Ci-dessus le graphique de densités de copules archimédiennes permettant d’illustrer les structures de dépen-
dance en fonction de la copule. On remarque que :

— la copule de Gumbel montre des concentrations aux niveaux des queues en particulier à droite.

— la copule de Franck montre des concentrations plus élevés dans les extrêmes mais de façon symétrique.
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— la copule de Clayton montre des concentrations élevés au niveau de la queue à gauche.

Ainsi la famille de copule archimédienne permet de construire des densités jointes avec des structures de dé-
pendance très riches.

En assurance ou en finance, la copule de Gumbel est intéressante pour modéliser des structures de dépendance
des événements à fortes densités.

La copule de Clayton permet au contraire de la copule de Gumbel de modéliser des structures de de dé-
pendance des événements de faibles intensités.

La copule de Franck permet de modéliser des structures de dépendances symétriques telles que les copules
elliptiques de Gauss et de student.

Outre la richesse de structure de dépendance des copules archimédiennes, la simulation de ces copules n’est
pas forcément compliquée.

Par exemple, pour la distribution de Clayton en dimension 2, il est possible d’inverser 14 la distribution condi-
tionnelle par une formule fermée :

u2 = C2|1(•;u⊥1 )−1(u⊥2 )

= −1

θ
ln
(

1 + ln
u⊥2 (exp(−θ)− 1)

u⊥2 + (1− u⊥2 ) exp(−θu⊥1 )

)
mais de façon générale pour les copules archimédiennes, on peut écrire la distribution conditionnelle d’une en
fonction de son générateur et on obtient 15

u2 = ϕ−1
(
ϕ(1)−1

(
ϕ(1)

(u⊥1
u⊥2

))
− ϕ(u⊥1 )

)
Nous avons ainsi dans cette section décrit les copules (semi)-paramétriques ainsi que des méthodes de simula-
tions. Avant de pouvoir opérationnellement utiliser le concept de copule, il reste un point encore à décrire, il
s’agit de l’étape d’estimation.

Cette étape n’est souvent pas très aisée. Néanmoins, présentons quelques méthodes usuelles. Nous nous at-
tarderons pas sur cette étape car la méthode de simulation que nous présenterons par la suite s’appuie sur une
copule non-paramétrique qui fera l’objet du chapitre suivant.

La méthode principale d’estimation est la fondée sur la maximisation de la vraisemblance 16 :

l(x1, · · ·xH ; Θ, B) :=

H∑
k=1

ln cθ

(
Fβ1

(x1,1), · · · , Fβd(xd,k)
)

+

H∑
k=1

d∑
i=1

fβi(xi,k)

14. On sait écrire la distribution de la copule seulement comme une fonction relativement simple du paramètre θ.
15. Cet algorithme est décrit dans l’article de C. Genest et R. MacKay [19] page 157.
16. On utilise donc l’expression de la densité d’une copule. Two-stage parametric ML method - proposé par Shih et Louis en

1985.
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∀ i β̂i = argmax
θ

H∑
k=1

fβi(xi,k)

puis on détermine l’estimateur du paramètre de copule :

θ̂ = argmax
βi

H∑
k=1

ln cθ

(
Fβ̂1

(x1,1), · · · , Fβ̂d(xd,k)
)

Pour certaines copules, par exemple la copule archimédienne de Gumbel, il est possible d’estimer le paramètre
de la copule simplement en fonction de l’estimateur empirique de la corrélation de Kendall :

Le τ de Kendall qui représente la différence entre la probabilité de concordance et de non-concordance :

τ = P{(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} − P{(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0} = 2 P{(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} − 1

= 2×
(
P{X1 > X2, Y1 > Y2}+ P{X1 < X2, Y1 < Y2}

)
− 1

= 2×
(∫

R2

1− FX1
(x)− FY1

(y) + P{X1 < x, Y1 < y} dP(x, y) +

∫
R2

P{X1 < x, Y1 < y}dP(x, y)
)
− 1

= 2×
(∫

[0,1]2
1− u1 − u2 + 2C(u1, u2) dC(u1, u2)

)
− 1

= 2×
(

1−
∫

[0,1]

u1du1 −
∫

[0,1]

u2du2 + 2

∫
[0,1]2

C(u1, u2) dC(u1, u2)
)
− 1

= 2×
(

1− 1

2
− 1

2
+ 2

∫
[0,1]2

C(u1, u2) dC(u1, u2)
)
− 1

= 4

∫
[0,1]2

C(u1, u2) dC(u1, u2)− 1

= 4 E
[
C(U1, U2)

]
− 1

Souvent cette espérance est difficile à calculer. Mais pour les copules archimédiennes on a le résultat 17 :

K(x) = P{Cθ(U1, U2) < x} = x− ϕθ(x)

ϕ′θ(x)

On trouve donc simplement :

E
[
Cθ(U1, U2)

]
=

∫
[0,1]

xK ′(x)dx =
1

2
(1− 1

2θ
)

Le paramètre θ de la copule de Gumbel est déterminé finalement par l’estimateur empirique 18 du τ de Kendall :

θ̂ =
1

1− τ̂

17. Fonction de Kendall - Cf. l’article de C. Genest et L-P Rivest.
18. Cf. page 52.
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Annexe B

Tests statistiques

B.1 Tests de significativité
B.1.0.1 Coefficient de Fisher - ou de détermination R2

Le calcul du coefficient de détermination R2 du modèle (5.5) est identique à celui calculé pour la
régression linaire multiple :

R̂2 := 1−
∑H
i=1 ε̂

2
t∑H

i=1(xt−i+1 − x̄)2

Cet indicateur indique le pourcentage de variance expliquée par le modèle. Il mesure la qualité d’ajustement.

Pour prendre en compte le nombre de variables de retard du modèle, on introduit le coefficient de
détermination ajusté :

R2
Adj := 1− H − 1

H − p

∑H
i=1 ε̂

2
t∑H

i=1(xt−i+1 − x̄)2

Ces coefficients varient entre 0 et 1. Le pouvoir prédictif du modèle est fort si
∑H
i=1 ε̂t tend vers 0.

Remarque B.1.1
Dans une régression sans constante le R2 n’est pas interprétable en terme de décomposition de la variance.
On peut également remarquer que le dénominateur, variance totale, de ces indicateurs est constant quel que
soit le modèle.

B.1.0.2 Test de Fisher

Le test de Fisher teste la significativité globale du modèle (5.5).

L’hypothèse nulle consiste à considérer α1 = 0 = · · · = αp = 0.

La statistique de Fisher est définie par :

F :=

∑H
i=1 H0̂

ε 2
t −

∑H
i=1 ε̂

2
t∑H

i=1 ε̂
2
t
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où H0̂ε
2
t sont les résidus sous l’hypothèse H0.

On montre que F L
 F (p− 1, H − p), loi de Fisher-Snedecor de degrés de libertés p− 1 et H − p.

B.1.0.3 Test de student

Le test de student 1 teste la significativité individuelle de chaque paramètres αi.

L’hypothèse nulle consiste à considérer αi = 0 sans émettre d’hypothèses sur les autres αj

La statistique de student est définie par :

T̂ :=
α̂i√
V̂(α̂i)

On montre que sous l’hypothèse que le bruit blanc soit gaussien T L
 tH−p, loi de Student de degré de liberté

H − p.

B.2 Tests d’adéquation
B.2.0.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

Considérons la distribution empirique F̂ des résidus.

Le test de Kolmogorov-Smirnov permet de tester l’adéquation de la distribution empirique F̂ à une distri-
bution théorique F th.

L’hypothèse nulle est l’égalité des loi : F̂ = F th

La statistique de test de Kolmogorov-Smirnov est définie par :

DH := sup
x∈R
|F̂n(x)− F th|

Le test consister à rejeter l’hypothèse de normalité pour des grandes valeurs DH .

B.2.0.2 Test de normalité de Shapiro-Wilk

Le test de Shapiro-Wilk teste l’adéquation de la distribution empirique à la loi normale en particulier pour des
petits effectifs (n ≤ 50) :

La statistique de test est donnée 2 par :

W :=

(∑bH2 c
i=1 ai(ε̂(H−i+1:H) − ε̂(i:H))

)2

∑H
i=1(ε̂i − ¯̂ε)2

1. Test de Wald dans le cas de la régression.
2. x(i) désigne la statistique d’ordre Cf. page 165.

150



où les constantes ai sont issues de la table de coefficient dite de Shapiro-Wilk.

L’hypothèse nulle H0 est la normalité des résidus.

Les valeurs de seuils critiques pour risque de première espèce 1 − α sont tabulées. Il y a rejet de l’hypothèse
H0 pour une statistique W faible.

B.2.0.3 Test de normalité de Jarque-Bera

C’est un test populaire qui vérifie également l’adéquation de la distribution empirique à la loi normale en se
fondant sur les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de Pearson de la distribution des résidus et en les
comparant avec les valeurs de référence de la loi normale :

γ̂ :=
1
H

∑n
i=1(εi − ¯̂ε)3(

1
H

∑n
i=1(εi − ¯̂ε)2

) 3
2

κ̂ :=
1
H

∑n
i=1(εi − ¯̂ε)4(

1
H

∑n
i=1(εi − ¯̂ε)2

)2

On montre que la loi du couple (γ, κ) tend vers une loi normale bivariée 3 :

√
H

(
γ
κ

)
L
 N

((0
3

)
,

(
6 0
0 24

))
L’hypothèse nulle H0 est la normalité.

La statistique de Jarque-Bera est définie par :

T̂ := H(
γ̂2

6
+

(κ̂− 3)2

24
)

On montre 42 que T L
 χ2

2, loi du khi-deux à deux degré de libertés. L’hypothèse de normalité H0 pour un risque
de premier espèce 1− α sera rejetée si

T̂ > q1−α(χ2
2)

Ce test doit être plutôt utilisé lorsque les effectifs sont élevés. Il existe d’autres tests de normalité, (Lilliefors,
Anderson-Darling, d’Agostino), on peut se référer par exemple au document de R. Rakotamalala [62] pour
une description. Ces tests sont tous des variantes du test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov à l’instar de
celui de Jarque-Bera.

3. Il existe une version plus précise pour la matrice de variance-covariance.
4. Par définition de la loi du khi-deux.
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B.3 Tests d’auto-corrélation sérielles des résidus
B.3.0.1 Test de Durbin-Watson

Dans le cadre de régressions sans variables retardées de la variable endogène en tant que variables explica-
tives :

yt = α0 + f(x1t, · · · , xkt;α1, · · · , αk) + εt

l’éventuelle corrélation sérielle du processus {εt, t ∈ Z} est testé via le test populaire de Durbin-Watson.

Ce test consiste à tester la dépendance auto-régressive d’ordre 1 des résidus εt :

εt = ρ εt−1 + ut u appellé innovation est un bruit blanc gaussien

L’hypothèse nulle H0 consiste à considérer ρ = 0. La statistique de Durbin-Watson est définie par :

D̂W =

∑H−1
i=1

(
ε̂t−i − ε̂t−i−1

)2∑H
i=1 ε̂

2
t−i

où ε̂t−i est le ième résidus observés avant t.

La statistique de D̂B qui prend des valeur entre 0 et 4. L’absence d’auto-corrélation sérielle est significa-
tive lorsque la statistique D̂B est proche de 2. Une valeur inférieure à 2 suggère une auto-corrélation positive.
Une valeur supérieure à 2 suggère une auto-corrélation négative.

Mais pour obtenir des valeurs critiques, on se réfère à la table de Durbin-Watson. Néanmoins cette table
fait apparaître des zones d’indétermination.

B.3.0.2 Test de Breusch-Godfrey

Le test de Durbin-Watson n’est pas pas valide 5 en présence de variables retardées de la variable endogène 6

en tant que variable explicative c’est-à-dire l’hypothèse suivante doit être vérifiée :

Corr(Xt−s, εt) = 0

Or cette hypothèse n’est pas vérifiée par essence dans nos problématiques économétriques qui fait intervenir des
modélisations auto-régressives de la variable endogène.

De plus le test de Durbin-Watson ne permet pas de tester des phénomènes d’auto-corrélation d’ordre supérieur
à 1 i.e.

εt = ρ1εt−1 + · · ·+ ρkεt−k + ut {ut, t ∈ Z} est un bruit blanc

Le test de Breush-Godfrey 7 permet de contourner ses contraintes, il demeure valide même si la variable re-
tardée est également un régresseur et permet de tester un ordre de corrélation sériel supérieur à 1. C’est donc
le test que nous privilégierons par la suite.

5. Introduction d’un biais dans la statistique DW .
6. Appelé aussi variable dépendante.
7. C’est un test de type, test de multiplicateur de Lagrange - LM test.
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Le test de Breush-Godfrey est construit à partir d’une régression auxiliaire

ε̂t = ρ1ε̂t−1 + · · ·+ ρkεt−k + f(xt−1, · · · , xt−p;α1, · · · , αp) + ut (B.1)

L’hypothèse nulle est la nullité des coefficients ρi = 0. L’hypothèse alternative H1 est que les εt suivent un
processus AR(p) ou MA(p).

La statistique de test de Breush-Godfrey est :

L̂M = HR̂2

avec R2 le coefficient de détermination de la régression auxiliaire (B.1).

Sous l’hypothèse nulle, LM L
 χ2

p, loi du khi-deux à p degrés de liberté.

L’hypothèse d’auto-corrélation des résidus sera rejetée si L̂M > q1−α(χ2
p) ou si la probabilité critique est

petite.

Ce test n’est pas robuste en cas d’hétéroscédasticité conditionnelle des résidus.

B.3.0.3 Tests de Box-Pierce et de Ljung-Box

Le test de Box-Pierce permet de tester l’absence d’auto-corrélation. On cherche à savoir si les résidus suivent
un processus bruit blanc faible i.e.

— moyenne nulle

— volatilité constante

— pour tout k, Cov(εt, εt−k) = 0

L’hypothèse nulle est la nullité de toutes les auto-corrélations d’ordre k : ρ1 = · · · = ρk = 0.

La statistique de Box-Pierce est définie par

Q̂k := H

k∑
i=1

ρ̂ 2
k où k est le nombre de retards.

On montre que sous l’hypothèse nulle, Qk
L
 χ2

k, loi du khi-deux à k degrés de liberté.

L’hypothèse nulle est rejetée si Q̂k > q1−α(χ2
p) ou si la probabilité critique est petite.

Il existe une variante de ce test présentant de meilleure propriété asymptotique : le test de Box-Pierce modifié 8

8. Appelé également test de Ljung-Box.
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dont la statistique de test est donnée par :

Q̂k := H(H + 2)

k∑
h=1

ρ̂ 2
h

H − h
où k est le nombre de retards.

Ces tests sont appelés également Q-tests ou tests portmanteau 9.

B.3.0.4 Test de nullité de la moyenne des résidus

Si le processus {εt, t ∈ Z} est un bruit blanc fort alors l’hypothèse i.i.d est vérifiée et le processus est de
moyenne nulle et de variance σε. Donc d’après la loi forte des grands nombres :

ε̄t :=
1

H

H∑
i=1

ε̂t −→
H→+∞

0

Par application du théorème centrale limite on montre que

√
H

ε̄t
σ̂εt

L
 N (0, 1)

On peut tester la nullité des résidus en construisant l’intervalle de confiance d’un niveau de confiance 1− α :

IC(ε̄t) =
[
− q̂1−ασ̂εt√

H
,
q̂1−ασ̂εt√

H

]
où q1−α est le quantile pour une niveau de confiance 1− α de la loi normale centrée réduite.

B.4 Tests d’hétoroscédasticité conditionnelle
B.4.0.1 Test d’Engle

Le test d’Engle 10 cherche à valider l’hypothèse d’hétéroscédasticité conditionnelle des résidus.

L’hypothèse nulle H0 est l’homoscédasticité dans un modèle auto-régressif :

Xt := ΦAR
α0,α1

(Xt−1) + εt avec εt | Ft
L
 N (0, σ2

ε )

L’hypothèse alternative H1 est l’hétéroscédasticité conditionnelle :

Xt := ΦAR
α0,α1

(Xt−1) + ut

√
ρ0 + ρ1ε2t−1 ut est un bruit blanc gaussien de variance unitaire

c’est à dire 11

σ2
ε = E[u2

t |ut−1] = ρ0 + ρ1u
2
t−1

9. Signifie en anglais littéralement mot valise, mélange.
10. C’est un test de type multiplicateur de Lagrange. ARCH− LM test en anglais.
11. On peut généraliser avec p retards sans difficulté.
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Pour construire le test, on utilise donc une régression auxiliaire :

ε̂2t = ρ0 + ρ1ε̂
2
t−1 + ut

La statistique de test d’Engle est définie via le coefficient de détermination de cette régression auxiliaire :

L̂M = HR̂2

Sous l’hypothèse nulle H0, LM
L
 χ2

1, loi du khi-deux à 1 degré de liberté.

L’hypothèse d’hétéroscédacticité des résidus sera acceptée si

L̂M > q1−α(χ2
1)

ou si la probabilité critique est petite.

B.5 Tests de stationnarité
B.5.0.1 Test de Dickey-Fuller augmenté

Le test de Dickey-Fuller augmenté 12 permet de tester la stationnarité de séries temporelles de type auto-
régressive avec une constante et une composante tendancielle :

A(L)Xt = µ+ λt+ εt (B.2)

où A(L) est un polynôme retard d’ordre p c’est-à-dire A(L) = 1− φ1L− · · · − φpLp

Or on peut écrire 13

A(L) = A(1)−
p−1∑
i=0

φ′i(L
i − Li+1)

avec  φ′0 = Φ(1)− 1

φ′i = φ′i−1 + φi

En ré-arrangeant les termes de (B.2) on trouve :

∆Xt = µ+ λt−A(1)Xt−1 −
p−1∑
i=1

φ′i∆Xt + εt avec φ′i = φi+1 + · · ·+ φp

Par exemple, à l’ordre 3 (sans constante et tendance)

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + φ3Xt−3 + εt

Xt −Xt−1 = (φ1 − 1)Xt−1 + (φ2 + φ3)Xt−2 − φ3 ∆Xt−2 + εt

∆Xt = (φ1 + φ2 + φ3 − 1)Xt−1 − (φ2 + φ3) ∆Xt−1 − φ3∆Xt−2 + εt

12. On note souvent test DFA.
13. Division des polynômes.
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On peut donc écrire la dynamique (B.2) :

∆Xt = µ+ λt− Φ(1)Xt−1 −
p−1∑
i=1

φ′i ∆Xt−i + εt

L’hypothèse nulle du test de Dickey-Fuller est Φ(1) = 0. L’idée de l’équation de régression de Dickey-Fuller
est donc d’obtenir des processus intégrés (stationnaires) si l’hypothèse nulle est vérifiée.

Prenons le cas particulier simple de la marche aléatoire, processus non-stationnaire :

Xt = φXt−1 + εt

Le principe du test de Dickey-Fuller est donc de tester la présence d’une racine unitaire

Φ(1) = 0⇔ 1− φ = 0⇔ φ = 1.

Tester la présence d’une racine unitaire correspond ainsi à poser comme hypothèse nulleH0 la non-stationnarité
du processus.

De prime abord, on souhaite tester la significativité du paramètre φ et appliquer le test de Wald. La sta-
tistique de student est donnée par :

T̂ =
φ̂− 1√
Var(φ̂)

Or on montre que sous l’hypothèse nulle H0, la statistique de student T ne tend pas vers une loi de student
mais vers une loi non-standard 14 :

T
L
 

1

2

W (1)2 − 1√∫ 1

0
W (s)ds

où W est un mouvement brownien.

Les seuils critiques de cette loi non-symétrique ont été tabulée par Dickey-Fuller.

Nous avons cherché la loi asymptotique dans l’exemple simple d’une marche aléatoire mais pour les autres
cas, lorsqu’on introduit la constante et/ou la tendance temporelle (B.2) page 155, on montre que la loi asymp-
totique de la statistique de student dépend du modèle considéré et donc avec des seuils critiques différents.

Le test de Dickey-Fuller augmenté est donc plutôt un ensemble de tests de type student en fonction
du modèle considéré (avec ou sans constante et/ou avec ou sans composante temporelle). On doit donc mettre
en place une stratégie de tests 15.

Le test dit de Dickey-Fuller est un cas particulier du test de Dickey-Fuller augmenté avec p = 1.

14. Donner une référence.
15. Nous utilisons la fonction "adf.test" du package "tseries" du logiciel R Cf. [78].
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B.5.0.2 Test KPSS

Le test KPSS est un test de stationnarité dont l’hypothèse nulle est la stationnarité contrairement au test de
Dickey-Fuller.

B.5.0.3 Test de Chow

Le test de Chow permet de tester l’homogénéité de deux sous-population i.e dans le cadre de série temporelle de
tester l’existence d’une rupture temporelle éventuelle dans la série.

On choisit1 deux sous-périodes historique de (xt−H , · · · , xt−H′) et (xt−H′+1, · · · , xt−1). On suppose que sur la
première partie de l’historique la dynamique 16 est

Y 1
t = α1

0 + f(X1
t−p, · · · , X1

t−1;α1
1, · · · , α1

p) + ε1t

et sur la deuxième partie de l’historique, la dynamique 17 est :

Y 2
t = α2

0 + f(X2
t−p, · · · , X2

t−1;α2
1, · · · , α2

p) + ε2t

L’hypothèse nulle consiste à supposer α1
i = α2

i . Soit SCRC la somme des carrés des résidus dans le modèle
contraint i.e. sous l’hypothèse nulle et SCR la somme des carrés des résidus dans le modèle sans contraintes.

La statistique de test est une statistique de Fisher :

FChow :=
SCRC − SCR

SCR

H − 2(p+ 1)

p+ 1

Cette statistique FChow
L
 1

p+1χ
2
p+1, loi de khi-deux de degrés de liberté p+ 1.

L’hypothèse sera rejetée pour des valeur élevé de FChow.

B.6 Critère de comparaison de modèles

16. La difficulté est dans ce choix.
17. Ici on suppose que les variables explicatives ne sont pas des variables retardées de la variable dépendante.
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Annexe C

Estimation paramétrique

C.1 Moindres carrés non-linaire
Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux modèles de régression de la forme :

∀ t ∈ Z yt = f(x t−1; θ) + εt (C.1)

où
— x t un vecteur

— θ un vecteur de Rk

— (εt)t∈Z est un bruit blanc

C.1.0.1 Non-linarité dans les variables

Le modèle de régression (C.1) est non-linéaire dans les variables si

∂yt
∂θk

= g(x t−1)

i.e. la dérivée partielle ne dépend pas des paramètres θk.

On dit alors que le modèle est linéaire dans les paramètres. Avec des redéfinitions appropriées des régresseurs
xt−1 on peut ré-écrire le modèle (C.1) sous la forme

y = Xβ + ε (C.2)

Dans la matrice X de (C.2), les fonctions peuvent être non-linéaires dans les variables explicatives.

On peut donc calculer l’estimateur MCO habituel des paramètres θ donné par

θ̂ = (XTX)−1XT y
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C.1.0.2 Non-linéarité dans les paramètres

Le modèle de régression (C.1) est non-linéaire dans les paramètres si

∂yt
∂θk

= h(x t−1, θ)

i.e. la dérivée partielle ne dépend pas des paramètres θk.

Dans ce cas, il n’est plus possible d’écrire le modèle sous la forme y = Xβ + ε. Néanmoins il est toujours
possible de minimiser la somme des erreurs au carré du modèle :

min
θ

1

H − 1

H−1∑
i=1

(
yt−i − f(x t−i−1; θ)

)2
= min

θ

1

H − 1
(y − f(x t−1, · · · , x t−H ; θ))T (y − f(xt−1, · · · , x t−H ; θ))

mais il n’y a plus d’expression algébrique simple. Il faut écrire les conditions de premier ordre :

− 2

H − 1
∇θf(xt−1, · · · , xt−H ; θ)

(
y − f(x t−1, · · · , x t−H ; θ)

)
= 0

où ∇θf(x t−1, · · · , x t−H ; θ) est le gradient, matrice deMk,H

∇θf(x t−1, · · · , xt−H ; θ) :=
(
∇θf(x t−1; θ), · · · ,∇θf(x t−H ; θ)

)
C.1.0.3 Moindres carrés conditionnels - Estimation des processus SETAR

Dans le cadre des processus SETAR nous remarquons que conditionnellement à l’évènement Xt−1 ≥ c le
processus devient linéaire en les paramètres :

E[Xt |Xt−1 ≤ c] = (α11, α21)X̃1
t−1 + (α21, α22)X̃2

t−1

où les vecteurs Xi
t−1 sont définis par

X̃1
t−1 :=

(
1{Xt−1≤c} , Xt−11{Xt−1≤c}

)T
X̃2
t−1 :=

(
1{Xt−1>c} , Xt−11{Xt−1>c}

)T
Si l’on observe l’échantillon (xt−H , . . . , xt−1) du n-uplet (Xt−H , . . . , Xt−1), on obtient les paramètres αi,j condi-
tionnellement à c en minimisant l’erreur quadratique :

Q(c|xt−H , · · · , xt−1) :=

H∑
i=2

(xt−i+1 − E[Xt−i+1 |Xt−i ≤ c , Xt−i = xt−i])
2

On obtient α̂i,j(c), l’estimateur conditionnel des moindres carrés de αi,j

α̂i,j(c) = (X̄TX̄)−1X̄X

C’est l’estimateur des moindres carrés ordinaires avec la matrice X̄ définie par

X̄ :=

1{xt−H≤c} xt−H1{xt−H≤c} 1{xt−H>c} xt−H1{xt−H>c}
...

...
1{xt−2≤c} xt−21{xt−2≤c} 1{xt−2>c} xt−21{xt−2>c}


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C.2 Quasi-Maximum de vraisemblance
C.2.0.1 Vraisemblance

On observe 1 l’échantillon (xt−H , . . . , xt−1) du n-uplet (Xt−H , . . . , Xt−1). On suppose que ce n-uplet est généré
par un processus dynamique de série temporelle paramétrique. Le modèle est paramétrique de paramètre θ de
l’espace Θ :

La vraisemblance de l’échantillon est donnée par la densité jointe :

L(θ;xt−H , . . . , xt−1) = fXt−H ,...,Xt−1
(xt−H , . . . , xt−1; θ)

or par définition de la loi conditionnelle on a :

fXt−H ,...,Xt−1(xt−H , . . . , xt−1; θ) = fXt−H+1,...,Xt−1|Xt−H (xt−H+1, . . . xt−1|xt−H ; θ)fXt−H (xt−H ; θ)

= fXt−H (xt−H)

H∏
i=2

fXt−i+1|Xt−H ,··· ,Xt−i(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ)

En allégeant la notation 2 la log-vraisemblance du n-échantillon xH := (xt−H , . . . , xt−1) devient

l(θ;xH) := ln f(xt−H) +

H∑
i=2

ln f(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ)

= ln f(xt−H) +

p∑
i=2

ln f(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ) +

H∑
i=p+1

ln f(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ)

Si la partie de la vraisemblance qui correspond aux contributions des conditions initiales est constante, on
parle alors de vraisemblance conditionnelle sinon on parlera de vraisemblance non conditionnelle.

On dit que θ̂MV est un estimateur du maximum de vraisemblance si

∀ θ ∈ Θ l(θ̂MV;XH) ≥ l(θ;XH)

l(θ̂MV;xH) est une estimation du maximum de vraisemblance en θ̂MV 3.

Proposition C.2.1 (Equations de vraisemblance)
Si la fonction de vraisemblance atteint un maximum alors la log-vraisemblance doit satisfaire les conditions de
premier ordre, équations de vraisemblance :

∇l(θ;xH) = ∇ ln f(xt−H ; θ) +

H∑
i=2

∇ ln f(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ) = (0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
dim(Θ)fois

où ∇ est le gradient, vecteur ligne ∇g(x) =
(
∂x1

g(x), · · · , ∂xng(x)
)
.

1. H est la longueur de l’historique.
2. p est le nombre de conditions initiales du processus générateur.
3. Il y a existence de θ̂MV si l est continue sur Θ, un espace compact.
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Proposition C.2.2 (Concentration de la vraisemblance)
La recherche des solutions des équations de vraisemblance peut être complexe. Dans certains cas, il est pos-
sible de trouver la solution au programme d’optimisation en plusieurs étapes successives. Si le paramètre θ se
décompose en (θ1, θ2) on opère de la façon suivante :

1. à θ2 fixé, on résoud la première équation de vraisemblance ∂θ1L(θ1; θ2, x
H) = 0. La solution dépend alors

de θ2. On dit que la vraisemablance est concentrée par rapport à θ1.

2. On résout ensuite l’équation de vraisemblance ∂θ2L(θ1(θ2), θ2;xH) = 0. pour déterminer θ̂MV
2

3. En utilisant la relation θ1(θMV
2 ) on détermine enfin θ̂MV

1 .

Ce résultat s’appuie sur le théorème de l’enveloppe. Considérons le problème d’optimisation

l̃(θ2) := argmax
θ1

l(θ1; θ2)

Soit θ̂1(θ2) tel que θ̂1(θ2) = argmax
θ1

l(θ1; θ2) alors l̃(·) est différentiable

∂l̃(θ̂2)

∂θ2
=
∂l(θ̂1(θ̂2), θ̂2)

∂θ2

Les conditions de premier ordre se simplifient alors. En effet la différentielle totale est donnée par :

dl(θ1, θ2) =
∂l(θ1, θ2)

∂θ1
dθ1 +

∂l(θ1(θ2), θ2)

∂θ2
dθ2 =

∂l(θ1, θ2)

∂θ1
dθ1

Du fait de la dépendance de l’estimateur θ1 au n-échantillon xH , la log-vraisemblance concentrée ne peut plus
s’exprimer comme la somme des contributions de chaque observation. En effet

l(θ1, θ2;xH) =

H∑
i=1

ln f(xt−i+1 |xt−H · · · , xt−i; θ1(θ2;xH), θ2)

C.2.0.2 Estimation d’un modèle AR(1)

C.2.0.3 Pseudo-log-vraisemblance d’un modèle AR(1)−ARCH(1)

On appelle pseudo-maximum 4 de vraisemblance d’un échantillon sa vraisemblance lorsqu’on suppose en plus
que le bruit blanc est gaussien. En posant h2

t := α0 + α1ε
2
t−1, la loi conditionnnelle est gaussienne :

Xt|Ft−1
L∼ N (ΦAR(Xt−1), h2

t )

La pseudo-log-vraisemblance conditionnelle s’écrit donc Ici il s’agit de
processus autoré-
gressifs d’ordre 1
ainsi p = 1 .

4. On parle aussi de quasi-maximum de vraisemblance.
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l(µ, ρ, α0, α1 ; xH) =

H∑
i=p+1

ln f(xt−i+1 |xt−H , · · · , xt−i ; µ, ρ, α0, α1)

=

H∑
i=2

ln
1√

2π ht−i+1

e
− 1

2

(
x t−i+1−ΦAR

µ,ρ(x t−i)
)2

h2
t−i+1

= −H − 1

2
ln(2π)− 1

2

H∑
i=2

lnh2
t−i+1 −

1

2

H∑
i=2

ε2t−i+1

h2
t−i+1

L’estimateur de pseudo-maximum de vraisemblance est solution du problème

(µ̂, ρ̂, α̂0, α̂1) = argmin
µ,ρ,α0,α1

H∑
i=2

(
lnh2

t−i+1 +
ε2t−i+1

h2
t−i+1

)
On résoud à partir des conditions de premiers ordre.

L’ensemble de ces relations constituent un systèmes d’équations non linéaires par rapport aux paramètres
et doivent donc être résolues par des méthodes numériques.

Proposition C.2.3 (Approche d’Engle - Algorithme du score)
Si les termes non-diagonaux de la matrice d’information, matrice bloc, sont nuls alors on peut procéder à une
estimation séparée des paramètres (µ, ρ) et (α0, α1).

C.2.0.4 Pseudo-log-vraisemblance d’un modèle Soft− EXPAR(1)

Le pseudo-maximum de vraisemblance d’un échantillon d’un processus Soft− ExpAR(1) est donné par :

l(µ, ρ1, ρ2, σε ; xH) =

H∑
i=2

ln f(xt−i+1 |xt−H , · · · , xt−i ; µ, ρ1, ρ2)

=

H∑
i=2

ln
1√

2πσε
e
− 1

2

(xt−i+1−Φ
Soft − ExpAR
µ,ρ1,ρ2

(xt−i))
2

σ2
ε

= −H − 1

2
ln(2π)− (H − 1) lnσε −

1

2σ2
ε

H∑
i=2

ε2t−i+1

L’estimateur de pseudo-maximum de vraisemblance est solution du programme d’optimisation :

(µ̂, ρ̂1, ρ̂2, σ̂ε) = argmin
µ,ρ1,ρ2,σε

(H − 1) lnσε +
1

2σ2
ε

H∑
i=2

ε2t−i+1
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La première étape de la minimisation consiste à concentrer la pseudo-vraisemblance par rapport au paramètre
σε et en écrivant l’équation de vraisemblance

∂

∂σε
(H − 1) lnσε −

1

2σ2
ε

H∑
i=2

ε2t−i+1 = 0

⇐⇒ H − 1

σε
+

1

σ3
ε

H∑
i=2

ε2t−i+1 = 0

La résolution de cette équation conduit à

σ̂ε(µ, ρ1, ρ2) =
( 1

H − 1

H∑
i=2

ε2t−i+1

) 1
2

La fonction de vraisemblance concentrée est donc donnée par :

lc(µ, ρ1, ρ2 ; xH) := −H − 1

2
ln(2π)− (H − 1)

2
ln

1

H − 1

H∑
i=2

ε2t−i+1 −
H − 1

2

Finalement, maximiser de pseudo-vraisemblance concentrée est équivalent à minimiser la somme des carrés
des résidus pour déterminer les estimateurs µ̂, ρ̂1, ρ̂2 :

min
1

H − 1

H∑
i=2

ε2t−i+1

Il s’agit d’un modèle avec dépendance linéaire en les paramètres de type : xt+1 =
∑n
k=1 θkφk(xt) Le problème

consiste donc à minimiser la distance euclidienne

min
θ=(µ,ρ1,ρ2)

H∑
i=2

(yi − x̃tθ)2 (C.3)

où

— yi est le ième élément du vecteur y :=

 xt−H+1

...
xt−1



— x̃i est le ième ligne (vecteur ligne) de la matrice x̃ :=

1 xt−H xt−He
−x2

t−H

...
...

...
1 xt−2 xt−2e

−x2
t−2



— θ le vecteur de paramètres

 µ
ρ1

ρ2


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Le problème (C.3) s’écrit en écriture matricielle

min
θ

(y − x̃ θ)T (y − x̃ θ)

θ̂ est déterminée par les équations normales (condition de premier ordre)

x̃T (y − x̃T θ̂) = 0

On obtient la formule standard θ̂ = (x̃T x̃)−1y.

Enfin, la variance s’exprime en fonction des paramètres estimés θ̂ :

σ̂ε =
( 1

H − 1

H∑
i=2

(xt−i+1 − µ̂− ρ̂1 − ρ̂2xt−ie
x2
t−i)2

) 1
2

C.2.0.5 Pseudo-estimateur MV d’un modèle ExpAR(1)−ARCH(1)

Pour déterminer le pseudo-estimateur du maximum de vraisemblance d’un processus on doit résoudre les équa-
tions de vraisemblance concentrées par rapport aux paramètres de variance conditionnelle :

∂

∂αi
l(µ, ρ, α0, α1 ; xH) =

H∑
i=1

1

2ht−i+1
(
ε2t−i+1

2h2
t−i+1

− 1)
∂h2

t−i+1

∂αi
= 0 ∀ i = 0, 1

∂

∂β
l(β := (µ, ρ), α̂0, α̂1 ; xH) = −1

2

H∑
i=1

1

h2
t−i+1

∂h2
t−i+1

∂β
−

H∑
i=1

1

h2
t−i+1

εt−i+1
∂εt−i+1

∂β
+

1

2

H∑
i=1

ε2t−i+1

1

h4
t−i+1

∂h2
t−i+1

∂β
= 0

∀ β = µ, ρ

Les dérivées partielles dépendent de la fonction moyenne conditionnelle Φ. Dans le cas du modèle ExpAR(1)−
ARCH(1) on a

∂h2
t−i+1

∂β
= α1εt−i+1

∂εt−i+1

∂β
= α1εt−i+1 ∂βΦ(xt−i+1) ∀ β = µ, ρ

avec 
∂µΦ(xt−i+1) = 1

∂ρ1
Φ(xt−i+1) = xt−i+1

∂ρ2
Φ(xt−i+1) = xt−i+1e

−x2
t−i+1
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Annexe D

Statistiques d’ordre

Soient n observations (x1, · · · , xn) d’un n-échantillon (X1, · · · , Xn), vecteur aléatoire de variables i.i.d.

On note (x(1), · · · , x(n)) le vecteur des observations ordonnées par ordre croissant.

La statistique d’ordre associée à l’échantillon (X1, · · · , Xn) est le vecteur (X(1:n), · · · , X(n)).

X(i) est appelé la ième statistique d’ordre 1.

Par définition, on a

— x(1) = min(x1, · · · , xn)

— x(n) = max(x1, · · · , xn)

L’ordre des observations est indiqué par les rangs des observations ri.

La statistique de rang associée l’échantillon (X1, · · · , Xn) est le vecteur (R1, · · · , Rn) :

Ri = 1 +

n∑
j=1

1{Xj<Xi}

Le rang Ri de la ième observation Xi est appelé la ième statistique de rang.

1. On note également X∗n. Lorsqu’on souhaite souligner la taille de l’échantillon, on note souvent la statistique d’ordre X(n) :=
X(n:n)
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On peut remarquer que s’il n’y pas d’ex æquo on a la relation suivante

ri = 1 +

n∑
j=1

1{xj<xi}

=

n∑
j=1

1{xj≤xi}

= nFn(xi)

En cas d’ex æquo on a la relation suivante :

Fn(xi) =
1

n
(ri + max{#{ex aequo entre i et i+1} − 1, 0})

Néanmoins il est peu probable d’avoir des ex æquo.

Soit p ∈]0, 1[. La statistique d’ordre X(bnpc + 1) s’appelle quantile empirique d’ordre p du n-échantillon
(X1, · · · , Xn).

Si la fonction de distribution FX est continue et strictement croissante alors

X(bnpc+ 1) →
p.s.

qp

X(bnpc+ 1) est donc une estimation de qp d’autant meilleure que la taille de l’échantillon n est grande.
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Annexe E

Distribution de Pareto généralisée

E.1 Graphique de l’espérance excédentaire
Soit (x1, · · ·xn) l’observation du n-échantillon (X1, · · ·Xn).

Le graphe de la fonction des excès au delà d’un seuil 1 u est défini par le graphe des points{
x(1:n) ≤ u ≤ x(n:n) < xF :

(
u, en(u)

)}
où

en(u) :=
1

Nu

n∑
i=1

(xi − u)+

en(u) est la moyenne empirique des excès au delà du seuil u :

e(u) = E[X − u |X > u]

Nu étant le nombre d’excès par rapport au seuil u :

Nu =

n∑
i=1

1{xi>u}

Les lois GPD sont stables par l’opération de seuil c’est-à-dire :

Si X
L
 GPD(ξ, σ) alors ∀ u > u0 X − u |X > u

L
 GPD

(
ξ, σ + ξ(u− u0)

)
1. Mean-Excess plot - ou Mean Residual Life Plot
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En effet

P{X − u ≤ y |X > u} = P{X − u0 ≤ y + u− u0 |X − u0 > u− u0}

=
P{X − u0 ≤ y + u− u0, X − u0 > u− u0}

P{X − u0 ≥ u− u0}

=
Fu0

(y + u− u0)− Fu0
(u− u0)

1− Fu0(u− u0)

∼
Hξ,σ(u0)(y + u)−Hξ,σ(u0)(u)

1−Hξ,σ(u0)(u)

=
1− (1 + ξ y+u−u0

σ )−
1
ξ − 1 + (1 + ξ u−u0

σ )−
1
ξ

(1 + ξ u−u0

σ )−
1
ξ

= 1− (1 +
ξy

σ + ξ(u− u0)
)−

1
ξ

∼ Hξ,σ+ξ(u−u0)(y)

Les moments d’ordre r d’une variable X de loi GPD de paramètre ξ et β existe pour tout ξ < r−1. En particulier,
l’espérance est donnée par

E[X] =
σ

1− ξ
donc pour la variable X − u |X > u

∀ u > u0 e(u) = E[X − u|X > u] =
σ

1− ξ
+
ξ(u− u0)

1− ξ

La fonction des excès e(u) est donc linéaire en u au-delà du seuil u0.

En pratique, on choisit le seuil u0 dès que la fonction des excès, fonction de u, est peu près une droite
croissante à partir de u0.
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Figure E.1 – Exemple de graphique d’espérance excédentaire

Le choix est subjectif néanmoins le graphique nous suggère de choisir le seuil u0 = 30. On observe à partir de
ce seuil un droite croissante. Il ne faut pas considérer la partie droite du graphique, la variabilité est due à un
nombre insuffisant de donnée pour ces seuils très élevés.

E.2 Graphique de stabilité (Hill, Pickands, ...)
Soit (x1, · · ·xn) l’observation du n-échantillon (X1, · · ·Xn).

Commençons à introduire la définition du domaine d’attraction d’une distribution de la famille de Fréchet.

Une fonction 2 l positive est à variation lente. en l’infini si

∀ t > 0 lim
x→+∞

l(tx)

l(x)
= 1

2. Les fonctions constante, logarithme sont des fonctions à variation lente.
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Proposition E.2.1
FX appartient au domaine d’attraction d’une distribution de Fréchet de paramètre de forme ξ si et seulement
si ∀x > 0 1− FX(x) = x−

1
ξ l(x) où l est une fonction à variation lente.

Il s’agit ici d’estimer le paramètre de forme ξ.

En utilisant la propriété (E.2.1) on a :

∀ t > 0 lim
u→+∞

1− FX(tu)

1− FX(u)
= t−

1
ξ lim
u→+∞

l(tu)

l(u)
= t−

1
ξ

Ceci est équivalent à 3

lim
u→+∞

F̄X(tu) = F̄X(u)t−
1
ξ

En posant x = tu (donc x > u) et α = F̄X(u) on a

F̄X(x) ∼
+∞

α
( x

F̄X(α)−1

)− 1
ξ

puis en posant p = F̄X(x) on a

p−ξ ∼
0
α−ξ

F̄X(p)−1

F̄X(α)−1
⇔ F̄X(p)−1 ∼

0
F̄X(α)−1

( p
α

)−ξ
En prenant le logarithme on a ln F̄X(p)−1 ∼

0
ln F̄X(α)−1 − ξ ln p

α .

Si l’on choisit α = k
n on peut prendre des p ∈ { 1

n , · · · ,
k−1
n } pour respecter

4 p < α :

∀ i ∈ {1, · · · , k − 1} ln F̄X(
i

n
)−1 − ln F̄X(

k

n
)−1 ∼

0
ξ ln

k

i

Ainsi en prenant la distribution empirique de la fonction de survie F̄X on a

∀ i ∈ {1, · · · , k − 1} ln F̄n,X(
i

n
)−1 − ln F̄n,X(

k

n
)−1 ∼

0
ξ ln

k

i

or Fn,X(x(i:n)) = i
n alors on a

∀k ∈ {2, · · · , n} ∀ i ∈ {1, · · · , k − 1} lnx(n−i:n) − lnx(n−k:n) ∼
0
ξ ln

k

i
(E.1)

donc en sommant sur les i de part et d’autre de ∼
0
on obtient l’estimateur du paramètre ξ

ξ̂k,n :=

∑k−1
i=1 lnx(n−i:n) − lnx(n−k:n)∑k−1

i=1 ln k
i

=

∑k−1
i=1 lnx(n−i:n) − lnx(n−k:n)

ln kk−1

(k−1)!

3. On note F̄X(·) la fonction de survie.
4. Puisque x > u on a un niveau de confiance 1− p tel que p < α.
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or si k est assez grand on peut utiliser la formule de Stirling k! ∼
+∞

√
2πk kke−k et approximer le dénominateur

par k on obtient ansi l’estimateur de Hill

�
�

�
�pour k assez grand ξ̂Hill

k,n := 1
k−1

∑k−1
i=1 lnx(n−i:n) − lnx(n−k:n)

L’estimateur de Hill s’interprète donc comme la moyenne des excès des k − 1 plus grandes log-observations.

L’équation (E.1) permet une détermination graphique de l’estimateur ξ. En effet, pour k fixé, les points(
lnX(n−i:n) − lnX(n−k:n) , ln

k

i

)
∀i ∈ {1, · · · , k − 1}

sont alignés sur la droite de pente ξ.

En pratique, pour déterminer le seuil u0, on trace le graphique de Hill 5∗ représentant l’estimateur de Hill en
fonction de k. On choisit le seuil lorsque l’estimateur est à peu près stable.

5. Hill-plot
6. * Exemple du blog d’A. Charpentier [77]
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Figure E.2 – Exemple de graphique de Hill 6

Le graphique de Hill nous suggère de choisir un u0 entre 3 et 4.

Néanmoins l’estimateur de Hill n’est valable que pour ξ > 0. Le graphique de Pickands permet de prendre
en compte les autres cas il est basé sur l’estimateur de Pickands :

pour k assez grand ξ̂Pickands
k,n :=

1

ln 2
ln

x(n−k:n) − x(n−2k:n)

x(n−2k:n) − x(n−4k:n)
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E.3 Estimation non-paramétrique du paramètre ξ

On utilise par exemple l’estimateur non-paramétrique de Hill.

E.4 Estimation paramétrique du paramètre de dispersion σ

On utilise un estimateur paramétrique construit via le maximum de vraisemblance.

Soient
(
y(n−k+1:n), · · · , y(n:n)

)
l’échantillon d’observation des variables des excès

∀i ∈ {1, · · · , k − 1} Y(n−i:n) := X(n−i:n) −X(n−k:n)

La vraisemblance de ce (k − 1)-uplet conditionnellement à l’indice de queue ξ, pour tout seuil u élevé, est
donnée 7 par

L
(
σ(u); y(n−k+1:n), · · · , y(n:n) / ξk,n > 0

)
:=

k−1∏
i=1

H ′ξk,n,σ(u)(y(n−i+1:n))

=

k−1∏
i=1

σ−1
(
1 +

ξk,n
σ

y(n−i+1:n)

)− 1
ξk,n
−1

On déduit 8 la log-vraisemblance

l
(
β(u); y(n−k+1:n), · · · , y(n:n) / ξk,n > 0

)
= −n lnβ − (1 +

1

ξk,n
)

k−1∑
i=1

ln(1 +
ξk,n
σ

y(n−i+1:n))

L’estimateur de maximum de vraisemblance σ(u) conditionnellement à ξ > 0 est donc donné par

σ̂(u) := arg max
σ(u)

l
(
σ(u); y(n−k+1:n), · · · , y(n:n) / ξk,n > 0

)
On obtient ainsi l’estimateur en dérivant la log-vraisemblance :

∂

∂σ
l(σ; ·) = 0⇔ σ̂MV(u) =

ξ̂k,n
k − 1

(1 +
1

ξ̂k,n
)

k−1∑
i=1

y(n−i+1:n)

1 +
ξ̂k,n
σ(u) y(n−i+1:n)

7. Par indépendance des variables Y(n−i:n)
8. Par définition de la loi GPD définie en (3.3) page 77.
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Annexe F

Méthodes numériques d’optimisation

F.1 Algorithme à évolution différentielle
Cet algorithme a été introduit par Storn et Price en 1997 1 pour résoudre les problèmes d’optimisation dont
la fonction objective f peut

— présenter des caractéristiques de non-linarité, de non-convexité et/ou de non-régularité

— posséder plusieurs minimum locaux

Il s’agit donc de résoudre le problème 2

x∗ := arg min{f(x)} ∀ f : Ω ⊆ Rp 7−→ R

L’algorithme est itératif :

1. On note pour chaque génération G les vecteurs de paramètres :

xi,G := [x1,i,G, · · · , xp,i,G] ∀i = 1, · · · , n

Nous avons un n-échantillon de vecteurs paramètres c’est-à-dire une matrice de taille n× p.

2. Initialisation :

On définit des bornes sur les paramètres :

xLj ≤ xj,i,G=1 ≤ xUj

3. Mutation génétique :

1. Cf. l’article [37].
2. Dans le cas présent, p représente le nombre de paramètres.
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Pour le vecteur i de p paramètres xi,G on choisit aléatoirement trois vecteurs de paramètres (xi1,G, xi2,G, xi3,G)
parmi le n-échantillon. On note un vecteur donneur

x̃i,G+1 := xi1,G + F (xi2,G − xi3,G)

avec F le facteur de mutation une constante choisie dans de l’intervalle [0, 2].

4. Recombinaison génétique :

Nous allons considérer le vecteur d’essai défini par

˜̃xj,i,G+1 :=


x̃j,i,G+1 si uj,i ≤ CR ou si uj,i = j

xj,i,G si uj,i ≤ CR ou si uj,i 6= j

i = 1, · · · , n ; j = 1, · · · , p

où uj,i est une réalisation de la loi uniforme U [1, p].

5. Sélection génétique :

xi,G+1 :=


˜̃xi,G+1 si f(˜̃xi,G+1) ≤ f(xi,G+1)

xi,G sinon

i = 1, · · · , n

6. Critère d’arrêt :

Les mutations, les recombinaisons et les sélections génétiques sont effectuées jusqu’à qu’un critère
d’arrêt soit vérifié :

— le nombre de génération maximum Gmax est atteint.

— la fonction objective est nulle :
| f(xi,G+k) |< ε

F.2 Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
On appelle descente tout vecteur d de Rp tel que le produit scalaire < ∇f(x), d > soit négatif. Par définition
de la dérivée, si d est une direction de descente alors pour tout α suffisamment petit on a :

f(x+ αd) < f(x)

Cela signifie que localement la fonction f diminue en effectuant un déplacement dans la direction d avec un
pas α.
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Les méthodes de descentes suivent ce principe en construisant une suite {xk}k+1 approchant la solution x∗ du
problème d’optimisation :

xk+1 = xk + αkdk.

Les méthodes de descentes sont donc déterminées par les paramètres dk et αk. La méthode de Newton
consiste à prendre pour direction de descente la direction :

dk := −H−1
k ∇fk

où Hk := ∇2fk est la hessienne de la fonction f .

Mais souvent dans la pratiqueH−1
k est très difficile à évaluer, on calcule une approximation du hessien. Broyeden

et al. propose l’appoximation

Hk+1 = Hk +
yky
>
k

y>k sk
− Hksks

>
k Hk

s>k Hksk

où

sk := xk+1 − xk

yk := ∇fk+1 −∇fk
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