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Les garanties plancher des contrats d’assurance-vie
en unijtés de Compte : tarification et couverture
Note de synthese

1 Hiu,nmmmunm&ovs

Depuis o:&n:mm. années, leg compagnies d’assurance vie ont mm«.m_obw..m leur
offre de contrats investis en unités de compte (dits gEEanwﬁonmay 4 tel
U premier trimestre 2000, ces contrats ont représenté |a majorité

.H.rmu.m da ctuariat - . garantir un rendement minimum et font bénéficier les assuras d'un effet cli-
. quet, les nE@;ﬁm@m.m,ﬁmm@&mﬁmﬁx@mm@mm@m

mais un nombre de parts d’actifs, dont Ja valeur est soumige aux fluctua-

H\@ S m mH.mH_HH.. e m HUN mﬁD OHH @H‘ Q @ m O O HH.HH. DH m A , ticns du marchs, OoBEwEmeby 'engagement de P'assureur est représenté

au passif de Ja compagnie d’assurance par la provision mathématique. Ep

’ . ., wmo.ﬁ.mﬂnu,n de cette provision mathématique, I'assureur inserit & Iactif de
d assurance-vie en unitég de compte: 50 bilan les parts dans Je i .
tarification et couverture e oo (o e 1= s e o e

primes versées, méme en cas de ‘baisse de lg valeur des unités de comptes,

.EMm.:.muzmwmmu les compagnieg d’assurance devaient obligatoirement, offrir

e oo T 0 i 5 o, f st o
venue facultative. Cette garantie fait Peser un risque sur Jeg sociétés d'assur.
ance : daps I'hypothese d’une baisse importante et durable du prix des actifs
financiers, les B0ciétés subiraient ainsi des pertes importantes susceptibles de
mettre en péril Jeur solvabilité. T.a garantie Pprésente, conditionnellement au
déces; la meme Structure de flux qu'une option de vente d’échéance )a date
du déces. Cela noug permet de valoriser cette garantie 4 I'aide de techniques
couramment utilisées en finance.’ .
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2 Tarification

Tout d’abord, nous Supposons qu'il y a mutualisation parfaite des déces, ce
qui permet de connaitre précisément; Jeur Tépartition, et que Passureur peut
mettre en oenvre Jes techniques d’arbitrage qui justifient Ia valorisation des
Puts par la méthode de Black & Scholes. Dans ce cadre, la valeur de la
garantie est la somme des puts pondéres S par les probabilités de déces.

Le choix des valeurs du taux sans Tisque et de la volatilité a une tres

en fonction de ]a Structure par age du portefeuille de 1'assureur. Dans le
cadre d'un contrat multisupport 4 Support unique risqué, on obtient des
taux de prélevement élevés, de l'ordre de 9 % initialement en plus de 0.4
% annuels. h:!niﬁm &1 compte des chutes, méme si elles entrainent une
diminution des Tecettes, permet une diminution dy cont de la garantie (sauf
pour les assurés les plus Jeunes), et une homogeénéisation des résultats, Sj
Emb»bﬁmjﬁﬂﬁ_@.mm@wmm@m,..lmc oLt non risque, le prix de la

garantie baisse fortement : & 90 % gg contrat est investi initialement dans
le support non Tisqué, le prix de Ia garantie chute d’environ 40 %. Nous

étudiant deux modales mathématiques plus complexes et plus fins, qui per-
mettent A plusieurg Supports d’2tre risqués, I'yn permet d'étudier un Ppanier

- trés général d'actifs, I'autre Plus spécifiquement Un panier composé d'actifs

risqués et de zéro coupons.
Les autres garanties e francs (garantie de nmuamBmun._..mmHmEm.m majorée

3 Couverture

Nous étudions ensuite la qualité de certaines stratégies de couverture qui
semblent raisonnables et accessibles aux assureurs. La théorie de Black
& Scholes permet au vendeur d'une option de se couvrir & I'aide du sous-
Jjacent et de Vactif sans risque & condition de rajuster en permanence sa
bosition. En pratique cela est impossible, notamment & cause des frais de
transaction. Nous évaluons Dumériquement, par la méthode de Monte-Carlo,
le cott de couverture supplémentaire qu'induisent les frais de transaction,
ainsi que leur variance. Pour une stratégie de Couverture qui repose sur
des ajustements de portefeuille & intervalles réguliers, la méthode consiste a
Immuniser initiallement le portefeuille contre une variation du sous-jacent,
puis, 4 chaque étape, 2 simuler son évolution et a ajuster la position. En

effectuant 10000 simulations, nous calculons le montant moyen des cofits -

de transaction et Verreyur moyenne du portefeuille de couverture ainsi que
Pécart-type empirique du coqt de couverture. Nous trouvons que le cont
de couverture est une fonction croissante de la volatilité et décroissante du
taux. Le fait d'avoir ajouté des cofts de transactions induit un cont de
couverture de I'ordre de 2 %, et Pécart-type de ce cont de couverture est
de l'ordre de 2.5 % en se placant dans le scénario central d'une volatilité de
20% et d'un taux d'intéret 4 3%.

L'efficacité de la stratégie de couverture dépend évidernment dy nombre
d'ejustements annuels - des ajustements fréquents permettent d’avoir en

beaucoup en fonction des frais de transaction.

1l pourrait sembler naturel de couvrir Jes garanties plancher ep achetant
des options. Zﬂrmﬁmﬁﬁumﬁ. les puts relativement liquides que I’on peut
trouver sur le marché ont une échéance tras rapprochée par rapport A celle
des puts A couvrir, La stratégie qui consiste & conserver des puts Jusqu’a
échéance, quoique intuitive, n’est pas efficace du tout. De plus, une stratégie
de couverture en delta-neutre est plus cotteuse avec deg puts qu’




Floor guarantees in unit-linked life-insurance contracts : pricing

and hedging

couvertures de type delta-vega ou delta-gamma utilisant 3 la fois de I'actif
risqué et des options ; elles permettent de réduire I'erreur de couverture mais Presentation
les cofits de transaction trés leves conduisent 4 les écarter. For a few years, life-insurance companies have promoted unit-linked contracts, which

Nous nous plagons ensuite dans Je cadre du contrat multisupport Je plus have met great success and Tepresent now more than half of new subscriptions. Thoge
stmple.. Comme le prix de 1a garantie, le coftt de la couverture diminue gontracts do not guarantee a fix amount in francs but a number of shares, the value of
rapidement si Ton Jugmente la prop ortion a,_w nﬁm um_n En% & Liécart-type which evolves with financial markets. The engagement of the insurer is represented op
Hﬂﬁ.ﬂ wwﬁm MEmnMwanMMM_ﬂoﬂﬂnwmwwommcﬂcwum@woz%“EW%m u%” the _.mm.UEQ side of the c.&munn mvoaﬁ by a H.aowEnE Eosm_”on. wwe.bm S_.m technical
mutualisé le cont de couverture et V'écart-type de cette couverture sont les : . provision, on the asset side, the insurer writes the shares in which premiums were
moyennes pondérées par les coefficients des tables de mortalité des coats de invested. Thus, the INSUTEr runs no investment Tisk, except for supplementary
couverture et des écart-types tablis Plus haut pour les puts. Selon ’age, on . guarantees (for example floor guarantees, which we study).

"obtiendra des codts moyens de 1 4 1.5 % de Ia Provision mathématique et
un écart-type de 1.5 a 2 %, L'écart-type de la valeur de la garantie provient

Stant tres 1 cféc i te aléa 4 ! beneficiary will receive at least a.uo premiums, even if the mwmam.m n which they were
%H _m“ ahn_w.wwwnnm_uﬁmnmca MM%MMMH_.mhwomoaB%oM o qMFMHHMWa A invested went down. Till 1995, thig guarantee was compulsory. Since then, regulations

Pour comparer les copts des garanties, nous calculons Je quantile a g9 % . made it own.ouﬁ. This guarantee axes the Smc.nﬂ. Tun a risk omv picy : in the
des prestations pour Jes garanties non couvertes ; das Jo cas des garanties case of an important fall of financial N.E&Sm. BmE,men companies would Eaﬂmo
couvertes, la somme du quantile & 99 % ge la distribution des conts de heavy losses, which would endanger their solvency. This guarantee has the same cash-
couverture et du prix de la garantie 4 frais de transaction nuls, En effet, on flow mu.:nﬁ.E.n as a sell option e«&Om.m temm is the date o».. death. This allow us to
Suppose que I'assureur doit conserver eg marge la somme nécessaire pour : evaluate this guarantee thanks to techniques commonly used in finance.

faire face & 99 % des &tats de la nature, or Ja Témunération de la marge

%, d’une volatilité de 20 %, d'un taux de croissance moyen de V'actif non W:QEN

risqué de 7 oy 3 %, de contrats comportant 80 % d’actif risqué et de taux

de chutes annuels de 4 %, We suppose at first that we can mutualize deaths, which allows us to view the whole

La distibution de Ia garantie non couverte montre qu’elle est peu conteuge groups dates of death ag deterministic, and that the insurer is able to use arbitrage
en espérance mais trés conteuse en terme de marge, surtout pour les assurés techniques, which allows us to price puts with the Black & Scholes formula. In this
8gés. 1l est toujours moins coiteux de se COUVIIr et cels permet de plus framework, the value of the Buarantee is a sum of puts weighted by death probabilities.

. de s'affranchir des erreurs d’appréciation de Pévolution de Iactif risqué. En We evaluate this guarantee for different parameters. '
-noyennant les niveaux de arge nécessaires par &ge, on obtient un besoip .
MM W_u wu%nwmmwﬂxwmﬁm_mwm”mmwwmm M WM&HM“HNMMM“W%MH%WM ) The choice o»., the short Hn.nd _.Eﬂ.w.mH rate and of the volatility is Q.:Qm_. m@n the value mm
dynamique. Cette garantie conte donc trés cher puisquielle suppose des . the guarantee. mm.z, numerical applications, we chose prudent and realistic values A.u %o
Prélévements annuel de plus de 0.6 % des provisions mathématiques (en and 20% respectively). The value of the guarantee depends on the age of the policy-
Supposant que I'assureur rémunere |a marge appartée par les actionnaires). holder, it is maximal for a subscription at 70. One can choose to finance the guarantee
Daas les cas d’une garantie limitée & 75 ans, le besoin de marge et le prix by annual fees, In this case, fees rates are very different according to the age of the

descendent tous deuy & 1.5 %.

policy-holder. The rate that could be applied would then be the average of those rates
weighted according to the age structure of the group. , o
In the case of a unit-linked contract with only one risky asset, one obtains high initia]

- and annual rate fees (around 2.

—
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Lapse rates, if taken into account, diminish the insurer income but allow the global
guarantee <&cn.8A go down (not for young policy-holders, though). Moreover, they
make fees rates more bomogenate through ages.

Other guarantees (yield guarantee, indexed guarantee, best-of guarantee) are very
eXpensive : as soon as the Insurer guarantees more thag the premiums, the value of the

We then studied two models, more complex, which confirmed the values obtained
above. One of them permits to evaluate the guarantee when premiums are invested ina

“whole basket of assets ; the other is meant more specifically for baskets of bonds and

stocks.
Hedging

We then study some hedging strategies which seem reasonable and affordable to
Insurers.

The Black & Scholes theory allows an option seller to protect himself by a continuous
time dynamic replication strategy. Concretely, it is not possible because of transactions
costs. We use the Monte-Carlo method to evaluate numerically the supplementary
hedging cost due to transactions costs, and its variance. For a time-based strategy, the
method consists in initially immunizing the portfolio against a variation of the risky
asset. Then, at each step, we simulate the evolution of the asset and rebalance the
hedging portfolio. For 10000 simulations, we compute the average amount of the

volatility and a decreasing function of the interest rate. Transactions costs induce an
hedging cost of about 2 % and a standard deviation of about 2.5 % (in the central
hypothesis of a 20% volatility and of a 3% interest rate).

We have chosen high transactions costs for numerical applications, since the option.
seller must be short on the asset. Whatever the transactions costs, the standard
deviation is relatively stable, whereas hedging costs depend heavily on transactions

normally lead to better hedging. We thus studied delta-gamma and delta-vega hedging
using both puts and assets ; they reduce the hedging error but induce much too high
transactions costs,

We examine the case of the simple multi-asset contract. As the value of the guarantee,
the hedging cost goes down rapidly if one increases the proportion of risky assets. The
standard deviation goes down too, but not so much. For a contract invested in the risky
asset at 80 %, if we Suppose a good mutualization, hedging costs are around 1.4 % and
standard deviation around 1.6 %, .

To compare the costs of the guarantees, we calculate the 99 9 percentile of the
benefits for non-hedged guarantees ; in the case of hedged guarantees, the sum of the

itself. We suppose a 3 % interest rate, a 20 % volatility, a real trend of the risky asset
of 3 % or 7 %, contracts invested at 80 % in the risky asset and 4 % a year lapses rates.

In average, we obtain a need of reserve for floor guarantees of about 2 % and a price
of about 3 %, which must be checked into permit hedging. This guarantee is thus very
expensive for it supposes annual fees of at least 0.6 % of technical provisions (if one
Supposes that the shareholders’ reserves: are paid for). In the case of a guarantee
limited to 75, the reserve need and the price fall both to around 1.5 %,
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Chapitre 1

Position du probléeme

compagnies aux souscripteurs.

Cette étude cherche 4 valoriser la garantie plancher en cas de déces pro-
posée dans certains contrats en unités de compte. Cette garantie stipule que
lors du déces de Passure, le bénéficiaire du contrat regoit au moins les primes
Versées, et ce méme si la valeur des unités de compte dans lesquelles ces
primes ont été investies a baissé. Jusqu’en 1995, les compagnies d’assurance”
devaient obligatoirement joindre une garantie de ce type & tous les contrats
vendus afin de protéger les souscripteurs!. Cette garantie fait peser un risque
sur les sociétés d’assurance : dans I’hypotheése d'une baisse gﬁoamb«mm et
durable du prix aﬁmnsmm financiers, les sociétes devraient provisionner une

Cette garantie n’est pas une- option, car l'assuré ne choisit pas la date de
son décés. Elle présente cependant, conditionnellement au déces, la meéme

mﬂ:nﬁﬁmmmm:a@ﬂbm option de vente d’échéance la date du déces.”

Cette étude valorise Cette garantie a I'aide de techniques couramment uti-
lisées en finance, en tirant partie des similitudes évoquées ci-dessus. Dans un
premier temps, nous étudions la garantie dans le cas d'un contrat & support

_—

'La loi de 1992, en abrogeant le dernier alinéa de Jarticle L~131-1, & supptimé I'obli-
gation d'une garantie plancher, jugée contradictoire avec la notion d'unité de commpte
comportant risque financier pour le preneur d’assurance.

unique puis dans le cas du contrat multisupport. Nous nous penchons enfin
sur la couverture dynamique de la garantie planchée proposée.

Les contrats d’assurance-vie de type “épargne-assurance” se divisert en
deux grandes catégories, les contrats dits “en francs”, et les contrats dits “en
unités de compte”. .

1.1 Les contrats en w.mbow

Ces contrats garantissent 4 leur bénéficiaire le versement 4 I'échéance d'une
somme fixée. La traduction comptable de I'engagement net de 'assureur est
une provision mathématique au passif de la société. Les sociétés d’assurance
sont tenues d'ajouter une participation aux bénéfices tous les ans & cette
provision. Le montant annuel de cette participation aux bénéfices fait I'abjet
de garanties minimales. Ces contrats comportent de plus un effet cliquet,
c'est-a-dire que la participation aux bénéfices est ‘définitivement acquise.

Si les taux montent, les assurés ont tendance & demander le rachat pour
investir dans des placements plus rémunérateurs, et I'assureur doit assumer
des moins-values. Si le niveay général des taux baisse, les assurés prolongent
leur contrat. Si les taux initialement garantis étaient trop élevés, cela pose un
probléme & 'assureur qui ne peut plus investir dans des titres suffisamment,
rémunérateurs pour honaorer ses engagements.

La possibilité pour le souscripteur de demander le rachat s'apparente &
une option de type américain: ’exercice de celle-ci a lieu au moment que
'assuré estime lui étre le plus favorable, et le moins favorable & Passureur.

1.2 Les contrats “en unités de compte”

La devise de ce type de contrats est une valeur mobiliére: le contrat garantit
au bénéficiaire non plus une somme fixée mais un nombre de parts d’actifs
(les articles L 131-1 et R 131 du code des assurances qui énumerent les parts
admissibles se trouvent en annexe). Ces actifs, les “supports”, sont des parts
de SCPI, de sicav monétaires, obligataires, actions ou diversifiées, fonds en
francs ou titres de créance négociables. Les primes versées sur ces contrats
sont investies au choix de I'assuré sur un certain nombre de supports de na-
tures variées. Ces contrats, qui constituaient une alternative aux contrats en
francs (principalement investis en obligations) ont connu un développement




garantie plancher: le capital supplémentaire versé au titre de la ga-
important avec la baisse des tawx et les hausses spectaculaires des principales : rantie en cas de déces est égal 4 la différence @o&gavmuQmHRnSBQ

versées et la provision mathématique du contrat
De sont pas effectués chaque année mais au terme. De plus le durcissement

de la fiscalité sur les revenus des contrats d'assurance-vie intervenue en 1997 ® garantie majorée: le om.w%& supplémentaire versé en cas de amnﬂ est
ne s’applique pas, sous certaines conditions, aux contrats investis en actions ‘ égaldla Q&mnmuow .@8&2& mbnn.m un montant Amcwwﬂmmm.glﬁmmw@n
(au minimum 50 % en actions dont au moins 5 % non cotées ou cotées ay versées) et la provision mathématique du contrat .
Nouvesu Mazche). . ¢ garantie de rendement: le capital supplémentaire versé en cas de déces
Depuis quelques années, les compagnies d'assurance ont développé leur est égal 4 la différence @om#?mv entre les primes vers ées revalorisées
offre de contrats €n unités de compte dits “multisupport”, & tel point qu’an suivant un taux fixé par le contrat ot la provision mat hématique du
premier trimestre 2000, les contrats en unités de compte ont représenté 55 oow.mww s s e
o des nouvelles souscriptions de contrats d'assurance-vie. A la fin de Pannée

1999, les provisions techniques des contrats en unités de compte représen-
tent 660 milliards de francs sur 3800 milliards d’encours tota) des contrats
d’assurance-vie (source ; Argus).

¢ garantie indexée: le capital supplémentaire versé en cas de déces est
égal & la différence (positive) entre les primes versées revalorisées sui-
vant un taux variable fixé par le contrat (par exemple, le taux du livret

Comptablement, 'engagement de I'assureur est représenté au passif de . : A, le taux AGIRRC) et la provision mathématique du contrat
la compagnie d’assurance par la provision mathématique. En adossement : .. . . .
de cette provision mathématique, 'assureur inscrit 4 I'actif de son bilan les ) mwnwbsm,a.ﬁsmﬁ le capital supplémentaire versé en cas de déces est
parts dans lesquelles ont ét¢ investies les primes de I’assuré, Ainsi, si I'assure égal & la différence (positive) entre la valeur la plus haute atteinte par ‘
souhaite mettre un terme 4 son contrat, le rachat par I'assureur de sa dette sur 12 provision mathématique du contrat et sa valeur sctuell . .
l'assuré ne présente aucune difficulté?": y_mmmwwmcmiﬁnlm.mM.H<m.w1m,.mamvmmrﬁmo.m5n ) . Chacune des garanties précédentes peut posséder les particularités sui-
de mﬂmmwu%mfmm  parts. 1 en va différemment des contrats en francs, pour vantes : :
lesquels Ta valeur de réalisation des actifs et celle de la garantie évoluent . .. . .
indépendamment, ce qui fait Peser un risque sur P'assureur. ® ne pas se limiter wm,.amnﬂmuﬁmxmnmm également propose pour des Tisques
' d'invalidité ou de dépendance
1.3 Les garanties * &tre obligatoire ou optionnelle
| Contrairement aux contrats en mmbnm ui peuvent garantir un rendement * étre financée par des bawumlAmﬁmnnw soit fonctions du nmvwﬁmp sous risque,
| minimum et font bénéficier les éopr Ewm %ab mmmnmnm uet, les contrats en soit fixés. Le premier type de prélévement pose no:ﬁm@m probléme car
unités de compte ne tiss w &n valeur mnmmnm H_uEmj . d’apres les articles L 132-5-1 et A-132-5 du code des assurances, les
m_wmmm.nwim,mgmwwmumﬂm me-w&mwwmmbmmmwhiﬁﬁcﬁm%mmmwﬂmamﬂwﬂmow re assurés doivent connaitre les valeurs de rachats de leur contrat A la

Certains contrats prévoien t cependant des garanties mb;@mb.mmsm;m.mmm d souscription. Dans le cas contraire, la faculté de renonciation de I’assuré
e .
'II..!)»I?.}!..}&!»" A b v e i, R AN A N s .L.o..(v‘)~1&n.“.ﬂl?.i{!xr,‘:r.tt-gvxl;ﬁ.!vl? m.ﬂ HDHO mm.
axm;mwm Les garanties Tes plus fréquemment Tencontrées sont les suivantes : ' prorog
T o ————— : . -dela d° i ! : imite varie
*mis 2 part les risques qu peuvent apparaitre du fait des clauses contractuelles qui ) ¢ cesser ou non au .am:w d'un certain bge am I'assuré Aomgm limi
: définissent les dates de valeur des arbitrages, des rachats demandes par les assurés et . entre 70 et 80 ans)
du manque de liquidité de certaines unités de compte. Par ailleurs, les chargements de .
gestion sont effectués en pourcentage de I'encours variable. Cela fait naitre un risque de ® cesser aprés une certaine durée (8 ans)
Prélévements insuffisants. Ces alés justifient l'existence d'une marge réglementaire de 1%.
A 6
5 B S
. . - e P — 2l - B! -
. — — — — e o T = B e | 1 1 4 !
S e e e - 1o oy | o g 8




e Le capital décés en jeu peut &tre limité de maniere absolue (par exemple
5 MF) ou relative (en proportion des versements, par exemple 20%)

* La prime correspondant a la garantie décés peut &tre calculée ex-ante
ou ex-post, chaque mois, chaque trimestre ou chaque année. Elle peut
8tre intégrée aux frais de gestion prélevés sur encours, tre explicite, ou
encore prélevée sur chaque prime v

e La prime associée a la garantie plancher peut étre constante quel que
soit I'age du souscripteur, varier par palier ou par age

Chapitre 2

Le contrat en unités de compte
a support unique

Dans cette section, nous Supposons que le contrat d’assurance comporte un

ique support risqué. Cela nous permet de ne pas considérer le probléme des

ﬁwmﬂmmmpmmmm ﬁﬁ_ﬁmmmcmwo.Zoammagomonmaouo que I'mtégralité de Ta
prime versée est affectée 3 un support donné pendant toute la vie du contrat.
De plus, nous évaluons les garanties dans le cadre idéal on une couverture
peut tre mise en oeuvre sans frais de transaction et on la loi des grands
nombres permet de mutualiser les déess. es deux restrictions seront levées
dans les chapitre 4 et 5.

2.1 Garantie financée par une prime unique
versée & 'origine

2.1.1 Formalisation

L'assuré verse une somme K’ a la compagnie d’assurance. La compagnie
préleve des frais d’entrée et inscrit dans sa comptabilité une somme S, =

K'.(1-fa) = K au titre de la provision mathématique relative au contrat

PPV ROV Avtacs Skt e st e m g s gt v

(f.a. désigne e chargement d'acquisition en, pourcentage de la prime). Selon

les supports dans Hm@:mm.mﬁwmmwmcmwww.nwoﬁ de placer cette somme, la pro-
vision mathématique, que nous noterons ammoammmt.mw. évoluera au cours de

la vie du contrat.
La garantie plancher stipule qu'en cas de déces de Passuré, les bénéfi-
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Cette émﬁmﬂ\vmﬁm dladate t4+i+1,1a probabilité de décés A cette date
est connue, donc la valeur actuelle de la garantie est la probabilite multipliée
par le prix d'une option de vente dont le prix d’exercice est K et Téchéance
1+ 1. Pour un contrat donné, et une souscription en ¢ = 0, la valeur actuelle
probable du coat de la garantie pour l'assureur est donc:

ll(l'lllll.r..ii.!éu;... m% e M en 0
_ _ oo Rlvﬂ E 2. © = K
. _. Q\twlMU ; mu:%+r>\_wﬁ O =
(TD ou TV88/90) la probabilité de décés moyenne du souscripteur & chaque b B
Age. S’agissant de contrats d’épargne, il serait logique de tarifer avec la TV

——

(la garantie vie est Emvouamnpuﬁm_._m garantie plancher en cas de décss st
une garantie annexe). Si en revanche la garantie plancher est optionnelle,

il faut la tarifer 4 I'aide de Ia TD, en raison du wrmuogwmﬁv@.wbm.wﬁmnﬁou

commun en matiére d’assurance. Les souscripteurs ayant le chox de souserire
cette garantie, ceux qui le font sont a pricri ceux qui ont les plus fortes

ciaires du contrat recevront soit la provision mathématique du contrat, soit
M = tows hbu < PM e montant des primes investies K si la provision mathématique est inférieure,
Privte inssht Cette garantie cotte donc & Passureur Maz(K — S, 0) lors du déces.
K= emr \.ﬁ b ’ L'exercice de cette garantie reposant sur le déces du souscripteur, il n’y Mm\
palbr e

AL pas de “choix” d'exercice. Il n’est donc pas adéquat de modéliser le coQt de
' la garantie par des options américaines.
En revanche, on connait & 'aide des tables de mortalité réglementaires

7

(d; désigne le nombre moyen de déces dans 'année dans un groupe assuré
d’age x, I, désigne le nombre de survivants de ce groupe a 'age x)

avec Put(t, K, S) le prix de Voption de vente en t au prix déterminé K
sachant que le prixen O est S = K. On peut noter que I'évaluation dy put
tient compte de I'actualisation des flux.

; Le point crucial de Pétude sera done Pévaluati 0. d'options de vente su
probabilités de déces. Nous Suppasons tout au long de I'étude que la garantie longue période. .
est optionnelle, et nous utilisons done dans toutes les applications numériques m Il est naturel de valoriser ces options par arbitrage. Le vendeur de I'option
la TD 88/90.

peut s'immuniser complétement du risque 1ié & celle-ci en construisant une
Stratégie dynamique contenant de Pactif risqué et de 'actif non risqué. Il
importe donc pour que ces méthodes soient valables qu'a la fois 1'actif risqué
et T'actif non risqué soient negociés. La réglementation est Sensée garantir
la liquidité de I'ensemble des placements représentatifs. Si certains supports,
notamment de type “actions” sont des titres librement négociables et liquides,
c’est moins Je cas pour les unités de ¢compte immobiliéres ou constituées de

supports en francs (dans ce cas toutefois, le risque repose sur la gestion des
contrats en francs qui garantissent souvent un rendement, minimum),

Nous supposons pour évaluer cette garantie que le portefeuille de I'as-
sureur est suffisamment important pour que le risque de déces des assurés
soit bien mutualisé, et qu'il soit indépendant des aléas financiers affectant la
valeur des contrats. On doit ici faire intervenir la mutualisation des risques
car il est impossible de se couvrir sur le marché contre le risque des déces. En
effet, la garantie §'pparente & une option d’échéance aléatoire (indépendante
de Pévolution des marchés). 1l s’agit donc d’un risque en marché incomplet,
qu'il est impossible de couvrir par des techniques d’arbitrage.

Si un souscripteur a I'age z décede entre la i-2me et la ¢ + I-idme année
(par souci de simplification nous Supposons que le capital da & Passuré est
calculé sur la base de la valeur de la provision mathématique 2 la fin de
l'année du déces), le cont de la garantie pour I'assureur g'8leve a! :

2.1.2 Valorisation par le modéle de Black & Scholes

Le modale de Eoiwwaou d’options par arbitrage le plus connu a &ts construit

. par Black b;mamwmmﬂ.ﬁ 1973) . Ce modele Suppose que la dynamique de Pactif
¢ = Maz(K — Mm.,.N 1, 0) sous-jacent 4 I'option est: . . i

'En fait, i faudrait pour &tre plus rigoureux faire un découpage plus fin. En effet,

I'assureur paie le bénéficiaire au moment du déces de I'assuré et sur la base de la valeur -

s
.WHE&+Q&§

des horizons qui peuvent aller jusqu'd-60 ans, il est raisonnable de ne découper que par w%mo.
périodes annuelles. En fait, si on suppose que les décés sont uniformément répartis sur N
I'année, on aurait une valeur plus proche en multipliant la probabilité de décss sur I'année ¢ pler mbamgmuﬁ, moyen de Vactif.
par la moyenne de la valeur des puts dont Véchéance est comprise entre i et i+1.
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e ¢ sa volatilite,

e W, un mouvement brownien standard.

On introduit la probabilite risque-neutre Q, telle que: W, = dW2 —
gy

La dynamique de S sous cette probabilité est donc:

L) = rdt + odW2
»m— .
Le prix avjourd’hui de Toption permettant de vendre I'actif S ay prix K
4 la date ¢ (Put d’échéance t et de prix d’exercice K) est la valeur actualisée
de P'espérance du payoff de 'option sous la probabilité risque-neutre? :

Put(Kt, 5) = e E2{(K - 5,),)
On a donc, avec r désignant le taux sans risque:

Put(K,t,8) = K.e ™ .N(~d;) — S.N(—dy)

avec:

In(So/K) +r + <¢
oVt

Une telle modélisation n’est pas trés satisfaisante en ce . qui concerne les
options que nous cherchons 3 évaluer. Eile est utilisée sur los marche finan-
ciers pour valoriser des options awmﬁmmmmmwm,wmm,rwm_ pour lesquelles on peut
supposer que le taux sans risque et la volatilité sont constants sur la période
considérée. Les résultats que nous obtiendrons en utilisant ce modele présen-

dyg=

tent Pavantage d'fre obtenus tres rapidement, ef pourront néanmorns nows
donner 1o ordre de grandewr du prix de Ja garantie ef des principas afete
mﬂ“mb,m:m ’
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2.1.3 Influence des différents parameétres
Les frais de gestion

Les compagnies P_Pmmﬁwbm,m prélévent sur I’encours de ce type de contrat un

nvﬁmnaﬁﬁmmmha-@mmm.num &uﬁwgmﬁﬁm.eﬁnﬁmg pourcentage de la provision
Bm.?wgwaacm. Nous savons donc déja que dans ¢ années, la provision ma-
thématique sera égale 2 S,.(1 — B)¢, ot j est le taux de prélévement annuel.

Pour intégrer ce chargement dans les calculs, 163 options que Tious devons
calculer ne portent plus sur S, mais sur Si.(1- B ‘

‘Tous les calculs sont menés en’ supposant que les contrats supportent
un chargement de 0.5 %. Ce montant est proche des taux pratiqués sur le
marché. Les frais de gestion ant une importance primordiale sur la valeur
de la garantie; puisqu'ils diminuent la valeur de la provision mathématique
alars que la garantie reste inchangge. 1l existe cependant des contrats qui ne
garantissent pas le chargement, c’est-a-dire tels que le montant garanti en
cas de déceés diminue 4 chaque prélévement. Clest souvent sur ce prélévement
annuel que les sociétés d’assurance financent les garanties plancher qui sont
exercées. P _ e e g E

r e " T

W w_/»n,m.. "..KA..:,_ g 2 .“ ¥

L’age d’entrée de I'assure

1 est évident que la probabilité de décss annuelle des assurés est d'autant
plus forte qu'ils souscrivent un contrat & un &ge avancé. Le prix de la garantie
s’estimant comme une somme de puts pondérés par la probabilité de déces a
Véchéance, elle est maximale quand la valeur maximale du put coincide avec

it R e AL A

la valeur maximale de la probabilité de déces. Pour des valeurs de r et o de

3% et 20% respectivement, la valeur maximale du put est obtenue pour des

échéances de 7 & 10 ans. Il en résulte que la garantie est maximale pour un
&ge d’entrée autour de 70 a75 ans, car I'espérance de vie résiduelle est alors

de Pordre de 7 & 10 ans.
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10,00%

800%

8.00%

700%

valeur de la garantie avec prudence,

2
L]
=
L. b
T 600% s W 12,00%-14,00%
g § W 10,00%-12,00%
> £z B,00%-10,00%
< 500% £ B 6,00%-8,00%
i ! 2 008 04,00%-6,00%
5 4% I 005 ™ 2,00%-4,00%
S : ] 004 ] m0,00%-2,00%
H o Tsux wans risque —————0——
300%
40 LT ansgg P
; — mco:ummgnwoa:uwm o0
200% k Age d'entrée ans
100% Garanties plancher en fonction de I'sge d'entrée et du taux sans risque
(¢ =0,15)
0,00% + t t f— t t
40ans 45 ans 0 ans 55 ans 60 ans 65 ans 70 ans 75 ans La volatilita dy support
dge de souscription . - . .
Quelque soit | age d’entrée dans Iassurance, la volatilité a une influence quasi
linéaire sur le cofit de la arantie.
Valeur de la garantie seion Page pour r = 3%, o = 20%, f.g.=0 &
Le taux sans risque
La valeur du taux sans risque utilisé pour les calculs a une influence tres forte
sur la valeur de la garantie. Quelque soit la valeur de la volatilité, on constate
que la valeur de la garantie est trag slevée pour des taux faibles: elle atteint
méme 30 % des primes pour 1 taux de 2 %. Le taux r qui intervient dans le
modele de Black & Scholes est le taux court, car la valorisation par arbitrage
implique de pouvoir arbitrer chaque instant entre I'actif sans risque et I'actif
. LG ) ; ] ~ o ) .fr C
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30,00%
25,00%
20,00%,
15,00%
10,00% A

5,00%

Coiit de ia garantie (part de
laP.M)

Garantie plancher en fonction de la volatilite et del’

Les imitations de garanties

dge d’entrée (r =, 03)

& 20,00%-25,00%
215,00%-20,00%

W 0,00%-5,00%

2 e g

Srgmn

!

N

12,00%

10,00% ;
~—+— Garantie plancher

8,00% cas général
6,00%

4,00%

limitée P M,
2,00%
0,00%

S;mmommmammuoum
Suguusugum:»&unaga

ige de souscription

Influence des limitations de garantie (r=3%, 0= 20%, f.g. = 0%)

2.2 Garantie financée par un prélévement an-
nuel sur encours

Les chargements syr contrats d’assurance vie sont de deux g.mm : chargement
initial, dit d’acquisition, prélevé en pourcentage de la prime ay moment dy

La question de la tarification de 1a garantie plancher en cag de déces
se pose: doit-on prélever un chargement unique lorg de Enaﬁmiou_ ou
doit-on fixer yn taux de prélavement annuel destiné & couyrir la garantie?
Dans le cadre d'un chargement unique, l'entreprise d’assurance utilise ensuite
cette prime pour se couvrir contre le risque de dépréciation de Punite de

N
Gary = (K - Sy,,(1 - B+ )N+, - 3 ek

k=0



4

En fait, i s’agit de la somme du payoff décrit plus t6t, minorée de la

Wz
valeur actualisée 4 la date N+1 des prélevements effectués sur I’encours de B Gar.(a) = MU SA&\MN\H
ce contrat. Le déces étant irréversible, I'assure qui décede entre N et N+1 _..Mm z s
aura payé ses frais de gestion jusqu’a la date N. ‘. ! = M Put(Sy(1 - (@ +m:..+p_~m. royi+1) Goti aS, MU? + d.muli
La valeur aujourd’hui de cette garantie est (on suppose toujours la date ; = _ L = Iy
du déces, entre N et N +1, déterministe) : _ P
i=0

m_ La recette obtenue grace au prélévement, S, L5+ 1). 545 gjnger
|

N - i . s
—— préte comme le produit entre le montant prélevé la premiere année (a.Sy) et
Vi = e~T(V+1) Two Qk‘ ~= Sy (1 - B+ Duvztf.v - EQ AM aSpeV+1 SVQ b ( ’ 0)
k=0

avec Q la probabilite risque neutre et K = So.

cer la totalité de la garantie: le prélevement annuel est égal an préléverment,
Cette égalits s’écrit plus simplement ;

W initial divisa par la durée de vie résiduelle du contrat, Pourtant, cette régle
A n'est pas complétement exacte: dans le cas og la garantie est financée par

N l:
Viv = Put(Sy(1 - (B+ )M+, K,r,0,N+1) — B9 AMU S mxgv W un vamw,MEmE annuel effectug sur Pencours, la valeur des puts devient un
yurd . Peu plus élevée puisque le méme montant a été garanti alorg que 'encours a

. . . - diminué du fait dy prélévement.
. Or le processus des prix actualisés est une martingale sous la probabilité : Avec de telleg spécifications, le coqt effectivement 4 la charge de I’asgu-
Tisque-neutre : w . Teur est important si I'assuré décede dans les premiéres années dy contrat, il
12 B devient ensuite négatif aprés une dizaine d'annges, . -
m.o Amkﬂlakv = ,m_Q AN?I»Q V»+n.$\r.m.om lnv ",_.m.c . .
i _
{
 Ainsi, . .

2.2.1 Tarification différenciée selon Page

M. B Le taux naturel de tarification selon I4ge @, est tel que:

N
a\ZﬁQv = MQNAWQAH - AQ + vazt_;wﬂ_ o, N+ Hv - A\anl\ %ov Dhﬂ.HAQHV =0
=0
=P ut(So(1~ (B+ )M K, r o N +1) - a(N+1).8, _ En pratique, Passureur peut difficilement imposer des taux de tarification
T a‘ o Mf M. T mmw . . mmm n b aui w différenciés selon P'age, 4 la fois en raison des difficultés de gestion et de la
out se passe donc comme si les prélévements Alen ectues aujour- complexité qu’engendreraient des versements a des dates tres espacées sur un
d’hui. En fait, la valorisation de la garantie Suppose une gestion dynamique, i ! méme contrat, Le tableay ci. dessous résume les veleurs de.cs, pour r — 3%,
En particulier, I'assureur doit emprunter une quantité de titres (N + 1).c, , o =20% et f = 0.5% :
qu’il vend pour obtenir la sorume a(N+1).5: i remboursera progressive- |

ment les titres empruntés grice aux prélévements.

La mutualisation des déces permet encore d’écrire la valeur actuelle pro- .
bable de la garantie bour un assuré d'sge z (w désigne la durée maximale de _
la vie humaine): .

18
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colt de la garantie sang prélévements

7.65 %
45 8.38 %
50 9.09 %
55 9.74 %
60 10.3 %

65 10.75 %

ces Ages que les assurés investissent Je plus dans les contrats d’assurance-vie

en raison du régime fiscal concernant les successions. Fn Ppratique, I’
cherchera un tarif d’équilibre en fonction de Ia Structure par 4ge g’

assureur
entrée de

son portefeuille, La garantie se financera par subventions croiséeg entre les
générations: les plus jeunes, pour lesquels la valeur de la garantie est faible,
subventionneront leg plus 4gés, pour lesquels cette valeur est élevée. Le tarif

d’équilibre va dopg fortement dépendre de la structure par age du portefeuille

de lassureur,

Pour prendre en compte la répartition des versements selon les 4ges, nous
avons obtenu les provisions mathématiques d'ypn contrat actuellement syr
le marché, dont Pencours est de § milliards de francs. La répartition des

Provisions mathématiques par &ge est :

19

-4,00%
3,50%
3,00%

2,50%

Put des provisions
»
[=]
(=]
R

1,50%
1,00%
0,50%
0,00% v
« wmﬂnmwmammnmmmw

d’années), les répartitions de I'age des versements et de I’age des souscriptions
ne sont pas tres différentes, surtout si on suppose que les contratg sont en
grande partie alimentés Par une prime unique versée a la souscription. Leg
coefficients de pondération que 'on applique aux différents tranches d’sge
sont donc les suivants :

20




i Coefficient
ge de pondération

25 07%
30 12%
3B 21%
0 27%
45 46%
50 106 %
55 152 %
60 17%
65 149%
0 119%
5 99%
80 93%

Si I'on reprend les Pparamétres précédents, le Prélévement annuel d’équi-
libre est de 0.6 %. S; on panache prélévement initiaux et prélévement annue],
on obtient, pour un taux de prélévement annuel de 0.4 %, un prélévement
initial d’équilibre est de 2.9 %. L’assureur compense alors les pertes subies
pour des entrées & un age élevé par des gains sur les jeunes,

2.2.2 La prise en compte des chutes

11 serait & la fois irréaliste de Supposer que les assurés resteront présents
Jjusqu’an déces et imprudent d’anticiper un trop grand nombre de départs (du
moins si 'on étudie le cont global de la garantie, sans prélevements annuels).
D’une maniere mm.nmnm.‘_m“ les départs (appelss chutes) vont abaisser le Pprix
global de la garantie puisqu’elle n'est versee qu'au déces d'un assuré encore

»

Dans ce qui suit, nous noterons 7 (3,
La décision de départ sera motivée par

la diminution

minution des recettes consécutives aux

i, 5,80,7,0,z) le taux de départ.

la volonté de I’assurs d’utiliser son

catégories d'actifs rendent
par I'age de Passuré, par

cette hypothese
la fiscalité, qui

par les performances du contrat, rendant |

peu probable). Elle sera influencée
Pénalise les départs trop rapides,
2 garantie plancher plus oy moins

Intéressante. I'état de

santé de |’

Passureur mais i influe certainem

de I'age i du contrat et nous le not

Principalement 1 fiscalite,

N-1
tenant : mwnh . @cc - T,)

Pour chaque contrat présent en début d’

assuré n'est pas observable sans cofit par

€rons 7;. Cela revient a prendre en compte

qui dépend de I'age du contrat?,
La probabilité d’stre encore présent au débuyt

de 'année N s’écrit main-

année 1, 'assureur paiera au titre

de la garantie Put(i+1) avec la probabilité $¢ (1 _ 7i) et regoit .S, avec

une probabilité 14,

=i

3Les contrats subissent en effet des Prélévements sociauy de 10% et un prélévement for-

faitaire libératoire au titre de I’

impo

Précédente. Pour un assuré présent en début

t sur le revenu de 35 % Jjusqu'au quatrieme annivesaire

d’année N,

¢ il demande Je rachat avec upe probabilité 7. Dans ce cas, la garantje rapporte sur
Pensemble de la vie du contrat (en montant actualisé en 0) a.(N + 1).S0, et n'aura

rien cotté.

¢ il ne demande pas Je rachat mais meurt avec Ia probabilité (1 ~ TN) L Dang ce

T+N

cas, la garantie

(actualisé en 0):

apporte sur 1’
Put(i+1)

ensemble de la vie dy contrat a.(N +1).5,, et cotte

¢ il ne demande Ppas Jerachat et ne meurt Pas avec la probabilits 1-(1-7y).
A cet instant, la garantie ne rapporte rien et ne cogte rien,

Le cott net des frais POur un assuré présent en N est donc:

Fﬂ Y .

TN

Vn(a) = (1~ry) 2N Tus@% =B+ )V, K, r,0)

N...1:2

La valeur actuelle probable d
réarrangements (en allégeant les

- &2 +1)50]—7n.a.(N+1).5,

e la_garantie pour un assuré d'ge z s'écrit alors, apres

notations pour Jes puts) :

—

wrz L, =
épargne (cette utilisation peut avair été planifiée oy résulter d’un événement Gary(a) = ,.Mm Vi(a). w . HMC )
aléatoire) ou la perspective d'un placement plus rémunérateur (les caracté- ~ o
ristiques mémes du contrat multisupport qui permet de choisir entre diverses
22
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La valeur de Ja garantie est alors:

w—z

Gara(a) = ¥~ =% (mim1y _ ™) 1R (1~ 1) Put(sy(r (B+e)™, K,r,0) _ s,

NH.T.

=0 °‘z

(les signes moing signifient que I’

/,Tu

Gz
Iz

=0
wez 1

-y

assureur gagne de Pargent sur Ja garantie

8’1l tarifie avec Je taux de prélevement correspondant)

T Put(i 4 1) - a.(i 4 1).5] Hh._.,ﬁ - ﬂ.vv

=20
i-1

[Ta--,) Trali+1).5,

#=0

L’impact des départs peut etre étudié plus facilement e prenant un taux de chute
N. constant 7, la valeur de la garantie est alors: -

‘_ Garz(a) = ..Ml.\;uruﬁﬁ +1
=0
w—z N

‘ | Tk,

=0 'z

Cette formule, agsey lourde, est apres

HI=m)—aSoli v 1)) fex g e

(t+1).8.(1 - 7)1

réarrangernents celle du texte,

pa— T st

Le coit moyen est 3 Présent de -0.83 %,

Le graphique Suivant représente la valeur de 1y garantie par age pour
différents taux de chute.

8,00%

6,00%

4,00%

2,00%

0.00%

-2,00%

-6.00%

Garantie selog le taux de chute annye] uniforme




6,00%

4,00%
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Taux de chute annuel

Convergence de la garantie vers - 0.4 % pour 7->1 (valeur du prélévement
initial)

Pour les versements 3 up 4ge relativement bas (moins de 50 ans), la prise
€n compte d'un taux de chute réaliste augmente la valeyr de la garantie, T]
Ze serait donc pas prudent de négliger celles-ci.

Les différences entre les Ages se réduisent ay fur et & mesure que le tatix de
chute utilisé dans Jes calculs augmente: leg assurés jeunes cofitent plus chers
car ils cotiseront moins longtemps, alors que leg plus agés Ppartiront souvent

Les contrats d’assurance-vie bénéficient d'une fiscalité attractive, notam-
ment au bout de 8 ans. I est donc réaliste d’envisager un taux de départ de

2,00%

0,00%

oarantie

-2,00%

-4,00%

~8,00%

teux de chute

Valeur de la garantie selon le taux de chute des 8 premieres annéeg

Cette fois, le prix de la garantie est croissant avec Je taux. de chute des 8
premiéres années pour tous les contrats souscrits avant 60 ans. La prudence
impose donc de considérer des hypotheéses réalistes de chutes pour les jeunes,

Les entrants 4gés, en revanche, s'ilg e partent pas au cours des premiéres
années, pour lesquelles leur taux de mortalité est élevé, content relativement
Plus cher que pour un taux de chute uniforme 4 10 %.

2.3 Autres garanties en francs en cas de déces

Certains contrats accordent des garanties différentes en cas de déces de I'as-

santes pour I'assuré, car elles permettent d’allier le dynamisme d'un contrat
multisupport investj en actifs a priori rentables 4 des garanties en cas de
décés importantes, Ces garanties sont d’'autant plus intéressantes pour les
assurés qui décident d'investir dans ce type de contrat pour bénéficier dy
régime successoral favorable de Passurance-vie, .
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2.3.1 La garantie de H.m.bamuumﬁ

Le montant minimum garanti en cas de déces est le montazt des primes indexé
chaque année selon un taux prévu dans le contrat. Le calcul est analogue &
celui mené dans les parties précédentes, & ceci prés que le strike de P’option
relative 3 Péchéance ¢ n'est plus K mais K (1411, i désignant le taux

- annuel d’indexation de la garantie. Selon le Tiveau du taux 4, on obtient les
valeurs de garantie suivantes : (r=10.03, 0 = 0.2, f9.=05%)

, 2.5 %
Age \ N ion 0% 05% 1% 15% 2% o259 avec
Taux d’indexation

chutes
25 ans 5.5% 82% 121% 178% 258% 369 % 57%
30 ans 62% 89% 128% 183% 25.9% 2% 6.6%
35 ans 69% 96% 135% 187% 25.8% 2% 76%
40 ans 76% 103% 141% 19.0% 25.5% 339% 86%
45 ans 83% 11.0% 145% 19.1% 249 % 324% 9.7%
50 ans 89% 115% 148% 189 % 241% 30.6% 10.6 %
55 ans 94% 118% 148 % 185% 23.0 % 284% 114 %
60 ans 88% 120% 146% 17.8% 21.6% 26.1 % 12.0 %
65 ans 100% 119% 141% 168% 199% o035 % 12.3 %
70 ans 99% 115% 133% 154% 17.9% o0 % 12.3 %
75 ans 93% 106% 120% 13.5% 153 % 172 % 115 %
80 ans 82% 91% 100% 111% 122% 135 % 10.0 %
moyenne 923% 11.2% 13.7% 16.7% 203 % 248% 112 %

Le surcont impliqué par I'indexation des primes versées est la plupart du
temps décroissant en fonction de I'age. Le surcott est fortement lig 4 la durée
de vie résiduelle du contrat,

40,00%
35,00%
30,00%
25,00%
20,00%
15,00%
10,00%
5,00%
0,00%

Valeur de Ia garantle

dge de souscription

Garantie selon le taux d’indexation

 En intégrant 4 % de chutes tout le long de 1a vie du contrat, le prix de la
garantie devient plus supportable, mais il reste extrémement élevs,

2.3.2 La garantie majorée
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Valeur de |a garantie

30,00%
25,00%
20,00%
15,00%
10,00%

5,00%

0,00%

| —— 100,00%
~=— 110,00%
—+— 120,00%
—=130,00%
8 —— 140,00%

Age \

Taux d’indexation 100% 110 %
25 ans 5.5% 66% 1749 % 91% 10.5 %
30 ans 62% 75% 89 % 103% 119 %
35 ans 69% 83% 100% 11.7% 13.5 %
40 ans 76% 9.3% 11.1% 131 % 152 %
45 ans 83% 102% 123% 146 % 170 %
50 ans 89% 1119 136% 161% 189 %
55 ans 94% 11.9% 146 % 17.5% 206 %
60 ans 9.8 % 125% 155 % 188% 222 %
65 ans 100% 12.9% 162% 198 % 236 %
70 ans 99% 131% 166 % 20.6% 248 %
75 ans 93% 126%

80 ans

une majoration de I'ordre de 30 %, la garantie est appraximativement my)-
tipliée par 2. Le fait de garantir en cas de déces plus que le montant des
Primes initiales peut rapidement cofter trés cher & I'assureyr: la garantie
cotlite autour de 15 % & tout 4ge pour un taux de majoration de 25 %,

2.3.3 La garantie omwzmﬁ

' GAR=Y" A PuCliguet(i + 1, k, k)
i=] ‘z
La notation PutCliguet ne désigne plus un put &mmmﬁcm mais un put “de
strike variable” : M$ = max (St,t € [0;T)). Le calcul d'un put d’échéance T
et de payoff (Mg — mﬂfﬁ effectué® dans Musiela-Rutkowsky (1903)

Puto(T, 50, K) = —g,(N (=d)+e N (-d+ oV/7)
o2 ,
+m2§ — &N Alu + E\dv

L’application qam cette formule donne, selon Page, les résultats suivants:
(r=0.03, ¢ = 0.2, f.g.=0)

5

Ce type d'options est appelé options lookback en anglais -

e

-

~
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Age cliquet sans chute cliguet avec 4 % de chutes
25 ans 61.3 % 9.6 %
30 ans 60.2 % 11.2 %
35 ans 59.1 % 13.0 %
40 ans 574 % 149 %
45 ans 554 % 169 %
50ans  53.0% 188 %
55 ans 50.0 % 205 %
60ans  46.5 % 21.8 %
65ans 4279 228 %
T0ans  38.2 % 231 %
75 ans 32.7% . 221 %
8ans 263 % 19.6 %
moyenne 44.2 % 20.6 %

31

On constate donc que le prix d’une telle garantie est 4 tout Age rédhibi-
toire: cette garantie vaut plus de 60 % de la provision mathématique pour
les plus Jjeunes et vaut encore plus de 25 % a 80 ans! Le prix de la garan-
tie est décroissant en fonction de Tage. En effet, le calcu] be prend pas en

11 faut noter que ce calcul ne prend bas en compte les chargements annuels
(pour I'étude des deux garanties Précédentes, nous les avong fixés 2 0.5 %).
En prenant en compte ce chargement, la valeur de la garantie serait encore

70,00%
§0,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

garantie

—e— garantie

sans cliquet
—a— cliquet
—k— cliquet avec

4 % de
chutes

4ge de souscription

Garantie cliquet

Si on effectue les calculs avec un taux de chutes uniforme de 4 % par année,
le prix de la garantie est évidemment beaucoup plus bas puisque I'espérance
de durée résiduelle des contrats diminue fortement, particulidrement pour les

assurés les plus jeunes,
reste trés élevée (20 %

On constate cependant que la valeur de la garantie
€n moyenne sans frais de gestion).
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Chapitre 3

Le contrat multisupport

3.1 Un Support risqué, un support m.mbm risque

Umumomﬁm monaob_uocm Supposons que le contrat d’assurance peut comporter
deux Supports, un support Tisqué et un Support non risqueé. :

diminue avec I’échéance. -
Les puts que Pon consideére ont donc pour strike K :
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- —— [

K H Maz AH ~(l-wfl-a - B)THeT ov

(T désigne Péchéance du Put, & + f les frais de gestion qui s'appliquent
aussi sur la part non risquée).

‘En effet, au bout de T années, la part (1-w), ayant capitalisé au taux r, et
ayant supporté o+ 4 frais de gestion annuels, vaut: (1—w)(1 - a—f)T+1erT

La valeur initiale de I'actif risqué est w (on exprime, 14 encore, toutes Jeg
données par unité de Pprovision mathématique).

10,00%
9,00%
8,00%
7.00%
8,00%
5,00%
4,00%
300%
2,00%

garantic

60 ans

dge de souscription

Valeur de la garantie selon ]a part investie initialement en actif risqué
(r=3%, 0= 20%, f.g9. = 0%)

représente la garantie plancher est alors beaucoup plus basse que dans le cas
des contrats & support unique (pour 90 % d’actif risqué, le prix de la garantie
chute d’environ 30 % )- Les contrats en unités de compte comportent une
part importante investie sur un support en francs oy monétaire, par Pprudence,
mais aussi car le régime fiscal des contrats en U.C. est plus favorabie que celui
des contrats en francs: les prélévements sociaux.sont dans le cas des ynités
de compte préleveés A la fin du contrat au liey d'tre préleves chaque année
sur les contrats en francs,

—
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On pourrait envisager 'impact de plusieurs stratégies d’arbitrage entre
les supports pour les assurés. Les assurés qui souhaitent investir pour pré&-

de Pactif risqué vers I’actif non risqué. Ce type de stratégie diminue bien
entendu le risque supporté par l'assureur. En revanche, des stratégies consis-
tant & détenir de l'actif risqué en plus ou moins grande quantité selon qu'ila

monté ou baissé n’ont pas d’influence sur le prix de la garantie dans le cadre
de ce modele car "évolution de I'actif y est indépendante du passé.

3.2 Plusieurs supports risqués

Avec plusieurs supports risqués, le flux qui sera & la charge de Y'assureur ay
titre de la garantie plancher ne dépend plus seulement d*un actif C'est pour
un décés entre t et ¢ + 1

(K - M»UE...E._‘_.HT - Q.MW AME.&V

=1 i=0 \j=1

avec:
* S; le prix de I'actif i a la date t
® k le nombre d’actifs

* w; la quantité d’actif i détenu (nous ne Prenons pas en compte les
possibilités pour Passuré de faire des arbitrages, c’est-a-dire de changer
les poids des différents titres dans son portefeuille)

La valeur en 0 de ce flux est donc:

Vor

it

: k ) T k )
E° Aﬁn =2 wiShy )y~ 3D AM E.m_.gvv

i=] i=0 \j=1
. k .
= .TQNAE.,.M_J AHJ + Hv - Q.A.\N. + Hv. MUET.MM
. i=1 .
00 Put,, s(T) désigne le put d’échéance T sur le panier d’actions (89

vocmm—,ﬁﬁmhrw vom%AENV.ZOEmoBEmm donc ramenés a évaluer ce type
d’options. :
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3.2.1 Valorisation d’une option ”panjer”

Nous suivons pour évaluer ce type d’options 'approche proposée par Gentle
(1993).
Nous supposons que les actifs suivent sous la probabilité risque neutre
une dynamique lognormale :
ds;

.m =r.dt + QT&S\M

Cov(dW", dw) = p,dt

Gentle préconise de transformer le payoff de Poption puis d’appraximer la
moyenne arithmétique parla moyenne géométrique. En effet, 1a dynamique de
la moyenne géométrique étant gaussienne, on est ramené a un calcyl classique
de type Black & Scholes,

On cherche 4 évaluer la valeur actuelle du titre dont le payoff en T est;

* .
ANA‘ I. M Eu.;m%,v
j=1 +

Avec Fg; (0, T)=8eTe prix forward de I'actif §7 en pour une lvraj-
son ex T, on pose:

~ w;. S8
w; = e

wiFe; (0,T)
k i k
i s T w;-Fg; Q)
3 '3 X

L'introduction des prix forward permet de mo.aau Si de l'espérance et donc
de ne plus avoir dans 'espérance que des variables aléatoires d’espérance 1,
ce qui permet d'utiliser 'approximation.

Alors:
ko k o
Put, s0(T) = erT gQ > w;.Fg;(0,T). ANT > @;.8
7=1 I=1 +
k — k .
= e 3w, Fg(0,T).E9 A A.N - 9.8
=1 j=1 . +
m.<m.n“
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“ . . r _ Lemma 1 Sopst ¢ une verigble aléatoire goussienne de moyenne 0 et de va-
e I

K = = g ] 2 ) :
e K g s ) k . mance 0° >0. Pour tout q et § réels, on g
* 5o S
* S =5t . E?{(b~ p.mle =bN(~h+0) - aN(-p)
: —~ -~ |
% . L’approximation consiste 4 remplacer | & ;.57 par Gr = thu (Sp)es . ! avec:
Plus Pprécisément, on Suppose que I'écart a I'espérance de Ja moyenne arithmé- .
ﬂ tique a la méme distribution que I'écart & espérance de Ia moyenne géomé- % e N(d) = A e Tds
_ trique. Cela conduit a Supposer, si on note 4, la moyenne arithmétique et G, .
la moyenne géométrique : ] h “ * h=0"In(a/b) + s
h A~ B4 - G) + G, (. On applique le lemme avec:
Au vu des différentes simulations numériques que nous avons menées, _, P N
_ V'approximation est de tras bonne qualité initialement majs elle se dégrade b, TR

au fil du temps. Pour des puts d’échéance éloignée (supérieure a 10 ans), la
formule qui suit sera donc de moins bonne qualité. o

v A . b= wm+ S ....,uu G;.03).T/2 -1

o 0 =e"~T). 503172

»A. ) a!
wﬁ?:mﬁﬂn Meg.mm.m_o Q«+@oﬁql 3.2;.8) ~ Gr)4/F,
o J=1 i=1 On en déduit :
m . Apres réarrangements, on trouve:;

-~

S Sl 55.5;.WF - wu_cu.hw.u,\u k . — _—
Gr = eLom® = Put, 50(T) o~ AME.@WV .ANI?M;E.%% Lv N (=1y(T))

or «\nwrwuu ;5. Wf) = tim1 03055550, T = v*.T avec v? — .ﬂ.nw a
X1 000,705 p, ~e LB Ny ©))
Avec ces notations, on a:
. k . avec:
0385 W] ~ N(eTomaPsoD12 oy — -
W # s~ N ' (0"~ Th,9500).7/2 - 1n T?;?“- i1 S oTL2 HV +l27
. I o(T) =
Par ailleurs, , . 12(T) : T
k P k-~ k . ! . R ) .
EBGr - ¥ 9,.50) = *-Th Biad1re 2.0, E9e~T 5i) : 3.2.2 Linfluence de Ia corrélation des supports

j=1 =1

. . . . - 1 N
Mn?nﬁmwim&,.qv.ﬂ\n _ W 5, = T Gyt . fluence primordiale sur la valeur de celle-i. Pour bien non.%amcanm P'influence

. J=1

hmn?n&ﬁwnmmnogmu: » comme-dans le cas de Black & Scholes, en utilisant nous faisong varier le coefficient de corrélat
le lemme suivant : . .
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nias,

Valeur des puts selon Ia coméiation des

Valeur des puts sur le panier selon 'échéance en fonction de la corrélation
des deux supports (r = 3%, o, = oy = 20%)

Le fait de prendre en compte une corrélation fait diminuer considérable-
ment la valeur des. options sous-jacentes. Pour des échéances relativement
longues (autour de 10 ans), supposer que les supports ne sont pas corrélés
divise la valeur des puts par trois! .

Dans la réalité, la corrélation entre différents supports de méme type (par
exemple de type actions) est assez dlevée (de l'ordre de 0.5 ou 0.6). La valeur
de la garantie ne diminue donc pas aussi fortement.

3.2.3 Le contrat avec trois supports risqués

Nous appliquons le résultat de Ja méthode d’évaluation avec k = 3. N ous choi-
sissons d’introduire 3 classes d’actifs, les différentes classes d’actifs pouvant
Présenter des profils de risque tres différents. On peut, par exemple, suppo-
ser qu'il s’agit de parts investies en actions, en immobilier oy en produits de
taux d'intérat. On peut également supposer qu’il s’agit de parts investies en
actions européenes, américaines ou asiatiques. En effet, ces types d’actions

sont trés corrélées A court terme mais le sont beaucoup mojns a moyen ou
long terme.

Nous allons donc évaluer Pimportance des coefficients de corrélation et
des proportions des actifs.
Les coefficients de volatilité sur longue période que I'on choisit sont:

® pour le titre 1, le plus risqué, par exemple investi en actions: oy =0.3

® pour le titre 2, investi, par exemple en immobilier, ou en actions moins
dm@ﬁmm“ oy =02

e pour le titre 3, investi en produits moins risqués, par exemple en sicav
obligataires: o3 = 0.1
Le fait de supposer que le troisigme titre, modélisé par une loi lognormale,
puisse &tre-des parts de sicav de taux d'intérét peut paraitre surprenant dans
la mesure ot les titres sous-jacents sont des obligations. Pourtant, la capitali-
sation des intérets se fait au fur et & mesure du temps et de manigre aléatoire
en fonction des variations de la courbe de taux d'intéret. La duration de la
sicav ne varie pas comme la duration d’une obligation: le réinvestissement
des coupons par le gestionnaire permet de garder celle-ci presque constante.
La modélisation lognormale avec une variance faible nous donne donc une
idée des résultats, méme si la modélisation est discutable.
La garantie vaut, pour un portefeuille constitué uniquement de titre 1 ou
uniquement de titre 3: .

Age titre 1 titre 3
25 ans 1162 % 0.60 %
30 ans 1280% 074 %
35 ans 1401 % 0.90 %
40ans 1520% 1.10%

45 ans 1630 % 1.33%
50 ans 1725% 1.58%
55 ans 1791% 184 %
60 ans 1828 % 2.09 %
65 ans 1828 % 2.32%
70 ans 1780 % 252 %
T5ans 1647 % 2.61 %
80 ans 1421 % 2.50 %
moyenne 17.14 % 2.06 %
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Les corrélations entre les 3 supports

Nous supposons ici que le contrat est investi en proportion (1} 1) dans les i

31313

trois actifs. Nous étudions I'influence deg coefficients de corrélation sur la

valeur de la garantie,

Nous posons ici P12 =Pog=pi3=p

Les frais de gestion sont, 1a encore, de 0.5 %
prélevés au titre de la garantie plancher)

Age\p 04 02 02 04 06 08 1

25ans  01% 01% 01% 0.2 % 03% 04% 06% 0.9 %
30ans  01% 01% 02% g3 % 04% 06% 08% 1.2%
35ans  01% 02% 03% 04 % 06% 08% 12% 17%
d0ans  01% 03% 04% 06% 08% 12% 16% 23 %
Sans  02% 04% 06% 08% 12% 16% 22% 31 %
0ans  03% 05% 08% 1.0 % 1.6% 22% 3.0% 40 %
S5ans  04% 07% 1.1% 16% 22% 29% 38% 49 %
60ans  06% 1.0% 15% 21 % 28% 3.7% 46% 5.8 %
65ans  08% 13% 209 27% 35% 44% 54% 6.5 %
Mans  10% 17% 25% 33% 41% 50% 6.0% 70%
TSans  13% 21% 289% 36% 45% 53% 62% 70 %
80ans 15% 22% 3.0% 37 % 44% 51% 58% 6.5%
moyenne 0.7% 12% 1.7% 23 % 29% 37% 45% 559

On constate que si 1a corrélation est faible (p < 0.2), le prix de la garantie

bour ce portefeuille est plus bas que pour le portefeuille composé du titre
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annuels (ils ne sont pas

garantie est régulidrernent croissante en fonction de Ja
corrélation entre les supports. Pour des valeurs de Ia corrélation de ordre de
0.5 4 0.6, la valeur de la garantie diminue 43 peu prés 25 %. C'est I'ordre de
grandeur qu’il faut retenir, car les portefeuilles des assurés sont trag différents, _
ils contiennent deg Supports de nature variée dans des proportions qui ne sont

i Un contrat a dominante “actions”

Nous étudions dans cette
. et & 15 % dans les titres
{ 2 maintenue fixée a: P =
et les deux autres actifs n'a
w représente la valeur de Ia garantie

0.6,

Age
ﬂ 25 ans
30 ans
. 35 ans
k . 40 ans
45 ans
K 50 ans
m 35 ans
’ 60 ans

65 ans
t | |

70 ans
75 ans
80 ans

La corrélation entre le titre 3 et
Pas sur le prix de la garantie.
- bour ce portefeuille de ordre de 7.
que le prix de la garantie pour un
L Clest 12 encore un des bienfaits

de chute annuel de 4 %
un chargement de 0.3 %

partie un contrat. investi a4 70 %
2 et 3. Pour une carrélation entre les titres 1 et

moyenne 7.61 %

dans le titre 1,

la valeur de la corrélation entre Pactif 3

quasiment pas d’inflnence. Le tableau suivant

POUr py 3 = py 3 = 0.6

Garantie
1.10%
1.54 %
2.18%
3.05 %
415 %
5.44 %
6.77 %
8.00 %
9.03 %
9.71 %
9.73 %
8.93 %

les deux autres titres n’inflye absolument

On remarque cependant que la garantie vaut

54 8%, ce qui est Dlus de deux fois mojng
portefeuille constitus uniquement d’actif
de la diversification.

" On déduit, donc de cette partie que Ia prise en compte de la diversité

_ des supports par l'intermédiaire d'un modéle avec plusieurs actifs corrélés
entraine une diminution dy Prix de la garantie de I'ordre de 25 4 50 %.

Pour ce contrat Précis, nous cal

culons le prix de ]a garantie avec un taux

(avec toujours un chargement de 0.5 % et cette fois
au titre des garanties plancher):
3
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contrat comporte un support de type “actions”, et un support de type sicav
obligataire, que nous approximerons comme un zéro-coupon d'échéance T.
Cette caractérisation peut paraitre frustre mais noug permet de simplifier le
modele pour le rendre calculable, moyennant certaines appraximations.

Une autre approche aurait Pu consister & simuler un portefeuille obliga-
taire par la méthode de Monte-Carlo. La possession d'un portefeuille de sicav
de duration variant entre ¢ et ¢ + 1 se résumerait a l’achat d’un zéro coupon
d’échéance ¢+ 1 en début d’année, par sa vente en fin d’année suivi du rachat
d'un zéro coupon d’échéance t+1 émis un an plus tard. La mise en oeuvre
pratique d'une telle approche aurait toutefois demandé beaucoup de temps
a cause du travail de Programmation associé.

Nous utilisons & nouveay 'approximation numérique proposée par Gentle
(1993) pour calculer le prix d’une option sur un portefeuille constitué d’une
part investie en zéro coupon et d'une autre en actions dans le cadre du
modele de taux d'intéret développé dans Heath-Jarrow-Morton (1992). Dans
ce modele, la dynamique des actifs risqués ne dépendant pas des taux d’intéret
a été étudiée dans Amin-Jarrow (1992).

w._w.H Le modéle de taux d’intérét

Umbmnmﬁm mmnnmob,bocmgvv&onm~8 résultats du modale général de taux
d’intéret développé dans Heath-Jarrow-Morton (1992). o

Proposition 2 Etant donnée urie courbe des taus forward {f0,T;T €0, 7]},
les tauz d’intéret forward vérifient I'équation stochastique suivante :

i=]

FET) = FO.T)+ [ a(w Tw)iu+ 3o Ji o4, T, w)aWi )

pour tout ¢ € [0,T] et T € [0, 7]

a(t, T,w) et 0;(t,T,w) pour i = 1,...,n sont supposés vérifier les condi-
tions de régularité usuelles,

Définissons un facteur d'accumulation correspondant au placement ay
jour le jour au taux court instantané r(y) = f(y, y):

B(t) = exp Qo_ AS%V

H.mvﬁx%cuumuonozvouwwwmuammmbﬂcnwgnpF mmﬂmﬂmudﬁﬁvmu
définition des taux forward ; .

P, T) = exp —n Ji ", si

pour tout ¢ €[0,T] et T €0,7]
La valeur actuelle du zéro coupon de maturité T est: Z t,T) = P(t,T)/B(t)
L'application du lemme d'Ito & Z (t,T) donne:

dZ(t,T) = b{t, T).2(t, T).dt + 3" au(t, T) Z(2, T)awWi(c)
i=1

avec:
v o8t T)=— [T oi(t,u,w)du pour i = 1, )
A v@. H,.V = l..\.«u. QQ: dv&.: + W Mwﬂa T.M. 5@, u, %Q. :anﬁ_u

Amin et Jarrow (1992) proposent de traiter le cas d'un actif risqué sup-
plémentaire en étendant I’économie analysée par Merton (1973) Ao_@n«qw.&um
dans le cas oi o est déterministe). On se place dans le cas n=1. La dynamique
des taux forward s’écrit alors:

4f(t,T) = a(t,T,w)dt + o(t, T)dW (t)
La dynamique de 'action est mogmo par: .
&mn = t.m.nkw + %u%n.nms\cw va + &.n.m_nﬁgn?u

ol W et W, sont des browniens indépendants et §;, 6, et Sy > 0 des
constantes.
Les valeurs de B, S et P sous la probabilité risque neutre Q sont:

B(t) = %& eiw Ji " a(s, t)2ds — / " a(s, %ﬁﬁi @31)
S, = 50.B(t). exp Auw (62 +62) .,“ +EWAt) + sﬁosv (3.2)
P = 0 o ([ ] ot 910,95y - Lo [oto o] i)

(3.3)
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3.3.2 L’option Panier sur zéro coupon et action

Nous définissons dans le cadre de ce modale TP'option panier d'échéance t sur
le portefeuille contenant w1 actions et w, zéro coupons d'échéance T par
(T>1):

K~ 1.8, —w, P, T
Pub(e, 5,05y (,T) = BQ A AG/E%FF / i

Nous suivons 13 aussi Papproche Proposée par Gentle (1993), mais pour
avoir des parametres d’actualisation simples, nous exprimons les dynamiques
des prix sous la probabilité forward neutre.

On a, par arbitrage :

Sp = P(0, nv.m.mhou t)

P(0,T) = P(0,¢).Fp(0, t,T)
avec:
® F5(0,t) le prix forward en 0 de l'actif S pour une livraison en ¢

oh,lpﬁ.ﬁ:auaxmogﬁagc du zéro coupon d'échéance T pour une
livraison en ¢, :

On pose:

= W .S = En.m.ﬂo_uw
* @1-So+w3.B0.T)

w1.Fs(0,t)+wg. Fp (0,4,T)

—2POD) _ wareerm
b Dwuc..mo??us.é

w1-F5(0,7)+wa Fa(0,07))

et Q, désignent les proportions respectives (en valeur) des actifs ac-
tions et obligations dans le portefeuille

On écrit alors:

. Tﬂn?rmr&xvv ¢7T) = [w1-Fs(0, t) +w2.Fp(0,¢,T)].

avec:

o 5= S

Fs(0,t)
D Pt.T
. WQ“ NJV = Fr0iT)
. .\NN\" K K.P(0,t)

w1-Fs(0.8+ws FpOtT) = 0 Botws. B0.7)

Pour sortir le coefficient d’actualisation B(t), nous changeons de proba-
bilité: nous passons de la probabilité risque-neutre 4 la probabilité forward

neutre en t, c’est A dire la probabilité telle que umm% est martingale:

.Nuﬁw?r.mreu.vv Au, HNJV = MEH Lﬁ..wau 3 + Em:muﬁo_s_ H..:

.mi (R-2.5 -0, 5,m) BOPEY POY

+'B(t).P(0,t) B(0) \Ni
Or Mm.ﬁ%rw est la densité du changement de probabilité. On a donc:

Nucn?r.wrsn.wv? T = _E?M«WAP t) + w2.Fp(0,, 7).
PO.4.E {(F-0,5 -0, 5, 7)), /Ro}

Pt 5,100,874, T) = 1.5 +wg.P(0, T .EF ﬁ (R-0.5 -, B, 7)), \m@

Pour approximer le terme sous P'espérance, nous approximons la moyenne
arithmétique par une moyenne géométrique:

wﬁuﬁErmﬂ.Eu.md AN, qu =3 T.:Lm.o +EwLUAO_ MJVH .
EF A (B-BF [(0.5 + 0Bt 7) - G)/R) - G.), \ﬂ
avec G, = S5 B(t, T)%

G; est une variable gaussienne sous la probabilité forward F.
Nous sommes done ramenés 3 un calcul classique de type Black & Scholes.

= oo {5 [ ot 7~ (614 )] s [ 15 -t ) vty +uW)
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d’apres (3.1) et (3.2).

P(0,1).P(,T)
PG, T)

oo { [, [ et shatu sy [ L o] awe |

d’apres (3.1) et (3.3).
ainsi,

P(t,T) =

It

Fio ASHW T@‘ )2 — Amw + mmz +/Z, .0(y, 5).a(y, mv&mv dy

v

Gr=e| | (%0 161~ ay,0)] ~ [2=7 Daoly, )ds) aWR(y) + 06,8t

=t

Le changement de probabilité s'écrit :

AW (y) - a(y, t).dy
dW(y)

dW{ (y)
AS\%AS

aprés arrangements,

—

G = el .\“uoﬁbﬂ.w. Tn@« £ - Qm +mwz +§.61.a(y, t)
+ M 2.0y, 5). [a(y, 5) - aly, £)] ds)dy

+ ﬁw ?. [61 - afy, )] —

ainsi, sous la probabilité forward neutre,

" oy, %hv AWF (y) + W (1))

8=t

In(G) ~ N %a?m.?%&fQT&VT
Ubra(, )+ [ 0oy, s). foly, ) - afy, 1)) ds)dy, )

2
_avec p? = [* ADH. (61— a(y,t)] ~ [Z, D.oly, mvmmv dy + Q6%

v=0
Par ailleurs, :

BT @5, + 0y B(t, T) - G| = ME"(S) + 0. BF (Pt T)) ~ EF(G,)
Or: : )

48

© BT(S) = e {3 ff [~aly, 00 - (52 + 8)] dy+ 1t (62~ aly, )2 dy + 363t}
* BRP(T)) = e o (1L oy, ). (3, 5) - afy, ) ds) dy

1 fymo (S oy, 5)ds)” dy)

* B(G) = exp(fi_y( 3. [~a(y, )2 - (6 +8)]+

bu.awu.n.ﬁ@q wv + .M.lnn mu.QQ\“ .mv. ?Q\w mw - Q.AQ_ ﬂvn_ &mvkﬁ
+3 fomo (D181 = a(y, )] = ST, Qy.o(y, s)ds)” dy + 0253t)

Or en déduit donc 4 I'aide du lemme 1 I'expression de la valeur de I'option.

3.3.3 Application au contrat multisupport

Le contrat multisupport contient une part w; investie en actions S, et une
part w, investie en sicay obligataire,

Une sicav est un portefeuille d’obligations de maturités différentes. Sou-
vent, les sicav se caractérisent par leur duration, mayenne pondérée de ]'6-
chéance des flux des obligations constituant Ia sicay. Le réinvestissement de
ces différents flux, coupons ou principaux des obligations, est réalise par le
gestionnaire de la sicav en conservant & peu prés une duration fixe. Pour le
calcul d’une option d’échéance T, nous appraximons I’évolution de ]a part de
sicav par I'évolution du zéro coupon de maturité résiduelle égale 4 la dura-
tion, soit T + D (D deésigne la duration). Nous appliquons donc le résultat
précédent avec:

0(5,T) = g.e~MT~9)
donc:

a(t,T) = — \Wq? &% = m T;%.?s -~ L

¢ o|l—e
f ety = P52
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t o2 [1— g2 1_e X
24, T 92"°%
\o. a(y, t)dy 3z ﬁ o 2. 3 +L

La dynamique du taux court devient alors:
= f(0,%) + % \o.“ e M=y e~ gg 4 u.\c; e~ A=) gpy @
soit :
dre = [k(t) = Ar,] dt + cdWQ

avec
1—e 2

w0 =010, 42 £(0,9) 4 0?2
la partie déterministe de la différentielle du taux court vaut donc:

T%_ 4o

mH — g—2t

o T A(F(0,8) — JL dt

Cela nous ramene 4 un modale étudié par Hull-White (1980). La dy-
namique de l'action et du zéro coupon sous la probabilité forward neutre
deviennent :

a. ob 2 2
. (-56- 35 - 761~ 363)t
n%anm-néimﬁmmeév

Wu = exp
+h[6 -0 (ede-u) 1)] dWF (3) + ;W7 (1)
_ IM/M Amlsﬁ _ mun\é.?m\: _ C + m»u?'»u, _ mlj.?k ~-1)
%? u..v = exp .Tm Aml\ﬁ _ mlynv@.?k - m!:v +1— m\:v

= hmo § (67 = &= e dWF (y)

Q,.m

243

2
T AT (1 ey 4

y'm \/n AH - mlm»uv

Var(log(5)) = (6 + 5)%t + 63 — 2

- 2
Var(log(P(t, T)) = %?!ﬁ. —eTM)2 (2 _ 1)

En notant :
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o =005 +%)
e Uy Aw, N._v = m. AIADH + buv.miﬁ + Dmml»ﬂv

On a:

2
Var(ln(Gy)) = p* = (u? + Q262)t + Tt (€4 = 1) +

1
sxra(e™ —1)

Exemple de calculs

Pour effectuer des estimations pratiques, nous avons besoin de choisir les
parameétres du modele. L'un d’entre eux est la courbe des taux d'intéret ini
tiale. Par souci de cohérence avec nos calculs précédents, nous considérons
une courbe des taux plate, tous les taux valant initialement 3%. En fait, il
faudrait rentrer la courbe des taux actuelle, qui est dans les modeles de type
HIM 12 meilleure estimation de la courbe des taux future, Cependant, ce
type de modeles est intéressant pour-le calcul de la valeur de produits dé-
rivés d’échéance courte. Pour Pestimation d’options de long terme, se posent
d’autres problémes, liés ay contexte financier global. Ainsi, 1a courbe des taux
a beaucoup évolué sur les 12 derniers mois. Si on évaluait la garantie avec
1a courbe des taux réelle, la valeur de cette garantie aurait beaucoup baissé
depuis un an, sans que les anticipations de trés long terme ne changent. Nous
choisissons donc d’utiliser pour les calculs du modgle une courbe des taux
“prudente”, plate a 3 %. ,

Le choix de &,et 6, permet de fixer la volatilité dy support action (o2, =
63+ 62) et la corrélation entre les actions et les taux (par lintermédiaire de
61). Pour rester dans le méme cadre que précédemment, nous choisissons de
fixer la volatilité dy support action & 20 %. La corrélation entre les taux
et le niveau des actions est ambigiie: I'effet de ’actualisation des bénéfices
implique, toutes choses égales par ailleurs, une corrélation négative entre
hausse des taux et hausse des actions, de plus, une hausse brutale des taux
est en pénéral associée 4 une baisse des actions, les agents devenant moing
solvables. Les taux sont cependant élevés en période de forte activité, fa-
vorable aux actions par I'intermédiaire des bénéfices. La résultante dépend
de I'environnement €économique et des périodes historiques considérées. La
corrélation er question intervient 4 deux niveaux dans le prix de la garantie:
un parametre &, positif signifie que les deux supports sont anticorrélés, ce qui
a tendance A diminuer le prix de la garantie, mais cela implique également




que les flux dans les états de la nature favorables (cas de hausse des taux
et des actions) seront actualisés & un taux plus élevé que les flux dans les
états de la nature défavorables (cas de baisse des taux et des actions), ce qui
augmentera le prix de la garantie,

Nous considérons deux cas:

o&ﬂ wqﬂ =016, = u% et = 0.173 (les actions et les obligations

sont dans ce cas anticorrélés)
e 5 = lwo.aﬂ =-0.1, §;, = o.“_..w.m.

Nous fixons le parameétre ¢ de volatilité du taux d'intéret a 2%, valeur
estimée sur longue période pour les taux courts américains. Le parameétre A
est plus délicat & déterminer, il doit &tre grand par rapport & o si 'on souhaite
que les taux ne rejoignent pas trop lentement leur valeur d’équilibre, mais les
différentes études empiriques sur les taux courts montrent que ce parameétre
varie beaucoup selon les données considérées et les modales employés. Nous
brenons par exemple A = (.2,

Nous maintenons un taux de prélévement sur encours de 0.5% par an.
L’approximation centrale du modale n’est malheureusement plus valable pour
les puts d’échéance tres éloignée. Nous remédions & ce probléme en introdui-
sant un taux de chutes uniforme de 4% par an, qui semble réaliste.

A titre de comparaison, les tableaux suivants résument les valeurs des
garanties aux différents ages lorsque les taux sont fixes, obtenues respecti-
vement dans le cadre du portefeuille action/actif sans risque développé en
(3.1) et du modele développé dans cette partie (en fixant dans ce cas 4 0 le
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parametre o de volatilité des taux):

%actions 0 20 40 60 80 100

25 ans 0% 0% 0% 0.1% 0.4% 1.1%
30 ans 0% 0% 0% 0.1% 0.6% 1.4%
35 ans 0% 0% 0% 02% 0.8% 1.8%
40 ans 0% 0% 0.1% 0.3% 1.0% 2.3%
45 ans 0% 0% 0.1% 04% 1.4% 2.9%
50 ans 0% 0% 0.1% 0.6% 1.8% 3.5%
55 ans 0% 0% 02% 0.8% 2.3% 4.1%
60 ans 0% 0% "0.3% 1.1% 2.6% 4.5%
65 ans 0% 0% 0.3% 1.3% 2.9% 4.8%
70 ans 0% 0% 04% 1.5% 3.0% 4.8%
75 ans 0% 0% 0.5% 1.5% 2.9% 4.4%
80 ans 0% 01% 0.5% 1.3% 2.3% 3.4%

codt de la garantie pour ug support action et un actif sans risque

%actions 0 20 40 60 80 100

25 ans 0% 0% 0.1% 0.2% 04% 1.1%
30 ans 0% 0% 0.1% 0.2% 0.6% 1.4%
35 ans 0% 0% 0.1% 0.3% 0.8% 1.8%
40 ans 0% 0% 0.1% 04% 1.1% 2.3%
45 ans 0% 0% 0.2% 0.6% 1.4% 2.9%
50 ans 0% 0% 0.3% 0.9% 1.9% 3.5%
55 ans 0% 0% 04% 1.1% 2.3% 4.1%
60 ans 0% 0% 0.5% 1.3% 2.7% 4.5%
65 ans 0% 0.1% 0.6% 1.5% 2.9% 4.8%
70 ans 0% 0.1% 0.6% 1.7% 3.1% 4.8%
75 ans 0% 01% 0.7% 1.7% 2.9% 4.4%
80 ans 0% 0.1% 0.6% 1.4% 2.3% 3.4%

codt de la garantie pour un support action et un actif obligataire quand les taux sont fixes

Dl ne devrait théoriquement pas y avoir de différence entre les deux ta-
bleaux ci-dessus. I'écart provient de !'approximation empruntée 3 Gentle
qui, dans les cas considérés, majore la garantie. L'erreur est évidemment
mulle lorsque P'on a affaire & un support pur. Si l'erreur absolue est trés
faible, il faut noter que I'erreur relative peut étre importante pour une grosse
proportion de zéro-coupons.
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Nous présentons ensuite Jes Tésultats obtenus pour un portefeuille com-
portant un zéro coupon de duration initiale T = t+4, ¢ désignant Péchéance
du put considéré, ou encore 1a date de déces anticipée de assuré qui n’aura

pas résilié son contrat.

% actions ( 20 40

25 ans 0% 0% 01%
30 ans 0% 0% 01%
35 ans % 0% 0.1%
4ans 0% 0% 01%
45 ans 0% 0% - 0.2%
50 ans 0% 0% 0.3%
55 ans 0% 0% 0.4%
60 ans 0% 0% 05%
65 ans 01% 0.1% 0.6%
70 ans 01% 0.1% 0.7%
75 ans 0.1% 0.1% 0.7%
80 ans

60

0.2%
0.3%
0.4%
0.5%
0.7%
1.0%
1.3%
1.6%
1.8%
2.0%
1.9%

80 100
0.5% 1.7%
0.7% 2.2%
1.0% 2.7%
1.3% 3.4%
1.8% 4.2%
2.4% 5.0%
2.9% 5.6%
3.3% 6.1%
37% 6.3%
7% 6.1%
34% 5.4%

01% 01% 0.6% 1.5% 2.6% 4.0%

colt de la garantie pour un support action et un 2éro-coupon t+4, pour >0

% actions 0 20 40

25 ans 0% 0% 0.1%
30 ans 0% 0% 0.1%
35 ans 0% 0% 0.1%
40 ans 0% 0% 01%
45 ans 0% 0% 0.2%
50 ans 0% 0.1% 0.3%
55 ans 0% 0.1% 0.4%
60 ans 0% 01% 0.5%

70 ans 01% 02% 0.7%
75 ans 0.1% 0.3% 0.8%
80 ans 01% 03% 0.7%

60

0.1%
0.2%
0.3%
0.4%
0.5%
0.7%
1.0%
1.2%

65 ans 01% 02% 0.6% 1.4% 2.5% 4.0%

1.5%
1.6%
1.3%

80 100
0.3% 0.8%
0.5% 1.1%
0.6% 1.4%
0.9% 1.8%
12% 2.3%
16% 2.9%
1.9% 3.3%
2.3% 3.8%

27% 4.1%
2.6% 3.8%
2.1% 3.0%

cofit de la garantie pour un support action et un 2¢ro-coupon t+4, pour 6<0

Les résultats que nous obtenons montrent qu’un portefenille composé
majoritairement de zéro coupons présente un faible risque pour I'assureur.,
L’anticorrélation entre les actifs diminue dans ce cas le prix de la garantie :

on s'apercoit en effet qu'un portefenille qui contient jusqu’a 40%
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d’actions

est moins risqué pour 61 positif que pour 01 négatif. Il en va différemment

pour les portefeuilles investis 4 plus de 40 % dans Paction, les portefenilles
actions/zéro-coupons devenant méme moins risqués que les portefenilles ac-

‘tions/actifs sans risque. C'est I'influence du modele de taux d'intérat qui se

fait alors. sentir: pour §; < 0, dans les états de la nature o les taux sont
élevés, le cours de Paction est plutét bas, la valeur du portefeuille est en
moyenne faible, mais le flux 3 verser au titre de la garantie, méme s'il est
€levé, est actualisé 4 un taux plus éleve,

On peut aussi Supposer que I'actif pen TiSqué est représenté dans les

con-trats par des z€ros-coupons d’échéance 30 ans, plus volatiles, Ia par-

& plut6t majorer la garantie, mais la valeur de celle-ci oscille autour de celle
obtenue grace au modale actions/actif sans risque, suivant les valeurs des pa-
ramétres. Puisqu'il noug importe surtout de nous faire une idée des valeurs
des garanties, et que les valeurs des barameétres sont largement indeterminées,
il semble que I'utilisation du modele le plus simple soit préférable. Nous reve-

nons d'ailleurs aux modales de base de type Black & Scholes des le chapitre
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Chapitre 4

La couverture des garanties
(hors risque de décés)

sonnables et accessibles aux assureurs. Nous aurions pu par:exemple étudier
des stratégies oq il Y a ajustement du portefeuille partir d’'un certain seuil
d’écart au portefeuille optimal, ou la possibilité de se couvrir avec plusieurs
catégories d’options simultanément. Nous n'étudions ici que des stratégies on
les ajustements ont lieu & date fixée et n'utilisent qu'un type d’options a la
fois.

4.1 Qualité d’une stratégie de couverture d’une

option
4.1.1 Théorie dans le cas continu, sans frais de tran-
sactions .

La théorie de Black & Scholes permet au vendeur d’une option de.se couvrir
trés facilement contre Jes variations de celle-ci & I'aide du sous-jacent et de
Pactif sans Tisque. Plus précisément, le vendeur de T'option doit, pour s’im-
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D U

Imuniser contre les variations de Pactif, avoir un portefeuille tel que la dérivée
de sa valeur Dar rapport au titre (le delta) soit nulle,
Le quantité d’actif a détenir est telle que (notons B, I’actif sans risque) :

0
.@’»m. OE.Nrm_n + tm.mw - Oﬁn?m.f u,_ .mw‘. na, “NJVV =0

soit :

_ QQEA.W? u_uNﬂg 70, NJV H
o= 59 _

Hy = mnluAQHArmn?d. Nﬂ_ ro, ”NJV 'twmnv

(1, est le nombre d’actiong détenues dans le portefenille de couverture, i
4 la quantite d’actif s risque, Opt désigne un Call ou un Put).
A condition de rajuster en permanence son portefeuille, le vendeur de

dont la valeur est toujours égale 4 la valeur de Poption vendue et ne subit
donc pas les variations du cours de Pactif, ~

En pratique, il est impossible de rajuster un portefeuille en permanence ; A
un nombre finj de transactions, ne serait-ce que pour
des raisons pratiques. Par ailleurs, un ajustement de portefeuille est conteny.

Pour couvrir Ia garantie d'un portefeuille de contrats, il faut calculer Jes
coefficients de couverture sur chaque contrat, puis faire la somme de ces
coefficients pour tous les contrats.

4.1.2 Intégration de colts de transactions: modeéle
analytique dans le cas d’un call

L’intégration des conits de transactions dans le cadre dy modele de Black
& Scholes a été fait par Leland (1985) et par Toft (1996). Leland étudie
l'influence de ces derniers dans le cas ot la durée entre deux ajustements
tend vers 0. Leland montre que le prix de réplication de Poption tend vers

I'infini quand Pintervalle d’ajustement tend vers 0. On sajt pourtant que
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I'option est dominée strictement par l'action, et que celle-ci a un cont fini.
La méthode de couverture Proposée par Leland n'est donc pas efficace pour
des intervalles d’ajustement petits. La méthode reste cependant intéressante
pour des intervalles d’ajustemnent plus grands. Or, pour des raisons pratiques,
les assureurs ne Se couvriront que quelques fois dans I’année. Nous allons
suivre I'approche de Toft, qui a généralisé Papproche de Leland aux cas ou
Pintervalle d’ajustement ne tend pas vers 0.'Nous reprenons ici les résultats
€tablis dans le cas d’une option d’achat,.

Toft suppose que I'achat ou la vente d'actifs entraine des coQts propor-
tionnels 4 la quantits échangée; il propose au vendeur de I'option de ne plus
tarifer Poption en utilisant Ia volatilité réelle, mais en utilisant une volatilité
modifiée plus importante pour tenir compte des coits de transaction pour se
couvrir.

Dans le cadre du modele de Black & Scholes, on note 5 1a volatilité mo-
difiée, & les cotts de transaction proportionnels, M la durée de la Période de
couverture, et At = tp,,; —t,, la durée séparant deux ajustements de position,
Lactif § et I'obligation R suivent sous la probabilité réelle les dynamiques :

Sun = S [oxp (- W%v (tn = 10) + oW,

R, = R,,. mNU?.?B - uod

Olty, m=0,. M—~1 désignent les points d’ajustement de position.
La valeur de Poption est calculée avec la volatilité modifiée Tm:

v - K.exp(—rT,) .N A A — mev

1=2
\/3 + WQS

Tm Om

Qnar = rm_u:-.zm

avee oy, = 0/\/Tpy, A = In(S,./K) +rT,, T, = ta—tm
La quantité d’actif 4 détenir dans son porteféuille est, entre t,, et t,,,,

AN A?w me_v
Om
mﬂ“ . .
Am — 152
B, = ~K.exp(=rTy).N A - mqav
. Om
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L'erreur de couverture (il s'agit en fait dy gein algébrique entrainé par la
couverture), & chaque ajustement, est :

mrat = GnUT.Q:iL - ».vam?. +A4., _m.ri: - Qnii - NJQnii
ol T Qv.: +: désignent les frais de transaction,
1
H._Qnit = mw.mnai_. _D?:.E - Dni_

Apres calculs, on obtient (les mmvmnmbnm sont calculées sous la probabilite
réelle) :

2
! C He = .MH.H,TMN, T“.Dn - Am?t = .m.r:v —k. A_m.ns,: - mﬂsv§

St 5.,

: avec:

|- H “_.v,a + .unQ.nn m
H.. —_ —_ m,m 2 mm
- St Tt V2 =P ﬂ 2 A Tum v

Des calculs fastidieux permettent d’obtenir la valeur de 7 annulaat Ier.
reur globale 3 | B(H,,,./F,):

ky/2
C=o.4ll+ /[
oV At

On introduit Yo.m tel que:

I

Yom = B((T..S2)%/F,)

Armq»o mun@AE.ANJo - H“:vvvn IA\/m‘s + H\Ma.m.u:uu - MQNAMJO - Nu:v\/m.a
26 oy OP

a2

Q.c.u:.

avec
Q“.w = MQMANJ:.— I.MJNV ATW‘NMJW.

La variance de 'erreyr totale sur toute la période vaut alors:
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).

M-1
> Var(H,,./F,)

m=0

M1y 2 2 3
=¥ 7Y0m: k(1 - Z)o?At + 2k m%B% + 204 (At)?
m=0 ﬂ- .

I

Var(H/F,)

Toft obtient ainsi une expression de la variance de Perreur de couverture
d'un call. préconise en présence de conts de transaction de tarifer avec une
volatilité majorée. Pour appliquer cette idée au cas du put, nous essayons
dans la partie suivante d’évaluer numeériquement Je cott de couverture sup-
plémentaire qu'induisent, les frais de transaction.

4.2 Exemples de stratégies de couverture d’un
put en présence de frais de transaction

4.2.1 Couverture par de ’actif sans risque et de ’actif
sous-jacent 4

Meéthode

Les calculs menés par Toft s’appliquent au cas d’une option d’achat. On ne
peut hélas pas les transposer facilement au cas de T’option de vente: Topti-
misation qui donne la valeur modifiée de la volatilité est tras complexe. Par
ailleurs, lorsque I’échéance tend vers I'infini, la valeur du call tend vers la
valeur du sous-jacent alors que la valeur du put tend vers 0, La volatilité
du put est donc pour des échéances éloignées plus basse que celle du call
associé, et 'expression établie par Toft est un majorant de la variance du
portefeuille de couverture. Dans la mesure oft nous recherchons des ordres de
grandeur de I'importance des coats de transaction et de la variance résiduelle,
nous avons choisi d’évaluer numériquement ces grandeurs, par la méthode de
Monte Carlo.-Soit N le nombre annuel d’ajustements duy portefeuille de cou-
verture, k. les cotits de transaction proportionnels relatifs 4 I’actif Tisqué et
ky, les conts relatifs & Pactif non risque.

L'algorithme que nous mettons en oeuvre pour simuler une trajectoire
donnée est simple :
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* ent = 0, on immunise le portefeuille contre une variation de S. On
prend donc sur Iactif sous jacent une position o telle que:

%wﬁlmuﬁao_ T,K,r,0)+ .8, + Bo)=0

soit:
(%) + (r+ 1T,
oVT

et une position f; en actif non risqué tel que:

Qy = IZA.I

Bo = Put(S, T, K,r, o) — a,.Sp.

La valeur de oy est négative: il faut prendre une position courte en actif
sous jacent. En effet, une variation de S dans un sens implique une variation
dans le sens opposé du Put. Il est donc naturel de prendre une position
négative pour s’immuniser.

Le cofit de transaction induit par la construction du portefeuille de cou-
verture initial est

cty = k. _.Do_ So+ kae. _Eo_
* &u moment du i-éme ajustement (i > 1),

On simule sous la probabilité réelle une nouvelle valeur de I'actif sous-jacent
par:

1
.m.u, = .m_._.lu.mu"ﬁ AA\L —_— WQNV Nl”m +o @!ﬁv

avec u ~ N(0,1)

On calcule la valeur du portefeuille de couverture établi a I'ajustement
précédent :

1
Port;,; = —Put(S;, K, T — %_ ro)+ai1S; + B, munw?.muv
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On reconstruit un portefeuille de couverture pour la période suivante:

In(3E)+(r+40? T—1)
& = —N(-=EET T,

B; = Put(8;, T - + K,r,0) - ;.5
Les cotits de transaction induits par cet ajustement sont:

ct; = k.. _Qu. ‘Q..IL -So + F.E.. B; — m_.IL

On calcule enfin pour chaque trajectoire le montant total des cofts de
transaction: ct = ¥l ct; et la somme des erreurs de couverture: er =
— %5 Port;_y ; (cette somme tend vers 0 si T'on fait tendre vers 0 la durée
entre deux ajustements successifs, un terme er positif indiquant que la com-
pagnie a perdu de I'argent). Ces sommes représentent les montants qu'il faut
que la compagnie injecte au fur et mesure, en plus de la valeur théorique
initiale de la garantie.

En effectuant 10000 simulations, nous calculons le montant moyen du
colt de couverture, somme des conts de transaction ‘et de I'erreur
moyenne du portefeuille de couverture (ct + er). Nous calculons en-
suite I'écart-type empirique du coat de couverture.

Les taux courts et la volatilité

En exécutant le programme précédent pour différentes valeurs des taux courts
et de la volatilité, nous obtenons les résultats suivants:

T (taux court)

o (volatilite) 2% 3% 4% 5%
10% 15% 11% 08% 0.5 %
20 % 27% 24% 22% 19 %
30 % 29% 27% 25% 24%
40 % 28% 26% 25% 24 %

Coot moyen de la couverture (kr=1% knr=0.1%)

quu%anmﬁ% 2% 3% 4% 5 ﬁl_
10 % 11% 09% 08% 089

20 % 26% 26% 24% 23%

30 % 41% 40% 37% 3.7%

»’ 40% 54% 51% 50% 4.9 %

Ecart-type moyen de la couverture (kr=1%,knr=0.1%)
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De meéme que dans la premigre partie, le choix des taux courts et de s
volatilité est tres important. Le cott de couverture est une fonction croissante
de la volatilité et décroissante du taux. Le fait d’avoir ajouté des cofits de
transactions induit un coft de couverture de 'ordre de 2 %, qu'il faut faire
payer & I'acheteur du put en plus du prix calculé par la méthode de Black &
Scholes dans le premier chapitre, L’écart-type de ce coat de couverture varie
de fagon plus que linéaire en fonction de la volatilité. Pour une volatilité de
20 %, correspondant aux valeurs rencontrées fréquemment en pratique pour
des indices boursiers, Pécart-type est de I'ordre de 2.5 % quelque soit le tanx.
Dans ce qui suit, nous nous plagons dans le scénario central d'un volatilité
de 20% et d’un taux d’intéret 4 3%.

L’échéance du put et Je nombre d’ajustements

L’efficacité de la stratégie de couverture dépend évidemment du nombre
d’ajustements annuels: des ajustements fréquents permettent d’avoir en
permanence un portefeuille de couverture tres Peu sensible aux variations
de actif sous jacent, mais cottent cher. Des ajustements peu fréquents sont
peu cofiteux, mais impliquent des erreurs de couverture plus importantes.

T (durée du put) 4 8
N (nombre de ajustements) ans 8 ans
14% 16% 16% 16% 1.6 %
5% 1L7% 17% 18% 1.7 %
7% 1.8% 20% 20% 1.9%
20% 24% 25% 25% 2.5 %
23% 28% 29% 30% 29 %
26% 31% 33% 34% 3.3%

CoQt moyen de Ja couverture

12 ans 16 ans 20 ans

D©Oowi

N ?o”%whwm M_c Eﬂmwmuﬁmv 4 n.:.m 8ans 12ans 16ans 20 ans
1 62% 59% 56% 52 % 4.9%
2 45% 42% 39% 37 % 34%
3 37% 34% 33% 3.1 % 29%
6 27% 26 % 25% 24% 23 %
9 23% 23% 23% 239% 22%
12 21% 22% 22% 22 % 23%

Ecart-type du coQt de couverture
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Le cotit de couverture dépend beaucoup du nombre d’ajustements annuels
mais assez peu de I'échéance du put couvert. Cela s’explique car la sensibilité
du put & la valeur du sous-jacent est beaucoup plus faible pour les puts
d’échéance éloignée que pour ceux d’échéance rapprochée. Le fait de devoir
rajuster le portefeuille un nombre de fois beaucoup plus élevé est compensé
les premiéres années par des ajustements moins importants donc des conts
de transaction a chaque ajustement plus faibles.

L’écart-type est trés dlevé pour un ajustement annuel. Il diminue ensuite
assez rapidement, pour devenir stationnaire autour de 2.5 % & partir de 6
ajustements annuels et ce quelque soit 'échéance.

Compte tenu de ces résultats, il semble optimal d’effectuer 6 ajustements
annuels. Dans ce cas, Pécart-type est presque minimal pour des cofits de
couverture assez bas. :

L’écart-type de l'erreur ne tend pas vers.( lorsqu’on augmente le nombre
d’ajustements annuels A cause des cofits de transactions. L'erreur de couver-
ture tend vers 0, mais les cofts de transaction restent importants, d'od une
variance résiduelle non nulle,

Les cofits de transaction

h.mbm:munmamnoﬁmam »kumwo&onmﬁwmnoﬁamnomgﬁm moyen et
Pécart-type est résumé dans le tableau suivant ; :

Coutts de transaction e Paction
/ Cotits de transaction 0% 04% 08% 12% 16% 29 % 24%
de lactif sans risque ,

0% 01% 09% 18% 26% 3.5 % 43% 52%

0.1% 03% 11% 20% 29 % 3.7% 4.6 % 54 %

02% 05% 14% 22% 31 % 40% 4.7% 5.6 %

0.3 % 07% 16% 25% 3.3% 42 % 50% 59%

04 % 09% 18% 27% 35% 44 % 52% 61%

0.5 % 12% 20% 29% 38% 46 % 55% 63%

0.6 % 15% 22% 31% 40% 48 % 5.7% 65%

0.7% 16% 25% 33% 42% 5.0 % 59% 6.7%

0.8 % 19% 27% 36% 44% 52% 6.1% 7.0 %

0.9 % 21% 30% 38% 47% 55 % 64% 72 %

1% . 23% 32% 40% 4.9 % 5.7% 66% 74 %

Cott moyen de la couverture
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Cotts de transaction de I'action

/ Cotits de transaction 0% 04% 08% 12% 16% 2% 24%
de I'actif sans risque

0% 22% 23% 24% 26% 28% 3.0% 3.3%

01% 22% 23% 25% 2.6% 28% 3.1% 34%

02 % 23% 24% 25% 27% 29% 31% 35%

0.3 % 23% 24% 25% 28% 30% 32% 35%

04 % 23% 25% 26% 27% 30% 33% 3.6 %

0.5 % 24% 25% 26% 28% 31% 34% 3.7 %

0.6 % 24% 25% 27% 29% 31% 35% 37%

0.7 % 24% 26% 27% 29% 32% 35% 3.8%

08 % 25% 26% 28% 3.0% 33% 36% 3.9%

0.9 % 24% 26% 28% 31% 34% 3.7% 3.9%

| 1% 25% 27% 29% 31% 35% 38% 40%

Ecart-type du coat de Ia couverture

Quels que soient les coats de transaction, ’écart-type résiduel est assez
homogene, autour de 2 4 2.5 % (3 2 4 % pour des cofts de transaction tres
élevés). Les cotits de couverture varient en revanche beaucoup en fonction des
frais de transaction. En effet, erreur de couverture est tras faible, et le coat
est presque exclusivement da aux frais de transaction. Le cofit de couverture
est en conséquence presque proportionnel aux taux de frais de transactions
appliqués.

Nous avons considéré pour les évaluations numériques des cofits de tran-
saction assez élevés car la position prise sur l'actif risqué est courte. Il est
en effet beaucoup plus onéreux de vendre un titre & découvert plutét que de
Pacheter: il faut en effet emprunter le titre avant de le vendre. Cet emprunt
de titres occasionne des cofits supplémentaires. Nous avons également choisi
de tenir compte des cotts de transaction sur I'actif sans risque en les fixant
401%.

4.2.2 Couverture par de Pactif sans risque et des op-
tions

Méthode ]

La méthode de couverture proposée par Toft utilise 1’actif sans risque et le

sous-jacent. Compte-tenu de la complexité et du nivean élevé du cont d’une
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opération de vente & découvert, il pourrait pourtant sembler plus naturel
pour les assureurs de couvrir les garanties plancher en achetant des options
sur le marché. Malheureusement, les puts relativernent liquides que 'on peut
trouver sur le marché ont une échéance tras rapprochée (de l'ordre de 1 an)
par rapport 4 celle des puts que 'on cherche & couvrir (10, voire 20 ans). I
s’agit alors d’élaborer une stratégie de couverture d’options de long terme
avec des options de court terme. On pourrait intuitivement penser 4 prendre
une position sur le put d’échéance un an et de méme strike que celui que
'on veut couvrir, puis conserver cette position jusqu’a I’échéance du put. A
ce moment, on exerce le put si le cours du sous-jacent a baissé et on achéte
de P’actif avec le produit de la vente; on ne fait rien dans le cas contraire
(le put n’a plus de valeur). On reprend ensuite une position similaire sur
un nouveau put d’échéance un an, et ainsi de suite. Une telle stratégie n’est
malheureusement pas optimale. Elle garantit & chaque fin d’année le montant
du strike. Elle cotte donc trés cher: il faut acheter tous les puts successifs
d'échéance un an au fur et & mesure des années. Or, vu d’aujourd’hui, le prix
dans 5 ans d'un put d’échéance un an est le prix aujourd’hui d’'un put de
caractéristiques équivalentes et d’échéance 6 ans. Cette stratégie cofite donc
la somme du prix des puts! On comprend donc bien que cette stratégie,
quoique intuitive, n'est pas efficace du tout.
En revanche, une couverture par des puts pourrait étre celle-ci :

e Acheter en 0 le nombre de puts d’échéance un an nécessaires pour une
couverture en delta neutre.

» A chaque ajustement, revendre le put acquis & I'ajustement précédent
(dont I'échéance résiduelle n'est Plus que 1 — £+ années) puis racheter le
nombre nécessaire de puts d’échéance un an pour se replacer en delta
neutre.

En menant des calculs analogues a ceux de Toft, on pourrait obtenir
une expression de l'espérance et la variance de Ierreur de couverture. Les
calculs sont malheureusement trés lourds, et nous avons préféré exprimer
numériquement P’erreur de couverture,

Nous caleulons donc dans le scénario central étudié jusqu'alors (un unique
support de volatilité 20 %, et un taux sans risque de 3 %) I'erreur moyenne
et sa variance. Nous nous plagons pour effectuer ce caleul sous la probabilité
réelle.
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de la provision mathématique peut aprés quelques années s’8tre considéra-
blement éloignée de sa valeur initiale (on ne pourrait alors peut-tre plus
trouver sur le marché des puts de strike égal 4 la valeur initiale), mais aussi
parce qu'a un instant donné, les puts les plus échangés donc les plus liquides
sont ceux de strike trés proche de la valeur courante de I’actif sous Jjacent,

L’échéance du put et le nombre d’ajustements en fonction du strike

Comme dans la partie précédente, nous calculons Perreur de couverture
moyenne, le montant moyen des cofts de transaction et Pécart-type du cont
de la couverture par une méthode de Monte-Carlo: nous simulons 10000
trajectoires pour I'actif sous jacent, avec des valeurs du taux court et de la
volatilité égales respectivement 3 3 % et 20 %.

Le cotit est & nouvean la somme des cofits non actualisés qui sont engagés

& chaque ajustement, que ce soit a cause de Pévolution de I'actif sous-jacent

ou au titre des colts de transaction engagés lors de I’ajustement du porte-
feuille de couverture. Les résultats de ce type de couverture sont donc tres
mauvais. Le coit est bag lorsque ’échéance du put & couvrir est rapprochée et
le nombre d’ajustemnents faible mais il croit de maniare plus que proportion-
nelle en fonction du nombre d’ajustements. En effet, & chaque ajustement,
la stratégie consiste & Tevendre tous les puts servant a Ia couverture puis a
en racheter d’autres. Chague ajustement supplémentaire induit donc un coqt
proportionnel au montant investi dans les puts. Dans la partie précédente,
si on sugmentait le nombre d’ajustements annuels, diminuant ainsi Pinter-
valle entre deux ajustements, la variation de 'actif sous jacent était moins
importante (la variance des variations est en racine de t). L'ajustement de la
Pposition devenait alors moins colteux puisqu'il ne portait que sur la variation
des quantités d’actifs détenus avant et ‘aprés 'ajustement,

Pour pallier cet inconvénient, nous pourrions aussi envisager une straté-
gie ou la vente et le rachat de 'ensemble des puts ne se ferait pas a chaque
ajustement. A chaque ajustement, on ajusterait la position sur les puts déja
présents dans le portefeuille, alors que 'on e revendrait tous les puts et ne
rachéterait des puts “plus jeunes” que, par exemple, tous les trois ajuste-
ments. Nous n’avons pas étudis Pefficacité d'une telle stratégie.
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Nous avons en revanche étudié I'efficacité d'une couverture avec des puts
de strike égal 4 la valeur courante de I'actif sous-jacent. Le cott est beaucoup
plus faible que dans le cas on Pon utilise des puts dont le strike est la valeur
initiale du sous-jacent.

Le cottt moyen obtenu en se couvrant avec un put de strike égal 4 la valeur
courante de I'actif sous-jacent est :

T (durée du put)

N (nombre de aj ustements) 4ans 8ans 12 ans 16 ans 20 ans
1 . 02% 02% 0% 0% 0%
2 06% 09% 11% 11% 12%
3 1.0% 15% 18% 20 % 21%
6 22% 32% 39% 42% 44 %
9 32% 49% 59 % 64% 6.8 %
12 43% 656% 7.9 % 86% 9.0%
Cott moyen de Ia couverture
L’écart-type correspondant est :
N Abowmw_” M_M.MMN ents) 4ans 8ans 12ans 16 ans 20 ans
1 60% 75% 79% 76 % TT%
2 4.0% 49% 50% 51 % 50%
3 33% 40% 43% 4.4 % 4.3%
6 27% 35% 40% 49 % 44%
9 27% 38% 46% 5.1 % 56%
12 31% 46% 56% 64 % 69%

Ecart-type du coat de couverture
Malgré le cont tras élevé de la stratégie, Pécart-type est élevé das que
N ou T croissent. Cette méthode de couverture est donc & proscrire, dans
la. mesure oi 'on peut s’en passer. La couverture d'un put contenant des
actifs peu négociés ou difficiles & vendre & découvert peut en effet nécessiter
l'utilisation d'options corrélées (par exemple sur le Matif pour couvrir des
obligations).

4.2.3 Couverture par de Pactif sans risque, de Iactif
risqué et des options

Le fait de disposer de deux instruments de couverture différents doit per-
mettre, en théorie, de mieux se couvrir puisque ['existence de deux degrés de

68




liberté dans le choix de la couverture permet d’annuler le delta mais aussi une
autre dérivée. Nous avons donc envisagé des couvertures de type delta-vega
ou de type delta-gamma.

La couverture delta-vega

La couverture delta-vega consiste & annuler & chaque instant non seulement le
delta (la dérivée par rapport au cours de Tactif souc-jacent) mais aussi le vega
(la dérivée par rapport 4 la volatilité de I'actif sous-jacent). Cette approche
peut sembler incobérente avec le modele de Black & Sholes puisque celui-ci
suppose la volatilité o constante. Pourtant, certains auteurs ont montré que
ce type de couverture était en I’absence de cotts de transaction plus efficace
que la couverture en gamma (cf Bakshi, Cao et Chen(1997)). En fait, ces
auteurs ont évalué I’intérat de ce type de couverture sur des données réelles,
alors que nous calculons I'efficacité dune couverture en nous basant sur des
simulations qui suivent une loj lognormale. Ce type de couverture ne sera
probablement pas tres efficace.

Les quantités o et 8 d’actif sous-jacent et de puts dans le portefeunille de
couverture sont telles que, en notant Topt I'échéance de P'option & couvrir et
Tcouv I'échéance de T'option utilisée dans la couverture :

* %55 = 0= &(~Put(Sy, K, Topt) + aPut(5, K, Teouv) + 85y) = 0

N [(-RE@ (307 Topt) [ 10($) + (r+ o) Toouo
ov/Topt B ovTeouw

o Lot _ Z(~Put(Sy, K, Topt) + aPut(S, K, Tcowv) + 8S,) = 0

T

In(%) + (r+ 1% T () + (r+12) T,
%iqﬁbﬁ () q@ﬂowwv §v+&3\ﬂ§e.aﬁ ) q@qnwsv Ssv -0
2 - .
ot n(z) = Qwﬂmiuﬂ
donc:

Q =

Tcouv

N
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In(2) + (r +1o%) Top
s = -zm R v

. In(32)+(r+10?) Topt
H._Qﬁ.n n ov/1Topt
+ . 3 N
Tcouv AFT%I. r+io? HB.EV
n

Cette stratégie de couverture n’est hélas pas efficace en présence de conts
de transaction. En effet, le fait de prendre une Pposition de couverture définje
par un rapport d’exponentielles peut conduire & prendre des positions qui
tendraient vers l'infini. Ainsi, si Iactif diminue de 20 % (ce scénario n'est
Das trés probable, mais il se présente réguliérement dans les simulations),
application de cette stratégie pour une maturité résiduelle de 8 ans conduit
da =23.9etf =28 Les conts de transaction sont alors de 2.5 % pour un seul
ajustement. Avec 6 ajustements annuels et plusieurs années de couverture
active, les cotits de transaction sont en moyenne supérieurs 3 la valeur initiale
de la provision mathématique.

Prenons I'exemple d'une chute viclente de Pactif, de telle sorte que S =
0.53 4 t = 8 ans de I’échéance du put. La position & prendre pour se couvric
en delta-vega est de plus de 150 unités en put et en action. Il en résulte
des cofits de transaction de 1.23 % de la provision mathématique, pour cet
ajustement seul (la couverture delta neutre avec des actions implique dans
cet exemple précis des cotts inférieurs a 0.3 %)! Le gain en terme d’erreur de
couverture ne saurait évidemment justifier 'utilisation d'une telle stratégie.

FAWV -+ Aq. + wquv Teouv
oV Tcouv

La couverture delta- gamma

La deuxiéme dérivée que 'on annule est dans ce cas la dérivée seconde par
rapport a l'actif sous-jacent. En théorie, annuler la dérivée seconde devrait
permetire de rajuster moins souvent le portefeuille de couverture pour ob-
tenir une variance de méme ordre de grandeur. Si on note toujours o et
£ les quantités respectives de put et d’actif risqué dans le portefeuille de
couverture, on obtient :

. wwm.ni =0= %%A.Ihsao. K, Topt) + aPut(S,, K, Teouv) +8S5,) =0




-+

5
Tcouv ™ A%v Z..A F@npv + ?. + Wq.nv ngv

EAmev+ r+102)Teouy
ovTeouy

ovTecouv

T )

De maniére analogue 2 la couverture précédente, la couverture en delta-
gamma induit des cofts de transaction trés élevés. Ainsi, dans I'exemple
ci-dessus (S = 0.53,T = 8 ans), une couverture en delta-gamma recom-
mande de prendre une position d’environ 19 unités sur le put et sur Iaction.
Les cotts de transaction qui en résultent sont moins importants que dans
le cas précédent, mais ils s'élévent tout de méme a 15 % de la provision
mathématique initiale sur un seul ajustement, alors qu'une couverture dyna-
mique implique une trentaine ou une quarantaine d'ajustements! Ce type de
couverture n’est donc pas non plus & retenir 4 cause des frais de transaction.

4.3 La couverture du contrat multisupport
élémentaire _

Les chiffres que nous obtenons dans la partie précédente sont tres éleves,
mais ils concernent un contrat a support unique. Dans cette partie, nous
nous plagons 4 nouveau dans le cadre du contrat multisupport le plus simple,
¢tudié en (3.1). Le contrat comporte un support sans risque (capitalisant au
taux continu r = 3%) et un support de type “actions” ou sicav, modélisé
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par une loi lognormale de volatilité 20 %. Seule une part o de la prime est
investie dans le support risqus, le reste étant placé au taux sans risque.
Nous calé¢ulons numériquement le cott de couverture et I'écart-type de
ce colit pour un put d’échéance 7', de strike K = ] — (1-a)e”, sur actif
de valeur initiale . Nous avons vu en (3.1) que le cofit des puts diminue
fortement en fonction de I’échéance car le strike diminue.
Le cottt de couverture devient (N = 6):

Coudt moyen de ia couverture

Le cott de couverture diminie fortement quand la part non risquée aug-
mente. Pour un contrat investi & 30.ou 40 % en actif risqué, il n'y a quasiment
plus de cofits de transaction car le risque s'éteint trés vite.

Pour un contrat investi & 70 ou 80 % en actif risqué, il faut retenir des
colts de couverture de 'ordre de 1.4 %.

Lécart-type de ce coftt de couverture est :

€chéance \ part risquée 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 8% 90%
2 03% 05% 07% 09% 1.1 % 13% 14 %
4 , 02% 05% 07% 1.0% 13% 15% 17%
6 01% 04% 07% 1.0% 1.3% 16 % 1.9%
8 0% 02% 06% 09% 13% 16 % 2.0%
10 0% 01% 04% 08% 12% 16% 20%
12 0% 01% 03% 07% 12% 1.6% 2.1 %
14 0% 0% 02% 06% 1.1% 15% 21 %
16 0% 0% 01% 05% 1.0 % 15% 2.0%
18 0% 0% 01% 04% 08% 14% 1.9%
| 20 0% 0% 0% 03% 07% 13% 19%

échéance \ part risquée 30 % 40 % 50% 60 % 0% &0 % 90 %
2 06% 09% 12% 15% 1.8% 2.1 % 24 %
4 04% 07% 11% 14% 17% 20% 2.3 %
6 02% 06% 09% 13% 1.6% 2.0 % 23%
8 01% 04% 08% 11% 15% 1.9 % 23%
10 - 0% 02% 06% 1.0% 1.4 % 18% 22%
12 0% 01% 05% 09% 1.3% 1.7 % 21%
14 0% 0% 03% 07% 1.2 % 16% 21 %
16 0% 0% 02% 06% 1.1% 15% 19%
18 0% 0% 01% 05% 09% 14% 19%
| 20 0% 0% 0% 04% 08% 13% 18%

Ecart-type du coqt de la couverture
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L'écart-type diminue aussi, mais dans des proportions plus faibles que
le cott. Pour des' contrats investis a 30 ou 40 % en actif risqué, il reste un
écart-type faible de I'ordre de 0.3 %.

Pour un contrat investi & 70 ou 80 % en actif risqué, Pécart-type reste
de Pordre de 1.6 %. I diminue donc d’environ 30 % par rapport au contrat
Investi en intégralité en actif risqué.

Pour un contrat investi 4 80 % en actif risqué, si on suppose que le por-
tefeuille est bien mutualisé c¢’est-a-dire que le nombre de déces annuel suit
exactement les tables de mortalité, le cont de couverture et I'écart-type de
cette couverture sont les moyennes pondérées par les coefficients des tables de
mortalité des coits de couverture et des écart-types établis plus haut pour les
puts. Selon P’sge, on obtiendra des cols moyens de 1 4 1.5 % de la provision
mathématique et un écart-type de 1.5 4 2 %.
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Chapitre 5

La prise en compte des déces et
le risque résiduel

5.1 La variance prenant en compte ’aléa de
mortalité

Nous avons calculé dans la partie précédente Pécart-type du put, qui est
le cotit de la garantie si le décés est déterministe. L’écart-type de la valeur
de la garantie provient également de la date aléatoire du déces. On dispose
pour chaque date de déces de Tespérance et de 'écart-type du “cofit de la
garantie”. Pour calculer I'espérance et la variance totale, nous avons d’abord
pensé utiliser la formnle:

E(Gar) = Egicss(E(Gar/Décés))

Var(Gar) = Varge, (B(Gar[Décs)) + Egseey (Var(Gar/Déces))

On ne peut malheurensernent Pas raisonner ainsi: le cofit de la garantie
4 date de déces donnée est un cotit de couverture. C'est le montant qu'il est
Décessaire d'investir en 0 pour obtenir (K - S)+ au moment du déces. Ce
n'est donc pas une somme nécessaire a posteriori, c’est un montant a priori
nécessaire 8'il est placé convenablement. Cela ne change rien dans le cas on
le déces est déterministe: on sait quelle stratégie de couverture adopter et
le cott pour I'assureur est bien celui qui a été calculé. Si en revanche la date




de déces devient aléatoire, il faut également prendre en compte le cott qu'a
Teprésenté le fait de se couvrir avec des instruments qui n'étaient pas adaptés.

Placons nous dans un cas simple, avec des cofits de transaction nuls et
la possibilité de se couvrir en continu. Avec ces spécifications, la valeur du
Put d’échéance 7 en 0 est exactement le prix de la garantie pour un déces en
t=1.

Supposons qu'll n'y ait que deux dates de décss possibles (t =1 out = 2)
équiprobables.

Le cofit a priori s’écrit alors:

Qpﬂo = WNU.EHQAM.? .mw‘_ Hv + Wwﬁuommﬂrk« Nv

Supposons que 100 assurés aient tous investi en 0 un montant 100. On
observe N déces I'année 1 (B(N) = 50).

En t = 1, 'assureur qui s'est couvert dans les proportions initiales (1, 1)
dispose de 50.(100 — 5,), + 50.Put; (5, K =100,T = 1)

(on note Put; le put évalué a la date 1)

L’assureur doit régler au titre de la garantie N.(100 — Sy),. I doit pro-
visionner en vue des décés de I'année suivante : (100 — N). Put, (S, K =
100, T = 1). T doit donc faire face & une charge de

(N = 50).((100 = §,), — Puty(Sy, K = 100, T = 1)

La variance de la charge totale vue de 0 est alors:

Var(Garo + (N - 50). (100 — §y)4 — Put; (81, K = 100,T = 1)))
= Var (B{(N -50). (100 - 8) - Put;(S;, K = 100,T = 1)) /N})
+E (Var {(N ~ 50). (100 - 8,)4 — Put; (S;, K = 100,T = 1)) /N'})

Pour NV indépendant de ), cette variance vaut :
Var (N = 50). [Puto(So, K, 1) — Puty(Sp, X, 2)]) +
E((N - 50)%).Var (100 ~ 51)4 — Put; (S, K = 100,T = 1))

Le premier terme correspond 4 la variance que l'on aurait si le cont de
la garantie était Puty(S, K, 1) avec une probabilité 3 et Puto(So, K, 2) avec
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une probabilité §. Le dewxiéme terme provient dy probléme de couverture
évoqué plus haut. Si on ajoute alors des frais de transaction et Pimpossibilite
de se couvrir en continu, on rend aléatoires les sommes 4 investir pour obtenir
(K —S)seni (au Lieu de Puty(So, K, i), la somme a investir suit une loi
d’espérance : Puto(Sy, K, i) + coiit de couverture et de variance la variance
évaluée numériquement dans la partie précédente). Le probléme de Ierreur
de couverture lié au mauvais choix du portefeuille de couverture en 0 reste,
et la variance que 'on calcule ay début du paragraphe minore la variance
réelle.

L’évaluation analytique de la variance supplémentaire induite par laléa
de mortalité étant tres complexe, nous préférons la prendre en compte en ef-
fectuant des simulations numériques de la distribution du cogt de Ia garantie,

5.2 Quelle stratégie adopter?

Le niveau naturel de tarification de la garantie couverte est la somme de la
valeur de la garantie calculée en 3.1 et de I'espérance du cott de couverture
calculée dans la partie précédente. Dans le cas d'une garantie non couverte, il
n’est évidernment pas suffisant d’évaluer 'espérance des prestations versées:

leur variance est &levée et doit atre Pprise en compte.

A ce stade du mémoire, nous devons répondre A la question
suivante: vaut-il mieux se couvrir, essuyer des colts certains lies
aux ajusternents, mais avoir une probabilité de faillite faible, ou
vaut-il mieux ne pas se couvrir, et donc accepter un risque plus
élevé mais ne pas assumer de colits supplémentaires ?

Supposons que P'entreprise décide de n’accepter qu'un risque de faillite
inférieur & 1 %. L’entreprise doit donc avoir en fonds propres une somme
égale au quantile & 99 % de la distribution (auquel on retranche Pespérance
des cofts, qui doivent &tre facturés). Le fait de conserver en permanence de
tels fonds propres représente un cogt pour I'entreprise: les actionnaires qui
apportent leur argent espérent une rémunération largement supérieure au
taux sans risque. L'entreprise d’assurance doit done, pour étre en mesure de
COnserver en permanence ce niveau de fonds propres, prélever sur Tencours
des assurés une somme permettant de financer cet excés de rémunération.

Supposons que les actionnaires exigent un niveau de rémunération des
fonds propres de 15 %. Les fonds propres sont placés au taux sans Tisque,

‘4 3 %. 1 faut donc que Pentreprise finance sur son activité 'excédent de
q
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rémunération, soit 12 % des fonds propres tous les ans.

En raisonnant comme au second chapitre, on obtient le cont de la rémuné-
ration sur la vie du contrat en multipliant cette rémunération excédentaire
par la durée de vie moyenne des contrats.

Avec un taux de chute annuel de 4 %, la durée de vie moyenne des contrats
selon I'sge est:

age de souscription durée de vie moyenne du contrat
40 ans 7.65 ans
50 ans : - 801 ans
60 ans 7.74 ans
70 ans 6.69 ans
moyenne pondérée 7.74 ans

On peut donc considérer que la durée de vie moyenne des contrats est de
Pordre de 7.5 ans. Pour que I'entreprise puisse conserver sur toute la vie du
contrat 1 % de fonds propres, i faut qu'elle préleve 0.12 * 7.5 = 090=~1%
des provisions mathématiques!.

On peut donc, pour intégrer le besoin de marge dans le cas d’une garantie
non couverte, conserver comme mesure agrégée le quantile 3 99 % de la
distribution (0.90 » (quantile—cott)+ cofit ~ quantile). Dans le cas d’une
garantie couverte, il convient de méme d’ajouter le quantile 4 99 % des cotts
de couverture au prix de la garantie calculée en 3.1,

5.3 Le risque en Pabsence de couverture

5.3.1 Le cotit d'un put non couvert

Nous nous replacons ici dans le cadre du contrat 4 support unique. Les options
de vente sont évaluées par la formule de Black & Scholes. Nous étudions le
risque qui pése sur un put vendu sans stratégie de couverture. Le vendeur
du put s’engage 4 verser & Péchéance (K — Sr)+. S suit sous la probabilité
réelle la dynamique suivante :

.@ = p.dt + o.dW,

.Wn )

!Si on actualise les flux au taux de 3 % I'an, la valeur actuelle de 'ensemble des flix a
VETser aux actionnaires devient .82 au lieu de 0.90.

7

Le cotit réel moyen & la charge de I’assureur est P'espérance de sa perte
actualisée. Si I'on désigne par P(y, X, T) = e*TE{(K ~ 57).} la valeur
du put d’échéance T et de strike K pour un taux sans risque g, on a;
e TE{(K - S7)+} = P(u, K, T).e~~¥T Nous représentons dans le ta-
bleau suivant les différentes valeurs de e—"T 5 {(K — 87).} selon les valeurs
de T pour = 0.03 et u=0.07:

anticipation de croissance de I'action

échéance du put p=003 p=007
1 . ) 6.6 % 5.0%
5 4 106% 56%
9 112% 46%

13 109% 36%
17 102% 28%
21 9.4 % 21 %

Espérance des fux & verser sans couverture

Pour des valeurs de p supérieures & 3 %, l'espérance de perte liée 4 la vente
du put diminue fortement. En effet, si on suppose que I'action progresse plus
vite, la garantie jouera moins souvent. :

L’écart-type de cette perte est, avec les mémes données (obtenues avec
10000 simulations de type Monte-Carlo) :

anticipation de croissance de I'action

échéance du put #=003 p=007
1 9.8 % 9.0%

5 178% 146 %
9 . 212% 162 %
13 234% 167 %
17 249% 165%
21 261% 13.0%

Ecart-type des fux & verser sans couverture

Les écart-types sont importants quelle que soit la valeur de y. On com-
prend bien sur ce tableau la nécessité pour un assureur de se couvrir: pour
4 = 0.07 (ce qui est relativement optimiste), Pécart-type d’un put d’échéance
9 ans est de 16 %. La variance de la garantie est encore augmentée par 'aléa
relatif aux décas. L’écart-type du cotit de la garantie non couverte est donc
trés élevé, alors que le minimum de marge réglementaire est de seulement
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4 % sur ce type de contrats’, et que la marge correspondant & la garantie
plancher n'est que de 3 %3, Cette garantie fait donc peser un risque de ruine
sur longue période. 1 faut cependant modérer cette affirmation: nous avons
en effet considéré des contrats investis en totalité en actif risqué, en I'absence
de toute chute. Dans la partie suivante, nous levons ces restrictions.

5.3.2 Le cont de la garantie non couverte

Plus Précisement, nous avons simulé la distribution du cott de la garantie
non couverte pour un portefeuille de 100 assurés qui souscrivent a I'age de
50 ans.

Les différentes étapes de la simulation sont:

o Chaque année, tirer aléatoirement :

le nombre de déces parmi les survivants selon la TD 88/90
la valeur future de I'actif sous Jjacent

e Calculer le cot de 1a garantie actualisé en 0 pour ces déces (cotit; =
e (K ~ Si)+.NBdécés;).

e Sommer ces conts pour toutes les années jusqu’a ce qu'il 0’y ait plus
de survivants

Selon que p = 0.03 ou # = 0.07, nous représentons la distribution des
prestations versées, pour un age de souscription de 50 ans:

%Les directives européennes imposent en effet une marge de 4 % sur les contrats pour
lesquels I'assureur assume un risque de placement. La marge réglementaire est de 1 % dans
le cas contraire.

En effet, des 4 %, 1 faut déduire la marge qui correspond aux risques courus en
I'absence de tout risque de placement (1 %).

4,00%
3,00%
2,00%
1,00% ;

0,00%

Distribution du cott de la garantie (10000 simulations)

Avec une marge de 3 % et en Supposant que la société a prélevé Pespérance
des prestations, soit 1.92 %, on voit qu'une société dont tous les contrats
seraient investis sur un Support unique courrait & long terme (sur toute la
vie du contrat...) un risque de faillitet important d’environ 12 % pour u=7
%.

Pour obtenir des grandeurs plus réalistes, nous considérons désormais le
cas du contrat investi initialement & 80 % en actif risqué et 4 20 % en actif
non risqué, avec un taux de chutes annuel de 4 %.

Selon que 4 = 0.03 ou # = 0.07, nous représentons la distribution des
prestations versées, pour un 4ge de souscription de 50 ans:

“Nous employons le terme de faillite pour désigner la situation dans laquelle P'entreprise
ne peut régler les prestations dues aux assurés en utilisant les montants prélevés au titre
de la garantie et la marge sensée la couvrir.
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Distribution

x,x%xxx.%%xxx..xnxxxxx%
m.w.w.m.m.m.m..w.ﬁm.m.m.m.m.m.m.m.m.m.m.
00011222334“-5566877

Part de ia provision mathématique

Distribution du cotit pour I'assureur (1 = 3%, 50000 simulations) (valeur en
0 : 28%)

Distribution

mu%m%%%%%%%%muwxmm%u

o.ﬂm.z.m.ﬂw.w.m,w.mw.a.z.s.m.we.m.s.

00011222334‘45586677
Part de la provi sthématique
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et

Distribution du cotit pour Iassureur (1 = T%, 50000 sirmulations) (valeur en
0:51%)

Le risque de faillite calculé selon les mémes modalités que plus haut est
alors ramené & 3 % (pour une tarification de 0.5 %).
. Dans la mesure od on ne se couvre pas, le coit de la garantie dépend
forterment de la valeur de 4 et de I'sge de souscription. Nous représentons
ici la valeur de la garantie et le quantile & 99 % pour différents ‘4ges de
souscription, et pour y = 0.03 et u = 0.07.

age de souscription priz de la garantie q¢a99 %
40 ans 072 % 440 %
50 ans 135 % 7.60 %
60 ans 227 % 1215 %
- 70 ans 3.52 % 18.30 %
#=0.03

dge de souscription priz de la garantie qt 299 %
40 ans 0.24 % 2.80 %
50 ans . 0.48 % 4.90 %
60 ans - 0.90 % 8.70 %
70 ans 1.55 % 13.40 %
1#=0.07

On constate donc que si Pentreprise veut limiter le risque de faillite & 1%,
elle doit prélever 7.6 % des provisions mathématiques (pour p = 7 %), ce
qui correspond 4 un prélévement annuel minimal de 1%. 11 n’est donc pas
réaliste de proposer cette garantie sans la couvrir.

dge de proportion priz total besoin de
souscription  des primes  de la garantie  marge naturel

40 ans 11.2 % 024 % 2.56 %

50 ans 25.8% 0.48 % 438 %

60 ans 31.9% 0.90 % 7.80 %

70 ans 311 % 155 % 11.85 %
moyenne 0.92 % 7.60 %

u=0.07
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age de souscription, priz de la garantie gt a 99 %

40 ans 0.71 % 4.35 %
50 ans 1.23 % 7.00 %
60 ans 1.65 % 8.90 %

119 % 6.50 %

70.ans

o p=0.03

age de souscription Priz de la garantie gt & 99 %

40 ans 0.24 % 270 %

50 ans 0.46 % 470 %

60 ans 0.77 % 6.90 %

70 ans 0.70 % 5.30 %
#=0.07

Le quantile moyen est 3 présent de 5.4 %. Le cont de la garantie reste
trés élevé par rapport a Pespérance des prestations & Vverser aux assurés.

5.4 Simulation de la distribution du coat de
la garantie couverte

‘Dans la mesure oy nous souhaitons, en prenant en compte le risque lié aux

déces, évaluer le risque que fajt peser la garantie aux assureurs g'ils se cou-
vrent, nous décidons de simuler la vie d'un groupe de contrats.

5.4.1 Le contrat & support unique

Nous effectuons 1a encore des simulations de Monte Carlo, en supposant que
le contrat est investi dans un support urique de volatilite 20 %, avec un taux
sans risque de 3 %, et que 100 personnes &gées de 50 ans souscrivent.

‘Nous simulons 10000 trajectoires.

Les différentes €tapes de la vie du contrat sont :

* Calcul du nombre de puts nécessaires pour la couverture initiale du
portefenille, :
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¢ ajustements périodiques au cours de I'année en fonction de ’évolution
du sous-jacent.

* Ala fin de chaque année, tirage aléatoire du nombre de déces parmi les
survivants (en fonction de la TD 88/90). Calcul de la charge lige 4 Ia
différence entre le nombre de déces effectif et le nombre attendu.

* ajustement de la couverture en fonction de la valeur de Pactif et du
nombre de survivants.

® ajustements Périodiques jusqu’a la fin de Pdnnée suivante,

En faisant la somme des conts de transaction induits par la couverture, de
la charge exceptionnelle liée ay déces et de Perreur due an caractére discret
des ajustements, nous obtenons un cotit réel de la couverture de la garantie,

Nous pouvons ainsi représenter Ia distribution de I valeur de ce cot lie
& la couverture et 2 Pinsuffisante mutualisation des déces.

1.60%
1.40%
1.20%

1,00%

0,02%
3.82%
411%
4,40%
4,70% 3
4,99%
5,28%
557%
587% X
6,16% 3
B6,45%

m
v

™
Part de la provision mathémetique

Distribution de la charge supplémentaire de lassureur (un seul support
risqueé, 20000 simulations)
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5.4.2 Lecontrat multisupport élémentaire avec des chutes

La encore, on se place dans le cas d'un contrat dont 80 % initialement investi
en actif risqué et dont le taux de chute est de 4 %.

Le profil des distributions est similaire
décalé vers la gauche, On obtient les 1

ages de souscription :

a celui représenté plus haut, mais
ésultats suivants selon les différents

dge de oriz de coiit moyen gt a99 % du qt a 99 % de
souscription  la garantie de g couverture  colit de couverture la garantie
40 ans 0.77 % 0.41 % 18% 257 %
50 ans - 143 % 067 % 24 % 3.83 %
60 ans 241 % 0.97 % 312 % 5.53 %
70 ans 3.66 % 1.23 % 4.04 % 7.70 %
p=0.03
age de priz de cotit moyen a9 % du qt 399 % de
Souscription  la garantie de lg covverture  coiit de couverture la garantie
40 ans 0.77 % 0.31 % 135 % 212 %
50 ans 143 % 0.53 % 2.00 % 3.43 %
60 ans 241 % 0.79 % 265 % 5.06 %
70 ans 3.66 % 1.03 % 3.62 % 7.28 %
1=0.07

Le fait de se couvrir permet

d’appréciation de A,
Le besoin naturel

différence entre le quantile 4 99 %

Presque de s'immuniser contre une erreur

le taux de croissance moyen de actif risqué.
de marge an

titre de la garantie plancher serait alors la

de la distribution des cotts de couverture

et le cott moyen de la couverture. Pour 'ensemble des contrats considérés,

cette somme est placée en réserve. Fn mo;
de la vie des contrats, et est suffisante po
et régler I'intégralité des prestations d

yenne, elle est récupérée an terme
ur assumer les erreurs de couverture
ans 99 % des cas.

age de proportion priz total besoin de
souscription  des primes  de lg garantie  marge naturel
40 ans 11.2 % 108 % 1.04 %
50 ans 25.8 % 1.96 % 147 %
60 ans - 319% 320 % 1.86 %
70 ans 3.1 % 4.69 % 2.59 %
moyenne 311 % 1.8 %
p=0.07
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En moyennant les niveaux de marge nécéssaires par Age, on obtient un
besoin de marge global au titre des garanties plancher de l'ordre de 2 %
(dans le cas, bien entendy, ot 3.11 % de Iencours sont prélevés et utilisés
pour mettre en place une couverture dynamique).

On constate que les quantiles de la distribution de la garantie sont beay-
coup plus élevés en I'absence de couverture. II est donc préférable de se cou-
vrir. ,

Le besoin de fonds propre évalué dans le cas de la garantie non couverte
est trés important pour les assurés 8gés; on peut se demander si dans les cas
d'une garantie limitée & 75 ans il est toujours préferable de mettre en oeuvre
une couverture. On obtient les résultats suivants en utilisant la couverture
dynamique: ,

age de proportion priz total besoin de

souscription  des primes  de la garantie  marge naturel qt 2 99%
40 ans 112 % 0.98 % 0.96 % 1.94 %
50 ans 258 % 162 % 124 % 2.86 %
60 ans 31.9 % 210 % 171 % 3.81 %
70 ans 3L1% 1.50 % 1.56 % 3.06 %

Toyenne 1.66 % 146 % 312 %
. =007

Les quantiles obtenus en se couvrant sont bien plus faibles que les quan-
tiles calculés en 'absence de couverture. Il apparait donc qu'il est encore
préférable de se couvrir,




Chapitre 6

Conclusion

Dans cette €tude, nous avons utilisé des méthodes classiques de finance de
marché pour calculer le prix de la garantie plancher. Par analogie entre Jeg
flux propres a la garantie et les flux liés 4 ype option de vente de type

Par un prélévement unique & Torigine, Noug obtenons alors deg valeurs tres
importantes pour la garantie: de § 3 10 % de la provision mathématique
selon les 4ges. En suppesant des chargements de gestion annuels de 0.5 %,
la fourchette Précédente passe 4 8 3 11 %. Les autres garanties en francs en
cas de déces, que ce soit la garantie majorée, la garantie de rendement oy

Si I'assureur ne finance pas la garantie par un prélévement unique A la
Souscription mais par yn’ prélévement anme] sur Pencours, la fourchette des
taux du prélevement effectuer selon Jes ages au titre des garanties plancher
‘est de 0.23 % V'an 4 40 ans 4 1.45 % l'an 4 75 ans (en sus du chargement de
gestion de 0.5 % par an). Le taux de prélévement uniforme selon les sges 3
appliquer pour équilibrer le financement de Ia garantie est de 0.6 % s Pon
considére la structure par &ge d’un contrat distribye bar une grande sociéts
classique. En Panachant chargements initiayx et chargements annuels, on
arrive 4 un prélévement initial de 3 % et un prélévement annuel de 0.4 % de
Pencours. Ces chiffres Elevés sont excessifs car ils ne prennent pas en compte
les chutes et Supposent que toute la provision mathématique est investie en
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actif risqué. §i ep revanche on intégre un taux de 10 % de chutes par an
quelque sojt I'age de P'assuré, un chargement annye] de 0.4 % est suffisant,
Pour un contrat investi initialement partiellement en actif pop Tisqué,
le prix de ]a garantie chute fortement D'investir que 80 % en actif risquée
divise 4 pey Prés par deux le prix, ramenant celui-ci & des niveaux plus
Supportables pour Jeg assureurs. La fourchette de prélévement unique passe

On ne peut gérer une telle garantie en se contentant d’en provisionner
le prix, puisque si la valeur des supports baisse fortement, tous les contrats
Seront en moins-value et Jes prestations 4 servir au titre de la garantie seront
largement Supérieures 4 la provision Constituée. Les prix calculés plus baut

‘sont des prix de couverture, c’est-a dire qu'ils permettent de constituer un

Dortefeuille dont 1a gestion dynamique procure en théorie la somme due ay
titre de la garantie, Une telle stratégie de couverture Présente un cofit, lig
principalement auy colts de transactioq Supportés lors des ajustements du
portefeuille de couverture. La fourchette passede 2-6 % 4 3. 7,5 % si l'on
met en ceuvre une stratégie de couverture, pour des conts de transaction de
1 % sur actif tisqué et de 0.1 % sur Pactif sans risque, en négligeant dans
un premier temps Paléa lie aux dates de survenance des déces,

Nous avons ensyite Pris en compte I'aléa lis aux décés en faisant des sim.

feuille) de 3 %, avec 1 % de chances pour Pentreprise d’assurances de servir
des prestations d’un montant Supérieur 4 5 % des Provisions mathématiques.

Si assureur choisit de ne pas se couvrir, le coft de I garantie est plys
faible (environ 1 %), mais I'assureur servira dans 1 % des cas des prestations
au titre de la garantie Supérieures 38 % | §; Passureur veyt disposer dans son
bilan des fonds Décessaires couvrir ges engagements dans 99 % des états dela
nature, et que Jeg actionnaires exigent 15 % de rémunération annuels sur ces

la marge) devient proche du quantile & 9g % du montant des Drestations 4
servir. Il semble, dans ces conditions, plus avauntageux de se couvrir.

2




Les garanties en francs sur les contrats en unités de compte font peser up
risque sérieux sur la Compagnie d'assurance. Afin de constituer suffisamment
de fonds propres pour honorer ses engagements dans 99 % des cas, Passureyr
doit prélever environ 0.6 % de 'encours tous les ans au titre de ces garanties
Les exigences de Ia directive européenne qui impose 4 % de marge aux con-
trats comportant ce type de garantie contre 1 % aux autres semblent toyt
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