Résumeé

Mots clés : assurance non vie, modele linéaire généralisépdenpérationnel, risque de
provisionnement, surinflation.

Le développement d'un modeéle interne et la miseeenre de 'ORSA conduisent de plus
en plus d’assureurs a effectuer un calcul stoaiastile leurs provisions.

L’objet de ce mémoire est de présenter un modethastique de provisionnement construit
dans le cadre des modéles linéaires généralisépe@ndéduire du modele I'évaluation de la
meilleure estimation des provisions Best Estimatecelle du besoin en capital au titre du
risque de provisionnement.

Dans le calcul des provisions, nous montrons drpdetdonnées en dommages corporels
automobile, que le modéle étudié peut constituer alternative aux méthodes par facteurs si
les données ne respectent pas les hypothesessgsnus tendent. En particulier, la structure
souple du modele permet de modéliser certainsuecte I'origine des perturbations dans les
cadences de paiements. Cela inclue linstabilit alences de reglements ou la surinflation,
deux phénomeénes caractéristiques des branchesilardemt long.

Dans le calcul du risque de provisionnement, nauslggions une approche simulatoire
dans un cadre Bootstrap. Nous présentons tout lalmme version du Bootstrap adaptée au
modele, puis la modifions avec une vision sur unzioa d’'un an. Le calcul du risque de
provisionnement est également effectué par apicate la formule standard du QIS4 pour
comparaison.



Abstract

Key words : non-life insurance, generalized linear models, raf@nal time, risk
provisioning, superimposed inflation.

The development of an internal model and the implaation of the ORSA lead more and
more insurers to do a stochastic calculus of tleserves.

The purpose of this paper is to present a stochasbidel of provisioning built into the
framework of generalized linear models. One caeririfom the model assessing the best
estimate of reserves or the required capital utigerisk provisioning.

In the calculation of reserves, we show from ddtaAwoto Bodily Injury Insurance, the
model can be considered an alternative to the rdsthy factors if the data fail to meet the
assumptions that underlie them. In particular, ftegible structure model is used to model
some factors causing disturbances in the ratesyhpnts. This includes the volatility of rates
of settlements or superimposed inflation, two cbi@stic phenomena of long branches.

In computing the risk provisioning, we favour a slation approach. We adapt the classical
version of the Bootstrap to the model and modifwith a vision on a one-year horizon. The
calculation of risk provisioning is done by applyirthe standard formula of QIS4 for
comparison.
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INTRODUCTION

Le 22 Avril 2009, le Parlement européen votait il@ctive Solvabilité 1. Cette réforme, qui
place la gestion des risques au cceur du systéndergiel des assurances, se caractérise par
de nouvelles exigences quantitatives visant a migentifier et mesurer les risques portés par
les assureurs. Ces exigences incluent le calcukaegaux propres et celui des provisions
techniques, s’appuyant sur la notion de meillestaration.

Dans ces calculs, les nouveaux principes prudsndistinguent en assurance non vie le cas
des sinistres a survenir de celui des sinistregesuis en date de calcul. Dans ce mémoire,
nous nous focalisons sur ce dernier cas. Danddalaes provisions, il s'agit alors d’évaluer
la meilleure estimation des Provisions pour SiastEt dans le calcul modulaire du capital de
solvabilité, il est requis d’évaluer le risque d®yisionnement, introduit par Solvabilité I
dans le risque de souscription, qui constitue m@cipaux risques de passif en assurance
non-vie.

Dans le calcul des exigences quantitatives, la Cigsiom Européenne laisse la possibilité
aux assureurs d'utiliser une formule standard otedeurir & un modéle interne. Ce mémoire
présente un modele de provisionnement en assuremceie, développé dans le cadre des
Modéles Linéaires Généralisés et intégrable audeam modele interne. On peut en déduire
la meilleure estimation des provisions pour siestainsi que I'évaluation du risque de
provisionnement.

L’approche adoptée consiste a modéliser le coltemales sinistres a partir de leur ordre de
reglement, en utilisant les Modéles Linéaires Galrs&rs (GLM). La connaissance du nombre
de sinistres survenus et restant a régler sufiitsah estimer le montant total des prestations
futures, et par extension celui des provisions Bssitmate pour sinistres.

Les triangles des prestations et des nombre d&treisiréglés, nécessaires a la mise en ceuvre
du modeéle, sont empruntés a Taylor (2000). Dan<désuls, nous utilisons et supposons
certain le nombre estimé par Taylor des sinisttegesnus et restant a régler. Dans le calcul
du risque de provisionnement, cette simplificattmmduit & ne considérer que I'aléa sur les
colts unitaires des sinistres futurs. Cette regiricconstitue une des limites de I'approche
présentée, notamment dans le cas des derniéreananoes ou le nombre des sinistres futurs
reste le plus incertain.

Le mémoire est structuré en trois parties. La pgeenpartie fournit un rappel des principes de
calcul des provisions techniques et de I'exigeneeapital au titre des sinistres survenus et
restant a payer.

La seconde partie présente les caractéristiquesadieéle de provisionnement, ses avantages
par rapport aux méthodes par facteurs, et détadlemise en ceuvre (choix du modeéle,
spécification, calibrage, ...).

La derniere partie constitue I'application numéedglu mémoire. On y met en ceuvre le calcul
du Best Estimate des provisions pour sinistres guns celle du risque de provisionnement.
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PARTIE I. SOLVABILITE Il: PRINCIPES DE
CALCUL DU BEST ESTIMATE ET DU RISQUE DE
PROVISION

Cette partie introduit les concepts et principesaeul liés aux deux variables d’intérét :
le Best Estimate des provisions pour sinistres @stjue de provisionnement.

Le premier chapitre recense les points que nousojug importants de valider pour étre
conformes aux exigences de Solvabilité 1l dansaleut du Best Estimate de la provision
pour sinistres. Afin de conforter la validité detngoapproche, nous présentons en paralléle les
caractéristiques du modéle de provisionnementlttan partie 1l et Ill.

Le deuxiéme chapitre introduit les concepts liésriague de provisionnement traité en
partie 1ll, et en présente deux méthodes approchées
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CHAPITRE I. LE BEST ESTIMATE DES PROVISIONS POUR SINISTRES

l. Le périmetre de calcul

L’article 76 de la directive européenne (Parlenteumopéen, 2009) indique que « la valeur
des provisions techniques est égale a la somma deilleure estimation et de la marge de
risque ». Les modalités d’évaluation de la margeridgue ne sont pas traitées dans ce
mémoire qui se concentre sur le principe de la lewe# estimation (en anglais, Best
Estimate).

Le calcul du Best Estimate en non-vie est segnmssith deux niveaux :

» L’article 79 de la directive européenne précise pseprovisions techniques doivent
étre calculées par groupes de risques homogeneset Aeffet, dix huit branches
d’activité sont identifiées a I'annexe | de la diree, dont la branche « R.C. véhicules
terrestres automoteurs » a laquelle se rattagbhertefeuille étudié.

» Dans chaque branche, les spécifications technique®IS4 distinguent les sinistres
survenus en date de calcul des sinistres a sunkemice sens, le Best Estimate est la
somme des Best Estimate:

0 de la provision pour primes qui se substitue awwigrons pour primes non
acquises et aux provisions pour risques en cours.

0 de la provision pour sinistres constituée au tige sinistres survenus.

Ce mémoire se focalise donc sur cette dernieréepdes provisions techniques. A ce sujet,
notons que les spécifications du QIS4 (TS.II.E.B3cpnisent de dissocier le calcul des
provisions pour sinistres de celui des provisiomsrprimes.

[I. Les principes d’évaluation
1.1 Aspects méthodologiques

Au centre des régles de calcul a respecter, leeptriu Best Estimate organise le passage
d’'une évaluation prudente des provisions techniggssse sur des hypotheses réglementaires,
a une évaluation économique plus réaliste. Plusiginment, l'article 76 définit le Best
Estimate comme «la moyenne pondérée par leur pilabades flux de trésorerie futurs,
compte tenu de la valeur temporelle de I'argent,[déferminée a partir de la courbe des taux
sans risque pertinente ».

Comme il apparait difficile de préconiser de faggatématique des méthodes de calcul en
fonction de cas identifiés (duration, type de risqu.), le Best Estimate est davantage un
ensemble de principes qu'un guide méthodologique.lidu d’imposer des méthodes de
calcul dans son évaluation, les principes régleamess incitent plutét I'assureur a s’inscrire
dans une démarche méthodologique, dont certairE@sinportants sont rappelés ci-apres.
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* L’usage de méthodes reconnues

Pour les branches de forte incertitude telle ladha étudiée, les spécifications techniques
du QIS4 préconisent l'utilisation de méthodes awgréitesbest practiceen citant les
méthodes construites a partir du triangle de ligtiach (TS.11.E.10).

v A ce sujet le modele étudié extrapole les prestatifutures a partir du triangle de
liquidation des nombres de réglements et du treadgbk prestations payees.

+ La volonté de croiser différentes méthodes

Les spécifications techniques du QIS4 conseilléedtoner les PSAP a partir d’au moins
« deux méthodes actuarielles considérées commlediabnduisant a un faisceau convergent
d’estimations. De ces méthodes, la plus appropaéke qui capture le mieux, de fagon
prudente, fiable et objective la nature du riscpst,ensuite retenue. ». L'objectif d’'une telle
démarche consiste a contréler 'absence d’erreunaidele et de parametres.

v Dans ce mémoire, nous nous consacrons a présamgeméthode compatible avec les
exigences de Solvabilité Il. Dans le cas de laditarcorporelle automobile, le rapport de
’ACAM sur le Best Estimate en non-vie (ACAM, 200d9ncoit trois types de méthodes :

o Les méthodes de cadences appliguées aux paienmeoatsirs, nombres et
charges de sinistres dossier par dossier.

o Les méthodes d'exposition appliquées aux paiemestxurs, nombres et
charges de sinistres dossier par dossier.

o L’approche basée sur des loss ratios ultimes fonatie la sinistralité déja
survenue et de la politique tarifaire.

» Lajustification des méthodes utilisées

La directive prévoie que les assureurs soient dapatle justifier des méthodes de
provisionnement utilisées. En ce sens, l'articl® tdlatif aux normes de qualité statistique
précise que « les entreprises d'assurance et ssuraace doivent étre en mesure de justifier
auprés des autorités de contrdle, les hypothéseogs-tendent leur modele interne »

v Sur ce point, les conclusions de 'étude des dapéésentée au début de la deuxiéme
partie doivent permettre de justifier le recoursvadele présente.

* Une qualité minimale d’ajustement

Les spécifications techniques du QIS4 conseillamhise en ceuvre de tests d’ajustements,
de sorte a rejeter les méthodes conduisant a wlgégd’ajustement insuffisante (TS.I1.E.13).

v A cet égard, le cadre des Modéles Linéaires Géaésaldans lequel s’inscrit le modéle
de provisionnement présenté, permet de procédeitdes tests d’ajustements globaux
gu’a des tests de significativité des variabledieafives.
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[I.2 Aspects calculatoires

Le croisement des principes réglementaires et daopisations émises par I'ACAM ou le
Groupe Consultatif Actuariel Europégmermet de préciser de facon suffisante les prarscip
de calcul a respecter dans le calcul du Best Etigranon-vie.

[1.2.1 Les préconisations du Groupe Consultatif

Dans leur rapport intérimaire sur le Best Estimate assurance non-vie, le Groupe
Consultatif Actuariel Européen (2008) retranscaitticle 76 de la directive en cing points :

* La meilleure estimation correspond a la moyenneadis€e (et non a la médiane).
» L’estimation doit étre sans biais et ne pas inctigenarge de prudence.

e Les paramétres utilisés combinent I'expérienceatdreprise et du marché.

» Les flux futurs doivent refléter 'expérience futude I'entreprise.

» Les flux futurs doivent étre actualisés a partitadleourbe des taux sans risque.

[1.2.2  Les préconisations de 'TACAM

A Tlinitiative du Groupe Consultatif, des réflexioront été menées au niveau national
autour des méthodes approchées du calcul du Bestais en non-vie. En France, un groupe
de travail est constitué sous la présidence de AWMCEnN dehors des méthodes approchées,
son rapport (ACAM, 2007) rappelle les orientatiarsuivre dans le calcul du Best Estimate.

» Méthodes de calcul
Le rapport précise que les modeles utilisés peldteat

» Soit stochastiques, impliquant I'estimation de istrtbution des flux futurs, dont
I'espérance actualisée définit la meilleure estiomaties PSAP.

» Soit déterministes, auquel cas I'évaluation de Harge ultime moyenne apres
application de cadences et de la courbe des tandud a la meilleure estimation.

» Le retraitement des sinistres exceptionnels

Dans le cas de la branche corporelle automobilesapgort préconise de segmenter
I'analyse par tranches de codt des sinistres. Bicpker, il s'agit de séparer les sinistres hors
graves des sinistres graves qui peuvent distoedredservations moyennes de codts.

v A ce sujet, 'approche suivie permet de modélissrdolts selon une loi de longue queue
de distribution et selon une procédure d’estimaties parametres cohérente avec cette
distribution. Cette technique peut éliminer la St de retraiter les sinistres graves.

! Le Groupe Consultatif Actuariel Européen a été ené 1978 pour représenter I'opinion des actudeeant les institutions européennes.
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* Intégration des éléments inflationnistes

Le rapport préconise de distinguer les effets dedasurance, de I'inflation et des recours
dans le calcul de la meilleure estimation. Quatapes de calcul sont définies :

* La projection des triangles de charges et de regiésnbruts de recours et de
réassurance, avec prise en compte de l'inflation.

* La projection des triangles de recours.

e L’estimation de I'impact de la réassurance.

» L’actualisation des flux futurs au taux sans risque

Au sujet de linflation, rappelons que I'article dé la directive prévoie la prise en compte
de ses effets dans le calcul des provisions teabsigParallelement, le rapport de 'ACAM
rappelle que la hausse des colts dans la brancperelle automobile est tres supérieure a
I'inflation constatée économiquement, du fait déewis jurisprudentielles et conjoncturelles.
En ce qui concerne la procédure de calcul, le napmmseille d’estimer les liquidations de
sinistres a partir des historiques retraités ddldition passée, puis d’appliquer les conditions
d’inflation future aux projections de prestations.

v Le modele présenté estime linflation passée déorknche a partir des historiques
retraités de l'inflation. Cette premiére approcleenpet de projeter les prestations futures
en monnaie constante. L'inflation générale contedaas les prestations futures est
ensuite estimée a partir d’'un modele ad hoc etiq§x aux projections préceédentes.

e Escompte des flux

En ce qui concerne I'escompte des flux, le groupetrdvail estime raisonnable de
considérer les approximations suivantes :

» Dans la mesure ou les prestations sont peu cosréléevariations de la courbe des
taux d’intérét, I'utilisation d’'une courbe des tad&terministe est suffisante. En ce
sens, on se dispense de probabiliser I'évolutiantagx dans le temps.

* On peut également considérer des échéances déstamjren se dispensant de
probabiliser les dates de réglement des sinistres.

v Le calcul de I'espérance des prestations futures@wluit séparément de celui de leur
actualisation, effectuée a partir d’'une courbe tdes déterministe et selon des dates de
reglements estimées en conformité avec les hypedtdis modele.

lll.  L’expression de la provision pour sinistres

L’information en assurance dommages n’est dansaiosrtcas que provisoire. On se
retrouve ainsi en date d’'évaluation des provisiposir sinistres dans une situation ou
I'observation des données ne correspond pas &ukien ultime. Dans ce contexte, I'objectif
du provisionnement consiste a anticiper le dévedapmt des charges de sinistres pour les
intégrer immédiatement dans le résultat.

Dans cet obijectif, le provisionnement en assurarmmevie s'intéresse au déroulement
temporel des paiements d’une branche d’assuramsesihbistres sont rattachés a des années
de survenance i = 1,...,n ou de souscription et nd@p@ des années d’inventaire.
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Sans perte de généralités, on suppose pour siempldi notation que les sinistres se
deroulent sur n années : la charge ultime est donaue de fagon certaine passée ce délai.
On désigne parixou X; le paiement effectué I&")° année de développement au titre des
sinistres survenus lI'année i. Ces variables sugsosélépendantes sont appelées incréments.
Lors de la cl6ture de fin d’année n, les montaftamntérieurs a cette date (i<jn+1) sont
disposés sous la forme d’un triangle de liquidationt la forme est présentée au tableau 1.

Tableau 1- le triangle de liquidation

j 1 3 | Charge
i ultime
1 X1,1 X1,n Cin
i Cin
k
n Xn,1 Xnn Chn

Les diagonales du tableau correspondent a deswegte calendaires : I'année n a donné
lieu au paiemenEi”:lx toutes années de survenance confondues.

in-i+l?

Parmi les f variables du tableau 1, les variables;)Xj1<n, du triangle supérieur ont été
observées, les {(},i+j1<n €tant leurs réalisations. L'objectif consiste anptéter le triangle
inférieur, constitué des reglements restant a eféec@u titre des années 2 a n. Ces quantités
sont considérées comme des variables aléatojfég K= 2,...,n ; i+j-1 > n).

Au 31/12/n, la charge ultime au titre de 'annést constituée de la somme des prestations
passées (connues) et des prestations futuresojedsat

n-i+l n

Cn= in,j + in,j .

j=1 j=n-i+2

L’escompte des provisions techniques est un dedpoiajeurs apportés par Solvabilité II
qui prévoie que le Best Estimate doit étre caleu®mpte tenu de la valeur temporelle de
I'argent ». En supposant par exemple que les gi@ssasoient réglées en fin d’année, le Best
Estimate de la provision pour sinistres constitage31/12/n au titre de la survenance i est
égal a la somme des prestations futures actualisksesourbe des taux sans risque :

n-i+l-j

R = Zn:>D<i,jEQ1+i(0,J"(n‘i +1)))

j=n-i+2

- ye - - v Z Ve Ve D y - -
ou i(0,k) désigne le taux sans risque en 0 d’éate&nannées eXi; I'estimation de la
prestation payée en fin d’année de développeneineyalorisée de I'inflation.
Si comme nous le faisons ici, on suppose le riggtedement écoulé en n années, le Best

. .. .. v 0. N0
Estimate de la provision pour sinistres s'éerit) i .
i=2
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CHAPITRE Il. LE RISQUE DE PROVISIONNEMENT
l. Les fondements du risque

[.L1 L’incertitude des PSAP : une analyse par risques

Quel que soit I'horizon de solvabilité étudié, tursce du risque de provisionnement est la
méme : l'incertitude liée a l'estimation des praems. On peut associer les facteurs
d’incertitude a trois risques : le risque de vdilgti le risque d’incertitude et les évenements
extrémes.

Risque de volatilité

Le risque de volatilité est associé aux fluctuatiaiéatoires en termes de fréquence ou de
valeur d’'un évenement. Il est considéré diversi@ates lors que la loi des grands nombres
assure la baisse de la volatilité du montant malesinistres lorsque le nombre de risques
assurés identiques et indépendants augmente.

Risque d’incertitude

Le risque d’incertitude correspond au risque d'umauvaise spécification de la
modélisation de la sinistralité ou d’une estima#goronée des parametres. Il n’est donc pas un
risque diversifiable, car il ne peut étre réduit peugmentation de la taille du portefeuille.

+ Risque de parametres

L’estimation des provisions passe par I'extrapolatdes prestations futures a partir des
observations passées. Classiquement, les modelgsogxtion sont ajustés a partir des
prestations observées. Ces modeéles sont exposgsriaque d’échantillon, au sens ou les
historiques de prestations disponibles souventis@mantraignent a estimer leurs parametres a
partir d’'un faible nombre d’observations. De fagg@nérale, les branches sont d’autant plus
exposees au risque gu’elles sont volatiles en neraben montant de prestations. Dans le cas
des méthodes par facteurs, le risque est impodi@ms le calcul des coefficients de passage
des derniéres années, baseé sur peu de données.

+ Risque de modele

La capacité du modele a estimer les prestationsdsirepose en fait sur le respect de deux
hypothéses implicites. Tout d’abord, on supposelgumssé est correctement modélisé : les
variables explicatives de la formation des prestetisont pertinentes et exhaustives et la
structure du modéle bien spécifiée. Ensuite, en aagp que les caractéristigues des
prestations futures de sinistres resteront conferavemodele, on postule également I'absence
de changements fondamentaux ou changements deeréigims la formation des prestations.

Ces changements de régime sont imputables a dereomkacteurs. Par exemple, des
décisions réglementaires ou judiciaires influant &univeau moyen des prestations, des
changements dans la procédure interne de gest®osinistres ou dans la nomenclature des
produits, la révision de contrats de réassuranoé aaant de causes susceptibles de rendre
caduque la cadence des paiements utilisée dangjéion des prestations futures.
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Ces facteurs d’incertitude peuvent conduire a dem@ements gradués ou brutaux des
parameétres réels du modéle de provisionnement. eBaet Zehnwirth fournissent un
exemple intéressant d’analyse des résidus défarisapdifférence entre les prestations payees
et celles estimées par le modele. Si les résidéseptent une hausse soudaine ou suivent une
tendance réguliéere, il y a alors lieu de suspd&eistence d’'un changement de régime.

Evénements extrémes

lIs sont caractérisés par une faible fréequence étngpact important. Du fait de leur rareté,
leur occurrence ne peut étre prédite a partir@drapolation d’événements plus communs. Il
est difficile de leur attribuer un montant de pgmebable et par extension de capital requis.

[.2 De l'incertitude des PSAP au risque de provisionneant

[.2.1  L’exposition des branches a déroulement long

Les ratios de provisions techniques ont augmentdiladu temps sur I'ensemble des
risques dommages, en particulier dans les brandgmnsabilité civile et accidents. En
assurance de responsabilité civile, les provisiepsésentent ainsi entre trois a cing fois les
primes acquises, contre 60% a 100% en assuranoemeet entre seulement 10% a 30% en
assurance tous risque automobile.

Cette tendance est liée en partie a la part crissdes sinistres a développement long,
dont les provisions sont davantage sujettes a@érait de multiples facteurs.

Tout d’abord, l'identification et le réglement desistres s’inscrivent sur une période
longue. Ainsi, la date du paiement peut varier idgrment selon la gravité et la complexité
du dommage du fait :

- du délai de déclaration a I'assureur, soit la duge la date de survenance et la
date de déclaration du sinistre a I'assureur.

« du délai de reglement, entre la date de déclaratitendate de reglement final.

. de la réouverture de nouveaux sinistres inattendus.

Figure 1 — Processus de reglement des sinistres

survenance déclaration réglernent réouverture paiernent réeglement

R

temmps

Dans le cadre du risque de provisionnement, lastss particulierement critiques sont
Ceux gui ne sont pas encore connus, ou ceux qtogga survenus mais pas encore liquidés.

2 Barnett G, Zehnwirth B. (2000), « Best Estimater&serves », Proceedings of the Casualty ActuSoalety 87, 245-321.
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Dans le provisionnement des risques longs, il gsieénent primordial d’anticiper les
tendances économiques, sociétales et juridiquesaneune influence sur les engagements
de l'assureur.

Dans les économies développées, ce sont avaritexpibsion des colts de santé publique
et les exigences accrues en matiere de soins il en établissement hospitalier. Selon
les prévisions de 'OCDE, le taux d’augmentation ftags de soins de santé pourrait aller
jusqu’a 7,3% par an jusqu’en 2050, de par I'effet conjuguéalbdusse des salaires jusqu’ici
bas dans le secteur de la santé et d'une plus gtandévité de la population.

La croissance des frais médicaux est quant a elead progres constant de la médecine et
aux développements de nouvelles thérapies.

De facon générale, on concoit donc bien qu’il edicdt d’anticiper ces facteurs latents
socio-économiques qui modélisent le niveau desnimigations et contraignent I'assureur a
contrdler périodiqguement la suffisance des prowmsigonstituées. Par exemple aux Etats-
Unis, les provisions en assurance de responsabilitie médicale constituées au titre de
I'année de survenance 2000 ont été augmentéeHer 2006

Cette observation rappelle deux caractéristiqugeures de I'activité d’assurance :

» La rentabilité d’'une activité doit étre considéggmes I'écoulement total du risque. En
ce sens, la littérature s’est jusqu’ici concentréls risque dit ultime d’insuffisance des
provisions a couvrir les engagements de I'asswseufa totalité du développement des
sinistres.

* Si cette vision de long terme est centrale dangaleul des provisions, elle est
inopérante a prémunir I'assureur du risque d’ingbiité sur un horizon court.

Ainsi, dune année sur [lautre, l'information su@pilentaire obtenue (tendance,
caractéristiques statistiques, déclarations tasdiveglement définitif,...) peut conduire
'assureur a réviser le montant de ses provisiona &ausse et occasionner des pertes
importantes. Ce risque de court terme constituestpie de provisionnement tel que le définit
Solvabilité Il. Il doit étre estimé et conduireaadonstitution d’une charge en capital.

[.2.2 Le cas des dommages corporels en automobile

L’assurance dommages corporels en automobile coparedéfinition les dommages
corporels en cas d’accident automobile. L'assupayeur est I'assureur de I'automobiliste
fautif, ou du conducteur, en cas de dommages anuads a des passagers.

Compte tenu du rapide inventaire des facteurs de@atians amorcé dans la section
précédente, on concoit bien que la branche dommagesorels en automobile soit
particulierement exposée au risque de provisionneme

Ainsi, I'assureur est tout d’abord exposé au risgeeprovision du fait des délais de
déclaration et de reglement des sinistres. En pdigticdans le cas des préjudices corporels
graves, les réclamations découlant d’'un événenmanithgeable ne sont parfois connues que
trés longtemps aprés la survenance du sinistre.

3 Munchener Riick, « La gestion des cycles, les @saie variations », Enterprise Risk Managemen@(&2
4 Swiss Re, « Provisionnement des sinistres enasseide dommages : progresser sur un défi strag@gigSigma n°2/2008.
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Et méme dans le cas des sinistres connus, leuredoent souvent long expose l'assureur a
I’évolution de multiples facteurs environnementaux

Tout d’abord, comme les niveaux de prestations megteoitement liés au droit national de
la responsabilité, I'assureur n'est pas a I'aband décision de justice le contraignant a
réviser les provisions constituées au titre deistsgs en cours.

Dans le cas des dommages corporels graves, lesregtsées ainsi que les frais de soins
et de traitement médical doivent étre payées pandalurée de vie de la victime. Lorsqu’une
indemnisation en rente est décidée, elle concerggréral les postes de préjudices suivants :
frais médicaux, autres frais entrainés par l'infiér(notamment les frais de tierce personne
dans le cas des grands invalides) et pertes dausv&t dans un monde ou les changements
vont a un rythme croissant, les dimensions desarerebs de long terme de I'ensemble de ces
postes sont facilement sous-estimées.

Enfin, on observe dans la plupart des pays guenlmmnisations revendiquées sont de
plus en plus souvent versées sous formes de re@Gesmode d’indemnisation expose
I'assureur a la hausse de ces codts a plus dn: tibut d’abord si le montant a verser est
fixé selon une base nominale, sans possibilité afitation ultérieure, I'assureur prend en
charge essentiellement le risque de longévité. IDg pt a I'inverse d’un paiement en capital
immédiat et libératoire, le paiement sous formerdiages I'expose également a un risque de
baisse des taux et au renchérissement des provisimistituées qui en découle.

Et dans tous les cas, s'il s'agit d’'indemnisatiomgssforme de rentes, il est possible suite &
une détérioration médicalement constatée que lavegture d’un sinistre cloturé occasionne
une augmentation subite des provisions.

II.  Le risque de provisionnement de Solvabilité II

[I.1 La définition du risque
Reprenons la définition du Capital de Solvabiliédini a I'article 100 de la directive :

« Le Capital de Solvabilité Requis correspond apiteh €conomique dont a besoin une
entreprise d’assurance ou de réassurance pouréiné probabilité de ruine a 0.5%, c'est-a-
dire a une seule occurrence tous les 200 ans. Slmulcutilise la méthode de la Value-at-
risk, conformément a la formule standard ou dansoletexte d’'un modeéle interne : toutes les
pertes potentielles sur les 12 mois a venir, y a@snpelles qui découleraient d’'une
réévaluation défavorable des actifs et passifsyeldi étre évaluées [...]. »

En évaluant le risque en fin d’année n, l'applicatide cette définition au risque de
provisionnement conduit & segmenter les risquesugaont associés selon deux périodes

* Une période de chogcsoit 'année n+1 durant laquelle un évenementesdv/survient,
cet évenement étant entaché d’une probabilité desance de 0.5%.

* Une période affectéadébutant en fin d’'année n+1 jusqu’a I'’écoulemantridque, au
titre de lagquelle 'événement adverse aura coralu#evaluer la charge de provisions.

5 International Association of Insurance Supervig@stobre 2008), &uidance paper No. 2.1.1 on the structure of régulaapital es
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1.2 L’identification de la variable d’intérét

La décomposition par Solvabilité Il de la perte @& an en risques de prifet de
provisionnement est assimilable a I'analyse traditelle du résultat par année de survenance.
En d’'autres termes, les risques de prime et de giomnement correspondent respectivement
et a peu de choses pr@sun risque de mali sur liquidation et a un risgaemarge courante
négative.

L’analyse par survenance distingue la survenangeaote n+1 des survenance antérieures.
Placons-nous au 31/12/n et négligeons l'effet detlialisation des prestations. Le résultat

technique de I'année n+1 est la somme de la mang@cter et du résultat de run-off :

o

0 (h+1)
-\"p _ n " B -—p0 _ _ ph+)
T=>"R ( " X 2R j =R”-X_.,-R

_ (n+1)

-~ D -~
T= P_(Xnﬂ,l + Rn+1j =P-Xn1i—R

La marge courante est constituée par la différence entre les prilmeayées I'année n+1
et la somme des provisions et prestations payéesen n+1 qui leur sont associées.

Quant au résultat T, il est également appelé bottii sna liquidation. |l correspond a la
marge technique comptabilisée au titre des suneasaantérieures a I'année n+1. Le résultat
T est égal & la différence entre la provision d'stire R et la charge de I'année constituée
des prestations x; payées durant 'année n+1 et de la provision dedarre '),

Placons nous désormais au 31/12/n+1, en considén@nannée de survenance n. Le
résultat qui lui est associé sur I'année n+1 sfécri

o) 0 (h+1)
T =Ri +1-| X; ., *Ri .

g (n) n_ (n) o
CommeR; = ZXi,j , ON peut écrire
j=n-i+2

o) g (h+1)
Ti = Ri + l - Xi,n—i+2 + Ri

(n) (n) (n+1) ° (1)
0 n Q0 n_ Q0
:(Xi,n—ﬂz_xi'n_“zj*‘ ZXi,j - ZXi,j

j=n-i+3 j=n-i+3

6 . . - . L - .
Le risque de primes concerne les sinistres noresus, dont certains sont déja provisionnés aeisade la provision pour primes, et dont
les autres correspondant a des polices souscttastd’année n+1, sont couverts par les primescisss.

Il s’agit de réintégrer dans le risque de provisiement les sinistres survenus en n+1 dont lesspramssociées ont été payées en n.



Le risque de provisionnement 19

Dans I'équation (1) apparaissent les deux élémmntstitutifs du boni mali de liquidation
enregistrés 'année n+1 au titre de la survenance i

* Le premier terme dit boni — mali sur prestationsiptabilise la part de résultat liee a la
différence entre le montant%., de prestations payées sur l'année n+1 et celui
provisionné au 31/12/n au titre de 'année n+1.

» Le deuxieme terme dit boni — mali sur provisiongrésente la part de résultat liée a la
réévaluation de la provision en fin d’année n+Inpte tenu de l'information obtenue
durant 'année.

On distingue donc facilement le lien entre le nivele la variable T et chacune des
périodes en risque. L'effet d’'un choc survenami@e n+1 agit directement sur le niveau des
prestations X,«2.i payées lannée méme, tandis que la période affedtdervient
indirectement & travers la réévaluation en fin d&nn+1 de la provision;®Y, pour les
survenancess n. Par exemple, une décision de justice intervielimeée n+1 peut conduire
a une aggravation des sinistres sur I'année caaieind une révision a la fin de I'année des
montants de provisions en couverture du risquetiffe

[1.3 Risque a un an contre risque ultime

En ajoutant le termeZ?:_l'ﬂxu dans chacun des deux membres de la partie dreite d

I'équation (1), on a également

T= nilx + ZXH {nilx + X, 1ag t ZXJH}

j=n-i+2 j=n-i+3
n-i+l g(n) n=i+2 g(n+1)
=Y x;+tR =] D% +Ri
=1 j=1
g(n)  g(n+)
Cin—Cin

Le risque de provisionnement est capturé par kiloigion de probabilité de la variable T,
conditionnellement & I'information disponible afia de I'année n. Autrement dit, I'étude du
risque de provisionnement a un an conduit a s@ss®r a la variabilité dans un an de
I'estimateur de la charge ultime par rapport aaaw présente.

On note le contraste entre I'approche a un an seqo@r Solvabilité 1l et I'approche dite
« a l'ultime » associée a la problématique du mionnement. Ainsi, I'approche a l'ultime
s’inscrit dans une perspective de long terme, erfosalisant sur l'incertitude liée au
provisionnement jusqu’au développement total desstsés. Elle se concentre sur I'étude de

la variable R — Yha-i+2 X; » SOIt la somme des pertes et profits constatés sidpudate

d’évaluation jusqu'a I'’écoulement total du risquet, dont seulement une partie viendra
affecter le résultat de 'année n+1.

Dans une vision a l'ultime, on est donc intéresag la variabilité de I'estimateur de la
charge ultime par rapport a sa valeur a l'ultiman®une vision a un an, il s’agit de mesurer
la variabilité de cet estimateur par rapport agawr dans un an.
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En guise d'illustration, prenons la méthode Chaaalder. La technique consiste depuis la
diagonale du triangle de liquidation & estimer firlade I'année n la charge ultime {(par le
montant

g (n) g(n) g(n)
Cin =C Xf nu-iX---xfn, pour 2<i<n,

i,n—i+1

o (n)
ou les coefficientsf ; représentent I'accroissement des paiements curnbierves a la

fin de 'année n, entre les années j et j+1.

Leur application successive aux montants connuys;.Cpermet pour chague année de
survenance i d’estimer la charge ultimg,2< i < n et ainsi la provision R

En fin d’année n et n+1, les estimateurs des aoeffis de développements sont

n-j n—j+1
oo > Co g 3 C

f. == et f, =

J n-j J n-j+1
Zi:l Ci,j Zi:l Ci,j

L es estimations associées des charges ultimesvgBtri

g (n) n-1 g(n) g (n+1) n-1 g(n+1)
Cin =C,an [ |fi et Cn =C . [1fi . pour i> 2.
j=n-i+1 j=n-i+

Dans le cas de la méthode Chain Ladder, l'inforomatbtenue sur I'année n+1 influe
donc sur I'estimation de la charge ultime a deweaix :

» par l'intégration des prestations de I'année n+isda calcul de la charge ultime.

» par l'application des nouveaux coefficients de pgesa la nouvelle diagonale des
reglements cumulés observés.

[ll.  Mesures de risques

[11.1 L’indicateur du MSE : une mesure du risque a l'ultime

L’erreur quadratique moyenne (« Mean Square Efya@osnstitue une mesure courante de
I'incertitude liée a I'estimation des PSAP jusqutiéveloppement ultime des sinistres.

En désignant par D -thu| i+j< n+]} linformation disponible en date de calcul, sa
valeur correspond a la distance moyenne au catre larréalisation (; et sa valeur estimée :

0O 0O 2
MSE(ij =E (Ci,n _Ci,nj ‘ D|.
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Commé E[(X —C)Z] = Var(X)+[E(X)-c]® pour toute constante c, on a par analogie

O O 2
MSE(Ci,n) =Var(C,, | D)+ (E[(CLn )| D] - Ci,n) ,
O
car Cin est une constante connue des lors que D est @trthgiest D - mesurable.
L'incertitude portant sur I'estimation de {ésulte donc de deux facteurs :

+ Le premier terme est une mesure de l'erreur liéa @ariabilité du processus ou du
risque de volatilité (en anglais, process variance)

« Le second terme capture l'erreur liée a I'estimaties facteurs par I'écart au carré
. O : . o
entre I'estimateurc;, et sa cible E((, | D) (en anglais, parameter estimation error).

0 0
En remarquant qu€,, -Cin =R, —Ri,ona

MSE(IFjiij = E{(Ri - FDeijz | D} = E{(Cm —cD:i,njz | D} = MSE(CDIi,n)

] m] O
Comme E(G,) = Cin, SECin) = MSE(Ci,nj est I'estimateur de 'écart type de R.

[11.2 La mesure du risque a un an

[11.2.1 Solvabilité Il : La mesure par la VaR

Reprenons la notation du Il. On désigne la pertartigue sur I'antériorité comptabilisée
'année n+1 par L = ¥F.

Dans un but de protection des assurés, Solvabiiitgpose I'immobilisation d’'un montant
de capital minimalp(L)®°, assurant le financement de ces engagements éarcas ou les
ressources primaires constituées des primes, dmssjons et des revenus financiers ne
suffisent pas a honorer les engagements contragf#és des assurés.

En munissant L d’'une distribution de probabilitésque neutre, historique,..)(L) doit
en principe étre choisi de telle sorte que I'éveamein L >p(L) » soit improbable. A cette
fin, Solvabilité Il a privilégié la Value-at-Risk/@R) parmi les mesures de risques.

8 par linéarité de E(X) on\A(X) = E[[x -c-E(X —c)}z]: E[{x —c}z]— 24E[X - c? +{E[X -}’ = E[[x —c}z]—{E[X -c)?.

° La fonctionp est une fonctionnelle & définir faisant corresperal risque S un nombre positif np(&) et vérifiant les propriétés de
cohérence définies dans Artzner, Delbaen, Ebeeati{1999), « Coherent Measures of Risk », Mathieaidinance, 9, pp. 203-228.
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La VaR définit lea-quantile de L.
Var,(L) = Inf{x | P[L <X] >a }= Qu(L) = F5*(a), 0<a<1,

ol Rt est la fonction quantile de L, soit I'inverse @efenction de répartition.

Un des reproches majeurs fait a la VaR est qurglgrécise ni I'importance de la perte, ni
sa distribution au-dela d’un selilCet inconvénient peut étre considéré comme majeur
des distributions de pertes caractérisées paruaseg épaisses.

C’est la raison pour laquelle on préfére souvdat\@aR la Tail VaR (TVaR) définie par
1 1
TVaR ( l—j (L)€, 0<a<l1.

La TVaR est la moyenne des VaR de niveau de corfianpérieur ou égale Pour des
distributions continues, on a

TVaR (L)=E[L| L >VaR (L))].

Autrement dit, il s’agit de la traduction mathémag du concept de « perte moyenne dans
les pires (1 -0)% des cas ». A l'inverse de la VaR, la TVaR peraetdistinguer deux
distributions de perte qui ont le ménaequantile mais sont différentes par ailleurs (en
particulier n'ont pas les mémes queues de distabhubu la méme asymétrie).

La TVaR peux également s’exprimer en fonction d’ungre mesure de risque, celle
d’Expected Shortfaliiéfinie par

ES(L)=HS-pL)]

Le Shortfall peut s’interpréter comme la part detgp@on couverte par I'assureur. En ce
sens, elle définit le risque résiduel d'insolvabiliSip(L) = VaR(L), la TVaR s’exprime
comme une combinaison linéaire de la VaR et dut&tlor

Comme
ES(L)=HL - VaR ( Jl'(VaR ~VaR (L)) de
- Jl'VaRE(L)dE ~VaR (L)(1-a)
ona TVaR (L)=VaR (L) +ﬁ E(L -VaR (L))

10 S L . , .
sauf quand une distribution théoriqgue comme ladoimale est supposée a priori.
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Méme si la VaR est décriée a cause de son absenseus additivité, Dhaene et al.
(2004) montrent que cette mesure de risque eshalgtiau sens ou elle minimise la fonctfon

o(L,d) = El(L -d)*]+de,

tout en conduisant au plus petit niveau de cagital
[11.2.2 Méthodes approchées

Une approche historique

Une méthode simplifiée de calcul du capital reaqsisproposée dans I'étude de I'AISAM-
ACME (2007). Elle consiste a calculer la chargecdpital par application d'un chargement
de solvabilité a la meilleure estimation de la psmn d’ouverture. En ce sens, la solution est
analogue a la pratique actuelle d’inclusion d’'uregge de prudence dans la provision.

La valeur de la marge de prudence est définie &irpdgs données historiques de la
branche. Plus précisément, I'approche vise a capilaugmentation relative a un an des
provisions définie par

Alors, la charge en capital estimée au 31/12/nléfsnie par
C= R(n) ><Q99,5% (m)

Cette approche rétrospective fournit une indicateur la volatilité historique des
provisions & un an. Toutefois, la méthode restecddpnte de la définition de™R Par
exemple, une méthode alternative de provisionnemédtisant de 10% le niveau des
provisions conduit au méme chargement en capital

n+l
)

_ 09R™ - 09R™Y — 09X, _ RM _ R _ y
" 0.9R™ B R™

mais diminue également de 10% le niveau de resss®® x (1+m) devant assurer la
solvabilité a un an dans 99.5% des cas.

En ce sens, cet exemple met en avant la nécessitiéfthir le Best Estimate dans la
distribution du risque. A ce sujet, nous avons we da notion de meilleure estimation
correspondait a I'espérance actualisée de la somemerestations futures.

1 Une mesure de risque est sous-additi®Si+S,) < p(S1)+p(S). Intuitivement, la propriété est Iégitime si eas@’évenement adverse, le
capital résiduel du risque i « excédentaire » tel@®S) - S > 0, permet de couvrir la perte du risque « digfig ».

12 . . . S - iy , . .
de est assimilable au codt de rémunération du capitalobilisé. La démonstration des auteurs est ptéseen annexe.
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Une approche par les quantiles

En prolongement de I'approche de 'AISAM-ACME, Dinaeet al. (2008) proposent une
solution plus adaptée :

En occultant I'effet de I'actualisation, la quaétinconnue R*P+X,.; est le montant de
ressources nécessaire durant I'année n+1. Cettetigupeut s’écrire en fonction de la
provision certaine f? d’ouverture, avec

n+)

R(n) N R(nj y R( + Xn+1 _ R(”)

:QQ+QQXﬂ=%ﬂx@+ﬁ)

Le parametrg désigne la révision du risque effectuée duramnke n+1. Ainsi, le risque
de provision considére les casfast strictement positif, soit

R ax. ., >R,

Pour décrire le risque de provisionnement, il $'dgi trouver un estimateur de la volatilité
du facteur d’accroissemefit Dans le cadre de Solvabilité I, le capital resqdoit permettre
de couvrir la perte technique liée au risque de sualliquidation dans 99,5% des cas, soit

Qoo (BR™) = R™ [y, o, (8)

Si I'on suppos@ gaussien par simplification, on obtient
C = Quo (BIR™) = RV|E(B) + o(8) ™ (0.999)

ou les parametres EY eto(3) peuvent étre estimeés a partir de données hisiesiq
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PARTIE Il. LA SELECTION DU MODELE

L’aboutissement de cette partie est I'identificatau modele utilisé dans le calcul du Best
Estimate et du risque de provisionnement. Nous si$sons d’étudier la branche des
dommages corporels automobile caractérisée paéwelappement long.

bY

Les réponses a certaines questions posées lora défihition d’un modéle s’averent
cruciales dans le cas des branches longues : commaatéliser la dérive inflationniste ;
comment projeter les prestations au-dela de I'oorinbservé dans le cas de risques
partiellement écoulés, comment tenir compte d'umentuelle dérive temporelle de la
cadence des prestations ?

Inspirée de Wright (1992) et Taylor (2004), la nugth présentée dans cette partie propose
des axes de réponse a ces questions. Tout d'deambdele utilisé intégre implicitement la
modélisation des facteurs de queue. Ensuite, setste souple facilite I'inclusion de facteurs
influents dans la dérive temporelle des prestatitsinistres, tels les phénoménes d’inflation
et de surinflation. Enfin, la méthode propose urad@tisation alternative a la méthode par
facteurs, dans le cas courant pour les branchaguésnou la cadence des prestations est
instable.

L’approche est de type colt moyen. Elle supposdigfgser par survenance et année de
développement des prestations de sinistres, debresrde sinistres réglés et des estimations
des nombres de réglements a l'ultifne

Le cheminement au modele final procéde en quatnpde La premiére partie étudie les
données et justifie du recours au modele de pamwisment utilisé. Tout en introduisant les
outils propres aux GLM, la seconde partie défieis Icaractéristigues fondamentales du
modele. La troisieme partie spécifie la structumentbdéle tandis que la quatrieme procéde
aux tests usuels de validation.

13 _, = P .
Et éventuellement les nombres de sinistres erscdans le cadre de la modélisation des paiemartis|p.
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CHAPITRE |. ETUDE DES DONNEES
l. L’exposé du probleme

[.1 Limites de 'usage des méthodes par facteurs

Pour calculer la provision pour sinistres, noupdsons de différentes techniques qui se
basent sur I'analyse du triangle de liquidation.dlapart de ces techniques passent par la
recherche de facteurs de développement mesuratduesle progression de la charge entre
deux ages successifs.

Citons par exemple le modéle GLMoisson surdispersé supposant les incréments
indépendants et distribués selon une loi poissemalyenne et de variance

E(Xij )= W = e et Var(X i )= LT

Le lien exponentiel permet une interprétation semgs coefficients; etp;. En reprenant
la notation de la section précédente, on a

E(Ci,n) = z;;lui,- =¢" ?Zle "

Bj

soit In[E(C;,,)]=c+a;, olic = In[zjlle } .

Cette égalité donne une interprétation du parameta termes de charge ultime espérée
de sinistres.

Par ailleurs, comme

ij _ eoti+Bj _ E(x”)
e Ec, )/Z?:leﬁj
E(xi') _ ij .
on a E(C,Jn) = Z?:l g Oi.

Cette derniére quantité représente la proportiogemaoe des paiements attendus au cours
de I'année de développement j. Remarquons que meg@rtion est indépendante des années
de survenance. En d’autres termes, la projectigrirdeéments futurs repose sur I'application
a chaque survenance d’une unique cadence de dpeelept.

Hors, la pertinence de ce choix de modélisatiomes@ que les données observées suivent
des évolutions relativement régulieres. De ce liegtméthodes par facteurs doivent donc étre
utilisées avec précaution, notamment dans le cas bdanches longues dont la durée
d’écoulement rend plus improbable I'hypothese dbibté des cadences de prestations.

14 R . ~ . i i - .
On rappelle que ce modele conduit aux mémes adsuwjtie ceux issus de la méthode déterministe Chalider.
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[.2 Quelques méthodes alternatives

Avec le temps, de nombreux facteurs peuvent ert g#air influer sur le rythme de
paiement des prestations. A ce sujet, le rapport’A€AM (2007) rappelle quelques
méthodes alternatives a la méthode des facteuns, dks cas ou I'application d’une cadence
unique n’est pas souhaitable.

+ Tendances des facteurs

Les méthodes par facteurs calculent des coeffidatdéveloppement de facon globale.
De ce fait, elles ne permettent pas de distingesrévyolutions dans le temps de la cadence
des paiements. Une solution consiste a utiliserteeisniques qui passent par le calcul de
facteurs par année de survenance.

Selon les tendances observées, on peut reteniactesirs calculés :

0 A partir d'une moyenne pondérée, en attribuant@idgplus important aux
facteurs des survenances les plus récentes.

0 A partir dune moyenne portant sur les dernierdefaxs. Se pose alors la
guestion de I'horizon a retenir.

Si on observe des tendances, il est impératif tBair compte dans le calcul des facteurs
de développement. La solution choisie doit alors dlautant plus justifiée qu’elle garde dans
tous les cas une part de subjectivité.

» Dispersion des facteurs

Si le développement des sinistres suit une loi igd@¢il est normal d'observer des
fluctuations dans les trajectoires de prestatiogs urvenance. Dans tous les cas, que les
facteurs soient peu ou fortement volatiles, I'apgtiion d’'une cadence unigue a I'ensemble
des survenances demeure une solution moyenne, Aderdiverses solutions possibles basées
sur les facteurs peuvent selon leur dispersiornrgeresensiblement.

Différents modeéles stochastiques permettent denidéin intervalle de confiance dans
I'estimation de la provision (Munich Chain LaddBgotstrap). L'utilisation de ces modeles
est souvent conditionnée par I'hypothése sous fjacefindépendance des facteurs de
développemerfit Ce postulat exclut en particulier les phénoménescompensation des
reglements de sinistres d'un délai au suivant pogrméme année de survenance.

« Volatilité des facteurs

Dans son rapport, le groupe de travail dissocidispersion naturelle de la volatilité des
facteurs de développement. Cette derniere faigdétence a une disparité plus heurtée, est
fréguemment observée dans le cas des brancheskpgur lesquelles une faible proportion
de la charge ultime est connue lors des premiéneses de développement.

5 Dans son article « Measuring the variability ofa@hLadder Reserve Estimates» de 1993, T. Mackasempin test de contrble de
I'absence de corrélation entre les facteurs.
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A ce sujet, une illustration de I'effet de I'ap@ton d’une cadence unique en présence de
volatilité des facteurs est donnée a partir dugfediille étudié (voir 11.2.2).

Dans ce cas, le rapport de TACAM préconise deypesyd’approches :

0 La méthode Bornhuetter-Fergusson combine I'apprdciditionnelle des
facteurs avec une estimation «a priori » de lagdhailtime. Au fil des
années de développement, cette approche de tygiilité accorde une
pondération plus importante a I'observation deteiars.

o0 Les méthodes basées sur des facteurs de développemealeur absolue,
construites par exemple sur des historiques deoregpge sinistres a primes.

Ces deux méthodes permettent de limiter I'instebdies projections liée a la sensibilité de
I'approche par facteurs des premieres années.\Encbe, leur utilisation reste délicate. Pour
la premiére, la principale difficulté réside daagustification de I'estimation « a priori » de la
charge ultime. Quant a la seconde, elle reste tiondée a la stabilité des loss ratio d’'une
survenance a l'autre.

» Eléments de rupture

Indépendamment de leur volatilité naturelle, legettoires de développement des sinistres
peuvent également étre perturbées par des élémdentspture. Ces ruptures interviennent
souvent lors d’'un méme exercice en touchant I'ebderdes années de survenafcElles
peuvent étre causées tant par des sources int@in@sgement des régles de gestion, des
dates de cut-off ou de la procédure de sélectian riggjues, ...) qu’externes (évolution
jurisprudentielle, économique ou sociale, ...) atfeprise.

Dans tous les cas, il est primordial de retraigsrdonnées de ces éventuels phénomenes,
de sorte a ne pas utiliser des facteurs erronésldamalcul des provisions.

.3 Le cas des données étudiées

Les données que nous étudions sont issues de Ta@ad). Nous ne disposons d’aucune
statistique relative au portefeuille étudié (benahm loss ratio, ...). La seule information
connue concerne la branche du portefeuille, sti# des dommages corporels en automobile.

En fait, les caractéristiques de cette branche mituent au carrefour des différentes
limites des méthodes par facteurs qui viennentrel’évoquées. Dans le cas des données
étudiées, I'analyse a venir invalide I'usage deshodes par facteurs pour différentes causes.
On y montre notamment :

0 que les facteurs de développement sont volatilegjets a tendances.

0 Que le volume des paiements est dépendant desdpreséde gestion, a
travers les nombres de réglements dont les cadesmas par ailleurs
instables.

16 Dans son article « Measuring the variability ofa@hLadder Reserve Estimates», T. Mack proposesggait un test de controle vérifiant
gu'il n’existe pas de rupture d’ensemble des farstsur une année d’exercice.
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Il.  La discussion sur les données
[I.1 La description des données

I1.1.1 Les données utilisées

Si les techniques de provisionnement passent mament par I'analyse du triangle de
liquidation, il n’existe pas de consensus clair lsunature des données a prendre en compte
dans I'estimation de la charge ultime : étudie temsinistres payées ou survenus ?.

Dans le premier cas, les incremenjsréprésentent les sinistres survenus I'annéeaydp
avec j années de retard. Il s’agit du triangleptestations réglées.

Dans le second cas, les incrémenis rprésentent les sinistres survenus l'année i et
déclarés 1a“"® année de développement : dans ce dernier cassainistres n'ont pas été
entierement réglés, le triangle inclut leurs estioms en lieu et place des reglements a venir.

Les deux issues présentent des avantages et devémients :

* Si on inclut seulement les sinistres payés, lexées du triangle reflétent la situation
réelle, sans prise en compte de jugement humaper@ant, la connaissance des IBNR
n'est pas exploitée, et le triangle n’apporte aecdmformation sur les paiements futurs.

* A linverse, les estimations des IBNR peuvent &téatiles, si elles sont soumises a
différentes influences économiques et politiques jplu moins objectives.

Cette réalité complique a double titre la lectuee ld cadence des reglements. Tout
d’abord, du fait des réévaluations des estimatimsinistres, les montants réglés peuvent
différer sensiblement des montants estimés. Endeitesinistres sont considérés réglés en
date d’estimation et non de réglement.

Le modele utilisé définit le colGt moyen d’un sinésen fonction de I'ordre d’occurrence de
leur réglement. Son utilisation requiert la congaige des données suivantes :

* Les sinistres payés retraités de l'inflation soréspntés en annexe A. Les prestations
sont exprimées en dollars du 31/12/1995.

* Les nombres [Nde sinistres survenus au titre de la survenaetedglés avec j années
de retard sont présentés en annexe B.

* Les nombres Ndes sinistres survenus et a survenir au titreadsutvenance i sont
présentés en annexe C. Les estimations des nordbremistres survenus restant a
déclarer dits tardifs correspondent aux estimatiengaylor (2000).

[1.1.2 L’estimation du nombre de sinistres survenus restama déclarer

Considérons la survenance i et notopdédnombre de sinistres déclarés durant I'année de
développement j. Classiquement, nous disposonsatgke des B, pourj=1, ..., n —i+1, et
nous cherchons a extrapoler la série dgpour j =n —i+2, ...¢0.
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On définit le nombre cumulé des sinistres déclatéstre de i par

Taylor (2000) extrapole le nombre des sinistredifisg partir de la série historique des D
Plus précisément, I'extrapolation des tardifs ésblée en deux temp’s:

* |l estime les facteurs de passagen partir de la méthode Chain Ladder powr 7.
Autrement dit, on définit comme estimateungléa quantité

O AL )
[ 4 i=1,..,7,

e ZiAi,j ,

ou la sommation en i se fait pour 'ensemble désura disponiblés.

O
 Pour les coefficients suivants, il ajuste une cewabx quantités -1, ., qu'il utilise
pour les délais j > 7. Le modéle ajusté est leamtiv

O
vj—1=0.0011x 059i-7

La reconstitution des coefficients de passage gpbsg#e en annexe T. Pour finir,
remarguons que le modele permet I'extrapolationtdedifs pour les délais importants. Par

O
exemple pour} 10, commev;-1- 0, on a

© ] ® |0
I_LVj 01+ Z{vj—l}
=1 j=10

Comme
© |0 ® =7 3 ® j
Z[\M —1} =0,0011x »° 059 =0,0011x 059 » 059
j=10 j=10 =0
3 O
- [}
= 00011229 _Vio=1_059 (/4
041 041 041
N b 0
D’ou I_LVJ' 01+ 059/ 041x (Vg—lj.
J=1

| ® 0
Au final, on obtientAi. = A, |_| v,.

j=n+1-i

17 Pour plus d’explications, se reporter a la pagde Taylor (2000). On y trouvera plusieurs techagd’extrapolation des sinistres tardifs.
18 Sur cet exemple, Taylor estime les coefficientpaesage selon des historiques différents détaifié@mnexe C (tableau 29 bis).
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[I.2 L’application de la méthode Chain Ladder

[I.2.1L’étude préalable des rapports historiques de déveppement

Les coefficientsf; calculés par Chain Ladder et les facteurs de dppeiment cumulés
associés; sont présentés en bas de triangle de I'annexe A.

Les figures 2 et 3 présentent les factdura fg, calculés a partir d’'un horizon allant du
dernier exercice comptable 1995 (en bleu) a I'etdendes seize années disponibles (en
rose). Elles témoignent clairement de I'instabitigtla cadence des prestations dans le temps.

Figure 2 —Rapports moyens de développenfgnt=1 a 4

34 |----{ [-- - ———--"-“"“"“-“"“"-

f1 f2 3 f4
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A priori, la modélisation d’une cadence unique déements basée sur les années de
développement apparait compromise a double titfaitu

« De la tendance générale a la hausse des rappstdasdpies’.

* De la volatilité des coefficients, notamment damsds des délais 1 et 3.

Figure 3—Rapports moyens de développenigit=5 a 8
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Dans le cas des branches longues, I'hétérogérestéatiences de paiements peut conduire
a une instabilité forte dans le calcul des prowvisicAutrement dit, I'application de facteurs
multiplicatifs de niveau élevé peut entrainer diést® fortement amplifiés sur I'évaluation de
la charge totale et en conséquence conduire aivdkesu de provisions trés volatiles.

19 . . . . . .
Les valeurs des rapports historiques sont préseig annexe A pour les neufs derniers exercices.



Etude des données 32

Par exemple, I'application de la méthode Chain keadgustée a partir des seize années
d’historique suppose que la part de sinistres ségihéfin de $°année est en moyenne de

1 1
f—i'm‘a‘“‘%-

Autrement dit, pour 0.0545 euro réglé en fin 88 dnnée de développement, la méthode
estime le montant de la charge ultime a 1 euroe Auet, rappelons que I'application d'une

cadence moyenne de paiements a lI'ensemble desnaunpes suppose implicitement
I’'homogénéité du développement de leurs prestations

Par exemple dans le cas de la survenance 1979 chatge ultime est a priori connue,
I'etude a postériori de la cadence de ses prestatonclut que 9% des prestations étaient
payées en fin de®f année. L'application du coefficient moyen Chainddler a cette
survenance aurait aboutit en fin d& année a une surestimation de sa charge ultime de

(0,09-0,0545) x 18,355 = 64,9%.

[1.2.2 La sensibilité de la provision pour sinistres

La section précédente donne une mesure de la iidéiale I'estimation des PSAP du fait
de la volatilité des facteurs. Dans le cas des éestudiées, le recours a une méthode par
facteurs n’est de toute fagon pas pertinent dudfsttendances décelées dans les facteurs.

Le tableau 2 présente les montants de PSAP obtnfienction du nombre d’exercices
retenus dans le calcul des coefficients Chain Ladekele rapport (colonne %) de chaque
provision par rapport a la PSAP calculée a pae#w skize exercices observes.

Tableau 2— PSAP - fin d’'année 1995

Exercices retenus (%) PSAP
1995 1,768 382 249 638
1990 & 1995 1,474 318 723 185
1985 & 1995 1,055 228 155 210
1979 & 1995 1,000 216 250 173

Par exemple, l'utilisation des facteurs observégamiul’exercice 1995 conduit a une
provision supérieure de 76,8% a celle estimée eourant a I'ensemble des exercices
disponibles.

De facon plus générale, on observe sans surprisgtdie la hausse des premiers facteurs
de développement avec le temps que l'intégratiagnessive des exercices passés dans le
calcul des coefficients de passage conduit a uissdéendancielle du niveau des provisions.
Dans ces conditions, le recours a un unique pdefiléveloppement dans le calcul des PSAP
apparait difficilement justifiable, d’autant quel €st possible de tenir compte de la tendance
haussiere des facteurs en raccourcissant I'histeriigtervenant dans le calcul des coefficients
fi, il n’existe aucune méthode adéquate permettamt definir la profondeur.
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1.3 De l'inadéquation des méthodes par facteurs

[1.3.1L’instabilité de la cadence des réglements

Il est courant que linstabilité des facteurs deal@ppement soit liée a celle du rythme de
reglement des sinistres. C’est pour cela que BstrgtiSherman (1977) suggerent de fixer le
montant des IBNR a partir de la durée de reglermestsinistres restant a courir.

Dans cette méme démarche, Reid (1978) introduitoidon de temps opérationnel en
associant un indicateur de temps moyen

N, +---+1N; .
T = N-2 L avecf O[0, 1],

a chaque cellule (i,j) du triangle, définissanptaportion de tous les sinistres cléturés au
titre de la survenance i au milieu de I'année deelbppement j.

Les sinistres cloturés en (i,j) sont définis pagélité

Nj =01+ Dy — O
ou Q; désigne le nombre de sinistres restant ouverssfan lde la période associée a la
cellule (i,j) et 3 le nombre de sinistres déclarés durant cette np&mede.

La notion de temps opérationnel fait référence dtlesse de reglement d’'une cohorte de
sinistres, correspondant dans notre cas aux &sisurvenus durant une méme année de
survenance. L’activité de la cohorte débute au seog@rationnet = 0 et se termine lorsque
le dernier sinistre de la cohorte est régléten 1. La figure 4 reprend trois trajectoires de
temps opérationnel du triangle présenté en annexe F

Figure 4 — Trajectoires de temps opérationnel de trois enké survenances
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Les années de survenance présentées sont séléessgmour illustrer la forte volatilité des
trajectoires de réglement, notamment dans le capmenieres années de développement. Par
exemple, on observe que 74% des sinistres de Va@rsamce 1992 ont eté cloturés en fin de
4°™ année de développement, contre seulement 48%asurvenance 1981.
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[1.3.2 La liaison entre volume des prestations et nombreedréglements

La figure 5 issue de Taylor (2000) superpose lelrerde sinistres réglés et le volume de
prestations par année comptable. On observe |I&tieit entre ces deux variables.

Figure 5-Volume des prestations (M$) et reglements dstsad

r 800

Prestations (Mt
Reéglemen

300
1979 1981 1983 1985 1987 1989 1991 1993 1995

—[0— Prestations-e— Nombre de réglements

L’observation de la figure 5 nous rappelle cepehdame la justesse de cette relation peut
dans la pratique étre contrariée, notamment duléateux phénomenes :

» Certains reglements de sinistres ne conduiserfopa&ment a prestations :

Ainsi, I'activité de réglement des sinistres petttsimplement étre artificielle, au sens ou
elle répond davantage a une motivation adminisgafPar exemple, on peut considérer une
année d’inventaire durant laquelle I'assureur deaig cléturer le maximum de sinistres
laissés ouverts sans utilité.

Sur la figure 7, on remarque que le pic de réegléntenl’année comptable 1985 ne
s’'accompagne pas d'une hausse du volume des jwastadn observe également que cette
année est adjacente a un minima local de la codelesinistres réglés en 1984. On peut
imaginer qu’'une partie des sinistres réglés en I@8Bspond a un rattrapage des sinistres
sans suite laissés en suspens en 1984.

* Un certain nombre de prestations ne s’accompagrand’un réglement :
En effet, un sinistre peut déclencher de nombreersements. On parle de paiements

partiels. Par exemple, ce phénomene peut étre técdans le cas d'indemnisations sous la
forme d’arrérages : le sinistre est considéré ragée le paiement du dernier arrérage.
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[1.3.3 Les coefficients de passage et le temps opératiohne

Si le volume des prestations dépend du nombre rdstrsis réglés, on peut s’attendre a
observer un lien entre I'évolution du temps opéraiel et celle des facteurs de
développement.

La figure 6 superpose les évolutions dans le tedgssrapports historiques de premiére
annéef; et du temps opérationrel de fin de deuxieme année de développement. Laefigu
effectue la méme comparaison pour le facteur dsiéroe année et le temps opérationnel de
fin de quatrieme année de développement.

Figure 6 — Temps opérationne} et rapport de développemdnt
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Figure 7 — Temps opérationngj et rapport de développemdant
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Dans les deux cas, la croissance des facteurs \addogpement apparait coincider avec
celle du temps opérationnel, méme si les coeffisiele corrélation entre les sérig®t 1.1
sont loin d’étre parfaits. On observe par exempie lq hausse sensible du taux de réglement
T, pour les survenances postérieures a 1991 ne sipegme pas d’'une augmentation du
coefficient de développement associé.
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[ll.  L’approche par les colts moyens

[1I.1 Les colts moyens et le temps opérationnel

La section précédente met en avant I'existence tiamentre le volume des prestations
payées et le nombre de réglements de sinistresnddele le plus simple reconnaissant la
dépendance entre ces deux variables supposetiamela

E(Xij )= N;; L5; (1)

ou S5 =Y. Xi/>.Nj désigne I'estimateur du colt moyen par sinigig&® observé
sur le délai j et | un ensemble approprié d’anmEesurvenance.

L'utilisation de la relation (1) suppose implicitemt pour un méme délai que les codts
moyens par sinistre réglé restent stables d’'unéede survenance a une autre. Dans notre
cas, cette hypothese n’est donc pas réaliste, dud@alien établi entre le volume des
prestations et le nombre des reglements de sisisiséables en cadence.

Dans le cas d'instabilité avérée de la cadence rdgements, supposdiypothese
d’invariance de l'ordrepeut constituer un axe de modélisation plausidlérement dit, il
s'agit de postuler que les variations du rythmeédgement n’ont pour seule conséquence que
de compresser ou d’étendre la durée durant laqoefiesinistres sont payés, sans affecter ni
leur ordre de paiement, ni leur niveau de prestatio

Imaginons sur un exemple simple deux années desrsamee engendrant chacune trois
sinistres, de montants 1000, 2000 et 3000, réghkiss ccet ordre pour chacune des
survenances, mais selon une répartition dans lpgexposée au tableau 3.

Du fait de la répartition différente des reglemedés sinistres dans le temps, les deux
survenances présentent des niveaux de colts magyansdélai trés hétérogénes. La
modélisation des incréments a partir de ces caiitdwrait & des problemes similaires a ceux
évoqués dans le cas des facteurs de développeBiepar contre, le développement des
sinistres est mesuré en temps opérationnel, omabpeur les deux survenances les mémes

colts par sinistre réglé de 1000®en 1, 2000 ent = £ et 3000 ert =1.

Tableau 3- Prestation cumulée par sinistre re

bre d . i
Délai sinistres régies  Prestations f st régle Opérationnel
J
Surv.1  Surv.2i Surv.1 Surv. 2 Surv. 1 Surv. 2 v.Sur Surv. 2 Surv. 1 Surv. 2
1 1 2 1000 3000 6 1 1000 1500 33,3% 66,7%
2 2 0 5000 0 1 2 2500 0 100,0% 66,7%
3 0 1 0 3000 0 3000 100,0% 100,0%

20 Dans la littérature anglaise, la quanti{@8 usuellement appelée PPCF, pour « Paymentl&er Einalised ».
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Dans ces conditions, I'approche par les colts noyeste valide. Il s’agit en termes de
modélisation de substituer I'indiaea j, en passant a une structure paramétriquepdu ty

E(Xir) = Ni'[ [Sl' (2)

ou S[:ZT__D]U V]Xij/Nij désigne le colt moyen des sinistres réglés dans™f
ij V1
intervalle de temps opérationnel.

Dans le cas des données étudiés, les figures 8 témBignent de l'effet du temps
opérationnel sur 'homogénéité des colts moyenshamaé' de la figure 8 fournit une
lecture rapide des propriétés de la distributios c&its moyens par année de développement
présentés en annexe G. La figure 9 est son hommlegtemps opérationnel.

La construction de la figure 9 requiert de pantitier I'intervalle ]0,1] en sous intervalles

.....

L’observation des figures 8 et 9 conduit a deuxegmements. Tout d’abord, on observe
qgue l'usage du temps opérationnel fait baisseraldahilité intra classe des colts moyens,
plus homogenes sur la figure 9 que sur la figur&r&uite, on voit que leur regroupement
selon leur temps opérationnel aboutit a une trajecplus réguliére.

Par ailleurs, on remarque que la trajectoire ddgscmoyens de la figure 9 n'est pas
conforme a celle monotone croissante plus usuefieeffet, il est courant de constater un lien
de proportionnalité entre le temps opérationneleetolt des sinistres. Autrement dit, les
« petits » sinistres sont réglés plus rapidemeantlgs « gros », davantage sujets a de longue
procédure. En outre, ce postulat souvent veérifipisquement est la principale justification
du recours au temps opérationnel. On trouve datistéeature deux sources d’explication
possibles de la baisse des colts moyens danselesopes valeurs de temps opérationnel.

La premiére est avancée par Taylor (1981) qui fépee ce phénoméne peut s’expliquer
par I'effet de la répartition dans le temps desstias réglés sans sufteSans intervenir ni sur
I'ordre, ni sur la distribution des prestationss eiistres sont en effet comptabilisés dans les
nombre de reglements intervenant dans le calcutalit moyen. En supposant que ces
reglements interviennent majoritairement dans temeres années, le colt moyen peut donc
baisser pour remonter par la suite.

La seconde est exposée par Wright (1992) qui maniee cette baisse peut étre liée a
I'existence de paiements partiels importants. Cpttblématique est développée plus en
avant. Nous verrons en fin de partie que la moalitis des paiements partiels développée
par Wright fournit dans le cas des données étudiéexplication fortuite a ce phénomene.

21 . s . . . : : .
Le point dans la boite & moustache représenteojemne, le haut et le bas de la boite respectivetasrv5™ et 25™ quantiles et les
extrémités des barres supérieures et inférieusaadeéments de valeurs extrémes.

22 . . N , N . . ,
Sinistre dont le reglement n’entraine pas unenmdsation de I'assureur.
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Précisons que I'hypothese d’invariance de l'ordeste bien sir une idéalisation. En
I'occurrence, sa pertinence méme si elle est aygméde passé, peut se voir remise en cause
d’'une année sur l'autre par de nombreux facteurgppp&sons par exemple que sous
'impulsion d’'une décision managériale, les reglamede sinistres sans suite interviennent
plus tét. La distribution des prestations par andéedéveloppement restera inchangée. A
'inverse, le nombre de reglements effectués dass premiers intervalles de temps
opérationnel augmentera, et diminuera en conséqusndes derniers intervalles. Dans le cas
ou les données ne sont pas retraitées de cesesnists colts moyens baisseront dans¥és 1
intervalles par rapport aux colts moyens histosque

Figure 8 —Colts moyens par année de développement
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Figure 9 —Co(ts moyens par unité de temps opérationnel
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[ll.2 La stationnarité des colts moyens

L’'usage du modéle (2) suppose implicitement laiktdlde la prestation moyenne par
unité de temps opérationnel. En particulier, cettestation est supposée indépendante de
I'année de survenance.

Dans le cas étudié, la pertinence de cette hypethest étre vérifiée a partir des données
du triangle supérieur. Si les colts moyens dets@sisont stationnaires par tranche de temps
opérationnel, on s’attend a observer avec le tedgss fluctuations aléatoires des codts
moyens § autour de leur espérance S

Pour chaque survenance, on estime des colts mo$gnsaux valeurs de temps

opérationnels ¥ ..., vis. Ce calcul est établi par interpolation linéairepartir des
observations de coldts moyens (annexe F) et desirgatke temps opérationnel associées
(annexe G). Les colits moyens estimés sont présaméwures 10 et 11.

Par exemple, le colit moyen de l'année de survenafizé (soit i = 1) emr = L est

construit a partir des colts moyens obsery@sspet S o233 On I'estime a

13054, (948727130539 (& - 0,049)
S1= 0,233- 0,049

=127109

15 000 T T T T T T T T T T T T T T T
1979 1983 1987 1991 1995

année de survenance
—8— S7% —8— S13%-—2— S20%—A— S27%—8— S33% —e— S40%—a— S47%—o— S53%

Figure 11 —Evolution des colts moyeng,$ =0,6 a1
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Les figures 10 et 11 réveélent I'existence de tendarmlans I'évolution temporelle des codts
moyens par sinistre réglé :

» Les codts moyens en figure 10 suivent la méme &wvoliconstituée d’'une tendance
décroissante depuis 1979 jusqu’en 1987 suivie dawtee tendance croissante.

» Pour les valeurs élevés dgrésentées a la figure 11, on observe une tendghegale
a la hausse des colts moyens.

En ce sens, I'hypothese de stabilité dee§ infirmée, des lors que I'évolution des codlts
dans le temps n’est pas stationnaire. Par aill€assstence de tendances ne peut a priori étre
imputée a l'inflation, retraitée par Taylor dandriangle de liquidation. Ce phénomene dit de
surinflation des codts est modélisé par la suite.

[11.3 La partition du temps opérationnel

L’approche par les colts moyens nécessite de transf les données originaleg ¥t N;
en un triangle $= X;/N; de prestations moyennes de sinistres. A ce dajdétiangle des
colts moyens figurant en annexe G a déja été pgedans ce chapitre.

Par ailleurs, I'usage du temps opérationnel regui@ssocier a chacun des colts moyens
un intervalle de temps. La segmentation choisié giimettre de définir des profils de colts
relativement homogenes a partir d’'un nombre suffisbobservations. Pour nous aider dans
notre choix, nous tracons a la figure 12 la coudbdemps opérationnel moyen observé par
année de développement.

[oX

Figure 12—-Temps opérationnel moyen par année de développieme
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On remarque un développement du temps opératioametieux périodes, avec une
inflexion du rythme des réglements en j = 5 apmés apide progression. Cette observation

rappelle la forte proportion des observations apeimpérationnel élevé dans le triangle de
liquidatiorf®.

z Par exemple, 100 des 150 observations de coltsmamnt une valeur de temps opérationnel supérieiddss.
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Cette caractéristique permet de segmenter davalgagmps opérationnel pour les valeurs
élevées det, tout en préservant dans chaque classe de tempsonnre raisonnable
d’observations. Cette démarche doit permettre id@ffl'axe de projection des colts moyens
pour les valeurs élevées de temps opérationnepdgiculier, il s’agit d’estimer a partir de
quelle valeur de temps opérationnel les observatida colts moyens amorcent une
décroissance. Une partition jugée satisfaisantprésentée au tableau 4.

Tableau 4— Intervalles de temps opérationnel

t/1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 [1C |11 |12 |13 |14 |15
v, |01} 02 03 04 05 06 07 075 08 085 09 0/9@B5| 0975 1

La figure 13 présente le profil des colts moyempawpés selon la nouvelle échelle de
temps opérationnel. L’hypothése d’'une tendance lzaisse des colts moyens a partir de la

valeur de temps opérationnelde 0,9 est confirmée.

Figure 13—Colt moyen et temps opérationnedhelle finale
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[11.4 Le lien moyenne - variance

Dans le cadre des GLM, nous estimons les paramaétr@sodéle de provisionnement par
maximum de vraisemblance. Ce calcul est rendu lplessh spécifiant une loi de distribution
pour chacune des observations de colts moyensP8r les GLM, nous disposons
essentiellement des lois dites de type expondidig I'espérance des variables modélisées a
leur variance par la relation

Vars| 1] =ES] 1] *, pour pO R,
soit en simplifiant la notationV, = p?

Malgré les tendances temporelles observées sucoi@s moyens, nous SUpposons sur
chaque intervalle de temps que les observationsalés moyens représentent les réalisations
d’'une unigue variable aléatoire, Slont I'espérance et la variance sont estiméeslpar
moyenne empirique et la variance corrigée.

Ainsi, aprés avoir associé un intervalle de tempé&rationnel a chaque colt moyep &
calcule la moyenne et la variance empirigue dedscaotbyens de chaque intervalle. Les
couples moyenne-variance sont représentés a leefigl La liaison croissante entre les deux
variables déja révélée par la figure 9 est confrmé

Figure 14— Liaison moyenne - variance (milliers de dollars)
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Afin d’éprouver graphiquement I'hypothése du liemymnne-variance, nous ajustons, a

partir de I'algorithme de Newtdh la courbe V =u° aux couples (V p;) en minimisant la
quantité

SN, v, -p ),

ou V;, H: et N représentent respectivement la variance corrigémoyenne arithmétique
et le nombre d’observations associées a la valedn aboutit & la valeur p = 1,87.

IV. Les conséquences sur le choix du modele

Rappelons les conclusions issues de I'analyseigot @’étre menée :

« L'utilisation d’'une cadence moyenne de paiemerédggugée inadéquate (11.2.1) du fait
de l'instabilité des rapports historiques de déwpment. En illustration, la volatilité
des PSAP issue du calcul Chain Ladder a été mefduega).

* L'inadéquation des méthodes par facteurs a été tiémp(ll.3) a la liaison entre le
volume des paiements et le nombre des reglemesitbies en cadence.

» Fort de ce constat, nous avons choisi de moddiksemcréments a partir des codts
moyens par unité de temps opérationnel. Il a étatraqlll.1) que la substitution du
temps opérationnel a I'année de développement @iaiita des colts moyens plus
homogeénes.

» Du fait des tendances surinflationnistes obserdésgothése de stationnarité des colts
moyens par intervalle de temps opérationnel n’étpairetenue (111.2).

Le modéle de provisionnement présenté dans lemssduivantes est développé dans le
cadre des modéles généralisés (GLM). Compte tesucdectéristiques des données qui
viennent d’étre rappelées, plusieurs points milimnfaveur de son adoption.

La possibilité de modéliser les colts moyens airpdit temps opérationnel constitue la
principale opportunité permise par le modéle. Etrepul n’est pas nécessaire de supposer
I'hypothese de stabilité dans le temps des coltgemopar intervalle de temps opérationnel.

La nature paramétrigue du modeéle ouvre égalementades d’analyse intéressants. En
particulier, si I'introduction du temps opératiohmese a distinguer des profils de sinistres (en
I'occurrence, les petits des gros), il peut étriorimatif au regard des figures 10 et 11
d’étudier la surinflation des colts moyens en sedardg I'analyse par niveau de temps
opérationnel. Enfin, le calcul nécessaire des tastde queue se déduit naturellement du lien
modélisé entre les colts moyens et le temps opareti.

24 _ , . . .
Les principes de I'algorithme sont rappelés ereaanLe calcul est mené sous Solveur Excel.
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CHAPITRE Il. LA MODELISATION DES COUTS MOYENS
l. La modélisation par les Moindres Carrés Ordinaires

.1 Le modéle de régression

On considere lesr =1, ..., m observations de cmitgens du triangle supérieur, chacune
caractérisée par un 3 - upplet ¢i=i, + j.— 1,1,), ou i, t. etT, sont respectivement I'année de
survenance, I'année calendaire et la valeur degepprationnel associée a I'observation r.

On définit les variables disjonctives suivaites

by

« T variables zp,_, . ; explicatives de lintervalle de temps opération@eisocié a

I'observation r, telles que.’ = ,Bi i <T, < v, 0 sinon,

 lvariablesz;,., ., explicatives de la survenance, telles ge= si L=k, O sinon,
« Vvariableszg ., ., liées aux années calendaires, telles ffue si tE k, 0 sinon.

On modélise le logarithme de f'f observation de cot moyen par

T | v
InS, :z&oz:?k+z<z|fzrs,k+z<(kczrc,k+gr (1)
k=1 k=1 k=1

Ou les termes résiduets sont supposés normaux, indépendants et d'espéraiecet

to,c,s

z5°° désigne la variable,>** associée a |& pbservation.

Les m = 150 équations du modéle s’écrivent

InSY (z) - z¥ |z - zy |z - Z | & €
t t Tto

InS, | 1z - oz | z% o o Zy | Zh oz | L &

Ir]Sm Ztrg,l Z::]),T Zrcn,l Zrcn,v Z?n,l ZrSn,I E|S €m

soit matriciellement,

InS =Z+e=n+¢g,0U0

(ZtO,ZC,ZS)D Omp désigne la matrice des p =T + | + V variableslieapives.

e Z
g E‘°,§°,§S)' O OP désigne le vecteur colonne des parametres du model

¢ nOOm designe le prédicteur linéaire.

= Dans le cas des données étudiées, ona |l = 17, Met T = 15.
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.2 Les tendances élémentaires

Afin d’identifier les tendances associées au teaggsationnel, on ajuste le modéle

InS=2Z2"¢°+¢, otie = N(0,6?) )
DtO
aux données du triangle supérieur. Les estimatépyrsont représentés sur la figure 15.

Pour ce modele, les estimations des coefficigitssont égales a la moyenne arithmétique
des log § Il est donc normal de retrouver les tendancesroBss sur la figure 13.

Figure 15— Coefficients du temps opérationnel
12

C
114
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9 T T T T T T
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L’ajustement du modeéle
InS=Z7"¢" + 7% +¢ 3)

permet d’estimer les tendances liées au temps. dstisnations des paramétre§
présentées a la figure 16 confirment que les coiitgens restent assujettis a des tendances
temporelles, méme aprés I'ajustement des tendafjtes

Le profil des coefficient§ & rappelle I'évolution déja observée (figure 10) desits,
constituée d’'une premiére période fortement baissaivie d'une seconde haussiére.

Figure 16— Coefficients des années calendaires

16
ZGD r,on a zrc;L7 =1—Z:k_1zr°k . Pour des problemes de colinéarité entre les basaexplicatives, on poleC7 = 0. On a donc 16

variables disjonctives explicatives de I'année dégre d’observation des colits moyens.
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L’ajustement aux données du modele (4) ne permetdpadistinguer de tendances liées
aux années de survenance. Les estimations deséteedmé,; sont présentées a la figure 17

INS=Z7""°+2% +¢ (4)

Figure 17 — Coefficients associés aux années de survenances

15

.3 Le terme stochastique

Les modeles (2) a (4) supposent les résigugaussiens, donc les codts moyens S
lognormaux. La conformité de cette hypothese péet @stée a partir de I'observation du
graphe des résidus.

]
On connait la variance du résidu obseevé In(S ) -

ro

Var(e;) = o*(1-hy),

O
ou h est le coefficient de levi€rde I'observation r ef1. est I'estimation de In(Bpar le

modéle (2). Des résidus bien adaptés a la disioibutormale sont les résidus de Student
approximativement gaussiens pour de grands écloaustiét d’expression

2
er(st): €
s/-h’

1 n .
~29 2 _ 2 y
0U2 = n——p—l DZ:r:le, est I'estimateur Cbz

27 . . . S N s 15 4 16 4
La variable disjonctiveZ;; est redondante au sens[ow, on azj7 = Zk 1zk - Zk 1zk .

28 Nous explicitons un peu plus loin la forme deléins le cadre des GLM. Pour le moment, retenomglement que il ]0, 1[.
29 Ici, on an =150 et p = 15 (les 15 variablesatisfives Z|t(O ).
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La figure 18 présente les résidus de Student stdiséa du modele (2). Si les colts
moyens $sont log normaux, on s’attend a observer des ussi® profil gaussien. Ici, on
observe que les résidus sont distribués de facpmésque, davantage étendus vers les
valeurs inférieures a la moyerihe

Figure 18— Répartition des résidus de Student standardisgsdele (3)

35
skewness —-114

kurtosis 3.14
30 Moyenne —0.00
Ecart type 0.98

25

—36 —28 -2 -12 —04 04 12 2
Studentized Residual

Ce constat suggeére que la transformation logarghendes Sa « surcorrigé » la queue de
distribution des codts moyens. Autrement dit, leéts ont une queue de distribution moins
longue que celle de la loi log-normale.

[I.  La modélisation par les Modéles Linéaires Générakés

1.1 GLM contre MCO

Les modéles linéaires de la section précédentedawatioppés dans le cadre des Moindres
Carrés Ordinaires (MCO). S’ils ont permis d’ajuskes tendances élémentaires des codts
moyens, ils demeurent un outil insuffisant dantitié de leur loi de distribution. En effet, le
bon usage des MCO repose sur le respect d’'une iggodifficilement tenable en pratique,
celle de la normalité et de l'unicité de la variames résidus, et par voie de conséquence des
variables réponses.

A ce sujet, notons que la transformation logaritiurei des données peut dans certains cas
étre une solution au respect du cadre théoriqgueMie®. En effet, si les colts moyens
avaient été caractérisés par un méme rapport meyemmance, le postulat log normal aurait
permis de préserver I'hypothése d’'unicité de learrancé.

%0 Le coefficient d’asymétrie des résidus est égal B4.
3 Par exemple, supposons deux codts moyens domtdgennes respectives sont de 1 000 et 30 000s échat types de 100 et 6000. La
transformation logarithmique permet de considéegrxdvariables de méme varianicgl + (20¢/1000 2] =In[1+ (600030000 2] 0004



Modélisation des colts moyens 48

Cependant, dans le cas des données étudiées,atrmetroissante décelée entre la
moyenne et la volatilité des colts moyens nouggehdi sortir du cadre des MCO. Pour cette
raison, il apparait plus approprié de recourir &M et aux lois de type exponentiel qui leur
sont associées. Ces modeles définissent une relative I'espérance du colt moyen et le
prédicteur linéaire.

Cette relation est caractérisée par une fonctidiedey telle que
. p
(s) =07 Yz k), ©
k=1

ou z, et &, désignent selon une notation simplifiée les p #V+variablesz?,z;,z; et
les parametres associ&$,&°,&° déja présentés.

On définit le prédicteur linéaire de faabservation

p
rlr = zzr,k |:&-k'
k=1

La fonction g permet de relacher I'hypothese fogeypar les MCO d’une relation linéaire
entre E[S] etn. Ou plutét, la relation reste linéaire, mais soun®e certaine échelle. Par
exemple, si I'échelle est logarithmique, on passa thodéle additif a un autre multiplicatif.

Les modéles linéaires généralisés peuvent étréggjes utilisant I'algorithme du score de
Fisher. L’algorithme maximise la vraisemblance, @& facon équivalente, minimise la
déviance. Cette statistique peut étre considéréameola généralisation de la somme des
carrés des résidus d’estimation des MT0a généralisation vient du fait que la varianee d
chaque observation peut étre considérée commeamnmtidn de sa moyenne, évidemment
inconnue. L’'objectif de I'ajustement du modele detesa estimer cette moyenne.

[I.2 Introduction aux GLM
[1.2.1La famille des distributions exponentielles

Les codts moyens; Sont supposés indépendants et non identiquensrnibdées. Leur loi
de distribution appartient a la famille exponemgielt leur densité est de la forme

£(S,.8,,0)= exp{Lb(ef) +c(S, (p))

a(o)

Les fonctions a, b et ¢ sont définies telles fjgeit une densité de probabilité, avap)
positive et continueb(B, ) convexe etc(x,, @) indépendante d@&. Ainsi, chaque observation

a un coefficient propred;, mais le parametre d'échelig est le méme pour toutes les
observations.

32 P .
On montre en annexe I'équivalence des deux notlans le cas de la loi normale.
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On suppose par la suite que les fonctions a, b sbnt les mémes pour toutes les
observations. Autrement dit, chaque colt moyemuxsiélisé a partir de la méme loi, mais

avec un parametre canonique prafykeé a sa moyenne.

Les parameétres réefs et @ resument l'information relative a la moyenne éa &ariance
des colts moyens. En effet, on peut montrer que gesudistributions, on a

ES)=n =b(8,) ©)
var(s) = o (6,) )

ou la valeur deg > 0, si elle est inconnue, doit étre estimée &irpdas donnéés

Si comme c'est le cas des lois classiques, I'esiwasde I'inverse deb'(8,) est connue,
on peut exprimer le paramé®g directement en fonction de la moyenne des cofs a

D’aprés (5), on a également

.

Cette derniere expression explicite le lien en&raistribution des Set les parameétres
&1,..., &p estimés par maximum de vraisemblance. On remaaqgee la fonction c est
indépendante deg et n’intervient pas dans I'estimation par vraiséanbe. Comme), est
fonction dep,, on peut considérer que I'équation (7) établitlien entre I'espérance et la
variance des codts moyens. En ce sens, on rééceh(fonction de la fonction variance V :

Var(s, )= ov(y, ), (8)

Les fonctions spécifiques aux distributions dealaifle exponentielle sont présentées dans
le tableau 5 pour les lois classiques.

Tableau 5— Fonctions spécifiques d’une densité de type eaptelle

Lois | ¢ | 4(6) | v(w) | de) | blg) ds ¢/ w)
Normale| 2 | 6, 1| ¢ | 6)2 -1(s?/p+ In(em)
Poisson| 1| e Hr ¢ e -In(SH)
Gamma| | -18, | n® | ¢ |-n8)| 2In(Z)-In(s)-In(r(2))

33 . N . . . . . N
On estime(f a partir de la déviance ou en ajoutant une corteraans le calcul par vraisemblance des valeurpatesnétres du modéle.
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En résumé, les lois de type exponentiel possedaunt daractéristiques majeures. D’'une
part, chaque distribution est entierement spécihigeson espérance et sa variance. D’autre
part, la variance de la variable réponse est fonae son espérance. A partir de (6) et (7), on
déduit que I'espérance et la variance du colt megenliées par la relation

Var(S) = 0ES),

ou les valeurs p=0, 1, 2 correspondent respectineme lois normale, poisson et gamma.

[1.2.2 L’estimation des parametres

Le vecteurg = (El,m,Ep) des parametres du modele est estimé en maxintéséonction
de vraisemblance

6.9 S)=IL(e.9| 5)=3" In[f(s..6,. 9] =1,

r

B, —h(B,))+c(S,,p) estla contribution du coiit & la vraisemblance.

_ p
Def =b l(g‘l(er,k [Ek] obtenu par (5) et (6), on déduit que
k=1

s 2o g

On remarque donc que le systéme d’équations coastita fonction de vraisemblance est
a maximiser sué. On obtient le vecteuy en annulant le vecteur score Ug= Autrement dit,

les parametreg, ,---, &, sont solution¥ du systéme d’équations

ile,<p|§):z 0 ,(6,,0/S)=0 Ok=1-p

98, ~ 98,

On remarque quér(er,cp| Sr): [, 08, op, o n,@ est une fonction composée, ou

L o . 0 1
H, b(er):a_er“r_b (er):aur _b(er)
0 ' a“r
= ==1,= S ==
r]r g(l'lr) aur r]r g(ur) anr g(ur)
_ on, _
r]r E-1Zr1+ +E-pzr,p = aEk Zrk

34 ) L ) ) , , . N .
On peut montrer la stricte concavité de la fornctag-vraisemblance: I'extremum trouvé est dongueiet correspond a un maximum.
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En appliquant la régfé de calcul des dérivées des fonctions composéeshtient

a — alr [?ef aur ar]r _(Sr _b(er)j Z"vk
| = — = E :
98, ' 80, o, on, OF, @ V(e )g (v,)

Commey, = b'(e,), on obtient I'expression des p équations a résoudr

6I@,(p|8) i) Z,, =0 k=1,....p.

0%, Zaak Zval(S )a(u,)

0
Ainsi, en considérant les matrices diagonales W 7eta—H O0mm telles que
M

wie)={,varls ) (u, ) = feovi o (b, )
T I

oM,

=

@h

on remarque que les équations du maximum de vralsece pour, peuvent s’écrire

(a)laﬂ( ~p)=0

Ce systeme d’équations n’est pas linéairg equi intervient a la fois dans les matrices W,
N, et dans le vecteur. Une fagcon de le résoudre consiste a utilisegdathme itératif des
scores de Fisher, une variante de I'algorithme ptusiu de Newton Raphsn

De 'expression d&‘f :(51,---%)) , on déduit finalement celle de

0

_ 4 p O
H =9 er,k (&, |,
k=1

oL o]

puis de

u
du dx

Nous utilisons la procédure GENMOD du logiciel S&8 utilise I'algorithme du score de Fisher dééaéin annexe.

Sl y=fo g f[g ] onaf[g(x)]'=f '[g(x)]x ( ) En posant u = g(x), on ec%%
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I1.2.3La déviance

On construit un modélsaturé de mémes distribution et fonction de lien queniedele
estimé, mais doté de m variables explicatives. Gelale ajuste parfaitement les codlts
moyens. On mesure I'adéquation du modeéle a partia déviance normalisée

D :% = Z{Iog(I:) - Iog(E)} :

~ [}
ou L est la vraisemblance du modeéle saturé eelle du modeéle estimé.

Le test de la déviance procede de la méme volargéqglui du ratio de vraisemblance : il
doit conduire a rejeter les modéles dont le nivdawraisemblance est « trop éloigné » du
niveau maximal associé au modeéle saturé.

Autrement dit, le modeéle est d’autant mieux ajui® données que la déviance est faible.
De facon plus formelle, on définit les hypothesekenet alternative du test

{HO: £, =0 Ok>p =1 m

H,: Ok>pl|&, #0

Si le modeéle estimé est le « bon modeéle », la déeimera répartie sur’ Rhais avec plus
de chance d’avoir des valeurs proche de zéro. quantifier cette notion, nous utilisons la loi
de la déviance sous,H

Comme la déviance est une difféerence de log-vrditmmes entre deux modeles
emboités, il découfeque la statistique Dsuit asymptotiquement une loi gf(m — p).

Le test se déroule alors classiquement :

« On calcule I'observation §sde D.

« On calcule le quantile de niveau (:))-de la loi dug?(m — p) noté g, :
= On rejette I'nypotheése ¢bi Dops> th ¢
» Dans le cas inverse, le modeéle estimé est considadéquat ».

Notons que cette statistique ne permet la commaraies modeles que s’ils sont issus
d’'une méme composante aléatoire @, Dans notre cas, la déviance permettra dans le
chapitre suivant de sélectionner le meilleur mogeleni différentes structures parameétriques.

Par ailleurs, le test de la déviance ne donne guinformation sur la qualité globale
d’ajustement du modeéle aux données. En ce sens,dispense pas de I'analyse des résidus
qui intervient en paralléle pour obtenir une infatian plus précise.

37 Ce résultat est principalement lié aux propriét®gmptotigues du maximum de vraisemblance. On aaerreporter a Saporta (2006)
pour une démonstration dans le cas du ratio deemdilance.
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I1.2.4 Les résidus

En un point d’observation r, I'écart entre I'obsaion et I'estimation de colt moyen est le
résidu brut :

O
€ =S -H.
Ces résidus,;sont vus comme les réalisations des « vraiesedierinconnues
e, =S -HES).

Dans le calcul des e.m.v des paramétres du modeles avons vu que les hypotheses
faites sur lesg, consistaient a les supposer indépendants ethdiégiselon un type de loi a
définir. Ainsi, si le modeéle est approprié aux dées) les résidus observesleivent refléter
les propriétés des vraies erreurs inconrgles

Toutefois, l'interprétation des résidus bruts pée délicate en cas de non normalité des
données. En effet, comme ces résidus ne sont qusimple transformation linéaire des
observations, n'importe quelle caractéristique @@ mormalité des données se répercute
directement sur les.€En particulier, les résidigs n’ont pas toujours la méme variance.

Pour tenir compte de la variabilité des résidus, péfere utiliser des quantités
standardisées comme les résidus de Pearson deimis

AR
V(pr

Peter K. Dunn et Gordon Smyttont montré d’'une part que la moyenne des résigus d
Pearson est nulle, et d’autre part que si leuramag tend vers 0, leur distribution tend vers
une loi normale.

Par définition, on standardise le résidupar la variance théorique de ®urnie par la

fonction de variance V(.) et donc par le modéle.n@st pas la variance de I’estimatiqin

qui est un estimateur donc aléatoire. Pour essdipbtenir des résidus de méme variance
approximative, on utilise les résidus de Pearsostés

(p)
(S
eFa) —

T WN(@E-h)

ou h est le levier de I'observation r, soit feétément diagonal de la matricé’H

38 Dunn P et Smyth Gordon K. (1996), « RandomizedrflgaResiduals », Journal of Computational andpBical Statistics, volume 5,
issue 3, 236-244.

39 . L N . N . e N x nha )
On rappelle en annexe | que l'algorithme du séopeivaut a procéder a une régression linéaire quehétape et s'arréte a I'étape finale

- 1 . O
ou le processus est stationnairé = (ZW 1ZT A 11 . Autrement dit, on gu=Z £ =H Y , ou H est la matrice de projection de Y
sur Z (la forme du vecteur Y est spécifiée en aghex
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Les résidus de déviance standardisés constituenalternative aux résidus de Pearson. llIs
sont définis par

sgr[Sr - ﬁr) /d,
Jal-h,)

ol d est la contribution de 1€F€observation a la déviarf@e

09 —

(g ’

Cette définition est moins naturelle. En théoriegs c derniers résidus sont
approximativement distribués selon une loi normstendard. Si tel n'est pas le cas, les
conclusions du test de déviance peuvent devergswie@ sens.

1.3 Les hypothéses du modele GLM
[1.3.1 Le choix de la distribution des résidus

Pour le moment, nous avons observé une distributemrésidus se situant en termes de
queue de distribution en deca de la loi log nornfsgetion 1.3). Pour estimer la distribution la
plus adéquate, nous utilisons le modele (9) :

E[S] — eXF{Ztoéto + Zcéc] (9)

Ce modele est inspiré du modéle (3), au sens artage la méme structure paramétrique.
En revanche, il ajuste les parametres du modelartir gles $ au lieu des logarithmes
népériens des, $out en exploitant une fonction de lien logaritqoe.

La pertinence de la fonction de lien est considél@es la section suivante. L'exercice
consiste ici en associant le modéle a une loi gilolition a tester I'adéquation de la loi aux
données a partir des résidus de Pearson ajustésdissnodele (9).

Nous débutons I'expérimentation par la loi Norméales résidus issus du modéle GLM -
normal sont présentés a la figure 19. Nous contialiexpérimentation avec la loi gamma et
présentons les résidus issus du modele GLM —gamdza figure 20. Ces deux figures
permettent d’observer empiriquement comment lexclde la fonction variance affecte les
résultats des GLM.

Si la forme du modéle est appropriée (distributifmmction lien), on doit observer des
résidus stables en moyenne et en volatilité quplke soit la valeur des estimations. Hors, il
apparait sur la figure 19 que la volatilité desdés de Pearson ajustés du modele GLM —
normal croit avec les estimations. Autrement ditheg semble pas adéquat d'utiliser une
fonction variance gaussienne qui affecte la méniatilite a chaque observation. Ce résultat
conforte les conclusions de I'analyse des donntddigsant un lien croissant entre variance
empirique et moyenne des colts moyens. A linvdisbservation de la figure 20 permet de
constater que l'usage de la loi gamma stabiliseal’'part les résidus de Pearson ajustés, en
moyenne et en volatilité, et d’autre part réduihdenbre et le montant des valeurs éleveées.

40 . .
L'expression de kbst rappelée en annexe J.
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Figure 19 —Résidus en fonction des estimations— loi normale
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Figure 20— Résidus en fonction des estimations — loi gamma
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Par ailleurs, on remarque sur la figure 21 queligation de la loi Gamma corrige le
probleme d’asymétrie a gauche des résidus détactasd’utilisation de la loi log-normale
(figure 18). En témoigne la valeur proche de zéradefficient d’asymétrie des résidus. On

observe également une distribution des résidushprde la loi normale standard.

Figure 21— Histogramme des résidus de Pearson ajustésganaina
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Dans la sélection de la distribution des résidusnialele, une déviation trop importante
des résidus de la distribution normale standardstdole souvent un bon indicateur de
'inadéquation de la distribution choisie. Cettgpbthese est testée graphiquement ci apres.
Le test est effectué a partir du QQ-plot des réspphésenté a la figure 22. Ce graphique est
destiné a vérifier 'adéquation d’'une variable & Uoi de distribution. Dans notre cas, nous
testons donc I'hypothése de normalité des résiduRBedrson ajustes.

Figure 22— QQplot des résidus de Pearson ajustés
Loi gamma

A

Standardized Pearson Residual

T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normal Cueniles

Le QQ-plot est la représentation graphique destpoin
(®7(y/m) ;6f9),

ol lesef auront été préalablement triés par ordre crdisdé@me si on devine sur la

figure 22 une queue de distribution des résidugpeun plus épaisse que la loi normale, on
observe que 'approximation normale de leur distitn reste satisfaisante.

Comme I'hypothése de normalité n’est pas infirmées nouvelle lecture des figures 19 et
20 est possible. En se fixant un seuil d’acceptadéid%, on peut en effet considérer que les
résidus correspondant a des écarts statistiquesignificatifs sont ceux dont la valeur
absolue est supérieure a 2. Le choix de cette vaetique est évidemment motivé par
I'approximation de la distribution des résidus &§gsde Pearson par une loi normale centrée
réduite. La encore, l'utilisation de la loi gamnizoatit & des résultats a priori satisfaisants.

Il apparait donc globalement raisonnable de maoeléles colts moyens a partir d'une loi
gamma. Tout d’abord du fait des bons résultatssisias tests qui viennent d'étre présentes.
Ensuite, parce que ce choix conforte les conclgsissues de I'analyse des données, ou on
identifiait la relation V =u>®’. Enfin, parce que ce choix n'apparait pas abeaartvues des
observations de colts moyens. Ainsi, les incrémduatdriangle en annexe A et les codts
moyens qui en découlent sont strictement positiis’apparait donc pas anormal d’imposer
une contrainte de stricte positivitéur les $

4 Rappelons que ce choix n’est pas trivial, désdorg est possible d’'observer des colits moyens nulnégatifs. Par exemple, dans le cas
de traités de réassurance en excédent de sinistess,fréquent de ne pas enregistrer de paienergsd’'une année comptable. Il arrive
également que les triangles contiennent des inecranm&gatifs, du fait des recours qui permettefassureur subrogé dans les droits de
I'assuré de récupérer la somme versée a son aagomEs du responsable du dommage.
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I1.3.2 La fonction de lien

Pour tester I'adéquation de la fonction de lieroig,calcule une approximation de g(S
Dans le cas de la fonction de lien logarithmigueao

. 1
=1In o =
gl )=Inu, = g'(x) "

Puisque Iny =n,, on en déduit 'approximation

s _,

o9(S,)Oglw, )+ o' (. )ds, —1.)=n, +
H, (10)

m] m]
Dans le calcul de I'équation (10), on utilise letireationsn, et p,. Les résultats sont
présentés a la figure 23. On observe gqu’il exiske nelation approximativement linéaire entre

m]
I'estimation de g(g et n, . Le lien logarithmique est donc relativement appau modele.

Figure 23— Diagnostic sur la fonction de lien logarithmique
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CHAPITRE Ill. LA SPECIFICATION DU MODELE
l. La capture des tendances

1.1 Le rappel du principe de parcimonie

Evidemment, il est impossible de spécifier 'ensimtbes variables explicatives de la
formation du colt des sinistres. A défaut, les nexigparamétriques de provisionnement
utilisent traditionnellement les trois dimensions tdangle : I'année de survenance, I'année
calendaire et 'année de développement, rempla@ge rbtre cas par le temps opérationnel.

Dans le chapitre précédent, l'utilisation de 47alales disjonctives a permis de modéliser
les colts moyens en fonction de tendances liéesséatrois variabléd Malgré la bonne
qualité d’ajustement associée a leur utilisatiappelons que cette approche n’a pas répondu
a un principe fondamental en économétrie, celygpateimonie.

Ainsi, si comme c’est notre cas, le modele conttetrop » de variables explicatives, les
valeurs de ses parametres capturent de la vadatiit sens ou les données utilisées lors de
'ajustement ne constituent qu’'un échantillon dwaoaessus a modéliser. On parle de
surparamétrisation. La qualité de I'ajustementasiealu détriment de la capacité de prédiction
du modéle. A Tinverse, l'utilisation de trop pele ¢parametres risque d’aboutir a une
estimation biaisée, du fait de l'absence de vasmbimportantes. On parle de sous
paramétrisation.

Cette section vise a capturer les tendances duitadhagécédent, tout en réduisant les
parametres sans trop dégrader la qualité d’ajusteche modele. Dans cette démarche, nous
utilisons le modéle de séparation (Zehnwirth, 19g&h)éralisant le modéle CCI.

1.2 Le modele de séparation

Considérons une seule année de survenance i. 8e utne notation appropriée a la
présentation du modele de séparation. Les obsensat{i, ) de colts moyens sont
caractérisées par le couple (t, I), | désignanulméro de l'intervalle de temps opérationnel.

On désigne pay(l)=In(S ), pour | = 2,..., T, le logarithme du codt moyen 8intervalle
de temps opérationnel et on pog@) = &°. Selon cette notation, on exprinyé) par :

y(|)=y(1)+y(z)—y(1)+---+y(|)—y(|—1)=zu§z;° (10)

ou &P :y(k +1)—y(k), pour k > 0, désigne ici la différence entre legafrithmes des
colts moyens de deux intervalles de temps opérai@ujacents.

L’équation (10) définit le modéle déterministe Gap Cod(CC).

42 . . ) .
y  Les tendances sont représentées aux figures15a 1
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L'utilisation de la fonction logarithmique permetadsimiler la variationg® au taux de
croissance du colt moyen entre |estk(k+1¥ intervalles de temps opérationnel :

o =y(k+1)-y() =In(S,.)-In(s,) = l[%j

L'intégration dans I'équation (10) d’une tendanomelle surinflationnist&® dépendante
du temps définit le modéle CCI ditap Cod with Constant InflatiofCCl) :

yl)=& + > gp +&e rft-1) (1)

Le modéle dit de séparation est la généralisatiobgbiliste du modele CCI. Pour | > 1,
on modélise le logarithme du colt moyen de la tlliyj) par la relation

n(S)=8s+3 &0+ 3 & +e,, (12)
k=1 k=1

On redéfinit les eléments de la matrice Z 7}{de la fagon suivante :

=pour les colonnes correspondantes aux | parangtres a g = 1 sii = k, 0 sinon.
=pour les colonnes représentant les (T— 1) paras@treon a z = 1 si k < |, 0 sinon.

=pour les colonnes associées aux (V — 1) param§tresn a 7 = 1 si k < i+j-1, 0
sinon.

Prenons un exemple pour | = J = 3. On supposeaterips opérationnel est partitionné

en trois sous intervalles égauxj9,]3,%] et]5,1]. On a alors

In§ | T & & L& & &
InS, | 03 1 0 0/0 0|0 O
InS, | 04 10 0/1 0|1 O
InS=|InS, | 05 Z=1 0 0|1 0|1 1
InS,, | 06 0 1 0[1 0]|1 0O
InS,, | 07 01 0|1 1]1 1
InS, | 01 00 1|0 01 1

Si des tendances sont constantes, il convientdeumuler en additionnant les colonnes
associées de la matrice Z. On peut de cette faghnre le nombre de paramétres du modele.

1.3 La recherche des tendances du triangle

La méthode suivie est ascendante. Elle consistata g’un modéle construit sur la base
d’'un minimum de parametres, a ajouter autant deabigs explicatives pour modéliser les
tendances liées aux variables t.eA chaque étape, il convient d’étre vigilant suifdrmation
de tendances dans les résidus d’estimation.
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Le premier modele testé est composé de trois ‘asall correspond a I'hypothéese de
tendances constantes, @ =¢&°, &° =¢° et & =¢&°. Bien que cela soit difficilement

concevable, le paramét& représentatif des tendances calendaires n'estigaificatif. De
ce fait, nous essayons un modéle avec seulemextpaeameétres”® et &°.

Les résultats sont les suivants :

Parametres Estimation| Ecart type| p-value
& 10,7538 0,1050 < 0,0001
g 0,0477 0,0112 < 0,0001

R? ajusté= 0,9966 — F — statistique = 21547

Les tendances observées sur tretont surlignées en figure 24. Sans surprise, elles
correspondent a celles révélées par les MCO dasectaon précédente (figures 15 et 16).

Figure 24— Graphiques des résidus — Méthode de Zehnwigtape 2
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Un premier ajustement confirme la nullité et la nsignificativité du parametre de
régressioné,” pourt 0 [20% ; 60%)]. Aprés le retrait de la variable a$ée, on aboutit au
résultat final présenté au tableau 6.

Tableau 6— modéle de Zehnwirth

Intervalles ParamétresEstimateurs Ecart type P-value
i 0]1;17] g 11,5848 0,1923 < 0,0001
T [1]0%;20%] © -0,5726 0,1724  0,0009
T [ [60%;90%] 5 0,2229 0,0305 < 0,0001
T 0]90% ;1009%] o -0,1042 0,0408  0,0107
t0]1;13] & -0,0575 0,0189  0,0024
t0]13;17] & 0,1196 0,0411  0,0036

R? ajusté. : 0,9974 - F — statistique = 9172,99

Figure 25— Graphiques des résidus Méthode de ZehnwirttapeE
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La figure 25 suggere que toutes les tendancesestenips opérationnel, les années de
survenance et les années calendaires ont été @eptln particulier, on estime:

« Une tendance baissiére d8'8*— 1 = — 9,9% par intervalle de temps opérationnel,
pourt > 0,9.

 Une tendance annuelle haussiére8%- 1 = + 12,7% a partir de 1992 (t = 13).

L’identification de ces tendances permet de régdéquation (12) :

Ing =+& +&o i -0 | +&eds (1 -6) |+ &0 o -19)"
+& 2t -1) + &t -13)*

(13)

Par exemple pour la cellule (1,15), on a InEgp = 11,5274 etr; 15 = 0,983. Selon la
partition retenue du temps opérationnel, cetteilseltst associée au®liftervalle, soit | = 15.
Par ailleurs, on at = 15.

On estime le logarithme du coldt moyen de la celllj&5) a partir du couple (t, I) associé
et des estimations des paramétres de régression :

IN(S115 =11,5848 - 0,5726 +5 % 0,2229 — 4 x 0,1042 5760x 12 + 0,1196 x 2

=11,2591.
. La modélisation des tendances

.1 Le temps opérationnel

La section précédente a aboutit a la détection ddrel tendances relatives au temps
opérationnel, et a aucune dans le cas de 'annéardenance. Comme le présente la figure
26, I'évolution des colts moyens en fonction dugsrapérationnel peut étre représentée par
des droites avec des ruptures de gradient auxgaom20%, 60% et 90%.

Figure 26— Modélisation des tendances surt et
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Autrement dit, il est possible de :

« remplacer les 15 variables constituant la matri@@ar trois variables continués

» remplacer les 16 variables disjonctives constitlmntatrice Z par le vecteur unité .
Reprenons la notation du début de chapitra,;alésigne la valeur du temps opérationnel

de la ™ observation de colt moyen. Dans le modéle GLMmrga, on peut donc trouver
une certaine correspondance entre les expressio@ntes :

Els]= (k) =expzees +206°), (15)
E[s ]= t2(k ) =exde* m+ &0 f02-7,) + &2 fr, - 08)" + &2 fr, - 09)°), (16)
ol Z° désigne la¥"ligne de la matrice Zrelative & I'observation r.

La figure 27 superpose les fonctiorig(r,) et f2(r,) ajustées par GLM - gamma. La
correspondance entre les deux représentationsaipgpatisfaisante.

Figure 27 — Variables continues explicatives du temps opmraél
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Le recours aux variables continues ne dégrade pasificativement la qualité
d’ajustement au sens de la déviance, qui pass®,d@ pour le modele (15) a 44,52 avec le
modéle (16). Par ailleurs, les paramétres de réigresont tous significatifs au sens de leur
P-value. Ces résultats indiquent que les quatranmitres& capturent I'essentiel de
I'information contenue par les 15 variables disjores du modele (15).

43 0o
Commeé, = 0
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1.2 La surinflation

On concoit que l'inflation affecte difféeremment cug branche d’assurance. Autrement
dit, il est naturel de penser qu’en plus d’'un talixflation général, il existe un facteur
additionnel spécifique a chaque branche. Cettenast appelée par les auteurs surinflation
ou inflation superposée. Dans notre cas, le phénerdé surinflation peut étre assimilé a la
croissance des observations de colts moyens azdgcsii le triangle déflaté par Taylor. Cette
croissance est modélisée a partir des tendancesvéls sur t. A cet égard, une économie de
variables explicatives peut également étre effectué

Dans cet objectif, deux modeles sont testés. Lmipreintegre dans le modele (16) les

tendances révélées par la méthode de Zehnwirth, ave
nEls J=+&+&p fo2-1) +&r tfr, -08) +Er ffr, -09) )
+&s-t,) +& e, -19) |

On note
4t ) =+ & a3t )'t, + &, -13)°

la partie de la forme paramétrique du modéle (1&0li@k a la modélisation de la
surinflation. Le modéle (18) teste une structureapeétrique alternative’(ft;, t) avec deux
ruptures de gradient aux pointgs=t7 et t = 13. Cela consiste a substituer dans le modé&le (1
la fonction f(t,) par la fonction

2 ) =+& 0, +& q7-t,) + & t, -13)° (18)

La figure 28 superpose les fonctions ajustéés et f(t) aux coefficients:® estimés a
partir des variables disjonctives du modele (19) :

InE[S |=+& + & o2-7,) + & r, - 06)" + &7 lr, -09)" +27¢°

Figure 28— Tendances surinflationnistes
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Dans le cas des dommages corporels, I'apparitotadsurinflation peut étre liée & de nombreux ph@&mnes déja évoqués tels le
renchérissement des frais de soin ou la revalwisdes salaires dans le secteur de l'aide a dtEmici
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Le modéle (19) produit sensiblement les mémes atis des coefficientéc que celles
calculées par MCO (figure 16). Les fonctions ajesté'(t,) et f2(t,) capturent bien les
tendances des coefficierdis estimés a partir des seize variables disjonctives

La sélection entref 1(t,) et f2(t,) est faite & partir du critére AIC (Akaike Inforrimat

Criterion) mettant en balance la précision du med&laluée par la déviance D avec la
complexité du modéle mesurée par le nombre p dessibles explicatives.

Avec le critére AIC, on recherche la régressionmimimise la quantité
AIC =D + 2% p.

Le tableau 7 présente les valeurs du critere Akdésetrois modeles considérés. Au sens
de cette statistique, on aboutit a deux conclusi@iane part, l'introduction des seize
variables disjonctives n'améliore pas suffisammiengualité d’ajustement du modéle par
rapport aux deux modeles alternatifs. D’autre plag,deux représentations continues sont
équivalentes en termes de qualité d’ajustement.

Tableau 7— AIC des modéles

Représentation des tendances surinflationistes Mode AIC
Un changement dans le gradient des tendances 17 ,91 49
Deux changements dans le gradient des tendances 18 49,71
Variables disjonctives 19 72,92

Toutefois, comme la significativité des paraméfesst meilleure dans le cas du modéle
(17), nous retenons ce modele dont les caractgrestisont présentées au tableau 8.

Tableau 8— Modéle avec temps opérationnel, surinflatioargtée de survenance

Parametres Estimateurs Ecart type P - value
gs 10,4030 0,1116 <0,0001
fo 3,3910 0,9346 0,0003
L 3,9140 0,4723 <0,0001
o -7,8030 1,9464 <0,0001
g -0,0607 0,0165 0,0002
3 0,0793 0,0359 0,0273

En passant du modéle composé des 47 variablesiclisies au modele (17), le recours
aux tendances sur t efpermet de réduire le nombre de variables explieatde 47 a 6, en
améliorant le critere AIC de 123,12 a 49,91.
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1.3 L’interaction entre le temps opérationnel et la sunflation

Les tendances temporelles estimées sur les coftsnsigpar le modele (17) peuvent étre
assimilées a des taux de surinflation. A ce sugetnodele estime que les colts moyens
déflatés croissent annuellement de 8,25% par arta de 1991 (t = 13). Si cette évolution
reste envisageable dans le cas des petits sinisifesest moins habituelle pour les gros.
Alors, si le temps opérationnel permet de distindas petits des gros sinistres, il peut étre
intéressant de tester I'existence d’un lien er@remps opérationnel et la surinflation.

Dans le cas des données étudiées, nous avons é@bses évolutions de co(ts différentes
selon le temps opérationnel des sinistres. Uneg/s@@raphique complémentdfieévele trois
profils d’évolution :

» Les colts moyens associés a des temps opératianf@isurs a 20% décroissent depuis
1979 jusqu’en 1987 (t = 9) puis augmentent.

* Les colts moyens associés a des temps opératiooneipris entre 20% et 60%
décroissent depuis 1979 jusqu’en 1987 puis selistaii

* Les codts moyens associés a des temps opératignpékieurs a 60% croissent sur
I'ensemble de la période observée.

Pour tester la pertinence de ces tendances, omitdéfois intervalle¥ de temps
opérationnel| y=1 2, 3:

ly={1|t<20%}, b ={1|20% <t < 60%}, Iy = { 1 |t > 60%)},

auxquels on associe une fonctiori(t) de structure identique a la fonctilit) mais de
paramétres propreg, , j =12v = 123*. On fait donc dépendre les paramétres @@ det,.

On construit le modéle (20) :

Ingls,]=+&s +& f{02-1,)" +&¢ (ft, - 08)" +&f [fr, - 09)'

, (20
+22:|Trmvxle(tr)+§g[tr ( )
v=l
ol Fr(t, ) =&, o-t, ) + &, t, —9)", I, = 1 si Z est réalisée, 0 sinon.

45 Se reporter aux figures 10 et 11.
46 . . .
Les graphiques sont présentés en annexe K.
47 0n a1 =10%:20%], b = 120%:60%] etd = 160%;100%].
48 Par exempleﬁivzl est le paramétre de surinflation sur la périod&19 1987 (t = 9) pour les colits moyens assocéessdaleurs de

inférieures & 20%. De par Iunicité de la tendacméssante suslon a&§; = &5 3 = &5.
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Un premier ajustement aux données conclut a laéet a 'absence de significativité du
parameétre&;,. Ce résultat est li¢ a la redondance des tendaesgscolts moyens des

ensembles;let b pour la période postérieure a 1987. Ainsi, |"exsibn de cette tendance du
modele conduit a estimer une croissance communeesigrpériode pour les deux ensembles.

On aboutit aux résultats suivants :

Tableau 9- Modele avec temps opérationnel, surinflationms opérationnel et survenance

= It to to c c c c
Parametres g © ! . & ¢ $32 ¢
Variables 7 2° pay z° 5 z 2

c c
12 Z2,2 ZS

Estimateur 10,197 2,517¢ 3,565¢ -6,804¢ 0,138¢ 0,183¢ -0,110: 0,038
Ecarttype 0,2004 1,1730 0,5573 1,9438 0,0453 @,04®,0346 0,0157
P-value <1d¢ 0,0318 <1d¢ 0,0005 0,0022 <0,0001 0,0014 0,0143

AIC =51,9213

Les fonctiond "V(t,) ajustées sont rapportées a la figure 29, pouneiesirs charniéres de
temps opérationnel. Les taux de croissance li€s demdances sont récapitulés au tableau 10.

Figure 29— Fonctiond "(t,) pourt = 20%, 60% et 90%
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Tableau 10— Taux de croissance annuels estimés des colgtaots moyens

Intervalles t<9 t>9
Iy exd- €2, +£%,)-1=-954% exd€:,)-1=+393%
I, exd-&, +&5,)-1= -1352% exdgs, +£5,)-1=-692%

I3 exd€:,)-1=+393% exd€:,)-1=+393%
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Les figures 30 a 32 présentent les colts moyenatéefdans le temps et leurs estimations
par le modele (20). Elles témoignent de la bonraitgud’ajustement et de la capture des
tendances surinflationistes, dont les causes tasmnues.

Dans le cadre du provisionnement, il est légitinee stinterroger sur la pertinence de
projeter la tendance baissiére observée subd fait de la forte significativité dé;,, nous

décidons de maintenir cette hypothése. Aux vuesridagle des temps opérationnel, cette
décision influe essentiellement sur le codt fustimeé au titre de la derniére survendhce

Figure 30—Colts moyens et estimations:20%.
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Figure 31 —-Colts moyens et estimationgv <t < 60%.
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Figure 32—-Colts moyens et estimations-sd%
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Par le triangle des temps opérationnels (annexerFyoit quet dépasse 60% en moyenne entre®latda 4 année de développement.
Pour la derniére survenance, le postulat équivamnit @ anticiper une baisse annuelle des colts rea&6,92% pendant deux a trois ans
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[ll.  La modélisation des paiements partiels

.1 L’exposé du probleme

Il n'est pas rigoureux d’assimiler la quantitg¢/X; a une prestation moyenne par sinistre
réglé. En effet, si le réglement de chaque sinigtat effectué au moyen d’'un unique
paiement, cette quantité représenterait effectivéna prestation moyenne payée en (i,)).
Cependant, un sinistre peut déclencher de nomhbrersements. De ce fait, les prestations
formant X; sont versées au titre deg Binistres régles en (i,j), mais également pour des
sinistres toujours ouverts a la fin de cette mégrede.

Considérons une année de survenance i, dont orit il@é&omme des prestations payées au
délai j

X, =X+ X5,

comme la somme X des prestations payées I'année de développenentgglement de
sinistres, et de celle;Xdes paiements partiels liés aux sinistres en coladin de I'année j.

On designe par N et N, le nombre de prestations payees durant I'année de
développement j respectivement au titre des régi&rae sinistres et des paiements partiels.
Nous sommes dans le cas le plus courant ou sedeagubntités Xet N ; sont connues. En
I'occurrence, la quantité S étudiée jusqu’ici S'éX® en ces termes avec

La prise en compte des paiements partiels complajuedélisation des colts moyens, au
sens ou les processug &t X, peuvent suivre des développements différents quaratie
entre 0 et 1. En stipulant sur la dépendance éhtret Nb, on peut identifier I'influence des
deux processus sur la définition du colt moyen S

Considérons tout d’abord;Nt N, comme indépendants. Si Nuctue au dela (en deca) de
son espérance, on peut s’attendre a observer wssdébaisse) de;)$ans pour autant que la
valeur de N (et a priori celle de ¥ ne soit affectée. Dans ce cas, on s’attend abarsse
(hausse) de;Par rapport a son espéerance. Autrement dit, |gatians aléatoires de S autour
de son espérance seront corrélées négativementelex de N

Supposons que les quantitég & N\, soient corrélées positivement. Ce phénoméne peut
provenir de I'absence de distinction entre reglene¢paiement partiel dans les procédures de
gestion : les hausses (baisses) concomitantes; g N, traduisent celles de I'activité des
paiements au sens large. Dans ce cas, la correlaéigative entre;®t Ny; décrite plus haut
est atténuée, voire éliminée si la valeur de @bt proportionnelle a celle de; N
conditionnellement a N Et dans le cas inverse de corrélation négative é et N, I'effet
est accentu@

%0 5 par exemple a> 1 etb < a, on abish X2, aX1+Xp _ aXj +bXp
N aN aNy
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.2 L'approche de Wright

Considérons une seule année de survenance. Ponédale développement j associée aux
temps réel et opérationnel t®ton désigne par ypla prestation moyenne d’un sinistre réglé
et par I le nombre moyen de sinistres encore en coursia de I'année.

L’approche de Wright (1992) repose sur les deuwottyeses fondamentales suivantes :

» Le montant moyen d’'un paiement partiel observé murannée j peut étre exprimé en
proportion de ny. :

E(X2) =T. my;, étant donné un scalaifsupposé uniqué T, t.

» Chaque sinistre en cours produit des paiementg|sasuivant une loi de Poisson de
parametre p. Sous cette hypothese, la quantitédt distribué selon une loi Poi(p.L

En supposant 'indépendance des nombres et dastpwas’, on a
E(Xj,l) =N;, O, ()
E(X,.)=L, Cprr i, @2

A partir de (21) et (22), on réécrit I'espéranceXgte
E(Xj): E(Xj,1)+ E(Xi,z): Nj, O, E(M R; E‘fpp)'

L.
ou R =N—’et2pp= pr.

J
i1

Autrement dit, le colt moyen a pour espérarIE:Ej):m,vt E(&+ R, B,”’”). Sous ces
hypotheses, lintroduction des paiements partielgent a appliquer un facteur multiplicatif
&PP.R; au colt moyen d’un sinistre réglé. Comme B> N;j2.E"".m¢;, on remarque que le
coefficient&™ exprime I'espérance d’'un paiement partiel en pribdpo de m;.

Si comme dans la plupart des®asn a&’.R; < 1, on peut estimer Efj$ar
E(S,) Om,, exdR, ™) (23)

Si les Rsont connus, Wright préconise d'utiliser I'équati@3) pour estimet™. Si&"P est
significatif, on intégre la variable associe&dans le modeéle. Dans ce cas, il est nécessaire
au moment du calcul des provisions de déterminenodéle de projection deg & dela des
horizons de temps observés. A ce sujet, Wrightgsegple modéliser;R partir dex.

51 Ce résultat élémentaire de théorie du risqueapgtalé en annexe L. Sur le sujet, on peut conddéauit et al. (2004).

52 Le respect de cette condition dépend en fait domg des reglements. Si en moyenne, par exemplé@/& des sinistres en cours
génerent un paiement partiel corresponddnt=a20% du colt d’un sinistre réglé, la conditiohrespectée si les nombres de réglemant N
sont supérieurllj a&™ =T x p = 10% du nombre des sinistres en cours.
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1.3 L’'application numérique

Comme le modele (20) définit une forme linéaire ptn(m;), il s'agit simplement
d’introduire la variablezP=® =1, /N, ; dans le prédicteur linéaire du modele (20). Cadteon

définit le modele (24). Les valeurs deg $ont déduites des triangles exposés en annexe B et
D.

L’ajustement du modele (24) conduit a extraire d@iable z°, devenue non significative,
au sens de sa p-value. On obtient les résultatarstsi:

Tableau 11— Modéle avec année de survenance, temps opératicarinflation et
paiements partiels

Parametres g & 5 Y $i {1z $22 $1s

Estimateur 9,995¢ 0,042¢ 3,965¢ -8,060¢ 0,144¢ 0,186. -0,093¢ 0,040:
Ecarttype 0,1991 0,0117 0,5171 1,8890 0,0430 B,0420328 0,0149
P-value <1¢ 0,0003 <1d <10° 0,0008 <1d 0,0044 0,0072

AIC = 49,2015

De facon générale, le passage du modele (20) aelengd4) améliore la qualité de
I'ajustement au sens du critére AIC. En particuliarsignificativité du paramét@” conduit
a conclure a l'influence des paiements partielssdarformation des colts moyens au sens du
modele de Wright.

Remarquons que le modele (24) est construit entitud® z a z° = (02-r,)" dans le

modele (20). Du fait de la colinéarité des deuxaldes sur lintervalle [0% ; 20%], cette
substitution n’entraine pas de variation notablasdi valeur des estimations des autres
parametres.

Figure 33— Ratios R des paiements partiels en fonction des
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La figure 33 témoigne du niveau particulieremens®bau taux de réglement sur & 1
intervalle det, et dans une moindre mesure surflaervalle. Ce phénomeéne peut étre lié au
temps de traitement des réglements et des déolagates sinistres.

Selon Wright, la significativité du coefficie@t suffit a maintenir les paiements partiels
dans le modéle. Si on inclut I'effet des paiemegraiels dans les projections de codts, il est
nécessaire d’estimer les valeurs dgp&ur les valeurs futures de temps opérationneteltke
sorte que I'ensemble des éléments de la matriagentsconnus. A ce sujet, la forme linéaire
R: = 0o+ a1/T ajuste bien les données. La courbe ajustée esée a la figure 33 (en vert).

L’estimation des moindres carrés donne

a, =15181
a, =05818

On observe sur la figure 34 que lintroduction dashats partiels dans le modele (24)
corrige le profil de la courbe ymsur lintervallet < 20%. Les colts moyens estimés sont
présentés pour t = 9 de sorte a annuler I'effetedups réel et ne faire ressortir leur évolution
gu’en fonction du temps opérationnel.

Figure 34— Estimation des colts moyens
modele (20) contre modéle (24) -t=9
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Ce phénomene est lié a la décroissance monotorfactieur eX|c{Rj E&pp) et a la forte
baisse desBur cet intervalle.

Notons que la valeur estimée @& n’est pas en contradiction avec linterprétation
théorique donnée par Wright : l'auteur fait réf@era une valeur de ¢ = 10%, associée aux
parametre§ = 50% et p = 20%. En outre, une interprétatiotadeaisse des colts par sinistre
réglé est possible sur l'intervalle de temps opé@natel [0% ;20%].

53 Pour j = 1, on a en moyenng R 14, soit un taux de réglement de 1/17%. Le méme taux passe a 30% en j = 2, pour bdista
autour de 40% par la suite (soit R2,5).
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Dans tous les cas, l'introduction des paiementsigtgrdans la modélisation fournit une
interprétation fortuite & la baisse du co(t moyanginistre réglé observée sur IES>Valeurs
de temps opérationnel :

L’observation de la figure 33 rappelle que le talexréglement 1/R est particuliérement
faible au début de I'écoulement du risque. Cett@ogdé correspond a la premiére année de
développement, ou de fagcon équivalente a des wabkitemps opérationnel inférieures a
20%. Par la suite, le taux de réglement se statalisdela de >.20%.

Or, les paiements partiels accroissent le nivea& ds augmentant son numeérateyr X
sans contrepartie au dénominateyy. I$i le taux de reglement croit fortement commetde
cas sur l'intervalle ]10%,20%], il est possible dsalover une décroissance du co(t moyen par
reglement, méme si la prestation individuelle mayem; reste stable.

Ce phénomeéne est illustré par la figure 35. Powr waleur de t donné, elle présente les
co(its moyens par sinistre en fonction du tempsatipénel, avec et sans rachats partiels
Les colts sont estimés a partir du modele (24)eetvaleurs R calculées a partir des
estimations des coefficients eta;.

Figure 35— Estimation des colts moyens
modéle (24) -t=9
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Le modele (24) explique donc la décroissance dédscmoyens Ssur les deux A
intervalles de temps opérationnel par une fortedeade la proportion des paiements partiels
dans I'ensemble des prestations. En début de parige deuxieme possibilité d’explication
avait éte énoncée : il s’agissait de considérer lggereglements sans suite intervenaient
majoritairement les®**année3. Aucune information ne permet de valider cettedtlypse.

Au méme titre, il est impossible de juger du robs gpaiements partiels dans la baisse des
codts moyens pour les valeurs élevées,dmu sens ou les deux termes dej)E{Bcroissent
pour les valeurs élevées deD’une part, le facteur exponentiel décroit du ¢k la baisse des
R;j avect. D’autre part, la figure 35 confirme la baissentje pour les valeurs éleves de

>4 On modélise les colts moyens sans rachats patiedsustrayant le factel®, [£ du prédicteur linéaire du modéle (24)

s Les reglements sans suite gonflent le dénominateLBj =X /(le + Njyz) , sans contrepartie au numérateur (on a=NL etX; = 0).
Tous parametres de &aux par ailleurs, on obtient la décroissanc§ éa supposant des reglements sans suite croisaani. a
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IV. La sélection du modele final

A ce stade, il s’agit de choisir entre les modé€Bgy et (24). Comme la substitution d&
a z, ne fait que peu varier les estimations des aytaeametres du modéle, nous sommes

tenté de conclure que I'amélioration du critere AC modeéle (20) au modele (24) est liee a
au meilleur ajustement des codts moyens sur le ipremtervalle de temps opérationnel.
Cette conclusion semble confortée par les figue®t337, confrontant ces codts et leurs
estimations par les deux modeles.

Figure 36 —Colts moyens et leurs estimations
modele (20) sans paiements partieis< 20%.
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Figure 37 —-Colts moyens et leurs estimations
modéle (24pvec paiements partiels < 20%.
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Il convient cependant de relativiser la portée sémae de ce résultat. En ce sens, Wright
tempére I'importance que I'on doit accorder a ldafication des hypothéses sous-jacentes a la
modélisation des paiements partiels, qu’il congd®rant tout comme un outil d’ajustement a
confronter aux données.

Le choix du modéle (20) est motivé par ce mémerpadigme. L'observation de la figure
34 rappelle que les deux modeles partagent sensbleles mémes estimations pour les
intervalles de temps opérationnel supérieurs a 20%.
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Dans le cadre du provisionnement, le meilleur ajusint des « premiers » colts moyens
est de peu d’influence, des lors que les tempsatipénels des prestations futures a estimer
sont dans leur grande majorité au-dela de 20% sAlermaintien des paiements partiels dans
le modele alourdirait inutilement la procédure adcal des provisions, en ce sens gu'il

nécessiterait la projection des R

Dans le cadre du provisionnement, nous décidons derretenir le modele (20), dont les
caractéristiques sont rappelées au tableau 12 :

Tableau 12— Variables explicatives et parametres associes

Modele (20)

Modeélisation Parametres Observatiops z
Année de survenance g =0
Temps opérationnel o 29 = (02- T, )
Temps opérationnel o z° = (r”. - 06)
Temps opérationnel © z, =l(r; —09)"

Surinflation ° z,, = I, o, % (9-1)

Surinflation : z,= I, X (9-t,)

Surinflation % z,, = |, X (t, -9)

Surinflation & z5, =t
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CHAPITRE IV. VALIDATION DU MODELE PAR DES TESTS STATISTIQUES
l. Les points de validation

Le choix du modele et les conclusions qui en sestigs dépendent exclusivement des
données observées. Une préoccupation majeure mh@dalisation est alors de juger de la
fiabilité de ces conclusions. Différentes causesveet venir jeter un doute sur leur
pertinence, dont les plus importantes sont :

* L’inadéquation des hypothéses formulées sur le pressus générateur des donnees :

Le premier point traite de la pertinence d’utilisermodele retenue au regard des données
a modéliser. Si les hypothéses apparaissent cabérem parle de modeéle bien spécifié. Sans
connaissance a priori du processus étudié, la bgméafication du modele ne peut étre testée
gu’a partir des données disponibles. Ce pointragétdans la section Il

» Le défaut de « justesse » des données de I'échhoni :

Les données disponibles peuvent ne pas refléfmokessus a modeéliser. Autrement dit, il
est possible de statuer a la bonne spécificatiom dhodéle a partir d’'un échantillon pas
réprésentatif. Dans notre cas, il est impossiblstdiier sur cette problématique étant donné
notre méconnaissance du portefeuille. Ce poinerge donc pas étudié.

+ La sensibilité du modele a de faibles variations dedonnées :

Les données historiques ne constituent qu’un éttlwantlu processus a modéliser. Or, cet
échantillon peut inclure des observations qui gdreserronées influent de fagon « exagérée »
sur I'ajustement du modeéle aux données. On peuexample s’interroger sur la pertinence
de garder dans I'’échantillon d’ajustement une oladiEm de valeur extreme et de faible
fréquence. A ce sujet sont introduit deux notiowelle de point atypique et celle de point
influent. Leur étude est I'objet de la troisiemetam.

En fin de chapitre, nous testons la crédibilitendé&e principal outil de diagnostic dans la
construction du modéle de provisionnement : le desta déviance. Les résidus utilisés dans
I'annalyse graphique sont les résidus de dévianomalises.

II.  Les tests sur la spécification du modele

La pertinence d'utiliser le modele (20) dépend aeredibilité d’hypotheses formulées a
priori sur le processus générateur des colts mogmpeut citer trois hypothéeses centrales :

* Hypothése n°1: La fonction de lien lie 'espéramiss colts moyens avec le prédicteur
linéaire. A ce sujet, 'adéquation de la fonctiogdrithmique a été confirmée en amont.

* Hypothése n°2: Le modéle suppose une dépendarice ks colts moyens et les
variables constituant le prédicteur linéaire.

* Hypothése n°3 : Un lien est supposé entre la veei@h 'espérance des colts moyens.
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Test de I'’hypothese n°2

Le test de I'hypothese n°2 est global. Il doit petime de confirmer qu’il n’existe pas de
probleme majeur dans la modélisation de la déperdamtre les colts moyens et les
variables explicatives. Ainsi, il s’agit de vérifiglobalement tant la pertinence des variables
explicatives que la forme de leur dépendance sgpasgec la variable réponse.

En pratique, les figures 38 a 41 ne doivent pae fapparaitre de structure non aléatoire
qui témoignerait qu’'il existe des tendances dassiennées non capturées par le modéle. La
reconnaissance d’une tendance dans les résiduséu@ler des probléemes trés diverOn
rappelle que cette contrainte est également d'didrerique, des lors que la qualité globale
des résultats dépend en régression de I'indépeadiascrésidus et des variables explicatives.

Figure 38— Résidus contre estimations Figure 39— Résidus contre temps opérationnels

résidus
2

: : : — 7T
° oo o taeao eneen) 0 20 30 40 50 80 Y0 Y5 &) 85 90 @ B 9 100

estimations

temps opérationnel

Figure 40— Résidus contre années de survenance Figure 41— Résidus contre années calendaires
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On constate sur les figures 39 a 41 une horizéétaltisfaisante du centre des boites a
moustached, témoignant de I'absence de tendances des résiulfenction des variables
explicatives.

56 . . _ . P . . . . . .
oubli de variables explicatives, mauvaise défimitde la fonction variance et/ou du lien entre daiable réponse et une/des variables
explicatives, inadéquation d’un modeéle unique ®mrsemble des valeurs de colits moyens, ....

57 s . o . . . -
Les extrémités de la boite matérialisent l€se25'5 quantiles, celles de chacune des barres les gadgtnémes, et le point la médiane.
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Par ailleurs, la lecture de la figure 38 de gauahéroite montre que les résidus sont
relativement stables en moyenne et en volatilitérément dit, ils semblent indépendants de
la valeur des estimations. Ce constat téemoigneadudlité globale de la régression, en ce
sens que les estimations ne semblent pas biaisées@rtaines valeurs de colts moyens. De
facon générale, on ne peut donc pas statuer aoltepre de spécification du modéle.

Test de I'hypothese n°3

Quant a la pertinence du choix de la fonction deanae, elle est testée a partir de la
propriété d’homoscédasticité des résidus. Rappealors’hypothése d’homoscédasticité des
résidus, soit celle de la constance de leur vagiaest centrale en économétrie. En théorie, sa
transgression biaise les écarts type des estinsaties parametres et altere la fiabilité des tests
d’inférence statistique construits a partir degtédgpes (t-test, F-test,...).

Dans la pratique des GLM, la constance des éogtstdes résidus normalisés dépend de
la validité de la relation

Var(§) = V(W)

sur I'étendue de chaque variable explicative. Auget dit, le lien supposé entre la
moyenne et la volatilité des colts moyens ne da#t gependre des variables explicatives.
Dans notre cas, ce lien doit en particulier éablstpour toutes les valeursde

Le test d’homoscédasticité des résidus constituec dan outil supplémentaire pour
conforter le choix de la loi utilisée pour modétides S Ce test peut étre effectué
graphiquement a partir des boites a moustachesédehis de déviance : on statue a leur
homoscédasticité si les boites ne sont pas de tatllop » hétérogéne. Au regard des figures
39 a 41, le diagnostic n'apparait pas immédiat.

Pour vérifier 'hypothése d’homoscédasticité desidiés, on emploie le test de White. Ce
test éprouve le pouvoir explicatif des variableplieatives sur les carrés des résidus.
Formellement, White définit la régression auxikairon contrainte

P P P
e =a,+) b x+> >k (25)
i=1

i=1 j=1

ou e est le résidu d’estimation issu du modele €@)une de ses p variables explicatives.

L’hypothése d’homoscédasticité testée est
Ho : b;]_: ...=bp=C11: :q)p=0.

Le test de White est construit a partir d'un F-wstsignificativité globale de I'équation
(25). Si la p-value de la statistique de test epégeure au seuil défini, on ne peut rejeter
I'hnypothése H d’homoscédasticité des erreurs. Ici, la statigtigu test égale a 30,89 est
associée a une p-value de 9,83%u seuil de 5%, on ne peut rejeter I'hypothése H

58 On rappelle que la statistique du test est baséke coefficient de détermination? Re I'équation de régression auxiliaire. Sous éfle

est distribué approximativement selon Afﬁn_k_l , ou k est le nombre de variables explicatives ddéte auxiliaire.
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I1l. Le test de robustesse

En ce qui concerne les points atypigues, I'obsematles figures 38 a 41 permet de
constater I'existence de valeurs « anormales »)(>C2s résidus présentés au tableau 13
correspondent a des observations de colts moyensledomontants sont inhabituellement
bas compte tenu des valeurs de temps opérationrégleyui leur sont associées.

Tableau 13— Valeurs atypiques — modéle (20)

0 e(Ps)
[ J T S M, '
1 11 0,969 7116,6 93498 ,66 -3,85
3 13 0,989 9 557 102 247,24 -3,67
3 14 0,992 15013,33 105 233,43 -3,19
3 15 0,999 17 692,44 106 547,36 -3,02
2 12 0,987 25627,82 94 934,60 -2,30
1 13 0,991 27 768,77 94 934,60 -2,17
3 4 0,478 134 428,2993 360,38 2,04
2 14 0,993 236 510 100573,51 2,08

N

Cela conduit a s’interroger sur la «justesse » cde observations plus forcément
représentatives du processus analysé. La questiohien illustrée par la notion de point
aberrant. Un seul point aberrant peut biaiser ldétejusqu’a rendre ses prédictions erronées,
méme dans des régions éloignées de l'observatienraatte. Notre méconnaissance du
portefeuille ne permet pas de répondre a cetteie@ergquestion. On remarque toutefois que
les codts de montant inhabituel sont associésreciganes survenances.

Afin de statuer sur leur maintien dans I'échamtilld’ajustement, nous étudions leur
influence. Par définition, un point influent pese & modéle de telle sorte que si on I'enleve,
alors I'estimation des coefficients sera fortemgmangée. Une mesure classique d’influence
est celle de Cook qui est une distance entre leeueé des coefficients estimé avec toutes

les observations et celdi(—r) estimé avec toutes les observations sauf une.

La distance de Cook pour I'observation r se meaui@ide de la métrique (WZ2) :
1 /O o\ . 0 O
D, :Btég(—r)—gj mwznég(—r)—gj.

L’expression de la matrice H est rappelé en arexe

59 . . . . . N i A sz . N
On rappelle en annexe | que I'algorithme d’estiorafait une régression linéaire a chaque étag@aatte a I'étape finale ou le processus

[T o . U . o
est stationnaire & = (ZW 1ZT AN 11 . Autrement dit, on gu=Z (¥ =H Y, ou H est la matrice de projection de Y sur Z.
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De facon générale, si la distance de Cook est gramilir une observation et/ou trés
différente des autres, alors le point a I'étudecestsidéré comme influent. Il convient alors
d’analyser les raisons de son influence (erreumdsure, différence dans la population,...).
Pour obtenir des conclusions robustes, il est gid&erable de refaire I'analyse sans ce point.

On calcule les distances de Cook a partir des astns deg, (., etV(,ur ) = u?. Comme

la distance de Cook est normée, une valeur supériewn est suspecte. Dans le test, nous
utilisons une limite plus « sévére » de 4/(n-p1Bcpnisée par certains autebir€ompte tenu
du seuil de détection fixé a 4/(150-8£1),03, sept points ressortent comme influents.

Figure 42— Distances de Cook— modele (20)
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Le tableau 14 présente les observations influeaiesens de Cook et le colt moyems
observé dans leur intervalle de temps opératioteyelis t = 1.

Tableau 14— Points influents — modéle (20)

obs. [ i | ! S Stmoy Dy
147 15 3 0,583 39 410,54 47 336,53 0,23
141 14 1 0,022 129 732,60 76 089,43 0,10
34 3 4 0,478 134 428,30 44 295,49 0,10
29 2 14 0,994 236 510,00 108 499,34 0,08
30 2 15 0,996 222 998,50 108 499,34 0,06
4
7

58 13 0,994  213777,50 108 499,34 0,04
88 4 0,576 68 338,15 47 336,53 0,04

6OJ. Confais (UPMC-ISUP), M. LeGuen (CNRS-CES-MATESBMR8174) (2009), « Premier pas en régressiaraliie avec SAS ».
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Les points influents détectés correspondent a desereations dont les valeurs sont
anormalement élevées compte tenu du temps réell éerdps opérationnel qui leur sont
associés. Des points aberrants du tableau 13,sseélelex observations sont considérées
influentes. Ces observations apparaissent en grasld tableau 14.

Les résultats obtenus en soustrayant de I'échamtidlajustement les sept observations
influentes sont présentés au tableau 15. On censtat amélioration logique du critére AIC.

Tableau 15— Modéle (20) — ajustement sans les points infkien

N t t t [ c
Parametres g © o o &n $12 S22 $1s

Estimateur 10,163¢ 2,227: 3,922¢ -9,284! 0,152¢ 0,174¢ -0,128. 0,036¢
Ecart type 0,1930 1,1780 10,5420 1,9302 0,0434 (,04830362 0,0148

P-value <1d o0,0486 <10 <10* 0,0004 <1d 0,0004 0,0138
AIC = 46,2063 = 4,8947

Consécutivement au retrait des sept points infejeat observe que :

+ la correction la plus sensible intervient sur leapaetre&; qui passe de -6,8 a -9,28.

Autrement dit, la plus forte correction des parae®tdu modéle s’opére sur
I'estimation des colts moyens de fort temps opa@magl. Cette correction est liee a la
soustraction de I'échantillon d’ajustement des olzteons n°29, 30 et 58.

e les taux annuels de surinflation sont révisés #9%,5ur les intervalles de temps
opérationneljet k et & - 8,75% supi™.

Notons que si hous extrayons les sept points influde I'échantillon d’ajustement, nous y
maintenons les points atypiques non influgrfsute de pouvoir justifier de leur retrait.

IV. Le test surla validité de la déviance

Dans la construction du modele, nous utilisons reedkement le test de la déviance
comme outil de diagnostic. Ce test utilisé dansékction des variables explicatives et la
comparaison des modeles fait 'hypothése que Ilgislug de déviance ajustés sont issus de
distributions normales. Si tel n'est pas le cas, denclusions qui en sont issues peuvent
devenir vides de sens. Nous testons la normalgédeurs a partir du QQ-plot des résidus.

Mis a part quatre observations en anonigl@n constate que les points sont alignés autour
de la droite passant par I€S dt 3 quartiles. Les résidus, a priori centrés, passante point
(0,0). Dans ce cas, il est possible de validerddtiiese de normalité.

61 posei_ 1 = 3 7005 et BI04 1 = g 7506,
62 Il s'agit essentiellement des quatre points atypigsoulignés a la figure 43. Ces observationgspondent aux quatre premiéeres valeurs
atypigues mentionnées en gras dans le tableau 13

3 Ces observations visionnables a la figure 43 spordent aux quatre premiéres valeurs atypiquetioneges dans le tableau 13.
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Figure 43— QQ plot des résidus de déviance — modele (20)

Standardized Deviance Residual

Mermal Quantiles

V. Conclusion : la validation du modele

Le tableau 16 présente les résultats du modele dRBxé apres le retrait des points
influents :

Tableau 16— Rapports des estimations sur les observatiogsits moyerf4
modéle (20)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,68 0,65 0,59 0,84
0,94 0,63 0,58 0,36° 0,40

0,57 0,91 0,80
0,60 0,69 0,55

0,54 0,98 0,61 0,53

0,65

0,72 0,76

0,90 0,93
0,84 0,90
0,94

Rappelons la démarche menant a sa constitutiomalyae des données a aboutit a une
conclusion principale, a savoir qu'il existait uen entre le volume des prestations payées et
le nombre des reglements de sinistres. Par ailldarsalyse a conclut a l'instabilité des
cadences de reglements dans le temps.

64 . . . . R . . N .
Les observations annotées d’'un exposant « i >aet eorrespondent respectivement a des pointgein# et a des valeurs atypiques.
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Ce constat nous a conduit a intégrer deux notians th modélisation des prestations :

« D’une part, nous utilisons une approche par lesscoibyens. Cette méthode nous permet
de tenir compte de la dépendance entre les p@msdati les nombres de réglements.

» Drautre part, nous modélisons les colts moyenspasnen fonction du temps mais selon
I'ordre d’apparition des reglements. Autrement diips substituons dans la modélisation
le temps opérationnel a I'année de développement j. Cette méthode neusqi de
modéliser des classes de colts moyens plus honsgene

Nous avons utilisé la notion de paiement partiet’dst agit de distinguer la prestation
moyenne m d’un sinistre réglé du ratio S de colyen@ar sinistre réglé :

Il est naturel d’envisager un lien positif entreeirla durée de reglement des sinistres. Sur
ce point, I'introduction des paiements partielsnpetr de justifier la baisse contre intuitive de
S au fur et a mesure quepour des valeurs inférieures a 20%. Cette baissgustifiée par
celle de la proportion des paiements partiels demprestations totales. Pour les valeurs de
supérieures a 90%, il n'a en revanche pas étélpesis justifier la baisse de S et m.

Au final, le modéle établit une relation entre pésance du codt moyen S et deux
variables : le temps opérationnel et le taux denBation, définissant la croissance de m au-
dela de linflation générale. Pour plus de robustesious choisissons d’utiliser le moins de
variables explicatives possibles et modélisons rioection de tendances linéaires.

En ce qui concerne le temps opérationneious aboutissons a l'identification de quatre
tendances : les colits moyens baissent apeur les valeurs inférieures a 20%, se stabilisent
ensuite pour les valeurs denférieures a 60%, puis augment jusqua 90% pour rebaisser
ensuite.

En ce qui concerne la surinflation, les tendandestifiés par le modéle de Zehwirth ont
été révisées en segmentant I'analyse en fonctiotemyps opérationnel. Autrement dit, une
interaction a été détectée entre la surinflationatgits moyens et leur profil, identifié par leur
temps opérationnel. Ainsi, nous avons estimé qaectgits moyens déflatés croissaient de
3,7% par an a partir de 1987, sauf dans le casidistres réglés entre I§ &t la 5 anné&, en

baisse de 8,75% par an. Méme si il nous est imiplessie donner une signification a ce
phénoméne (sinistres sans suite,...), il caractéieseles données étudiées

En fin de partie, des tests de validation du modeteété menés. En particulier, ces tests
ont conduit au retrait de deux points atypiques influents au sens de la distance de Cook.
Cette opération a eu pour résultat d’accentuesridance baissiére des colts moyens les plus
élevés { > 90%). De facon plus générale, les résultatseddasts n'ont permis de remettre en
cause ni la qualité globale du modele, ni la fibides outils statistiques utilisés dans sa
conception. En effet, d’'une part aucun problemsmizification n’a pu étre décelé, et d’autre
part, les hypotheses sous jacentes au modele (@0) pu étre infirmées sur la base de
I’échantillon des codts moyens étudié.

& Ces sinistres sont réglés dans l'intervalle degptenpérationnel [20%,60%]
66 Se reporter aux figures en annexe K.
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PARTIE lll. LA MISE EN (EUVRE DES CALCULS

Il s’agit désormais d'utiliser le modéle de prowisnement défini dans la partie 11 & deux
fins : le calcul du Best Estimate des PSAP et ahluisque de provisionnement.

Le premier chapitre est dédié au calcul du Bestriaseé de la provision pour sinistres. Son
obtention requiert de répondre au préalable aux geints suivants :

* Le modéle étudié estime le colt moyen des presgtrersées a partir de leurs temps
réel et opérationnel. Si les temps opérationnedsateirs reglements sont par définition
connus, leurs dates restent a estimer.

» Si le modele integre le calcul de linflation setdtie contenue dans les prestations
futures, il ne prévoit pas I'estimation de l'inflan générale qui nécessite de se doter
d’'un modéle ad hoc.

Le second chapitre est consacré au calcul du ridguprovisionnement. L'approche de
calcul privilégiée est de type simulatoire dansadre Bootstrap :

* Dans un premier temps, nous adaptons la méthosgsiguee du Bootstrap au modele de
provisionnement et calculons le risque ultime. Hesu’algorithme est adapté au
calcul du risque a un an.

« Enfin, les résultats obtenus sont comparés a t&sui de I'application de la formule
standard.
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CHAPITRE I. LE CALCUL DU BEST ESTIMATE DES PSAP

l. Hypothéses et méthode

1.1 Hypotheses

Nous évaluons le Best Estimate des provisions pioistres a partir du modeéle (20). Cette
section recense les hypotheses sous jacentesaicaké ¢

. Nombre ultime des sinistres

bY

Le calcul des PSAP passe par I'estimation de Iastatien a payer au titre de chaque
sinistre restant a régler. Il requiert donc de edma de facon certaine le nombre ultime de
sinistres pour chaque survenance. A cet égard, utdis®ns les estimations de Taylor (2000).
Nous rappelons que nous considérons par simpldicd® nombre ultime de sinistres comme
certain, malgré l'incertitude évidente de cett@iniation en date de calcul.

. Effet des paiements partiels

Le modele (20) est construit a partir des obsesaatde colts moyens. En d’autres termes,
ses projections estiment les colts moyens futursoet les prestations futures. Notre
utilisation du modéle requiert donc d’assimiler ¢esits moyens aux prestations individuelles.

Nous avons vu que les deux notions pouvaient déredigns le cas de paiements partiels
importants. En d’autres termes, assimiler le codlyen S a la prestation individuelle m
suppose de considérer négligeable I'effet des paigsnpartiels sur les colts moyens. Dans
notre cas, nous justifions cette hypothese paréesltats de la partie Il, incitant a supposer la
similitude entre m et S pour les valeurstdmnsidérées dans la projection des réglerfents

. Espérances des prestations individuelles

Dans le calcul des provisions, nous assimilonsebdsapolations de colts moyens du
modele (20) a des prestations individuelles. Enttant I'existence des paiements partiels,
réécrivons la somme des prestations payees etitjade i :

Xy = ZVN;XK

ou lesXj,v=1, ..,

nij désignent les prestations payées au titre gesriistres reglés.

Nous supposons, pour=1, ..., N;, que 'espérance d%; ne dépend que des valeurs t et
T associées au couple (i,jE(Xij“): m, =S ,. Cette hypothese est approximative car lgs N

sinistres réglés n’ont pas la méme espérance. @aperelle reste crédible siyme varie pas
trop chaque année j. Plus précisément; désigne le temps opérationnel moyen observé
durant 'année de développement j, I'hnypothésexatte si ny est linéaire en t at

67 En particulier, le modele (24) intégrant les paets partiels aboutit a des estimations de S eésnproches pour les valeursde 0,2
(se reporter a la figure 35).
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. Indépendance des sinistres

Supposons que les;Ninistres soient indépendants et de méme espénancesi X; est la
somme de Nsinistres indépendants, le colt moyen degsa§lements a pour espérance

5)= g ¢ |=m.

Dans le calcul du Best Estimate, nous pouvons ,adarorix des hypotheses formulées,
assimiler les estimations des espérances de caen® issues du modele (20) avec celles
des prestations individuelles. On vérifie souspbtghese d’'indépendance des sinistres (1) que

E(s,j):EN”[ ( D > PN, =k)EE(%‘N“ :kj

=m, > PN, =K
=m.
1.2 Les étapes de calcul

En conformité avec les préconisations de T ACAM @@, 2007), la procédure de calcul
du Best Estimate comporte trois étapes :

= ['estimation en monnaie constante des prestatiotsds
= |e calcul de I'inflation contenue dans ces prestei
= Jactualisation des prestations a la courbe des $ans risque.

» Meilleures estimations des prestations futures

Au travers de I'actualisation et du calcul de laissance (sur)inflationniste des prestations
restant a payer, le calcul du Best Estimate dawadee du modele (20) requiert d’estimer la
date des reglements futurs. Or, ce modéle n’egpesecette information. Une solution simple
a cette problématique est présentée dans la sesttivante. Elle passe par I'approximation
d’un lien entre t et & partir d’'une fonction continue H telle que t &H

Ainsi, I'objectif consiste a associer a chaque eagint futur une datei() fonction du
temps opérationnel qui lui est associé. Une fois la fonction H dédirgt ses parameétres
estimeés, le calcul en monnaie constante des paesdtitures devient trivial.
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En effet, plagcons-nous e tlate de calcul de la provision. On désigne lar le nombre

de sinistres réglés a cette date parmi lesimistres survenus au titre de la survenanceaet
Tip = Njo/N; le temps opérationnel du dernier sinistre réglé.

Les temps opérationnels moyens desw = (Ni - Ni,O) sinistres a régler sdfit

_Nig+05  _ Njp+15 _N;-05
Tip= N; Tip = N, v Tigy _IT’ 1)

auxquels on associe les temps réels--, t; , .

Des 1,; et de I'estimation de H, on déduit du modele (&8)meilleures estimations des

prestations associées aux réglements ftituEn effet, I'algorithme du score fournit les
estimateurs du maximum de vraisemblance (e.m.wgdteur des parametréset de¢.

Par invariance fonctionnelle du maximum de vraidamde, on en déduit les e.m.v.

O O ] .
1M, :exp{n[r,, H(T, )D desmrj = (S[.j) pourj=1,---,a,
! 1) ij I, i,
ou rD] = r](g(D@ désigne le prédicteur linéaire estimé dans lagd#rt

Il en résulte un e.m.v de I'espérance de la somesepidestations futures associées aux |
années de survenance :

T:Ti,wj 0

|221m'[

i=1l 1=Tj,
« nflation future

Nous appliquons les conditions d’inflation futunexaprojections de prestations estimées
par le modele (20). Dans cet objectif, nous nousrdod’un modele d’inflation ad hoc, a
partir duquel il est possible au travers d’'un ied@P(Hf)) en baseot d’estimer I'inflation
générale moyenne courant entre chaque date den@giéutur H¢) et la date de calcuj.t

A partir de CP(HY)), on exprime en monnaie réelle les estimatiosspiestations futures:

u 0, 0O _
zmTi’j = C (ri’j)Emri’j pourj = 1)'“1(4 .

68 Pourj=1, on a bierj1 =

1 Ni,O . Ni,0+1 _ Ni’0+o.5
2 N N; N;

69 En supposant que chaque reglement futur décldagr@ement d'une prestation, on néglige I'effes dmistres futurs sans suite.
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» Actualisation

En conformité avec les préconisations de TACAMusaitilisons une courbe déterministe
des taux, en négligeant les dépendances éventealliestaux d’intérét et prestations. Cette
derniere étape nous permet d’aboutir a I'expresdiorBest Estimate en tle la provision
pour sinistre§ :

0 0@ 1 g 0 0
E(R=R =) > ex —rﬁ()EH(r)}Emr. ()
i=1 7=1 4 r

ou r,.,, désigne le taux sans risque d’écheanag pievalant engt

[I.  La projection en monnaie constante des prestatiorfatures

.1 La modélisation des prestations

Estimer la valeur réelle des prestations futurgsiest de se doter d’'un modele d’inflation.
Pour le moment, cette question est reportée tangisnous nous concentrons sur la méthode
d’estimation des paiements futurs exprimés en mergnstante.

Sous les hypothéses présentées, il est possib#indée la prestation moyenne d’un
reglement futur a partir du modele (20). En effetur un sinistre réglé en t > 17 au temps
opérationnet, cette quantité est estimée a

Dl

Mex =F(t) e

e = ex{?ﬁ £, [(02-1)" +£, {t- 06)" +E, {1 - 0,9)*}
ou i i (3)
f(t) = ex lﬂziﬂt—g)@gm}

L’estimation des prestations espérées futures sieda connaissance de leur temps réel
et opérationnel. Hors, seul le temps opérationeeladprestation m est connu a partir de
I'équation (1). L'estimation du facteur de suritiben f(t) requiert donc que l'on puisse
associer une valeur de temps réel a chaque regidéutena partir de son temps opérationnel.

A cet effet, I'estimation du lien entre t etpeut étre effectuée a partir d’'une courbe
continue. Comme en témoigne la figure 12, cettatiodl est souvent modélisable a partir
d’une fonction de répartition exponentiélle

0 Le Best Estimate est calculé hors frais de gestemsinistres.

71 o . s N i R
Dans les premiéres années, on peut observer nh@iflexion de la courbe correspondant & uneéiration des reglements. Dans ce
cas, l'utilisation d’'une fonction de type Gamma ipé&ie plus appropriée.
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La figure 44 présente une courbe typique.

Figure 44— Liaison type entre temps réel et opérationnel

b t

A ce sujet, I'observation des trajectoires de températionnel observées par survenance
permet de considérer raisonnable I'utilisationaléokrme exponentielle.

Figure 45— Trajectoires des temps opérationnels

par année de survenance
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Wright suggére la relation suivante entre tempsraps opérationné:

1 1-1
=ty = H(Tref’T) = _E [nn(l_.[. ja (4)
ref

ou ter désigne le point de départ de comptage du tengbsatrs le temps opérationnel
qui lui est associé.

Dans le calcul des colts moyens, il existe deurtpale départ : la mesure du temps réel a
partir de t = 0 permet d’estimer la surinflationsd@restations, celle effectuée a partir gle t
permet le calcul de leur croissance inflationnispuis la date de calcul des provisions.

e L'expression de H{t, 1) est justifiée en annexe M.
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L’expression en monnaie constante des prestatidness devient

mt,t = eXF{H(O'T) [ﬁltljlz EE(;Z + E;)] Hni = m'[ . (5)
1.2 L’'application numérique

Dans le cas ou il existe un lien de type exponkatige t etr, Wright propose une fagon
aisée de déterminer la meilleure estimation dumpatee c. Il s’agit de remarquer que 50%
des sinistrest(= 0,5) sont réglés au temps réel médjadéfini par

05=1-€°™ - c='nt(—2). (6)

m

La solution consiste a estimer la valeur ga partir de I'observation du triangle des temps
opérationnels. Comme les années d’origine sontagges de survenance, il s'agit de
remarquer pour j > 1, que I'age moyen des sinisttigkes la§"°année de développement est
approximativement de j — 1 années.

Les temps opérationnels moyens en fin tet3f année de développement sont de 37,5%
et 56,08%. On estime par interpolation linéairedeeur médiangtpour laquelle = 0,5 :

05608- 05 _ 05-0375
3-t, t -2

m

, Soit t, 02,65 années.

A partir de I'équation (6), on en déduit la valelerc = In(2)/2,65 = 0,262.

On rappelle que le recours au temps opérationétd enotivé par 'instabilité des cadences
de réglements. Dans ce contexte, l'utilisation diumque coefficient ¢ pour I'ensemble des
survenances peut donc apparaitre inadéquate. faé,agous privilégions une solution simple
consistant a estimer un temps médiapdr année de survenance selon la méthode qui vient
d’étre présentée. Les coefficients estimés sosigptés au tableau 17.

Tableau 17— Estimation par survenance du lien exponentigedemps réel et opérationnel

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

tm 2,69 3,20 3,33 2,74 2,50 2,46 2,90 2,85 2,70 2,55 2,46 2,54 2,46 2,18 2,18 2,18 2,18
¢ 0,25 0,21 0,20 0,25 0,27 0,28 0,23 0,24 0,25 0,27 0,28 0,27 0,28 0,31 0,31 0,31 0,31

La baisse dentdans le temps témoigne de l'accélération des meghés sur les trois
premiéres années de développement. Ce phénomémtraxztement observable depuis le
triangle des temps opérationnels. Faute d’obsemstsur les deux derniéres survenances
pour pouvoir estimeryt nous leur attribuons la courbe d’écoulement @ggements de la
survenance 1993 (i = 14). L'estimation des écoutémele sinistres par survenance est
présentée en annexe M.
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L’estimation de la somme des prestations restapayer est effectuée selon les deux
approches : en tenant compte d’'un coefficient umiquet a partir d’'un coefficient; par
survenance. Les résultats sont présentés au talfieau

On en rappelle la méthode de calcul. Une fois tarmpatre c calibré par survenance a partir
de I'équation (6) et les temps opérationnels desstptions futures estimés a partir de
I’équation (1), on estime les temps réels qui kamt associés en fonction de I'équation (4).
Ensuite, la connaissance des temps réels et ap@mats des sinistres futurs permet d’estimer
le montant des prestations a partir de I'équatin (

On note que I'application d’'une seule loi d’écougrnh(colonne 2) conduit a des résultats
assez différents de ceux issus de l'utilisatiomd’'gadence par survenance (colonne 3).

Tableau 18— Estimation des prestations restant a payer

en dollar 1995
[ Nombres de sinistres en cours Somme des prastdtitures
Chain Ladder | GLM —c = 0,262 GLM - ¢

Déclarés IBNR Total (1) 1 (2) (3)
1 0 0 0 0 ! 0 0
2 0 0 0 0 : 0 0
3 12 0 12 0 : 1307011 1359150
4 1 0 1 263 530 : 100 982 101 318
5 5 0 5 537 194 : 530 469 526 503
6 11 0 11 1025765 . 1192932 1180404
7 13 0 13 1266 194 : 1420650 1 441 796
8 22 0 22 2 384 886 : 2 466 009 2 495 436
9 40 1 41 3630645 | 4908 134 4923057
10 62 1 63 4939162 8041863 8002984
11 81 3 84 8 607 300 : 11 446 354 11 337 042
12 91 8 99 14 281 792 14 181 62314 105 465
13 138 15 153 20 008 266: 22 222 16022 007 342
14 208 26 234 33439 775: 31973 30731 110 884
15 332 36 368 36 280 466, 42 062 07840 728 564
16 430 66 496 40 514 274, 45 976 99244 298 879
17 575 243 818 49 070 926: 58 158 44555 901 796

2021 399 2420 216 250 173 245 989 01289 520 620

Par ailleurs, rappelons-nous avoir observé en déeupartie Il que le calcul par Chain
Ladder conduisait a des résultats tres difféerealsnsla profondeur de l'historique pris en
compte. Les résultats obtenus ici conduisent saugenentation de 11% de la charge estimée
par Chain Ladder en intégrant 'ensemble des sanvess dans le calcul (colonne 1).

La comparaison des deux résultats n’est pas diséseule remarque évidente traite des
facteurs de queue. Par définition, la méthode Chautder suppose que le risque des trois
premiéres survenances est totalement écoulé. Aeflge, la méthode suivie modélise
implicitement les facteurs de queue. A cet égardestime au titre de la survenance 1981
(i=3) une charge de 1,3 millions de dollars rekatia 12 sinistres déclarés et dont les
réglements interviennent jusqu’a la®28année de développement.
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I1l. L’inflation future
1.1 Le modeéle d’'inflation

Estimer la valeur réelle des prestations futurgsiest de se doter d’'un modele d’inflation.
De nombreux modéles ont été proposés dans laatitté pour décrire I'inflation. Dans le
cadre des travaux actuariels, on peut citer lestrade Kaufmann (2001), de Wilkie (1995)
ou encore d’Ahlgrim et al (2001) dont nous nouspirens. Dans leur article, les auteurs
supposent que le taux d'inflation suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck basé sur
I'équation différentielle stochastique

di, = By —i, ) it + o (AW, (7)

La dynamique décrite par I'équation (7) est carstique des modéles dits de « retour
vers la moyenne ». Ce phénoméne est modélisé paard@e déterministe oulrift de
I'équation. Par exemple, si le niveau courarde I'inflation est inférieur & sa moyenne de
long termen, le drift devient positif. Ce mécanisme assuredavergence a terme devers
n, convergence dont la vitesse dépend du coeffifienD. Le deuxieme terme de I'équation
représente l'incertitude lié au processus. La tianadu processus de Wiener Vst
distribuée selon une loi normale standard, tandes lg coefficient de diffusion détermine
I'amplitude de la volatilité du processus.

L’estimation économétrique de ce type d'équationleplus souvent rendue difficile si
comme dans la majorité des cas, on ne dispose’ggedvations discretes. Ainsi, la mise en
ceuvre de ce processus nécessite dans la pratigliscegtisation. Il s’agit donc d’estimer les
parametres du modele a partir du processus ds&rétinon a partir du modele continu. Pour
discrétiser I'équation (7), on peut utiliser :

e Le schéma d’Euler®
Ay =igp ~l :,BEQ']_it)A'H'EUE«VE ®)
o i,y =AM +(1- AAt)0, + 0 VAT

ou € est une variable de loi normale centrée réduife kt pas de discrétisation.

Cette approximation est d’autant plus fine queds ge discrétisation est petit. L'équation
(8) définit le taux d’inflation comme une moyenmendérée du taux de la période précédente
et du taux moyen de long terme.

* La solution exacte

Gouriéroux et al. (1993) montrent gu’il existe wadution explicité* a I'équation (7), on a

—_7BAt
iy =i B +nf1-e™)+0 1%3 = ©

& Pour une présentation du schéma d’Euler, se mpoar exemple au chapitre 5 de Planchet et 20520
74 Le cheminement a la solution exacte est rappenaexe O.
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Selon les deux méthodes, on est donc conduit aid@es une relation linéaire
autorégressive du type

I —al, +b+e. (10)

Dans le cas de la solution exacte, la relationeehéguation (10) et les parametres de
I'équation (9) est donnée par

11— N

a=e™ b=nffl-¢*) o, =0 e

L’estimation des paramétres a, bogtpeut s’effectuer en recourant soit a la méthode de
MCO, soit a celle du maximum de vraisemblance.dasx méthodes aboutissent aux mémes
résultats. Dans le cas de la régression a laquelles avons recours, on est conduit a
considérer une équation du type

Y =alX+b+eg, (12)
ou Y est le vecteur des taux d’inflation et X cales taux décalés d'un pas.
Les MCO donne des estimateurs sans biais de aggdalent on rappelle I'expression :

=\2
m /(0O O
o_ 02 thl(St_ 8)

f S.=Y/—U3(, ng

DA G
ZL(Xt _2)2

.o o 0
ou & :yt—(a&t+b)

A partir des estimations des coefficients de I'éouma(11), on déduit celles des paramétres
du modele continu :

] ] [l
i [} 0 [}
B:—lz_ta, n:LD, OZOSD_ZGLBD.
1-a At[ﬁl—sz

Etant donné le taux d’inflation actuelet les parameétres estimés du processus, il ast alo
possible de projeter l'inflation future et de déduia trajectoire moyenne des taux d’inflation
a utiliser dans le calcul du Best Estimate.

En effet, étant donnég ile taux d’inflation observé enyton peut montrer par le
développement d’'ltd-Taylor que I'équation (7) défichaque variable; comme gaussienne,
d’espérance et de variance

Ei,)=i, & " +nifi-e*)
vii)=Z th-en)

"o
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En résumé, le choix de ce modéle d’inflation estndvout motivé par sa facilité de mise
en ceuvre. Rappelons pour finir que l'utilisationmprocessus Ornstein-Uhlenbeck influe sur
la trajectoire des taux d’inflation a au moins deiveaux :

» En ce qui concerne la trajectoire moyenne utilisédans le calcul du Best Estimate :

On rappelle que le modéle de Vasicek stabiliseukug de la courbe des taux d’inflation,
comme I'ensemble des modéles de retour vers la nmeyeCette caractéristique n’apparait a
priori pas justifiable économiquement. Pour plugéidisme, il s’agirait d’utiliser un modéle
plus ambitieux incorporant les contraintes macr@rémiques pesant sur linflation
(chdmage, lien entre taux d'intérét et taux d'itifia...).

* Quant aux trajectoires de taux simulées :

On rappelle que le processus d’Ornstein-Uhlenbégekciut pas les valeurs négatives ou
nulles. Cette caractéristique prend effet dansaleut du risque de provision, au moment
d’estimer I'impact d’'un choc d’inflation sur la cdae des taux a un an. Mais si la production
de valeurs négatives peut étre considérée commelépmatique dans un contexte de
simulation de taux d’intérét, elle est en revanoBeessaire dans le cas de l'inflation. En
témoignent les trajectoires des taux d'inflatioagantées dans la section suivante.

.2 Le calibrage des paramétres

En nous plagant en Septembre 2009, nous nous etifssons de toute cohérence de temps
avec les données utiliséepour projeter linflation future. En ce sens, naumisidérons
comme virtuel le portefeuille utilisé dans la constion du modele de provisionnement.

Tout comme Ahlgrim et al., nous estimons les patess@ etn a partir des indices des
prix a la consommation produits par le Bureau desissiques du Travail américéinSelon
les auteurs, I'erreur de mesure courante sur ckseis mensuels peut biaiser I'estimation des
parametres. Afin de limiter ce phénoméne, ils pnésant d’'opérer une régression annuelle
sur les indices.

On est conduit a considérer le rapport

. CPl,
i =In—
CPI,,

ou CPJ est l'indice des prix a la consommation en t et CPelui comptabilisé I'année
passée sur le méme mois.

Les taux annuels d'inflation calculés a partir dedices des prix de septembre 1913 a
septembre 2009 sont présentés a la figure 46. @isgrve clairement une rupture a partir de
1983, tant en tendance gu’en volatilité.

Nous rappelons que les données utilisées sonined@s en dollars américains de 1995, année denide survenance observée.

La série désaisonnalisée « Consumer Price Ind&k Urban Consumers » (ref. CUSRO000SAD) et le dpti€ de sa construction sont
disponibles suwww.bls.gov
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Figure 46— Taux annuels d’inflation
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Le tableau 19 présente sur différentes périodesiliance empirique; des taux annuels
d’inflation et les estimations des coefficients modéle continu selon le schéma d’Euler et
par la solution exacte. On remarque que lI'estimatio parametr@ conduit a des résultats
tres différents selon la méthode retenue. On nofeaeticulier que I'estimation par la solution
exacte est davantage sensible aux changementgétrastillon d’ajustemenit

Tableau 19 —Estimations des parameétres du modéle d’inflation

Echantillon B N G o

d ajustement Euler Exact Euler Exact i Exact
1914-20091) 0,40 0,52 | 3,16% 3,16%; 0,21% 4,92%
1947-20092) 0,38 0,48 | 3,27% 3,27%: 0,07% 3,03%
1983-20093) 1,03 B |1204% - | - 136%
1983-1995@4) 0,80 1,63 | 3,49% 3,49%; 0,01% 1,09%
1983-2008s) 0,75 1,37 | 3,13% 3,13%: 0,01% 1,09%

La comparaison des résultats issus des regresapres (3) rappelle la rupture de 1983,
caractérisée par une augmentation de la force glgekat une diminution de la variance
empirique des taux annuels. La valeur de ces datempetres apparait stable sur la période
1983 - 2008, comme en témoignent les résultatsadgsessions (4) et (5).

Nous décidons de calibrer les parametres du mati@léation a partir des résultats de la
régression (5) : nous fixons le parametre de rgpRel,4 et la moyenne a long terma 3%.
En ce sens, nous stipulons le maintien des caistajées du processus observé depuis 1983
sur les 23 anné€gle projection nécessaire a I'écoulement totalisiyue étudié. Notons que
ce choix revient également a considérer le tawatiféde 2009 comme atypique, des lors
gu’il n'est pas incorporé dans I'échantillon d’agrsent.

a
" bans le cas du schéma d’Euler ogazl;; contreg =@ hour 1a solution exacte Comka< l,ona 9 E > 0 E
BRI 277 P : : a2 garl
78 o o .
Commeac< Q le calcul def est impossible.

& Se reporter au tableau 19.
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D’autre part, on observe dans le cas de la sol@i@tte que I'estimation simultanée des
parametre$, n eto conduit a des taux d’inflation quasi déterministesar la petitesse de
L’absence de réalisme de ce résultat nous condiies arbitrairement la valeur de, par
référence a I'écart type empirique . La valeur & rétenue pour ce parametre est justifiée
dans la section suivante.

1.3 La validation du modele par back testing

Au-dela de la précision de la méthode d'estimaties parameétres et de I'actualité de
I’échantillon d’ajustement, le test majeur de vitdiddu modéle est celui de la cohérence des
résultats. Cette section analyse les caractéregtiqles trajectoires de taux simulées et les
compare avec les valeurs historiques. L'objectifcoasiste évidemment pas a vérifier la
réplication du passé par le modéle mais plutbasssirer de la plausibilité de ses résultats.

Afin de tester cette plausibilité, on simule 106djdctoires de taux mensuels annuaffsés
sur 20 années a partir du schéma d’Euler pourdesnpétres retenus a la section précédente :
i,=08% pB=14 n=3% 0=4% At=3%.
La valeur d’initialisation ¢§ correspond au taux mensuel observé en septemb& &
valeur du parametre de diffusianest fixée a 4%. Elle correspond a la valeur dealétype
des taux mensuels annualisés observés sur la pécmgant de février 1983 a septembre
2009. Nous montrons plus en avant que le niveadPtleetenu aboutit a une distribution des

taux simulés cohérente avec les observations affest depuis 1983. Les caractéristiques
majeures des trajectoires de taux sont présentédmare 47 et au tableau 19.

La figure 47 présente sur les 20 années de profelds trajectoires moyennes (empirique
et selon le modeéle continu) et les quantiles a G8b%9,5% des taux simulés. On observe par
exemple que le niveau retenu des parametresf entraine la stabilisation du taux moyen
d’inflation autour de son niveau de long terme autlae trois années.

Figure 47— Taux d’inflation mensuels sur 20 années
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-6%
———espérance
moyenne enpirique
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-12% T T T
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mois

8 Si in désigne le taux d’inflation mensuel déterminélpampport des indices de prix de deux mois sudsess taux d'inflation mensuel
annualisé associé est égal & la quantité, i 1.
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Les taux 4y reportées au tableau 20 sont calculées a paditalx simulés. On désigne
par iy le taux moyen géométrique calculé en début de tgis un horizon de H mois :

12

i = (lj(“'”’ L) JH -1

Les valeurs moyennes des variablessont reportées pour le€ 113 et 12£™ mois de
projection et leurs quantiles & 0,5% et a 99,5%t sodiqués pour le 12T° mois. Par
exemple, le tableau 19 montre que le taux mensogeminitialisé a 0,8% passe a 2,5% des
le 13™ mois de simulation. De méme on observe que lestiiema 0,5% et & 99,5% des
taux mensuels simulés sur le $¥Imois sont respectivement de -5,8% et 9%.

Tableau 20— Résultats des 1000 simulations de taux

Taux Moyenne Quantiles
d’inflation t=1 t=13 t=121 t=121
0,5% 99,5%
i1 1,0% 25% 3,00 -5,8% 9,0%
It 12 1,9% 2,7% 3,09 -2,6% 8,1%
it120 2,8% 2,8% 2,9% 0,1% 5,0%

La figure 48 permet d’appréhender le réalisme depremiers résultats. Elle présente les
taux mensuels annualisés d’inflatibenregistrés depuis mars 1983. Comme I'enseigne son
observation, il est plausible de simuler des valedgatives de taux d’inflation, dés lors qu'il
existe des observations négatives. De méme, desrsaxceédant 9% sont observées.

Figure 48— Taux mensuels annualisés d'inflation
mars 1983 — septembre 2009
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81 Soient les tau>( )l —1, ot CR, désigne l'indice des prix du mois m.

CPm_l
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La figure 49 fournit une indication plus précise $a plausibilité des simulations. Elle
juxtapose I'histogramme des taux mensuels anngatibéervés de février 1983 a septembre
2009 et celui des valeurs projetées sur les 20esnai@ simulation. Il apparait clairement que
la distribution des taux historiques est plus Rmugue celle des taux simulés.

Figure 49— Taux d'inflation mensuels annualisés historigetesimulations
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Ce phénomene provient tout d’abord du fait questtgramme résume seulement 294
valeurs historiques contre 10610 dans le cas des simulations. Ensuite, les rsagdonulées
sont produites par un modéle mathématique tandisleg valeurs historiques résultent de
I'interaction d’'une multitude de variables.

La question principale est de savoir si le modéteanscrit de facon réaliste la distribution
de probabilité des taux. A ce sujet, on remarque lgudistribution historique présente des
gueues plus épaisses que celle des taux gaussmeunlees. On parle de taux historiques
leptokurtiques. En revanche, le coeur de la digiobwes simulations apparait en phase avec
celui des valeurs historiques.

L’observation du tableau 19 permet également desidérer les projections de taux
comme raisonnables, sur un horizon court commermtgterme :

Sur un horizon annuel, le modele prévoit une iftamoyenne de 1,9% pour |&®année
de simulation. Le taux moyen passe a 3% pour fa°Ehnée de simulation, en accord avec
les parametres du modéle. Dans 0,5% des caspbeanauels simulés sur la®fannée sont
inférieurs a -2,6%. A ce sujet, l'observation de figure 46 nous montre que
I'expérimentation d’'une déflation sur une annéeesatreste un phénomeéne rare pour les
années postérieures a 1983. Cependant, cet évenersenenvisageable, comme dans le cas
de I'année 2009. Il apparait donc naturel d’ateibune probabilité non nulle a sa survenance.

Quant a la prévision des taux de long terme, ottesid a une moindre incertitude du fait
du mécanisme de retour a la moyenne. Ce postulatoedirmé par les simulations. Le
modéle prévoit un taux moyen annuel de 2,8% paudGpremiéres années de projection, et
de 2,9% pour la seconde décennie, niveau prochtawu de long terme. On remarque
également par la moindre amplitude des quantilsstalex simulés sur la seconde décennie
que le taux moyen géomeétrique est moins varialyléesthorizons longs.
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.4 La modélisation de I'inflation dans les prestationgutures

On estime I'évolution de l'inflation & partir degux simulés. A partir detla date de
calcul de la provision, on découpe le temps réehtmvalles mensuels.

Autrement dit, on définit le Mintervalle par 'ensemble des valeurs de temps rée

{t| t>t, + L t<t, + 32 } Sur le nf intervalle, on suppose que la variation d@® I'indice

des prix CPse fait au taux espére

_Io

@Bﬁ? r] B%j pour m= 1.
u| O
ou 3 et n sont les estimations des parametres du modeleléatcprécédemment.

m-1 m|

Autrement dit, on a pour[ﬂ}t + 17 o +1—2} :
dCR =CR [, Ldlt.

On rappelle que cette équation différentielle ggne immédiatement :

t=ty+2

jdt

— 1 1
t=to +2-1 t=ty+-L

t=ty+m

. dCP

- In(CPt o )"n(cpto+m‘1)::iL_m2

12 12

On désigne par d = 12x(t o) te nombre de mois écoulés depui®t par [.] 'opérateur
partie entiere. En posa@p, = , @n obtient par récurrence I'indice d'inflation base 4:

u]

0 o 1 {d]u o [o]) o
CPi«, =CPi(r,r) =exg— 1, i +(d—{dD[ﬂmﬂ , (12)
12 d=1  j=1

L’intégration de l'indice d’inflation dans (5) déii le codt réel d’un sinistre futur :

mTZCDPEI(TO,T)GEXF{H( T) Lo, [ECZZ+E n =y (13)
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IV. L’évaluation du Best Estimate des PSAP

On définit le Best Estimate des provisions pouissies par la somme actualisée a la
courbe des taux sans risque des prestations fudafeses par I'équation (13).

En ce qui concerne l'actualisation des fluxil s’agit de tenir compte d’'un taux sans
risque de marché « pertingnt pour des instruments de méme durée. Nous choisisla
courbe des taux zéro coupon publiée par la comonissiindices et références du marché »
de l'Institut des Actuaires au 30 Septembre 2009 ré&narque que le profil ascendant de la
courbe présentée a la figure 50 correspond auecphi$ courant d’anticipations haussieres
des taux spoté

Figure 50— Courbe des taux zéro coupon au 30 septembre 2009
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Par ailleurs, si les marchés ne recélent pas fim&ion complete, elle doit étre extrapolée
a partir des taux observés. A ce sujet, les prascidCEV* en voie de convergence avec le
référentiel Solvabilité Il autorisent les travauinterpolation lorsque, comme c’est notre cas,
des maturités sont manquantes. Dans l'actualisatemnflux, nous utilisons en ce sens les
taux zéro coupon interpolés linéairement.

En ce qui concerne les flux constitutifs du Best Esate, on rappelle que le colt d'un
sinistre pour un temps opérationnel donné est s@@ooluer dans le temps selon l'effet
conjugué de linflation et de la surinflation. Ldice annuel moyen de surinflation a été
estimé dans la partie Il : il est constant et &ya,64%. Insistons une fois encore sur la
difficulté d’extrapoler la surinflation des coltenapte tenu des nombreux facteurs juridico
socio économiques qui en sont a l'origine. Dansargexte, la reproduction dans le futur de
la surinflation passée constitue un choix de med#ébn parmi d’autres.

82 Article 76 de la Directive Européenne (Parlemeamtoiéen, 2009).

8 On rappelle qu'on peut écrire le taux lop@Y (a p périodes) comme la moyenne géométriquiaaixi court 1(0) (& une période) et des
taux forwardfi; a court terme, avec (150))° = (1+r(0))(1+1,4(0))...(1+,.1.1(0)), ou le taux1(0) implicite dans la gamme représente a
I'équilibre la valeur anticipée aujourd’hui du taagxune périodefp) qui prévaudra dans p périodes, majorée d’'umeepde liquidité.

8 Se reporter au principe 14 « Risk Free Rates @ED Forum (2009x MCEV Principles and Guidance



Calcul du Best Estimate des PSAP 101

En ce qui concerne l'indice d’inflation en bage dn estime sa progression moyenne a
partir de I'équation (12), définissant la meille@stimation de I'inflation future. Compte tenu
des estimations des paramef8extn, on obtient la figure 51.

Figure 51— Représentation de l'indice moyen de I'évolutitas prix°
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L’observation de gauche a droite de la figure 5&ne¢ de mesurer I'impact des effets de
taux sur I'estimation de la meilleure estimatios &RSAP :

Figure 52 - Eléments constitutifs du Best Estimate
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Le premier bloc « colts constants » représentéiriaion de la somme des prestations
futures sans prise en compte du phénomeéne de latidnf Le Best Estimate des PSAP est
constitué de la somme du premier bloc et des @agaune représentatifs des effets de taux.
Les résultats sont repris par survenance au taBlkeau

85 . N . . . s
dont le taux évolue selon le modéle de Vasicek@jpar discrétisation exacte.
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La colonne (1) du tableau 21 correspond au prebiar « colts constants » de la figure
52. On remarque que la prise en compte du phénode@searinflation augmente de 16% la
somme des prestations futures. L'intégration defl#tion conduit a une hausse globale de
13% des prestations surinflatées. Cet effet espeoseée par celui de I'actualisation des flux.

Tableau 21— Estimation du Best Estimate

Colts constants Effets inflationnistes Best Estimate
Surinflation Inflation Actualisation
i (1) ) (3) 4
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
3 1135 357 1359150 1588721 1328 522
4 91 700 101 318 108 415 103 319
5 463 543 526 503 582 161 526 305
6 1 036 494 1180404 1311354 1176 215
7 1233 804 1441796 1644261 1422 876
8 2140711 2495436 2843281 2 463 043
9 4274 419 4923057 5549461 4 876 338
10 7 031 223 8002984 8920 753 7 954 372
11| 10050 287 11337042 12530107 11294968
12| 12478 001 14 105465 15625621 14 045 563
13| 19446 332 22 007 342 24369346 21949 841
14| 27 611500 31110884 34223881 31143842
15| 35358 147 40728564 45630397 40653 351
16| 37477 628 44 298 879 50690620 44 030 834
17| 46282 277 55901 796 65332964 55022 806
206 111 422 239 520 62Q@70 951 344 237 992 195

De facon générale, la méthode retenue allongetdenmsent I'horizon de projection des
prestations par rapport a la méthode Chain Ladeieur appréhender I'impact des effets de
taux sur le niveau des prestations, il est int@rgsg’observer les caractéristiques des derniers
sinistres. Au tableau 22 sont présentés les estinsatles délais de réglement, des facteurs
d’inflation, de surinflation et des prestations thess derniers sinistres réglés.

Tableau 22— Inflation dans les prestations versées audigetrois derniers reglements

Délai  PrestationFacteur de surinflatiorFacteur d’'inflation Facteur de croissance
en années en dollar 1995 eH(O,r)&lﬁ eCPH (to.7)
) @) 1)x(2)
18,21 180 026 1,94 1,70 3,30
19,81 189 735 2,06 1,79 3,67
23,27 213 882 2,33 1,98 4,62

On remarque que le modéle estime qu’en vingt taois (depuisg), le colt du dernier
sinistre réglé aura plus que doubé2(33) du fait de la surinflation, et plus que quigdé
4,62) de par 'effet conjugué de l'inflation et idesurinflation.
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CHAPITRE Il. LE CALCUL DU RISQUE DE PROVISIONNEMENT

l. L’exposé du probleme

La problématique du risque d’insuffisance des wiovis a couvrir les prestations futures
jusqu’a I'écoulement total des sinistres fait l'ebfl’une littérature abondaftePour mesurer
ce risque dit ultime, nous nous placons aujourd’@nit dans le cadre du modele de
provisionnement spécifié en seconde partie (€quail).

Si R? désigne la provision estimée aujourd’hui et, Xa prestation payée au titre du
sinistre de temps opérationnelet de survenance i, la mesure du risque ultimsepasr
I'estimation de la distribution de probabilité devariable

Ti
R(O) _z zxit ’

i=1 T=Tjq

Une fois la distribution estimée, il est par exeenpbssible a partir d'un de ses quantiles de
déterminer un niveau de marge de prudence. On tahggac que I'analyse du risque ultime
soit une problématique centrale dans I'étude dmhaabilité a long terme de I'assureur.

Toutefois, cette problématique ne correspond pasdla réglementaire de calcul du capital
requis, qui s’appuie sur une mesure de perte (ahprvaR) a horizon d’'un an. Pour couvrir
le risque de provisionnement, le référentiel praigbrdéfinit ainsi la charge de capital a
immobiliser par le quantile a 99,5% de la pertean du portefeuille en continuité d’activité.

Si | désigne le montant des intéréts distribuésamiufannée a venird, =N, .o le

nombre de réglements effectués durant cette pédodétre de la survenance i et'Ra
provision estimée dans un an, il s’agit d’estinaedilstribution du résultat de liquidation :

iz
RO+ —[Z': > X+ R(l)J.

i=1 T=Tj 1

Pour calculer la charge en capital au titre duuesde provisionnement et la combiner avec
celles d’autres risques de sorte a évaluer lealagliitbal de solvabilité, il est donc nécessaire
d’estimer la distribution du résultat de liquidatides sinistres en cours. Dans certains cas,
des réponses analytiques existent. Notons en pigtitapproche de M. Wiitrich et M. Merz
(2007) qui, en extension du modele stochastiquandbedder de Mack (1993), fournit une
solution analytique de I'erreur quadratigue moyeda@rédiction du résultat de liquidation.

Mais dans la plupart des cas tel celui de notre&eodbu il n’existe pas d’expression
analytique de la distribution, les méthodes sinmilas constituent I'unique solution. A ce
sujet, Bjorkwall et al. (2008) décrivent la méthatkecalcul de la distribution du résultat a un
an dans un cadre Bootstrap. Dans le calcul dueisiguprovisionnement, nous privilégions ce
type d’approche en I'adaptant a notre modéle deigionnement.

86 Se reporter par exemple a Mack (1993) ou Englaneeall (1999).
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[I.  Le calcul du risque a l'ultime
.1 La méthode du Bootstrap

1.1.1 Notations

Avant d’aborder la procédure de calcul, nous iniieons une notation adaptée a sa
présentation. Comme il I'a été précisé en débuyiatte, 'hypothése fondamentale du calcul
de provisionnement dans le cadre de notre modpteseesur I'assimilation en espérance des
colts moyens et des prestations individuelles. @&3tujat revient dans la pratique a assimiler
les observations de colts moyensaSies prestations individuelleg.XDe ce fait, la notation
utilisée dans cette section ne distingue pas les detions.

Nous considérons les données sous la forme dugkeiatie liquidation constitué des
observations { x; i,T1 00 O}, ou O désigne le triangle supérieur. L’objectif consigtestimer
la distribution des prestations futuresi{Xi,t DA}, ouA={i=1, ..., ;1T =Tjg, ..., Tigy }

R . 0.
Nous rappelons que notre modéle donne une estimaitode m; = E(Xi;) pour chaque X
des ensembleA et [1. Ces estimations sont calculées en maximisanrdesemblance de
I’échantillon gammalX = { X, i,t 0 O }.

[1.1.2 La sélection des résidus

Dans le cadre statistique, la méthode du Bootslkegigne une technique consistant a
obtenir des informations sur une loi a partir déchantillon de celle-ci. La technique est
basée sur le rééchantillonage des données de ntdra selon un tirage aléatoire avec
remise. Son utilisation repose sur l'indépendancd’éguidistribution des variables sur

lesquelles on effectue le rééchantillonage.

Dans notre modeéle, on considere les observationdridngle supérieur comme les
réalisations de variables aléatoireg. X est donc naturel de penser a rééchantillormesr
observations. Cependant, si leg 3ont supposeées indépendants, ils ne sont pasgdemient

distribués, dés lors qu’on les munit des lois ganﬁﬂkf@ @1] :

Comme les ¥ ne sont pas i.i.d, on procéde au rééchantillomgerésidus d’estimation.
Dans le cadre du Bootstrap, nous privilégions éssdus de Pearson dont nous rappelons la
définition dans le cadre gamma du modéle de prmwigmertt :

X -Ex ) X -m
S W VA AN pour i,t OO

) \/V(Xir) \/@ Eﬁ]if

Deux raisons motivent ce choix. Tout d’abord, omim®en annexe P que ces résidus sont
équidistribués si comme nous le supposons |esofit de loi gamma. Ensuite, le calcul des
résidus de Pearson est relativement peu consommaetemps de calcul.

87 . . . N . TP
L'expression de la variance, de I'espérance epdeasmetres de la loi gamma sont justifiés en amiex
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En suivant les préconisations d’England et VelE399), nous procédons également a un
ajustement global de ces résidus. Cet ajustemenpdomettre de corriger le biais dans la
comparaison des estimations analytiques et Boptdid'erreur de prédiction :

(Tpa) - m@(rp), pour i,T 00,

Ou n et p désignent le nombre d’observations etmoimbre de ses variables explicatives.
Comme les résidus de Pearson sont en moyenne praeheéro, cette opération a pour
conséquence d’augmenter la variance des résidagfemtant peu leur moyenne.

[1.L1.3 L’implémentation du Bootstrap

La procédure de calcul utilise le triangle desdésiajustés de Pearson comme les données
d’'un échantillon. On en déduit la distribution pcdde des prestations futures et par
extension celle du Best Estimate des PSAP.

La volatilité des estimations de prestations fugune dépend jusqu’en 2.1.2 que de celle
des résidus. Autrement dit, elle ne reflete quecértitude liée a la procédure d’estimation. Il
s’agit alors de prendre en compte le risque d’exdion.

En complément, on modélise a partir de 2.1.3 liiticele liée a la variabilité intrinséque
des AX;;. Cette sous étape permet de prendre en comptisgeerde process. Selon la
modélisation retenue, la variabilité des prestatidntures dépend de trois facteurs
d’incertitude : l'inflation, la date de réglemeritle niveau hors inflation de prestation. Ces
trois éléments sont supposes indépendants et Sim@@arément les uns des autres.

1. Préliminaires

- Estimation dedlx;; a partir du modele de provisionnement et calcgl Bsidus
associégle® , dont on déduit I'estimation du coefficient defission :

O 1 > 1 R
=h-p 2 (€) :ﬁ;( ).

2. Procédure itérative
Pour chaque itération b = 1,..., B, le processusosespit ainsi :
2.1 Calcul des espérances des prestations futures

o 2.1.1:Génération d’'un triangle de pseudo-données

. Création d’un échantillon de résidus ndfi&’ par tirage aléatoire avec remise
parmi ledJe’.

- Détermination de I'échantillon associé des coltyene Dxib par

O O
X =mit+e” N, pour i,t OC.
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o 2.1.2: Estimation des parametres de régression

A partir deﬂxf’, on détermine les estimateurs du maximum de vrditce des

paramétres de régressidi du modele, utilisés en 2.1.4 pour calculer I'eapée des
prestations futures.

o 2.1.3: Simulation des dates de reglement

Par le tirage aléatoire de variables uniformes 1][@n simule les dates de réglement

t?":to—clm(l—u), pouri=1,..,1,j=1,.0

auxquelles on associe par ordre chronologiqueelep$ opérationnet;s.l,-~-,ri(q

o 2.1.4: Estimation des prestations futures hoiatioh

A partir des paramétre§” estimés en 2.1, deq:D et desr; associés, on calcule les
prestations futures (hors inflation) prévues panteéle :

ntb
Miy = E(Xﬁ‘i’j ):eXF{O(ngb,Tij ,tijﬂ’)], pouri=1,...,1,j=1,.0q.
2.2 Simulation des prestations futures

o 2.2.1: Simulation des prestations futures hoigtioin
On simule les réalisatiorvsiib de v.a.rXiETb par un tirage aléatoire selon une distribution

1 1
0'gpgh
¢ @it

o 2.2.2: Simulation de l'inflation future

Par le tirage aléatoire de variables gaussiéhngsn simule les taux d’inflation a partir du
modele d’inflation ajusté au chapitre | :

0

m]
0O 0O
i =/7EI£B+ 1-£ iiteo /i.
1 12 12 12

A partir de la trajectoire d’inflation simulée, @m déduit par I'équation (12) les indices
d’inflation Cljtgj associés aux dates de réglemr%h.t

8 Les variables uniformes sont simulées a partltadigorithme du Tore et les gaussiennes a l'aidéalgorithme de Gauss-Mdiller.
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o 2.2.3: Calcul d'une réalisation de R

On suppose que l'effet de I'actualisation est lanmaé&lans les scénarios bootstrap et dans
le scénario du Best Estimate. En appliquant lescésdd’inflation aux prestations futures
simulées, et apres actualisation a la courbe des ¢am obtient une réalisation de R :

b _ 0t —tuj)-f(oyti?b)
R = E Mit [(Dljth L& .
A I

La fonction de répartition et les quantiles empigg associés a la sui(EDEb)b:L,,,VB sont
des estimations de la distribution prédictive et geantiles théoriques de R.

1.2 L’application numérique

Le calcul du risque ultime est mené en deux terNmais estimons les paramétres de
régression initiaux (étape 1) et les paramétragdession bootstrapés (étape 2.1) a partir du
logiciel SAS®. Les calculs relevant de I'étape 2.2 sont menés $ableur Excel, aprés
récupération des parametres de régression bodistrap

La distribution des provisions est obtenue empeigant a partir de 10000 simulations.
Elle est présentée a la figure 53 sous la forma Higtogramme.

Figure 53 — Histogramme des provisions

1,0% + = Bootstrap

= | N(19,2811 ; 0,1305)
0,9%
0,8%
0,7%
0,6%
0,5%
0,4%
0,3% 1

0,2% +

0,1%

0,00 - Y y t
158,3 174,3 190,3 206,3 222,3 2383 2543 2703 2863 3023 3183 3343 350,3 3663 3823

On remarque que la densité empirique de la loipdesgisions n’est pas symétrique, avec
une queue de distribution étalée vers la droiteéétude de I'étalement des queues de
distribution se fait a I'aide du coefficient de gjimétrie (en anglais, skewness).

8 La programmation sous SAS de la procédure fignramnmexe Q.
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Dans le cadre du Bootstrap, on utilise son estinnataturel

W=y g (o /WJ

ou E(R) et var(R) sont issus de la distribution de§.R

La valeur de I'estimateur Bootstrap du skewnesseami&e au tableau 23 témoigne de la
dissymétrie a droite de la distribution des pravisl’. Rappelons que ce résultat correspond a
un postulat souvent utilisée en pratique, consistarsupposer que la distribution des
provisions admet une queue de distribution étalédraite. Dans la modélisation de la
distribution des provisions, il s’avere essentianhsl notre cas de tenir compte de cette
dissymétrie a droite, de sorte a ne pas sous-évelusque de perte mesuré par la VaR.

Dans la pratique, la loi log-normale est ainsi smivprivilégiée pour modéliser la
distribution des provisions. Par exemple, cetteotlypse est celle adoptée dans la formule
standard du risque de provisionnement décrite tEmspécifications techniques du QIS4. A
partir des estimateurs Bootstrap de la moyenneeet'étart type de R, on calibre les
paramétres de R LN(m,s’). Pour cela, on inverse les relations

e em+05s 0.2 — (1_e—52)|]32(m+52).
soit m= In(/,l) 050%°, s°= In(l ) avecu = E(R) eto = Var(R).
On obtient R= LN(19.28 , 0.13). Que ce soit graphiquement airpde la figure 53, ou
numériguement a partir des quantiles et du skeWndsstableau 23, on note la proximité

entre la loi log-normale calibrée et la distribatiempirique des provisions. On remarque
aussi la forte proximité entre la moyenne empirigbenue par Bootstrap et le Best Estimate.

Tableau 23— Résultats Bootstrap
Bootstrap Log-normale

Moyenne 238 435175 -

Ecart type 31 260 767 -
VaR750 258 096 612258 173 116
VaRgs0, 293 243 810293 040 601
VaRgg 50% 332531 877330911 134
Skewness 0,417 0,396

La charge en capital pour couvrir le risque de @ionnement correspond a I'excédent de
la VaR au seuil de 99,5% par rapport a la providlest Estimate, soit

C, . = 332531877 237992195= 94539682

% On rappelle que si = 0, la distribution est symétrique; i > 0, la distribution présente une queue étalés ladroite; sinon, la
distribution présente une queue étalée vers lahgauc

91 , . P o2 2
On rappelle que le skewness d’une loi log-norrsaitiéfini par| e” +2 |Ve” -1.
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[ll. Le calcul du risque a un an
.1 La modification de la méthode du Bootstrap

[11.1.1 Principes

Dans le calcul du risque a un an, nous suivongliegipes présentés par Bjorkwall et al
(2008). Il s’agit de procéder a I'estimation daliatribution du Best Estimate a un an tout en
conditionnant les calculs a l'information dispomrit#n §, soit le triangle de liquidationlX
des codts moyens vu en t

©

L’estimation FDQ de la provisioren t est considérée fixe, tandis que la distributioa de
prestations de I'année a venir est obtenue en ami fois la nouvelle diagonale” Xu
triangle de liquidation. Chaque élément deeXt égal au colit moyen par année de survenance
des prestations simulées sur 'année {X =T, ..., 7, }-

De cette facon, on obtient B pseudo-triangles ¢mest du trianglélX et de la diagonale
X". Pour chaque simulation, on recalcule la provisians un an

@O

R =R (ox 0 xY).

o @O
Dans le calcul d&R , le risque de taux n’est pas pris en compte. Battks termes, on
suppose que l'effet de l'inflation et de l'actuali®n sont les mémes dans les scénarios
bootstrap et dans le scénario du Best EstimateeEsens :

- Les indices d'inflation sont calculés en baseatpartir de la courbe Best
Estimate des taux d’inflation calibrée au chapitrécédent.

- Dans l'actualisation, on utilise les taux forw&rdéduits de la courbe des taux
Zzéro coupon utilisée dans le calcul du Best Esemautrement dit, les
anticipations sous jacentes a la courbe ne sonépaes.

Finalement, on obtient B valeurs de

b
0@©) I Ti,Ai oMo
R +17-3 % x’ -R |OX,
i=l7=1i4 ’

dont on déduit la distribution du résultat de ldption des sinistres en cours dans un an.

92 - . f s . s ) .
En désignant pasx le taux zéro coupon epd’échéance m mois, on rappelle que le taux fordardd’échéance m mois dans 12 mois

12+m
m
est tel que(1+f12m)T :@ﬁi—g‘n)& Autrement dit, placer aujourd’hui sur 12+m moistdiuivaloir a placer aujourd’hui a un an

(m=12) au tauxg; et réinvestir dans un an a m mois au taux a tépmeanticipé aujourd’hui.
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[11.1.2 Algorithme
Afin de calculer le risque a un an, I'algorithme Blootstrap est modifié comme suit :
1. Préliminaires

1.1 Ajustement du modele

Cette étape fournit les estimations gdds parametre$ du modele de provisionnement et
du coefficientp de dispersion.

1.2 Calcul de la courbe des taux a un an

De la courbe des taux zéro coupon utilisés damsl=ul du Best Estimate, on déduit les
taux forward dans un an tels que

12+m

m _ (1+ rOJL2+m )?
(1+f12,m )12 - 1+ Foro

ou Ip m désigne le taux zéro coupon aujourd’hui d’échésuncenois et , le taux forward
dans un an d’échéance m mois.

2. Procédure itérative

Pour chaque itération b = 1,..., B, le processusosespit ainsi :
2.1 Simulation des prestations de I'année a venir

2.1.1: Simulation des dates de reglement

» Par le tirage aléatoire de variables uniformes 1][0Opn associe a chaque sinistre
restant a régler une date de reglement

t. :to—%ln(l—u), pouri=1,..., 1, j0[1,...,®].

» On en déduit les dates de reglement des sinigigbésrdans 'année :

tilzlba""tiab_[b ‘ tiij5t0+1Dj, pouri=1,..., 1.
|

et les temps opérationnels associés
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2.1.2 Calcul des prestations « prévues » horstiofia

A partir du modele GLMf et des couples simules;; ,tiij), on calcule les prestations
espérees sur 'année :

o o 0/ O
Mig, :E(XiE,ti)j):ex n({,rijm,tij[b} : pouri=1,..,,j=1,... A",

2.1.3 Calcul des prestations réelles

b
O
* A partir des espérancesiy; calculées a I'étape précedente, on simule lesseadiains

b de v.a.rXiEIO par un tirage aléatoire selon une distribution

XiTij Tij

G L | pouri=1,..,1,j=1,.A".

1
0’ oot
14 Pl 7j;

» Selon la méthode déja utilisée et a partir d'uagettoire de taux simulée a I'aide du
_b
modeéle ad hoc, on revalorise de l'inflation lesspatons xiET'?j. On note Xi; les

prestations revalorisées.
2.2 Génération du pseudo triangle
2.2.1 Calcul des éléments de la nouvelle diagaxale

On calcule par survenance le colt moyen des pi@ssdtors inflation simulées en 2.1.3 :

zi:ﬂiﬂ) )
b _4&j=1 L) L
XI,TM_Eb % pouri=1,....1,

2.2.2 Génération du pseudo trianglX 0 X"

On ajoute au triangle de liquidatiarX les éléments de la nouvelle diagonalecEmposée
des colts moyens simulées en 2.2.1, en leur assdem temps opérationnetsm_Eb des

derniers sinistres régfés

93 (b .[b|_ _.[b (b _ (b _ (b
Avec ﬁﬁ,ij ,tij J— & + El 02 Tij ) + 23 Tij 0,6) + 24 Tij 0,9) + 23[1” .

94 . Lo - - s ) .
De cette fagon, on respecte la structure du tiéadg liquidation, constitué des colts moyens dé&fca partir des prestations annuelles
retraitées de l'inflation par Taylor.
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2.3 Calcul du résultat de liquidation des sinistregn cours
2.3.1 Ajustement du modele

On met a jour le modele de provisionnement dedlimiation de I'année : a partir du
pseudo triangléIX O X", on ajuste les coefficients de régressﬁrdu modele.

2.3.2 Calcul de la provision dans un an
Aprés actualisation a la courbe des taux forwandyltient une réalisation dé'R
o P nt ~ti(0.tP)
R =) mit [CP & " """/
z 1T tiij

A

ou les indice$ d'inflation CR sont calculés en basg a partir de la courbe des taux
d’inflation Best Estimate.

2.3.3 Calcul des intéréts

Un calcul rigoureux nécessiterait en 2.1.3 de alipdr les prestations simulées au taux
zéro coupon de I'échéance du mois du reglenfeotr des raisons de temps de calcul, les
intéréts 1 sont estimés par le produit de la provision mogegindu zéro coupon & six mois.

2.3.4 Calcul du résultat de liquidation des siBistEn cours

On obtient une réalisation du résultat de liqumtaties sinistres en cours :

T.b
7O | AP b 5(bD
R +1®-> > x.-R |OX
i=1T=Tj,

[11.1.3 L’application numérique

Une itération est constituée de quatre étapesipales: la premiere consiste dans le calcul
des prestations réglées durant 'année, la sectae celui des colts moyens constitutifs de
la nouvelle diagonale du triangle, la troisieme sdén calcul de la provision a un an et la
derniére dans celui du résultat de liquidation. ta&suls sont effectués sous Excel, sauf dans
le cas du réajustement du modele au triangle vuanwgui est mis en ceuvre sous SAS.

Calcul des prestations de I'année

Nous simulons les prestations réglées sur I'anmréges et nettes d’inflation. Les montants
hors inflation sont utilisés dans le calcul destsofhoyens constitutifs de la nouvelle
diagonale du triangle. Les montants inflatés cpwadent aux montants « réels » payés sur
I'année a venir. lls sont utilisés dans le calauridque de provision.

% Se reporter au 1.4 du chapitre précédent powappel sur la construction de I'indice.
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« Calcul hors inflation

La premiére étape consiste & déterminer le nombla @ate de réglement des sinistres
réglés dans I'année a venir, soit engrettb+1. Cet exercice passe par la simulation des dates
de reglement des sinistres restant a régler. Salovéthode décrite a I'étape 2.1.1, le nombre
de sinistres réglés dans I'année correspond paaguehsurvenance i aux (N N o) tirages
dans la loi exponentielle de paramétrpaur lesquels t «& 1. La répartition des nombres de
reglements simulés sur 'année est exposée aueefisy.

Figure 54 - Répartition du nombre des reglements de I'année
10%
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8%
7% T
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5% T+
4% +
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2% -
1% +

0% -
565 590 615 640 665 690 715

A chaque itération, on suppose connues les esmahes prestations de I'année. Ces
espérances sont calculées selon les dates de s¥glesimulées, et a partir du modéle de
provision utilisé dans le calcul du Best Estimdiea.connaissance des prestations espérées
permet de calibrer les lois gamma a partir desgsi@h simule hors inflation les prestations
de 'année (1®partie de I'étape 2.1.3).

« Calcul avec inflation

A chaque itération, on simule une trajectoire déhbn a partir du modele ad hoc. A partir
de cette trajectoire, on revalorise de linflatims prestations simulées dans I'anné€"{2
partie de I'étape 2.1.3). Leur répartition est priéée en figure 55.

Figure 55- Répartition des prestations de I'année a venir
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Calcul de la nouvelle diagonale

A chacune des B itérations, on forme la matrice @dggs moyens par survenance (étape
2.2.1) et des variables explicatives assotiéka matrice est présentée dans la partie gauche
du tableau 24 dans le cas de & dimulation. Elle correspond ali' les B blocs constitutifs
de la table « Diag » du programme SAS présenténeexa S. La partie droite du tableau 24
est présentée a titre informatif. On y voit lesspmdons avec inflation et le nhombre des
reglements simulés sur 'année.

Tableau 24-Colts moyens, variables explicatives, prestatiéeias et nombre de sinistres

réglés dans I'année, pourb =1

_
n_simu it Z Zn Zis Z Z Zae Zon Zigp Ziz S x,, N
1 3 18099 1 0 039009 O 0 0 0 18 75626 230706 3
1 4 18100 1 0 040010 O 0 0 0 18 0 0 0
1 5 18100 1 0 040010 O 0 0 0 18 116700 120381 1
1 6 18099 1 0 039009 O 0 0 0 18 1003071 309280 3
1 7 18099 1 0 039009 O 0 0 0 18 69230 141370 3
1 8 18099 1 0 039009 O 0 0 0 18 113854 925975 8
1 9 1809 1 0 036006 O 0 0 0 18 89035 629624 7
1 101809 1 0 035005 0O 0 0 0 18 144 748 2951845 20
1 1118092 1 0 032002 O 0 0 0 18 1318271 2415614 18
1 1218091 1 0 031001 O 0 0 0 18 143289 3208227 22
1 1318087 1 0 027000 O 0 0 0 18 121211 4559636 37,
1 1418081 1 0 021000 O 0 0 0 18 104002 6983751 66
1 1518069 1 0 009000 O 0 0 0 18 51165 4698745 9D
1 1618059 1 0 000000 O 0 0 9 18 15411 2071060 132
1 1718033 1 0 000000 O 0 0 9 18 33171 7282464 217
36 528 678 626

La figure 56 présente les éléments de la diagataais le cas de la premiére simulation :

Figure 56 —Nouvelle diagonale du triangle, pour b = 1.

Année de développement

Survenance 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 130534 94872 74381 43125 49798 119241 56186 132365 133150 38841 7117 64720 27769 139801 101 458 0
2 126 400 73450 65272 94700 50724 73244 101454 111192 161205 48120 130199 25628 145965 236 510 222 999 0
3 142 922 53569 75969 134 428 26216 114488 137 272 120653 98592 127 478 94475 44363 9557 15013 17692 75626
4 67 472 47 675 90638 47452 96535 150236 96981 72585 97669 89080 183468 73874 213778 89698 0
5 61019 48 791 27581 54227 128117 98724 132142 67005 34724 74001 198052 76832 73487 116 700
6 84 688 31068 39669 77251 102854 110995 186244 45039 187 164 97 756 157 318 184 301 100 307
7 50 255 29262 33885 68338 74462 76805 49374 113187 81258 133414 152248 69 230
8 43 593 28110 37198 50362 66960 56598 170193 89717 119489 60228 113 854
9 39 386 25522 22933 69552 48843 151003 119498 185511 154 857 89035
10 71524 20795 27242 40475 79327 94530 112488 107 193 144 748
11 46 621 21575 19239 68 157 100 487 136 249 125275 131 827
12 82 650 19338 31394 40694 121338 159 643 143 289
13 56 671 38000 24200 52006 124096 121211
14 129 733 20162 25597 127 427 104 002
15 83 020 17894 39411 51165
16 43 769 17 231 15411
17 33 265 33171

96 . - P Nia g - . )
Les variables explicatives sont celles définiessda modéle final de provisionnement ayant samvtacul du Best Estimate. Elles sont
présentées au tableau 12. A noter qu’on assodiague colt moyen le temps opérationnel du derimistre réglé de la survenance.
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Calcul de la provision a un an
Le risque de provision a été présenté comme ldta¢sle deux effets :

- Celui d’'un évenement adverse impactant le nivea plestations de I'année. Cette
période, qualifiée de « période de choc », estlgiendans I'étape précédente.

- Celui d'une « période affectée » débutant en fandée, au titre de laquelle I'évenement
adverse conduit a réévaluer les provisions. Caitatinstitue I'objet de cette étape.

La mise en ceuvre du calcul de la provision a uesastructurée en deux temps :

- La premiere étape consiste a intégrer I'informatd® 'année dans la prévision des
prestations futures. En ce sens, on réajuste s@8sl&Smodéle de provision au triangle
de liguidation augmenté de la nouvelle diagonateadéits moyens.

- Dans un second temps, on calcule la provision delanéthode décrite au chapitre |, a
partir du modéle réajusté et sous les conditionsad& prévalant dans un an. Sur ce
dernier point, le risque de taux n’est pas sifisédis que les conditions de taux a un an
sont extrapolées a partir des trajectoires moyeesgsees ent

A ce titre, rappelons que la courbe des taux zéupaen est vue en pleine période de crise
financiéré®. La figure 57 superpose la courbe des taux a wet aelle des taux zéro coupon.
On observe un écart important entre les deux csuriiastrant I'anticipation du marché
d’'une remontée des taux a des niveaux plus habituel

Figure 57— Courbe des taux forward dans un an
4,6%

23% - /A A

Tauxzero
coupon

=—=Forward 1 an

0,0% \ \ \ \ \ \ \ \ \
1 32 63 94 125 156 187 218 249 280

Durée en mois

97 . . N N P . . .
Les prestations sont actualisées a la courbeadesdorward a un an déduite de la courbe des rpans prévalant eg. tPar ailleurs, on
revalorise ces prestations de l'inflation seloniteices en basg talculés a partir des taux d'inflation moyens alde en g

%8 On rappelle que la datgdorrespond au 30/09/2009.
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La distribution de la provision & un an est préser# la figure 58. De facon générale, on
observe une réduction de la volatilité de la priovipar rapport a celle obtenue dans le calcul
du risque ultime. Ainsi, I'écart type empirique @eprovision passe de 31,2 millions a 5,5
millions de dollars. En particulier, on remarquesde moindre étalement vers la droite de la
distribution de la provision, circonscrite par daenormale, permet intuitivement d’anticiper
des malis moins importants que dans le cas dueistjime.

Figure 58 — Histogramme de la provision a un an
Millions de dollars

1,2% - . PM a un an
——N(197,91 ; 5,55)

1,0% +

0,8% +

0,6% +

0,4% +

La moindre volatilité de la provision dans le casridque a un an résulte des différences
de modalité de calcul des deux provisions :

Dans le cas du risque ultime, on simule la votatildes prestations futures jusqu’'a
I'écoulement du risque. Dans le calcul du risquanan, la volatilité de la provision provient
de celle des prestations de I'année, au traversedalcul des parametres du modéle de
provision. Or, la variabilité de ces parametresliastée par le faible poids des observations
de I'année dans I'ensemble des observations cotigéis du triangle vu en.t

Ensuite, le calcul du risque a un an est condigbrinl'information en 4 De ce fait,
I'absence de rééchantillonage du triangle qui esodlé limite également la volatilité de la
provision par rapport a celle obtenue dans le talguwisque ultime.

Calcul du résultat de liquidation des sinistres emours

A chaque itération, on obtient selon la procéduéerite un montant de prestations
inflatées et une provision a un an. Les intéréthrigues sont calculés a partir du produit du
taux zéro coupon a 6 mois et de la demi-somme idassipns d’ouverture et de fermeture.

Dans le calcul de la provision a un an, l'utilisatide la courbe des taux forward a un an
introduit un changement de méthode significatif gport au Best Estimate, dont les flux
sont actualisés a la courbe des zéro coupons. rResurer cet effet dans la constitution du
résultat de liquidation des sinistres en cours, snpuocédons en deux temps: dans
I'actualisation des prestations futures constiegivle la provision a un an, nous continuons
d’utiliser les taux zéro coupon avant de recourx &ux forward a un an.
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La distribution de la perte a un an est obtenueirpement a partir de B = 4000
simulations. Elles sont présentées aux figurest®® esous la forme d’'un histogramme dans
le cas des deux scénarios d’actualisation. La ehang capital au titre du risque de
provisionnement correspond a la valeur en risqueeail de 99,5% de la distribution.

Figure 59— Histogramme de la perte a un an
Actualisation a la courbe des taux zéro coupon

1,0%

0,5% 1

= = N
N o o

Figure 60— Histogramme de la perte a un an
Actualisation a la courbe des taux a un an

1,0%

0,5%

4 & I o1 © 5 B
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La mise en paralléle des figures 59 et 60 illusa#et du passage au taux forward sur la
répartition du résultat de liquidation des sinistea cours. En effet, si dans le cas du maintien
de l'actualisation aux taux zéro coupon, on remargur la figure 59 que les simulations
aboutissent a une quasi équiprobabilité d’obtemirbeni ou un mali de liquidation sur
I'année, on remarque sur la figure 60 que les sa@na boni sont largement prépondérénts
Par ailleurs, I'utilisation de la courbe des taarfard atténue également le montant des malis
dans les scénarios a mali.

99 . . . N T L i
74% des simulations aboutissent a un boni suidadion, contre 52% dans le cas de 'actualisagiox taux zéro coupon.
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Au final, on obtient une charge en capital de Milons de dollars par I'actualisation a la
courbe des zéros coupons, contre 10,6 millionstiéiamt les taux forward. Dans ce dernier
cas, le tableau 25 permet de mesurer le poids aguehsurvenance dans la formation de la
charge en capital.

On remarque également par I'observation du takk®ague la somme des VaR des pertes
par survenance est inférieure a la VaR du portédeudutrement dit, la mutualisation des
pertes par survenance permet, du fait de leur gvtt#gnce, de réduire la charge en capital de
13,6 a 10,6 millions de dollars. On parle alorsdes additivité de la VaR.

Tableau 25— Quantile des pertes a un an par survenance
au seuil de 99,5%

Var de la perte au seuil 99,5%

|

3 292 861
4 116 297
5 180 723
6 258 348
7 256 843
8 379 937
9 556 817
10 809 591
11 1 025 561
12 1 098 905
13

14

15

16

17

1 341 864
1 456 258
1454 498
1496 474
2954 847

13 679 825

100 . - . T N N .
Approximativement parlant, la VaR n’est une mesmes additive que si la distribution des pertéséspeu prés » gaussienne. Comme
le graphigue 60 nous I'enseigne, nous nous troudans ce cas de figure.
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.2 Le calcul par la formule standard du QIS4

[11.2.1 Les principes de calcul

La formule standard du QIS4 traite de facon intédesg risques de prime et de réserve. En
négligeant I'effet de I'actualisation des flux,darte d’un portefeuille sur une période donnée,
disons I'année a venir n+1, dépend de deux agrédggsprimes P payées sur la période et la
charge S des sinistres sur la période.

On définit la quantité S par la somme des prestatipayées X et de la variation de
provisionAR sur la période. Selon la notation introduite prizmiére partié’, S s’écrit :

~ ~@
S:(X1+XJ+(RQ+R —R@j
—_—

X AR

En début de période, seuls les montants de dewégatgr sont certains : celul’Rde la
provision Best Estimate d’ouverture, et celui P gesies que I'on suppose connu. Alors, la
perte a un an, égale a I'exces de la charge diestsregisur les primes, est définie en début de
période par la variable aléatoire L =S — P.

On désigne par V =R + P le montant de ressources disponible en débptdode, et on
définit le ratio combiné aléatoire Z tel que

- @
L X+R®+R

-®
X +R%+R
Vo v " P+RO

S1=2-12=""F

Le modele de Solvabilité Il suppose que le ratimbmé est distribué selon une loi log-
normale, avec Z LN(m,0), ol m = E(InZ) et%= Var(InZ). Selon le principe d’équivalence
actuariel, on suppose que le risque de perte éshnespérance, soit

E(S-P) =0, dod E(Z) = 1.

Par définition de la loi log-normale, on a pareailis

2

Ez)=p=e"2 =1, szﬁﬂm(%j=&= %ékﬁ—€ﬂ.
s

d'ou m=-=, & =Inf1+0?).
Au seuil de confianca = 99,5%, le référentiel Solvabilité 1l définit tharge de capital
au titre des risques de prime et de réserve péallae-at-risk de la perte a un an :

4S—P<QJ:{Z<1+%ﬁ:1—a.

101 - .
Se reporter au 1.2 de la premiéere partie.
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Comme la fonction logarithmique est monotone ceoigs, on peut réécrire cette égalité

In 1+C" -m
INZ-m \ :
< =1
S S

-a

Comme on suppose IZN(m,s), on a

{5 o)

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi nolerstandard.

En inversant I'équation, on trouve I'expressionaeharge en capital :
C =V Jexdm+s@(1-a))-1]= p, V.

En remplacant m et s par leur expression en famcteéu eto, on retrouve I'expression de
Py définie dans les spécifications du QIS4 :

0 (0)= exp(cp‘l(l—a) 1fin(1+0° j)—l

V1+a?

oup (o) 0300 .

[11.2.2 L’application numérique

Dans le calcul du capital requis, la formule staddegnt compte de I'agrégation et de la
diversification entre les différentes branchescakul est structuré en deux étapes :

- La premiere étape consiste a déterminer les étgres et les mesures de
volume V pour chaque branche, pour les risquegideep et de provisions.

- La seconde étape consiste a agréger ces donnéeshmmue branche pour
définir la mesure de volume globale I'écart typebgll selon une matrice de
corrélation entre branches.

Dans notre cas monobranche ou seul le risque désfno est étudié, le calcul consiste a
paramétrer directement dans la fonctgga) la volatilité de la branche étudiée et a applique
ce facteur a la provision Best Estimate d’ouvertdsece sujet, le papier consultatif n°71
(CEIOPS, 2009) préconise dans le cas de la braRheauto corporelle un niveau de
volatilité deoc = 12,5% (contre 12% lors du QIS4), déterminantsdiEncas des données
étudiées une charge en capital de

Cooos = 237992195x 0,367 = 87 460543
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1.3 Synthese des résultats

Pour conclure ce mémoire, le tableau 26 récapitsieharges en capital obtenues a partir
des difféerentes méthodes présentées.

Tableau 26— Récapitulatif des charges en capital

Risque a l'ultime Risque a un an

Bootstrap — zéro coupon 94 539 682 14 311 370
Bootstrap — taux forward 10 679 265
Formule standard du Q1S4 87 460 543

On remarque la grande différence entre le calcklléme aboutissant a une charge en
capital de 94,6 millions de dollars, et celui sfiae a horizon un an conduisant a 10,6
millions de dollars de capital requis. Notons égedet que cette différence aurait été encore
plus importante si on avait simulé I'aléa portamt k& hombre des sinistres restant a régler
dans le calcul du risque ultime.

Dans la présentation du résultat a un an, noussaabardé les principales raisons de cet
écart d’'un point de vue purement méthodologiquanjoint de vue économique, il est clair
gue les provisions constituées au titre des branldreyues varient peu en valeur relative car
les nouvelles informations ont un poids relatifgpfaible par rapport aux branches courtes.
De ce fait, certains auteurs (Ohlson et al, 200@cgnisent de retenir dans les modéles
internes un horizon intermédiaire de 3 a 5 ans taaalcul du risque de provision

Enfin, nous notons dans le cas des données étudiéesmpte tenu des méthodes
appliguées, que le résultat obtenu par applicatienla formule standard est davantage
comparable au calcul spécifique du risque a I'idtioi’a celui du risque a un an. A ce sujet, il
est certain que la formule standard a été calibecgorte a capturer tant le risque de colt que
celui de fréquence sur I'horizon d’'un an. En cessdinn’est pas rigoureux de rapprocher le
résultat de son application avec les calculs si@e$ mis en ceuvre dans ce mémoire ne
simulant que l'aléa sur les codts.
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CONCLUSION

Tout au long de ce mémoire, nous avons présentéadiele de provisionnement de type
co(t moyen, construit dans le cadre des modeélésites généralisés. Nous avons montré
comment en déduire deux exigences guantitativeSalleabilité 1, a savoir le calcul de la
meilleure estimation de la provision pour siniseeselui du risque de provisionnement.

La principale caractéristique du modeéle est de asgpgu’il existe un lien invariant dans
le temps entre le colt moyen d’un sinistre et sompls opérationnel, soit la proportion vue au
moment de son réglement des sinistres finalisés@&me année de survenance. Autrement
dit, on suppose que les variations du rythme déemdgnt des sinistres n'ont pour seule
conséguence gue de compresser ou d’étendre la dieiréglement des sinistres, sans affecter
ni I'ordre, ni le montant de leurs prestations. Bd& cas des données étudiées, nous avons
observé un lien croissant entre le colt moyen éstres et leur ordre de reglement.

La plausibilité de cette hypothése dite « d’'invace de I'ordre », doit évidemment étre
vérifiée avant d'utiliser le modéle. En effet, epjeut étre remise en cause de nombreuses
facons. En particulier, un changement dans la tiéipardes types de sinistres peut constituer
une violation importante. Par exemple dans I'asmgaesponsabilité civile automobile, la
proportion des sinistres graves peut croitre dudfane décision de justice et ainsi augmenter
a partir de cette date le colt moyen des sinistresles intervalles de temps opérationnel.

Notons qu’une bonne utilisation du modele reposaedgent sur la nature des données
utilisées. Par exemple, l'information disponiblendda pratique est souvent celle utilisée dans
ce mémoire, a savoir les données agrégées dul&ridag prestations payées (déflatées) et des
nombres de sinistres réglés. Sur ce point, on pegretter de ne pas avoir disposé des
données individuelles, dont l'utilisation auraitrmés une modélisation plus fine du lien entre
le colt moyen et le temps opérationnel, notammants des premiers intervalles de temps
opérationnel denses en nombres de réglementsillears et malgré la solution proposée par
Wright, on peut également regretter I'absence deitement des données des paiements
partiels, qui biaise les observations de colts maye

Une autre limite résulte de I'estimation purememtistique des prestations restant a payer.
Dans le cas des vieux dossiers, il est clair quee aaéthode d’évaluation n’est pas en
cohérence avec la réalité de l'activité des comagqui privilégient I'évaluation dossier par

dossier. Dans notre cas, la méconnaissance digqolene nous permet pas cette approche.

Enfin, remarquons que le calcul de la provisionrpsnistres reste largement soumis a la
plausibilité des estimations de sinistres survestuestant a régler. Sur ce point, il est clair
que l'absence de considération de l'aléa sur lesbmes de sinistres restant a régler a limité
I'écart déja important entre les charges de cap@dulées au titre du risque de provision
dans une optique ultime et a un an. A ce sujéediur intéresse pourra se reporter au papier
de Taylor (1981) proposant un modéle d’estimaties sinistres restant a régler.

En résumé, nous avons montré que le modele préseat&onstituer une solution adaptée
en cas d'instabilité de la cadence des réglemeets,lors que I'hypothese d’'invariance de
I'ordre est respectée. De ce fait, son utilisapenit étre profitable dans le cas des branches
longues, exposées a de nombreux facteurs perturbatke la stabilité des cadences. Le
modele est également adapté aux branches longeeyrd qu’il prévoie la modélisation des
facteurs de queue et permet d’intégrer la mod@isate I'inflation, soit directement dans sa
structure paramétrique, soit a partir d’'un modéeiél, comme c’est le cas dans ce mémaoire.
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ANNEXES

A. Triangle des incréments

Tableau 27- Triangle des incréments en dollars constantsse Ba/12/1995

Survenance J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 =10 J J=11 J=12 J=13 J=14 J=15
1979 3785472 10341098 8330688 7 848 833 2838488 577 227 1404642 1720749 1065201 155365 5835 258878 249919 419402 101458
1980 4676818 9989 145 8 746 390 10227581 8572 42% 786 244 3855239 1445496 1612047 625563 711794 589440 437895 473020 445997
1981 5288 102 8 088 865 12838 745 11 829 690 7 760 018 182 336 4118 148 3016336 1774652 178462%45293 266179 381228 45040 159 232
1982 2 294 033 9 868 776 10242138 13808 440 8 784 718 408 507 2 424 513 1596870 2148708 329594917 338 295496 427555 358 790
1983 3600113 7 513 855 8 246 783 9 327 124 8 583 828 2454146 4 096 408 3216232 2014006 592 008 81318 691492 367433
1984 3641 604 7 394 227 9 838 006 9 733 605 6 376 966 8834761 11919643 4188607 4491930 175960243 999 921 506
1985 2462510 5033074 6 980 328 7722211 6 701 601 8347125 5579267 3621981 1300134 3068518701233
1986 2266831 5959341 6 174 882 7 050 748 8102 196 3383060 6977904 4396156 3106 706 903 427
1987 2008668 3700715 5297 409 6 885 660 6 496 129 5507139 5855420 5750846 3871426
1988 1859624 5281998 3650 396 7 528 393 5156 246 7665328 6861793 2572620
1989 2 331 058 3516 749 5310014 6 066 004 10 149 199.264 942 5261570
1990 2 314 198 4 486 419 4112 650 6 999 427 11 163 01D 057 508
1991 2 606 858 3952 042 8228 051 7 904 933 9 307 208
1992 2 594 652 5403501 6 578 467 15 546 107
1993 3154749 4974522 7 960 929
1994 2626146 5703493
1995 2827 488

fa f, fa fa fs fs f7 fg fo fio f11 fi2 fi3 f14

fj 3,130 1,802 1,542 1,298 1,191 1,132 1,069 1,047 1,029 1,021 1,009 1,005 1,006 1,004

fj 18,355 5,864 3,255 2,110 1,625 1,365 1,205 1,128 1,077 1,047 1,025 1,016 1,010 1,004
Dernier ex 3,172 1,979 2,067 1,410 1,346 1,144 1,071 1,089 1,018 1,027 1,014 1,007 1,006 1,002
2 derniers ex. 2,847 1,902 1,799 1,504 1,342 1,184 1,113 1,077 1,041 1,020 1,014 1,007 1,003 1,005
3 derniers ex. 2,920 2,004 1,756 1,529 1,314 1,184 1,109 1,061 1,036 1,021 1,011 1,005 1,005 1,004
4 derniers ex. 2,824 1,912 1,710 1,470 1,313 1,187 1,103 1,066 1,030 1,020 1,009 1,005 1,006 1,004
5 derniers ex. 2,844 1,911 1,708 1,450 1,291 1,179 1,096 1,061 1,036 1,024 1,009 1,005 1,006 1,004
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B. Triangle des nombres de sinistres regles

Tableau 28- Triangle des nombres de sinistres réglés

Survenance  J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 J=14 J=15
1979 29 109 112 182 57 30 25 13 8 4 5 4 9 3 1
1980 37 136 134 108 169 79 38 13 10 13 9 23 3 2
1981 37 151 169 88 296 54 30 25 18 14 28 6 4 3
1982 34 207 113 291 91 36 25 22 22 37 5 4 2 4
1983 59 154 299 172 67 43 31 48 58 8 6 9 5
1984 43 238 248 126 62 44 64 93 24 18 6 5
1985 49 172 206 113 90 102 113 32 16 23 9
1986 52 212 166 140 121 112 41 49 26 15
1987 51 145 231 99 133 50 49 31 25
1988 26 254 134 186 65 61 61 24
1989 50 163 276 89 101 68 42
1990 28 232 131 172 92 63
1991 46 104 340 152 75
1992 20 268 257 122
1993 38 278 202
1994 60 331
1995 85
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C. Triangle des nombres de sinistres declares et resitaa déclarer
Tableau 29- Triangle des nombres de sinistres déclarésstntea déclarer
Sinistres
Survenance J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 J=14 J=15 | restanta
déclare%02
1979 393 151 25 6 4 5 4 1 2 1 0 0 0 0 0 0
1980 517 185 29 17 11 10 8 1 0 0 1 0 0 0 0
1981 578 254 49 22 17 6 3 0 1 0 0 0 0 0 0
1982 622 206 39 16 3 7 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1983 660 243 28 12 12 4 4 1 0 0 0 0 0 0
1984 666 234 53 10 8 4 6 1 0 0 0 0 0
1985 573 266 62 12 5 7 6 5 1 0 1 0
1986 582 281 32 27 12 13 6 2 1 0 0
1987 545 220 43 18 12 9 5 2 0 1
1988 509 266 49 22 15 4 8 0 1
1989 589 210 29 17 12 4 9 3
1990 564 196 23 12 5 8
1991 607 203 29 9 15
1992 674 169 20 12 26
1993 619 190 41 36
1994 660 161 66
1995 660 243

102 Les estimations des sinistres tardifs restantcéadg (IBNR) ont été reprises de Taylor (200028p
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La projection des sinistres tardifs a été recaméstitselon I'approche décrite lors de la présemates données (11.1.2 de la partie 1l). On y
précise les historiques pris en compte dans laicdis coefficients de passage par Chain Laddesi que la valeur des coefficients obtenus a
partir du modele ajusté :

Tableau 29 bis— Extrapolation du nombre des sinistres tardiesy(dr, 2000)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 IBNR
1979 393 544 569 575 579 584 588 589 591 592 592 592 592 592 592 0
1980 517 702 731 748 759 769 77 778 778 778 779 779 779 779 779 0
1981 578 832 881 903 920 926 929 929 930 930 930 930 930 930 930 0
1982 622 828 867 883 886 893 893 894 894 894 894 894 894 8®D4,0 0
1983 660 903 931 943 955 959 963 964 964 964 964 964 96464,0 964, 0
1984 666 900 953 963 971 975 981 982 982 982 982 98282,1 982,1 9821 0
1985 573 839 901 913 918 925 931 936 937 937 93®38,1 938,2 9382 9383 O
1986 582 863 895 922 934 947 953 955 956 956956,2 956,3 956,4 956,5 956{5 O
1987 545 765 808 826 838 847 852 854 854 854,3 8545 8546 854,7 854,7 8548 1
1988 509 775 824 846 861 865 873 873 873,6 873,9 874,1 8742 8743 8743 8743 1
1989 589 799 828 845 857 861 870 871,44 872,0 872,3 8725 8726 8727 8727 842,73
1990 564 760 783 795 804 809 814,0 815,3 815,8 816,1 816,3 8164 8165 8165 8]6,68
1991 607 810 839 848 855 861,9 867,2 868,6 869,2 869,5 869,7 8698 8699 8699 §69,915
1992 674 843 863 875 884,8 892,0 897,5 898,9 899,5 899,9 900,1 900,2 900,2 900,30,39 26
1993 619 809 850 8613 871,0 878,0 883,4 884,8 885,4 885,8 886,0 886,1 886,186,28 886,2 36
1994 660 821 851,0 862,3 872,0 879,0 884,5 885,9 886,5 886,8 887,0 887,B7,28 887,2 8873 66
1995 660 835,7 866,3 877,8 887,7 894,8 900,3 901,8 902,4 902,7 902,93,09 903,1 903,2 903p 243

Calcul des coefficients de passage

Méthode Calcul par Chain Ladder Calcul a partir du modele ajusté
Historique utilisé 3 derniers exercices 6 derniers tout I'historique

Facteurs 1,26626 1,03656 1,01328 1,01125 1,00806 1,00618 1,0016mm045 1,00038 1,00023 1,00013 1,00008 1,00005 1,0000300200
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D. Triangle des nombres de sinistres en cours
Tableau 30- Triangle des nombres de sinistres déclaréssaneen cours (hors IBNR).

Survenance  J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 14 J=15
1979 364 406 319 143 90 65 44 32 26 23 18 14 2 11
1980 480 529 424 333 175 106 76 64 54 41 33 10 5 14
1981 541 644 524 458 179 131 104 79 62 48 20 14 10 7 12
1982 588 587 513 238 150 121 96 75 53 16 11 7 5 1
1983 601 690 419 259 204 165 138 91 33 25 19 10 5
1984 623 619 424 308 254 214 156 64 40 22 16 11
1985 524 618 474 373 288 193 86 59 44 21 13
1986 530 599 465 352 243 144 109 62 37 22
1987 494 569 381 300 179 138 94 65 40
1988 483 495 410 246 196 139 86 62
1989 539 586 339 267 178 114 81
1990 536 500 392 232 149 91
1991 561 660 349 206 138
1992 654 555 318 208
1993 581 493 332
1994 600 430
1995 575
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E. Triangle des cadences de reglements

Tableau 31— Cadence des reglements — estimation par la et@bain Ladder

Survenance J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 J=14 J=15
1979 9,0%  33,5% 53,3% 71,9% 78,7% 87,2% 90,5% 94,6% %7,1 97,5% 97,6% 98,2% 98,8% 99,8% 100,0P%
1980 8,0%  25,0% 39,9% 57,4% 72,0% 81,8% 88,4% 90,9% 93,6 94,7% 96,7% 97,7% 98,4% 99,2% 100,0P%
1981 8,0  20,3% 39,8% 57,8% 69,6% 79,0% 85,2% 89,8% 992,5 95,2% 99,2% 99,6% 99,7% 99,8% 100,0P%
1982 3,7%  19,6% 36,1% 58,3% 72,4% 81,1% 85,0% 87,6% %1,1 96,4% 97,8% 98,3% 99,0% 99,6% 100,0P%
1983 6,6%  20,5% 35,7% 52,9% 68,7% 76,6% 84,1% 90,1% 993,8 94,9% 97,1% 98,3% 99,0% 99,6% 100,0P%6
1984 54%  16,4% 31,1% 45,6% 55,1% 62,4% 80,1% 86,4% 993,1 95,7% 97,1% 98,5% 99,0%

1985 47%  14.2% 27,3% 41,9% 54,6% 69,4% 79,9% 86,8% 989,2 95,0% 97,6% 98,5%
1986 42%  153% 26,8% 40,0% 55,1% 66,9% 79,9% 88,1% 993,9 95,6% 97,6%
1987 39% 11,2% 21,6% 35,1% 47,8% 62,6% 74,0% 85,3% 992,9 95,6%

1988 43%  16,4% 24,7% 42,0% 53,8% 67,0% 82,8% 88,7% 992,9

1989 4,6%  11,6% 22,1% 34,1% 54,2% 72,5% 83,0% 88,7%

1990 43%  12,7% 20,4% 33,5% 54,4% 73,3% 83,0%

1991 50% 12,6% 28,4% 43,6% 61,5% 73,3%

1992 41%  12,6% 22,9% 47,4%

1993 6,0  15,5% 30,7%

1994 54% 17,1%

1995 5,4%




Annexes 132
F. Triangle des temps opérationnels
Tableau 32— Triangle des temps opérationnel

Survenance J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 J=14 J=15
1979 490% 2331% 42,23% 72,97% 82,60% 87,67% 91,89% 94,09% 9544% 96,11% 96,96% 97,64% 99,16% 99,66%  99,83%
1980 475% 2221% 39,41% 5327% 74,97% 85,11% 89,99% 91,66% 92,94% 94,61% 9576% 98,72%  99,10% 99,36%  99,61%
1981 3,98% 20,22% 38,39% 47,85% 79,68% 8548% 88,71% 91,40% 93,33% 94,84% 97,85% 98,49%  98,92%  99,25% 100,00%
1982 3,80% 26,96% 39,60% 72,15% 82,33% 86,35% 89,15% 91,61% 94,07% 9821% 98,77%  99,22%  99,44%  99,89%
1983 6,12% 22,10% 53,11% 70,95% 77,90% 82,37% 8558% 90,56% 96,58% 97,41% 98,03% 98,96%  99,48%
1984 438% 28,62% 53,87% 66,70% 73,01% 77,49% 84,01% 93,48% 9593% 97,76% 98,37%  98,88%
1985 522% 2356% 4552% 57,57% 67,16% 78,04% 90,09% 93,50% 95,20% 97,65%  98,61%
1986 544%  27,62% 44,98% 59,62% 72,28% 84,00% 88,28% 93,41% 96,13%  97,70%
1987 5,96% 22,92% 49,94% 61,52% 77,08% 82,92% 88,65% 92,28%  95,20%
1988 2,98% 32,07% 47,42% 68,73% 76,17% 83,16% 90,15%  92,90%
1989 573% 24,43% 56,08% 66,28% 77,87% 8567% 90,48%
1990 343% 31,86% 47,92% 69,00 80,27%  87,99%
1991 529% 17,24% 56,32% 73,79% 82,41%
1992 2,22% 31,96% 60,49%  74,03%
1993 429% 3571% 58,53%
1994 6,77%  44,13%
1995 9,40%
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G. Triangle des colts moyens par sinistre reglé
Tableau 33— codts moyens par nombre de sinistres réglés
Survenance J=1 J=2 J=3 J=4 J=5 J=6 J=7 J=8 J=9 J=10 J=11 2 J=1 J=13 J=14 J=15
1979 130 534 94 872 74 381 43125 49798 119 241 56186 132365 133150 38 841 7117 64 720 27769 139801 101458
1980 126 400 73 450 65 272 94 700 50 724 73244 101454 111192 161205 48 120 130 199 25628 145965 236510 222999
1981 142 922 53 569 75969 134428 26216 114488 137272 120653 98592 127478 94 475 44 363 9 557 15013 17 692
1982 67 472 47 675 90 638 47 452 96 535 150 236 96 981 72 585 97 669 89080 183468 73874 213778 89 698
1983 61 019 48 791 27 581 54227 128 117 98 724 132 142 67 005 34724 74001 198052 76 832 73 487
1984 84 688 31 068 39 669 77251 102854 110995 186 244 45039 187 164 97 756 157 318 184 301
1985 50 255 29 262 33885 68 338 74 462 76 805 49 374 113187 81258 133414 152248
1986 43 593 28 110 37 198 50 362 66 960 56598 170193 89717 119489 60 228
1987 39 386 25522 22933 69 552 48843 151003 119498 185511 154857
1988 71524 20 795 27 242 40 475 79 327 94530 112488 107 193
1989 46 621 21575 19 239 68 157 100487 136249 125275
1990 82 650 19 338 31 394 40694 121338 159643
1991 56 671 38 000 24 200 52006 124096
1992 129 733 20 162 25597 127 427
1993 83 020 17 894 39411
1994 43 769 17 231
1995 33 265
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H. L’algorithme de Newton Raphson

L’algorithme de Newton Raphson généralise le praugsde Newton dans le cas
multidimensionnel.

La méthode de Newton consiste pour estimer la eadenf(x) = O a utiliser un algorithme
construit & partir d’'une linéarisation de la fonatiau voisinage de la solution, sur la base du
développement de Taylor a I'ordre 1.

Comme on recherche| f (x) = 0 etf (x) Of (x, )+ (x,)(x =X, ), on propose la récurrence

: f{x,)-0 f(x
f (Xn) = X ( _n))( 1 < Xn+1 U Xn - f '((Xn ))
n n+ n

qui consiste a chaqué€ itération a trouver x; désignant la racine de la tangentefde
calculé en x On peut montrer que si le premier terme de l'algme X est choisi
suffisamment proche de la racine, alifxs) tend vers 0 a mesure que n augméhte

Pour une optimisation a plusieurs dimensions, dartgjue de Newton Raphson conduit a
la méme formule. Dans notre cas, on utilise commectfon f la dérivée de la log-

vraisemblance par rapport aux coefficiefitavec

ri-gg
ale)) (O] (afe)) (@2E) o))
I I O A B T |
N I 1 R Y :
oak™)| || |9k [oaler)  auiler)||
%, ) (o) \ % ) |ogoe, =~ ot :
S H & -8

s . , . . . + -1 N .
La formule itérative s'écrit matriciellemerg” ' =g —H(§”) (3, oll H est la matrice
hessienne de la fonction | et s son gradient. leenthement de I'algorithme consiste alors a :

1- Déterminer un vecteug0 proche de la solution.

<Eg.

2- Répéter :§”+1 =&"-H @”)_l (5, jusquajg"t-¢"

- - — -2
103 L'algorithme converge quadratiquement vers uneneai dans son voisinage $i(x)#0, i.e |xn —x| < Clxn—l —x| pour C >0, n

suffisamment grand et suffisamment proche de.
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|. L’algorithme du score

La substitution des éléments de la matrice H parslespérances simplifie 'expression
analytique de I'algorithme. Reprenons I'expresgierdl/dg, introduite dans le 2chapitre de
la partie II. Les éléments de la matrice hessid¢hsent définis paf*

nesd) o[58, ]

0808, 08|45 var(S,) on,

A N T e

r Var(s,) on,

Comme E(§ = U, I'espérance du®iterme de I'équation (1) est nulle. Par ailleursao

0 (o _\ )= _OH 0N _ 0y
(Sr ur) ar]r EgE ar]r IIr,s

. , on en déduit :
on, glu)

62|(§,Q,(p) —F - z, [z __ AR S
e E( va(sr)mg'(ur)f% 2 arls,)dg ()

de telle sorte quE{— azL—@ﬂ =1,(¢)=(z w(e)z),

050¢

ou Ing) désigne la matrice d'information de Fisher.

En utilisant I'expression da(g)/ag et celle de la matrice,ll'algorithme du score s’écrit

el
g+ (ZWL Z) Zwie )" ( )
2wle)2) zwle)y

ou f=Z§‘+%(S-u”)=n”+%(5-ut)-

- &y .
0k 08 Lavafs)g ) K

dI&, 0[S -
104 On montre en 11.2.2 du chapitre Il de la paniqUEM = Zﬂ = Z (Sr lir)
k k
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On remarque qu'un développement &otdre de la fonction de lien g grdonne
06 =g +gOS-P=Y.

En ce sens, gJ peut étre considéré comme une approximatiorn®aardre de g(s) ep(&).
C’est pourguoi une solution permettant d’obtenie waleur de§°consiste a appliquer une
procédure de moindres carrés ordinaires sur g(s).

0
Par l'introduction deY =n +a—DLS— u) dans les équations de vraisemblance, on aboutit a
S T

z‘w@-lg—gu-m:zw@-«x-z@:o

Cette réécriture conduit a deux commentaires :

» L’algorithme des scores peut étre décrit en résolviéérativement ce systeme
d’équations : A chaque itération, la valeur cougeathe { permet le calcul de la matrice

des poidsW(&), du vecteurY et I'obtention d’un nouveau vectedr par la résolution
de ce systeme linéarisé.

» Cette nouvelle expression des équations de vralsee® permet une interprétation de
I'algorithme de type linéaire :

A & fixe, on considereY comme un nouveau vecteur de donnéeW@) comme une

matrice de poids fixés. On reconnait dans ce systlE®m équations des moindres carrés
généralisés associées au modéle

Y =2ZE +g, oU E(e) = 0 etVar(g) =W(E).

En effet, puisque I&'P°composante du vectem(g) a pour variance

0 o o \?
var(r],+(xr —u,jjﬂrjzg(u,j var(S, )

et parce que les colts nt supposés indépendaMﬁ(é) correspond bien a la matrice de

variance deY . Le modeéle a deux particularités. D’'une partyéeteur a expliquelf’ n’est
pas observe : ses valeurs sont calculées a chaguelle valeur de a partir des SD’autre

part, la matrice W dépend egalementéde

A chaque itération, I'estimatior§™

est issue de l'application des moindres carrés
généralisés dans le modé}_éf): ZE +g', ce qui revient & estimef par vraisemblance en

supposant les,formaux et indépendants.
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J.Expression de la déviance

Pour aboutir a I'expression de la déviance, il $’dg remarquer que la log-vraisemblance
A . 7 . 7 =1
peut étre exprimée en fonction des espérancesodies moyens. Comnte = b (ur), ona

|(Q,(p| §) - zrsre%f)(er) +d(S,0)= zsrb“l(ur)— b(b"l(ur))+ os.,0)

T ()
=I{wo| 9

N u] L. . .., N
ou I(E,cp| x) désigne la log vraisemblance maximisee du modedgmé avec

g m]
= g“(ggj , eti(S¢| S) celle atteinte par le modele saturé gyeeS Or.

La différence des deux log-vraisemblances définddviance normalisée

@:—ZX[[EMS} (S(pIS)}
"5 Z[sdard)ofa)nfa)

- ~ O (O -
ou B =b"(S)etd =b 1(u,j. Autrement dit,0; est tel qucE{Sr

O
er,(p:|:Sr.

On peut exprimer la déviance comme la somme deéscdes résidus de déviana® :

ofsi)=-2on 29§ |- S-Sl

ou rel” —sgr(Sr ur)\ﬂ etd =2S (e, Srj—(b(é,j—b(a,n.

Remarque: Dans le cas de la loi normale, la déviance cpoed a la somme des carrés
des résidus d’estimation des MCO. En effet, comme

(@] S)= Y 218 -] n(2r?),

r

ol )50/ 1 5(5 4 = s 5[

ona
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K. Evolution des colts moyens en monnaie constante

Figure 61— Evolution dans le temps des colts moyens
Valeurs basses de temps opérationnel
130 000

91 6674

53 3334

-“‘
Dt

15 000 T
1979 1987 1995

année de survenance
—— 510%=——S20%

Figure 62— Evolution dans le temps des colts moyens
Valeurs intermédiaires de temps opérationnel
130 000

91 667

1979 1982 1985 1988 1991 1994

année de survenance
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Figure 63— Evolution dans le temps des colts moyens
Valeurs élevées de temps opérationnel
240 000

180 000

120 000

1979 1981 1983 1985 1987 1989 1991
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L. Rappel élementaire de théorie du risque

Les résultats rappelés dans cette section condelegemodeles dits de lois composées.
Ces modeéles probabilistes composent la loi desscdét sinistres a partir d'une loi de
comptage du nombre N de sinistres et d’'une loiinaetpour les colts associés X.

Ces résultats sont utilisés dans la modélisatienpaéements partiels de Wright présentée
dans la partie Il. On rappelle que Wright utiliaa¢lation

E(X;)=E(N; ) E(X,)

i
ou X; designe la somme des prestations de mont&@gts-,XNij , payées au titre des;N
réglements effectués 'anné®;

En d’autres termes, on a

X5 =D X,
Comme N est un entier, on a
E(Nij): ODP(Nij = O)"'lDP(Nij :1)+"' + P(Nij = °°)

Au prix de certaines hypothés&son peut écrire

Elx,)= Ey (BN, )= X N, = k) (XN, =)
QZ:ZOP(NU = k)DE(Z::lXV)
gz::OP(NU = k) k CE(X,)
=E(N; ) EE(X,)

ou E(X) = E(X) O k, en faisant I'hypothése d’unicité de la loi dgs

105 Notons que cette relation est également utiligdes da modélisation des paiements partiels.
106(1) : indépendance entre les nombres et les mntke prestations, (2) : les montants de presgsont indépendants et i.i.d.
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M. Modélisation des dates de reglements futurs

La méthode de Wright (1992) présentée dans cettioseest utilisée dans le calcul du
Best Estimate et du risque de provision : elle ggrdassocier une valeur de temps réel aux
temps opérationnels des reglements futurs.

Le temps opérationnel est modélisé a partir d’'uarction de répartition de type
exponentielle. Autrement dit, on suppose la refatio

T=t
T=Ht)= [c&™dT, 0<t<1,

T=0

ou T désigne la variable aléatoire « temps de neghe », de réalisation t associée au
temps opérationnel

En intégrant par =T — b, on a

C

T‘=t—to —CEIT‘ T =t-tg
1= [e@*™OdT = e | -~

T=-p T =—tg '

_ - —cl{t-tp) - —clt-tp)
:ec[ﬂo[gec[ﬂo_e ]:1—ecm0@

CommeHt,) =1, =1-€°™, on retrouve I'expression de Wright
T=1-(1-1,) @&,

En inversant cette relation, on obtient

1 1-1
t_to— El:l]n(l__roj.
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Projection des reglements de sinistres

N.

Tableau 34— Projections des réglements de sinistres

Année de survenance

15
11

19
15
12

23
17
14
10

54 35
41

85

27
21

65

88
68
52
40

32

50
39

16
13

25

86
66

51

19
14
12

30
22
18

31

24
18
14
11

39
30
23
18
14
11

14
10

8
6
5
4
2
3
1
2
1
0
1
0
1

63 41 22 13 11

84

99

818 496 368 234 153

Calendair| 1995 1994 1993 1992 1991 1990 1989 1988 1987 1986 1985 1984 1983 1982 1981 1980 1979

Année

1996| 188 114

1997| 145

1998| 112
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010

2011

2012

2013

2014
2015

2016

2017

2018

2019

2020
Total
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O. Caractéristigues du processus d’inflation

Pour obtenir une formule explicite dean définit le nouveau processug &u X = i —n.
En introduisant X dans I'équation initiale définissant ion voit que X est solution de
I’équation différentielle stochastique dite de Lawig

dX, = -BX, [t + o W, (Xo = %o, B> 0,5> 0).

Pour résoudre ce processus, on pasefit,X;) = X.'. En appliquant le lemme d'ito, on a

of 19% of
dYt:|:E+§a 3 :||]jt+ax th

62f

Comme -BD( Eef“ af eBt =0, on en déduit

dy, = X, B 'dt + & [@X,
=B X, & [t + " [{- BX, [t + o @W,).
=& [b W,

t t
CommeY, = xO+IdYS, onay, =xo+j0@p5 [dW,, soit
0 0

t
X, =x, & +e™ Ejo (& [aw,
En remplacant Xpar { —n, on trouve I'expression intégrale du processus :

t
i, =i, @™ +n(1-e™)+o@® | dw,.
0
Etpouru<t,ona

i, =i, @™ +n(l-e® V)40 ;t[e‘ﬁ(t's)dw

s *

Cette derniére solution montre que les valeursiplessde 4 sont distribuées selon une loi
normale standard. Ce résultat découle des propriiéprocessus de Wiener dit brownien
standard défini par

W; =€ x4/t , avece ~ N(0,1) et Cov(WW,.1) = 0, soit W~ N(O,1).

Autrement dit, le processus\Wst un processus gaussien a accroissements imépsn
la quantité W- Ws (0 < s <'t) suit une loi gaussienne d’espérance nullle e/ariance (t — s).
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Comme dW est gaussien et d’espérance nujlest gaussienl t et d’espérance
w(ut)=i, @ +nr-e™),

Ensuite, comme les accroissements;ddht supposés iid et de variance égale a ds, on a

La discrétisation de; iest alors immédiate. En désignant pale pas de discrétisation
retenu, on retrouve I'expression du modéle corttinu

iy =K (LE+AL)+0 (Lt +At) (e

—_OBAt
=i, @ +nfi-e™)+g, /—1 5[3 K>
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P. Equidistribution des résidus gamma de Pearson

Il s’agit ici de montrer I'équidistribution des rdas de Pearson issus du modele (20) dans
lequel on suppose les colts moyepsl&lois gamma. Rappelons tout d’abord I'expression
générale de la densité d’'une variable gamma de(top) :

—BX [B D( a-1
fi(x) = T (1)
Dans le cadre des modéles GLM, la densité des ocndigens Sest de la forme
1(5.0.6)- {39 )+ 2in(3)-In(s)-n(r(:)

(5) @

En posantX =S, a = etp= —%, on retrouve I'équivalence entre les expressidnset
(2). Par ailleurs, comme@, =--L, on en déduit par analogie dtfe
r

sr:r(é,@r).

Comme la fonction génératrice des moments d’ung(tjB) est M(t) = (1 - #)“, on a
1
Mg (t) = (1-o0n, )

On en déduit l'unicité de la fonction génératries anoments des résidus de Pearson issus
du modele (20). En particulier, on remarque quidenction ne dépend pas des:m

e -t t
2 — S
M (1) = E{G Ve ]=e@E{eﬁpIIhr r}
er

1970 vertu des propriétés d’'une loi gammai) on vérifie queE(S;) =v/A; =m, etV(S;) :v/)\% =@n?.
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Q. Calcul du risque ultime : programmation de la
procédure de réechantillonage
La macro SAS recoit en input la table des colts ensy« INC » utilisée dans la

spécification du modele. La correspondance ensdiltellés des variables du programme
SAS et la notation utilisée dans le mémoire esbsép dans le tableau ci-dessous :

0 c c

H H H 1 1 1 c C c
Variables explicativesz 73 z3 2% Zux Zon Zae Z9oo Zia S
Label SAS al bl b2 b3 ¢l c¢c2 dlI d2 el |S

Les dix premiéres lignes de la table « INC » s@és@ntées ci-dessous.

Nobs N i j T al bl b2 b3 clc2dld2el S

1 29 1 1 1 1 0,1510,0000,000 8 0 0O O 1 130534
2 1091 2 2 1 0,0000,0000,0000 O 7 0 2 94872
3 1121 3 3 1 0,0000,0000,0000 0 6 0 3 74381
4 1821 4 4 1 0,0000,1310,0000 0 0O 0 4 43125
5 57 1 5 5 1 0,000,2270,000 0 0 0 0O 5 49798
6 30 1 6 6 1 0,000,2780,0000 0 0 O 6 119241
7 25 1 7 7 1 0,000,3200,0200 0 0O O 7 56186
8 13 1 8 8 1 0,00,3420,042 0 0 0O O 8 132365
9 8 1 9 9 1 0,000,3560,066 0 0 0 0 9 133150
10 4 1 1010 1 0,0000,3630,063 0 0O O O 10 38841

A chacune desb_simuitérations, la macro rééchantillonne le trianghs désidus a partir
duquel elle forme un pseudo triangle de colts mayEnsuite, elle ajuste le modéle GLM-
gamma sur le pseudo triangle et récupere les dgtimsadesp parametres de régression (de
label al, bl, b2, b3, c1, d1, d2 et el). Les valderces paramétres, stockées dans la table de
sortie « Stock_Param » sont ensuite utilisées s$ableur Excel pour simuler les PSAP
conformément a la procédure décrite au chapitde Ia troisieme partie.

%macro bootstrap(p=,m=,nb_Simu=);
ods listing;
%let ddI=%eval(&m-&p); = ddl du coefficient d’ajustement des résidus.

1. Calcul des résidus de Pearson
proc genmod data=inc;
model S= al b1-b3 c1 d1-d2 el / dist=g link=loghp
output out=residus resraw=res_brut reschi=rese8=mu;
run;

2. Rééchantillonage des résidus de Pearson
2.1 Génération du triangle des résidus de Pears@ajustés

data T1(keep=al bl-b3 cl1 d1-d2 el muV_mu N_oB&eep=res P_aj);
set work.residus;
N_Obs+1-1; = On attribuaun n° aux résidus pour tirage aléatoirg
V_mu=(res_brut/res_P)**2; = On calculeV(i)=pu x @ & partir des résidus
res_P_aj=res_P*%sysevalf(&m /&ddl)**0.5; = On calcule les résidus de Pearson ajustés
run;
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2.2 Duplication "nb_Simu" fois des n couples\{(4),u) du triangle supérieur
= Proc surveyselect : assigne un n° « Replicate haiuae triangle dupliqué
= désigne par « numrecs » le nombre d’éléments duodfe (soit n)

proc surveyselect data=T1 out=T1 method=srs saemtaep=&nb_Simu;run;
2.3 Reééchantillonage "nb_Simu" fois du triangle desésidus ajustés

data T2;
do replicate=1 to &NB_Simu;
do N_Obs=1 to numrecs;
p=ceil(numrecs*ranuni(394747373); On simule le n° du résidu a tirer par tirage umifee
set T2 nobs=numrecs point=p; = On sélectionne le résidu
output;
end;
end;
stop;
run;

2.4 Génération des pseudo colts moyens

data Pseudo_S(keep = replicate al b1-b3 c1 d1-dR)el

merge T1 T2;

by replicate N_Obs;

S=mu+res_P_aj*V_mu**0.5; = Réplication bootstrap des colts moyens
run;

2.5 Régression des "nb_Simu" pseudo triangles

%do cpt = 1 %to &NB_Simu;
dm "clear log;clear output";
proc SQL;= Extraction d'un pseudo triangle
create table work.temp as select *
from work.Pseudo_S where replicate =&cpt;
quit;

2.5.1 Régression sur lepf™ pseudo triangle de colits moyens
ods output ParameterEstimates=Param;
proc genmod data=temp;
model S=al bl b2 b3 c1 d1 d2 el / dist=g ling+oint ;
output out=residus resraw=res_brut reschi=reseB=mu;
proc print data=Param; = Récupération des parametres de régression
run; quit;

2.5.2 Sortie des paramétres de régression
data Param(keep=estimate); set Param; run;
proc transpose data=param out=param; run;

%if &cpt=1 %then %do; = Création de la {®ligne de la table
DATA Stock Param; SET param ; RUN;
%end;%else %do; = Ajout des lignes supplémentaires

DATA Stock Param;
set Stock_Param param;
run;
%end;
%end;
%mend bootstrap;

%bootstrap(p=8,n=143,nb_Simu=10000);




Annexes

R. Calcul du risque de provision : simulations des d&s
de reglements futurs

Afin d’étre en cohérence avec le modéle de promigimus continuons de supposer que les
nombres de sinistres restant a régler sont connosr&ins. Ensuite, nous choisissons pour
chaque survenance de simuler les dates des rédkefo&urs a partir d’'une loi exponentielle
de fonction de répartition

P(Tst):F(t):Tj:tc, [&°7dT, i=1,..,1

T=0

Autrement dit, il s’agit pour chaque survenance sanuler (N— N o) réalisations;td’une
variable exponentielle T dont la loi est de paramet et telles que;jt> t. En utilisant la
définition des probabilités conditionnelles, onenqtie ces variables ont pour f.d.r

G(t)=RT<t| T>t,)= P(;(():It:)t) = F(ltZ‘F(FtEt)o) .

Commé® Ht)=1-e“", on retrouve immédiatement la propriété d’absedeenémoire
caractéristique de la loi exponentielle avec

G(t)=RT<t|T>t)=AT<t-t,)=1-e"“ =Ht-t). (1)

En d’autres termes, la probabilité d'un sinistrét réglé entre t et t+dt sachant qu’il
n'était pas réglé en est indépendante du temps passé et égale a

At<T<t+dt| T>t0)=%@=l—éc‘t:q [t
0

Comme G et sa fonction réciproqué' Gont connues, que G est continue et strictement
croissante sur [0;1], nous décidons de simulet;lpar la méthode classique de l'inversion de
la fonction de répartition.

Cette méthode repose sur le fait que si G estrmomtet strictement croissante sur [0;1], la
variable aléatoire B(U) a également pour fonction de répartitioff°GPour simuler un n-
échantillon d’'une loi de fonction de répartitioniGsuffit alors de simuler n réalisations d’'une
v.a.r. uniforme U sur l'intervalle [0;1] et d’applier la fonction G & chacune de ces valeurs.

Par I'équation (1), on obtient facilement I'expiiessde la fonction G :

t=t, -Elm(l-e(t)) - GY(G(1)).

1
1

08 Se reporter a 'annexe M.
9gn désignant par U une variable uniforme surdinalle [0 ;1], on a par définition de UG ™(U) <z]= U <G(z)] = G(z) .
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S. Calcul du risque de provision : programmation de la
régression a un an

A chaque itération de la procédure Bootstfaga macro SAS réajuste le modéle de
provisionnement a partir du triangle de liquidati@na un an.

Entrées
La macro SAS prend pour entrées :

- Latable initiale des colts moyens « INC » utilisé®s la spécification du modéle Best
Estimate et correspondant au triangle de liquidatdtial vu en §.

. La table « Diag » de Bx15 lignes. Elle est conégtwle B blocs, composés des colts
moyens (hors inflation) de I'année simulés pourgcleascénario sous Excel pour les
survenances i = 3 a 17 et des variables explicatives associées. ChagsiBdcénarios
est identifié par la variable « n_Simu ».

Les colts moyens et les variables associées dadarsle correspondant afl 4cénario
sont présentés ci-dessous :

N Simu i t T opeal bl b2 b3 clc2 dl d2 el S
1 3 18 099 1 0 039009 0 0 0O 0 18 75626
1 4 18 1,00 1 0 0,400,110 0 0O O 0 18 0
1 5 18 1,00 1 0 0,400,110 0 0 O 0 18 116700
1 6 18 099 1 0 0,390,09 0 0 O 0 18 100 307
1 7 18 099 1 O 0,390,09 0 0 O 0 18 69230
1 8 18 099 1 0 0,39009 0 0 O 0 18 113854
1 9 18 09 1 0 0,360,066 0 0 O 0 18 89035
1 1018 0,95 1 0 0,350,056 0 0O O 0O 18 144748
1 1118 092 1 0 032002 0 0O O 0 18 131827
1 1218 091 1 O 031001 0 0 O 0 18 143289
1 1318 087 1 0 027000 0 0 O 0 18 121211
1 14 18 081 1 O 0,21000 0 0 O 0 18 104002
1 1518 069 1 0 009000 0 0 O 0 18 51165
1 16 18 059 1 0 0,00000 0 0O O 9 18 15411
1 17 18 0,33 1 0 0,000000 0 0 0O 9 18 33171

Sorties

La 1°® ligne de la table de sortie « Stock Param » eésemtée ci-dessous. Elle est
constituée des parametres de régression estimésvdleurs des parameétres sont utilisées
sous Excel pour calculer la provision a un an.

N_Simu al bl b2 b3 C1 di d2 el
1 10,13132,4163 3,9809 -8,7095 0,1538 0,1818 -0,1023 0,0366

110 . . . ol . .
Se reporter a la procédure de calcul du risque @audécrite au chapitre Il de la partie IIl.

111 . o s . L
Pour les survenances i = 1 et 2, 'ensemble dhestiss sont supposés réglés (d'apres les estinsati® Taylor).
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Macro SAS

A chacune des « nb_simu » itérations, I'échantiipusté par le modele GLM-gamma est
constitué du triangle original « INC » et d’'unegbaale de colts moyens de I'année a venir :

%macro bootstrap_lan(nb_Simu=);

ods listing;
%do cpt =1 %to &NB_Simu; = Ajustement des « nb_simu » pseudo triangles
dm "clear log;clear output";
proc SQL; = Sélection d’'une diagonale
create table work.temp as select *
from work.Diag where n_Simu =&cpt;
quit;
data T(drop=n_simu); = Ajout de la diagonale au triangle original
set INC Temp; run;
ods output ParameterEstimates=Param; = Ajustement du modéele GLM-gamma

proc genmod data=T;
model S=al bl b2 b3 c1 d1 d2 el / dist=gHiog noint ;
output out=residus resraw=res_brut reschi#gged=mu;

proc print data=Param; = Sortie ODS des coefficients de régression
run; quit;
data Temp(keep=estimate t_ope); = lecture des paramétres de régression

set Param temp; run;

data Param(keep=estimate);
set temp;
if estimate ne then estimate = estimate;
if estimate = then estimate=t_ope; run;

proc transpose data=param out=param; run;

%if &cpt=1 %then %do; = Stockage des parameétres de régression
DATA Stock Param;
SET param ; run;
%end;%else %do;
DATA Stock Param;
set Stock_Param param; run;
%end;
%end;

data Stock_Param(keep=al b1-b3 c1 d1 d2 el phir}3-t
set Stock_Param;
rename
COL2=al COL3 = bl COL4 = b2 COL5=b3
COL6=cl1 COL7 =d1 COL8=d2 COL9 = el,;
run;

%mendbootstrap_lan;

%bootstrap_lan(nb_Simu=4000);




