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		 ������ � :�����	���� ������� �	� �9	������� ��� �	 ���:	��� #

Age 
Part des 

versements sur 
le fonds euro 

Part des 
versements sur 

le fonds uc 
jusqu'à 40 40% 60% 

41 42% 58% 
42 44% 56% 
43 46% 54% 
44 49% 51% 
45 52% 48% 
46 55% 45% 
47 59% 41% 
48 62% 38% 
49 66% 34% 
50 69% 31% 
51 72% 28% 
52 75% 25% 
53 77% 23% 
54 80% 20% 
55 83% 17% 
56 85% 15% 
57 87% 13% 
58 89% 11% 
59 92% 8% 
60 94% 6% 
61 96% 4% 
62 98% 2% 

à partir de 63 100% 0% 
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 �� 8���� �	�����
 ���� ��	��� 	��7� � ���������� �� ������	��� ���
 �� ���	� �� :����8���� ��:����� 	�� ��	��� �� �������� ���� �����
&�(�& ������ ��� ����������� ����� ���������
	�� ���:������ 8	��78	������ 7������� � �97�	���� 	���8��7�� 		 ���:�����8	��78	����� ��� 	���� �	����7� �	� �	���	���	���� �� :����8���� �� 	����7��
&�(�( ���������� ��� '
�
����
		 �	������	���� 	�� �7�7���� ��� �	����7� � �	���� � �7����	� � ��� � �	
�� � ��	��� ���8����� �� ��� 	������7� 	�� �9	��7� ���:	���� 		 ���	���7 ���7����	�� � ���
 ���� �� ��	���8���� ��� �	 �����8	��� ��	������ �� ����	���8���� ��� ������� ��� 	������7� 	�� 	�7������
&�(�) ���������� �
���

�� �	� � 7��� � �9	�7����
 ��� ����� :�	���� ��� :���7� 	� �7�7���	��������878��� 	�� ���������� 78���	������� 7������ ���������	� �����	� ����� 	���� �� ��	�� � ����� ���� �� �7�7���	����
&�(�� ���������� �������
	��� � �	 ���:������ �� ����� �� ����� 	����� �	� �9	�7���� �� 	�� �����	���
 �� �	���	� ���������� ��� �	 ��88� �� ���:������ 8	��78	������ ������������ ����� �� ��� ��������
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	�� �7����	�� � 8���� ���� ���7� ���� ��	��� 	��7� � �����������
&�)�� �
������� �����
�����
�� � �
������ �����	�� ���� �� �������� ������'��

���� ������� �� �7����	� ��������� ���� ����� � �9	��7� �	� ��� 	���������8��	���
 �� 8���� �	����� 9	��� ��� 7�78���� ���:	���#
� �����	����� ������ ���� �CotEuro� # �	 ��88� �� �����	����� :���7�� �	� ���	�7����� ��� �� ��� �����
 ������ � ��	���8�����
� �����	����� ������ �� �CotUC � # �	 ��88� �� �����	����� :���7�� �	� ���	�7����� ��� �� ��� ��
 ������ � ��	���8�����
� �����	����� ������ �Cot� ��

Cot = CotEuro + CotUC

� ���7�	��� �Arr� # �	 ��88� �� ������ �������	��� :���7�� �	� �� ��� 	������	��7��
� 
�������� �Sin� # �	 ��88� �� �7:������� � ������ :���7�� �	� �� ��� 	���7�7���	�����
� ��	������ �Trans� # �	 ��88� �� :	����� ��	��7�7�� :��� 9	����� �����
� PM # �	 ��88� �� ���:������ 8	��78	������ 	������� �	� ��� 	�7����� �
���� ���� ��� 	�7����� �� ��	�� 97�	����
 �� �������� ��� �� � ������� �PMEuro� � ������ � ��� �� �PMUC �� �� 8�8�
 ���� ��� 	�7������� ��	�� � �����
 �� �������� ��� �� � ������ �PMArr� � ������ �� ������� �7:������ �PMSin�� PM 7����� �	 ��88� � ��� ��	���� 7�78�����
� PBEuro # �	 �	�� �������7� 	�� 	�7����� 	� ����� � �	 �	������	���� 	��
�7�7���� � ��� �����
� PBUC # �	 �	�� �������7� 	�� 	�7����� 	� ����� � �	 �	������	���� 	�� �7��7���� � ��� ���

��



� PB #
PB = PBEuro + PBUC

	� � �7����	� ��������� ���� � � �9	��7� ��� 	���� ������ #
RTB = Cot + PM + PB − Arr − Trans − Sin

�� � �
������ �����	�� '��� �� �������� �����	��

���� ������� �� �7����	� ��������� ���� �RTB� � �9	��7� �	� ��� 	����������������
 �� 8���� �	����� 9	��� ��� 7�78���� ���:	���#
� ��	���8���� ��� �����	����� �ChCot� # �	 ��88� �� ��	���8���� ��7��:7��	� �9	������� ��� ��� �����	������
� ��	���8���� ��� 	��7�	��� �ChArr�# �	 ��88� �� ��	���8���� ��7��:7� �	��9	������� ��� ��� ������ �������	��� :���7���
� ��	���8���� ��� ��������� �ChSin�# �	 ��88� �� ��	���8���� ��7��:7� �	��9	������� ��� ��� ������ �7:�������� :���7���
� �7�	���7� � ��	����� �ChTrans�# �	 ��88� �� ��	���8���� ��7��:7� �	��9	������� ��� ��� 8���	��� ��	��7�7��
� ��	���8���� �Ch� #

Ch = ChCot + ChArr + ChSin + ChTrans

� �7�7��� � ����� � 8���	���7 �BenMort� #

BenMort = RTB − Ch
	� � �7����	� ��������� ���� � � �9	��7� ��� 	���� ������ #

RTB = BenMort + Ch

���������

���� 7���8���� �� 8���	�� ���	� �� ��88������� �Comm� :���7�� ��	���	��7�
 �� 8���� �	����� ��� 7�78���� ���:	���#

 !



� ��88������� 9	���������� # ��� ��88������� :���7�� �	� �9	������� 	� ����� ��9	���������� �� ���:����� 	�7������
� ��88������� 9	�7���� # ��� ��88������� 9	�7���� :���7�� �	� �9	������� ��9	�����	����� ��� 	��
 �� �9��� �	� ��� ��88������ 8	�� �� 8���� �	 ����������88� ����� �	� �� 8���	�� ��� :���7 � �9	�����	�����
� ��88������� � ������� �� ������ # ��� ��88������� :���7�� �	� �9	������� 	������ � �	 ������� �� ������ :���7���
� ��88������� ��� ������� ���� # ��� ��88������� :���7�� �	� �9	������� 	� ������ �	 ������� � �9������� � ��� �����
� ��88������� ��� ������� �� # ��� ��88������� :���7�� �	� �9	������� 	� ������ �	 ������� � �9������� � ��� ���
	� 8���	�� ���	� �� ��88������� ��� ��� �	 ��88� � ��� 7�78�����
����� ��������

�� ���	�� Prodfi �	 ��88� �� 8���	��� �� ������� ��	������ ����� ����� ���� �� ��
 �	 8	��� ��	������ �Margefi� � �9	��7� ��� 	���� ������� #
Margefi = Prodfi− PB

�
������ �����	�� �� ������� �RTF �

RTF = RTB + Margefi − �8�!��− PB
�	�� �� �	�� � ����� 7���
 �� �	�� 9�8�!�� ��� �� ��:��� ��� ��� �	� �9���	����8� ��������	��� � ���� ��� ��� 8��������
�� ����

�� ���	� � �9	��7�
 �� �	����� ��� 7�78���� ���:	���#
� ���� ������� �FPI � # ��� ��� ������� �����	�� � ����
� �7����	� ��������� �� ��	����� �RTF ��

 ;



� �	��� � ���:	�����7 �88������7� �MS� #

MS = �� �	��� � ���:	�����7 ∗ (4%PMEuro + 1%PMUC)

� ������ �� ��� ������� �AFP � # �9	����� � ��� ������� ��8��78���	����� �	 �	�� � �9	�������� �� 8���	�� ��� 	���� ������ #
AFP = Max(0,MS − FPI − RTF )

���	��8���
 �� 8���	�� �� ��� ������� �� �� 9�������� � ��	��� 	��7� �
���������� �FPf � ��� �	����7 � �	 	��� ���:	��� #

FPf = FPI + RTF + AFP

&�)�& �'����� �'�� �� ��������������

���� ������� �� ��8��� 8���8	� � �����	�� �7����	���� ���� ��� �9��7�	����9	����	��� �� ���� �	� 7����	���
 �� �	����� ��� 7�78���� ���:	���#
� ��$�� 9�88������	���� �� ��� ������� �CImm� �� #

CImm = MS ∗ (letauxd′actualisation − letauxsansrisque)

� �7����	� ��7�� �� #

�7� = RTF − CImm

� ��$�� �C � # ��� ��$�� ����87� �	� �� �����!�� � ������� �� ��	���� � �������� 	� ���� � �����	� ���� ��� 7�7 ��7� � ; �"" !!! ����� �	 ���8���� 	��7��� ��� !!! ����� ���� ��� "� 	����� 	��7�� � ������������
�� 7����� �	� SAC �	 ��88� 	���	���7� �� ��$�� ��� ���� �9������� � �����������
 �� �	� 
��7� �	 ��88� 	���	���7� �� �7����	��
 7�	��8��� ��� �� 8�8�������� � �����������

� �NBmin � ��� �� ��8��� 8���8	� � �����	�� �7����	���� ���� ��� 
��7�
������ ���:��� ��� ��$�� SAC 	���� �� ��8��� ��� 	���� �	����7 #

NBmin =


��7�
SAC

 "
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�� :�� � :7����� �	 ����������7 � �9������� �����
 ��������� ����� � ����������7��� 7�7 �7	���7�� �����
 ��9	�������� �� 	����� �� �����	��� ��88��� 7:�����	���	 ��88����	���	���� 8���8	�� � ��� �����	�� ���� �� ������� � ��	��� ��
�	�	8����� ��9�� ����	�
����� ��� �� ���������� ��� ������� �

�	�� �� ���8��� ��8��
 ���� 	����� :	���� �� ��	���8��� ��� ������� � ��������
	� ��	������ ��������� 8����� ��� �	 ��88����	���	���� 8���8	�� �8����������� �� ��	���8��� 	��8�����
����� �����	�	���� ��� ������� �	� �� ���	���	�� ���� � ��	���8����
 �9	�������	 8���� � ��$�� � ��������� �� �	 ��88����	���	���� 8���8	�� �����7� ���� ���:��� �8���� �	�������8����
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	9	������� ����	��� 7���8���� �	 ��7� ���	�� �	������ �� :	 ��88����	�������� ������
 �� �7	���� ��� 7�	��8��� �� ���� � ����������7 ��� �� �	�	8������88� �� 8����� �� ��	������ ���:	��
 ���� �	 ��7� � ��������� ��� ������
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	�� ��7����� ����� � ����������7 ��� ��� 7�7 �7	���7� ���8������ � �9	�������� ��	��8��� ���� ��� ��7����� �	�	8����� �� ���������� � 8	����� � �� ������� 	�� �� 8�8� ��:�	� ��� ��� 	����� 8�������� �� ���	���8�� � 8	���7� �����
	��� � ����� ������� 7�	��
 �� 8���� � ����	�����7 ���	 ��� �	��7 ��������	�� �	 �	����	���� 7����� ��������� #
��	���8���� ��� :����8���� �

%��	���8���� ��� ������� ����� !
"�"%��	���8���� ��� ������� �� !
"�"%�	�� 9	���	���	���� +
%�	�� �	�� ������  
%���7� ��������� ;! 	����� 	�7���� �� �9	�7����� �� 	�� # �!%
 �! 	�� # �!%


	�� 	:��� �� ������� � �78��7�	���� �� �	���	�� ��� �9	��� 9��� 8��������

 %



�� �7����	� ������ ��� �	 ��������� 	������� ���8���	�� � ���:��� �	 ��������� �����	�� �� �7�7��� �� �7����	� ��������� ��8��7 ���:�	�� �	 8	��� � ����:	�����7 � �	����� � ;�!%�
	�� ��$�� ��7� ������������ � ��� ��������� � �	���8��� � ������ �	��
�	����	��� �� 	:�� ��� ��:������ 	����7� 	� ���:��� 7:������8��� � �!! !!!
����� ��	��� 	��7� ���� ��8������ ����� 	������ ��� ���� �� ����� ��7:��
���	�� �	 ��7� � ���������� �� ��� ��� 7�7 ��������� ��7�7�88�����
	� �7����	� � �	 ��8��	���� � 8���� � ����	�����7 ��� ��� �������� � ���������� � �7	����� 	�������8��� �	� �9���	���8� ��������	��� � ��	�
 ��88��� 8����� �� �	���	� ����������

Année Nouveaux 
contrats 

Somme des 
contrats 

Somme des 
primes 

2005 1 158 1 158 � � �� ��� �
2006 1 544 2 699 � ��� ��� �
2007 1 930 4 622 � 	 �� 	

 �
2008 1 930 6 540 	 � 		 
� � �
2009 1 930 8 453 �� ��	 ��� �
2010 1 930 10 360 �� 
�� �� � �
2011 1 930 12 262 �
 �	� � 

 �
2012 1 930 14 158 �	 ��� 	�� �
2013 1 930 16 048 � � ��� � �� �
2014 1 930 17 932 �� ��� � �� �
2015 0 17 881 � � ��� ��	 �
2016 0 17 827 � � ��� � 

 �
2017 0 17 770 � � 	�� �� 	 �
2018 0 17 712 � � ��� ��� �
2019 0 17 651 �� �
	 ��� �
2020 0 17 587 �	 ��� �� 
 �
2021 0 17 519 �� ��� � 	� �
2022 0 17 447 �� ��� ��� �
2023 0 17 371 �� ��� ��� �
2024 0 17 288 � 
�� ��� �
2025 0 17 198 � ��� ��� �
Total 18 142 17 198 307 563 793 € 
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 �	 �7���8���	���� ��7:��� �� 87�	���8� � �7�����	���� ���������:����������
 �� 7���� 9	�����	���� ���8�� � �� �	� ��������� �� 87�	���8� ������ ��� �� �	������	�� 	� ��	� ��7����� ��� �8	�� �������� �� ����7� �7���	�����
���� 	����� ��� ���� ��	���
 	�� ����� �������8� �	����
 	�� �� �	�� 9������ 7����	�� 	� �������� � �7�����	���� 	�� � �7��� ��� 	���� � ��	�� 	��� ����8	�� �� 	������	�� �	 ��7���� � �����!�� �����	�������
�� ������� ��8��� 9�� ��� � ������� �����	�� ���� � 8	��8���� �	 ��������� ���� �� ������� 9��:�������8��� ���7� ��� ������� ��� �������8�������� 9�� �7�	�� � ������������ ��������
 �9������� 9�� �7�	�� � ��� �����	��� �9��� �	� �	�� � 8	��8���� �	 �������� ��� 9	������ �� :����8��� ��
�������� 	�� 	�7����� ����	��7�
 ���� �� ���	�	�� � ����� ��� �����	����� ���
���� 	����� ���������� ���� ����� ��� ��88� ������� � ��� � 8���8������� �����	����� � ��� 	�7������
���� ��7������� ���� 9	��� �	 �7�������� � �� ������8� �� ��7����� 9��
	��� �	�� ������ �� 9�� 	��� �����7� �	�� �� �	�� � ����
 �9	��� �	�� ����������7����� �� ������� �� ���� ��� �� �	�� � ����8��� ��� �	�	��� �	� �9	��������
 �� �9	��� �����7 ����7����� �� ������� �� ����7� � ��8����
���� �:��� 7���8���� �	 �	�� � �	 �������� ��� �� ��� ��� ��:����� 	����	��� �� ��� 	���� 	���� ��� ��� �����	����� � ����:���� �	�� �� �	�� �����
 �97��� ��� 7���:	����� � 7���8���� �	 �	�� � �����	���� � :������� �����	��� �� ��� ���������
����� �7�������� ���	 :�����	���8��� ��8����7� 	�� 9��������� ��� ��������� �����!�� �����	������ ��� ���� 7�	�������� 	�� ��� ������ �	���� �� ������� ����������� 	�� �� �	�� 9�� ��� � ������� �����	�� � ���������	���� �����7��
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�
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�

(���� ��
�������� �� ����� ��
��	��
	�� ���	����� ������7�� ������ ��� ���:	���� #
Wt

# �	 �������� � �� � �9����	�� ��
Pt

# �� 8���	�� �� �������� � :������ �� 8���	�� ��� ������7 ����� ����7 ����� �	�� 9���	���� a� ����� Pt
:7���� �97��	���� #

dPt

Pt
= adt

Mt
# �� 8���	�� �� �����	����� � ����:��� �	� �� ��� � �	 �	�� �� 	�7������

αt
# �	 �	�� � �	 �������� � ��:����� 	�� �9	��� �����7�
�� ��������� ��� Mt

�� αt
��� �� ������� [0,T ]�

�� ���� Ct = Pt − Mt
�

	9	��� �	�� ������ :7���� �97��	���� ���:	��� #
dS0

t

S0
t

= rdt

	:�� r ��� �����	��� 	���8��7� 	� �	�� ���� �	�� �� �	�� � ����
 �� �	������ ��� 7���:	���� 	� �	�� � ����8��� � ������� �� ���� ��� ��� �	�	���
�	� �9	���������
	9	��� �����7 :7���� �97��	���� � ������� � ��� ������ �����	��� ���:	��� #

dS1
t

S1
t

= µdt + σdBt

	:�� µ �� ����8��� ����	��	�7 � �9	���
 σ �	 :��	�����7 �� Bt
�� 8��:�8���

�������� ��	�	��
		 :	���� Vt

� ����������� ��� #
Vt = θ0

t S
0
t + θ1

t S
1
t

	:�� θ0
t
�	 ��	����7 9	��� �	�� ������ �� θ1

t
�	 ��	����7 9	��� �����7 ���� ����7���:	����� 	�� �	��� � �����	���� :�����7�� ��������:�8��� ��� �� ������� ��

��



����� �� �� ������� �� ����7 � ��8�����
�����
 �� 	 #

θ0
t S

0
t = (1 − αt)Wt��
θ1

t S
1
t = αtWt�� ����	��� ���������� ��� ���	�7��� 	�����	��7�
 	����
 �� ��� 	:��� #

dVt = θ0
t dS0

t + θ1
t dS1

t

		 ��	8���� � �	 �������� � ��� ��� ��� �	�������8���#
dWt = (Mt − Pt)dt + θ0

t dS0
t + θ1

t dS1
t

�� 7:�����	�� �� ������� #
dWt = −Ctdt + (1 − αt)Wtrdt + αtWt(µdt + σdBt)

⇒ dWt = (−Ct + (1 − αt)Wtr + αtWtµ)dt + αtWtσdBt

	� ������8� � ��� � ������� ��� � :����� ��� ����	���� ���� �� 8	��8��	���9������7 �� 	�7������
	9������7 � �9	����7 ��� ������	��� 	:�� Ct = Pt − Mt

� �� ������� ��� �������
9������7 ����7����	��:� ��	������ #

U(Ct, t) = e−δt C
γ
t

γ

	:�� γ ��� �����	���
 δ �� �	�� 9����8��� ������������� � �9	����� ������������ ��� 	����7� ������� � �������
����� �� ��� 	�� 	�� 	� ������8� ���:	�� #

max
αt, Ct

��(∫ T

0

U(Ct, t)dt

)

���� �	 �����	���� � �	 ��	8���� � Wt
�

(���& �
������� �� ���'����
�� ���� ��

t
�9���7�	��� ������������� �	� �	����� � �9����8	���� ���������

Ft
� �	 	�� t� ��� Ft = σ(Bs)s≤t

�

+!




��:	�� �	 87���� � ����8	�
 �� 7���� �	 ������� :	���� #
J(Wt, t) = max

αs, Cs

��
t

(∫ T

t

U(Cs, s)ds

)

���� �	 �����	���� � �	 ��	8���� � Wt
�

�� 	 �	�� ������� ����� � 0 � t�
 J(Wt, t) ��� �� ��9�� ���� 	��� � 8����� �	 	�� t �� �	 �������� ��� Wt
�

�� ������	�� ��� ������7�7� � ����� ����������8���
 �� ������� #
J(Wt, t) = max

αs, Cs,s≥t

��
t

((
∫ t+∆t

t

U(Cs, s)ds

)

+
��

t+∆t

(
∫ T

t+∆t

U(Cs, s)ds

))

�� 	������	�� �� �������� � ����8	�
 �� 	#
J(Wt, t) = max

αs, Cs,t≤s≤t+∆t

��
t

((
∫ t+∆t

t

U(Cs, s)ds

)

+ max
αs, Cs,s≥t+∆t

��
t+∆t

(
∫ T

t+∆t

U(Cs, s)ds

))

	� ������8� �:���� #
J(Wt, t) = max

αs, Cs,t≤s≤t+∆t

��
t

((
∫ t+∆t

t

U(Cs, s)ds

)

+ J(Wt+∆t, t + ∆t)

)

�� ���� J ′
i
�	 7��:7� � J �	� �	����� � �	 � �8� :	��	��� �� J

′′

ij
�	 7��:7� �

J �	� �	����� � �	 � ��8� ���� �	 � ��8� :	��	����
�� 	������	�� �	 ��8��� � ��!
 �� ������� ��8����8��� #

J(Wt+∆t, t + ∆t) = J(Wt, t) + ∆J(Wt, t)

J(Wt+∆t, t+∆t) = J(Wt, t)+J ′
1(Wt, t)∆Wt+J ′

2(Wt, t)∆t+
1

2
J

′′

11(Wt, t)α
2
t σ

2W 2
t ∆t

�9�� #

0 = max
αs, Cs,t≤s≤t+∆t

��
t(

∫ t+∆t

t

U(Cs, s)ds+J ′
1(Wt, t)(−Ct+µαtWt+r(1−αt)Wt)∆t

+σαtWt∆Bt + J ′
2(Wt, t)∆t +

1

2
J

′′

11(Wt, t)α2
t σ

2W 2
t ∆t)

�� ������	�� �� 	�� ��� ��
t(∆Bt) = 0 ���� �� �:��	�� �	� ∆t �� �� 	��	������� ∆t :��� !
 �� ������� (E)#

0 = max
αt, Ct

(

U(Ct, t) + J ′
1(−Ct + µαtWt + r(1 − αt)Wt + J ′

2 +
1

2
J

′′

11(Wt, t)α2
t σ

2W 2
t ∆t

)

�� ����
 ��� :	��	���� �:��	�� Ft
8����	���
 ��� ���7�	���� ���	�	������� ����� ��� 7���8	�� �7����� �� ������8� � 8	��8��	���� ��	�������

+;



(���( ������� �� ���'����
	� ������ �������� (C∗

t , α∗
t )
��� �	�	��7���7 �	� ��� ��������� � ���8��� ����� ������8� � 8	��8��	���� #
∂U

∂Ct
(C∗

t , t) = J ′
1(Wt, t)

⇒ C∗
t =

(

∂U

∂Ct
(., t)

)−1

J ′
1(Wt, t) = v(J ′

1(Wt, t))

J ′
1(µ − r)Wt + J

′′

11α
∗
t W

2
t σ2

t = 0

⇒ α∗
t =

−J ′
1(µ − r)

J
′′

11W
2
t σ2

t�� �7������	�� �� ������ �������� �� ������� � J 	�� (E)
 �� 	 #

0 = U(v(J ′
1), t) + J ′

1(rWt − v(J ′
1)) + J ′

2 −
J

′2
1 (µ − r)2

2J
′′

11σ
2

���
 ��88� U(Ct, t) = e−δt Cγ
t

γ



∂U

∂Ct
(Ct, t) = e−δtCγ−1

t = J ′
1

C∗
t = (J ′

1e
δt)

1
γ−1�� ������� ��	��8��� #

0 = rWtJ
′
1 + (J ′

1)
γ

γ−1 e
δt

γ−1

(

1

γ
− 1

)

+ J ′
2 −

J
′2
1 (µ − r)2

2J
′′

11σ
2

�� �	� �	 ��8� � �	 ������� U 
 �� 	 #
J(Wt, t) = W γJ(1, t) = W γH(1,t)

⇒ J ′
1 = γW γ−1H(1,t)

⇒ J
′′

11 = γ(γ − 1)W γ−2H(1,t)�� ���� H(t) = J(Wt, t)
W γ


 �97��	���� 	�� 7��:7�� �	�������� �� J �:���� 	������� 7��	���� ��7��������� ����	��� ��� �9�� �	�� �7����� #

H(t) =
1

γ

(

1 − eb(T−t)

b

)1−γ

	:�� � ������� �� �	�	8������

+"



�� 	 	���� J 
 �� ��� �� ��8��	�	�� J 	�� ��� 7��	����� ��� 7���8����� α∗
t�� C∗

t

 �� ������� #

α∗
t =

µ − r

(1 − γ)σ2

C∗
t =

Wt

1 − γ

(

δ − γr − γ(µ − r)2

2(1 − γ)σ2

)

M∗
t = Pt − C∗

t��8	����� #
����� 	:��� 	����78��� ��� �������� 	� ������8�
 �� 	�� �8����� C∗

t ≥ 0 �

�µ 
 r �� σ ����:��� � �	 ������� �� ����
 ���� �������� ��� �������� ���87���� ���� ����8�� ��� �	�	8����� �:��� �������
�γ �� δ 7������ � �	 ��77����� � �9	����7� 	�� �7����	�� 7������ ����8���� γ � ���	 ���� �� :7���	��� ������8� ���� �9�8��78���	���� ������ �� ������
�8�������8���
 γ ∈ [0.2, 0.8])�

(���) ������ �������
 �� �� ����� �� ��� �� �����������
�� �� ��	�� �� t
 �� ����	��� �	������ �	 *	� � �9������� t + h � ����� ������������ 	�����7 � �	 :	���� β 
 �9��� � ��� �	 ��	����7 *	� ����� ��� #
P ((

*	���� � ����������� �� t + h���*	���� � ����������� �� t�< −V aR) = β

��	����������8���
 β = 1%�

�� 	 θ0
t
�	 ��	����7 9	��� �	�� ������ �� θ1

t
�	 ��	����7 9	��� �����7�

�����
 �� 	 #
Vt = θ0

t S
0
t + θ1

t S
1
t

θ0
t S

0
t = (1 − αt)Wt�� ������� h ����� �� �� 	�� ��� �9��������� ��� θ0

t
�� θ1

t
���� �����	��� ���

[t,t + h]�

θ0
t =

(1 − αt)Wt

S0
t

θ1
t =

αtWt

S1
t�� 	 8����7 ��7�7�88��� ��� 	�� �� �	�� � ����� 7���
 αt = µ−r

(1−γ)σ2
�

+�



�� ������� ��� � �7����� �97��	���� ���:	��� #
P (θ0

t (S
0
t+h − S0

t ) + θ1
t (S

1
t+h − S1

t ) < −V aR) = β

⇔ P

(

θ0
t S

0
t (e

rh − 1) + θ1
t S

1
t

(

e

(

µ−σ2

2

)

h+σBh − 1

)

< −V aR

)

= β

⇔ P

(

e

(

µ−σ2

2

)

h+σBh <
−V aR + θ1

t S
1
t − θ0

t S
0
t (e

rh − 1)

θ1
t S

1
t

)

= β

⇔ P

((

µ − σ2

2

)

h + σBh < ln

(−V aR + θ1
t S

1
t − θ0

t S
0
t (e

rh − 1)

θ1
t S

1
t

))

= β

⇔ P



Bh <
−
(

µ − σ2

2

)

h + ln
(

−V aR+θ1
t S1

t −θ0
t S0

t (erh−1)

θ1
t S1

t

)

σ



 = β

⇔ P



N (0,1) <
−
(

µ − σ2

2

)

h + ln
(

−V aR+θ1
t S1

t −θ0
t S0

t (erh−1)

θ1
t S1

t

)

σ
√

h



 = β

�����
 �� ������� #
−
(

µ − σ2

2

)

h + ln
(

−V aR+θ1
t S1

t −θ0
t S0

t (erh−1)

θ1
t S1

t

)

σ
√

h
= Φ−1(β)

�:�� Φ(.) �	 ������� � �7�	������� 9��� ��� ���8	�� �����7� �7�����
⇔ V aR = −θ1

t S
1
t e

(

Φ−1(β)σ
√

h+
(

µ−σ2

2

)

h
)

+ θ1
t S

1
t − θ0

t S
0
t (e

rh − 1)

���	��8��� #
V aR(h) = αtWt

(

1 − e

(

Φ−1(β)σ
√

h+
(

µ−σ2

2

)

h
)

)

− (1 − αt)Wt(e
rh − 1)

����� �� ����8	�� µ �� σ 
 �� 	 ��� ����8	���� � �	 *	� ��� �������� ���
��	�����	���� � ������ � ������������
(���� �������� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ���� ��	�


	9����8	���� � ����� �� � �	 �:��	�����7�9�� �������� �7�87������ �����:7� 8	����� ������� ��� �� ������8� ���� ��	������ � ��	�������� �� ���������
�� ������� ��9�� �����:� �� ��������� � �	 ������� � �9	��� �����7 ���� t ∈
[0,T ] � �� ����	��� ����7���7� � �	� �����	��� ����� ��8������� i

n

 i = T . . . n�

dS1
t

S1
t

= µdt + σdBt

+ 



⇒ S1
t = S1

0 exp

((

µ − σ2

2

)

t + σBt

)

⇒ ln(S1
t ) = ln(S1

0) +

(

µ − σ2

2

)

t + σBt

�� 	 ��� #
ln(S1

T i/n) = ln(S1
0) +

(

µ − σ2

2

)

T i

n
+ σBT i/n

���� i = 1 . . . n
 �� ����#
Yi = ln(S1

T i/n) − ln(S1
T (i−1)/n)

Yi =
T

n

(

µ − σ2

2

)

+ σ
(

BT i/n − BT (i−1)/n

)

�	� ��7���	��� �� 	��������8���� � ��������
 ��� Yi
���� ��7���	��� ��

��������8��� �������7� Yi  N
(

T (µ−σ2/2)
n

, σ2T
n

) �

�����
 �� ���	�� # Ȳ = 1
n

∑n
i=1 Yi 
 �� ������� ��� ����8	����� �	������ �8	��8�8� :�	���8��	���� #

σ̂2 =
1

T

n
∑

i=1

(Yi − Ȳ )2

µ̂ =
1

T

(

nȲ +
σ̂2

2

)

(���� ���� �� �� ��������� �� ������ � & ����� �� �������


��� ���8���� 7�	�� ���� :7����� �	 ���������� � ����� 8�7���	���� � �9	���
�	� �� 8��:�8��� �������� �7�87������ ��� �	 :7����	���� � �	 ���8	���7 ��
Yi
� �� ����
 �� ��� 8�7���� �	� �� 	��������8���� � 8��:�8��� ����������� ���8	���

Yi  N
(

T (µ − σ2/2)

n
,

σ2T

n

)

���� �� ��
�

����

	� �������� � �� ���� ��� �� ���:	�� #

� Y1 . . . Yn

���� �� :	��	���� �� � ��� η ��� �� ���	�� 8����	��� (E,E)
 ��:��� ������ (µ = µ0)
������ (η 6= η0)
 �	�� 	��� ���� �9����	�� 9���������
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�	�	87������ ��� �	 ����
�� ��8� 	���� ��� �	������� � E �� K �	����� J1, · · · ,JK

� ���� ��	��� �
 ����8��� �� ��8��� � ������ Xi
	�� �	 �	���� Jk

� 
��� nk
�� ��8��� �� Nk

�	
:	��	��� ���������	����
	� ��8��� ��7������ � ������ 	����� 	�� Jk

��� ��(Nk) = nµ(Jk) = npk 
	:�� pk = η(Jk)
� �� �������� 	���� �	 ��	�������� #

τ 2
n =

K
∑

k=1

(nk − npk)
2

npk

�����
 ���� η = η0
�� pk = µ0(Jk)


τ 2
n →loi χ2(K − 1)

��	� n → +∞ �

���� ���8�� ��� � �7	����� �� ���� 	��8�������� � (η = η0)
������ (η 6= η0)

�

�����	�� 	�� ����� �	�
 �� �� ����	�� �	� ��� �	�	8����� � ����� ��� ����8	��
 �� ������ �7	�8���� 9����8	����� � 8	��8�8 � :�	���8��	������ ��8��	�� ��� �	�������8��� �� :�	� �	�	8���� θ0 =
(

T (µ−σ2/2)
n

, σ2T
n

) �	�
θ̂0 =

(

T (µ̂−σ̂2/2)
n

, σ̂2T
n

)�

		 ��	�������� � ���� �:���� #

=
K
∑

k=1

(nk − np̂k)
2

np̂k


��� H0

���������� � ���8	���7�
 �� 	 	���� #

τ̂ 2
n →loi τ̂ 2 =

K−2
∑

k=1

ε2
k + γ0ε

2
K+1

	:�� 0 ≤ γ0 ≤ 1 �� ��� εk
�� � ��� ���8	�� �����7� �7�����

�� 	 ��� �9���	��8��� ���:	�� #
K−2
∑

k=1

ε2
k ≤ τ̂ 2

n ≤
K−1
∑

k=1

ε2
k

++
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 �� ���	�� q1−α(n) �� ��	����� 	�����7 	� ��:�	� ������ ���� �� ���� 9������ � ������� � � ���7� � ������7

�
� τ̂ 2

n < q1−α(K − 2)
 �� �� ������� �	� H0 


��� τ̂ 2
n > q1−α(K − 1)
 �� ������� H0 

�����
 �� �� ���� �	� �������� ����� � ��� ���	��8����

�� ��	�����
 ���� ��� �	 ��� � �	 ��	�������� �� ���� �	� ���� 7�����7� ��	 ��� ��8���
 �� 	�� ������ � ��	� �:	�� " �� ����� �:	�� �
 �� ��8���9�����:	������
���� �� ���� ����������

�

������

�� ���� 	���� �������� �� ����� 9	7��	���� � ���� ���8�����:�
8����:
���� :7����� �	 ���8	���7 �� Yi

�
��� ����� �� �	���� ��� �	 ���:������� �� ����������� � ��������� �8�������
:��� �� F ���� ���������
�� ���	�� Fn(t) = 1

n

∑n
i=1 IYi≤t

�� F �	 ������� � �7�	�������
 	����
√
n(Fn−F ) ���:���� �� ����������� :��� �� ��������� �	������ 	����7 F ������������
 ���� �������� ��	�	� ���� �� :	��	���� �����8���
���� ������ (F = F0)

������ (F 6= F0)
 �� ���� � ���8�����: 
8����: ��������	 ��	�������� ���:	��� #
Dn = sup

x∈R

|Fn(x) − F0(x)|

�� ��8	���	�� ��� ���� H0 
 ��� F0(Yi)
���� �� :	��	���� �����8�� ��� [0,1] ����7���	����
 �� ���	�� Gn

�	 ������� � �7�	������� �8������� �� F0(Yi)
�� 	 ���� H0
#

Dn =loi sup
t∈[0,1]

|Gn(t) − t|
�� 	 	���� ���� H0

�	 ���:������� �� ����������� � √nDn
:��� �� ��� 9��

���� �������� ��� [0,1]� 		 ��� � �� ��� 7�	�� �	���7�
 �� �� 7��� �� ����9	7��	�����
��88� 	�� �� �	� � ���� � �������
 �� ������8� ��� ��� ������ ����	������� �	� ��� �	�	8����� � ����� ��� ���8	��� ��� 	����
 ���� ��8��	���� �� :�	�
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�	� θ̂0

�� ��� F0 = Fθ0

�	� Fθ̂0
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�� ��88���� �	� �9���7������ � �	 ���8	���7 �� Yi
�

���� 9	��� �� ���� ��	��� �9�������	88� � �	 �7�	������� �� Yi
� ���� 	 ���

��������
 �� 	������ ��� ����8	���� ��� �	�	87������ �	� ���	� �K � � �	�����7 f � ��� :	��	���� #

f̂(x) =
1

nh

n
∑

i=1

K

(

x − Xi

h

)

h ��� 	����7� ������ � �9����8	����� 		 ������ 7��� � �	 �	���� � �97��	�������� �n�� �� 	 �� �	��������� #
h(n) → 0 �� nh(n) → +∞ ��	� n → +∞
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�����	8��� ���8�����:�
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 �������� �� σ
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		 87���� 9����8	���� � �	 :��	�����7 ��7����7� 	�� �� �	�	��	��� ��7�7������ ��� 87���� �	������� �� ���� ��	������ 	�� �� �������� � ��	�������� ������������7	�8����
 ����� ��������� �9��� �	� ����� � 8	���7��� ���� �������� �9	�����
��� ��� � ��7�� � �9����8	���� :7�����7� �	� ��� ���7�� ������������ 		
��	����� � 8	���7 �������� � �������� �	 ��8��� � ��	�� �� 
�������
(���� ������� �� ����� �� �������

��	���� ���� 	�� �� 8	���7 �� �9�� ����:� �� 	��� �	�� ������ �� �� 	��� ����
��7
 ���������	��� 	�� 	���� ������7� �	� �� ���� �� 	������ �	�� ��� �9	�����
St
� ������ � �� � 8	�����7 � �� �����	� ���8���	�� 9������� �� � �9	�����

��� 	 	���� ��� :	���� ST
���� �� ���� ��

����� �� �	��� �� � � �9	������� � �	�� ��� ��� # (ST − K)+ 
 �� �� ���� �
���� �	 �	���� ������:��

"�



		 ��7���� ��	������ ���� ���8�� � ����	���� �� � �� ���� 9�� ��� �����	� #
C(t, T, K)�

�� ���� ��� ���7 �	� �	 ��8��� ���:	��� #
C(t, T, K) = e−r(T−t)��

Q(ST − K)+

�� Q ��� �	 ����	�����7 ������ �������
�� ���� 	����8��� �	������ ����� ���7�	��� �� ������� �� ��8��� ��87� ������ ���� � �	�� # �	 ��8��� � ��	�� �� 
������� �� ������� #

CBlack−Scholes(t, St, T, K, σ) = StN (d1) − Ke−r(T−t)N (d0)

�:�� d0 = 1
σ
√

T−t
ln
(

St

Ke−r(T−t)

)

− 1
2
σ
√

T − t, d1 = d0 + σ
√

T − t
 �� N �	������� � �7�	������� 9��� ��� ���8	�� �����7� �7�����
(����	 �������
 ������

�� ��� 8	���7�
 �� �	�� ��� St

� ��7����� ������� �� ��7������ 8	�����7� ����7��	��7�� �� �� �7����� �� ���� � 8	���7� 		 ��	����� �������� � �!��� ��� �	���� :��	�����7 # 	� ���� � 8	���7 M(t, St, T, K) ���� �� �	�� ��� St
� ������ �

�� � 8	�����7 �
 �� 	������ �	 :��	�����7 σimp
����� ��� #

M(t, St, T, K) = CBlack−Scholes(t, St, T, K, σimp)

σimp
��� �	 :��	�����7 �8��������


� ���� ��� 	������ � 8	���7 ����	���� ��� �� 8���� � ��	�� �� 
������ 7�	��
:�	�
 	���� σimp

���	�� ��	���8��� 7�	�� 	� σ � �	 ������� � St
� �9��� �����

���� �� ���� ������ σimp
��88� ����8	���� � σ �

�7	�8���� �� �	�� ��9�� ��	����� �� 8���� � ��	�� �� 
������ �9��� �	� ��	��
�� ����
 σimp
��� :	��	��� 	:�� �	 8	�����7 �� �� ������ ���7��8��� � �8����	���� ��� �� 8���� � ��	�� �� 
������ ������� σ �����	���

		 ��	����� � 8	���7 �������� 	���� � �������� �	 :��	�����7 �8������� �� �������
� �	 8���	�� ���	� �	 :	���� � ������ K ��� ������ � ���� �	����� St

�� ��
����
 �� ���� ��� ������� ��� ���� ������� ��� ��� ���� ����7����	��:���
��� �������� � � ������ ����

�
��

����� �	���� 7�	���� ��� �������� � �	 ��7���� � �����!�� ����8	� �����	�������� 7���	�� �� �	�� � �	 �	���� ��7�7���� � �	 ��7����� � � 	���� �����7��
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��	�����8���
 ���� ���� ��	���� 	�� �� �	�� 9�� ���� ������	�� ����������������� �� ����7� � ��8����
�����	��
 �� �	�	��	��� �� ��8���� �	� 9	�����	���� ��87�����
 ������������ 7�	�� ���� ������
(�&�� ������ ��� �� ��
��� �� �������� ��������	��

��� X �� �����8� ����7����7 �	� �97��	���� ��7��������� �����	������ ����:	��� #

dXt = f(X, v)dt + Σ(X, v)dWt, X(t0) = x0	:��#
�Wt
�� 8��:�8��� �������� ��	�	�
 � :	����� 	�� R

p �
�Xt
����7����� �97�	� � �����8�
 � :	����� 	�� R

n �
�v(t)
 �� �����!��
 � :	����� 	�� R

m �

	�� �������� #
f : R

n × R
m → R

n

Σ : R
n × R

m → Mn,p(R)

:7������ �� ���������� 	����	�� ��������� �� ������7 � �	 ���������
��� 9������� ��� ���	�7���� 7���	�� � ���� � �	 ��	��������
 �	 ��8	���	����� �	 ���� ��88�� ��� � �������� ��� �� �����!�� v(t,ω) ��� ��� �������7���8������ �� �� �	88��� �7������� � t �� � �97�	� X(t) � �����8� � �		�� t� �����
 �� ���� ����!� v(t,X(t,ω)		 ��8� �7�7�	�� 9�� ������8� � �����!�� ����8	� �����	������ P(t0,x0)

���#

max
v

��(∫ T

t0

U(t,X(t),v(t))dt + A(X(T ))|X(t0) = x0

)

���� �	 �����	���� � �	 ��	8���� � X(t)�

U ��� �	 ������� 9������7 ����	��	�7�
 :7���	�� �� ��������� � �7���	���7�
A ��� �	 ������� 9������7 ���8��	���
	
����� � ���
�	���
�� ���
�	��� H(t,x,p,q,v) �� ��	�
��� P(t0,x0)

��� 
� � 	���	� �

H(t,x,p,q,v) = U(t,x,v) +
n
∑

i=1

pifi(x,v) +
1

2

n
∑

i,l=1

qil

(

p
∑

j=1

σij(x,v)σlj(x,v)

)

���� �
t ∈ R, x ∈ R

n, p ∈ R
n, q ∈ R

n2

, v ∈ R
n

"�



	�� pi
���� �� 8��������	����� 	�����7� � ��	��� �������7��� 		 ��7����� ��

qil
��� ��	�� � ���� $� � �	 �	���� �����	������ � ������8��

�	���������8��� �� ���� 7����� �� �	8�������� #

U(t,x,v)+ < p,f(x,v) > +
1

2

��	�� (Σ(x,v)qtΣ(x,v)
)

��
����� � �����	� �� ��

��� ��	��������� 
� � 	���	� ��
��� J(t,x) ������ ���� 
� ����� ����������� �� ��	�
���
P(t,x) ��� ����� �� �	����� �� �	���� ��	������� �
	�� �

� ���� � 
 ������	�
�� ��

��� �

∂J

∂t
(t,x) + max

v
H

(

t,x,
∂J

∂x
(t,x),

∂2J

∂x2
(t,x),v

)

= 0

J(T,x) = A(x)
�	�� �� �	�
 �� �����!�� ����8	� ��� ������ �� ����	�� v �7	���	�� �� 8	��8�8� �	8�������� #

v → H

(

t,x,
∂J

∂x
(t,x),

∂2J

∂x2
(t,x),v

)

�����
 �� �7���� �� ������8� � �����!�� �����	������ ����� �	 ����7��� ����:	��� #
� �� 7���� �� �	8�������� � ������8� �� �� �������� �� �����	88� � 8	���8��	���� � �� �	8�������� �	� �	����� � : #

H∗(t,x,p,q) = max
v

H(t,x,p,q,v)


�������� ��� v∗(t,x,p,q) ���� ��� ���������
� �� 7���� �� �� ����� � �7����� �97��	���� 	�� 7��:7�� �	�������� � ����8	� #

∂J

∂t
(t,x) + H∗

(

t,x,
∂J

∂x
(t,x),

∂2J

∂x2
(t,x),v

)

= 0

J(T,x) = A(x)
�	�� �� �	� �� �� ���� �7����� ����� 7��	����
 �� �����!�� ����8	� ��� �������� ����	�� #

v(t,x) = v∗
(

t,x,
∂J

∂x
(t,x),

∂2J

∂x2
(t,x),v

)
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(�&�& ��
�������� �� ����� ��
��	��
���� ��:��	����� ��� �� ������8� 	:�� n 	���� �����7�� �����	��
 ������������� � ����� � �	 ���8���� �	���� �	� �	 �7�������� � ������8� � �	 ����8���� �	���� 	:�� n 	���� �����7� 	������ � ��� �������� ��� �������	���� ���������7���� ��� �� ��� 	�	�� ��� ����	��� �������� � t = t0 
 ��� �� :���� �	�� ����	���� �� �� ������ �	� � �����	����� �����9�� t = T �

��	��� 	��� �����7 :7���� �97��	���� ���:	��� #
dSi

t

Si
t

= µidt +
n
∑

j=1

σijdBj
t , i = 1 . . . n

B ��� �� 8��:�8��� �������� ��	�	� �� �8������ n
��� ������� ����� ��8������ �	� �� � 	 � ������� 9	�7	�� Σ = σ(ij) ��� ��� 8	����� �����	�����:��������

�� ���� ρ �� :������ �� ����8���� ���7���	���� �ρi = µi − r�
 Γ = ΣtΣ�

�� ���� αi(t)
�	 �	�� � �	 �������� Wt

7����� ���� ��8� 9	��� � �α0(t) =
1−∑n

i=1 αi(t)
�� �����
 ��88� 	�� �	 ���8���� �	����
 �� 	 �97��	���� 9	������	���8��� #

dWt =

n
∑

i=0

θi
tdSi

t

	:�� θi
t = αi(t)W (t)/Si(t)

�

��88� ��7�7�88���
 �� ������� ��� �97��	���� � ��	8���� � �	 �������� #

dW = W

(

r −
n
∑

i=1

αi(µi − r)

)

dt + W

n
∑

j=1

(

n
∑

i=1

αiσijdBj

)

	� ������8� 9����8��	���� ��� ��� �� ���:	�� #
max
��

t0(A(W (T ))

���� �	 �����	���� � �	 ��	8���� � W �� W (t0) = W0
�

(�&�( ������ �� ���������

����� �	����
 �� ������� #
H(t,W,p,q,α) = pW (r+ < α,ρ >) +

q

2
W 2 < x,Γx >

""



���� ����8���� �� �	8��������
 �� 	 ��� � 	��� � �� ������8� 9����8��	����
��	�	����� �� α � 
��� �7���:� ��� q > 0 
 �� ������� �� 8	��8�8 ���:	�� #

H∗(t,W,p,q) = pWr +

(

p2

−2q

)

< ρ,Γ−1ρ >

	������ �� #
α∗(t,W,p,q) =

(

p

−qW

)

Γ−1ρ

(�&�) �	����� �� �������

∂J

∂t
+ rW

∂J

∂W
− 1

2
< ρ,Γ−1ρ >

(

∂J

∂W

)2

/

(

∂2J

∂W 2

)

= 0

J(T,k) = A(k)
	� �����!�� ����8	� �97���� #

α(t,W ) = α∗
(

t,k,

(

∂J

∂W

)

,

(

∂2J

∂W 2

))

�� ������� ��� #
α(t,W ) =

Γ−1ρ

I(t,W )
	:�� I(t,W ) = −W

∂2J

∂W 2
(t,W )/

∂J

∂W
(t,W )

I(t,W ) ����7����� �� ����� ���	�� 9	:������ ���� �� �������
(�&�� �
������� ���� �� ��� ���������


� A(W ) = W 1−β

1−β

 �� �7������	�� �� �� �7���:	��
 �� ����:� #

J(t,W ) =
exp(δ(T − t))

1 − β
W 1−β

�� ��� #
α(t,W ) =

1

β
Γ−1ρ

	:��
δ = (1 − β)

(

r +
1

2β
< ρ,Γ−1ρ >

)
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