COPULES : UNE NOUVELLE VISION
DU CAPITAL ECONOMIQUE
ET APPLICATION A UNE COMPAGNIE A QUATRE BRANCHES

Fabien FAIVRE
Tillinghast — Towers Perrin

RESUME

Le probléme de I'accumulation des risques est sguw@s en avant au travers
d’événements comme les attentats du 11 septembBrke @@pendant ce type d'événements
catastrophiques n'est qu'une manifestation d'unnph#&ne plus général qui est la
dépendance existante entre branches d'activité.

Nous allons considérer une compagnie d’assurancevieoet supposer que son
management a une profonde connaissance du risqaergaans chacune des branches. En
particulier nous allons supposer qu'il n’existe @ incertitude sur la distribution de la
charge sinistre ultime pour chacune des branclaesidtés.

Cependant nous allons aussi supposer que le maeagera mené aucune étude
concernant la forme de dépendance existante eesrdmnches, de sortes que le capital
économique de la compagnie (qui est le montanagdéat que la compagnie devrait détenir
pour contréler sa probabilité de ruine) est estiemésupposant que les branches sont
indépendantes.

Que pourrait-il se produire s'il s’avérait que césanches n'étaient pas
indépendantes ? Dans cet article nous allons seigigrecours a la théorie des copules
comme solution de ce probléme. Nous montreronsngucopule est en effet un outil
permettant de rendre compte de maniére exacte déplendance entre branches d’activités
dans un cadre réaliste.
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ABSTRACT

The problem of risk accumulation is often stresslaebugh events such as the
September 1 terrorist attacks. However such catastrophic evarg only part of a more
general phenomenon, which is the dependence thstsexetween Lines Of Business
(LOBS).

Let's consider a P&C insurance company. We willass that its management has a
thorough understanding of the firm. In particular will assume that there is no uncertainty
about the distribution of claims costs for eaclthefLOBs.

However we will consider that the management didimguire about the dependence
structure that exists between those distributicsts,that the Economic Capital of the
company, which is the amount of capital the compsimuld hold to control its probability
of ruin, is computed by assuming the LOBs to bepehdent.

So what would happen if the real dependence sticsunot independence? In this
paper we will suggest the use of the copula th@srna solution to this problem. We will
show that copulas are indeed tools that enableatalle dependence between LOBs in a
realistic modeling.

KEY WORDS
Copula, Economic Capital, Value at Risk, tail degrce, probability of ruin, DFA,
solvency

1. INTRODUCTION

En assurance non vie, le probléme de I'accumulatemrisques est souvent mis en
avant au travers d’événements comme les attentatkl dseptembre 2001. Cependant ce
type d’événements catastrophiques, et donc atypique peut pas étre pleinement pris en
compte au travers d'une approche classique « mayemariance » (ou écart type) car cette
derniére ne mesure qu’'une dispersion moyenne demscautour du scénario central ou
«best estimate. La prise en compte de tels phénoménes regaiedontraire I'acces a
I'ensemble de la distribution jointe des chargesssies au niveau de la compagnie.

Or jusqu’a récemment, les modeles d'évaluationsajital économique n’avaient
que deux options pour modéliser I'ensemble des gelsarsinistres au niveau de la
compagnie :

e L’accent pouvait soit étre mis sur la descriptias disques souscrits dans chacune
des branches. Chaque type de risque possédaitalprepre distribution (fréquence

Poisson et colt moyen Pareto, fréquence Binomiadgabive et colt moyen
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Lognormale, etc...) qui pouvait étre différente d’oranche a 'autre. Cependant, si

un tel choix était fait, les branches étaient kavent supposées indépendantes.

« La priorité pouvait au contraire étre donnée adacdption de la dépendance entre
les branches par I'utilisation de loi multivariéésidiées de longue date dans la
littérature (telle que la loi normale multivariéeline telle hypothése impose
cependant que la distribution des charges sinigieg chacune des branches
appartienne a la méme famille, ce qui est rareménifié.

Dans cet article nous suggérons le recours a taiéhdes copules pour lever cette
contrainte. Une copule est en effet une fonction auntient toute I'information sur la
dépendance entre variables aléatoires. Grace at#igation, il est possible de construire
des modéles réalistes, ou la dépendance est plemerise en compte alors que chacune
des branches peut avoir un comportement qui lipregire.

Ce modeéle nous servira a illustrer I'impact quatidoduction d’'une dépendance
entre branches peut avoir seule sur la solvaldlithe compagnie d'assurance. Pour ce
faire nous allons considérer une compagnie d'aesera quatre branches et supposer que
son management a une connaissance profonde de ssgscrit dans chacune d'entre elles
(il n’existe aucune incertitude sur la distributidas charges sinistres). Nous supposerons
néanmoins que le management n'a mené aucune éiude dépendance existante entre
chacune de ces branches, de sortes que le camtabrdique de la compagnie, qui est le
montant de capital que la compagnie devrait défmir pouvoir piloter sa probabilité de
ruine, est estimé en supposant que les branchemdépendantes. La question est alors de
mesurer I'impact de cette hypothése sur la solit@bde I'assureur. Nous pourrons, par
exemple, créer une forme de dépendance par ladesl#harges attritionnelles tendent a se
compenser alors que des charges sinistres exceglies peuvent survenir simultanément
sur différentes branches. De tels scénarios nergieat étre créés par une distribution
normale multivariée.

C’est pourquoi aprés avoir brievement introduit tleorie des copules, nous
décrirons la compagnie étudiée et en tirerons dasérjuences pour I'évaluation du capital
économique.

2. LA THEORIE DES COPULES

La théorie des copules est intimement liée a I'étdds distributions de probabilité
multivariées dont les marginales sont données.t@ebre a I'étude de la maniére dont des
phénoménes aléatoires peuvent se combiner, et micufiar produire des phénomeénes
encore plus intenses ou au contraire amortir lestfations de chacun. Ce probleme est



96 F. FAIVRE

d'un intérét tout particulier en assurance non-aa,|'étude des charges sinistres pour
chacune des branches s’est imposée au traversctiéitéa de tarification ou d’'étude de
solvabilité.

Il apparait que chaque branche d’'activité poss@eedistribution de charge sinistre
qui lui est propre. Cette derniére est souvent asygue et peut présenter une queue de
distribution lourde (probabilité accrue de réalmatd’événements graves a extrémes), de
sorte qu’aucune fonction de répartition multivaridassique ne peut modéliser une telle
variété de comportements individuels. Nous allorentner que la théorie des copules
permet de lever cette contrainte.

2.1 Qu'est-ce qu'une copule ?

Une copule (ou n-copuleC est la fonction de répartition jointe d'un vecteur
aléatoireU = (U1- e Un) de IR dont les marginale®s,...,Us sont uniformes U[O ;1] :
C(ul, un): Pr(Ul <u,..,U < un)ul...,un D[O;l] (1)

L'un des principaux attraits de la théorie des ¢tepwest donné par le théoréme de
Sklar :
Q Théoréme (Sklar 1959) :
Soit F une fonction de répartition n-variée (F det fonction de répartition de
X = (Xl, Xn)) dont les marginales - ..., R, sont continues (Fest la fonction de

répartition de X, ..., F, celle de X). Alors il existe une unique copule C telle que :
F (e X X) = C (R () F (%) R (60)) (2)
ol (%y--., X, X, ) 0 DomF, x ... x DomF,

On peut conclure trois choses de ce théoréme :

* Tout dabord, puisque le fonction de répartition Itiwariée contient toute
l'information sur le vecteur aléatoire qu'elle cetérise, cela signifie que la copule
contient toute l'information sur la dépendance existe entre les composantes du
vecteur aléatoire.

» De plus, puisque le théoreme ne requiert pas degimates qu'elles soient
identiques, ou méme qu’elles appartiennent a la enfamille, il est possible de
construire des fonctions de répartition multivasié@nplement en sélectionnant des
fonctions de répartitions marginales continues (@eemple Lognormale, Pareto,
Weibull et Gamma) ainsi qu’une copule pour les lier

» Enfin I'étude des phénomeénes aléatoires multivgr@sg se scinder en deux parties :
I'étude, dans un premier temps, des comportemedigiduels au travers de I'étude
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des marginales, puis I'étude de la forme de dépwmleexistante entre ces

comportements individuels qui est I'étude de lautep

Dans un contexte d’évaluation du capital économitjuee compagnie, cela signifie
que I'étude de la distribution des charges sirsstre niveau de la compagnie se réduit a
deux étapes clefs : rendre compte du comportemesitctiarges sinistres au niveau de
chaque branche, puis refléter la dépendance esdgrbranches en choisissant une copule.

Ce théoréme fournit aussi une maniére de générdise modéles préexistants
d'évaluation du capital économique ayant recoursdes fonctions de répartitions
multivariées connues. En effet, puisque toutesdistsibutions présentent des marginales
continues, il existe une unique copule, impliciés, reliant. Une fois cette derniére isolée, il
devient possible de la réutiliser avec d’autresginates susceptibles de mieux refléter les
caractéristiques de la société étudiée.

En conclusion, une copule est une fonction quiieahttoute I'information sur la
dépendance existante entre les composantes d'teuveadéatoire. En tant que telle, il est
possible d’en déduire des mesures de dépendanbalegoou asymptotiques que nous
décrirons par la suite, mais intéressons-nous aupat aux formes de dépendance
extrémes.

2.2  Bornes de Fréchet et relation d’ordre partiellesur 'ensemble des copules

Parmi 'ensembles des copules, trois sont d’uneragtarticuliére C~, C” et C*,
qui sont respectivement les copules exprimablare-comonotonid’indépendancet la
comonotonie

La contre-comonotonie est la forme extréme de dfpere négative,
'indépendance est I'absence de dépendance etneraatonie est la forme extréme de

dépendance positive :
n

C‘(ul,...,un)= ma Zui -n+1;0 (3)
i=1
c(uy,....u,)= - u; 4.)
v
C* (U, Uy) = min(yg ;... uy) 5.

oUul,...,unD[O;l].

Remarque : C” et C* sont des copules quelle que soit la dimensionais @~ n’est une
copule que dans le cas bivarie. Néanmo@is est quelle que soit la dimension(n
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supérieur a deux) la meilleure borne ponctuellestca dire que pour toutdans DomC™
il existe une copuleC telle queC(u) = C_(u).
Ainsi lorsqu’une compagnie considére que les siggsauxquels elle est confrontée

sont indépendants d'une branche a une autre, d@isidere implicitement que la
distribution de charges sinistres au niveau d®mapagnie est :

n
F(xlx,xn)=I_JF,(x,) ou n représente le nombre total de branches peur
1=

compagnieF est la distribution de charges sinistres pouréathe i, etx est le montant

de la charge sinistre pour la branche i, ce querg\a écrire :
F(Xgseees X reen X ) = CP (R (%) )eees B (% )Py (X))

De maniéere a introduire un élément de comparaistre ecopules, nous allons
définir une relation d’ordre partielle sur 'ensdmbdes copules :

Q Définition (Nelsen [1998]) :
Une copuleC; est dite plus petite qu'une copul®, si

0 (u,....u,) 001", Cy(uy, ..o uy) < Coluy, oy

On noteC,; <C,.

< est appelé ordre de concordance, et est lié admidance stochastique d'ordre 1
sur les fonctions de répartition.

On peut remarquer que la relati@h < C < C* reste valide pour toute copule C.
En s’appuyant sur cette définition, nous dironsuge’ copule C traduit :

« Une forme de dépendance positivessi < C < C*,

« Une forme de dépendance négativ€si< C < C".

Il est important de noter qu& est une relation d’'ordre partielle. Il existe dates
copules qui traduisent une structure de dépendguiagest ni positive, ni négative.

Cette définition nous fournit un premier outil, thigue, pour introduire un élément
de comparaison entre copule. Nous avons ainsi msta@r qu'il existait des formes
extrémes de dépendance que nous avons carachuoisg allons maintenant introduire des
mesures de dépendance qui S'appuient sur les ptépides copules.

2.3 Mesures de concordance et dépendance de queue

Comme mentionné en 2.1, une copule contient tGaferimation sur la structure de
dépendance existante entre les composantes d'teuvedéatoire. A ce titre il est possible
de créer des mesures de dépendance qui peuvergxtienées en termes de la copule
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sélectionnée. Dans cet article nous introduironsx deous-catégories de mesures, selon
gu’elles quantifient une dépendance globale (mesdeeconcordances), ou une dépendance
asymptotique entre événements extrémes (dépendarmqgeue).

Les mesures de concordance sont le pendant ducoeetfde corrélation linéaire
(ou Rho de Pearson) pour les distributions ellymi& (comprenant en particulier les
distributions normales et student multivariées).efat Embrechts (1999) [c] a montré que
I'utilisation du coefficient de corrélation linéaidans de telles situations pouvait amener a
des résultats contre intuitifs. En particulier imantré que si les distributions des variables
mesurées étaient données et non elliptiques, @ amsefficient de corrélation linéaire entre
les deux variables n'était pas libre de parcouitd la plage [-1; 1]. C'est pourquoi en
présence de distributions asymétriques, a queudisigbution lourde, les mesures de
concordance constituent un bon substitut au caeefficde corrélation linéaire : elles
appartiennent a [-1 ; 1], sont nulles lorsque lasables sont indépendantes et I'ordre de
concordance sur les copules induit I'ordre sur &sune. Cependant ces mesures souffrent
des mémes lacunes que le coefficient de corréldtiaraire : si deux variables sont
indépendantes alors la mesure de concordancelistmais la réciproque est fausse. Deux
exemples connus de mesures de concordance scat ldeTKendall et le Rho de Spearman.

0 Définition : Le Tau de Kendall d’'un vecteur aléatoi('ﬁ, Y) est tel que
7(X,Y)=P{(x - X)(Y -Y)>0}-Pr{(X - xX)(¥ -Y) <0} (6.)
ot (X', Y') est une copie indépendante @¢, Y).
Le Tau de Kendall mesure donc la différence emtnerbbabilité de concordance et
de discordance d’'un couple de variables aléatoires.

O Définition : Le Rho de Spearman d’un vecteur aléatdh(eY) est tel que :
0s(X,Y) = oo (Fe (X), R (Y)) (7)
ou Ry .et K, désignent respectivement les fonctions de répartile X et Y, et ou
Pp est le coefficient de corrélation linéaire de Pears

Ces mesures permettent donc de quantifier une dépee globale entre deux
variables aléatoires, mais il peut étre intéresdantonnaitre la dépendance existante entre
les deux variables lorsque des événements extr&measroduisent, c’est le but de la
dépendance de queue.

Contrairement au Tau de Kendall ou au Rho de Spearta dépendance de queue
est donc une mesure asymptotique de dépendance watiables aléatoires. Plus
particulierement on peut différencier la dépendadeequeue supérieure qui mesure la
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dépendance asymptotique dans le quadrant supédieiir (réalisations conjointement
élevées), et la dépendance de queue inférieunmeglire la dépendance asymptotique dans

le quadrant inférieur gauche (réalisations congoim@nt faibles).
La dépendance de queue supérieure d’un vectetloiadéé\x, Y) est définie par

A(X, Y) = lim Pr( X >FAa)| Y >F(a) ) (8)
La dépendance de queue inférieure d'un vecteutoeitlédx, Y) est définie par

A(X,Y) = lim Pr( X <F(a)| Y <Fa) ) ©)
De sorte qued, A O [0,1].

Dans la suite de cette article nous désigneronalpas de langage « dépendance de
queue » la dépendance de queue supérieure d’'wEuvedéatoire.

Dans notre contexte de gestion des risques, landépee de queue répond a la
question : « sachant qu'une charge sinistre extréffecte la branche Y, quelle est la
probabilité qu’une charge sinistre d’ampleur refatau moins équivalente impacte aussi la
branche X ? ».

Comme nous le verrons dans la partie suivanteolesels de dépendances exprimées
par les copules varient fortement d’une famillena autre.

2.4  Etude comparative de trois familles des copulesles copules Normales, de
Student et Gumbel

Cette bréve introduction a la théorie des copusseffisante pour introduire trois
familles de copules : les copules Normales, de é3tudt Gumbel. Chacune d’entre elle
traduit une forme de dépendance particuliére qui stlisée dans la troisieme partie de ce
document.

Les copules Normales et de Student appartiennertestodeux a une catégorie
particuliere de copules appelées copules ellipiq@es derniéres sont en effet liées aux
distributions elliptiques par un corollaire du théme de Sklar introduit en 2.1. En effet
sous les hypotheses du théoréme de Sklar il esibp@sle créer des copules a partir de
fonctions multivariées connues par la relation :

C(ul,...,un)=F(Fl‘l(ul),...,Fgl(un)) (10.)
ol W,...,Un D[O;l].

Il est toutefois crucial de noter que I'emploi dducopules normale, par exemple, ne
signifie pas que la distribution de charges siegstiu niveau de la compagnie soit normale
multivariée. Au contraire chaque branche possédedistribution qui lui est propre, mais
elles sont liées au niveau de la compagnie vidifation d'une copule normale.
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Q Copule normale : cette copule tire son nom de I'une de ses prawifui veut que
lorsqu’on I'applique a des distributions normalesvariées, on obtient une distribution
normale multivariée classique. Cette copule est @xplicitement ou implicitement a la
racine de la plupart des modéles d'évaluation chitalaéconomique que nous avons
mentionnés dans l'introduction, une attention topéeticuliere est donc vouée a ses
propriétés.

La copule normale peut s’exprimer de la faconautie :

Cga(u) = d)?,(d)'l(q) @Y Lh)) , o la matrice des corrélations... ty, 0] ]¢(11.)

ou ®3 et @ sont respectivement les fonctions de répartitiormmales multivariées et
univariées.

L'un de ses principaux attraits est qu’'elle peraeets le cas bivarié d’exprimer tout
le spectre de dépendance@e a C*, en passant pat” .

T —2arcsir|( ) -5 ir| 2.
i _]_T pl,] ’pSi,j —]—TarCS| T .

Néanmoins cette copule présente une dépendangaede nulle sauf dans les cas
extrémes oup”:il. Ceci signifie que I'utilisation cette copule irgple que les
charges sinistres extrémes sont indépendantes dianehe a l'autre.

La planche suivante fournit une représentatiodaddensité de la copule normale

a"C

clug,...,.uy ) =——(uy, ...,u lorsqu’elle n'est appliquée qu'a deux branches
1 n 9 d 1 n
U, ...0u,

d’'activité. Lorsque le tau de Kendall augmente 2080 a 75% dans cet exemple), on

voit que la distribution de probabilité se ressautour de la premiére bissectrice, ce qui
traduit le fait qu’une forte perte sur la brancheefa probablement accompagnée d’'une
forte perte sur la branche Y.

Copule Normale Copule Normale

R
/// /," \\ \\ -
o ~_
e A /
b e

z%/ . // g

Tau=20% Tau=50% Taus75%
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O Copule de Student :1l s'agit aussi d'une copule elliptique dont I'eggsion est la
suivante :

t — -1 -1
CV,R(uli"'!un)_tS,R(tv (ul)""’tv (un)) (12.)
ou tyr est la fonction de répartition de Student n-variéele nombre de degrés de

liberté, et R la matrice des corrélations. Dangde bivarié, cette copule permet de
parcourir tout le spectre de dépendanceCdea C*, excepté I'indépendance. En effet
pour une valeur de finie et supérieure a 1, cette copule présentuosi une double
tendance, a la fois positive et négative, qui spatiait que dans le cas &} = +1.

En particulier cette copule permet d'exprimer uh&endance de queue dont
lintensité dépend non seulement du coefficignf , mais encore de ce coefficient:

1-R, | .
R, | i, jo{1...,n} (13.)

avect,,, la fonction de survie d'une variable Student &1 degrés de liberté.

Cette copule est tres proche de la copule normalarticulier on peut montrer que
la copule de student est exactement identiquecapale normale si on considére qu'il
n'y a pas de dépendance de queue, c'est a dirdgpdépendance entre les événements
extrémes ¢ — ). Cependant, la possibilité d'inclure une dépecdaentre les
événements extrémes permet des formes de déperndemdéférentes. Dans la série de
graphique suivante, nous avons représenté leseppolrmales et Student dans le cas
bivarié. Nous avons fixé la dépendance globale &amnde Kendall de 20% et faisons
varier la dépendance de queue pour illustrer nogqs :

Copule normale :

Copule Normale

| e
e /
’ ; 0% Dépendance de queue 41%
SN

Tav20%
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Copule de Student :

Copule de Student Copule de Student Copule de Student

L e
// ‘\ \\\\X

Tau=20%, Dépendance de queue=0% Tau=20%, Dépendance de queue=22% B

A mesure que la dépendance de queue augmentsfribudion se transforme pour
finir par adopter cette forme en croix, trés comE@autour de la premiére bissectrice,
mais aussi a chaque coin du carré. Cela signiflanguforte charge sinistre sur la
branche Y peut étre vraisemblablement accompagritd’'sne forte charge sinistre sur
la branche X (coin supérieur droit), soit d’'unéofaisinistralité (coin inférieur droit).

Une autre preuve de la parenté des copules norraal&sudent est le faite qu'elles
partagent le méme lien avec le Tau de Kendall :

Dépendance de queve=1%

Ti | :]—2_[ arcsin(Ri’j )

Copule de Gumbel :contrairement aux copules normales et de Stuédlatpe dérive
pas d'une fonction de répartition multivariée, meg parti de la classe des copules
Archimédiennes. La copule de Gumbel est trés difféer des deux précédentes copules :
elle ne peut modéliser que des formes de dépengmsigves (ou I'indépendance), et

. . - N nin-1) .
puisqu’elle ne dépend que d'un seul coefficientc@mnparer auxT paires de
composantes d’'un vecteur aléatoire de dimensiomll®,est symétrique et ne permet

donc pas de traitement particulier pour quelquespasantes. Son expression est la
suivante :

n 1/6
C(ul,...,un):ex - Z(—Inui)g , 621 (14,
i=1
La structure de dépendance positive transpardiaaers de la relation ent@ et 7 :
1
r=1-=— 15.
5 (15

La dépendance de queue supérieure exprimée parcogiule est de surcroit forte,
alors que la dépendance de queue inférieure mgtauts nulle :
A, =2-2Y¢ (16.)
AL =0 a7)
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Dans la planche suivante, on voit trés nettenembhdsse de probabilité importante
accordée a la réalisations de charges sinistresltamément élevées (coin supérieur
droit).

Copule de Gumbel Copule de Gumbel Copule de Gumbel

Taus20% Taumso% Taus7s%

Dans le contexte de I'évaluation du capital écogom d’'une compagnie, le
principal intérét de I'utilisation d’'une copule Gaimbel est qu’elle permet de confronter
la solvabilité de la compagnie a des scénarii d#fehles (stress scenarii), c’'est a dire
lorsque les événements exceptionnels tendent &rguren méme temps, alors que les
sinistres les plus communs restent indépendants.

Apres cette bréve introduction a la théorie dgmutEs, nous allons voir comment ces
derniéres peuvent étre incorporées dans un mod&laldation du capital économique, et
explorer les avantages de leur utilisation.

3. DEPENDANCE ET CAPITAL ECONOMIQUE

Nous avons vu que les copules étaient un outinddélisation de la dépendance
entre les composantes d'un vecteur aléatoire. Beréme de Sklar (2.) montre que la
théorie des copules s'inscrit parfaitement darsohgexte des compagnies d’assurance non-
vie, pour lesquelles les charges sinistres ontdesctéristiques différentes d’une branche a
une autre.

Nous allons maintenant introduire un modeéle d'éstbn du capital économique qui
prenne en compte la dépendance de la sinistralité branches d’activité. Ce modeéle nous
permettra d’appréhender les effets que la déperdpaat avoir, seule, sur la solvabilité
d’un assureur.

Dans cet article nous entendons par capital écopemrie montant de capital juste
nécessaire a la compagnie pour controler sa pritidathe ruine sur quatre ans sans soutien
ponctuel extérieur en cas de défaillance. Mathématnent cela se traduit en terme de
Value at Risk & un certain niveau de protectioraddistribution du maximum des pertes
sur les quatre années de projection.
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Description de la compagnie étudiée
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Nous allons considérer une compagnie a quatre beard’activité. Nous allons

supposer que son management a une connaissancedeafu risque souscrit dans chacune

des branches, en particulier ce dernier connat aamiguité la distribution de la charge

sinistre dans chacune des branches, telle quaaléars la table ci-dessous :

Branche 1 | Branche z | Branche ¢ | Branche 4
Principe de tarificatior Espérance mathématique
é Chargement de sécuri 0% 20% 2% -10%
& Cadence | Année 1 100% 100% 50% 50%
d’acquisitior | Année 2 50% 50 %
g Année 1 100% 100% 50% 40%
% Cadence de | Année 2 30% 30%
£ | paiements | Année & 20% 20%
3 Année 4 10%
LL
Fréquence Poisson
O Parametre 10
'S -
5 Codts moyens Pare/zto Pargto LogNormale Pargto
2 européenng européenns européennsg
a N a =100 000ja = 100 000 U= 2 a =100 00
Parametres
a=21 a=21 =3 a=1.8
ou
Distributior Densité Espérance Variance
Pareto * six>a si a>18 % si a>2
a i - a-1p(a -
européenne ())( sinon
;l(lﬂ(x)-/ljz o2
LogNormale m— six>010912; Hr = 2u+c? | o2
o2 sinon e e e’ -1
0




106 F. FAIVRE

Les actifs investis produisent de plus des inténétsde 5%.

On retiendra de ce tableau que la Branche 1 possgdedistribution & queue
moyennement lourde au regard des autres branchsriBnes sont tarifées a I'espérance
mathématique de sorte que cette branche tend aipratks pertes un exercice sur deux. La
Branche 2 est une copie de la Branche 1 avec Uficiert de chargement supplémentaire
de 20% qui réduit sa probabilité de ruine. La Bren8 présente une distribution de charges
sinistres ayant une queue plus fine que les abtasches. La Branche 4 quant a elle a la
distribution la plus lourde et ses primes sontutersit sous tarifées. La Branches 1 et plus
particulierement la Branche 4 sont donc les plssejptibles de produire de larges pertes au
niveau de la compagnie.

Suivant l'esprit du théoréeme de Sklar, nous avarsoduit les comportements
individuels de chaque branche. Nous allons maintein&oduire les formes de dépendance
qui vont lier les charges sinistres au niveau dmtapagnie.

3.2  Copules sélectionnées

Alors que les hypothéses précédentes étaient ségpannues du management,
nous allons considérer que ce dernier n'a pas é&tiadforme de la dépendance pour leur
compagnie, de sorte que le capital économique vedtié en supposant que les branches
sont indépendantes.

Dans notre modéle nous allons introduire une fod@elépendance directement au
niveau de la distribution des charges sinistresaviglection de différentes copules :
O Une copule normale tout d’abord dont la matricea@sélations est la suivante :

1 0.5 0 -0.9
0.5 1 0 -0.4
0 0 1 0
-0.9 -0.4 0 1

Sous cette hypothése les Branches 1 et 4, quilssnilus volatiles, tendent a se
compenser. La Branche 3 reste indépendante desdurinches.

0 Une copule de Student présentant la méme matrisecdeélations que la copule
normale, mais avec un coefficient égal a un, ce qui induit une forte dépendance de
qgueue (équation 13).

0 Une copule de Gumbel avec un coefficigh#&gal & deux. Cette copule indique avec ce
paramétrage que toutes les branches sont posititedépendantes (Tau de Kendall
égal a 50% (équation 15)), alors qu'une dépenddaagieue forte existe aussi.
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3.3 Résultats des simulations
Nous avons effectué 500 000 itérations de I'évotutie la société sur quatre ans et
voici nos résultats :

Importance relative vis-a-vis de 'indépendance

1.8

1.6

14

=F— indépendance
=7 - normale
=& gudent

7 gumbel /

12

Capital fconomicgue

1.0

0.3
1

0.6
1

T T T T T T
0.30 0.92 0.94 0.96 0.98 100

HMiweau de protection

Nous avons représenté sur ce graphique le montacapital économique calculé a
différents niveaux de protection pour chacune de hgpothéses de dépendance. Ces
montants sont exprimés en importance relative wis-ae I'hnypothése d’'indépendance, qui
est I'hypothese formulée par le management.

On peut voir que la dépendance positive, ainsi lgu®rte dépendance de queue
induite par la copule de Gumbel se matérialise ysar augmentation d’environ 70% du
montant de capital économique requis. C’est aglifavec une telle dépendance, il faudrait
70% de capital en plus a notre compagnie pourdinga probabilité de ruine a un certain
niveau donné.

Au contraire, l'introduction d'une dépendance négagentre branches, via notre
paramétrisation des copules normales et de Studemd, comme escompté a réduire
I'exigence de capital. Cependant a mesure queveanide protection augmente, on observe
que ces deux copules induisent un comportemerdérdiff : pour les trés hauts niveaux de
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protection, la copule normale tend vers les préifist faites avec [I'hypothése
d’indépendance, alors que pour de tels niveau déeqtion, la copule de Student va
excéder ces prédictions.

La question est donc : pourquoi ces deux copul@nani-elles a des situation aussi
différentes pour des niveaux de protection élevés ?

Nous allons apporter a cette question une répansex partie.

3.4  Copules normales et de Student : de sceurs a simes

La premiere partie de notre réponse va étre deetepgertaines propriétés des
copules normale et de Student.

Comme nous l'avons vu en 2.4, la copule de Studshexactement identique a la
copule normale si on suppose qu'il n'existe pasdédpendance entre charges sinistres
extrémes. Cependant la copule de Student présergaramétre supplémentaire qui permet
d’introduire, et de contrdler l'intensité d’'une @dplance de queue. A niveau global de
dépendance fixé (tau de Kendall fixé), 'augmentaiie la dépendance de queue confére a
la densité de cette copule une forme en croix ques mllons mettre en évidence dans les
charges sinistres qui ont été générées par chadeimees copules, via l'utilisation d'un
dépendogramme, mais introduisons tout d’abord Gestjun dépendogramme.

Considérons qu’'une compagnie Lambda ait expérimdat& charges sinistres de
disons 100 et 3000 sur la Branche 1 et la Branche 2

Branche 1 Branche 2
(200 ; 3000)

On ne peut pas dire immédiatement si ces montamitsosl non importants. |l faut
les replacer dans toute I'expérience que I'on acesrdeux branches. Supposons donc que
'on dispose de cing années d'historique de chargiaistres ultimes pour ces deux

branches :
1 2 3 4 5
Branche 1 [ 10 13 53 100 223 |
Branche 2 [ 2000 3000 4000 10000 50 000Q|
1 2 3 4 5

On les classe et on observe que les 100 de chaigiesayant affecté la Branche 1
constituent la quatrieme plus grosse charge sinjamais expérimentée. Au contraire les
3000 de la Branche 2 ne constituent que la deuxigioe grosse. On peut donc faire un
graphique et placer un point a (66%,33%) (respestent 4/(5+1) et 2/(5+1)) qui
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correspond aux quantiles empiriques de la disiobutle charges sinistres pour ces deux
branches d’activité.

Dépendogramme

100%

(

4

5+1;5+1

2

Branche 2

| -

80%

60%
40%

20%

0%

100%

Branche 1

Or dans notre modéle, les quantiles des distribatae charges sinistres branche a
branche sont exactement les objets que contr@lepale.

Dépendogramune des charges sinistres

00 02 04 06 08 10
L |

00 02 04 08 08 10
L L L

Branche 1

Branche 2

08

Branche 3

04

oo

0z

Branche 4

04

oo

T L T
00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

Copule normale

Sur cette planche sont représentés les dépendogamen charges sinistres pour
chacune des branches, lorsque la forme de dépendapposée est une copule normale
avec la matrice des corrélations introduite en @2.peut remarquer que la Branche 3 est
effectivement indépendante des autres branchesqumiides points sont répartis
uniformément sur chacun des dépendogrammes coscénéeut aussi remarquer la forte
dépendance négative entre la Branche 1 et la Beafich

Cependant lorsqu'on considére la copule de Studeast la méme matrice de
coefficients (et un coefficient de queue égal ald)comportement exprimé s'avéere trés

différent :
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Dépendogramme des charges sinistres

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 0210
|

Branche 1

Branche 2

Branche 3

Branche 4

04

= |
=

T e e L
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Copule de Student

En particulier la Branche 3 n’est plus indépendalet® autres branches et sur chacun
de ces dépendogrammes ont peut remarquer cette femmroix que nous avions évoquée
en 2.4. Ce résultat est trés intéressant car itr@aue méme pour les Branches 1 et 4 qui
sont trés négativement dépendante il y a toujaupobsibilité de voir survenir des charges
sinistres extrémes lors du méme exercice (cercis acoin supérieur droit).

Nous avons donc vu que l'utilisation de la copuwdeStudent permet de générer des
scénarii dans lesquels la forme générale de landigpee est celle exprimée au travers de la
matrice des coefficients, mais qui autorisent néansn la survenance simultanée
d'événements extrémes. Ce que ne permet pas lecopmale.

3.5 Dépendance des charges sinistres extrémes

La deuxiéme partie de notre réponse sera d’explardépendance existante en cas
de survenance d’'une sinistralité exceptionnelleisMaparavant il faut se rappeler que dans
notre modeéle la Branche 2 est une copie de la Beadc(méme distribution) et que le
processus de ruine au niveau de la compagnie dépamdseulement de la forme de la
dépendance, mais aussi des distributions margi silgstralité sur chacune des branches).
C’est pourquoi nous allons considérer les 0.5% uiees extrémes au niveau de la
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compagnie et se concentrer sur les Branches Icemne illustration des propriétés de la
copule sous-jacente.

Le graphique suivant constitue une sorte de démgadone modifié, incluant une
dimension supplémentaire qui est le nombre d’olsiEms faites.

Indépendance - Dependogramme des ruines

Branche 2

0.5% de ruines les plus intenses

Lorsque les branches sont supposées indépendantet)serve que les intensités
des ruines sont distribuées uniformément sur la,@auf pour une région qui correspond
aux événements extrémes simultanés sur les Braidche2. Or nous avons vu en 2.2 que
'indépendance pouvait étre exprimée sous formeageile. Cette expression nous permet
de calculer la dépendance de queue de cette caguileest nulle. Cela signifie que la
probabilité pour que des événements extrémes s simultanément sur deux branche
est nulle. Ceci ne constitue cependant qu'une ptEplasymptotique, de sorte que pour
n'importe quel seuil0 < a <1 donné, la probabilité pour qu'une charge sinisiee
guantile supérieur @ se réalise sur deux Branches existe, mais edefdiela signifie
gu’un modéle d'évaluation du capital économiquedfosur cette hypothése va, si elle n'est
pas vérifiée, produire peu, si ce n'est aucunssiseénario.

La copule normale ne permet pas non plus de predidrtels stress scenarii, comme
mis en évidence dans le graphique suivant :
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Copule Normale - Dependogramme des ruines

Branche 2

0.5% de ruines les plus intenses

A contrario, la copule de Student, avec notre jeupdramétres, présente une
dépendance de queue de 50% qui se manifeste arstrde ce pique dans la région des
ruines extrémes simultanées :

Copule de Student - Dependogramme des ruines
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Branche 2

0.5% de ruines les plus intenses
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L’'absence de ruines simultanément graves sur ladBeal et faible sur la Branche 2
est a mettre en relation avec le lien qu'ont casidees avec la Branche 4 qui présente la
distribution de charges sinistres la plus lourde Branche 4 contribue en effet fortement a
la qualification parmi les 0.5% de ruines les phéveres. Pour les ruines de moindre
intensité, la forte dépendance négative entre taadhies 1 et 4 empéche la qualification de
charges sinistres moyennes a fortes sur la Brabajg ne soient pas concomitantes avec
des charges sinistres moyennes a fortes sur laBedh

Le pic de sinistralité¢ est encore plus marqué aeecopule de Gumbel et sa
dépendance de queue de 58% induite par nos paesmetr

Copule de Gumbel - Dependogramme des ruines
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Branche 2

0.5% de ruines les plus intenses

Ce qui corrobore la propension qu'a cette copulplaeer une masse de probabilité
accrue sur survenance d’événements simultanénagse{voir 2.4))

4, CONCLUSION

Dans cet article nous avons présenté un modelald&ion du capital économique
d’'une compagnie d’assurance qui prenne en compti&pandance de la sinistralité entre
branches d’activité, via I'utilisation des copules.

Ce modele nous a permis d’explorer les effets que gvoir la seule dépendance sur
la solvabilité d’'un assureur. |l apparait que I'btipse d’'indépendance, si elle n'est pas
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vérifiée, peut amener a négliger les bénéficeadmimpensation des risques et les dangers
de leur accumulation.

En particulier, nous avons vu que la prise en cenditne dépendance entre charges
sinistres extrémes amenait a une augmentationpeuii étre significative, du besoin en
fonds propres.

Nous considérons que de futurs développementstaeail pourraient étre I'étude
des copules a structure hiérarchique, de maniéreaduire une dépendance au niveau des
produits, puis au niveau d'une ligne d’affaire, pau niveau de la compagnie, ainsi que
I'étude de la théorie des valeurs extrémes multear pour construire des scénarios de
crises multivariés réalistes dans un cadre détéstain
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