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centrales. En Afrique subsaharienne francophone, cette courbe n’est pas encore construite.
Dans cet article, nous proposons une analyse comparative des modéles de construction
d’une courbe des taux sans risque pour les marchés de 'UEMOA, de la CEMAC et de la
CIPRES. En premier lieu, un état des licux des courbes de taux rencontrées en Afrique est
effectué. En second lieu, nous étudions les modéles de construction d’une courbe de taux
ZC, ainsi que les modéles d’interpolation et d’extrapolation de ces taux a des maturités non
observables. Enfin, une application numérique sur les obligations d’états des pays de
I’espace UEMOA cotées a la bourse régionale des valeurs mobiliéres (BRVM) est mise en
ceuvre.
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1. INTRODUCTION

La courbe des taux sans risque ou de rendement (yield curve) est la fonction qui, a
une date donnée, pour chaque maturité, indique le niveau de taux d’intérét pour un
placement sans risque de défaut de 1’émetteur. Elle répond a deux demandes sur les
marchés financiers puisque, d’un c6té, elle agrége ’ensemble des taux d’intérét que va
devoir s’acquitter un émetteur et, de I’autre, elle informe les investisseurs des rendements
d’un titre selon sa maturité. La structure et I’évolution de la courbe sont donc des
informations cruciales pour I’efficience des marchés obligataires (cf. ALLOUCHE [2013]).

La courbe des taux sans risque permet de déduire les facteurs d’actualisation,
reflétant ainsi la valeur future d’une série de flux financiers. En assurance, elle permet
d’estimer les engagements des compagnies d’assurance et d’optimiser leur politique
d’investissement (ALM). Dans le secteur bancaire, cette courbe est fondamentale dans
I’élaboration d’un systéme interne de tarification des contreparties (cf. GBONGUE
[2015¢])).

Malgré les applications multiples de cette courbe, nous remarquons son inexistence
dans plusieurs espaces économiques africains. Dans la littérature, les travaux portant sur la
construction d’une courbe des taux sans risque dans un pays africain sont ceux de LABA
[2010] et [2011], MOUNGALA [2013] et GBONGUE [2015¢].

MOUNGALA [2013] utilise la méthode ACP pour construire les courbes des taux
de I’Afrique du Sud, la France et les Etats-Unis. En outre, LABA [2010] et [2011]
présentent une approche de reconstitution de la courbe a partir des taux actuariels observés
sur le marché de I’Union Economique et Monétaire Ouest Africaine (UEMOA).
GBONGUE [2015¢] discute de la forme de la courbe des taux sans risque pour les pays de
la Conférence Interafricaine de la Prévoyance Sociale (CIPRES) sur les parties observable
et non observable, ainsi que des hypothéses inhérentes a sa construction.

Il n’existe pas de courbe des taux pour 'UEMOA, la CEMAC, la RD Congo et le
Comores, ce qui signifie qu’il n’y a pas de courbe des taux dans la zone CIMA ou la zone
CIPRES. En pratique, la construction d’une courbe des taux requiert un marché financier
dynamique contenant une quantité réguliére de titres en circulation, avec des émetteurs de
référence’. Force est de constater que seule 'UEMOA dispose d’un marché financier

régional susceptible de favoriser la formation d’une courbe de rendement de référence.

! Ces émetteurs sont les Etats. Cependant, nous entendons par émetteur de référence, un Etat qui est bien noté par
les agences internationales de notation.
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Cette situation s’explique par le fait que :

- Dans la Communauté Economique et Monétaire des Etats de I'Afrique
Centrale (CEMAC), le marché financier régional est au stade
embryonnaire. De plus, il n’est pas intégré car il comprend deux places
financiéres que sont la bourse des valeurs mobiliéres de 1’ Afrique centrale
(BVMAC) et la bourse de Douala (DSX), ainsi que deux autorités de tutelle
en occurrence la Commission de Surveillance du Marché Financier de
I’ Afrique centrale (COSUMAF) et la Commission des Marchés Financiers
(CMF).

- Aux Comores, le secteur financier est relativement petit et peu développé.
Il est constitu¢é d’une banque centrale (BCC), de deux banques
commerciales (dont la plus grande, a savoir la Banque pour I’industrie et le
commerce des Comores, est la propriété de BNP Paribas), d’une banque de
développement et de deux réseaux d’IMF (les Mecks et les Sanduks) (cf.
BAD [2010]).

- En RD Congo, le marché financier est régulé par la Banque centrale du
Congo (BCC). Par comparaison au marché de 'UEMOA, nous pouvons le
restreindre au marché monétaire sur lequel la BCC émet des obligations et
des bons du trésor sur des maturités courtes (inférieures a 29 jours).

Cette absence de courbe des taux est un obstacle au développement économique des
pays de la zone CIPRES, notamment pour le financement & moyen et long terme de leurs
économies. Ainsi, le but de cette étude sera de fournir une courbe des taux sans risque
pertinente aux pays des espaces économiques de I’'UEMOA, la CEMAC, la RD Congo et les
Comores.

Dans les sections suivantes, nous ferons un état des lieux des espaces économiques,
ainsi que des organismes de contrdle rencontrés en Afrique subsaharienne francophone',
une revue de littérature des modeles de construction d’une courbe des taux, ainsi que 1’état

des lieux des pratiques européennes.

1.1  Etat des lieux

Cette sous-section vise, en guise d’introduction, a planter le décor en présentant les

espaces économiques de I’Afrique de 1’Ouest et de I’Afrique centrale, ainsi que les

! Nous nous restreindrons aux zones UEMOA et CEMAC.
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organismes de controle de I’activité d’assurance. En pratique, nous nous intéresserons a
PUEMOA, la CEMAC, la CIPRES et la Conférence Interafricaine des Marchés
d'Assurances (CIMA).

1.1.1 Les espaces économiques

En Afrique subsaharienne francophone, notre attention se focalisera sur les espaces
économiques de I’ Afrique de I’Ouest et de 1’ Afrique Centrale a savoir I’Union Economique
et Monétaire Ouest Africaine (UEMOA) et la Communauté Economique et Monétaire des
Etats de I’ Afrique Centrale (CEMAC).

Union Economique et Monétaire Ouest Africaine (UEMOA)

C’est une organisation Quest-Africaine qui a comme missions la réalisation de
I’intégration économique des Etats membres, a travers le renforcement de la compétitivité
des activités économiques dans le cadre d’un marché ouvert et concurrentiel et d’un
environnement juridique rationalisé¢ et harmonisé. Elle rassemble huit pays : le Bénin, le
Burkina Faso, la Céte d’Ivoire, la Guinée Bissau, le Mali, le Niger, le Sénégal et le Togo.
Les pays membres partagent une monnaie commune, le franc CFA (XOF), une politique
monétaire et une banque centrale, la Banque centrale des Etats d’Afrique de 1’Ouest
(BCEAO). Les tableaux ci-dessous font un état des lieux du contexte économique et social
de quelques pays de "'UEMOA (cf. GBONGUE et al. [2015d]) :

% des . . . Ratio .
AL Ratio de | Espérance | Espérance . . |Croissance .
pers. agées| ., . . Indice de | emploi- Inflation
dépendance | de vie des | de vie des | ., s . du PIB 0
(65 et %) hommes | femmes fécondité | population (%) (%)
plus) ° (%) ’
Bénin 2,9 86,2 57,8 60,6 4,9 72,9 5,64 0,97
Burkina Faso 2,5 94,1 55,5 56,7 5,7 83,4 6,53 0,54
Cote d’lvoire 3,1 81,6 49,7 51,4 4,9 67,3 8,7 2,57
Mali 29 98,8 54,9 54,7 6,9 66 2,15 -0,6
Niger 2,6 110,1 58 58,4 7,6 64,7 4,1 2,3
Sénégal 3,1 87,7 61,8 64,7 5 76,5 2,8 0,7
Togo 2,7 81 55,5 57,3 4,7 81 5,12 1,77

Tab. 1 : Indicateurs socio-économiques.
Source : Banque mondiale (20012-2013), AISS (2013)
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Population Population Population
Population | Population put active au chdmage
. active )
(en active (en . occupée / (% de la
AN L occupée (en : :
millions) millions) millions) population population
totale (%) active)
Bénin 10,32 431 3,14 30,45 27,1
Burkina Faso 16,93 7,69 6,41 37,88 16,6
Cote d’lvoire 19,84 8,02 5,4 27,2 32,7
Mali 15,3 5,31 3,5 22,91 34,1
Niger 17,8 5,76 3,73 20,94 35,2
Sénégal 14,1 6,11 4,67 33,15 23,6
Togo 6,82 3,21 2,6 38,12 19
Tab. 2: Indicateurs de I’emploi et du chdmage. Source Banque mondiale (2013)
Communauté Economique et Monétaire des Etats de I’Afrique Centrale
(CEMAC)

Cette organisation vise a promouvoir 1’intégration régionale et économique de ses

états membres a travers la mise en place d’une union monétaire. Le cadre de cette
organisation a été préparé en 1994 par I’Union Douaniére et Economique de I’Afrique
Centrale (UDEAC), qui a cédé la place a la CEMAC en 1999. Elle compte six états
membres a savoir le Cameroun, la République Centrafricaine, le Tchad, le Congo, la
Guinée Equatoriale et le Gabon. Ces pays membres partagent une banque centrale
commune indépendante, la Banque des Etats de I’Afrique Centrale (BEAC), et une devise
commune, le Franc CFA (Franc de la Coopération Financiére en Afrique Centrale). Nous

résumons dans les tableaux ci-dessous les indicateurs économique et social de la CEMAC

(cf. GBONGUE et al. [2015d]) :

% des Ratio de |Espérance | Espérance . Rat10. Croissance .
. . . Indice de| emploi- Inflation

pers. de | dépendance| de vie des | de vie des fécondité| population du PIB %)

65 et plus (%) hommes femmes pop (%) (%) ’

Cameroun 3,2 87,5 53,7 56 4,9 70,3 5,56 1,95

Centrafrique 3,9 80,3 48 51,8 4,5 78,7 -35,99 1,5

Congo 3.4 83,9 57,2 60,1 5 70,7 3,44 5,97
Brazzaville

Gabon 5,3 78,4 62,3 64,3 4,1 60,8 5,89 0,48

Guinée 2,9 73,1 51,5 54,5 4,9 86,7 -4,84 6,35
gquatoriale

[Tchad 2,4 81,2 49,9 51,2 6,4 71,6 3,97 0,15

Tab. 3: Indicateurs socio-économiques.
Source : Banque mondiale (2012-2013), AISS (2013)
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_ Population Popul_atlon Popu!atlon
. Population . active au chdmage
Population . active )
e active (en ) occupée / (% de la
(en millions) S occupée (en ) .
millions) millions) population | population
totale (%) active)
Cameroun 22,25 8,92 6,27 28,18 29,7
Centrafrique 4,6 2,19 1,72 37,47 21,5
Congo 4.4 1,81 1,28 29,08 29,3
Brazzaville
Gabon 1,67 0,63 0,38 22,94 39,7
Guinée 0,76 0,4 0,35 45,63 12,5
équatoriale
Tchad 12,83 4,74 3,39 26,45 28,5

Tab. 4 : Indicateurs de I’emploi et du chémage. Source Banque mondiale (2013)

1.1.2 Les organismes de contrdle

L’activité d’assurance dans plusieurs pays de I’Afrique subsaharienne francophone
est régulée par des organismes de controle en occurrence la Conférence Interafricaine de la
Prévoyance Sociale (CIPRES) pour l’assurance retraite et la protection sociale et la
conférence interafricaine des Marchés d’assurances (CIMA) pour 1’assurance privée.

La Conférence Interafricaine de la Prévoyance Sociale (CIPRES)

Organisme de contrdle et d'appui technique aux Caisses Africaines de Sécurité
Sociale, la Conférence Interafricaine de la Prévoyance Sociale (CIPRES) regroupe les
quinze (15) pays suivants : Benin, Burkina Faso, Cameroun, Centrafrique, Comores, Congo
(Brazzaville), la RD Congo, Coéte d’Ivoire, Gabon, Guinée équatoriale, Mali, Niger,
Sénégal, Tchad et Togo.

C’est le 21 septembre 1993 a Abidjan que le traité instituant la CIPRES a été signé
par les ministres des finances et ceux en charge de la prévoyance sociale des pays africains
de la zone franc. Il établit les objectifs suivants : (i) Fixer les régles communes de gestion,
(i), Instituer un contréle de la gestion des organismes de prévoyance sociale, (iii)
Harmoniser les dispositions législatives et réglementaires applicables aux organismes et
régime et (iv) Assurer une politique de formation initiale et permanente des cadres et
techniciens.

La conférence interafricaine des Marchés d’assurances (CIMA)

C’est un organisme communautaire du secteur des assurances. La CIMA est issue de

I’évolution de la Conférence Internationale des Contrdles d’Assurances (CICA)'. Elle est

! Née en 1962, la Conférence Internationale des Controles d’Assurances (CICA) avait pour but de préserver le bon
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caractérisée par le traité du 10 juillet 1992, signé a Yaoundé (République du Cameroun),
par les gouvernements des Etats membres suivants: Bénin, Burkina, Cameroun,
Centrafrique, Comores, Congo (Brazzaville), Cote d’Ivoire, Gabon, Guinée Equatoriale,
Mali, Niger, Sénégal, Tchad et Togo. Des quatorze (14) Etats signataires, seules les
Comores n’ont pas encore ratifié¢ le Traité. Ce dernier est entré en vigueur le 15 février
1995. 11 prévoit I’adhésion de tout autre Etat Africain qui le désire. Le nombre des Etats
membres de la CIMA est passé de treize (13) a quatorze (14) avec 1’adhésion de la Guinée
Bissau le 15 avril 2002.

1.2  Revue de littérature

La littérature fournit deux approches de construction d’une courbe des taux zéro
coupon (ZC) :

- Les approches par les prix des obligations ;
- Les approches sur les rendements.

Une littérature abondante existe sur les méthodes de construction de la courbe des
taux spot. Elles peuvent étre regroupées en deux groupes principaux : celles utilisant des
méthodes paramétriques et celles basées sur des techniques non-paramétriques.

RONCALLI [1998] propose de les regrouper en trois catégories : celles qui sont
basées sur les fonctions splines, celles qui postulent a priori une classe de fonction et celles
qui utilisent des techniques non-paramétriques.

Dans cet article, nous proposons de les regrouper en 4 catégories : celles utilisant
des méthodes de type régression, celles qui sont issues des modeles empiriques, celles
utilisant des mode¢les d’équilibre et enfin celles utilisant des méthodes non paramétriques
(cf. STANDER [2005]).

La méthode traditionnelle de construction d’une courbe des taux consiste a
représenter les taux de rendement d’une série d’obligations en fonction des maturités. Les
modeles de type «régression» répondent a cette méthode. Dans ces modéles, les
rendements des obligations sont une fonction linéaire de plusieurs variables explicatives (la
maturité, les taux de coupon, etc.). Les paramétres sont estimés par des techniques de

régression en minimisant I’écart au carré entre le rendement théorique issu du modele et le

fonctionnement des sociétés et agences d’assurances implantées dans les anciennes colonies francaises d’Afrique
Occidentale, Centrale et & Madagascar. Elle était composée de treize Etats africains qui sont : Bénin, Burkina,
Cameroun, Centrafrique, Congo, Cote d’Ivoire, Gabon, Mali, Niger, Sénégal, Tchad, Togo, Madagascar. Son si¢ge
était a Paris (France).
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rendement des obligations observé sur les marchés. Dans cette catégorie, nous pouvons
citer les travaux de McENALLY [1987], DOBBIE et WILKIE [1978] et [1979],
PATERSON [1996], BOLDER et STRELISKI [1999], McLEOD [1990] (cf. STANDER
[2005]).

Les modeles empiriques font partie de la seconde catégorie. L’idée générale est
d’ajuster le facteur d’actualisation par une fonction mathématique appropriée et extraire
ensuite les parameétres. Ces derniers sont obtenus en minimisant I’écart au carré entre le prix
théorique issu du modele et le prix des obligations observé sur les marchés. Plusieurs
formes mathématiques existent dans la littérature pour ajuster le facteur d’actualisation. En
premier lieu, nous avons la fonction « spline», qui comprend la spline quadratique (cf.
McCULLOCH [1971], McCULLOCH et KOCHIN [1998]), la spline cubique (cf.
McCULLOCH [1975], NYCHKA et ZERVOS [1995]), la spline exponentiel (cf.
VASICEK et FONG [1982]), la B-splines (cf. SHEA [1984], STEELEY [1991]), sans
oublier les travaux d’ADAMS et VAN DEVENTER [1994], COLEMAN et al [1992],
FISHER et al [1994], WAGGONER [1997], DEACON et DERRY [1994a], BLISS [1997],
MALAN [1999]. Ces méthodes ont été critiquées car elles possédent des propriétés
économiques indésirables et sont souvent apergues comme des « boites noires » (cf. SEBER
et WILD [2003]). CARRIERE [1998] souligne que les modéles de survie utilisés par les
actuaires pour modéliser les pertes peuvent étre utilisés comme des modeles de prix, ce qui
implique que la fonction d’actualisation peut étre approximée par une fonction de survie.
En second lieu, nous trouvons les modéles paramétriques de type Nelson Siegel (cf.
NELSON et SIEGEL [1987], SVENSSON [1994], [1996]). Parmi ces mod¢les, le plus
célebre est le modéle de Nelson Siegel. Depuis son apparition, il a été adopté par de
nombreux experts du monde professionnel. Par exemple, il est utilisé par les banques
centrales, les décideurs des politiques monétaires (cf. BIS [2005], ECB [2008]). Il est aussi
utilisé par les gestionnaires de portefeuille a revenu fixe (cf. BARRETT et al. [1995],
HODGES et PAREKH [2006], MARTELLINI et MEYFREDI [2007]). Le modé¢le de
Nelson Siegel connait aussi un grand succés dans la recherche académique. En effet,
DULLMANN et UHRIG-HOMBURG [2000] utilise le modele de Nelson Siegel pour
construire une courbe des taux zéro adaptée au marché allemand. FABOZZI et al. [2005],
DIEBOLD et LI [2006] comparent les prévisions du modéle de Nelson Siegel (NS) avec
d’autres modéles. Ils trouvent que le modele NS est plus précis sur le long terme.
CORONEDO et al. [2008] utilisent plutdt les estimations des parameétres du modéle NS
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comme parametres d’un modele affine (en 1’absence d’opportunité d’arbitrage) pour
construire la structure a terme des taux d’intérét.

Les travaux de RONCALLI [1998], DECAMPS [1993] montrent I’existence de
deux classes de modeles de taux pour 1’évaluation des actifs financiers: les modeles
d’absence d'opportunité d'arbitrage (AOA) et les modéles d’équilibre général. Ces modéles
proposent des théories sur la nature du processus stochastique que doivent suivre les taux
d’intéréts. Au niveau des modeles d’AOA, nous pouvons citer les travaux de VASICEK
[1977], BRENNAN et SCHWARTZ [1982], HO et LEE [1986] et HEATH, JARROW et
MERTON [1992]. En outre, les modéles d’équilibre général sont mis en exergue par les
travaux de COX, INGERSOLL et ROSS [1985] et de CAMPBELL et al. [2005]. A la
différence des modéles AOA, ces modéles se basent sur les anticipations des mouvements
futurs des taux d’intérét de court terme et non pas sur la courbe de taux observé a la date
initiale (cf. FALLEH [2011]).

Les modéles non paramétriques sont peu utilisés dans la pratique pour construire la
courbe des taux. Toutefois, des travaux existent sur cette thématique. Les pionniers de cette
approche sont TANGGAARD [1992], GOURIEROUX et SCAILLET [1994], LINTON et
al. [1998]. Ces derniers utilisent la méthode de noyau pour estimer la courbe de rendement
des obligations. GOURIEROUX et SCAILLET [1994] estiment le modéle de VASICEK
par la régression locale tout en utilisant le noyau d’EPANECHNIKOV. TANGGAARD
[1992] utilise une fonction noyau gaussienne pour estimer la courbe des taux spot. Il
applique son modele sur des données réelles et simulées et conclu comme GOURIEROUX
et SCAILLET que les maturités courtes sont plus difficiles a estimer que les maturités
longues. LINTON et al. [1998] propose une nouvelle méthode d’estimation des zéro-
coupons basée sur la fonction « Kernel Smoothing ». Ils testent la méthode sur les bons du
trésor américains et constatent que les prix des obligations estimés a partir de la courbe des
taux reflétent fidélement les prix observées sur les marchés.

Plus récemment, nous observons des modéles de construction des courbes de taux
qui tiennent compte de son caractére « dynamique ». Nous pouvons énumérer les modeles
d’analyse en composante principale (ACP), de NELSON SIEGEL dynamique, et le
« Functional Signal plus Noise (FSN)». Parmi les auteurs ayant utilis¢ I’ACP comme
technique d’estimation de la courbe des taux zéro, nous pouvons citer les travaux de
LITTERMAN et SCHEINKMAN [1988], [1991], STEELEY [1990], CARVERHILL et
STRICKLAND [1992], KNEZ et al. [1994], FLURY [1988], JOLLIFFE [1986], HADI et
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LING [1998], NUNES et WEBBER [1997]. Notons que FRACHOT et al. [1992] applique
la méthode ACP pour construire la structure par terme des taux d’intérét dans un modele
HEATH JARROW MORTON (HJM). Aussi, RENATO [1998] discute en détail des
applications de I’ACP dans la détermination des taux d’intérét. WILMOTT [1999] discute
de la méthode ACP tout en s’intéressant a 1’estimation des volatilités dans les modeles
HIM. DIEBOLD et LI [2006] introduisent une version dynamique du modéle de NELSON
SIEGEL, tandis que BOWSHER et MEEKS [2008] applique la méthode « Functional
Signal plus Noise (FSN) » pour modéliser et prédire la courbe des taux zéro a partir des
bons du trésor américains.

En outre, HESTON [1988], GIBBONS et RAMASWAMY [1993], LONGSTAFF et
SCHWARTZ [1992] ont opté pour la méthode générale des moments (GMM) pour estimer
les parameétres du modéle CIR a un et deux facteurs. CHAN et al. [1992], VETZAL [1997],
BLISS et SMITH [1998] ont aussi opté pour la méthode GMM pour estimer le processus
CKLS et ses extensions. Certains auteurs comme BROWN et DYBVIG [1986], BROWN et
SCHAEFER [1994], EDSPARR [1992], CHEN et SCOTT [1993], PEARSON et SUN
[1994], BALL et TOROUS [1996], BRANDT et SANTA-CLARA [1999] ont eu recours a
la méthode de maximum de vraisemblance (ML) pour estimer les modéles CIR a un et deux
facteurs. D’autres comme BROZE et al. [1993], NOWMAN [1997A], [1997B], HONORE
[1998] ont plutét appliqué la méthode ML pour estimer les modéles de type CKLS. Enfin,
DUFFIE et SINGLETON [1993], DAI et SINGLETON [1998], ANDERSEN et LUND
[1997], [1996A], [1996B], [1996C] ont eu recours a la méthode des moments efficiente
(EMM) respectivement dans le cadre générale de tarification des actifs, dans I’estimation
des modeles affines a trois facteurs et dans 1’estimation des modéles CKLS et extension a
deux et trois facteurs.

D’autres méthodes intéressantes d’estimation de la courbe des taux méritent d’étre
soulignées. Nous pensons notamment aux techniques « FILTERING » et GARCH.
PENNACCHI [1991], BABBS et NOWMAN [1997], [1999], ELLIOTT et al. [1997]
utilisent le filtre de KALMAN pour estimer des modeéles affines gaussiennes. LUND
[1997] utilise un filtre non-linéaire pour estimer un modele affine a partir des obligations
avec coupons. Enfin, BRENNER et al. [1996] modélise le taux court terme comme un
processus GARCH.
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1.3 Tour d’horizon des pratiques européennes

11 existe plusieurs institutions dans la zone Euro qui fournissent des courbes de taux
sans risque, servant de référence aux professionnels de la finance, de 1’économie et des
sciences actuarielles. Par exemple, dans le cadre de Solvabilité II, cette courbe contribue a
la meilleure évaluation des engagements des sociétés d’assurances' dans une approche
cohérente avec les marchés. Les courbes de référence rencontrées sont construites selon les
méthodes de I’EIOPA, de Dinstitut des actuaires (IA), du Comité de Normalisation
Obligataire (CNO) et de la FINMA dans le cadre du SST

131 L’EIOPA

La méthode retenue par I’EIOPA’ est la méthode de Smith-Wilson. La courbe des
taux résultante est utilisée pour évaluer les provisions techniques dans le cadre de
Solvabilité II. Les taux zéro-coupons sont dérivés des taux swaps sur EURIBOR car ils sont
trés liquides mais surtout moins risqués que les obligations d’Etat de la zone Euro. En
pratique, cette méthode est basée sur les choix suivants :

- Le « Last Liquid point » ou LLP : Il s’agit du point au-dela duquel les taux
swaps cotés (utilisés en entrée de la méthode) sont non liquides ;

- L’ «UltimateForward Rate » ou UFR : c’est le taux forward ultime vers
lequel les taux forward convergent ;

- la vitesse de convergence vers I’UFR : Il s’agit de la maturité a partir de

laquelle les taux forward convergent vers I’'UFR.

1.3.2 L’institut des actuaires (1A)

C’est la méthode de Vacicek et Fong (1982) qui a été retenu par ’institut des
actuaires frangais pour la publication de sa courbe des taux mensuelle. Elle est appliquée
sur les bons du trésor, les emprunts de I’Etat et les obligations assimilables du Trésor

frangais.

! Nous faisons référence aux compagnies d’assurance et aux organismes de retraite et prévoyance.

2SST fait reference au “Swiss Solvency Test”.

* Voir https://eiopa.europa.eu/regulation-supervision/insurance/solvency-ii-technical-information/risk-free-
interest-rate-term-structures
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1.3.3 Le Comité de Normalisation Obligataire (CNO)

C’est une association régie par la loi du 17 juillet 1901. Ses principales missions
sont de : (i) Harmoniser les méthodes de calcul utilisées sur le marché de taux en euros et
les marchés dérivés ; (ii) Calculer et diffuser des indices financiers et promouvoir leur
utilisation ; (iii) Réaliser des €tudes et faire des recommandations sur les instruments de
taux.

La structure des taux zéro-coupon' du CNO est calculée a partir des taux swaps.
Pour construire la courbe a un mois donné, le CNO utilise les taux swap de cloture du
dernier jour ouvré de ce mois. Les maturités observées sont 1 a 30 ans, 35, 40, 50 et 60 ans.
Les maturités manquantes sont déterminées par le CNO par interpolation cubique a partir
des valeurs connues encadrantes. Les taux zéro-coupon sont calculés par une procédure

récurrente de pas annuel.

1.3.4 LaFINMA

Dans le cadre du test suisse de Solvabilité (SST), la FINMA fournit une courbe des
taux sans risque aux assureurs pour 1’évaluation de leurs engagements. Cette courbe est
construite a partir des rendements des obligations de la confédération, conformément a
I’ordonnance sur la surveillance des entreprises d’assurance privées (OS ; RS 961.011).

Toutefois des assouplissements du SST (limités dans le temps) ont été appliqués a la
demande des assureurs. Grace a ses assouplissements, la courbe des taux sans risque est

construite a partir des taux swap corrigés de 10 points de base.

2. MODELISATION DE LA STRUCTURE PAR TERME DES TAUX D’INTERET

2.1  Notations

Dans cette sous-section, nous introduisons les notations qui utilisées dans la suite de

cet article.

! Voir http://www.cnofrance.org/fi/structure-des-taux-zero-coupon-cno,79.cfm
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Variables Signification

N, n Le nombre d’obligation et de Cash-Flows

LT Les dates de cotation et de maturité des obligations

o la maturité ou durée de vie restante de I’obligation. @ =T —t

ACtk Les intéréts courus de 1’obligation K a la date de cotation t

B (m) Le prix d’un zéro coupon a la date de cotation tet a la maturité m
c Le taux coupon de I’obligation K

CFtk (m) Le flux généré par I’obligation K a la date de cotation tet a la maturité m
FV* La valeur nominale de 1’obligation K

Pck (t, 9) Le prix coté de I’obligation K a la date de cotation t

P (t, 0 ) Le prix de marché de I’obligation K 4 la date de cotation t

P* (t, 0 ) Le prix théorique de I’obligation K a la date de cotation t

R (m) Le taux zéro coupon 2 la date de cotation t et a la maturité m

f, (m) Le taux forward instantané a la date de cotation t et 4 la maturité m
D* La duration de I’obligation K

2.2  Lastructure par terme des taux d’intérét

Dans cette section, nous présentons le cadre de modélisation des obligations d’Etat

ainsi que I’approche utilisée pour construire la courbe des taux sans risque pour le marché

de la CIPRES.

Soit une obligation d’Etat K sur un marché financier quelconque. Etant donné un

taux d’intérét fixe YTM , le prix estimé d’une obligation k a la date de cotation t et a la
maturité n = [9] +1 s’écrit comme suit :

et ck . (Ck+FVk)
m (1+YTM (1))" (1+YTM (1))’

P*(t,n)= 2.1

Avec C¥ =c*x FV* : le coupon versé par I’obligation k
[6] la partie entiére de &

Le taux d’intérét YTM (t)1 ou taux actuariel est le taux de rendement interne de

I’obligation Kk a la maturité m. Ce taux est fixe sur toute la durée de paiement des flux

' Nous supposons que t=0 étant donné que ce taux actuariel (YTM) correspond au rendement de ’obligation & une
seule date de cotation t. Cette hypothése est valable pour la suite de cet article en ce sens que nous estimerons une
courbe de taux a une seule date d’observation.
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générés par 1’obligation. En réalité, il s’agit du taux de rendement de 1’obligation si cette
derniére était conservée jusqu’a la date d’échéance n.

En absence d’opportunité d’arbitrage, le prix théorique d’une obligation avec
coupon est égal a la somme des flux actualisés par les taux zéro-coupons.

Mathématiquement, cette définition se traduit par :
[0]+1

P (1,0)= 3. CF (m)B,(m) 22

m=1

=P (t,0)+ AC/
Dans D’expression ci-dessus, les flux CF* respectent la relation suivante :
CRX(1) = -+ =CF([#])=C* et CF*([0]+1) =C*+FV*. Les intéréts courus sont
calculés de la maniére suivante :

ACK = C* x—
tap _tav

avee

t,, =date de versement du coupon précédent

t,, = date de versement du coupon suivant

Soit R, (m) le taux zéro-coupon associé a la maturité m . Le prix zéro-coupon ou la
fonction d’actualisation B, (m)est une fonction de la maturit¢ M et du taux zéro-coupon
R, (m) selon la relation suivante :

B (m)=f (m, R (m)) ; avec f (X,y)=e", nous obtenons :

23
o xR (m)

La fonction m+— B, (m) est appelée la courbe d’actualisation a la date de cotation t.
Nous déduisons de la relation précédente 1’expression du taux zéro-coupon R, (m) associé

au facteur d’actualisation B, (m):
1
Rt(m):—axlog(Bt(m)) 2.4

La fonction m+— R, (m) est appelée la courbe de rendement des obligations d’Etat a
la date de cotation t. La relation entre le taux zéro-coupon R (m)et le taux instantané

forward f, (m)est donné dans Diebold et Li (2006) :
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—%(—Exlog(&(m))]xm + R (m)
:(_leog(st(m)) _%x:'gmxmm(m)
_[_%xRt(m) L ::’EE)Jxmm(m)
—-R(m) + R () - £
o
ce qui implique que:
R(m) = 2] (0)a .

La structure par terme des taux d’intérét est une hiérarchisation des taux en fonction

de leur échéance. Elle peut étre décrite de maniére équivalente par les courbes
d’actualisation M B (m)ou de rendement des obligations m R (m)ou forward

m— f, (m) . Dans cet article, cette structure par terme sera représentée par la courbe de

rendement des obligationsm— R (m).

2.3 Les modeéles de construction de la courbe des taux sans risque

Dans cette section, nous allons étudier les modéles mathématiques les plus utilisées
par les praticiens pour construire la fonction de prix théorique. En pratique, nous allons
étudier le modéle de NELSON SIEGEL (1987) et ses extensions, ainsi que le modé¢le de
VACICEK et FONG (1982).

2.3.1 Le modele de NELSON SIEGEL (1987)
Ce modéle est utilisé par les banques centrales (cf. BIS [2005]). Nelson Siegel

présenta en 1987, un modele original en formulant une expression mathématique décrivant
la dynamique des taux a terme instantanés f, (m) Cette expression est solution d’une

équation différentielle du second ordre dans le cadre d’une racine double (cf. RONCALLI
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[1998]). Le taux forward f, (m) instantané se définit comme suit :

f, (m) =B,+5 exp(—TmJ+ﬂ2 [ij exp [—Tm] 2.7

A partir de la relation (3.6), nous déduisons une expression fermée du taux zéro a la

maturité m

Rt(m)=% Ift(u)du

I1—-exp

_mj 2.8
LA, exp(_m)

T

VR

:ﬂo +(ﬂ1 +ﬂ2)

=3

L’équation (3.9) peut étre simplifiée sous la forme suivante (cf. BONNIN et al.
[2014]):

| 7

R(m)=5+(A +ﬂ;)¢(?}+ﬁzw[m] 2.9

1-e7*

p(x)= 2 et y(x)=—e"

La courbe des taux ZC dépend donc de 4 paramétres y =(/f3,, /3, f,,7,) . L’avantage

du modele de Nelson Siegel (NS) est I’interprétation économique des paramétres. En
effet :
lim R (m)=4, ; lim (R (m)-4)=4 2.10

m —+o0
ce qui signifie que :
- le taux long terme est représenté par £,
- ladifférence entre le taux court instantané et le taux long est f,
Le contenu informationnel de la courbe des taux peut étre appréhendé par trois
indicateurs (cf. RONCALLI [1998]) :
Le spread de la courbe est la différence entre le taux long et le taux court. Dans le

cas du modéle de Nelson Siegel, nous avons :
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La pente de la courbe des taux est le coefficient directeur de la tangente de cette
courbe pour une maturité nulle. Pour le modéle de Nelson Siegel, nous pouvons vérifier

que :
_ ﬁ2 _ﬁl
pp=—""
27,
Le niveau de la courbe fait référence implicitement a 1’évolution des taux (hausse
ou baisse des taux). Si cette notion est difficile & définir et surtout a quantifier, en revanche,

nous savons qu’elle est lice au taux d’intérét moyen. RONCALLI (1998) propose une
mesure d’estimation du niveau pour les maturités 7z, et 7, par:

Iit(z'laz'z): : ]%Rt(r)dr

7,7
Les fonctions Iit (0,1), Iit (1,5), ﬁt (5,10) représentent respectivement les niveaux
des parties court, moyen et long terme.

2.3.2 Le modéle de SVENSSON (1994)

Dans le papier de recherche du Bureau National de recherche en Economie (NBER),
Lars SVENSSON a présenté, en septembre 1994, une extension du modéle fonctionnel de
Nelson Siegel (1987). Cette extension résulte de 1’ajout d’un quatriéme terme et d’un

second paramétre de forme a 1’expression du taux forward instantané ft (m) , soit :

A (el

SVENSSON soutient que ces ajustements permettent d’améliorer la flexibilité et la

précision du modéle (cf. SVENSSON [1994]). Le taux forward instantané s’écrit sous la

f(m)=5,+4, exp(—rmj+ﬁz (?Jexp[—;]—‘r& (Tm]exp(—rmj 211

En utilisant la relation (3.6), I’expression des taux zéro-coupon devient:

forme :
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R(m)=1 fr(wa
1—exp[—m] 1- exp( j 2.12
z
=B, + (5 + ) —m -5 exP[‘j"'ﬂs —CXP( J
7, ‘[2

Contrairement au modéle de Nelson Siegel, nous remarquons 1’ajout de deux
paramétres supplémentaires S, et 7, . Par conséquent, le vecteur de paramétres contient six

paramétres & estimer est : y =(£3,, 8, .7, 55, 7)

Les paramétres du modele de SVENSSON ont aussi une interprétation économique.

En effet, nous pouvons aussi remarquer que :

lim R (m)=4, ; lim (R (m)-5,)=4

m —+o0

2.3.3 Le modele de BJORK et CHRISTENSEN (1999).

Une autre extension du modéle de Nelson Siegel (1987) est le modéle de BJORK et
CHRISTENSEN (1999). Dans ce modé¢le, la courbe des taux forward est définie comme

suit :
f(m)=5,+4 eXp(——}ﬂz( JeXp[—m]%exp(—z—m] 2.13
] ] Tl Tl

La courbe des taux Spot correspondante est :

m):% Ift(u)du

1- exp( ] l—exp(—zmj 2.14
m 4
::30 +(ﬂl +ﬂ2 _ﬁz exp(_f_lJ+ﬂ3 T
Tl 4

Dans ce modéle, le vecteur de paramétres a estimer est : y = ( By B> B ,6‘3,2'1). Ces

parametres s’interpréte aussi comme dans le cas du modéle de NELSON SIEGEL et
SVENSSON. Nous remarquons que :
lim R (m) =B n}iino(Rt (m)_ﬂo) =/t B

m —+0o

ce qui signifie que :
- le taux long terme est représenté par £,

- la différence entre le taux court instantané et le taux long est £+ f,
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2.3.4 Le modele de VACICEK FONG (1982)
VACICEK et FONG présentérent en 1982, une méthode de construction de la

structure par terme des taux d’intérét, basée sur l’utilisation des fonctions « splines »
exponentielles. IIs commencent par définir la fonction d’actualisation B, (m) comme une

somme de fonctions exponentielles :
Vme®R ,B(m)=a,+ae " +ae

—2am

+a,e7", avec a =cte 2.15

1 . L
En posant : m:——log(l—x); 0<x<1, la fonction d’actualisation peut é&tre
a

réécrite sous cette forme :

v meilp{*,lﬁl(—élog(l—x)j:aoJral(l—x)+a2(1—x)2+a3(1—x)3 216

=F(1-x)

En appliquant un développement limité d’ordre 2 et 3 pour les fonctions respectives

(1- X)2 et (1- X)3 , ils démontrent que :

ét[—élog(l—x)JzG(x) 2.17

La fonction X+ G(X) est en réalité une fonction polynomiale de degré 3, sous la

forme :
3
G(x)= 0. ; =1-e™"
(x) ;;zlg,(x) avec X )18
=, + X+ 1 X + X
Propriétés de G(x)
- Ils’agit d’une fonction décroissante sur[0,1], avec G(0)=1et G(1)=0

- Si B(m)~e”", avec0<m<+oo alors G(X) est approximativement une

fonction puissance : G(x)~(1- X)% ;avec 0<x <1
Dans la relation (3.16), nous pouvons remarquer que la fonction Xi—)G(X) est
polynomiale de degré 3, avec G'(l) #0. Dans ce contexte, VACICEK et FONG
soutiennent que les taux forwards instantanés f, (m) convergent vers le paramétre ¢ , soit :

lim f.(m)=f(0)=a 2.19
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2.4  Méthodes de calibrage

Si le calibrage est 1’étape la plus importante du processus de détermination de la
courbe des taux sans risque, en revanche, sa mise en ceuvre est trés délicate. Rappelons
qu’une courbe des taux peut étre construite a partir des prix ou des taux actuariels observés
sur les marchés financiers. Peu importe 1’approche utilisée, le but du calibrage sera
d’ajuster, le plus fidélement possible, les prix P ou les taux actuariels Y observés par une
fonction paramétrique adéquate. Cet ajustement se fait via un probléme d’optimisation avec
des contraintes. En pratique, Il s’agira de minimiser une fonction de perte sous des
contraintes. Dans notre cas, ce sont généralement des contraintes que doivent respecter les
parametres et / ou la fonction d’actualisation. Il existe dans la littérature plusieurs fonctions

a calibrer. Traditionnellement, il s’agit de minimiser les fonctions suivantes :
2 2

A

A N A N ~
H,(P)=Y (P (L.0)-P* (1,6)) ou H,(Y)=)(Y*(1,0)-Y*(t.6)) 220
Certains auteurs font intervenir une pondération dans le processus de calibrage du
modele. Par exemple, nous pouvons citer RONCALLI [1998], MARTELLINI et al. [2003],
HLADIKOVA et RADOVA [2012] pour le marché des obligations CZECH et le BIS
[2005].

o ) 2 o o[ (PH(LO)-P (1.0)) ’

H, (P)=Y w (P (t.0)-P*(1.0)) ou H,(P)=) 221

k=1 k=1 Wi

Les expressions possibles de W, sont résumées dans le tableau ci-dessous :

N° du Poids Expression
1 w, =1
1
2 W, = n
1
3 W, =—
Dk
4 1
Dk
W =
k ZNZL
io D,
Tab.5 : Les types de poids des obligations
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La duration D, représente, selon le contexte, la duration modifiée D,,,, ou la
duration de MACAULAY D,,,.. Sur ce sujet, le lecteur pourra au besoin consulter BIS
(2005), BOLDER et STRELISKI [1999]. En outre, la relation existante entre D,,, et D

Mac

est
D
D — Mac
Mod T L YTM

2.5 Mesure de la qualité de I’'ajustement

Définir un critére quantitatif d’appréciation de la qualité de 1’ajustement permet in
fine de comparer plusieurs modeéles candidats et d’en retenir le meilleur. Dans la littérature,
la comparaison des modéles de construction d’une courbe des taux sans risque peut se faire
selon deux approches : I’approche graphique et I’approche quantitative.

L’approche graphique se retrouve dans STANDER [2005]. Cette derniére compare
graphiquement les modéles de MCCULLOCH-KOCHIN, CARRIERE-GOMPERTZ et
CAIRNS. Elle remarque que seul le modéle de CARRIERE-GOMPERTZ ne converge pas
sur le long terme. En outre, la méthode graphique ne lui permet pas de retenir le meilleur
parmi les mod¢les de MCCULLOCH-KOCHIN et CAIRNS. D’autres critéres (souplesse,
complexité, etc....) ont permis finalement de retenir le modele de Cairns.

Une autre maniére de choisir le meilleur modéle est I’approche quantitative via le
calcul des indicateurs de dispersion. Une littérature abondante existe sur ce sujet. Le lecteur
pourra les retrouver dans BROUSSEAU [2002], ANDERSON et SLEATH [2001],
DEMPSTER et al. [2015], ALJINOVIC et al. [2012], KOVACHEV et SIMEONOV
[2014], BOLDER et STRELISKI [1999], NAVAS [2005], HLADIKOVA et RADOVA
(2012), MARTELLINI et al. (2005).

KOVACHEV et SIMEONOV [2014] utilisent trois indicateurs pour évaluer la
qualité d’ajustement des modéles de SVENSSON et VRP (Variable Roughness Penalty).
Ces indicateurs sont: (i) Mean squared error (MSE), (ii) Root mean squared error (RMSE)
et (iii) Theil U-statistic.

NAVAS [2005] compare les modéles de LONGSTAFF et SCHWARTZ (1992),
SCHAEFER et SCHWARTZ (1984), COX, INGERSOLL, et ROSS (1985B) en utilisant le
« Mean absolute percentage error (MAPE) » et le coefficient de détermination R*.

La liste des indicateurs supra peut étre complétée par deux autres indicateurs que

sont : I’AIC (Akaike Information Criterion) et le BIC (Bayesian Information Criterion) ou
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SBC (Schwartz Bayes Criterion). Une littérature abondante existe sur ce sujet. Nous
pouvons citer entre autres CHRISTENSEN [2015], CAIRNS [1997], VAZQUEZ et al.
[2014], ROSADI et al. [2010]. Ces indicateurs sont résumés dans le tableau ci-dessous :

Indicateurs Expression

Mean squared error 1 & .
MSE = —"(P*(t,0)-P*(1,0))

=~
n

N
Root mean squared error
RMSE = \/

Theil U-statistic \/
U=

Mean absolut , >
ean absolute error MAE :ﬁZ‘Pk(t,é’)—Pk (tﬁ)‘
k=1

Mean absolute percentage

1 & [P (t,6)-PF (t,H)‘
MAPE = —
error N ; P (t,0)
Coefficient de determination N R 2
> (P*(t.0)-P(1,0)) |
R? = -5 P(t,0) :Wz P(t,6)
> (P*(t.0)- P (t.0)) !

=
I

AIC D 2k (k+1)
AIC =2k —2In(L) ou AlCcorrigé = AIC T
n - -
k = Nombre de paramétres a estimer
L = fonction de vraisemblance

n = Nombre d'observations

BIC BIC =—2In(L)+In(n)k

Tab.6 : Les mesures de la qualité de I'ajustement
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3. APPLICATION NUMERIQUE

Dans cette section, nous allons construire la courbe des taux sans risque pour la zone
CIPRES au 27/02/2015 a partir des obligations d’Etat de la bourse régionale des valeurs
mobilieres (BRVM). Apres avoir présenté les données ainsi que leurs retraitements, nous
allons décrire la méthodologie utilisée. Par la suite, les résultats issus de la méthode supra
seront présentés, suivi d’une discussion dans laquelle nous montrerons que les courbes des
taux sans risque de 'UEMOA, la CEMAC et la CIPRES construites reflétent la réalité

économique et financiére de ces zones.

3.1  Données pour la construction de la courbe

Nous avons regu 30 fichiers Excel' de la Société d’Intermédiation et de Gestion
(SIG) de la Société Ivoirienne de Banque (SIB) et une fiche technique® des obligations
d’Etat de la Bourse régionale des valeurs mobiliéres (BRVM).

La construction de la base de données’ s’est faite en premier lieu, par la sélection
des obligations d’Etats*. Puis nous avons calculé les intéréts courus, les prix de marché, les
durées de vie résiduelle et les maturités (en année) de ces obligations. La base de données
finale comprend les champs suivants :

- Le code de I’obligation est un symbole unique attribu¢ a une obligation
d’'un FEtat. Par exemple, les obligations ivoiriennes et sénégalaises
commencent respectivement par TPCI et EOS, suivies d’un chiffre.

- Ladate de cotation (27/02/2015).

- La date d’émission est la date a laquelle 1’obligation a été émise sur le
marché financier.

- La date de jouissance représente la date de paiement des coupons.

- La date de maturité est la date de remboursement du capital par I’émetteur.

- Le prix de I’obligation

- Le taux coupon

- Les intéréts courus

'Les fichiers Excel contiennent les prix, les dates de cotation et les dates de maturité de toutes les obligations
(Etats et Entreprise) en circulation sur la BRVM sur la période 2000-2015 et la courbe est construite au
27/02/2015.

’La fiche technique contient les codes des obligations, les dates émission, les dates de jouissance, les tableaux
d’amortissement de toutes les obligations de la BRVM.

*La base de données comprend des données a la date de cotation 27/02/2015.

*Pour chacune de ces obligations, nous avons ajouté a la base de données les champs suivants : Code de
I’obligation, les dates de cotation, d’émission, de maturité, les prix et le taux coupon.
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- La durée de vie résiduelle de 1’obligation est la différence entre les dates de

maturité et de cotation.

- Le prix de marché est la somme du prix coté et de I’intérét couru.

- La maturité de 1’obligation (en année) est la différence entre les dates de

maturité et d’émission.

Cela conduit in fine a la liste des obligations d’Etat en circulation a la BRVM au

27/02/2015 suivante :

Code Date Date de . Intéréts Dure?e de Prix de [Maturité

Dbligation|d’émission | maturité Prix | Coupon courus Ve marché | (Année)
résiduelle

CAAB.O3 |09/11/2011 | 09/11/2016 | 100 6,5 1,9589 1,725 101,9589 5
EOS.03 |16/11/2010 | 16/11/2015 | 100 6,75 1,9048 0,7278 101,9048 5
EOS.04 |14/12/2012 | 14/12/2019 | 100 6,7 1,3767 4,8639 101,3767

EOS.O5 [29/07/2013 | 29/07/2023 | 100 6,5 3,7932 8,5389 103,7932 10
EOT.O2 (15/03/2011 | 15/03/2016 | 100 6,5 6,2151 1,0611 106,2151 5
TPBF.O2 [21/12/2011 | 21/12/2016 | 100 6,5 1,2110 1,8417 101,2110 5
TPBF.O3 [29/11/2013 | 29/11/2020 | 100 6,5 1,6027 5,8389 101,6027 7
TPCIL.O10 |01/10/2010 | 01/10/2017 | 100 7 2,8575 2,6306 102,8575 7
TPCLOI11 |15/09/2011 | 15/09/2016 | 99 6,5 2,9384 1,5722 101,9384 5
TPCIL.O12 |25/05/2012 | 25/05/2015 | 98,5 6 4,5699 0,2417 103,0699 3
TPCI.O13 {19/09/2012 | 19/09/2017 | 100 6,5 2,8671 2,5972 102,8671 5
TPCIL.O14 |08/07/2013 | 08/07/2016 | 99 6 3,8466 1,3806 102,8466 3
TPCIL.O15 |03/12/2013 | 03/12/2018 | 100 6,3 1,4844 3,8194 101,4844 5
TPCIL.O16 |23/05/2014 | 20/05/2022 | 100 6,55 5,0785 7,3306 105,0785 8

3.2  Méthodologie

Tab.7 : Les obligations d’Etat de I’'UEMOA en circulation (27/02/2015)

Dans cette sous-section, nous allons décrire la méthode utilisée pour construire la

courbe des taux sans risque de la zone CIPRES & partir des obligations d’Etat du marché
secondaire de "'UEMOA.
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3.2.1 Lacourbe des taux sans risque de la zone CIPRES

La construction d’une courbe des taux sans risque dans la zone CIPRES est un
exercice délicat car elle regroupe plusieurs espaces économiques. Comme nous 1’avons
énoncé plus haut, seul PTUEMOA dispose d’un marché financier susceptible de favoriser la
construction d’une courbe des taux spot.

Pour contourner cette difficulté, nous proposons en premier lieu de construire la
courbe des taux ZC de ’'UEMOA. En second lieu, nous allons déduire la courbe des taux
ZC de la CEMAC en ajustant d’une part la courbe des taux de ’'UEMOA sur les données
récentes d’un émetteur de référence, notamment le pays ayant le meilleur « rating » des
agences de notation et, d’autre part, en utilisant des hypothéses découlant de la politique
monétaire de cette zone. Enfin, la courbe des taux ZC de la CIPRES sera obtenue par

combinaison linéaire des deux courbes supra, soit :
REPFES () = RPN (M) + &, REM™C (m) 5 Avee o +ar, =1 3.1

Nous proposons que les pondérations supra respectent la relation suivante (cf.
DHAENE et al. [2009]):
Foes (P)
Fhuon, g (P)
_ VaRp(RPHmA) t
VaRp(RtUEMOA+ CEMAC) ©

a =

a,=1- ¢ 32

Avec o, +a, =1 et pe[0,]]

L’équation (3.2) montre que I’estimation des pondérations du modele de taux
CIPRES, traduit le poids du quantile de chaque variable RtUEMOA et RtCEMAC par rapport au

quantile agrégé des deux variables. Dans la littérature statistique, le calcul de la Value at

Risk requiert la connaissance de la distribution de la variable. Dans notre contexte, il est

UEMOA CEMAC
R

trés difficile de connaitre la distribution des variables , et surtout de la

UEMOA CEMAC
somme + .

Pour contourner ce probléme, nous avons opté pour une approche non paramétrique
comme décrit dans HYNDMAN et FAN (1996). Elle est implémenté dans le logiciel R via
la commande « quantile ». Nous proposons de choisir un quantile au seuil de 0,5 % (cf.
PLANCHET et THEROND [2007]).



154 F. GBONGUE - F. PLANCHET

3.2.2 Le calibrage des modeles de taux
Le modele de NELSON SIEGEL (1987)
opt popt popt opt)

Notre but a été de déterminer les paramétres optimaux  y™ =( o B BT

de NELSON SIEGEL (NS) au 27/02/2015. Pour estimer ces paramétres, nous avons suivi
les étapes suivantes

Etape 1 : Détermination des paramétres ( By. B ﬂz) pour les valeurs de 7, entre 0

et 30
Pour chaque valeur de 7, entre 0 et 30, les paramétres s’obtiennent en minimisant

Min
Bosof =
3.3
UFR < 3, <15
SC 4{-15<4 <UFR-§
-30< 8, <30

O est le taux court terme ou le taux zéro-coupon de maturité nulle (m=0). Dans notre cas, il
s’agit du taux de refinancement des banques auprés de la banque centrale (BCEAO ou

BEAC). Le prix théorique s’écrit :
R [6]+1
PX(t.0)= ) CR*(m)x B (m)

Ui
=2 C*x B (m)+100xB,([0]+1)
m=1

m
ool )
Ll

of (1)
P pp) | —

1-e:
([H]H)x{/wm +h) {(Eﬂﬂ)"]ﬂz exp[([gj‘*”ﬂ

—mx|

= Z:CK x e
m=1

=P exn( ,ﬂ)
al

Ll

4l

+100xe

34
=P¥(t,0)

=P*(t,0)+ AC/

Le probléme d’optimisation est résolu par la méthode L-BFGS-B, avec comme
valeurs initiales : ™" =(0.02,-0.03,0.01)

Etape 2: Retenir les paramétres NS qui respectent les conditions S, >0 et

B, + 5, >0, pour la valeur la plus faible de Hl(ﬁ)et déduire la valeur de 7,
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correspondante. Ces parameétres sont les paramétres NS optimaux recherchés
lopt :( gxpt ]opt 2opt z_lopt)

Le modeéle de SVENSSON (1994)

Pour estimer les parameétres optimaux de SVENSSON

opt opt popt oopt _opt popt _opt NS .
x> =( " lp zp,rlp, 3p,T2p), nous fixons 7, =7, et par la suite, nous

avons suivi les étapes suivantes :
Etape 1 : Détermination des paramétres ( Bos By By By ) pour les valeurs de 7, entre

0et30
Pour chaque valeur de 7, entre 0 et 30, les parametres s obtiennent en minimisant

°(F);
Min H,(P)= Min [i(Pk(w)"ﬁk(tﬁ);]

Pos B> Py PosPrsPa Py k=1
35
UFR < 3, <15
-15< 5, <6 -UFR
S.C “
30< 8, <30
30< B, <30
Dans le modele de SVENSSON, le prix théorique s’écrit sous la forme suivante :
R [6]+1
P (t,0)= > CFX(m)x B, (m)
m=1
9]
= C*xB,(m)+100xB,([6]+1)
m=1
17cxp[7{m] lfcxp(fm]
—-mxs By +H(B+ ) T‘ — 3 exp - 135 TTZ*CXP -
[6] l - ( 71) { - ( Tz)
= ZCk X e ' :
m=1
([H]H)] ( ([9]+1)J
l—exp(—ri . 1-exp| — - .
’(['9]“)* Bot(Bi+52) ([0]+1)I -/ exP[ ([ar]l 1)}’/73 ([,9]+1)- I{ ([ng I)]
+100xe ’ b
3.6
=P“(t,0)

=PX(t,0)+ AC/
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Ce probléme d’optimisation est aussi résolu par la méthode L-BFGS-B, avec comme
valeurs initiales les paramétres supra du modele NSetf, =0.01, soit:
linitiale :( 0NS ’ﬂlNS , 2NS 1001)

Etape 2: Retenir les paramétres de SVENSSON qui respectent les conditions
B, =0 etf,+ B =0, pour la valeur la plus faible de H, (If’) et déduire la valeur de 7,

correspondante. Ces paramétres sont les paramétres SVENSSON  optimaux

opt __ opt  popt popt _NS  popt _opt
Z‘(oal’zzrl 33T2)

Le modéle BJORK et CHRISTENSEN (1999) )
La détermination des paramétres du modéle de BIORK et CHRISTENSEN (1999)

se fait de la méme maniere que celle du modéle de NELSON SIEGEL (1987). Le seul

changement réside dans la formulation de la fonction prix théorique :

R [6]+1
P*(t,6)= ) CF*(m)x B (m)
m=1
(9]
=% C*x B (m)+100xB,([0]+1)
m=1
1—exp| - 1—exp| -2™
] —mx| fo+(f+5,) { prg ] - EXP[—*]V% l Z(m il )}
= ch X @ 7
" 3.7
l—exp[wa (1) lfexp{fzx([:}ﬂ)]
W )| gy — el -0 o |
+100xe i a

=P (t,0)

=P (t,0)+ AC/

Le modele de VACICEK-FONG (1982)

Les paramétres optimaux y*™ ( e’ w ,ué"”) du modéle de VACICEK-
FONG (1982) s’obtiennent en minimisant la quantité H, ( ) . Le probléme d’optimisation
est aussi résolu par la méthode L-BFGS-B, avec comme valeurs initiales les paramétres

supra du modéle de SVENSSON et 4, =0.01: »"™ = (5. 5.5 .77 ,0.01)
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3.3  Résultats
Dans cette section, nous allons présenter les résultats des modéles ayant servi a la
construction des courbes de 'UEMOA et de la CEMAC, ainsi que les courbes de ces

différentes zones. Par la suite, nous déduirons la courbe de rendement des obligations
d’Etat de la CIPRES en utilisant 1’équation (4.1).

3.3.1 La courbe des taux sans risque de la zone UEMOA
Cette courbe des taux est construite a la date de cotation du 27/02/2015. Les
hypothéses sous-jacentes sont :
- UFR=62%"
- le taux court terme est 5= 2,5 %> C’est le taux de refinancement des

banques aupres de la banque centrale.

Le calibrage du modéle de ’TUEMOA

Ce tableau donne les valeurs des parameétres obtenues a partir des modéles de
NELSON SIEGEL (1987), SVENSSON (1994) et BJORK et CHRISTENSEN (1999) pour
la zone UEMOA au 27/02/2015.

BJORK et
Paramétres '\'(Er'l-sgj'\:cse 'n'faG E)L (erfvfu'\iffga'\‘ B, CHRISTENSEN
P g P g (en pourcentage)
By 6,2 6,2 6,2
o -5,62 -3,7 3,7
B 3,814 3,148 3,238
i ND 4,237 3,282
7 1 1 0,9
7, ND 0,3 ND

Tab.8 : Estimation des parametres des modeles de Nelson Siegel et extension au
27/02/2015 (UEMOA)

'Cette valeur est déterminée sur des hypothéses cohérentes de croissance et d’inflation sur le long terme. Sur
recommandation d’experts (directeurs des activités de marché, etc.), nous avons choisi un taux de croissance de
4% et un taux d’inflation de 2,2 %. En outre, ces choix sont corrigés progressivement de sorte que la courbe de
taux finale obtenue permette in fine de retrouver les données d’un émetteur de référence en occurrence la Cote
d’lvoire car il est le moteur de la croissance économique de la zone UEMOA.

2 Voir http://www.bceao.int/Instruments-de-mise-en-oeuvre-de.html
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Qualité de I’ajustement

Pour mesurer le risque d’estimation de notre modéle, nous utiliserons deux
indicateurs que sont le Theil U-Statistic (cf. KOVACHEV et SIMEONOV [2014]) et le

Mean Absolute Percentage Error (MAPE) (cf. NAVAS [2005]).

BJORK et
Statistiques | NELSONSIEGEL || SVENSSON | cyypisTensen
P g P g (en pourcentage)
THEIL U-
0,717 0,716 0,715
STATISTIC
MAPE 1,206 1,204 1,198

Tab.9 : Indicateurs de mesure de la qualité de I’ajustement du modéle UEMOA

(27/02/2015)

3.3.2 Courbe des taux sans risque de ’'UEMOA au 27/02/2015

Courbe des taux sans risque de I'UEMOA au 27/02/2015

Yield Cunve

Maturity

Disposant d’un marché financier non intégré et peu développé (seulement 4

obligations d’Etat en circulation), il est difficile de construire une courbe pour cette zone.

Pour pallier a ce probléme, nous proposons de construire cette courbe a la date de cotation

du 27/02/2015 en ajustement simultanément les données financiéres du marché boursier

secondaire de ’'UEMOA sur la situation économique de la zone CEMAC et sur les données
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d’un émetteur de référencel. Dans notre cas, nous choisirons le Cameroun comme émetteur
de référence car il est la locomotive de la zone CEMAC (cf. Les Afriques [2009]) et
présente un bon profil de risque. Par exemple, la notation souveraine du Cameroun est B
par FITCH et S & P pour la devise locale et la devise étrangere, tandis que la notation du
GABON est de B+ (cf. BAD [2010]). Les hypothéses utilisées sont :

- UFR = 48 %. Cette valeur est déterminée sur des hypothéses de
croissance et d’inflation sur le long terme. Selon le FMI, le taux de
croissance en zone CEMAC serait de 2,2 %. En outre, I’hypothése
d’inflation doit étre comprise entre 0 % et 3 % pour respecter la norme
communautaire. Elle est choisie in fine de sorte que la courbe de taux finale
soit capable de retrouver les données d’un émetteur de référence’. Dans
notre cas, nous avons opté pour 1’émission de I’Etat Camerounais
(ECMR.02) proposant un taux d’intérét de 5,90 % sur 5 ans sur la période
2013-2018. Ce choix est motivé par la volumétrie des échanges de ce titre.

- le taux court terme est 0= 2,45 %® En prélude de la baisse des taux
d’intérét dans cette zone, la BEAC a baissé son taux directeur de 50 points
passant ainsi de 2,95 % a 2,45 %.

Le calibrage du modéle de la CEMAC
Le calibrage du modele de la CEMAC s’est fait sur les données de ’'UEMOA. Notre

idée est de proposer une courbe des taux ponctuelle’ a la zone CEMAC en appréhendant le
comportement des agents privés de 'UEMOA face a la situation économique et monétaire
de la CEMAC. En clair, cette courbe refléte la réaction de ces investisseurs’ face au
contexte économique et social de la CEMAC. Sous ces hypothéses supra, nous obtenons
les valeurs des paramétres des modeles de Nelson Siegel (1987) et de ses extensions au
27/02/2015:

! L*émetteur de référence est le pays qui présente un bon profil de risque.

% Nous entendons par les données d’un émetteur de référence celles correspondant aux caractéristiques d’une
émission obligataire, a savoir : taux d’intérét, durée, date d’émission, date de maturité, etc.

3 Voir http://www.lesafriques.com/actualite/la-beac-baisse-le-taux-directeur-pour-booster-les-economies-d-
afrique-cen.html?Itemid=89?articleid=44817

* En attendant de disposer d’un marché suffisamment liquide qui favorisera la construction d’une courbe des taux.
? Cette proposition fait 1I’hypothése selon laquelle les investisseurs de "'UEMOA sont identiques & ceux de la
CEMALC. Cette hypothése est cohérente au vu des reformes entreprises dans la zone CIMA / CIPRES, octroyant la
possibilité aux assureurs privés de placer leurs liquidités hors de leur espace économique.
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Puamerss | NELSONSIEGEL || SVENSSON |, e
(en pourcentage)
B 4,8 4,8 4,8
B, -4.39 23 23
Yo 9,618 9,122 8,706
B ND 4,469 2,514
T, 1.7 1.7 1,7
7, ND 0,6 ND

Tab.10 : Estimation des parametres des modéles de Nelson Siegel et extension au
27/02/2015 (CEMAC)

Mesure du risque d’estimation dans la zone CEMAC

NELSON SIEGEL

SVENSSON

BJORK et

Statistiques (en pourcentage) (en pourcentage) CHRISTENSEN
b 9 b 9 (en pourcentage)
Theil U-Statistic 0,632 0,628 0,633
MAPE 1,0313 1,0312 1,034

Tab.11 : Indicateurs de mesure de la qualité de I’ajustement du modele CEMAC

(27/02/2015)

La Courbe des taux CEMAC au 27/02/2015

Courbe des taux sans risque de la CEMAC au 27/02/2015

Yield Cuve

a0

Fig.2:
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Courbe des taux sans risque de la CEMAC au 27/02/2015
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3.3.3 La Courbe des taux sans risque de la zone CIPRES.

Pour construire la courbe des taux sans risque de la zone CIPRES, nous avons retenu
le modéle de BJORK et CHRISTENSEN (1999) pour la zone UEMOA et le modéle de
SVENSSON (1994) pour la zone CEMAC. Nous allons utiliser la relation (4.1) pour
déterminer les taux zéros coupons de la zone CIPRES. En outre, I’estimation des

pondérations se fera a partir de la relation (4.2).

.. Valeurs
Pondérations
(en pourcentage)
Q, 52
2%} 48

Tab.12 : Estimation des pondérations du modéle de la courbe des taux CIPRES
(27/02/2015)

Les taux zéro-coupon sur 15 ans sont alors les suivants :

Zone 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 13 (14 | 15
UEMO
A (%) 3,54 |493 | 5,46 | 5,69 |581 |5,88 593 596 |599 |6,01 [6,03 [6,04 |6,05 |6,06 |6,07
CEMAC
(%) 3,56 |4,86 | 5,58 |5,89 [598 |[596 |590 |582 |5,74 |5,66 (559 |5,53 |5/48 |543 |539
CIPRES
(%) 3,55 1490 | 5,525,779 |5,89 |[592 |591 |589 |5,87 |5,84 (5,82 |580 |5,78 |5,76 |5,75

Tab.13 : Valeurs des taux zéro-coupon sur 15 ans pour les zones UEMOA, CEMAC et
CIPRES.
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Courbes des taux sans risque pour les zones de ’'UEMOA, CEMAC et CIPRES

Réprésentation simultanée des courbes des taux sans risque de 'UEMOA, la CEMAC et la CIPRES
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Fig.3 : Représentation simultanée des courbes des taux sans risque de I’'UEMOA, la
CEMAC et la CIPRES au 27/02/2015

3.4  Discussion

Apreés avoir testé les modéles de NELSON SIEGEL (1987), SVENSSON (1994),
BJORK et CHRISTENSEN (1999), les travaux de recherche ont révélé que le modéle de
BJORK ET CHRISTENSEN (1999) s’adapte mieux aux données de la zone UEMOA au
27/02/2015 que les modeles de NELSON et SIEGEL (1987) et de LARS SVENSSON
(1994). Le risque d’estimation ou I’erreur du modele de taux est de ’ordre de 0,7 %.  En
outre, dans la zone CEMAC, le modéle de LARS SVENSSON (1994) s’ajuste le mieux
sous des hypothéses. Le risque d’estimation ou I’erreur du modéle de taux est de 1’ordre de
0,6 %. De plus, la modélisation de ces courbes des taux tiennent aussi compte de la
politique monétaire actuelle des banques centrales de chaque zone. La courbe des taux de la
CIPRES a été obtenue en combinant ces deux courbes via des pondérations. Ces derniéres
ont ¢été obtenues en utilisant les techniques « d’allocation de capital ». Elles peuvent étre
définies comme la contribution des taux sans risque de chaque modéle dans I’ensemble.

Il est intéressant de souligner que la courbe des taux de la CEMAC atteint son
sommet a la maturité 5 ans (5,98 %) et par la suite, elle baisse progressivement alors que

celle de TUEMOA est strictement croissante. Cette situation peut s’expliquer par le fait que
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le dernier point de référence observé sur le marché de la CEMAC est 5 ans, ce qui
représente le dernier point liquide (LLP) alors que dans la zone UEMOA, il est de 10 ans.
Autrement dit, le manque d’information au-dela de 5 ans implique une extrapolation de la
courbe CEMAC a cette maturité, qui selon nous, commence trés tot ce qui confére a la
courbe, I’allure supra. Cette baisse de la courbe CEMAC a I’extrapolation peut s’expliquer
par le fait qu’elle doit converger vers I’'UFR = 4,8 %, inférieur au taux observé a la maturité
5 ans. Avec une contribution de 48 %, la courbe CEMAC influence énormément la forme
de la courbe des taux de la CIPRES, avec des valeurs élevées aux maturités 5 ans et 6 ans.

Sur le plan économique, la courbe des taux de 'UEMOA refléte les performances
économiques' actuelles de cette zone. De plus, elle est en accord avec la théorie des
anticipations de la structure par terme des taux d’intérét (cf. HICKS [1939]) car I’émetteur
de I’obligation paie plus cher lorsque la maturité est lointaine. Par contre, dans la zone
CEMAC, I’approche proposée dans cet article montre que la théorie des anticipations est
respectée sur la partie observable (0 — 5 ans). Au dela de 5 ans, le manque d’information et
la tendance baissiére des indicateurs économiques’ au vu des récentes prévisions® du FMI*
peut expliquer la baisse de la courbe sur la partie non observable (> 5 ans). Au regard de ce
qui précede, cette situation signifie que les investisseurs de la zone CEMAC préferent
placer leurs liquidités sur le moyen terme en lieu et place du long terme’, qui a leur sens,
présentera un risque potentiel.

La comparaison graphique de ces courbes nous permet de voir que la courbe de
I"UEMOA est au-dessus des autres courbes, tandis que celle de la CEMAC est totalement
en dessous. Quant a la courbe de la CIPRES, elle se situe entre ces deux courbes, ce qui est
cohérent car elle est issue d’une approche par pondération. Toutefois, nous pouvons voir
graphiquement qu’elle converge aussi vers la moyenne pondérée des UFR des zones
UEMOA et CEMAC, soit 5,53 %.

A partir de ce constat, nous pouvons montrer de maniére empirique que la courbe

des taux sans risque de la zone CIPRES peut étre obtenue approximativement en utilisant

! Voir par exemple : http:/news.abidjan.net/h/520980.html

2 Par exemple, le taux de croissance.

* Voir par exemple : http://www.jeuneafrique.com/231556/economie/cemac-le-fmi-predit-un-net-recul-du-taux-de-
croissance-en-2015/ ; http://www.jeuneafrique.com/245292/economie/face-a-une-croissance-qui-chute-la-beac-
abaisse-son-taux-directeur/ ; http://www.lenouveaugabon.com/finance/1007-9259-1la-beac-baisse-sa-prevision-du-
taux-de-croissance-de-la-cemac-a-2-8-pour-fin-2015

* Fond Monétaire international

* Dans tous les cas, les obligations d’état sur le long terme n’existent pas.
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les modeles de NELSON SIEGEL, SVENSSON, BJORK et CHRISTENSEN, sous les
hypotheses UFR pres €t Ogppres SUIVanNtes :
UFRpres = 0,52XUFR jyoat 0,48 XUFR yac = 5,528 %

Ocipres = 0,52% S gpon T 0,48 % Scgync = 2,476 %

La figure ci-dessous compare graphiquement les résultats de ces trois modéles (sous
les hypothesesUFR_pres €t Ocjpres ) @ la courbe de la zone CIPRES obtenue par

pondération. Cette derniére (en jaune) est 1égérement au-dessus des autres modéles au-dela

de la maturité 5 ans :

Courbe des taux sans risque de la zone CIPRES au 27/02/2015

Yield Curve

Maturity

Fig.4 : Analyse comparative des courbes des taux CIPRES obtenues par les modéles de
Nelson Siegel et extension et la méthode par pondération.

4. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons comparé des modéles de construction de courbe des
taux dans deux espaces économiques africains a savoir ’'UEMOA et la CEMAC. Dans la
zone UEMOA, les modéles de NELSON SIEGEL, SVENSSON, BJORK et
CHRISTENSEN ont donné des résultats proches. Finalement, c’est le modéle de BJORK
et CHRISTENSEN (1999) qui a été retenu pour cette zone car il présentait le meilleur
risque d’estimation. En outre, le marché financier de la CEMAC est peu développé et n’est
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pas intégré. Il n’est donc pas possible de construire une courbe des taux sans risque a cause
de la faible quantité de titres souverains en circulation (environ 4). Pour contourner cette
difficulté, nous avons suggéré dans cet article d’ajuster les données financic¢res de la
BRVM sur les données d’un émetteur de référence et sur la politique monétaire de cette
zone en ce sens qu’elle présente des similitudes avec ’'UEMOA. Sous ces hypothéses, c’est
le modele de SVENSSON qui a été retenue pour la zone CEMAC car il présentait le
meilleur risque d’estimation. La courbe finale recherchée (courbe CIPRES) a été obtenue
en unifiant les deux courbes supra via des pondérations, calculées a partir des techniques
d’allocation du capital.

Ce travail présente des limites notamment dans la construction de la courbe des taux
CEMAC basée sur plusieurs hypothéses'. Toutefois, elles sont cohérentes et la courbe des
taux CEMAC proposée peut étre utilisée comme instrument de tarification’ des nouvelles
obligations en circulation sur les marchés de Douala ou de la BVMAC. Enfin, il est
important de souligner que le choix des hypothéses intervenant dans la construction de la
courbe des taux doit aboutir & une courbe qui refléte la réalit¢é des professionnels.
Autrement dit, la courbe finale obtenue doit étre capable de fournir des rendements

identiques a ceux observés par les professionnels aux maturités observables.
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